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1. Mechanika Newtona.

(1) Podstawy mechaniki klasycznej zostaªy sformuªowane aksjomatycznie przez Newtona w
jego monumentalnym dziele Philosophiae naturalis principia mathematicai (1687) i znane
s¡ jako 3 zasady dynamiki Newtona. S¡ one oparte s¡ na fundamentalnych poj¦ciach siªy,
masy oraz cz¡stki. Teoria Newtona stanowi pot¦»ne narz¦dzie do (deterministycznego)
opisu ±wiata klasycznego (ograniczenia tej teorii ujawniaj¡ si¦ w przypadku: wielkich
pr¦dko±ci, wielkich mas oraz obiektów bardzo maªych). We wspomnianym dziele, poza
sformuªowaniem praw mechaniki, Newton m.in. sformuªowaª prawo powszechnego ci¡»e-
nia oraz wyprowadziª z niego prawa Keplera. Doniosªo±¢ teorii Newtona trafnie oddaª
XVIII-wieczny �zyk i matematyk Alexis Clairaut: Principia Netwona naznaczyªy jego
epok¦ wielk¡ rewolucj¡ w �zyce ... a jego metodologia rzuciªa ±wiatªo matematyki na
nauki przyrodnicze które wcze±niej pozostawaªy w cieniu przypuszcze« i zabobonów.

(2) Teoria Newtona opisuje ruch cz¡stek pod wpªywem dziaªaj¡cych na nie siª. Poni»ej
bardzo skrótowo przytaczam podstawowe poj¦cia oraz notacj¦, której b¦dziemy u»ywa¢:
(a) Cz¡stka jest obiektem o zaniedbywalnym rozmiarze, obdarzonym mas¡ (wielko±¢

skalarna), posiadaj¡c¡ poªo»enie i pr¦dko±¢ (wielko±ci wektorowe, potrzebujemy do
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nich konkretnego ukªadu odniesienia, standardowo u»ywamy kartezja«skego ukªadu
wspóªrz¦dnych).

(b) Poªo»enie cz¡stki w chwili t:

x(t) = (x(t), y(t), z(t)),

przy wielu okazjach zaniedbujemy argument t, pisz¡c: x = (x, y, z). Trajektoria
cz¡stki to obraz funkcji R 3 t→ x(t) ∈ R3

(c) Pr¦dko±¢ cz¡stki to pochodna poªo»enia po czasie,

v = dx/dt =:
·
x.

Naturalnie,
dx/dt = (dx/dt, dy/dt, dz/dt).

Dla dowolnej gªadkiej funkcji czasu H jej pochodn¡ "po czasie" b¦dziemy oznacza¢

Ḣ =
d

dt
H.

�wiczenie: Poka», »e d(a · b)/dt = da/dt · b+a ·db/dt, gdzie a · b to iloczyn skalarny
poªo»enia dwóch cz¡stek

(d) Przy±pieszenie cz¡stki to pochodna pr¦dko±ci po czasie,

a = dv/dt =
··
x

(e) Siªa (wielko±¢ wektorowa) jest przyczyn¡ przy±pieszenia ciaª. Kilka siª dziaªaj¡-
cych na cz¡stk¦ (o wspólnym punkcie przyªo»enia) dziaªa na ciaªo zgodnie z siª¡
wypadkow¡ (sum¡ wektorow¡ siª).

(3) Zasady dynamiki Newtona
(a) I. Ciaªo, na które nie dziaªa »adna siªa, porusza si¦ ruchem jednostajnym lub po-

zostaje w spoczynku.
(b) II. Przy±pieszenie cz¡stki o masie m jest wprost proporcjalne do dziaªaj¡cej siªy F

zgodnie ze wzorem a = F
m

(c) III. Oddziaªywania ciaª s¡ zawsze wzajemne (wzajemne oddziaªywania maj¡ te same
kierunki i przeciwne zwroty, ró»ne punkty przyªo»enia).

Poni»ej powy»sze trzy zasady w oryginale (domena publiczna):
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(4) Dyskusja:
Z matematycznego punktu widzenia I-sza zasada jest jedynie szczególnym przypadkiem

drugiej zasady. Zostaªa ona wyró»niona nie bez powodu - w �zyce staro»ytnych Greków
siªy byªy odpowiedzialne za ruch ciaª a ciaªo na które nie dziaªaªa »adna siªa d¡»yªo do
stanu spoczynku. Fizyka newtonowska jest tymczasem oparta na pogl¡dzie, »e nigdy nie
jeste±my w stanie stwierdzi¢, czy ciaªo znajduje si¦ w spoczynku, poniewa» obserwujemy
jedynie ruch wzgl¦dny - obserwowany ruch jest zawsze zwi¡zany z przyj¦tym ukªadem
odniesienia. I-sza zasada dynamiki jest w pewnym sensie deklaracj¡ istnienia inercjal-
nych ukªadów odniesienia - czyli takich ukªadów, w których jest ona speªniona (wraz
z pozostaªymi zasadami dynamiki). W ukªadach inercjalnych jedynie przy±pieszenia ciaª
s¡ tªumaczone dziaªaj¡cymi siªami (ciaªa swobodne poruszaj¡ si¦ ruchem jednostajnym).
Fizyka netwonowska oparta jest na galileuszowej zasadzie wzgl¦dno±ci stwierdzaj¡cej,
»e prawa �zyki we wszystkich ukªadach inercjalnych s¡ takie same. Innymi sªowymi,
»aden z ukªadów inercjalnych nie jest wyró»niony.

(5) Zaªó»my, »e mamy ustalony inercjalny ukªad odniesienia S ze wspóªrz¦dnymi kartez-
ja«skimi. Nast¦puj¡ce transformacje zmiennych zde�niuj¡ ukªad równie» inercjalny:
(a) x′ = x+ c (»aden punkt w przestrzeni nie jest wyró»niony)
(b) x′ = Rx, gdzie R ∈ M(3, 3) speªnia RRT = I (macierze ortogonalne - obroty

wªa±ciwe i niewªa±ciwe oraz ich zªo»enia - »adne kierunki, wspóªrz¦dne w przestrzeni
nie s¡ wyró»nione)

(c) x′ = x+ vt, gdzie v jest ustalonym wektorem (»adna pr¦dko±¢ nie ma wyró»nionego
charakteru - wzgl¦dno±¢ ruchu).
�atwo sprawdzi¢, »e cz¡stka poruszaj¡ca si¦ w ukªadzie S ze staª¡ pr¦dko±ci¡ b¦dzie
porusza¢ si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ w ka»dym z powy»szych ukªadów (co gwarantuje
równowa»no±¢ I-szej zasady dynamiki w tych ukªadach). Przykªadowo, niech x(t)
oznacza poªo»enie cz¡stki w ukªadzie S w chwili t. �atwo wida¢, »e

··
x(t) = 0⇐⇒

··
x′(t)

Powy»sze transformarcje tworz¡ grup¦ Galileusza. Nie uwzgl¦dniamy w nich zami-
any jednostek pomi¦dzy ukªadami (takich jak transformacja x'=1000x, zmieniaj¡ca,
przykªadowo, jednostk¦ z kilometra na metr).

(6) Absolutno±¢ czasu. W dynamice Newtona czas pªynie z tak¡ sam¡ pr¦dko±ci¡ we
wszystkich ukªadach odniesienia niezale»nie od zjawisk zachodz¡cych w tych ukªadach.
Jedyna dopuszcza transformacja zmiennej czasowej to translacja (przestawienie zegara):
t′ = t+ t0

(7) Inercjalne ukªady odniesienia poruszaj¡ si¦ wzgl¦dem siebie ze staª¡ pr¦dko±ci¡. Pami¦-
taj¡c, o tym »e »adnie kierunki, wspóªrz¦dne, itp. nie s¡ wyró»nione i przyjmuj¡c,
»e wzajemny ruch odbywa si¦ wzdªu» osi x oraz po zsynchronizowaniu zegarów obu
ukªadów (w chwili zero wspóªrzedne obu ukªadów pokrywaj¡ si¦), dostajemy transfor-
macj¦ Galileusza: 

x′ = x− vt
y′ = y

z′ = z

t′ = t

.

2. Siªy i energia. Jedna cz¡stka

.
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2.1. Wymiar n=1. .
Rozwa»ymy cz¡stk¦ (o staªej masie m) poruszaj¡c¡ si¦ po prostej, której poªo»enie w chwili t

oznaczamy przez x(t) = x(t) ∈ R. Tymczasowo zakªadamy, »e siªa dziaªaj¡ca na cz¡stk¦ w tym
prostym ukªadzie zale»y tylko i wyª¡cznie od poªo»enia cz¡stki (nie zale»y od pr¦dko±ci cz¡stki
oraz, jak w caªym niniejszym kursie, nie zale»y od czasu - zachowanie ukªadu jest jednorodne
w czasie). Tak wi¦c piszemy skrótowo F = F (x), standardowo zaniedbuj¡c argument funkcji w
notacji. W caªym kursie zakªadamy, »e siªa F jest klasy gªadko±ci C1 (lub wy»szej, je±li b¦dzie
to potrzebne). W ka»dym punkcie x de�niujemy energi¦ potencjaln¡ V (x) równaniem:

(2.1) F = −dV (x)

dx
.

Wida¢, »e potencjaª V jest wyznaczony z dokªadno±ci¡ do staªej. Odwracaj¡c (caªkuj¡c)
równanie (2.13), mamy:

(2.2) V (x) = −
∫ x

x0

F (y)dy,

gdzie x0 jest ustalonym punktem.
Zgodnie z II zasad¡ dynamiki, równanie ruchu w obecnej sytuacji przyjmuje nast¦puj¡c¡

posta¢:

(2.3) m
··
x = −dV

dx

Ruch cz¡stki wyra»ony równaniem (2.3) jest zachowawczy, inaczej: cz¡stka porusza si¦ w
zachowawczym polu siª, a zachowywan¡ (staª¡) wielko±ci¡ jest energia cz¡stki E, tj. wielko±¢
wyra»ona wzorem:

(2.4) E =
1

2
m · ( ·x)2 + V (x).

Speªniona zatem jest zasada zachowania energii, co oznacza, »e energia cz¡tki jest staªa w
czasie, tzn. w zapisie argumentowym:

E(t) =
1

2
m(
·
x(t))2 + V (x(t)) = const.

Czynnik 1
2m(

·
x)2 nazywamy energi¡ kinetyczn¡ cz¡stki, zatem caªkowita energia cz¡stki jest

sum¡ jej energii kinetycznej oraz potencjalnej.

Powy»sz¡ równo±¢ sprawdzamy, ró»niczkuj¡c:
·
E = m

·
x
··
x+

dV

dx

·
x =

·
x(m

··
x+

dV

dx
) = 0,

gdzie ostatnia równo±¢ wynika z równania ruchu (2.3)

Przykªad 1. Jednorodne pole grawitacyjne. W ka»dym punkcie na prostej na cz¡stk¦
dziaªa staªa siªa F = −gm, gdzie g to staªa warto±¢ przy±pieszenia grawitacyjnego a m to masa
cz¡stki. Oznaczmy zwyczajowo poªo»enie cz¡stki wspóªrz¦dn¡ z (nawi¡zuj¡c do "pionowej"
prostej kartezja«skiego ukªadu wspóªrz¦dnych)

Za energi¦ potencjaln¡ mo»na przyj¡¢

V = mgz,

by uzyska¢ (dla wygody) »e w punkcie zero energia cz¡stki wynosi zero. �atwo wida¢, »e naszym
równaniem ruchu jest:

··
z= −g,
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sk¡d wyprowadzamy równanie na pr¦dko±¢
·
z= v0 − gt,

gdzie pr¦dko±¢ pocz¡tkowa v0 =
·
z (0), oraz równanie na poªo»enie cz¡stki ("wysoko±¢")

z = z(0) + v0t−
1

2
gt2,

gdzie z(0) nazwiemy poªo»eniem pocz¡tkowym cz¡stki.

Przykªad 2. Prosty oscylator harmoniczny. Energia potencjalna oscylatora harmonicznego
wyra»a si¦ wzorem

V (x) =
1

2
kx2, gdzie k > 0

sk¡d dostajemy siª¦ dan¡ równo±ci¡:
F = −kx.

Siªa spr¦»ysta F jest proporcjonalna do wychylenia cz¡stki od poªo»enia stacjonarnego w punkcie
0 i o przeciwnym znaku. Dostajemy równanie ruchu:

m
··
x = −kx,

którego rozwi¡zanie daje

x(t) = A cos(ωt) +B sin(ωt), gdzie ω =

√
k

m
.

Wida¢, »e ruch cz¡stki jest okresowy a peªen cykl odpowiada okresowi T = 2π
ω . Okres ten nie

zale»y od staªych A a B, które s¡ staªymi pochodz¡cymi z caªkowania równania m
··
x = −kx, a

które mo»na wyliczy¢ znaj¡c warunki pocz¡tkowe, dokªadniej: A = x(0) oraz Bω =
·
x(0).

Wracamy do sytuacji na prostej z potencjaªem V . Zasada zachowania energii pozwala nam
wyrazi¢ równania ruchu równaniem ró»niczkowym pierwszego stopnia ! Zauwa»my, »e druga
zasada dynamiki wyra»a ruch równaniem stopnia drugiego. Poniewa» mamy E = 1

2m(
·
x)2+V (x),

wyliczamy
dx

dt
= +−

√
2

m
(E − V (x)).

Zauwa»aj¡c, »e otrzymali±my równanie o zmiennych rozdzielonych, mo»emy zapisa¢:

t− t0 = +−
∫ x

x0

dx′√
2
m(E − V (x′))

.

Powy»ej x′ oczywi±cie nie oznacza ró»niczkowania tylko zmienn¡ przestrzenn¡ wzdªu» której
caªkujemy praw¡ stron¦ równania by ostatecznie uzyska¢ uwikªan¡ posta¢ ruchu cz¡stki.
Podej±cie jako±ciowe. Analizuj¡c energi¦ potencjaln¡ w polu zachowuj¡cym energi¦ mo»na

nieraz wiele powiedzie¢ o zachowaniu cz¡stki umieszczonej w ukªadzie, nawet je±li nie potra�my
rozwi¡za¢ równa« ruchu cz¡stki. Jest to podobna sytuacja jak w przypadku analizy portretu fa-
zowego równa« ró»niczkowych stopnia pierwszego, tutaj jednak mamy równanie stopnia drugiego,
zgodnie z drug¡ zasad¡ dynamiki w niniejszym kontek±cie:

m · ··x = −dV
dx

.

Po wykonaniu odpowiedniego wykresu potencjaªu, mo»na analizowa¢ jako±ciowo zachowanie
cz¡stki: cz¡stka umieszczona w polu o potencjale V "nabiera" pr¦dko±ci zgodnie z kierunkiem
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wyznaczonym przez spadek wykresu - energia kinetyczna ro±nie tam, gdzie energia kinetyczna V
maleje. W szczególno±ci, cz¡stka umieszczona w ukªadzie z zerow¡ pr¦dko±ci¡ zacznie porusza¢
si¦ w takim samym kierunku jak piªeczka umieszczona na sporz¡dzonym wykresie. Wa»n¡ rol¦
odgrywaj¡ punkty stacjonarne.
Punktami równowagi potencjaªu V nazywamy jego punkty stacjonarne, tj. punkty x0

speªniaj¡ce
dV

dx
(x0) = 0.

Punkty z dodatni¡ drug¡ pochodn¡ V ′′(x0) > 0 to punkty równowagi stabilne - cz¡stka umieszc-
zone w ich pobli»u b¦dzie zachowywa¢ si¦ podobnie jak w przypadku oscylatora harmonicznego
wzgl¦dem punktu x0. Punkty stacjonarne speªniaj¡ce V ′′(x0) < 0 (maksima globalne V ) to
punkty niestabilne - cz¡stka umieszczona w pobli»u oddali si¦ od punktu równowagi. Sytuacja
V ′′(x0) = 0 nie rostrzyga o typie równowagi.

Warto±ciowe dydaktycznie jest poni»sze zadanie.

Zadanie 1. Rozwa»my V (x) = m · (x3−3x). Ten do±¢ prosty przykªad prowadzi do równania
ruchu, którego rozwi¡zanie nie wyra»a si¦ funkcjami elementarnymi. Sprawd¹ to.

Narysuj wykres funkcji V , ze szczególnym uwzgl¦dniem punktów -1, 1, 2. Jak zachowa si¦
cz¡stka, umieszczona na prostej z pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡

·
x(0) = 0, je±li znajdzie si¦:

a) w punkcie 1 lub -1
b) w przedziale (-1,2)
c) w przedziale (−∞,−1)
d) w przedziale (2,∞),
e) w punkcie x0 = 2 (przypadek specjalny).

A co je±li cz¡stka zostanie umieszczona z pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡ ró»n¡ od zera?

2.2. Wymiar n=3. Wracamy do sytuacji ogólnej, w której x = (x, y, z). Pracujemy dalej przy

zaªo»eniu, »e siªy dziaªaj¡ce w ukªadzie zale»¡ tylko i wyª¡cznie od poªo»enia: F (t,x,
·
x) = F (x)

i cz¦sto b¦dziemy zaniedbywa¢ w notacji argument x. Podstawowe pytanie, na które zaraz
odpowiemy, brzmi: kiedy pole siª zale»ne tylko od poªo»enia jest zachowawcze, tzn. przy jakich
zaªo»eniach speªniona jest zasada zachowania energii dla pewnej energii potencjalnej V : X → R.
Maj¡c ju» potencjaª V , de�niujemy energi¦ caªkowit¡ cz¡stki x:

(2.5) E =
1

2
m(
·
x · ·x) + V (x) =

1

2
m|| ·x||2 + V (x),

gdzie a · b oznacza Euklidesowy iloczyn skalarny wektorów a, b natomiast ||a|| oznacza norm¦
Euklidesow¡ wektora a. Czªon

T =
1

2
m(
·
x · ·x)

nazywamy energi¡ kinetyczn¡ cz¡stki. Przypomnijmy dodatkowo, »e dla dowolnej funkcji
(gªadkiej) V : R3 → R gradient tej funkcji ∇V jest zde�niowany:

∇V (x) = (
dV

dx
(x),

dV

dy
(x),

dV

dz
(x)).

Twierdzenie 1. Pole F : R3 → R3 jest zachowawcze wtw, gdy istnieje funkcja V : R3 → R
speªniaj¡ca

(2.6) F (x) = −∇V (x).
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Co wi¦cej, funkcja V z powy»szej równowa»no±ci jest energi¡ potencjaln¡ dla pola F , tzn. wielko±¢

E = 1
2m(

·
x · ·x) + V (x) jest staªa wzdªu» rozwi¡za« równania ruchu m · ··x = −∇V .

Proof. By udowodni¢ implikacj¦ ⇒, wystarczy, podobnie jak w przypadku jednowymiarowym,
zró»niczkowa¢ (po "`czasie"') wyra»enie E = 1

2m(
·
x · ·x) + V (x), gdzie V jest zaªo»on¡ energi¡

potencjaln¡, korzystaj¡ z wªasno±ci iloczynu skalarnego:
dE

dt
= m

·
x · ··x+∇V (x) · ·x =

·
x · (m ··x+∇V (x)) = 0,

gdzie ostatnie wyra»enie wyzerowaªo si¦ speªniaj¡c równanie ruchu.
W drug¡ stron¦, zaªó»my »e dla pewnej funkcji potencjaªu V energia (2.5) jest zachowana.

Mamy pokaza¢, »e F = −∇V . Wprowadzimy w tym celu poj¦cie pracy. Je±li cz¡stka x porusza-
j¡ca si¦ w polu F zmieniªa swoje poªo»enie z pozycji x(t0) = a do punktu x(t1) = b zakre±laj¡c
swoim torem krzyw¡ γ, wtedy prac¦ wykonan¡ nad cz¡stk¡ x przez siª¦ F nazwiemy warto±¢
caªki z F wzdªu» krzywej γ:

W =

∫ t1

t0

F (x(t)) · ·x(t)dt =

∫
γ
F (x)dx.

Wyra»enie podcaªkowe F (x) · ·x nazwamy moc¡. Zast¦puj¡c funkcj¦ F wyra»eniem m
··
x, dosta-

jemy

W = m

∫ t1

t0

··
x · ·xdt =

1

2
m

∫ t1

t0

d(
·
x · ·x)

dt
dt = T (t2)− T (t1),

gdzie ostatnia równo±¢ wynika bªyskawicznie z podst. twierdzenia rachunku caªkowego (przy-

pomnijmy T (t) = 1
2m

·
x · ·x). Ale poniewa» zaªo»yli±my zasad¦ zachowania energii, zatem dla

pewnego potencjaªu V zmiana energii kinetycznej odpowiada zmianie energii potencjalnej

T (t2)− T (t1) = V (a)− V (b),

sk¡d caªka po drodze γ zale»y tylko od jej kra«ców a i b speªniaj¡c zale»no±¢∫
γ
F (x)dx = V (a)− V (b) = −V (b)−−V (a),

sk¡d ju» wynika (po zastosowaniu odpowiedniej wektorowej wersji podst. twierdzenia rachunku
caªkowego), »e F = ∇(−V ) = −∇V . �

Sªowo o gradiencie.
Dla ustalonego z ∈ R3 gradient ∇V (z) jest prostopadªy do poziomicy

lz = {x : V (x) = V (z)}
w punkcie z oraz, je±li jest niezerowy, wskazuje on kierunek najszybszego wzrostu funkcji V .

Niech γ : (−ε, ε) → lz b¦dzie krzyw¡ (jak zawsze, gªadk¡) speªniaj¡c¡ γ(0) = z. Poniewa»
V (γ(t)) = V (z) = const, a zatem

0 =
d

dt
V (γ(t)) = ∇V (γ(t)) ·

·
γ(t).

W szczególno±ci, ∇V (z) jest prostopadªy do dowolnej krzywej o warto±ciach w poziomicy lz
przechodz¡cej przez punkt z oraz do caªej przestrzeni stycznej w punkcie z do poziomicy lz co
wyra»a wspomnian¡ prostopadªo±¢. Przy okazji przypomnijmy, »e funkcj¦

∇V (γ) ·
·
γ

nazywamy pochodn¡ V wzdªu» trajektorii γ.
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Aby uzasadni¢ kierunek najszybszego wzrostu, ustalmy dowolny wektor jednostkowy u ∈ R3 i
zastanówmy si¦, kiedy funkcja

t −→ V (z + t · u)

ma najwi¦ksz¡ pochodn¡ (najszybszy wzrost) w punkcie t = 0? Poniewa» mamy

(2.7)
d

dt
V (z + t · u) = ∇V (z) · u,

widzimy, »e iloczyn skalarny gradientu w punkcie z i wektora u jest równy pochodnej kierunkowej
funkcji V w punkcie z w kierunku wektora u. W efekcie poszukiwany kierunek jest wyznaczony
przez wektor u = 1

||∇V (z)||·∇V (z) - warto±¢ iloczynu skalarnego ∇V (z) · u jest najwi¦ksza gdy
wektor u b¦dzie równolegly do ∇V (z) (i o tym samym zwrocie).

Jaki mo»na wysnu¢ wniosek dotycz¡cy ukªadów zachowawczych (2.6) ? W ukªadzie za-
chowawczym siªy dziaªaj¡ce na ciaªo dziaªaj¡ w kierunku najszybszego spadku jego
energii potencjalnej. Ilustracj¡ tego zjawiska z pewn¡ dokªadno±ci¡ jest pªyn¡ca rzeka lub,
mo»e troch¦ celniej, kropla wody umieszczona na gªadkiej powierzchni, która spªywa w kierunku
wyznaczonym przez gradient tej powierzhni (w ka»dym punkcie powierzchni mamy przypisan¡
wysoko±¢ V a siªa wypadkowa dziaªaj¡ca na kropl¦ wskazuje kierunek najszybszego spadku tej
wysoko±ci).

Poni»ej na rysunku pole gradientowe funkcji

F (x, y) = −V (x, y) = −1 · (x2 · (1− x)2 + y2 · (1 + y)2).

Strzaªki obrazuj¡ siªy dziaªaj¡ce w polu o potencjale V (nale»y nie myli¢ kierunków dziaªaj¡cych
siª z kierunkami przebiegu rozwi¡za« równa« ruchu).

Podobnie jak w przypadu jednowymiarowym, wa»n¡ rol¦ w analizie ukªadów posiadaj¡cych
energie potencjaln¡ V odgrywaj¡ punkty równowagi, tj. punkty stacjonarne przestrzeni:

∇V (x) = 0.
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Punkty stacjonarne, w których energia potencjalna V ma minimum lokalne nazywa si¦ cz¦sto
punktami równani stabilnymi, natomiast punkty stacjonarne b¦d¡ce maksimami lokalnymi nazywa
si¦ puntami niestabilnymi.

2.3. Sªowo o równaniach ró»niczkowych stopnia 2. .
Jak wida¢ z dotychczasowych rozwa»a«, równania ruchu w dynamice Newtonowskiej s¡ to

równania ró»niczkowe stopnia drugiego. Analiz¦ jako±ciow¡ takich równa« mo»na sprowadzi¢ do
analizy znanych nam lepiej z równa« ró»niczkowych równa« stopnia 1:

·
x = f(t, x).

Dla naszych obecnych rozwa»a« wystarczy skupi¢ si¦ na równaniu autonomicznym, tj. takim, w
którym prawa strona nie zale»y od czasu:

(2.8)
·
x = f(x),

gdzie x : R → Rn oraz f : Rn → Rn jest funkcj¡ gªadk¡. W szczególno±ci, je±li f jest klasy
C1, wtedy mamy zapewnione istnienie (twierdzenie Peano) oraz jednoznaczno±¢ (twierdzenie
Picarda) rozwi¡zania dla dowolnego warunku pocz¡tkowego x(t0) = x0. Jak teraz sprowadzi¢
równanie stopnia drugiego:

··
x = F (x)

do równania stopnia 1? Zde�niujmy funkcj¦ f : Rn × Rn → Rn × Rn równo±ci¡:

f(x,y) = (y, F (x)).

Zauwa»my teraz, »e je»eli wektor (x,y) jest rozwi¡zaniem równania

(2.9) (
·
x,
·
y) = f(x,y)

to speªniony jest ukªad równa«:
·
x = y oraz

·
y= F (x), co bªyskawicznie prowadzi do obserwacji,

»e funkcja x speªnia równanie ruchu
··
x = F (x) natomiast y to pr¦dko±¢ (pochodna) rozwi¡zania

równania ruchu x. W ten sposób sprowadzamy równanie drugiego stopnia na Rn do równania
stopnia pierwszego na R2n. Co wi¦cej, ªatwo wida¢, »e funkcja f jest klasy C1 wtedy i tylko
wtedy, gdy pole F jest klasy C1, co gwarantuje w naszej sytuacji istnienie (oraz jednoznaczno±¢!)

rozwi¡zania równania ruchu dla dowolnego warunku pocz¡tkowego x(t0) = x0 oraz
·
x(t0) = v0

(poniewa» y(t0) =
·
x(t0)). Mo»na teraz analizowa¢ pole kierunków dla równania (2.9), które

przedstawi ª¡czne zachowanie wektora (x,
·
x) (co prawda, ju» dla przypadku n = 2 takie pole

kierunków b¦dzie czterowymiarowe co utrudnia sporz¡dzenie oraz odczytanie rysunku). Pami¦ta-
j¡c o zasadzie zachowania energii wiemy, »e rozwi¡zania szczególne równania (2.9) b¦d¡ zawiera¢
si¦ w poziomicach funkcji

L(x, y) =
1

2
||y||2 + V (x).

W szczególno±ci oznacza to, »e mo»na spodziewa¢ si¦ rozwi¡za« okresowych, a ka»de rozwi¡zanie
szczególne (2.9) z warunkiem pocz¡tkowym x(t0) = x0 ,

·
x(t0) = v0 b¦dzie zawiera¢ si¦ w

poziomicy o równaniu L(x, y) = L(x0, v0) (energia rozwi¡za« jest staªa w czasie).
Zauwa»my teraz, »e je±li x0 jest minimum lokalnym energii potencjalnej (stabilnym punktem

równowagi), wtedy funkcja L ma minimum lokalne w punkcie (x0, 0), co w szczególno±ci oznacza,
»e rozwi¡zanie (2.9) o warunkach pocz¡tkowych x0 = 0 oraz y(0) = v0 = 0 jest rozwi¡zaniem
stacjonarnym (staªym) równania (2.9). Co wi¦cej, funkcja

L̃(x, y) = L(x, y)− L(x0, 0) = L(x, y)− V (x0),
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b¦dzie dodatnia w pewnym s¡siedztwie punktu (x0, 0) oraz staªa wzdªu» rozwi¡za«, a zatem
b¦dzie sªab¡ funkcj¡ Lapunowa dla punktu (x0, 0), co dowodzi twierdzenie Lagrange'a mówi¡ce,
»e stan (x0, 0) jakominimum lokalne energii calkowitej jest stabilny w sensie Lapunowa,
co oznacza dla dowolnego otoczenia U punktu (x0, 0) istnieje otoczenie tego punktu V ⊂ U takie,
»e rozwi¡zanie startuj¡ce z dowolnego stanu (x, v) ∈ V pozostaje w otoczeniu U .

Poni»sze obrazy, sporz¡dzone w Maple, przedstawiaj¡ pole kierunków dla pola z Zadania 1 (o
energii potencjalnej V (x) = m(x3−3x)) wraz z przykªadowymi trzema rozwi¡zania startuj¡cymi
z pr¦dko±ci¡ pocz¡tkow¡ v0 = 0 z punktu pocz¡tkowego: x0 = 2 (na pierwszym rysunku) oraz
z punktów pocz¡tkowych x0 = 1, 99, x0 = 2, 01 (drugi rysunek). Bardzo prosz¦ przeanalizowa¢
(pami¦taj¡c, »e na osi x mamy poªo»enie a na osi y pr¦dko±¢ cz¡stki). Naturalnie, rozwi¡zania
pokrywaj¡ jednoznacznie caª¡ pªaszczyzn¦ (twierdzenia Peano oraz Picarda). "Dajcie mi poªo»e-
nia, p¦dy i siªy dziaªaj¡ce w ukªadzie, a przedstawi¦ wam caªo±¢ przeszªych oraz przyszªych
zdarze«."'
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2.4. Pola siªowe zachowawcze. Siªy Centralne. .

Wracamy teraz do zachowawczego pola siª danego równaniem (2.6) - przykªadem takiego pola
o szczególnym znaczeniu s¡ tzw. siªy centralne, tj. siªy, w których warto±¢ potencjaªu za-
le»y tylko i wyª¡cznie od odlegªo±ci od ustalonego punktu - domy±lnie b¦dzie to ±rodek ukªadu
wspóªrz¦dnych 0. Wynika st¡d, »e poziomice potencjaªu to okr¦gi (lub sumy okr¦gów), a wypad-
kowa siªa zawsze b¦dzie miaªa kierunek wskazuj¡cy ±rodek ukªadu wspóªrz¦dnych (czyli kierunek
zgodny z poªo»eniem punktu x, zwrot mo»e by¢ przeciwny). Dodatkowo, siªa równie» b¦dzie
zale»e¢ tylko i wyª¡cznie od odlegªo±ci od zera. �atwo to sprawdzi¢. Zauwa»my, »e potencjaª
jest postaci

V (x) = V̂ (||x||).
Z pewnym zaniedbaniem notacji, b¦dziemy cz¦sto pisa¢ V (x) = V (||x||), traktuj¡c V jako funkcj¦
odlegªo±ci od zera. Dªugo±¢ wektora poªo»enia ||x|| b¦dziemy cz¦sto oznacza¢ przez r, zale»nie
od kontekstu. Policzmy omawiany gradient przy naszych oznaczaniach, ró»niczkuj¡c zªo»enie
funkcji V (x) = V (r(x1, x2, x3)), gdzie r(x1, x2, x3) = ||(x1, x2, x3)||:

(2.10) ∇V (x1, x2, x3) =
dV

dr
(r)(

dr

dx1
,
dr

dx2
,
dr

dx3
) =

dV

dr
(r)(

x1
r
,
x2
r
,
x3
r

) =
dV

dr
x̂,

gdzie dla niezerowego wektora x b¦dziemy cz¦sto u»ywa¢ notacji

(2.11) x̂ =
x
||x||

=
x
r
.

Tak wi¦c mamy posta¢ omawianej siªy centralnej:

F (x) = −dV
dr

(r)x̂.

Poni»ej kilka przykªadów.

Przykªad 1. Pole grawitacyjne.
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Rozwa»amy ciaªo o masie M umieszczone w ±rodku ukªadu wspóªrz¦dnych. Cz¡stka o masie
m do±wiadcza w efekcie energii potencjalnej o równaniu:

V (r) = −GMm

r
,

gdzie G jest staª¡ grawitacji. W efekcie na cz¡stk¦ dziaªa siªa

F (x) = −GMm

r2
x̂,

wyra»aj¡c Newtonowskie prawo powszechnego ci¡»enia. Zauwa»my od razu, »e przy±piesze-
nie cz¡stki w polu grawitacyjnym nie zale»y w ogóle od jej masy! Wynika to z fenomenu
(potwierdzonego do±wiadczalnie), »e masa cz¡stki wyst¦puj¡ca w drugiej zasadzie dynamiki New-
tona (masa bezwªadno±ciowa, bezwªadna) oraz masa wyst¦puj¡ca we wzorze na siª¦ grawitacji
(masa grawitacyjna) to ta sama wielko±¢ �zyczna. Równowa»no±¢ tych wielko±ci, zwana w �zyce
zasad¡ równowa»no±ci, staªa si¦ pó¹niej dla Einsteina podstaw¡ ogólnej teorii wzgl¦dno±ci.
Wielko±¢

Φ(r) = −GM
r

bywa nazywana (newtonowskim) polem grawitacyjnym masy M .
Wyprzedzaj¡c troch¦ materiaª, wprowad¹my od razu potencjaª grawitacyjny dla ukªadu cz¡stek

(dotychczasowa sytuacja, w której skupiamy si¦ na jednej cz¡stce, jest niedostateczna do opisu
Wszech±wiata lub innych skomplikowanych ukªadów). Je±li mamy ukªad cz¡stek o pozycjach xi
o masach Mi, wtedy ich caªkowite pole grawitacyjne wynosi:

Φ(x) = −G
∑
i

Mi

||x− xi||
,

natomiast siªa grawitacji do±wiadczana przez cz¡stk¦ o masie m w pozycji x wynosi:

F (x) = −G
∑
i

Mi

||x− xi||2
̂(x− xi) = −G

∑
i

Mi

||x− xi||3
(x− xi).

Zadanie. Poka», »e zewn¦trzne pole grawitacyjne (sferycznej) planety o masieM i promie-
niu R jest takie samo jak pole grawitacyjne cz¡stki o masieM umieszczonej w ±rodku (ci¦»ko±ci)
planety. Zakªadamy, »e rozkªad masy w planecie jest wyra»ony g¦sto±ci¡ ρ(r) zale»n¡ tylko i
wyª¡cznie od odlegªo±ci r od ±rodka planety uzyskuj¡c wzór na potencjaª grawitacyjny:

φ(x) = −G
∫
K(0,R)

ρ(x)

||x− x||
d3x.

Nale»y pokaza¢ φ(x) = −GM
r , gdzie r to odlegªo±¢ x od ±rodka. Najlepiej m¡drze wprowad¹

wspóªrz¦dne sferyczne. Wersja uproszczona zadania: zaªo»y¢ staªy rozkªad masy planety.

Pr¦dko±¢ ucieczki. W przypadku jednowymiarowym rozwa»yli±my jednorodne pole graw-
itacyjne, co mo»na wykorzysta¢ w praktyce jako dobre przybli»enie pola grawitacyjnego, je±li
zakres opisywanego ruchu jest bardzo maªy w stosunku do odlegªo±ci R cz¡stki od masy M . W
rzeczywisto±ci warto±¢ pola grawitacyjnego ro±nie odwrotnie proporcjalnie do wzrostu odlegªo±ci
R (d¡»¡c do warto±ci zero) a siªa grawitacji dziaªaj¡ca na cz¡stk¦ maleje odwrotnie proporcjon-
alnie do kwadratu tej odlegªo±ci. Mo»emy w tej sytuacji ªatwo wyznaczy¢ pr¦dko±¢ ucieczki
ciaªa umieszczonego na powierzchni planety o masie M i promieniu R (korzystaj¡c z poprzed-
niego zadania), wystrzelonego w kierunku pionowym (tj. prostopadle do powierzchni planety)
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z pr¦dko±ci¡ V0. W takiej sytuacji opis ruchu ciaªa b¦dzie jednowymiarowy, a pr¦dko±¢ która
spowoduje opuszczenie planety ªatwo wyznaczamy z energii caªkowitej:

E =
1

2
mV 2 − GMm

R
.

Warunek

1

2
mV 2 ≥ GMm

R
gwarantuje, »e pr¦dko±¢ kinetyczna b¦dzie zawsze dodatnia - grawitacja planety nigdy nie

zdoªa nas zatrzyma¢. Pr¦dko±¢ ucieczki wynosi zatem:

(2.12) Ve ≥
√

2GM

R
.

Ile wynosci pr¦dko±¢ ucieczki dla naszej planety?

Ciekawostka. Promie« Schwarzschilda. Je±li kulisty obiekt o promieniu R i masie M
speªnia nierówno±¢ przeciwn¡ do (2.12) dla pr¦dko±ci Ve = c ( c to staªa �zyczna oznaczaj¡ca
pr¦dko±¢ ±wiatªa w pró»ni), tzn. je±li zachodzi,

R <
2GM

c2
,

nazywamy go czarn¡ dziur¡. Pami¦tamy jednak, »e mechanika Newtonowska nie nadaje si¦
do opisu zjawisk relatywistycznych (w szczególno±ci pr¦dko±¢ ±wiatªa nie jest w niej pr¦dko±ci¡
wyró»nion¡). Jednak»e promie« Schwarzchilda Rs, de�niuj¡cy wielko±¢ obiektu kulistego o
masie M poni»ej której obiekt ten jest czarn¡ dziur¡ (czyli gwiazd¡ tak g¦st¡ »e ±wiatªo nie
mo»e uciec z jej powierzchni) wynosi dokªadnie tyle, ile uzyskali±my w naszym niepoprawnym
(tj. nierelatywistycznym) podej±ciu do tego zagadnienia, tzn.

Rs =
2GM

c2

jest faktyczn¡ warto±ci¡ promienia Schwarzchilda dla niewiruj¡cej wokóª wªasnej osi planety.
Przykªad 2. Pole elektryczne. W ±rodku ukªadu wspóªrz¦dnych rozwa»amy cz¡stk¦ o

ªadunku Q która generuje pole elektryczne o potencjale:

E(r) =
Q

4πε0r
,

energia potencjalna nieruchomej cz¡stki o ªadunku q znajduj¡cej si¦ w tym polu wynosi

V (r) =
Qq

4πε0r
,

a siªa dziaªaj¡ca na t¦ cz¡stk¦ to siªa Coulomba i wynosi:

F =
Qq

4πε0
· x̂
r2
,

gdzie x to poªo»enie cz¡stki (przypomnijmy, »e kierunek x̂ jest zde�niowany równo±ci¡ (2.11) )
natomiast ε0 to staªa �zyczna okre±laj¡ca przenikalno±¢ elektryczn¡ pró»ni.

Mamy tutaj uderzaj¡ce podobie«stwo siªy elektrycznej i siªy grawitacji - ró»nic¡ jest jed-
nak, »e siªy grawitacji pomi¦dzy dwoma ciaªami s¡ zawsze przyci¡gaj¡ce, natomiast zwrot siªy
Coulomba zale»y od znaku iloczynu ªadunków Qq - ka»dy z ªadunków ma warto±¢ dodatni¡ lub
ujemn¡ (podczas gdy masa, wyst¦puj¡ca we wzorze na siª¦ grawitacji, jest zawsze nieujemna).
Trzeba równie» zaznaczy¢, »e siªa elektryczna jest jedynie skªadow¡ siªy elektromagnetycznej -
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nie b¦dziemy zajmowa¢ si¦ w tym kursie elektromagnetyzmem poza sytuacj¡ z kolejnego po-
drozdziaªu, gdzie staªe pole elektromagnetyczne dostarczy nam wa»nego przykªadu.
Przykªad 3. Uogólniaj¡c prosty przykªad oscylatora harmonicznego z przypadku jednowymi-

arowego, bªyskawicznie dostaniemy potencjaª:

V (r) =
1

2
kr2,

a zatem siªa dziaªaj¡ca na cz¡stk¦ umieszczon¡ w punkcie x wyniesie:

F (x) = −krx̂.

W takim przypadku warto±¢ potencjaªu ro±nie do niesko«czono±ci wraz z oddalaniem si¦
od ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych - wida¢, »e »adna pr¦dko±¢ nadana w chwili zero cz¡stce nie
umo»liwi jej ucieczki w niesko«czono±¢ jak to miaªo miejsce w przypadku potencjaªu grawita-
cyjnego.

2.5. Pole zale»ne od pr¦dko±ci.

Do tej pory zajmowali±my si¦ (i zazwyczaj b¦dziemy zajmowa¢ si¦) zachowawczymi siªami
zale»nymi tylko od poªo»enia. Poznali±my warunek wyra»aj¡cy, kiedy pole siªowe F (t, x, x′) =
F (x) jest zachowawcze. Przyjrzyjmy si¦ teraz dwóm przykªadom siª zale»nych od poªo»enia i
pr¦dko±ci cz¡stki w ukªadzie.
Przykªad 1. Wa»nym przykªadem siª zale»nych od pr¦dko±ci s¡ opory ruchu zwi¡zane z

poruszaniem si¦ ciaªa w pªynie (w cieczy lub w gazie). Siªy b¦d¡ce efektem takich oporów
skierowane s¡ w kierunku przeciwnym do ruchu cz¡stki, najcz¦±ciej przyjmujemy »e s¡ one o
warto±ci proporcjonalnej do pr¦dko±ci lub kwadratu pr¦dko±ci tej cz¡stki, a zatem maj¡ce cz¦sto
posta¢

F = −γv lub F = −γ||v||v = −γ||v||2v̂,

gdzie v =
·
x. Dla ilustracji takiego ukªadu, rozwa»my tªumiony oscylator harmoniczny (z lin-

iowym tªumieniem), uzyskuj¡c nast¦puj¡ce równanie ruchu:

m
··
x = −kx− γ ·x.

Podzielimy obie strony przez m i wprowadzimy oznaczenia ω2 = k
m oraz α = γ

2m , uzyskuj¡c
równanie:

··
x = −ω2x− 2α

·
x.

Przypomnijmy, »e wielko±¢ ω2 to okres drga« nietªumionego oscylatora. Zachowanie oscylatora
mo»na zaklasy�kowa¢ nast¦puj¡co:

(1) Je±li ω2 > α2, oscylator wci¡» wykonuje grania, których amplituda zbiega wykªadniczo
do zera

(2) Je±li ω2 < α2, oscylator nie zdoªa wykona¢ »adnego drgania ze wzgl¦du na zbyt du»e
opory ruchu

(3) Je±li ω2 = α2, mamy przypadek graniczny - co si¦ wtedy dzieje?

Przeanalizuj dokªadnie powy»szy przykªad jako Zadanie, uzasadniaj¡c powy»sze uwagi.
Przykªad 2. Staªe pole elektormagnetyczne. Zrobimy ten przykªad, ale najpierw troche

o siªach centralnych.
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2.6. Siªy centralne.

Zasada zachowania momentu p¦du.

P¦d¦m cz¡stki o masie m i pr¦dko±ci
·
x nazywamy wielko±¢

p = m · ·x.
Druga zasada dynamiki mówi zatem, »e siªa odpowiada za zmian¦ p¦du:

·
p= F,

sk¡d bªyskawicznie wynika zasada zachowania p¦du dla cz¡stki- je±li nie dziaªa »adna siªa,

wtedy p¦d jest staªy
·
p= 0.

Siªy centralne, którymi si¦ za chwil¦ zajmiemy, s¡ wyj¡tkowej natury, zachowuj¡c, oprócz
energii caªkowitej cz¡stki, inn¡ wa»n¡ wielko±¢. Zde�niujmy teraz moment p¦du cz¡stki (z
ang., angular momentum):

L = mx× ·x.
Przypomnijmy, »e iloczyn skalarny wektorów a× b to taki wektor z prostopadªy do wektorów

a, b o dªugo±ci ||a|| · ||b|| sinα (α to k¡t mi¦dzy wektorami a i b), »e baza (a, b, z) (o ile a i b
b¦d¡ niezale»ne) jest dodatnio zorientowana (zgodnie z reguª¡ prawej dªoni). W odró»nieniu

od p¦du liniowego p = m
·
x, moment p¦du zale»y od ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych wzgl¦dem

którego opisujemy ruch x. W szczególno±ci, moment p¦du jest zatem prostopadªy do pªaszczyzny
wyznaczonej przez bie»¡ce poªo»enie i p¦d, zachowuj¡c jednak informacj¦ o "orientacji" ruchu
wzgl¦dem ±rodka ukªadu (tzn. ruch jest zgodny lub przeciwny do orientacji ruchu wskazówek
zegara, innymi sªowy: pr¦dko±¢ k¡towa jest ujemna/dodatnia).

Poni»ej przydatny wzór, który b¦dziemy cz¦sto stosowa¢:

d

dt
(a× b) =

·
a ×b+ a×

·
b .

Zró»niczkujmy teraz moment p¦du dla przypadku siª centralnych:

L̇ = mẋ× ẋ+mx× ··x = 0 + x× F (x) = 0,

poniewa» siªa centralna F dziaªa zawsze w kierunku x̂ wyznaczonym przez x. Otrzymali±my, »e
wielko±¢ L jest staªa, co oznacza zasad¦ zachowania momentu p¦du dla siª centralnych:

L̇ = 0.

W przypadku ogólnym, wektor

τ := x× F (x)

nie musi si¦ zerowa¢. Wektor τ nazywamy momentem siªy, a druga zasada dynamiki New-
tona dla momentu p¦du wyrazi si¦:

L̇ = τ,

w pewnej analogii do drugiej zasady wyra»onej dla p¦du liniowego ṗ = F . Siªa odpowiada za
zmian¦ p¦du, a moment siªy odpowiada za zmian¦ momentu p¦du.

Zauwa»my teraz, »e poniewa» w przypadku siª centralnych wektor L jest staªy i prostopadªy
do wektorów x oraz

·
x, ruch ciaªa w takim polu odbywa si¦ w jednej pªaszczy¹nie! Pªaszczyna

ta jest wyznaczona w dowolnej chwili przez poªo»enie i wektor pr¦dko±ci (je±li jest niezerowy), a
analiza ruchu sprowadza si¦ do przypadku dwuwymiarowego. W polu centralnym mo»emy zatem
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dobra¢ ukªad odniesienia w taki sposób by o± z naszego ukªadu wspóªrz¦dnych byªa zgodna z
wektorem L (poniewa» jest on staªy), a ruch b¦dziemy opisywa¢ na pªaszczy¹nie xy. U»yjemy do
tego celu wspóªrz¦dnych biegunowych. Poniewa» L jest zgodny z wektorem (0, 0, 1), ruch b¦dzie
odbywa¢ si¦ w kierunku przeciwnym do ruchu wskazówek zegara, jak na poni»szym rysunku.

Równania ruchu we wspóªrz¦dnych biegunowych. B¦dziemy cz¦sto u»ywa¢ oznacze«
r = x, r = ||r||. Dowolny punkt pªaszczyzny x = (x, y) jest postaci

(x, y) = r(cos θ, sin θ),

a z ka»dym k¡tem θ jest zwi¡zana ortonormalna baza R2 postaci:

r̂ = [cos θ, sin θ], Θ̂ = [− sin θ, cos θ].

Powy»sza baza jest oczywi±cie funkcj¡ k¡ta θ, a ró»niczkowanie po zmiennej θ daje:

dr̂
dθ

= [− sin θ, cos θ] = Θ̂ oraz
dΘ̂

dθ
= −r̂.

Wyznaczmy teraz równania ruchu, pami¦taj¡c, »e r oraz θ s¡ funkcj¡ czasu:

·
x = ṙ =

d(rr̂)
dt

= ṙr̂+ r
dr̂
dθ
θ̇,

sk¡d

(2.13)
·
x = ṙr̂+ rθ̇Θ̂.

Naturalnie, jak widzimy powy»ej, zmiana poªo»ena
·
x jest opisana zmian¡ promienia ṙ oraz pr¦d-

ko±ci¡ k¡tow¡ θ̇. Ró»niczkuj¡c powy»sze wyra»enie po czasie (omijam jedn¡ linijk¦ rachunków,
prosz¦ prze¢wiczy¢ rachunek samodzielnie), uzyskujemy warto±¢ przy±pieszenia:

(2.14)
··
x = (r̈ − r(θ̇)2)r̂+ (rθ̈ + 2ṙθ̇)Θ̂

Poni»szy rysunek przedstawia rozkªad wektora pr¦dko±ci na skªadow¡ radialn¡ ṙr̂ oraz styczn¡
rθ̇Θ̂
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Przykªad. Ruch po okr¦gu w polu centralnym. W ruchu po okr¦gu mamy ṙ = 0 sk¡d
dostajemy, »e energia potencjalna V (r) jest staªa, w efekcie (z zasady zachowania energii) staªa

jest warto±¢ v2 =
·
x · ·x oraz pr¦dko±¢ k¡towa b¦dzie staªa: θ̇ = ω. St¡d dostajemy, u»ywaj¡c

(2.13),
·
x = rωΘ̂

oraz
··
x = −rωr̂θ̇ = −rω2r̂.

W efekcie, z drugiej zasady dynamiki Newtona, cz¡stka o masie m b¦dzie b¦dzie porusza¢ si¦ po
okr¦gu, gdy zostanie do niego przyªo»ona siªa w kierunku −r̂ (siªa do±rodkowa) o warto±ci

||F || = m · rω2 =
mv2

r
,

gdzie v to bie»¡ca pr¦dko±¢ cz¡stki (prostopadªa do poªo»enia r) a r to jej odlegªo±¢ od centrum
ukªadu.

Potencjaª efektywny. Wracamy teraz do równa« ruchu. Zapisuj¡c drug¡ zasad¦ dynamiki
przy u»yciu (2.14) oraz postaci funkcji F (x) = −dV

dr r̂, dostajemy:

m(r̈ − r(θ̇)2)r̂+m(rθ̈ + 2ṙθ̇)Θ̂ = −dV
dr

r̂.

Dostajemy od razu rθ̈ + 2ṙθ̇ = 0, a zatem 1
r
d
dt(r

2θ̇) = 0,w efekcie czego widzimy, »e wielko±¢

l := r2θ̇

jest staªa. Nie jest to zaskakuj¡ce, gdy zauwa»ymy, »e ||L|| = ml. By to sprawdzi¢, wystarczy
skorzysta¢ z równania (2.13), otrzymuj¡c:

L = mx× ·x = mrr̂× (ṙr̂+ rθ̇Θ̂) = mr2θ̇r̂× Θ̂,

co oznacza ||L|| = mr2θ̇, poniewaz r̂, Θ to wektory jednostkowe. Mamy teraz (1-wymiarowe!)
równanie opisuj¡ce promie« r:

m(r̈ − r(θ̇)2) = −dV
dr
,
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które, korzystaj¡c z faktu l := r2θ̇ = const, zapisujemy w postaci:

mr̈ = −dV
dr

+
ml2

r3
.

W efekcie

mr̈ = − d

dr
(V (r) +

ml2

2r2
),

a wielko±¢

(2.15) Ve(r) = V (r) +
ml2

2r2

nazywamy potencjaªem efektywnym. Potencjaª efektywny stanowi cz¦±¢ energii caªkowitej, a
dokªadniej jest to warto±¢ potencjaªu V (r) powi¦kszona o skªadnik "k¡towy" energii kinetycznej,
tj. o wyra»enie ml2

2r2
. Uzasadnimy to, korzystaj¡c ponownie z (2.13):

const = E =
1

2
m
·
x
·
x+ V (r) =

1

2
mṙ2 +

1

2
mr2θ̇2 + V (r) =

=
1

2
mṙ2 +

ml2

2r2
+ V (r) =

1

2
mṙ2 + Ve(r).

Widzimy faktycznie, »e wielko±¢ 1
2mṙ

2 + Ve(r) jest zachowana w naszej jednowymiarowej
analizie i jest równa energii caªkowitej wyj±ciowego (trójwymiarowego) ukªadu!. W szczególno±ci
umo»liwia to jako±ciow¡ jednowymiarow¡ analiz¦ odlegªo±ci ciaªa od centrum ukªadu poprzez
analiz¦ wykresu efektywnego potencjaªu.

Zauwa»my od razu, »e je±li pr¦dko±¢ ciaªa w polu centralnym jest skierowana ku centrum
ukªadu, wtedy l = 0 oraz potencjaª efektywny jest równy potencjaªowi wyj±ciowemu - pr¦dko±¢
k¡towa ruchu jest stale równa zero i caªy ruch odbywa si¦ po linii prostej.
Potencjaª efektywny typu grawitacyjnego. Zaªó»my teraz, »e mamy potencjaª typu

grawitacyjnego, tzn. V (r) = −K
r . Zakªadamy, »e pr¦dko±¢ k¡towa w ruchu nie jest zero, co

oznacza l 6= 0. Dla maªych warto±ci r wyra»enie ml2

2r2
b¦dzie dominowa¢ nad warto±ci¡ potencjaªu

V (r) i w efekcie potencjaª efektywny Ve wygl¡da nast¦puj¡co:

Warto±¢ wyra»enia ml2

2r2
jest nazywana barier¡ od±rodkow¡ (nie jestem pewien tego tªumaczenia,

z ang. centrifugal barier lub angular momentum barrier) - jak wida¢ na wykresie potencjaªu efek-
tywnego, »adne ciaªo (o niezerowej pr¦dko±ci k¡towej) nie mo»e si¦ zanadto zbli»y¢ do centrum.

Analizuj¡c powy»szy wykres, dostajemy nast¦puj¡ce przypadki zachowania ciaªa w polu graw-
itacyjnym.

(1) Je±li warto±¢ energii caªkowitej jest równa widocznemu na wykresie minimum global-
nemu, przyjmowanemu dla warto±ci r? = ml2

K wtedy warto±¢ promienia r = r? jest staªa.
Pr¦dko±¢ k¡towa jest niezerowa (jak zaªo»yli±my), zatem - zatem mamy ruch po orbicie
koªowej wokóª centrum ukªadu. Warto±¢ energii caªkowitej w tym przypadku wynosi
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Emin = − K2

2ml2
. Poniewa» θ̇ = l

r2?
, warto±¢ pr¦dko±ci k¡towej w ruchu po okr¦gu otrzy-

mamy ªatwo w zale»no±ci od promienia r?:

θ̇2 =
K

mr3?
.

(2) Je±li energia jest wi¦ksza od minimalnej, ale wci¡» ujemna - widzimy, »e promie« zmienia
si¦ w sposób cykliczny (jak si¦ dowiemy, ruch odbywa si¦ po elipsie.)

(3) A co gdy energia jest dodatnia? Po osi¡gni¦ciu minimalnej odlegªo±ci od centrum, prze-
latuj¡ce ciaªo oddali si¦, by ju» nigdy nie powróci¢. Jak si¦ oka»e, torem ruchu b¦dzie
hiperbola. Je±li energia jest zerowa, zachowanie b¦dzie dokªadnie takie samo (potencjaª
efektywny d¡»y do zera ze wzrostem odlegªo±ci r, nigdy nie osi¡gaj¡c zera), ale torem
ruchu b¦dzie parabola.

Zauwa»my, »e orbity koªowe dla potencjaªu V (r) = −K
r maj¡ stabilny charakter - maªe

wytr¡cenie z poªo»enia stabilnego (ruch po okr¦gu) sprawi, »e ciaªo b¦dzie dalej orbitowa¢ wokóª
centrum (po elipsie.) Podobnie z orbitami elipitycznymi (tutaj troch¦ ostro»niej trzeba zde�n-
iowa¢ maªe wytr¡cenie z orbity).
Zadanie 2. Rozwa»my potencjaª V (r) = −K

rn , gdzie k > 0. Dla jakich naturalnych n ≥ 1
istniej¡ stabilne koªowe? Sporz¡d¹ rysunek dla n = 3 i przeanalizuj mo»liwe zachowanie ciaª
umieszczonych w takim polu.
Pr¦dko±¢ ucieczki raz jeszcze. Zastanówmy si¦ jeszcze raz, jak¡ pr¦dko±¢ musimy nada¢

ciaªu, by uciekªo do niesko«czono±ci opuszczaj¡c kulist¡ planet¦ o masie M i promieniu R. Nie
zakªadamy ju», »e wektor pr¦dko±ci jest prostopadªy do powierzchni planety. Analiza potencjaªu
efektywnego prowadzi do wniosku, »e wystarczy by pr¦dko±¢ radialna ṙ > 0 byªa zawsze dodatnia
(dlaczego jest to warunek wystarczaj¡cy ucieczki - prosz¦ przemy±le¢. Pytanie to si¦ trywializuje
dopiero gdy uwzgl¦dnimy znajomo±¢ ksztaªtu orbit,w tej chwili jeszcze nie znamy go). Ale
warto±¢

E =
1

2
m(ṙ)2 + Ve(r) =

1

2
m(ẋ)2 + V (r)

jest zachowana, tak wi¦c warunek E ≥ 0 gwarantuje, »e pr¦dko±¢ radialna ṙ pozostanie zawsze
dodatnia, tak samo jak w szczególnym przypadku ucieczki w kierunku radialnym.

Rówanie orbity. Dotychczas analizowali±my, jak zmienia si¦ odlegªo±¢ od centrum r wraz z
czasem. Je±li chcemy jednak wyznaczy¢ trajektori¦ ciaªa, skutecznym podej±ciem b¦dzie znalezie-
nie zale»no±ci pomi¦dzy promieniem r oraz k¡tem θ (pami¦tajmy, »e pracujemy we wspóªrz¦dnych
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biegunowych, sk¡d ªatwo w dogodnym momencie wrócimy do wspóªrz¦dnych kartezja«skich). Za-
ªó»my, »e r jest funkcj¡ k¡ta θ, a zatem

ṙ =
dr

dθ
θ̇ =

dr

dθ

l

r2
.

Jak na razie nie korzystamy z postaci naszego potencjaªu. Niemniej jednak równanie orbity, w
przypadku pola grawitacyjnego, przyjmie dogodn¡ dla nas posta¢ przy nast¦puj¡cej zamianie
zmiennych:

u =
1

r
.

B¦dziemy na razie szuka¢ funkcji u(θ). Mamy

ṙ =
dr

dθ

l

r2
= −l du

dθ
.

Teraz znajd¹my drug¡ pochodn¡:

r̈ =
d

dt
(−l du

dθ
) = −l d

2u

d2θ
θ̇ = −l2d

2u

d2θ

1

r2
= −l2d

2u

d2θ
u2.

Wstawiaj¡c powy»sze wyra»enie na r̈ do równania, które ju» mamy:

mr̈ − ml2

r3
= F (r),

gdzie oczywi±cie F (r) = −dV
dr (r), po drobnych przeksztaªceniach rachunkowych, otrzymujemy

równanie, którego poszukujemy, tj. równanie funkcji u(θ):

(2.16)
d2u

d2θ
+ u = − 1

ml2u2
F (

1

u
).

Równanie (2.16) jest poprawne bez nakªadania restrykcyjnych zaªo»e« na ksztaªt potencjaªu
V . Widzimy jednak, »e równanie to zawiera niejednorodno±¢ - prawa strona nie jest liniow¡
funkcj¡ u, co czyni rozwi¡zywanie bardzo problematycznym. Za chwil¦ wrócimy do zaªo»enia,
»e potencjaª ma charakter grawitacyjny, gdzie mamy F ( 1

u) = −kmu2 - wtedy prawa strona
równania si¦ upro±ci do postaci, któr¡ ªatwo rozwi¡»emy! W tym celu pracowali±my z zamian¡
zmiennych u = 1

r .
Prawa Keplera. W przypadku grawitacyjnym V (r) = −km

r , gdzie k = GM ,równanie
poszukiwanej orbity przybiera posta¢

d2u

d2θ
+ u =

k

l2
,

które potra�my rozwi¡za¢ (w zasadzie jest to równanie oscylatora harmonicznego dla przy-
padku, gdy jego centrum jest przesuni¦te z zera do punktu k

l2
). Jego rozwi¡zania maj¡ posta¢:

u = A cos θ +B sin θ +
k

l2
.

My skorzystamy z innej postaci rozwi¡za« - mo»na ªatwo pokaza¢ (¢wiczenie), »e powy»sza
rodzina krzywych mo»e by¢ zapisana w nast¦puj¡cy sposób:

u = A cos(θ − θ0) +
k

l2
.

Tutaj oczywi±cie wci¡» indeksujemy rozwiazania dwoma parametrami, tym razem s¡ to A oraz θ.
Niemniej jednak, odpowiednio obracaj¡c ukªad wspóªrz¦dnych, zmieniamy warto±¢ parametru θ0.
Przyjmijmy, »e orbita jest najbli»ej centrum ukªadu dla k¡ta θ = 0 (tj. w punkcie przecinaj¡cym
o± x). Jest to punkt dla którego u = 1

r przyjmuje warto±¢ najwi¦ksz¡, tj. gdy u = A + k
l2

co
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zachodzi dla θ = θ0. Zakªadamy zatem, obracaj¡c wspomniany ukªad wspóªrz¦dnych, »e θ0 = 0.
Nasze równanie orbity zapiszemy, wracaj¡c ju» do zmiennej r, jako:

(2.17) r =
r0

e cos θ + 1
,

gdzie

r0 :=
l2

k
oraz e :=

Al2

k
.

Oczywi±cie r0 jest warto±ci¡ staª¡ natomiast e jest teraz parametrem naszego rozwi¡zania.
Wystarczy rozwa»a¢ warto±ci e nieujemne (cosinus z przeciwnym znakiem to jedynie zmiana
fazy ruchu, tj. zmiana k¡ta θ o warto±¢ π) Jego warto±¢ determinuje ksztaªt orbity. Rodzina
zadana równaniem (2.17) jest to rodzina krzywych sto»kowych, tj. krzywych powstaªych
przez przeci¦cie powierzchni sto»ka pªaszczyzn¡. Staªa e jest nazywana ekscentryczno±ci¡
orbity i determinuje jej ksztaªt.
Wtr¡cenie. Rodzina krzywych sto»kowych Krzywa sto»kowa powstaje przez przeci¦cie

powierzchni bocznej sto»ka (o niesko«czonej wysoko±ci) pªaszczyzn¡. Jeste±my zawsze w stanie
obróci¢ sto»ek w taki sposób, by uzyska¢ uzyska¢ uproszczony dwuwymiarowy obraz jak na
rysunku poni»ej - rodzaj krzywej jaki dostaniemy zale»y od k¡ta, pod jakim pªaszczyzna przecina
o± sto»ka. Jak na rysunku, okr¡g odpowiada przeci¦ciu osi pod k¡tem prostym, natomiast
parabola (przypadek graniczny pomi¦dzy elips¡ a hiperbol¡) powstaje gdy przecinamy sto»ek
pªaszczyzn¡ pod k¡tem takim samym jak k¡t pomi¦dzy osi¡ sto»ka a tworz¡c¡ sto»ka.

Wracamy do analizy orbit, w zale»no±ci od parametru ekscentryczno±ci e.

Przypadek e < 1. W tym przypadku, promie« r jest ograniczony (poniewa» mianownik
wyra»enia (2.17) jest odgraniczony od zera), zatem ciaªo b¦dzie orbitowa¢ wokóª centrum po
krzywej zamkni¦tej. Zauwa»my od razu, »e w przypadku e = 0, promie« jest staªy, i mamy
ruch po okr¦gu. Ogólniej, je±li e < 1, wracaj¡c do wspóªrz¦dnych kartezja«skich x = r cos θ,
y = r sin θ, równanie (2.17) mo»na zapisa¢ równaniem elipsy o ±rodku w punkcie (xc, 0):

(x− xc)2

a2
+
y2

b2
= 1,
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gdzie

xc =
−er0
1− e2

; a2 =
r20

(1− e2)2
; b2 =

r20
1− e2

.

Centrum naszego ukªadu (np. masywna gwiazda) znajduje si¦ w "prawym" ognisku tej
elipsy, poniewa» tak dobrali±my wspóªrz¦dne, naszym centrum jest oczywi±cie punkt (0, 0), a
jego odlegªo±¢ od ±rodka elipsy to |xc| = ea, w efekcie kr¡»¡ce ciaªo w momencie osi¡gni¦cia
perycentrum, tj. punktu najwi¦kszego zbli»enia do centrum, znajduje si¦ w odlegªo±ci a(1− e)
od centrum ukªadu, gdzie a = l2

k(1−e2) . Jak wida¢ na rysunku poni»ej, a jest póªosi¡ wielk¡
elipsy. Wida¢ tutaj równie» jak¡ rol¦ odgrywa wspóªczynnik ekscentryczno±ci e: im wi¦ksza jego
warto±¢ (tzn. im bli»sza jedynki), tym wi¦ksze odksztaªcenie elipsy od okr¦gu ( dla e = 0, ±rodek
elipsy pokrywa si¦ z jej ogniskiem (ogniskami).)

Dotychczasowa analiza dowodzi pierwsze prawo Keplera, mówi¡ce, »e ka»da planeta Ukªadu
Sªonecznego porusza si¦ po elipsie, której jednym z ognisk jest Sªo«ce. Kepler sformuªowaª
swoje prawa na podstawie pieczoªowicie zbieranych obserwacji astronomicznych. Wyprowadzone
zostaªy one kilkadziesi¡t lat pó¹niej pó¹niej przez Newtona na gruncie zasad dynamiki, które sfor-
muªowaª oraz opublikowaª wraz z prawem powszechnego ci¡»enia w dziele Philosophiae naturalis

principia mathematica w 1687 r. Post¦p ten odbyª si¦ w nast¦pstwie rewolucji kopernika«skiej (
spektakularny przykªad, jak wªa±ciwy wybór ukªadu odniesienia uªatwia opis ruchu oraz rozumie-
nie zjawisk. Zauwa»my, »e gdyby rozpatrywa¢ ruch wzgl¦dem innego ciaªa ni» Sªo«ce, potencjaª
grawitacyjny Sªo«ca zale»aªby w takim ukªadzie równie» od czasu (a nie tylko od poªo»enia) i
powy»sza analiza byªaby bardzo utrudniona/niemo»liwa).

Ukªad Sªoneczny. W Ukªadzie Sªonecznym, wszystkie planety poza Merkurym maj¡ ekscen-
tryczno±¢ poni»ej 0, 1 i w efekcie ich orbity zbli»one s¡ do koªowych (dla Merkurego e wynosi ok.
0, 2; dla Ziemi to ok. 0, 017). W±ród ciaª orbituj¡cych wokóª Sªo«ca du»¡ ekscentryczno±¢ maj¡
zazwyczaj komety, w tym sªynna kometa Halley'a ma w przybli»eniu warto±¢ e = 0, 97. W przy-
padku Merkurego, planety najbli»szej Sªo«cu, odst¦pstwa rzeczywistej orbity od tej wynikaj¡cej
z mechaniki klasycznej s¡ obserwowane ju» od dawna (i zostaªy wyja±nione na gruncie ogólnej
teorii wzgl¦dno±ci przez Alberta Einsteina).

Przypadek graniczny e = 1. Tutaj, po powrocie do zmiennych kartezja«skich, otrzymujemy
równanie paraboli

y2 = r20 − 2r0x.
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Niewielkie wytr¡cenie ciaªa z orbity parabolicznej spodowuje, »e zacznie porusza¢ si¦ on po
hiperboli lub zacznie orbitowa¢ wokóª centrum po elipsie.

Przypadek e > 1. W tym przypadku, ciaª0 przybywa z du»ej odlegªo±ci po hiperboli
(graniczny k¡t speªnia cos θ = −1

e ) i po osi¡gni¦ciu minimalnej odlegªo±ci od centrum odd-
ala si¦ (cos θ → (−1

e )+), w szczególno±ci warto±¢ granicznego k¡ta θ ∈ (π2 , π). Równanie tej
hiperboli w zmiennych kartezja«skich :

(x− ea)2

a2
− y2

b2
= 1.

Tutaj odlegªo±¢ perycentrum od ¹ródªa wynosi a(e − 1), jak na rysunku, gdzie a = l2

k(e2−1) .
Sk¡d wiemy, »e torem ruchu jest lewa gaª¡¹ hiperboli, a nie prawa?

Drugie prawo Keplera. Planety zakre±laj¡ promieniem wodz¡cym równe pola w równych
odst¦pach czasu.

Pole obszaru zakre±lonego pomi¦dzy k¡tami θ0 oraz θ1 wynosi

P =
1

2

∫ θ1

θ0

r2(θ)dθ,

ale mo»emy wykorzysta¢ nasz¡ parametryzacj¦ t → θ(t), dla której warto±¢ r2(t)θ̇(t) = l jest
staªa. Oczywi±cie r(t) = r(θ(t)), zatem mamy:

1

2

∫ θ1

θ0

r2(θ)dθ =
1

2

∫ t1

t0

r2(θ)θ̇dt =
1

2
l · (t2 − t1).

Widzimy, »e drugie prawo Keplera wynika z zasady zachowania momentu p¦du (zatem b¦dzie
prawdziwe równie» w ogólniejszym przypadku siª centralnych).
Trzecie prawo Keplera. Storunek kwadratu okresu obiegu planety wokóª Sªo«ca do sze±-

cianu póªosi wielkiej jego orbity jest staªy dla ka»dej planety Ukªadu Sªonecznego. U»ywaj¡c
naszych oznacze«:

T 2

a3
=
T 2
2

a32,
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gdzie T to okres obiegu ciaªa a a to obliczony wcze±niej "promie«" elipsy (ten wi¦kszy, tj. póªo±
wielka elipsy).

Pole elipsy wynosi πab, natomiast z drugiego prawa Keplera mamy

πab = T
l

2
,

sk¡d T 2 = 4π2a2b2

l2
. Teraz wystarczy podstawi¢ warto±ci b2 = a2(1−e2) oraz l2 = kr0 = ka(1−e2).

W efekcie

(2.18) T 2 =
4π2a4(1− e2)
ka(1− e2)

=
4π2

k
a3.

Energia orbity. Energi¦ ciaªa poruszaj¡cego si¦ po ustalonej orbicie mo»na wyrazi¢ jako
funkcj¦ ekscentryczno±ci tej orbity oraz warto±ci momentu p¦du l. Przypomnijmy, »e mamy
energi¦ caªkowit¡

E =
1

2
mṙ2 +

ml2

2r2
− km

r
oraz mamy r jako funkcj¦ θ (równanie (2.17)), co mo»na zró»niczkowa¢ po zmiennej θ oraz
wstawi¢ do równania (2.18) by uzyska¢ (¢wiczenie), »e energia orbity wynosi:

E =
mk2

2l2
(e2 − 1).

Widzimy »e zmienna θ znikn¦ªa z powy»szego równania (dlaczego?) Otrzymany oczywi±cie wynik
zgodny z poprzednimi rozwa»anami nad potencjaªem efektywnym: warto±¢ e < 1 gwarantuje, »e
energia jest ujemna, zatem orbita jest krzyw¡ zamkni¦ta. Warto±¢ e ≥ 1 gwarantuje, »e energia
caªkowita jest nieujemna, zatem orbita jest nieograniczona. Warto w tym miejscu przypomnie¢,
»e w przypadku potencjaªu grawitacyjnego mamy k = GM , gdzie G to staªa grawitacji a M to
masa generuj¡ca pole grawitacyjne.

3. Ukªad cz¡stek

Przeniesiemy teraz (ªatwo) podstawowe poj¦cia, wprowadzone w poprzednim rozdziale, na
sytuacj¦, gdy w ukªadzie znajduje si¦ N cz¡stek. Jest to sytuacja, na której skupiona jest
dynamika w klasycznej, Newtonowskiej wersji. Cz¡stki mog¡ ze sob¡ oddziaªywa¢, zgodnie z III
zasad¡ dynamiki. Oznaczamy:

• mi - masa i-tej cz¡stki,
• xi - pozycja i-tej cz¡stki,
• pi = miẋi (p¦d)

II zasada dynamiki Newtona, dla ka»dej z cz¡stek, wygl¡da oczywi±cie tak:

ṗi = Fi.

Siªa dziaªaj¡ca na cz¡stk¦ i− t¡, oznaczona Fi, jest wypadkow¡ dziaªaj¡cych na ni¡ siª- siªy
zewn¦trznej dziaªaj¡cej w ukªadzie F ext (np. siªy grawitacji pochodz¡cej z centrum ukªadu) oraz
siª Fi,j pochodz¡cych od pozostaªych cz¡stek (Fij to siªa dziaªaj¡c¡ na cz¡stk¦ i− t¡ w wyniku
interakcji z cz¡stk¡ j-t¡). Przy tych oznaczeniach mamy:

Fi = F ext +
∑
j 6=i

Fij ,

a III zasad¦ dynamiki Newtona zapiszemy na razie skrótowo:

Fij = −Fji.
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3.1. P¦d. Moment p¦du.

Caªkowita masa ukªadu to naturalnie wielko±¢

M =
∑
i

mi,

natomiast centrum masy ukªadu to:

R =
1

M

N∑
i=1

mixi.

Caªkowity p¦d ukªadu P wyra»a si¦ jako "p¦d" centrum masy ukªadu:

P = MṘ.

Uzyskujemy ªatwo, »e centrum masy ukªadu porusza si¦ tylko za spraw¡ siª zewn¦trznych:

Ṗ =
∑
i

ṗi =
∑
i

(F exti ) +
∑
j 6=i

Fi,j =
∑
i

F exti + 0,

uzyskuj¡c wa»n¡ formuª¦:
Ṗ =

∑
i

F exti ,

która w wielu przypadkach pozwala opisa¢ ruch skomplikowanego ukªadu (obiektu) jako ruch
jego ±rodka masy. W szczególno±ci dostali±my, »e je±li na ukªad nie dziaªaj¡ siªy, wtedy
p¦d caªkowity jest zachowany, tj. Ṗ = 0.

A co z momentem p¦du? Caªkowity moment p¦du de�niujemy naturalnie

L =
∑
i

xi × pi,

natomiast zewn¦trzny caªkowity moment siªy zde�niujemy tak:

τ :=
∑
i

xi × F exti

Po zró»niczkowaniu

L̇ =
∑
i

xi × ṗi =
∑
i

xi ×

F exti +
∑
j 6=i

Fi,j

 = τ +
∑
i

∑
j 6=i

xi × Fi,j .

Zajmijmy si¦ ostatnim czªonem, który dzi¦ki Fi,j = −Fj,i, zapiszemy:

(3.1)
∑
i

∑
j 6=i

xi × Fi,j =
∑
i<j

(xi − xj)× Fi,j .

Gdyby±my wiedzieli, »e Fi,j dziaªa w kierunku wyznaczonym przez wektor xi − xj , jak za-
chodzi np. w przypadku oddziaªywa« grawitacyjnych oraz elektrostatycznych, ostatni skªadnik
znikn¡ªby. B¦dziemy pracowa¢ przy troch¦ silniejszej wersji III zasady dynamiki Newtona
ni» przytoczona powy»ej, mianowicie b¦dziemy zawsze zakªada¢, »e:

III. Fi,j = −Fj,i oraz Fi,j dziaªa w kierunku xi − xj .
Przy tym zaªo»eniu widzimy, »e wyra»enie (3.1) znika i w efekcie zmiana caªkowitego momentu
p¦du jest efektem tylko i wyª¡cznie dziaªania caªkowitego zewn¦trznego momentu siªy:

L̇ = τ.
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Poni»ej ilutracja III-ej zasady w bie»¡cym wydaniu, siªy dziaªaj¡ w kierunku wektora x2 − x1
(tutaj: siªy przyci¡gaj¡ce):

3.2. Energia ukªadu. . Caªkowita energia kinetyczna ukªadu to

T =
1

2

∑
i

miẋi · ẋi.

Ka»d¡ pozycj¦ zapiszemy jako xi = R + yi (pozycj¦ wzgl¦dem ±rodka ukªadu). Z de�nicji
R dostajemy, »e zachodzi

∑
imiyi = 0, sk¡d

∑
imiẏi = 0, a st¡d mamy ostatni¡ z poni»szych

równo±ci:

T =
1

2

∑
i

mi(ẋi)
2 =

1

2

∑
i

mi(Ṙ+ ẏi)
2 =

1

2

∑
i

miṘ · Ṙ+
1

2

∑
i

miẏi · ẏi.

Co oznacza powy»sza równo±¢? Energia kinetyczna ukªadu jest sum¡ energii kinetycznej ±rodka
masy oraz energii kinetycznej cz¡stek poruszaj¡cych si¦ w ukªadzie odniesienia zaczepionym w
±rodku masy.

Pozostaje zde�niowa¢ caªkowit¡ energi¦ potencjaln¡, co robimy oczywi±cie przy zaªo»eniu
»e wszystkie zewn¦trzne i wewn¦trzne siªy s¡ zachowawcze. W przypadku siª zewn¦trznych
sprawa jest automatyczna:

F exti = −∇Vi,
natomiast w przypadku siª wewn¦trznych musimy by¢ troch¦ bardziej subtelni, jako i» zale»¡

one od pozycji wzgl¦dnej cz¡stek. Najwygodniej nam zaªo»y¢, »e siªy Fi,j oraz Fj,i, powi¡zane
mocn¡ wersj¡ III zasady dynamiki, s¡ postaci

Fi,j(x) = −∇Vi,j,xj (x) oraz Fj,i(x) = −∇Vj,i,xi(x),

gdzie

(3.2) Vi,j,y(x) = Vi,j(|x− y)|) · x̂− y
dla pewnej funkcji Vi,j = Vj,i : R+ → R, która de�niuje pole centralne cz¡stki j-tej oddziaªuj¡ce
na cz¡stk¦ i- t¡ (i vice versa) (w równo±ci (3.2) zmienna y to bie»¡ce poªo»enie cz¡stki j-tej a
szeroki daszek to zwykªy kierunek wektora jak w przypadku skromnego daszka "ˆ").
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Energi¦ potencjaln¡ de�niujemy teraz jako∑
i

Vi(xi) +
∑
i<j

Vi,j(|xi − xj |).

Zachowan¡ wielko±ci¡ jest energia caªkowita ukªadu:

E = T +
∑
i

Vi(xi) +
∑
i<j

Vi,j(|xi − xj |),

gdzie T to zde�niowana wcze±niej energia kinetyczna.
Przykªadowo, energia caªkowita ukªadu dwóch cz¡stek x1 i x2 wyniesie:

E =
1

2
m1(

·
x1)

2 +
1

2
m2(

·
x2)

2 + V1(x1) + V2(x2) + V1,2(|x1 − x2|).

Je±li na ten ukªad nie dziaªaj¡ »adne siªy zewn¦trzne, wtedy energia caªkowita wyniesie:

(3.3) E =
1

2
m1(

·
x1)

2 +
1

2
m2(

·
x2)

2 + V1,2(|x1 − x2|).

Sprawd¹my na tym prostym notacyjnie przykªadzie, »e energia caªkowita jest faktycznie za-
chowana, pami¦taj¡c, »e w polu centralnym V := V1,2 zachodzi wzór ∇V (x) = dV

dr · x̂:

Ė = m1
·
x1
··
x1 +m2

·
x2
··
x2 +

dV

dr
x̂1 − x2 ·

d

dt
(x1 − x2) =

= F1,2
·
x1 + F2,1

·
x2 +

dV

dr
x̂1 − x2(

·
x1 −

·
x2) = F1,2 · (

·
x1 −

·
x2) +

dV

dr
x̂1 − x2(

·
x1 −

·
x2) = 0.

W przypadku ogólnym rachunek nie ró»ni si¦ koncepcyjnie od powy»szego (jedynie notacja jest
troch¦ bardziej »mudna).

3.3. Problem dwóch ciaª. Problem trzech ciaª. . Rozwa»my sytuacj¦, gdy mamy dwa
oddziaªuj¡ce na siebie ciaªa, a na ukªad nie dziaªaj¡ »adne siªy zewn¦trzne, jak w przypadku
(3.3). W takiej sytuacji ±rodek masy ukªadu R porusza si¦ ruchem jednostajnym. Przypomnijmy
równanie ±rodka masy:

MR = m1x1 +m2x2.

De�niujemy teraz poªo»enie wzgl¦dne cz¡stek:

r = x1 − x2.
Gdy ju» wyznaczymy r, wygodnie b¦dzie opisywa¢ ruch wzgl¦dem ±rodkaR, mamy mianowicie,

po prostych przeksztaªceniach:

x1 = R+
m2

M
r, x2 = R− m1

M
r

Widzimy st¡d przy okazji, jaki jest stosunek odlegªo±ci ciaª od ±rodka masy ukªadu:

|x1 −R|
|x2 −R|

=
m2

m1
.

Interesuje nas jak zmienia si¦ r w czasie, zró»niczkujemy zatem dwukrotnie:

r̈ =
··
x1 −

··
x2 =

F1,2

m1
− F2,1

m2
=
m1 +m2

m1m2
F1,2.

Problem dwóch ciaª sprowadza si¦ zatem do sytuacji ju» nam znanej, tzn. do równania ruchu:

r̈ = m̃ · F1,2(r), gdzie m̃ =
m1 +m2

m1m2
.
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W szczególno±ci, je±li F1,2 jest siª¡ centraln¡ (jak zaªo»yli±my w poprzednim podrozdziale o
energii caªkowitej), mo»emy stosowa¢ znane nam ju» metody dotycz¡ce siª centralnych. Tak
wi¦c problem dwóch ciaª sprowadza si¦ do analizy problemu takiego jak w przypadku jednej
cz¡stki o masie m̃ umieszczonej w polu siªowym F1,2. W rozwiazaniu wyj±ciowego problemu
obie cz¡stki mog¡ np. orbitowa¢ wokóª ±rodka masy, trzeba by¢ jednak ostro»nym - do ich orbit
nie stosuj¡ si¦ prawa Keplera. Je±li jednak jeste±my blisko przypadku granicznego, tj. takiego,
w którym masa jednego z ciaª jest zaniedbywalnie maªa w porównaniu do masy drugiego ciaªa,
wtedy centrum masy ukªadu jest blisko centrum masy wi¦kszego ciaªa i dynamika wygl¡da bardzo
podobnie jak w przypadku mniejszego ciaªa poruszaj¡cego si¦ w centralnym polu grawitacyjnym
(którego ¹ródªem jest wi¦ksze ciaªo).

A co w sytuacji gdy mamy trzy oddziaªuj¡ce na siebie ciaªa? W takim przypadku, w typowej
sytuacji dynamika ukªadu jest bardzo skomplikowana. Ogólne rozwi¡zanie analityczne problemu
trzech ciaª nie istnieje (rozwi¡zane s¡ pewne przypadki szczególne).

4. Ukªady nieinercjalne

W ukªadach nieinercjalnych zasady dynamiki Newtona nie s¡ speªnione, cz¦sto wprowadza si¦
siªy pozorne (nazywane cz¦sto siªami bezwªadno±ci) by móc opisa¢ zachowanie ciaª w takich
ukªadach na gruncie dynamiki Newtonowskiej. Zaczniemy od prostej ilustracji tej sytuacji (zanim
przejdziemy do wa»nego przypadku ukªadu obracaj¡cego si¦).
Przykªad 1. Rozwa»my przykªad jad¡cego ruchem jednostajnym autobusu, jak na pierwszym

rysunku. Pasa»erowie i inne obiekty znajduj¡ce si¦ wewn¡trz nie odczuwaj¡ skutków ruchu auto-
busu (oczywi±cie tylko z pewn¡ zaªo»on¡ dokªadno±ci¡) i w efekcie ukªad zwi¡zany z autobusem
mo»emy traktowa¢ jako inercjalny ( tak samo jak ukªad zwi¡zany z jezdni¡ ), w szczególno±ci
przemieszczanie si¦ pasa»erów (wzgl¦dem autobusu) lub przelot muchy fruwaj¡cej w autobusie
od siedzenia do siedzenia, odbywa si¦ zgodnie z zasadami dynamiki.

Na rysunku drugim kierowca autobusu zobaczyª je»a i gwaªtownie zahamowaª - mamy wek-
tor przy±pieszenia skierowany przeciwnie do wektora pr¦dko±ci autobusu. W ukªadzie odniesienia
zwi¡zanym z drog¡ (w ukªadzie inercjalnym) widzimy, »e przyczyn¡ przy±pieszonego (opó¹nionego)
ruchu autobusu jest tarcie mi¦dzy koªami autobusu a jezdni¡, w efekcie czego zawarto±¢ auto-
busu przy±piesza wzgl¦dem autobusu - mucha wpada na siedzenie znajduj¡ce si¦ przed ni¡,
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pasa»erowie którzy odpi¦li pasy lec¡ do przodu, równie» pasa»erowie przypi¦ci pasami odczuwaj¡
skutki przy±pieszenia autobusu. Ukªad odniesienia zwi¡zany z autobusem nie jest ju» inercjalny -
ruch obiektów wewn¡trz mo»na opisywa¢ na gruncie dynamiki Newtonowskiej po wprowadzeniu
�kcyjnej siªy, tj. siªy bezwªadno±ci odpowiadaj¡cej przy±pieszeniu autobusu (ale o przeciwnym
zwrocie), któr¡ mo»emy traktowa¢ jako odpowiedzialn¡ za zachowanie obiektów wewn¡trz auto-
busu je±li chcemy opisywa¢ ich ruch wewn¡trz autobusu w ukªadzie tego» autobusu na gruncie
zasad dynamiki.

4.1. Pr¦dko±¢ k¡towa i obroty. . Zajmiemy si¦ teraz opisem ruchu obrotowego, dla ustalenia
uwagi b¦dzie to ruch obrotowy wzgl¦dem osi z. Jest to szczególnie wa»ne zagadnienie m.in.
w zagadnieniach bryª sztywnych - w kontek±cie poprzedniego rozdziaªu bryª¡ sztywn¡ mo»emy
nazwa¢ ukªad cz¡stek o staªych wzajemnych odlegªo±ciach. Jak wiemy energia kinetyczna ukªadu
cz¡stek to suma energia kinetycznej post¦powego ruchu ±rodka masy ukªadu oraz energii kinety-
cznej cz¡stek poruszaj¡cych si¦ wzgl¦dem ±rodka masy - w przypadku bryª sztywnych ten ruch
wzgl¦dem ±rodka masy to wªa±nie obracanie si¦ cz¡stek wzgl¦dem której± z osi bryªy. Niem-
niej jednak omijamy (przynajmniej na razie) tematyk¦ bryª sztywnych - nie jest naszym celem
systematyczny przegl¡d zagadnie« mechaniki (a mamy do dyspozycji tylko 12 spotka« w tym
semestrze).

Rozwa»my punkt
·
x obracaj¡cy si¦ wokóª osi z znajduj¡cy si¦ w odlegªo±ci d od tej osi, tzn.

mamy punkt

x = (d cos θ, d sin θ, z), sk¡d
·
x = (−dθ̇ sin θ, dθ̇ cos θ, 0).

Po wprowadzeniu wektora w = θ̇ẑ, gdzie ẑ = e3, mamy:

·
x = w× x.

Wektor w nazwiemy pr¦dko±ci¡ k¡tow¡ a warto±¢ tej pr¦dko±ci oznaczamy ω = |w| = | ˙theta|.
Mamy w szczególno±ci:

v = | ·x| = dω = r sinφω,
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gdzie r = |x| oraz φ to k¡t pomi¦dzy promieniem wodz¡cym r = x a wektorem ẑ, tak wi¦c
d = |ẑ × x| = r sinφ. Kinetyczna energia naszej rotuj¡cej cz¡stki to:

T =
1

2
m(
·
x)2 =

1

2
m(w× x) · (w× x) =

1

2
md2ω2.

Poni»ej rysunek przedstawiaj¡cy omawian¡ sytuacj¦.

4.2. Ukªady obracaj¡ce si¦. . Ukªady takie zajmuj¡ szczególn¡ rol¦ w �zyce chocia»by z tego
wzgl¦du, »e sami na co dzie« znajdujemy si¦ w takim ukªadzie. �atwo wyliczy¢ pr¦dko±¢ k¡tow¡ w
ruchu wirowym naszej planety, która jest w przybli»eniu staªa i wynosi ω = 2π

24h ≈ 7 · 10−5[s−1].
Pr¦dko±¢ k¡tow¡ ωorb ruchu orbitalnego Ziemi dookoªa Sªo«ca mo»emy dosta¢ na przykªad z
zale»no±ci ω

ωorb
= 1rok, sk¡d ωorb ≈ 2 · 10−7[s−1].

Zaªo»my, »e mamy kartezja«ski inercjalny ukªad S z osiami x, y, z oraz ukªad wspóªrz¦dnych
S′ z osiami x′, y′, z′ powstaªy przez obrót osi x, y wzgl¦dem osi z z t¡ sam¡ pr¦dko±ci¡ k¡tow¡
ω = θ̇ natomiast o± z′ = z. Sytuacja jak na rysunku. Dla (niewielkiego) uproszczenia sytuacji
zakªadamy, »e pr¦dko±¢ k¡towa ω jest staªa w czasie.
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Rozwa»my punkt, który jest nieruchomy w ukªadzie S′. Korzystaj¡c z poprzedniego porozdzi-
aªu, mo»emy ªatwo opisa¢ jego ruch w ukªadzie S: jego pr¦dko±¢ ṙ speªnia zale»no±¢

ṙ = w× r.

Podobnie, wektory bazy kanonicznej ukªadu S′, tj. wektory e′1, e
′
2, e

′
3, odpowiadaj¡ce osiom

x′, y′, z′, obracaj¡ si¦ zgodnie z równo±ci¡:

ėi
′ = w× e′i, i = 1, 2, 3.

Rozwa»my teraz cz¡stk¦ poruszaj¡c¡ si¦ w ukªadzie S′. Jej pozycj¦ rmo»emy opisa¢ w ukªadzie
wspóªrz¦dnych S:

r =
∑
i

riei,

jak i w ukªadzie wspóªrz¦dnych S′:

r =
∑
i

r′ie
′
i.

W ukªadzie wspóªrz¦dnych S ªatwo wyrazimy pr¦dko±¢:

ṙ =
∑
i

ṙiei,

tymczasem w ukªadzie S′ w którym baza e′i zale»y od czasu, mamy

ṙ =
∑
i

ṙ′ie
′
i +
∑
i

r′iė
′
i =

∑
i

ṙ′ie
′
i +
∑
i

r′iw× e′i,=

(4.1) =
∑
i

ṙ′ie
′
i +w× r.

Narzu¢my troch¦ �zycznej perspektywy na uzyskane równania. W ukªadzie wspóªrz¦dnych S
pr¦dko±¢ we wspóªrz¦dnych tego ukªadu:

(ṙ)S =
∑
i

ṙiei,

ale obserwator ruchu zwi¡zany z ukªadem S′, który wyra»a pr¦dko±¢ we wªasnej bazie e′i, uzyska

(ṙ)S′ =
∑
i

ṙ′ie
′
i.

Dostali±my nast¦puj¡c¡ relacj¦ w ruchu opisywanym przez tych obserwatorów:

ṙS = ṙS′ +w× r.

Jest to bardzo naturalne: ró»nica w pr¦dko±ci obserwowanej przez obu obserwatorów to wªa±nie
pr¦dko±¢ ukªadu S′ wzgl¦dem ukªadu S. My chcemy jednak uzyska¢ siªy pozorne rz¡dz¡ce
ukªadem S′ a w tym celu potrzebujemy wyznaczy¢ przy±pieszenie wzgl¦dne pomi¦dzy ruchem
cz¡stki obserwowanej z tych dwóch ró»nych ukªadów. Ró»niczkujemy dalej.

Oczywi±cie w ukªadzie S mamy

r̈ =
∑
i

r̈iei.

Tymczasem w S′ ró»niczkujemy wyra»enie (4.1), pami¦taj¡c »e zaªo»yli±my ẇ = 0:

r̈i = r̈′ie
′
i + ṙ′iė

′
i + ṙ′iw× e′i + r′iw× ė′i =

= r̈′ie
′
i + 2ṙ′iw× e′i + r′iw× (w× e′i).
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Teraz mo»emy porówna¢ ró»nice w przy±pieszeniu cz¡stki obserwowanym w ukladach S oraz
S′:

(r̈)S = (r̈)S′ + 2w× (ṙ)S′ +w× (w× r).
Pami¦taj¡c, »e ukªad S speªnia zasady dynamiki Newtona: m(r̈)S = F , równanie ruchu w

ukªadzie S′ przybiera posta¢:

m(r̈)S′ = F − 2mw× (ṙ)S′ −mw× (w× r).
Ostatnie dwa skªadniki wyst¦puj¡ce w dynamice ukªadu S′ mo»na wyja±nia¢ wprowadzaj¡c

siªy pozorne: skªadnik w × (w × r) to znana nam ju» siªa od±rodkowa natomiast skªadnik
zale»ny od pr¦dko±ci cz¡stki obserwowanej w ukªadzie S′, czyli 2mw× (ṙ)S′ , to siªa Coriolisa.
Cz¡stka swobodna w ukªadzie S′ nie porusza si¦ ruchem jednostajnym (gdyby±my nie zaªo»yli
»e pr¦dko±¢ obrotowa ω ukªadu S′ jest staªa mieliby±my jeszcze trzeci skªadnik, siª¦ Eulera).
Siªa od±rodkowa. Je±li cialo obserwowane z ukªadu S′ nie porusza si¦, tzn. obraca si¦

zgodnie z ukªadem S′, wtedy dziaªa na nie tylko siªa od±rodkowa Fcent. Znajduje si¦ ono w
staªej odlegªo±ci od osi obrotu z, t¦ odlegªo±¢ d mo»na wyrazi¢ np. jako d = r cosφ, gdzie φ to
k¡t pomi¦dzy promieniem wodz¡cym r a pªaszczyczn¡ x, y. Warto±¢ tej siªy to znana nam ju»
wielko±¢:

|Fcent| = mω2d = m
v2

d
,

gdzie v to pr¦dko±¢ ciaªa w ukªadzie S - czyli pr¦dko±¢ w ruchu obrotowym o pr¦dko±ci k¡towej
ω i odlegªo±ci d od osi z. Widzimy te» ze wzoru Fcent = mw× (w× r) »e jest ona prostopadªa
do pr¦dko±ci v = w × r oraz do wektora w, czyli do osi z. Siªa od±rodkowa nie wyst¦puje
na biegunach φ = + − pi

2 . Najwi¦ksza warto±¢ wyst¦puje na równiku φ = 0. Tzw. efektywne
przy±pieszenie grawitacyjne na kulistej planecie

~ge = ~g −w× (w× r)
nie jest skierowane dokªadnie w kierunku ±rodka masy ze wzgl¦du na efekty zwi¡zane z siª¡
od±rodkow¡ (za wyj¡tkiem równika - na szeroko±ci geogra�cznej φ = 0 siªa od±rodkowa jest
skierowana dokªadnie w przeciwnym kierunku do siªy grawitacji - oraz za wyj¡tkiem biegunów,
gdzie przy±pieszenie od±rodkowe nie wyst¦puje). Tak wi¦c swobodnie zwisaj¡cy z su�tu »yrandol
nie jest skierowany dokªadnie w kierunku ±rodka masy Ziemi a (bardzo maªy) k¡t odchylenia
zale»y od szeroko±ci geogra�cznej φ.
Zadanie o efektywnej grawitacji. Wyznacz k¡t α pomi¦dzy wektorem przy±pieszenia graw-

itacyjnego (przyj¡¢ jego warto±¢ g) a wektorem przy±pieszenia grawitacyjnego efektywnego jako
funkcj¦ k¡ta φ, sytuacja jak na rysunku.

Siªa Coriolisa.
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Skªadnik FCor = −2mw × (v)S′ jest bardziej subtelny - zale»y od pr¦dko±ci cz¡stki obser-
wowanej z ukªadu S′. Siªa ta jest prostopadªa do obserwowanej pr¦dko±ci i ma posta¢ analogiczn¡
do siªy dziaªaj¡cej na cz¡stk¦ w staªym polu magnetycznym, któr¡ zajmowali±my si¦ na ostatnich
zaj¦ciach - powoduje ruch po okr¦gu. Cz¡stka swobodna (czyli nie dziaªaj¡ na ni¡ »adne siªy),
nie b¦dzie porusza¢ si¦ po liniach prostych w ukªadzie S′, a jej odchylenie od prostej mo»na
wytªumaczy¢ wprowadzaj¡c siª¦ Coriolisa. Poni»ej, dla uproszczenia, rysunek dwuwymiarowy
- obracaj¡cy si¦ dysk i lec¡c¡ swobodnie cz¡stk¦ w kierunku pionowym w dóª. Na pierwszych
rysunku mamy widok z ukªadu inercjalnego - dysk si¦ obraca a tor ruchu cz¡stki jest linia prost¡.

Na drugim rysunku mamy obraz ruchu cz¡stki postrzegany przez obserwatora znajduj¡cego
si¦ w ukªadzie obracaj¡cym si¦ S′ - tor ruchu cz¡stki z jego perspektywy jest ªukiem okr¦gu (na
poni»szym dwuwymiarowym rysunku jest to w zasadzie rzut ªuku okr¦gu).

W przypadku Ziemi siªa Coriolisa ma istotny wpªyw np. na ruchy mas powietrza oraz pr¡dów
morskich, w szczególno±ci jest ona przyczyn¡ tego, »e na póªkuli póªnocnej huragany poruszaj¡
si¦ przeciwnie do ruchu wskazówek zegara, na póªkuli poªudniowej zgodnie z ruchem wskazówek
zegara.

5. Zasada Najmmniejszego dziaªania. Lagran»jan.

"Koniecznym jest, by najwi¦kszy z geometrów »yª u boku najwi¦kszego z królów" - takimi
sªowami Lagrange byª zapraszany przez króla Prus do obj¦cia (po Eulerze) katedry matematyki
na Akademii w Berlinie. Co takiego zrobiª dla matematyki i nauki ten genialny matematyk? W
bie»¡cym rozdziale zapoznamy si¦ pokrótce z jego rewolucyjnym podej±ciem do wielu zagadnie«
�zyki i mechaniki klasycznej - podej±ciem poprzez rachunek wariacyjny.
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5.1. Rachunek wariacyjny. Równania Lagrange'a- Eulera. .
Zakªadamy, »e mamy funkcj¦ gªadk¡ L : Rn×Rn → R, któr¡ b¦dziemy nazywa¢ lagran»janem.

B¦dziemy pisa¢
L(x, q) = L(x1, . . . , xn, q1, . . . , qn, ), x, q ∈ Rn.

Poni»ej przedstawiam zwi¦¹le ró»ne konwencje zwi¡zane z notacj¡ ró»niczkow¡:

DxL = ∇xL = (
dL

dx1
, . . . ,

dL

dxn
) = (Lx1 , . . . , Lxn).

DqL = ∇qL = (
dL

dq1
, . . . ,

dL

dqn
) = (Lq1 , . . . , Lqn).

Ustalmy teraz dwa punkty x0,x1 ∈ Rn oraz ustalmy warto±¢ zmiennej czasowej tk > 0.
Wprowadzimy teraz funkcjonaª dziaªania S, okre±lony dla dowolnej krzywej gªadkiej γ : [0, tk]→
Rn speªniaj¡cej γ(0) = x0 oraz γ(tk) = x1, nast¦puj¡cym wzorem:

S(γ) =

∫ t

0
L(γ(s), γ̇(s))ds.

Zbiór krzywych gªadkich b¦d¡cych dziedzin¡ powy»szego funkcjonaªu (tzn. takich jak γ
powy»ej) oznaczymy przez A. Podstawowym zagadnieniem rachunku wariancyjnego jest znalezie-
nie krzywej gªadkiej x ∈ A minimalizuj¡cej warto±¢ funkcjonaªu dziaªania S, tzn. speªniaj¡cej:

S(x(·)) = min
γ∈A

S(γ).

Poni»ej wa»ne twierdzenie. Zwró¢my uwag¦, »e równanie wektorowe (5.1) to w rzeczywisto±ci
n równa« skalarnych.

Twierdzenie 2. Je±li krzywa x ∈ A jest rozwi¡zaniem powy»szego zagadnienia wariancyjnego,

speªnia ona równania Lagrange'a-Eulera:

(5.1) − d

ds

(
DqL(x(s),

·
x(s))

)
+DxL(x(s),

·
x(s)) = 0, (s ∈ [0, tk]).

Proof. Wyprowadzenie równa« Eulera-Lagrange'a (równa« E-L) zrobimy w dwóch etapach.
1. Niech γ : [0, t1]→ Rn b¦dzie gªadk¡ krzyw¡ zamkni¦t¡ speªniaj¡c¡

(5.2) γ(0) = γ(t1) = 0

Dla h ∈ R zde�niujmy
γh(t) = x(t) + h · γ(t).

�atwo zauwa»y¢, »e γh ∈ A, zatem mamy:

S(x) ≤ S(γh).

St¡d funkcja zmiennej rzeczywistej h

s(h) = S(γh)

ma minimum w punkcie h = 0, a zatem, je±li tylko s jest ró»niczkowalna w zerze, mamy
h′(0) = 0. Poka»emy ró»niczkowalno±¢, obliczaj¡c t¡ (t¦?) pochodn¡ w sposób jawny, uzyskuju-
j¡c równocze±nie tez¦ twierdzenia.
2. Mamy

s(h) =

∫ t1

0
L(x(s) + hγ(s),

·
x(s) + hγ̇(s))ds,

sk¡d wyliczamy pochodn¡ przy notacji γ = (γ1, . . . , γn):

s′(h) =

∫ t1

0

n∑
i=1

Lxi(x+ hγ,
·
x+ hγ̇)γi + Lqi(x+ hγ,

·
x+ hγ̇)γ̇i ds.
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Wstawiaj¡c h = 0, pami¦taj¡c, »e s′(0) = 0,

0 = s′(0) =

∫ t1

0

n∑
i=1

Lxi(x,
·
x)γi + Lqi(x,

·
x)γ̇i ds.

Caªkuj¡c drugi skªadnik przez cz¦±ci i pami¦taj¡c o warunku (5.2), dostajemy:

0 = s′(0) =
n∑
i=1

∫ t1

0
[Lxi(x,

·
x)− d

ds
Lqi(x,

·
x)]γids.

Powy»sza równo±¢ zachodzi dla wszystkich funkcji gªadkich γ = (γ1, . . . , γn) speªniaj¡cych (5.2),
st¡d ju» mamy »e dla wszystkich i = 1, . . . , n

− d

ds
(Lqi(x,

·
x)) + Lxi(x,

·
x) = 0,

co ko«czy dowód.
�

Zgodnie z konwencjami pochodz¡cymi z �zyki krzywe x speªniaj¡ce równania Lagrangue'a-
Eulera (5.1) b¦dziemy nazywa¢ ekstremalami funkcjonaªu S (pami¦taj¡c jednak, »e trafniej
mo»na by je nazywa¢ punktami krytycznymi, jako i» speªniaj¡ jedynie warunki konieczne prob-
lemu minimalizacji/maksymalizacji). W wielu ró»nych sytuacjach kontekst �zyczny wymusza
istnienie dokªadnie jednego minimum globalnego.

5.2. Równania Hamiltona. . Równania Lagrange'a-Eulera (n równa« zwyczajnych drugiego
rz¦du) mo»na przeksztaªci¢ w równania Hamiltona (2n równa« ró»niczkowych zwyczajnych pier-
wszego rz¦du). Jest to uogólnienie podej±cia, które przedstawiªem na drugim wykªadzie, pokazu-
j¡c jak równanie ró»niczkowe stopnia 2 na Rn sprowadza si¦ do równania ró»niczkowego stopnia
1 na R2n. W niniejszym podrozdziale zakªadamy, »e mamy funkcj¦ gªadk¡ x : [0, tk] → Rn
speªniaj¡c¡ równania Lagrange'a Eulera jak w poprzednim rozdziale.

Wielko±¢
p(s) := DqL(x(s),

·
x(s))

nazwiemy uogólnionym momentem p¦du, odpowiadaj¡cym poªo»eniu x i pr¦dko±ci
·
x.

B¦dziemy zakªada¢, »e z równania p = DqL(x, q) mo»na jednostajnie rozkwikªa¢ q jako funkcj¦
gªadk¡ zmiennych x oraz p, tzn. b¦dziemy mogli pisa¢

q = q(p, x).

Hamiltonianem H stowarzyszonym z lagran»janem L nazywamy funkcj¦

H(p, x) = p · q(p, x)− L(x,q(p, x)).

Bez dowodu podamy teraz twierdzenie przedstawiaj¡ce równania Hamiltona, tzn. równania
stopnia 1, które s¡ speªnione przez poªo»enie x oraz uogólniony p¦d p:

Twierdzenie 3. Funkcje x oraz p speªniaj¡ równania Hamiltona:

·
x(s) = DpH(p, x)

ṗ(s) = −DxH(p, x).

Dodatkowo, odwzorowanie

[0, tk] 3 s→ H(p(s), x(s)) ∈ R
jest staªe w czasie.
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Podej±cie Lagrange'a i Hamiltona to nowoczesne podej±cie to bardzo wielu zagadnie« �zy-
cznych. A jak si¦ maj¡ do mechaniki Newtonowskiej, któr¡ zajmowali±my si¦ dotychczas?
Przekonamy si¦ w kolejnej sekcji.

5.3. Zasada najmniejszego dziaªania. Zaªó»my, »e mamyN cz¡stek, których wspólne poªo»e-
nie b¦dziemy wyra»a¢ we wspóªrz¦dnych kartezja«skich wektorem x = (x1, . . . , x3N ) ∈ R3N ,
poruszaj¡cych si¦ w polu o energii potencjalnej V . Drug¡ zasad¦ dynamiki zapiszemy jako

ṗi = −dV
dxi

, i = 1, . . . , 3N,

pi = mix
i to i− ta skªadowa p¦du w naszym ukªadzie (mi to masy cz¡stek wpisane w wek-

tor w sposób odpowiadaj¡cy wspóªrz¦dnym cz¡stek). W niniejszym kontek±cie przestrze« R3N

nazwiemy przestrzeni¡ kon�guracyjn¡ - opisuje ona wszystkie mo»liwe poªo»enia naszego
ukªadu, a jej liczba stopni swobody to 3N . Nie zawiera ona informacji o p¦dach w ukªadzie
- doªo»enie tej informacji daªoby nam przestrze« fazow¡, która ma 6N stopni swobody.

W bie»¡cej sekcji Lagran»janem b¦dziemy nazywa¢ funkcj¦

L(x, ẋ) = T (ẋ)− V (x),

gdzie V to wspomniana energia potencjalna ukªadu a

T (ẋ) =
1

2

∑
i

mi(ẋi)
2

to energia kinetyczna naszego ukªadu . Znak "−" w de�nicji Lagran»janu nie jest pomyªk¡
(pami¦tamy, »e suma dwóch jego skªadników byªaby staªa). Podownie jak w poprzednim rozdziale,
ustalamy dwa punkty a i b z przestrzeni kon�guracyjnej oraz rozwa»amy warunki pocz¡tkowe
x(0) = a, x(tk) = b.

Twierdzenie 4 (Zasada najmniejszego dziaªania). Krzywa x po której porusza si¦ ukªad cz¡stek

x od punktu a do punktu b jest ekstremal¡ funkcjonaªu dziaªania S(x) =
∫ tk
0 L(x(s),

·
x(s))ds.

Proof. Nale»y pokaza¢, »e speªnione s¡ równania Lagrange'a, tzn. mamy sprawdzi¢, czy:
dL

dxi
− d

ds

dL

dẋi
= 0, i = 1, . . . , 3N.

Mamy
dL

dxi
= −dV

dxi
,

d

ds

dL

dẋi
=

d

ds
miẋ

i = ṗi,

a zatem równania (E-L) s¡ równowa»ne drugiej zasadzie dynamiki, co ko«czy dowód. �

Dyskusja, interpretacja, przykªady - na kolejnym wykªadzie, tj. na wykªadzie 16 grudnia. Ale
czy to b¦dzie na pewno nast¦pny wykªad?

6. Szczególna teoria wzgl¦dno±ci.

Zajmiemy si¦ teraz teori¡ opublikowan¡ w 1905 roku (lub mo»e poprawniej - zapocz¡tkowan¡
w tym roku - chocia» to równie» jest uproszczenie) przez pracownika szwajcarskiego urz¦du paten-
towego, Alberta Einsteina, w sªynnym artykule "O elektrodynamice ciaª w ruchu". Jest to jedna
z czterech jego sªynnych prac opublikowanych w 1905 roku, tzw. cudownym roku Einsteina. We
wspomnianym artykule Albert Einstein przedstawia transformacje czasu i przestrzeni pozwala-
j¡ce obj¡¢ poprawnie - zgodnie z zasad¡ wzgl¦dno±ci - równania elektromagnetyzmu Maxwella.
Prawa rz¡dz¡ce elektromagnetyzmem, w oparciu o mechanik¦ Newtonowsk¡, ªamaªy wspomnian¡
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zasad¦ wzgl¦dno±ci (mówi¡c¡ »e prawa �zyki s¡ takie same we wszystkich inercjalnych ukªadach
odniesienia jako i» »aden z tych ukªadów nie jest wyró»niony.) Teoria Einsteina, nazwana pó¹niej
Szczególn¡ Teori¡ Wzgl¦dno±ci (nazwa nie pochodzi od Einsteina), oparta jest na postulatach
innych ni» newtonowskie co ªatwo prowadzi do bardzo kontrowersyjnych konsekwencji. Jednak»e
przewidywania szczególnej (jak i ogólnej ) teorii Einsteina byªy potwierdzane eksperymentalnie
setki tysi¦cy razy w ci¡gu ostatniego stulecia dowodz¡c, »e jedno z najwa»niejszych dzieª w his-
torii ludzko±ci - monumentalne dzieªo Newtona "Matematyczne zasady �lozo�i naturalnej", jest
fundamentalnie bª¦dne, tj. oparte na nieprawidªowych zaªo»eniach. Ró»nice w przewidywaniach
tych dwóch teorii ujawniaj¡ si¦ wyra¹nie dopiero, gdy wzgl¦dne pr¦dko±ci opisywanych obiek-
tów zbli»aj¡ si¦ do pr¦dko±ci ±wiatªa w pró»ni. Pr¦dko±ci ±wiatªa wzgl¦dem czego? - chciaªoby
si¦ zapyta¢ po lekturze poprzednich wykªadów, ale o tym dopiero za chwil¦ - mowa tutaj o
staªej c wynosz¡cej dokªadnie c = 299792458m/s. Kolejne nasuwaj¡ce si¦ pytanie - dlaczego
warto±¢ staªej c jest liczb¡ wymiern¡? Zapoznamy si¦ teraz z prostymi matematycznie kon-
cepcjami wedªug których chyba wszystkie starania wcze±niejszych my±licieli, którzy odwa»yli si¦
przed Einsteinem podj¡¢ temat czasu i przestrzeni, staªy si¦ warte niewiele wi¦cej ni» zapisany
nimi papier. Oryginalne koncepcje nowej teorii, sprzeczne z klasyczn¡ intuicj¡, dowodz¡, »e
droga do poznania rzeczywisto±ci �zycznej nie ma charakteru a priori. Rewolucja prowadz¡ca
od �zyki newtonowskiej do �zyki relatywistycznej byªa gwaªtem szczególnej natury, zmieniaj¡c
paradygmat �zyki na poziomie poj¦¢ tak fundamentalnych jak czas i przestrze«.

6.1. Postulaty szczególnej teorii wzgl¦dno±ci. Transformacja Lorentza. Czternastego
wrze±nia 2015 roku miaªo miejsce jedno z kilku spektakularnych odkry¢ �zyki eksperymentalnej, o
jakich mieli±my okazj¦ usªysze¢ w ostatnich latach - dwa gigantyczne interferometry umieszczone
w ró»nych laboratoriach na terenie Stanach Zjednoczoncych - jedno w Hanford (Waszyngton),
drugie w Livingston (Luizjana), w odst¦pie kilku milisekund zarejestrowaªy fal¦ grawitacyjn¡,
która daªa nam o sobie zna¢ po przebyciu ok. 1,3 mld lat ±wietlnych w nast¦pstwie poª¡czenia
si¦ dwóch gwiazd. Sk¡d ten milisekundowy odst¦p w rejestracji tego sygnaªu? Wpomniana ju»
we wst¦pie wielko±¢

c = 299792458m/s

jest staª¡ �zyczn¡ oznaczaj¡c¡ pr¦dko±¢ rozchodzenia si¦ fundamentalnych oddziaªywa« �zy-
cznych w pró»ni, a zatem nie tylko ±wiatªo (fala elektromagnetyczna), ale równie» grawitacja (fale
grawitacyjne - ogólna teoria wzgl¦dno±ci) maj¡ tempo propagacji ograniczone staª¡ c. Ekspery-
menty prowadzone na przeªomie XIX i XX wieku sugerowaªy, »e wynik pomiaru pr¦dko±ci
±wiatªa nie zale»y od ukªadu odniesienia. Staªa w c wyst¦puje równie» w równaniach Maxwella,
która w zasadzie jest teori¡ relatywistyczn¡ (pochodz¡c¡ z drugiej poªowyXIX wieku!). Warto±¢
tej staªej w XX wieku byªa ju» mierzona z tak¡ dokªadno±ci¡, »e posªu»yªa ona do zde�niowa-
nia podstawowej jednostki dªugo±ci w ukªadzie SI - jednego metra jako odlegªo±ci przebytej
przez ±wiatªo w pró»ni w czasie 1/299792458 sekundy. Zauwa»my, »e de�niuj¡c metr de�ni-
ujemy równie» warto±¢ pr¦dko±ci ±wiatªa (mierzon¡ w metrach na sekund¦). Naturalnie nie
ma jednak w¡tpliwo±ci »e to staªa c jest staª¡ �zyczn¡, wyznaczaj¡ca relacje mi¦dzy czasem a
przestrzeni¡, metr natomiast jest jedynie wygodn¡ jednostk¡ dªugo±ci (wygodn¡ dla u»ytkown-
ików ±wiata codziennego, niewygodn¡ dla rozwa»a« �zyki teoretycznej). Widzimy przy okazji,
dlaczego warto±¢ staªej c jest liczb¡ wymiern¡.

W duchu wspomnianej publikacji Einsteina z 1905 roku, przywoªamy teraz dwa postulaty, od
których rozpocz¡ª on swój wywód (zaraz po wst¦pie i zde�niowaniu synchronizacji zegarów na
pocz¡tku artykuªu).

P1 Prawa �zyki w ka»dym inercjalnym ukªadzie s¡ takie same (zasada wzgl¦dno±ci).
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P2 Pr¦dko±¢ ±wiatªa jest taka sama w ka»dym (inercjalnym) ukªadzie odniesienia.

Podczas gdy postulat pierwszy (sformuªowany nieprecyzyjnym j¦zykiem) jest naturalny i doskonale
nam ju» znany, postulat drugi brzmi bardzo kontrowersyjnie. Je±li szybko jad¡cy kierowca samo-
chodu marki BMW poruszaj¡cy si¦ po jezdni z pr¦dko±ci¡ v wª¡czy ±wiatªa to promienie ±wiatªa
z jego re�ektorów b¦d¡ oddala¢ si¦ od niego z pr¦dko±ci¡ c (dla uproszczenia usuwamy tym-
czasowo atmosfer¦ z naszej planety która spowolnia rozchodzenie si¦ ±wiatªa). Wydawa¢ by si¦
mogªo, »e stoj¡cy dalej przy drodze piesi (nieruchomi - przera»eni pr¦dko±ci¡ kierowcy v - to mo»e
by¢ nawet ponad 200 km/h) "zaobserwuj¡" promie« ±wiatªa przemieszczaj¡cy si¦ z pr¦dko±ci¡
c+v. Tymczasem tak nie jest! - wzgl¦dem nich pr¦dko±¢ ±wiatªa wyemitowanego przez kierowc¦
równie» wynosi c. A co je±li kierowca wyci¡gnie pistolet na plastikowe kulki i odda przez okno
strzaª w kierunku ruchu z pr¦dko±ci¡ 70 kilometrów na godzin¦ wzgl¦dem pojazdu (przypom-
inam o braku oporów ruchu) - czy w takiej sytuacji zaobserwujemy plastikow¡ kulk¦ lec¡c¡ z
pr¦dko±ci¡ 270 km/h wzgl¦dem drogi? Te» nie. B¦dzie to konsekwencja postulatu drugiego, co
ªatwiej zauwa»y¢ na bardziej jaskrawym przykªadzie: je±li rakieta oddala si¦ od naszej planety z
pr¦dko±ci¡ 0, 8 c a zaªoga rakiety strzela w kierunku ruchu pociskiem z pr¦dko±ci¡ 0, 8c (wzgl¦-
dem rakiety), czy wtedy stwierdzimy »e wystrzelony pocisk oddala si¦ od Ziemi z pr¦dko±ci¡ 1, 6
c? Równie» nie - w tym drugim przypadku ró»nica pr¦dko±ci mi¦dzy t¡ zmierzon¡ przez nas a
pr¦dko±ci¡ wynikaj¡c¡ z transformacji Galileusza

x′ = x− vt, t′ = t,

tj. pr¦dko±ci¡ b¦d¡c¡ sum¡ pr¦dko±ci, jest ju» bardzo du»a. W przykªadzie z kierowc¡, gdzie
mieli±my do czynienia z pr¦dko±ciami nierelatywistycznymi (v << c), ró»nica mi¦dzy rzeczywist¡
pr¦dko±ci¡ pocisku a pr¦dko±ci¡ Galileuszow¡ jest bardzo znikoma (i oczywi±cie poza mo»li-
wo±ciami pomiarowymi odpowiadaj¡cymi czasom �zyki klasycznej; spektakularny sukces teorii
relatywistycznej nie umniejsza spektakularnego sukcesu �zyki newtonowskiej).

Po powy»szym komplemencie zªo»onym �zyce newtonowskiej, pogrzebiemy teraz niektóre
jej koncepcje - skoro galileuszowa zmiana ukªadu wspóªrz¦dnych pomi¦dzy dwoma ukªadami
odniesienia oddalaj¡cymi si¦ jest nieprawidªowa, jako sprzeczna z empirycznie potwierdzonym
postulatem P2, wyprowadzimy teraz z tego postulatu wzory na transformacje wspóªrz¦dnych
pomi¦dzy dwoma kartezja«skimi ukªadami odniesienia S i S′, gdzie ukªad S′ oddala si¦ od ukªadu
S ze staª¡ pr¦dko±ci¡ v w kierunku osi x. Na starcie zignorujemy zmienne y oraz z, ograniczaj¡c
si¦ do opisu ruchu jednowymiarowego. Dla prostoty zakªadamy równie», »e w chwili t = 0 = t′

osie obu ukªadów pokrywaj¡ si¦. Rezygnujemy w tym miejscu z Newtonowskiej koncepcji abso-
lutnego czasu, a zatem zaczynamy od bardzo ogólnej postaci zamiany wspóªrz¦dnych:

x′ = f(x, t), t′ = g(x, t),

gdzie (x′, t′) to wspóªrz¦dne ukªadu S′. Jak teraz zaw¦zi¢ posta¢ mapy (f, g) : R2 → R2 do klasy,
na której b¦dziemy mogli efektywnie pracowa¢? Zauwa»my, »e zgodnie z Isz¡ zasad¡ dynamiki
Newtona (która pozostaªa niezmieniona) cz¡stka swobodna porusza si¦ po liniach prostych (w
ka»dym inercjalnym ukªadzie odniesienia), a zatem szukana transformacja musi przeprowadza¢
linie proste w linie proste. Naturalnym kandydatem s¡ zatem odwzorowania liniowe:

x′ = α1x+ α2t, t
′ = α3x+ α4t.

Einstein w swojej publikacji przywoªuje inny argument przemawiaj¡cy za liniowo±ci¡ poszuki-
wanej transformacji: jest nim jednorodno±¢ czasu i przestrzeni (a odwzorowania liniowe »adnych
punktów w przestrzeni nie wyró»niaj¡).
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Zgodnie z naszymi zaªo»eniami, zawodnik znajduj¡cy si¦ w centrum ukªadu wspóªrz¦dnych
S′, tj. w punkcie x′ = 0,w ukªadzie S porusza si¦ zgodnie z równo±ci¡: x = vt. W efekcie nasze
transformacje musz¡ przeprowadzi¢ prost¡ x = vt w prost¡ x′ = 0 sk¡d ju» dostajemy posta¢
transformacji dla wspóªrz¦dnej przestrzennej:

(6.1) x′ = γv · (x− vt).

Poszukujemy teraz staªej γv. Na pocz¡tek zauwa»my, »e γv = γ−v - wynika to m.in. z faktu,
»e staªa γv nie powinna zale»e¢ od kierunku wektora pr¦dko±ci (»adne kierunki w przestrzeni
nie s¡ wyró»nione) a jedynie od jego warto±ci ||v||. Zauwa»my od razu, »e wzgl¦dem ukªadu S′

ukªad S przesuwa si¦ z pr¦dko±ci¡ −v, sk¡d powtarzaj¡c poprzednie rozumowanie uzyskujemy
transformacj¦ odwrotn¡, tzn. przechodz¡c¡ z ukªadu S′ do ukªadu S:

(6.2) x = γ−v · (x′ + vt′) = γv · (x′ + vt′).

Zauwa»my, »e wci¡» nie skorzystali±my z postulatu drugiego: gdyby±my przyj¦li klasycznie t′ = t,
uzyskaliby±my γv = 1 co w efekcie daªoby transformacj¦ Galileusza x = x′+ vt. Nadszedª zatem
czas na postulat drugi: rozwa»my promie« ±wiatªa wysªany ze ±rodka ukªadu S (w chwili t = 0)
w kierunku osi x, którego równanie ruchu:

x = ct.

Zgodnie z postulatem P2, w ukªadzie S′ jego trajektoria równie» wyra»a si¦ równaniem:

x′ = ct′.

Podstawiaj¡c powy»sze równo±ci do równa« (6.1) oraz (6.2) otrzymamy:

ct′ = γv(c− v)t oraz ct = γv(c+ v)t′.

Korzystaj¡c z powy»szych równo±ci mo»emy ju» wyciagn¡¢ poszukiwan¡ warto±¢

γv =

√
1

1− v2/c2
.

Zauwa», »e dla pr¦dko±ci v > c warto±¢ γ jest urojona i nie ma �zycznego sensu w niniejszych
rozwa»aniach. W duchu teorii wzgl¦dno±ci b¦dziemy w niniejszym wykªadzie zawsze zakªada¢,
»e ukªady inercjalne poruszaj¡ si¦ wzgl¦dem siebie z pr¦dko±ci¡ mniejsz¡ ni» pr¦dko±¢ ±wiatªa.

Drugie wa»ne spostrze»enie: gdy pr¦dko±¢ v jest istotnie mniejsza ni» pr¦dko±¢ ±wiatªa (co
oznaczamy v << c) i warto±¢ staªej γv wynosi w przybli»eniu 1 co prowadzi do transformacji
Galileuszowej. Zachodzi równie»

lim
v→c

γv =∞

co ma wa»ne konsekwencje �zyczne.
Aby wyprowawdzi¢ wzór na transformacj¦ zmiennej czasowej, wstawiamy warto±¢ zmiennej

x′ = ct′ do równa« (6.1) oraz (6.2), by uzyska¢:

(6.3) t′ = γv(t−
v

c2
x)

Zauwa»my ponownie, »e dla maªych warto±ci v, warto±¢ t′ jest równa w przybli»eniu t, jak w �zyce
Newtonowskiej. A co w przypadku wi¦kszych warto±ci v - dramatyczne konsekwencje wyprowad-
zonych transformacji omówimy za chwil¦, tj. 20 stycznia 2013 roku (podró»e w przyszªo±¢ s¡
koncepcyjnie bardzo proste, o czym si¦ niedªugo przekonamy). Uzyskana zamiana zmiennych to
transformacja Lorentza (pchni¦cie Lorentza):
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x′ = γ · (x− vt)
t′ = γ(t− v

c2
x),

gdzie

γ = γv =
1√

1− v2/c2

(b¦dziemy pisa¢ γ w miejsce γv zawsze gdy kontekst na to pozwoli).
Jak nale»y stosowa¢ oraz rozumie¢ transformacj¦ Lorentza? - przeanalizujemy za chwil¦ prosty

przykªad, który przy okazji zilustruje trzy podr¦cznikowe konsekwencje uzyskanych transforma-
cji. Na wst¦pie musimy jednak co± powiedzie¢ o synchronizacji zegarów. Jak widzielimy, zmienna
czasowa t ulega transformacji przy zmianie ukªadu odniesienia, w efekcie zegar umieszczony w
pewnym ukªadzie odniesienia odmierza jedynie czas wªasny (Newtonowska koncepcja czasu abso-
lutnego jest niezgodna z do±wiadczeniem �zycznym oraz sprzeczna z postulutem P2 teorii relaty-
wstycznej). Zauwa»my przy okazji, »e dla v = 0 mamy x′ = x oraz t′ = t, poniewa» zaªo»yli±my,
»e ±rodki dwóch ukªadów wspóªrz¦dnych pokrywaj¡ si¦. Bez tego zaªo»enia mo»na powtórzy¢
przeprowadzone rozumowanie, a uzyskane transformacje to b¦d¡ przeksztaªcenia a�niczne (za-
miast liniowych) wynikaj¡ce tylko i wyª¡cznie ze zmiany zaczepienia osi kartezja«skiego ukªadu
wspóªrz¦dnych. W szczególno±ci, czas pªynie w jednakowym tempie w inercjalnych ukªadach
odniesienia nie poruszaj¡cych si¦ wzgl¦dem siebie (co jest tutaj równowa»ne stwierdzeniu »e
czas pªynie jednolicie w ka»dym ustalonym inercjalnym ukªadu odniesienia - jest to manifestacja
faktu, »e pracujemy przy zaªo»eniu jednorodno±ci ( pªaskiej) czasoprzestrzeni).

6.2. Czas i zegary. Synchronizacja zegarów. Gdy w �zyce Newtonowskiej powiemy o jed-
nakowych zegarach, ªatwo si¦ domy±lamy, »e mamy na my±li zegary odmierzaj¡ce czas w takim
samym tempie. W �zyce relatywistycznej, musimy przyjrze¢ si¦ sprawie troch¦ bli»ej. Zegar
jest to pewien ukªad �zyczny, maj¡cy mierzy¢ upªyw czasu. Zegar musi dziaªa¢ w oparciu o
istniej¡ce w przyrodzie zjawiska cykliczne (periodyczne), a jego poprawno±¢ mo»na sprawdzi¢
tylko i wyª¡cznie w porównaniu z innymi zjawiskami periodycznymi (np. z innymi zegarami).
Przykªadowe zjawiska cykliczne i mechanizmy zegarowe: ruch wirowy ziemi, ruch wirowy pul-
sarów (wysoce zmagnetyzowanych gwiazd neutronowych; na ich podstawie konstruuje si¦ zegary
pulsarowe zliczaj¡ce impulsy radiowe docieraj¡ce do Ziemi w regularnych odst¦pach czasu w
efekcie ruchu wirowego gwiazdy), oscylacje krysztaªów kwarcu (zegary kwarcowe), zegary atom-
owe (oparte na wªasno±ciach emisyjnych atomów). Potrzebuj¡c roboczej de�nicji czasu, powiemy
tautologicznie, »e czas jest wielko±ci¡ �zyczn¡ mierzon¡ przez dobry zegar (tj. przez zegar id¡cy
w równym tempie, które to wyja±nienie te» nic nie pomaga). Po odej±ciu od koncepcji czasu
absolutnego problem synchronizacji zegarów przestaje by¢ oczywisty. Zegar znajduj¡cy si¦ w
punkcie A (np. na naszym nadgarstku) wskazuje czas t. Sk¡d mamy wiedzie¢, jaki czas w tej
chwili wskazuje zegar znajduj¡cy si¦ w punkcie B, skoro ta informacja potrzebuje pewnego czasu
na dotarcie do nas (nie mo»e do nas dotrze¢ szybciej ni» ±wiatªo pochodz¡ce od zegara B) ? Je±li
w punkcie A mamy dwa identyczne i zsynchronizowane zegary, i jeden z tych zegarów przetrans-
portujemy do punktu B, nie mamy ju» pewno±ci, »e oba zegary s¡ wci¡» zsynchronizowane (jest
wr¦cz przeciwnie, jak si¦ przekonamy).

De�nicja synchronizacji zegarów. Id¡c za de�nicj¡ Einsteina, powiemy, »e zegary A oraz
B s¡ zsynchronizowane, gdy zachodzi:

Je±li sygnaª ±wietlny wysªany z punktu A w chwili gdy zegar A wskazuje warto±¢ tA, dotrze do
zegara B wskazuj¡cym w momencie odbioru sygnaªu czas tB a nast¦pnie odbije si¦ z powrotem



41

w kierunku zegara A i dotrze do niego gdy wskazuje on czas t′A, wtedy

tB − tA = t′A − tB.

Z postulatu P2 wynika, »e ±wiatªo podró»uje ze staª¡ pr¦dko±ci¡ zarówno podczas podró»y z
A do B jak i podczas podró»y powrotnej, w efekcie powy»sza równo±¢ gwarantuje, »e zegary A
oraz B id¡ równo.
Ilustracja: o godzinie 16:00 wysyªam sygnaª do kole»anki na Marsie, o godzinie 16:10 dostaj¦

sygnaª powrotny z informacj¡ »e ona odebraªa sygnaª o 16:05- na podstawie tego wnioskuj¦, »e
nasze zegary s¡ zsynchronizowane (w rzeczywisto±ci Mars i Ziemia s¡ w ruchu wzgl¦dem siebie
a czasoprzestrze« w której si¦ znajduj¡ nie jest pªaska jak w przypadku szczególnej teorii któr¡
si¦ zajmujemy, niemniej jednak relatywistyczne poprawki s¡ na tyle niewielkie »e po niniejszej
procedurze synchronizacji zegarów mog¦ z tak¡ kole»ank¡ umówi¢ si¦ np. na wymian¦ sms-ów
o godzinie 17:00 (przeprowadzenie rozmowy telefonicznej byªoby zbyt monotonne ze wzgl¦du na
5-minutow¡ podró» informacji)).
Zegar fotonowy. Na zako«czenie niniejszego paragrafu warto przytoczy¢ koncepcj¦ idealnego

zegara fotonowego - pomi¦dzy dwoma równolegªymi zwierciadªami porusza si¦ foton (prostopadle
do zwierciadeª) odbijaj¡c si¦ od nich wielokrotnie i pokonuj¡c za ka»dym razem drog¦ l jak na
rysunku, zliczane s¡ odbicia fotonu od jednego ze zwierciadeª.

6.3. Konsekwencje transformacji Lorentza. Skoro mamy ju» de�nicj¦ synchronizacji ze-
garów, mo»emy rozpocz¡¢ ilustracj¦ transformacji Lorentza x′ = γ · (x − vt), t′ = γ(t − v

c2
x)

(wci¡» zostajemy w przypadku jednowymiarowym, peªna posta¢ równa« - w trzech wymiarach
przestrzennych, nie jest nam na razie potrzebna i jak si¦ oka»e nie spowoduje jako±ciowego
skoku w analizie zjawiska). Zata«czmy zatem w rytm relatywistycznej teorii (a b¦dzie to taniec
niezwykªy).

Rozwa»my trzy jednakowe zegary (dla prostoty b¦dziemy mówi¢ o przemieszczaj¡cych si¦
wzgl¦dem siebie zegarach zamiast o bardziej skomplikowanych obiektach takich jak kierowca
BMW lub przelatuj¡ca rakieta: przykªadem maªo dokªadnego zegara na pokªadzie takiej rakiety
mo»e by¢ ilo±¢ uderze« serca u ustalonego czªonka zaªogi, mo»e troch¦ dokªadniejszym zegarem
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byªby np. przyrost dªugo±ci paznokcia w jego kciuku, ka»da dobra rakieta b¦dzie te» mie¢ dobry
zegar pokªadowy odmierzaj¡cy czas zgodnie z pewnym ±ci±le periodycznym zjawiskiem - tempo
z jakim b¦d¡ zachodzi¢ wszystkie wymienione procesy zale»y od wyboru obserwatora; w naszym
prostym przykªadzie b¦dziemy przygl¡da¢ si¦ wskazówkom doskonaªych zegarów). Rozwa»amy
ukªad S, w którym znajduj¡ si¦ dwa nieruchome zsynchronizowane zegary, zegar L oraz zegar
P , w odlegªo±ci d od siebie, jak na rysunku. W ukªadzie znajduje si¦ równie» trzeci zegar C
(czerwony), taki sam jak zegary L oraz P , przemieszczaj¡cy si¦ z pr¦dko±ci¡ v jak na rysunku.

W chwili t = 0 wskazówki sekundowe wszystkich trzech zegarów wskazuj¡ czas zerowy (tzn.
wskazówka sekundowa jest pionowa) a zegar ruchomy wªa±nie mija zegar L (dzi¦ki czemu mo»emy
bezpo±rednio porówna¢ wskazania tych zegarów). Po czasie t = d

v zegar ruchomy dociera do
pozycji zegara P - jaki czas wówczas wska»e zegar ruchomy? Wiemy, »e oba zegary stacjonarne
w ukªadzie S wska»¡ czas T = d

v , w naszym przykªadzie umownie b¦dzie to T = 15 sekund.
Spójrzmy na to zagadnienie z perspektywy zegara w ruchu, który w swoim spoczynkowym
ukªadzie S′ b¦dzie znajdowaª si¦ w punkcie x′ = 0. Sprawdzamy na rozgrzewk¦ transformacj¦
Lorentza zmiennej przestrzennej: w ukªadzie S zegar trzeci ma tor ruchu x = vt, a w ukªadzie
S′ ma tor ruchu:

x′ = γ(x− vt) = γ(vt− vt) = 0.

Przechodzimy do równania drugiego:

T ′ = γ(T − v

c2
x) = γ(T − v2

c2
T ) = γT (1− v2

c2
) =

T

γ
.

Widzimy zatem, »e gdy zegar C spotka si¦ z zegarem stacjonarnym P , jego wskazanie (T ′ = T
γ )

b¦dzie mniejsze (poniewa» γ > 1) ni» wskazanie zegara stacjonarnego. Zjawisko to nazywamy
dylatacj¡ czasu. Z perspektywy obserwatora nieruchomego, czas zegara poruszaj¡cego si¦
pªynie wolniej ni» czas wªasny tego obserwatora.
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Dylatacja czasu wyda si¦ jeszcze bardziej kontrowersyjna, gdy spojrzymy na sytuacj¦ z ukªadu
S′. Od tej pory rozwa»amy t¦ sam¡ sytuacj¦ z perspektywy ukªadu S′: w chwili t′ = 0 wskaza-
nia naszego zegara i zegara przelatuj¡cego wªa±nie przez punkt x′ = 0 wynosz¡ t′ = 0 ( nie
mamy jeszcze informacji o wskazaniach drugiego nadlatuj¡cego zegara, z którym si¦ za chwil¦
spotkamy). Zauwa»my teraz, »e z naszej perspektywy to ukªad S si¦ porusza, a zatem znajdu-
j¡ce si¦ w nim zegary id¡ wolniej ni» nasz zegar. Czy to oznacza, »e gdy nadleci zegar P , jego
wskazanie b¦dzie mniejsze ni» wskazanie zegara spoczywaj¡cego w S′? Oczywi±cie nie! - obser-
wuj¡c sytuacj¦ z perspektywy ukªadu S widzieli±my, »e zegar drugi w ukªadzie S wskazaª T = 15
w momencie spotkania z zegarem C, który wtedy wskazaª T ′ = T

γ . Wskazania na ka»dym z ze-
garów w momencie ich spotkania (wynikaj¡ce np. z uªo»enia wskazówek) lub bardziej bezpo±red-
nio liczba drgni¦¢ wskazówki sekundowej na tarczy zegara C pomi¦dzy spotkaniami z zegarami
L oraz P nie mo»e zale»e¢ od ukªadu odniesienia, tak samo jak od ukªadu odniesienia nie zale»y,
czy doszªo do kolizji dwóch pojazdów na skrzy»owaniu, czy kierowca jad¡cy w BMW podprapaª
si¦ po nosie lub czy podczas partii szachów czarny król dostaª mata. Wynik, który uzyskali±my
T ′ = T

γ nale»y rozumie¢ dosªownie. Jak zatem to mo»liwe, by z perspektywy ukªadu S′ czas
pªyn¡ª wolniej wªa±nie w ukªadzie S? Có», wynika to z faktu, »e... Mo»e po prostu zabierzmy si¦
za rachunki, a z nich wyªoni si¦ prawda: Zegar stacjonarny w ukªadzie S′ wskazaª czas T ′ gdy
spotkaª si¦ z zegarem P . Zegary L oraz P nadlatywaªy do nas z pr¦dko±ci¡ −v, a zatem byªa
mi¦dzy nimi staªa odlegªo±¢ d′. Mamy zatem: v = d′

T ′ , mamy równie» v = d
T oraz T = T ′ · γ.

St¡d bªyskawicznie d = d′ · γ, a zatem mamy

d′ =
d

γ
.

Pomiar d′ dªugo±ci odcinka pomi¦dzy nadlatuj¡cymi zegarami wykazaª jego skrócenie w stosunku
do dªugo±ci tego odcinka d zmierzonej w ich ukªadzie spoczynkowym S. Nazywamy to skróce-
niem Lorentza (gdy si¦ to wyprowadza podr¦cznikowo, zazwyczaj to odcinek spoczynkowy w
ukªadzie S′ porusza s¦ wzgl¦dem S i wtedy cz¦sto mo»na si¦ spotka¢ z notacj¡ d = d′

γ , u nas
zegary spoczynkowe w S wyznaczyªy rozwa»any odcinek, st¡d odwrotny wzór.)

Uzyskali±my ju», »e pomiar odlegªo±ci oraz pomiar czasu pomi¦dzy dwoma zdarzeniami (pier-
wsze oraz drugie spotkanie zegarów) ró»ni¡ si¦ od siebie w zale»no±ci od ukªadu odniesienia.
Zastanowimy si¦ teraz nad pytaniem, jaki czas wskazywaª zegar P , gdy zegar spoczynkowy w
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ukªadzie S′ wskazywaª czas zero. Zegary ukªadu S zostaªy ze sob¡ zsynchronizowane w ukªadzie
S, ale czy obserwowane z ukªadu S′ równie» wskazuj¡ t¦ sam¡ godzin¦? Có», w dynamice
Newtonowskiej mamy zdarzenia równoczesne jako speªniaj¡ce równo±¢ t = c, gdzie c to staªa.
Rezygnuj¡c z koncepcji czasu absolutnego, stajemy w obliczu wzgl¦dno±ci równoczesno±ci.
W ukªadzie S wskazówki obu zegarów wybiªy godzin¦ t = 0 w tej samej chwili. Za chwil¦
wyliczymy, »e z perspektywy ukªadu S′, gdy wskazówki pierwszego zegara ukªadu S wskazaªy
czas t′ = 0, drugi zegar miaª ju» czas dodatni! Odlegªo±¢ w przestrzeni pomi¦dzy zegarami
de�niujemy jako odlegªo±¢ mi¦dzy ich pozycjami we wspólnej dla ukªadu odniesienia (tego w
którym wykonujemy pomiar) chwili czasowej t = c. Warunek równoczesno±ci t′ = c wyznaczy
inn¡ klas¦ zdarze« ni» warunek t = c. Wracamy do problemu: jeste±my w ukªadzie S′, w chwili
t′ = 0 mijamy zegar pierwszy pokazuj¡cy czas t = 0. Po czasie T ′ dociera do nas zegar drugi
wskazuj¡c czas T . Mamy do dyspozycji transformacje przenosz¡ce nas z ukªadu S′ do S:

x = γ · (x′ + vt′), t = γ(t′ +
v

c2
x′),

z których dostajemy, »e czas który upªyn¡ª na poruszaj¡cych si¦ zegarach pomi¦dzy spotkaniami
zegarów wynosi

∆t =
T ′

γ
=

T

γ2
= (1− v2

c2
)T,

gdzie przypominam »e T to czas który wskazaª zegar drugi w momencie spotkania oraz oba
zegary przemieszczaj¡ce si¦ L oraz P id¡ w tym samym tempie poniewa» poruszaj¡ si¦ z t¡
sam¡ pr¦dko±ci¡ −v. Otrztymujemy, »e gdy zegar pierwszy wskazywaª t = 0, zegar drugi ju»
wskazywaª czas ∆t = T − T

γ2
= v2

c2
T . Oznacza to, »e z perspektywy ukªadu S′, zegary nie

wskazuj¡ tej samej godziny w tej samej chwili, czyli nie s¡ zsyncrhonizowane. Wyja±nia to te»,
sk¡d wzi¦ªo si¦ wskazanie T = 15 na zegarze P w momencie spotkania zegarów pomimo »e
zegar P idzie wolniej ni» zegar C. Podsumowuj¡c: w ukªadzie S′ poj¦cie równoczesno±ci wyz-
nacza inne podzbiory czasoprzestrzeni ni» w ukªadzie S. Troch¦ wi¦cej o równoczesno±ci zdarze«
powiemy sobie przy okazji diagramu Minowskiego. Uzyskane wyniki w naszym do±¢ prostym
przykªadzie potwierdzaj¡ spójno±¢ teorii, pomimo kontrowersji i pozornych sprzeczno±ci. Dla
prostoty oprócz T = 15 przyjmijmy warto±¢ pr¦dko±ci v = 3

5c, w efekcie γ = 5
4 . Mamy:

W ukªadzie S w chwili t = 0 wszystkie trzy zegary wskazuj¡ czas zero. W chwili gdy zegary
stacjonarne wskazuj¡ T = 15 dochodzi do spotkania zegara C oraz P , zegar C wskazaª wtedy
T ′ = T

γ = 15
5
4

= 12. Widzimy, »e w ukªadzie S′ czas pªynie wolniej: T ′ = T
γ .

W ukªadzie S′: w chwili t′ = 0 przelatuj¡cy wªa±nie zegar L wskazaª czas 0 natomiast jak
wyliczyli±my znajduj¡cy si¦ w odlegªo±ci d′ zegar P wskazywaª wtedy t = v2

c2
T = 9

25 · 15 = 27
5 .

Gdy do punktu x′ = 0 dotarª zegar P , wskazywaª on T = 15 = 75
5 , widzimy zatem »e z

perspektywy ukªadu S′ stwierdzimy, »e czas który upªynaª w ukªadzie S pomi¦dzy spotkaniami
zegarow wyniósª 48

5 , co odpowiada uªamkowi T
′

γ = 12
5
4

.

Wykonane rachunki potwierdzaj¡ spójno±¢ teorii mówi¡cej, »e czas ukªadu poruszaj¡cego si¦
pªynie wolniej, niezale»nie od tego który ukªad potraktujemy jako stacjonarny a który jako ru-
chomy, co przynosi pewne ukojenie w konfrontacjami ze sprzecznymi z intuicj¡ wªasno±ciami cza-
soprzestrzeni (troch¦ szersze spojrzenie na tematyk¦ przyniesie geometria Minkowskiego). Chyba
najwy»szy czas by sparafrazowa¢ Stanisªawa Lema: Matematyczny ªad ±wiata jest odpowiedzi¡
na nasze modlitwy do piramidy chaosu.

W tym roku Stanisªaw Lem obchodziªby swoje setne urodziny. Ruszamy dalej.

Transformacja Lorentza. Przypadek n = 3.
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Jak na razie ignorowali±my transformacj¦ zmiennych y oraz z. Mieli±my ku temu powody - s¡
to transformacje identyczno±ciowe. Zaªó»my »e osie ukªadów S oraz S′ pokrywaj¡ si¦ w chwili
zero oraz osie przestrzenne ukªadu S′ przemieszczaj¡ si¦ w kierunku osi x z pr¦dko±ci¡ v (ukªady
s¡ w relacji standardowej). Wiemy ju» jak transformuj¡ si¦ zmienne x oraz t przy przej±ciu do
zmiennych x′ oraz t′. Pami¦taj¡c o liniowo±ci poszukiwanej transformacji oraz o fakcie »e »adne
kierunki i punkty w przestrzeni nie s¡ wyró»nione transformacje y′ oraz z′ musz¡ by¢ postaci

y′ = ky oraz z′ = kz,

a ich transformacje odwrotne:

y = ky′ oraz z = kz′,

co prowadzi do k = 1 lub k = −1 niezale»nie od warto±ci v i pozwala wyeliminowa¢ staª¡ k = −1
(np. z tego powodu »e jest ona niekompatybilna z przypadkiem v = 0). Mo»emy wypisa¢ teraz
peªn¡ posta¢ transformacji Lorentza w kierunku osi x

x′ = γ(x− vt),
y′ = y,
z′ = z,
t′ = γ(t− v

c2
x).

Zauwa»my przy okazji, »e je±li mielibi±my c = 1 (co jest kwesti¡ doboru jednostek �zycznych
), transformacja Lorentza ujawniªaby bezpo±rednio symetri¦ pomi¦dzy czasem i przestrzeni¡:

x′ = γ(x− vt); t′ = γ(t− vx).

Na wykªadzie zazwyczaj b¦dziemy posªugiwa¢ si¦ niedogodnymi jednostkami, w efekcie czego
b¦dziemy skalowa¢ o± czasu przez staª¡ c, transformacja Lorentza przyjmie wtedy posta¢:

x′ = γ(x− v

c
ct); ct′ = γ(ct− v

c
x).

Zadanie S. Poka», »e promie« ±wiatªa wysªany z punktu 0 w ukªadzie S (w dowolnie wybranym
kierunku), w ukªadzie S′ równie» podró»uje z pr¦dko±ci¡ c (na razie sprawdzili±my to jedynie dla
kierunku x).

Krótkie podsumowanie. Zakªadamy, jak zwykle, »e ukªady S oraz S′ s¡ w relacji standar-
dowej.

(1) Dylatacja czasu Okres T ′ ruchu wskazówki zegara poruszaj¡cego si¦ wynosi

T ′ =
T

γ
,

gdzie T to okres ruchu wskazówki takiego samego zegara nieruchomego. Polecam ponownie
wyprowadzi¢, tym razem samodzielnie, jako ¢wiczenie.

(2) Skrócenie dªugo±ci zachodzi w kierunku zmiennej x, tzn. zachodzi tylko w kierunku
ruchu. Ponownie jako ¢wiczenie polecam: Poka», je±li poziomy (tzn. równolegªy do osi
x) sztywny oªówek stacjonarny w ukªadzie S′ ma dªugo±¢ L, jego dªugo±¢ zmierzona w
ukªadzie S wyniesie

L′ =
L

γ
.

Zad. L A ile wyniesie dªugo±¢ oªówka w ukªadzie S, je±li podró»uje on w kierunku
poziomym i ma staªy k¡t nachylenia do osi równy α, jak na rysunku:
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(3) Wzgl¦dno±¢ równoczesno±ci. Zilustrujmy to zjawisko na prostym przykªadzie. Wagon
poci¡gu porusza si¦ z pr¦dko±ci¡ v jak na rysunku, na ±rodku su�tu wisi »arówka, pasa»er
wª¡cza ±wiatªo. Ukªad zwi¡zany z wagonem nazwiemy S′, sytuacja jak na rysunku. Z
punktu widzenia pasa»era promie« ±wiatªa dociera w tej samej chwili do przedniej oraz
do tylnej ±ciany wagonu.

Z perspektywy obserwatora znajduj¡cego si¦ na torach - ukªad S- promie« ±wiatªa
pochodz¡cy od wª¡czonej »arówki równie» rozprzestrzenia si¦ z tak¡ sam¡ pr¦dko±ci¡ w
obu kierunkach, jednak»e przednia oraz tylna ±ciana wagonu maj¡ pr¦dko±¢ v w efekcie
czego dystans pomi¦dzy tyln¡ ±cian¡ wagonu a sygnaªem ±wietlnym zmniejsza si¦ zgodnie
z pr¦dko±ci¡ c+ v a dystans pomi¦dzy przedni¡ ±cian¡ a sygnaªem ±wietlnym zmniejsza
si¦ zgodnie z pr¦dko±ci¡ c− v. Obserwator w ukªadzie S stwierdza, »e ±wiatªo dotarªo do
tylnej ±ciany wcze±niej ni» do ±ciany przedniej.
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6.4. Diagram czasoprzestrzenny (diagramMinkowskiego). . Czasoprzestrze« R4 szczegól-
nej teorii wzgl¦dno±ci jest nazywana czasoprzestrzeni¡ Minkowskiego a jej punkty nazywamy
zdarzeniami. Podanie lokalizacji zdarzenia wymaga podania czterech wspóªrz¦dnych: jednej cza-
sowej oraz trzech wspóªrz¦dnych przestrzennych. Trajektoria cz¡stki x(t) wyznacza tzw. lini¦
±wiata cz¡stki (worldline). Geometri¡ Minkowskiego zajmiemy si¦ niebawem.

Zapoznamy si¦ teraz z diagramem Minowskiego, gdzie czas skalujemy by mie¢ dogodne jed-
nostki, tzn. na osi czasu (na pionowej osi) zaznaczamy warto±ci postaci ct a na osi poziomej
standardowe warto±ci x (b¦dziemy ogranicza¢ si¦ na diagramie do wspóªrz¦dnej przestrzennej
x). Promie« ±wiatªa ma trajektori¦ x = ct w efekcie czego jego linia ±wiata to prosta nachylona
pod k¡tem 45 stopni do osi x. Wszystkie inne obiekty poruszaj¡ si¦ wolniej w efekcie czego ich
linie ±wiata s¡ w ka»dym punkcie nachylone pod k¡tem co najmniej 45 stopni do poziomu.

Rozwa»my obiekt poruszaj¡cy si¦ z pr¦dko±ci¡ v, jego trajektoria dana jest wzorem x = vt =
v
c ct. Z tym obiektem mo»emy zwi¡za¢ ukªad S′ i narysowa¢ jego osie na naszym diagramie. O±
t′ odpowiada poªo»eniu obiektu x′ = 0 a zatem ma równanie x = vt (poniewa» x′ = γ(x − vt))
natomiast o± x′ która jest dana równaniem t′ = 0 ma posta¢ ct = v

cx. K¡t pomi¦dzy osi¡ x′ a
prost¡ x = ct jest taki sam jak k¡t pomi¦dzy t¡ prost¡ a osi¡ t′ - jest to manifestacja faktu, »e
w ukªadzie S′ ±wiatªo biegnie z tak¡ sam¡ pr¦dko±ci¡ jak w ukªadzie S.
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A teraz zastanówmy si¦ ponownie nad równoczesno±ci¡ zdarze«. W ukªadzie S zdarzenia A i
B s¡ równoczesne gdy le»¡ na prostej t = c (s¡ to proste równolegªe do prostej t = 0 czyli do osi
x) natomiast zdarzenia s¡ równoczesne w ukªadzie S′ gdy le»¡ na prostej postaci t′ = c (s¡ to
proste równolegªe do prostej t′ = 0 czyli do osi x′). Na poni»szych dwóch diagramach widzimy,
»e ró»ne ukªady odniesienia wyznaczaj¡ inne klasy zdarze« równoczesnych

Paradoks bli¹ni¡t. Luke Skywalker pochwaliª si¦ siostrze: dostaªem w prezencie wspaniaªy
my±liwiec, który rozwija wielkie pr¦dko±ci! Ksi¦»niczka Leja odparªa: Ach, to doskonale, mój
drogi bracie! Wªa±nie zaparzyªam herbat¦, a widz¦ »e brakuje nam cukru. Sªyszaªam »e na
planecie Ziemia maj¡ wy±mienity cukier. Czy byªby± tak miªy.. No problem ! - wykrzykn¡ª
Luke i wskoczyª do swojego nowego my±liwca. Podczas swojej podró»y szybko rozwin¡ª wielk¡
pr¦dko±¢ w kierunku Ziemi, do±wiadczyª oczywi±cie skrócenia Lorentza i dotarª do naszej plan-
ety w ci¡gu 60 sekund czasu pokªadowego. Ziemianie wªa±nie szykowali si¦ do rozpocz¦cia roku
kalendarzowego 2021 niemniej jednak �abka do której wszedª Luke wci¡» byªa otwarta gdzie
zakupiª cukier dla siostry (Luke mówi po angielsku, jak wiemy, wi¦c zostaª doskonale zrozumi-
any). Zadowolony wskoczyª do swojego my±liwca i obraª kurs powrotny. Po szybkim powrocie
do punktu wyj±cia zauwa»yª jednak ze smutkiem, »e nie tylko ksi¦»niczka Leja ju» od dawna nie
istnieje, ale gwiazda jego ukªadu planetarnego ju» dawno zgasªa...

Jak widzimy w zaª¡czonej historii, Luke bole±nie do±wiadczyª dylatacji czasu. Paradoks
bli¹ni¡t polega jednak nie na samym fakcie dylatacji czasu, lecz na tym, »e z perspektywy
Luke'a to Leja oddalaªa si¦ od niego, a zatem to jej zegarek powinien chodzi¢ wolniej. Czy
aby na pewno? Zastanów si¦, czy powy»sza historia rzeczywi±cie jest przykªadem zªamania
symetrii. Przeanalizuj sytuacj¦ przy u»yciu diagramu Minkowskiego.

Wzory na skªadanie pr¦dko±ci: na ¢wiczeniach.
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6.5. Geometria Minkowskiego. . Wªa±ciwe spojrzenie na omówione w poprzednich para-
grafach zaskakuj¡ce wªasno±ci transformacji Lorentza dostarczy nam geometria Minkowskiego -
teoria opublikowana w 1908 (1907?) roku przez matematyka Hermanna Minkowskiego przed-
stawiaj¡ca matematyczne (geometryczne) uj¦cie szczególnej teorii wzgl¦dno±ci. Einstein w swo-
jej publikacji (1905), któr¡ omawiali±my w pierwszych paragrafach, nie u»ywaª poj¦¢ czaso-
przestrzeni oraz zdarzenia, które nale»y przypisa¢ Minkowskiemu. Hermann Minkowski byª
jednym z nauczycieli akademickich Einsteina, urodziª si¦ na terenie Królestwa Polskiego (w 1864),
zmarª na pocz¡tku 1909 roku na zapalenie wyrostka, zatem nie byª ±wiadkiem (ani uczestnikiem)
dalszej ewolucji teorii wzgl¦dno±ci.

Spojrzymy teraz na szczególn¡ teori¦ z punktu widzenia geometrii. W najogólniejszym spo-
jrzeniu geometria jest dyscyplin¡ matematyczn¡ badaj¡c¡ niezmienniki wybranych klas przek-
sztaªce«.
Czasoprzetrze« Galileusza Je±li topologiczn¡ przestrze« R4 rozwa»ymy wraz z transfor-

macj¡ Galileusza (czasoprzestrze« Galileusza), wtedy nie da si¦ okre±li¢ odlegªo±ci pomi¦dzy
zdarzeniami (w sposób niezale»ny od wyboru ukªadu odniesienia). Niezmiennikami czasoprzestrzeni
Galileusza b¦d¡: odlegªo±¢ czasowa dwóch zdarze« (upªyw czasu pomi¦dzy dwoma zdarzeniami)
oraz odlegªo±¢ przestrzenna dwóch zdarze« równoczesnych. Dla prostej ilustracji, rozwa»my
dwa zdarzenia nierównoczesne: o godzinie 12:00 wyruszamy poci¡giem z Krakowa, o godzinie
15:00 przybywamy poci¡giem do Warszawy. Odlegªo±¢ czasowa pomi¦dzy tymi zdarzeniami to
3 godziny. Zdarzenia te zatem nie s¡ równoczesne. Przyjmijmy, »e w ukªadzie spoczynkowym
torów Kraków ma wspóªrz¦dne (t, 0) natomiast Warszawa ma wspóªrz¦dn¡ (t,W ). W ukªadzie
spoczynkowym jad¡cego poci¡gu przyjmujemy, »e w chwili t Kraków ma wspóªrz¦dn¡ (t,−vt)
a Warszawa ma wspóªrz¦dn¡ (t,W − vt), gdzie v to pr¦dko±¢ poci¡gu ( dla uproszczenia za-
ªo»yli±my »e tor ruchu jest lini¡ prost¡; oba ukªady pokrywaj¡ si¦ w chwili t = 0). �atwo
zmierzymy odlegªo±¢ przestrzenn¡ mi¦dzy zdarzeniami równoczesnymi (t,−vt) oraz (t,W − vt)
(wynosi onaW i odpowiada odlegªo±ci pomi¦dzy Krakowem i Warszaw¡) natomiast nie ma mo»li-
wo±ci pomiaru odlegªo±ci pomi¦dzy zdarzeniami nierównoczesnymi (t,−vt) oraz (s,W − vs) w
sposób niezale»ny od wyboru ukªadu odniesienia (czyli w sposób niezale»ny od staªej v).
Interwaª czasoprzestrzenny. W poprzednich paragrafach widzieli±my, »e ani upªyw czasu

pomi¦dzy zdarzeniami, ani odlegªo±¢ zdarze« równoczesnych, nie b¦d¡ niezmiennikami geometrii
maj¡cej opisa¢ szczególn¡ teori¦ wzgl¦dno±ci. Wiemy natomiast, »e wspólny b¦dzie pomiar pr¦d-
ko±ci ±wiatªa Jak zazwyczaj, zaczniemy rozwa»ania od przypadku jednej zmiennej przetrzennej
x. Rozwa»my dwa zdarzenia w ukªadzie S: P1 = (ct1, x1) oraz P2 = (ct2, x2), które dzieli
odlegªo±¢ czasowa ∆t = t2 − t1 oraz przestrzenna ∆x = x2 − x1. Z postutalu staªej pr¦dko±ci
±wiatªa wynika niezmienniczo±c tzw. interwaªu czasoprzestrzennego:

(∆s)2 := c2(∆t)2 − (∆x)2 := c2(t2 − t1)2 − (x2 − x1)2

co b¦dziemy wyra»a¢ w ramach nast¦puj¡cej notacji

∆s2 = c2∆t2 −∆x2, gdzie ∆s2 := (∆s)2,∆t2 := (∆t)2,∆x2 := (∆x)2.

Niezmienniczo±¢ interwaªu oznacza, »e dla dwóch ró»nych ukªadów odniesienia mamy:

c2∆t2 −∆x2 = c2∆t′2 −∆x′2.

�atwo zauwa»y¢, »e je±li dwa zdarzenia mo»na poª¡czy¢ promieniem ±wietlnym (∆x = c∆t),
warto±¢ interwaªu pomi¦dzy nimi wyniesie zero w ka»dym ukªadzie odniesienia. Podobnie ªatwo
stwierdzi¢, »e warto±¢ interwaªu mi¦dzy dwoma zdarzeniami b¦dzie zawsze dodatnia lub zawsze
ujemna (dzi¦ki zaªo»eniu, »e ukªady inercjalne oddalaj¡ si¦ od siebie z pr¦dko±ciami mniejszymi
od c). Niezmienniczo±¢ interwaªu mo»na sprawdzi¢ bezpo±rednim rachunkiem przy u»yciu trans-
formacji Lorentza: rozwa»my wspóªrz¦dne zdarze« P1 oraz P2 po przej±ciu do ukªadu S′ i
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policzmy tam warto±¢ interwaªu:

∆s2(P ′2, P
′
1) := c2γ2(t2 −

v

c2
x2 − t1 +

v

c2
x1)

2 − γ2((x2 − x1) + v(t2 − t1))2 =

= c2γ2(∆t− v

c2
(∆x))2 − γ2(v∆t+ ∆x)2 =

= · · · = c2∆t2 −∆x2 = ∆s2(P2, P1).

De�niujemy teraz interwaª czasoprzestrzenny pomi¦dzy zdarzeniami w trzech wymiarach:

∆s2 = c2∆t2 −∆x2 −∆y2 −∆z2,

a niezmienniczo±¢ tego interwaªu wynika z poprzednich rachunków (poniewa» y′ = y oraz
z′ = z). Warto±ci ∆s2 de�niuj¡ tzw. metryk¦ Minkowskiego (lub odlegªo±¢ Minkowskiego),
aczkolwiek widzimy »e tak mierzone odlegªo±ci pomi¦dzy zdarzeniami mog¡ przyjmowa¢ warto±ci
ujemne wi¦c nie speªniaj¡ aksjomatów metryki (w zasadzie caªy czas pracujemy na kwadracie
interwaªu ∆s2, który nazywamy skrótowo interwaªem - warto±ci ∆s byªyby kªopotliwe cho-
cia»by ze wzgl¦du na pierwiastkowanie liczb ujemnych). Dodatnie s¡ natomiast odlegªo±ci
pomi¦dzy zdarzeniami nale»¡cymi do tego samego sto»ka czasoprzestrzennego. Sto»kiem cza-
soprzestrzennym zdarzenia P nazwiemy zbiór zdarze« A speªniaj¡cych:

∆s2(A,P ) ≥ 0.

Zdarzenia P nale»¡ce do sto»ka zdarzenia A s¡ to takie zdarzenia, »e pomi¦dzy zdarzeniami
A i P mog¡ wyst¦powa¢ zale»no±ci o charakterze przyczynowo skutkowym (mog¡ je poª¡czy¢
trajektorie o pr¦dko±ciach nie przekraczaj¡cych c). Zdarzenia takie nazywamy czasopodob-
nymi. W ka»dym ukªadzie odniesienia nast¦pstwo czasowe tych zdarze« b¦dzie takie samo
(dzi¦ki zaªo»eniu v < c). Natomiast zdarzenia o interwale ujemnym ∆s2 < 0 nazywamy
przestrzenno-podobnymi, kolejno±¢ ich zaj±cia zale»y od obserwatora oraz nie mo»e mi¦dzy
nimi wyst¡pi¢ zale»no±¢ przyczyno-skutkowa. Zdarzenia odlegªe o zero (∆s2 = 0) to zdarzenia,
które mo»na poª¡czy¢ promieniem ±wietlnym - nazywamy je ±wiatªopodobnymi. Zbiór zdarze«
±wiatªopodobnych do zdarzenia P to powierzchnia jego sto»ka czasoprzestrzennego - nazywamy
j¡ sto»kiem ±wietlnym.

Na poni»szym rysunku sto»ek zdarzenia A (przy dwóch zmiennych przestrzennych). Linia
±wiata ka»dej �zycznej cz¡stki przechodz¡cej przez punkt A zawiera si¦ w sto»ku. Sto»ek jednoz-
nacznie (dla ka»dego obserwatora) wycina zdarzenia stanowi¡ce przyszªo±¢ zdarzenia A (sto»ek
dodatni) oraz przeszªo±¢ zdarzenia A (sto»ek ujemny).

Grupa Lorentza.
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Na pocz¡tek przyjrzyjmy si¦ euklidesowej przestrzeni R3 z trzema zmiennymi x, y, z.

Macierze ortogonalne tworz¦ grup¦ O(3) zde�niowan¡ warunkiem RTR = I3 sk¡d wynika,
»e (detR)2 = 1. Wyró»niamy w niej grup¦ obrotów wªa±ciwych SO(3), zde�niowan¡ do-
datkowym warunkiem detR = 1, oraz obroty niewªa±ciwe detR = −1 ( zawieraj¡ce odbicia
wzgl¦dem pªaszczyzny przechodz¡cej przez 0 oraz niektóre zªo»enia odbi¢ z obrotami). Grupa
obrotów S0(3) jest generowana przez 3 niezale»ne obroty: wzgl¦dem osi x, y oraz z. Grupa
ta naturalnie stanowi 3-parametrow¡ topologiczn¦ grup¦ której ka»dy element mo»na otrzyma¢
zmieniaj¡c parametry w sposób ci¡gªy startuj¡c w identyczno±ci (jest to grupa spójna zawier-
aj¡ca identyczno±¢ co ma istotne znaczenie �zyczne.) Macierze ortogonalne - zªo»enia wspom-
nianych obrotów i odbi¢ - s¡ jedynymi odwzorowaniami liniowymi w R3 zachowuj¡cymi norm¦
euklidesow¡ x2 + y2 + z2. Tak wi¦c dla dwóch obserwatorów, z których jeden u»ywa wspóªrz¦d-
nych kartezja«skich w R3 a drugi dokonaª zamiany wspóªrz¦dnych x′ = Ax, gdzie A−1 = AT ,
odlegªo±¢ wybranych punktów w przestrzeni od zera jest taka sama (||x|| = ||x′||). W kontek±cie
interwaªu czasoprzestrzennego ªatwo teraz wida¢, »e dziaªanie macierz¡ ortogonaln¡ na zmienne
przestrzenne (bez zmiany zmiennej czasowej t) nie zmieni warto±ci interwaªu ∆s2.

Wracamy do sytuacji ogónej. Odlegªo±¢ punktu X = (ct, x, y, z) ∈ R4 od 0 b¦dziemy oznacza¢

X ·X = c2t2 − x2 − y2 − z2

poprzez analogi¦ do standardowego iloczynu skalarnego w Rn. Metryka Minkowskiego jest wyz-
naczona przez tensor Minkowskiego:

η =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ,
co pozwala zapisa¢ produkt X ·X zgodnie ze wzorem:

(6.4) X ·X = XηXT =
[
X0X1X2X3

] 
1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1



X0

X1

X2

X3

 .
gdzie X = (X0, X1, X2, X3). Korzystaj¡c z umowy sumacyjnej Einsteina mo»emy zapisa¢:

XηXT = Xiηi,jX
j .

Zgodnie z umow¡ sumacyjn¡ wszystkie indeksy wyst¦puj¡ce w powy»szym wyra»eniu równocze±nie
jako indeksy dolne i górne oznaczaj¡, »e caªe wyra»enie sumujemy po caªym dopuszczalnym za-
kresie warto±ci tych indeksów (tzn. aibi =

∑
i aib

i).
Wektor X nazywamy czasopodobnym gdy X · X > 0, zerowym lub ±wiatªopodobnym gdy

X ·X = 0, przestrzennopodobnym gdy X ·X < 0.
Zastanowimy si¦ teraz, jakie liniowe przeksztaªcenia zachowuj¡ warto±¢ interwaªu ∆s2 (uzysku-

j¡c t¡ drog¡ transformacj¦ Lorentza).
Szukamy takich macierzy Λ wymiaru 4× 4, by zachodziªo:

(6.5) X ′ ·X ′ = X ·X
gdzie X ′ = Λ(X) lub, w zapisie macierzowym (X ′)T = ΛXT .
Równanie (6.5) ma posta¢
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XΛT ηΛXT = XηXT dla dowolnego czterowektora X ∈ R4,

sk¡d

(6.6) ΛT ηΛ = η.

Rozwi¡zania równania (6.6) nazywamy grup¡ Lorentza i oznaczamyO(1, 3). Zastanówmy si¦
jakiego rodzaju rozwi¡zania ona zawiera. Szukana macierz Λ skªada si¦ z 16 wyrazów natomiast
macierze η oraz ΛT ηΛ to macierze symetryczne, zatem równanie (6.6) to w rzeczywisto±ci 10
niezale»nych równa« (zmienne w nich wyst¦puj¡ce s¡ w pierwszej oraz w drugiej pot¦dze). W
efekcie w grupie Lorentza znajdziejmy 6 niezale»nych "ciekawych" rozwi¡za« oraz rozwi¡zania
"nieciekawe" takie jak odbicia. W±ród odbi¢ wyró»nimy teraz odbicie zmiennej czasowej (zmian¦
kierunku czasu):

Λ =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .
Omówione na pocz¡tku niniejszego paragrafu obroty przestrzenne (wªa±ciwe oraz niewªa±ciwe)

dostarczaj¡ nam zbiór rozwi¡za« postaci:

,

gdzieRRT = I3. Pierwsze trzy "ciekawe" transformacje zachowuj¡ce geometri¦ czasoprzetrzeni
Minkowskiego to wspomniane ju» obroty wzgl¦dem osi x, y oraz z, generuj¡ce grup¦ obrotów
wªa±ciwych (detR = 1).

Nareszcie, dostajemy równie» transformacje których poszukujemy, tj. zmieniaj¡ce warto±ci
zmiennej czasowej oraz co najmniej jednej zmiennej przestrzennej. Przyjrzymy si¦ teraz czystym
transformacjom Lorentza (pchni¦ciom Lorentza) - transformacjom, które ruszaj¡ zmienn¡ cza-
sow¡ i jedn¡ zmienn¡ przestrzenn¡, nie zmieniaj¡c kierunku czasu, o wyznaczniku det Λ = 1.
Przykªadowo:

Λ =


a b 0 0
c d 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,
gdzie a2− c2 = 1, ab = cd, d2− b2 = 1 (zale»no±ci te wynikaj¡ z równania (6.6)). Je±li powy»sza
macierz nie wygl¡da znajomo, sparametryzujmy j¡ jak nale»y. Z dokªadno±ci¡ do odbi¢ powy»sz¡
rodzin¦ sparametryzujemy przy u»yciu staªej v ∈ (−c, c), by uzyska¢:
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Λ =


γ −γ vc 0 0
−γ vc γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 , gdzie γ =
1√

1− v2/c2
.

Powy»sza transformacja to dobrze nam znane pchni¦cie Lorentza wzdªu» osi x. Pozostaªe dwa
zapowiedziane wcze±niej "ciekawe "niezale»ne rozwi¡zania (6.6) to pchni¦cie Lorentza wzdªu» osi
y oraz wzdªu» osi z.

Pokazuje si¦, »e zªo»enia pchni¦¢ Lorentza oraz obrotów wªa±ciwych stanowi¡ wªa±ciw¡ or-
tochroniczn¡ grup¦ Lorentza oznaczan¡ SO+(1, 3), tj. grup¦ zde�niowan¡ warunkiem:

Λ0,0 > 0 oraz det Λ = 1,

gdzie Λ0,0 to "`pierwszy" wyraz macierzy (indeksujemy od zera). Grupa S0+(1, 3) to te elementy
O(1, 3), które zachowuj¡ kierunek czasu (st¡d przydomek: " ortochroniczna" ) oraz zachowuj¡
orientacj¦. Jest to 6-parametrowa (3 parametry k¡towe dla obrotu oraz 3 parametry odpowiada-
j¡ce pr¦dko±ciom dla pchni¦cia ) topologiczna spójna grupa zawieraj¡ca identyczno±¢. Natural-
nie, pchni¦cia w kierunku wybranej osi stanowi¡ jej podgrup¦ i wykorzystamy to w poni»szym
paragra�e.
Skªadanie pr¦dko±ci. Wró¢my do dwóch zmiennych t, x oraz oznaczmy

Λ[v] = γv

[
1 −v/c
−v/c 1

]
Skªadaj¡c dwa pchni¦cia w kierunku x uzyskamy

Λ[v1]Λ[v2] = γ1

[
1 −v1/c

−v1/c 1

]
γ2

[
1 −v2/c

−v2/c 1

]
= Λ[

v1 + v2
1 + v1v2

c2
],

co odpowiada wzorowi na skªadanie pr¦dko±ci. Rozwa»ymy jednak wygodniejsz¡ parametryzacj¦:

γ = coshϕ =
exp(ϕ) + exp(−ϕ)

2
.

Przypomnijmy jeszcze sinus hiperboliczny

sinhϕ =
exp(ϕ)− exp(−ϕ)

2
oraz "jedynk¦ hiperboliczn¡:"

cosh2− sinh2 x = 1.

W efekcie dostajemy nast¦puj¡c¡ parametryzacj¦ pchni¦cia Lorentza:

Λ[ϕ] =

[
coshϕ − sinhϕ
− sinhϕ coshϕ

]
,

dzi¦ki której
Λ[ϕ1]Λ[ϕ2] = Λ[ϕ1 + ϕ2].

Przypomnijmy, »e gdy R[θ] jest macierz¡ obrotu pªaszczyzny o k¡t θ, wtedy

R[θ] =

[
cos θ − sin θ
− sin θ cos θ

]
oraz zachodzi

R[θ1]R[θ2] = R[θ1 + θ2].

Mamy zatem analogi¦ pomi¦dzy pchni¦ciem Lorentza (transformacja zmiennej czasowej i przestrzen-
nej) a obrotami w przestrzeni.
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6.6. Mechanika relatywistyczna. Do tej pory zajmowali±my si¦ gªównie konsekwencjami zmi-
any ukªadu wspóªrz¦dnych przy zmianie ukªadu odniesienia, tj. konsekwencjami (liniowej) trans-
formacji Lorentza. Szczególna teoria wzgl¦dno±ci nie sprowadza si¦ jednak do algebry liniowej.
Zajmiemy si¦ teraz tematyk¡ zwi¡zan¡ z ruchem cz¡stek, od której zacz¦li±my niniejszy wykªad.
Podej±cie relatywistyczne wymaga przede�niowania podstawowych poj¦¢.

Jednym z najwa»niejszych poj¦¢ teorii wzgl¦dno±ci jest czas wªasny. Rozwa»my zegar znaj-
duj¡cy si¦ w pozycji x′ = 0 swojego ukªadu spoczynkowego S′. Jego linia ±wiata to (ct′, 0, 0, 0).
Czas wªasny τ zegara upªywa zgodnie z czasem w jego ukªadzie spoczynkowym τ = t′ co mo»na
ªatwo wyrazi¢ poprzez interwaª ∆s2 = c2(t′2), mianowicie:

τ =
1

c
∆s.

Przypomnijmy, »e warto±¢ interwaªu ∆s2(A,P ) = ∆s2 pomi¦dzy dwoma zdarzeniami nie
zale»y od ukªadu wspóªrz¦dnych, a zatem w dowolnym ukªadzie odniesienia upªyw czasu wªasnego
pomi¦dzy dwoma nast¦puj¡cymi po sobie zdarzeniami na linii ±wiata zegara wyniesie:

∆τ =
∆s

c
.

Warto±¢ ∆s =
√

∆s2 jest dodatnia (a nie urojona - dlaczego?). Powy»szy wzór jest równowa»ny
(prosz¦ sprawdzi¢) wzorowi na dylatacj¦ czasu

∆τ =
∆t

γ

(który uzyskali±my teraz korzystaj¡c z niezmienniczo±ci interwaªu a nie z transformacji Lorentza,
czas wªasny jest poj¦ciem geometrycznym, niezale»nym od przypi¦cia wspóªrz¦dnych).

Powy»sze rozwa»ania przeprowadzili±my dla zegara siedz¡cego w ukªadzie spoczynkowym S′,
który porusza si¦ jednostajnie wzgl¦dem dowolnego ukªadu inercjalnego S. A co z ruchem
krzywoliniowym? W �zyce newtonowskiej trajektori¦ cz¡stki x(t) parametryzowali±my czasem
ukªadu S. W kontek±cie relatywistycznym, wygodniej b¦dzie parametryzowa¢ lini¦ ±wiata czasem
wªasnym cz¡stki

X(τ) = (t(τ),x(τ)).

Pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡X0 czterowektoraX jest wspóªrz¦dna czasowa. Elementy czasoprzestrzeni
nazywa si¦ cz¦sto czterowektorami (odró»niaj¡c je od newtonowskich wektorów przestrzennych
maj¡cych trzy wspóªrz¦dne). Czterowektory b¦dziemy oznacza¢ wielkimi literami (a wektory
przestrzenne cz¦sto b¦d¡ pogrubion¡ czcionk¡ jak w poprzednich paragrafach).

W ruchu krzywoliniowym zegara przyjmujemy, »e w ka»dej chwili czasu znajduje si¦ on
w swoim chwilowym ukªadzie spoczynkowym ( wyznaczonym przez bie»¡c¡ warto±¢ pr¦dko±ci

v(t) = || ·x(t)||), uzyskuj¡c:
dτ

dt
=

1

γ
,

gdzie

γ = γ(t) =
1√

1− (v(t))2

c2

.

Przypomnijmy, »e x(t) to newtonowska parametryzacja ruchu zegara w ustalonym ukªadzie
odniesienia S. Przykªadowo, mo»na przeprowadzi¢ nast¦puj¡ce rozumowanie: trajektori¦ x(t),
t ∈ [T0, T ] przybli»am ªaman¡ wyznaczon¡ przez ci¡g podziaªów :

t0 = T0 < t1 < t2 < · · · < tn = T,∆tni := tni − tni−1
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co daje aproksymacj¦ czasu wªasnego:

∆τn =

n∑
i=1

1

γ(ti)
∆tni ,

w granicy otrzymuj¡c caªk¦ Riemmanna (oczywi±cie ±rednica ci¡gu podziaªów musi zbiega¢ do
zera):

∆τ =

∫ T

T0

1

γ
dt.

Poni»ej ilustracja: dwa chwilowe ukªady spoczynkowe cz¡stki S′(x′, t′) oraz S′′(x′′, t′′) obser-
wowanej w ukªadzie S(x, t).

Czterowektory pr¦dko±ci. Rozwa»my trajektor¦ w ukªadzie S indeksowan¡ czasem wªas-
nym τ :

X[τ ] = [ct(τ),x(τ)].

Rozwa»amy trajektorie dozwolone dla cz¡stek posiadanych mas¦, tj. o pr¦dko±ciach mniejszych
od pr¦dko±ci ±wiatªa (pomijamy zatem cz¡stki takie jak fotony oraz grawitony). Zde�niujemy
teraz czteropr¦dko±¢:

U =
dX

dτ
= [c · dt/dτ, dx/dτ ].

Mamy dt
dτ = γ oraz dx

dτ = dx
dt

dt
dτ , sk¡d, przy oznaczeniu u = dx

dt ,

U = γ · [c,u].

Zgodnie z naszymi zaªo»eniami, wektor U jest wektorem czasowym tzn. mamy zagwarantowane
U · U > 0. Niezmienniczo±¢ czasu wªasnego τ implikuje du»o silniejsz¡ wªasno±¢, o czym za
chwil¦. Je±li cz¡stka ma pr¦dko±¢ U w ukªadzie S, obserwator znajduj¡cy si¦ w ukªadzie S′ o
wspóªrz¦dnych X ′ = ΛX uzyska pr¦dko±¢ cz¡stki U ′ zgodnie z transformacj¡:

U ′ = ΛU.

Powy»sza równo±¢ jest prawdziwa dzi¦ki niezmienniczo±ci τ (prosz¦ sprawdzi¢ jako ¢wiczenie).
Transformacja wielko±ci dX

dt byªaby ju» kªopotliwa rachunkowo ze wzgl¦du na transformacj¦
zmiennej t przy zmianie ukªadu odniesienia. Czterowektorami b¦dziemy nazywa¢ nie tylko
wspóªrz¦dne zdarze« w czasoprzestrzni ale wszystkie wielko±ci transformuj¡ce si¦ zgodnie z for-
muª¡ A′ = ΛA przy zmianie ukªadu odniesienia X ′ = ΛX.
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Dzi¦ki formule ΛT ηΛ = η ªatwo dostajemy, »e produkt U · U = UηUT (oznaczaj¡cy dªugo±¢
czterowektora w sensie metryki Minkowskiego) jest niezmienniczy, tzn:

U ′ · U ′ = U · U.
Wiemy, »e pr¦dko±¢ cz¡stki w jej ukªadzie spoczynkowym wynosi

U = [c, 0, 0, 0],

sk¡d

(6.7) U · U = c2.

Uzyskali±my, »e równo±¢ (6.7) jest speªniona w ka»dym ukªadzie odniesienia - mo»na to sprawdzi¢
bezpo±rednim rachunkiem dla dowolnego czterowektora pr¦dko±ci U w ustalonym ukªadzie S
(¢wiczenie) Równo±¢ (6.7) gwarantuje, »e wystarczy poda¢ trzy warto±ci zmiennych by zada¢ wek-
tor cztero-pr¦dko±ci (jak w �zyce newtonowskiej, gdzie wektory pr¦dko±ci maj¡ trzy wspóªrz¦dne).
Dodawanie pr¦dko±ci. Jak do tej pory wyprowadzili±my na wykªadzie wzory na pr¦dko±ci

wzgl¦dne w sytuacji gdy pr¦dko±¢ u cz¡stki w ukªadzie S miaªa kierunek zgodny z pr¦dko±ci¡ v
ukªadu S′ wzgl¦dem ukªadu S. Rozwa»my teraz sytuacj¦ ogólniejsz¡, gdzie cz¡stka w ukªadzie
S ma wektor czteropr¦dko±ci:

U = γu[c, u cosα, u sinα, 0], gdzie γu =
1√

1− u2/c2
.

Zakªadamy, »e ukªady S oraz S′ s¡ w relacji standardowej. 4-wektor U ′ cz¡stki w ukªadzie S′:

U ′ = ΛU = γu[γv(1−
uv

c2
cosα)c, γv(u cosα− v), u sinα, 0]

oraz
U ′ = γu′ [c, u

′ cosα′, u′ sinα′, 0],

sk¡d wyªuskamy »¡dan¡ pr¦dko±¢ w kierunku x:

u′ cosα′ =
u cosα− v
1− uv

c2
cosα

oraz, dziel¡c wspóªrz¦dn¡ y′ przez wspóªrzedn¡ x′, tangens k¡ta α′ pomi¦dzy wektorem pr¦dko±ci
oraz osi¡ x′:

tanα′ =
u sinα

γv(u cosα− v)
.

Przykªad.Uzyskane formuªy mo»na wykorzysta¢ by wyprowadzi¢ relatywistyczny wzór na
aberacj¦ ±wiatªa (aberacj¦ gwiezdn¡) wyja±niaj¡c¡ (niewielk¡) zmian¦ poªo»enia gwiazd na
nieboskªonie w wyniku podró»y Ziemi dookoªa Sªo«ca (orbita Ziemi ma pomijalnie maªy rozmiar
w stosunku do odlegªo±ci gwiazd wi¦c ich pozycja na nieboskªonie w ci¡gu roku nie zale»y od
pozycji Ziemi, przyczyn¡ tego zjawiska jest zmiana kierunku pr¦dko±ci Ziemi).

4-wektor p¦du zde�niujemy:

P = mU = mγ[c,u].

Cztero-p¦d P jest wielko±ci¡ zachowan¡ w kontek±cie relatywistycznym (gdy na cz¡stk¦ lub na
ukªad cz¡stek nie dziaªaj¡ »adne siªy). Skªadnik przestrzenny p wektora P = [P 0,p]

p = γmu

jest iloczynem staªej γ oraz p¦du newtonowskiego m · u. Widzimy ªatwo lim
u→c
|p| =∞. Z troch¦

wi¦ksz¡ dbaªo±ci¡ o formalizm matematyczny zapisaliby±my

p(τ) = γ(t(τ))mu(t(τ))
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sk¡d mo»na postawi¢ p¦d relatywistyczny nast¦puj¡co

p(t) := γ[t]mu(t),

je±li chcemy parametryzowa¢ go czasem t danego ukªadu S.
Zastanówmy si¦ nad czasow¡ skªadow¡ p¦du P 0 = γmc, rozwijaj¡c staª¡ γ w szereg Taylora

γ = 1 +
1

2
(
u

c
)2 +

3

8
(
u

c
)4 + ... = 1 +

1

2
(
u

c
)2 + o((

u

c
)3)

sk¡d

P 0 = γmc =
1

c
γmc2 =

1

c

(
mc2 + (

1

2
)mu2 + o((

u

c
)3)

)
.

Wyra»enie w nawiasie, w przybli»eniu równe sumie staªej mc2 oraz newtonowskiej energii kinety-
cznej 1

2mu
2 (dla maªych pr¦dko±ci u), Einstein sªusznie zinterpretowaª jako energi¦. Zachowanie

pierwszej skªadowej p¦du P 0 = 1
cE oznacza¢ b¦dzie relatywisticzn¡ wersj¦ zasady zachowania

energii, która dana jest wzorem

(6.8) E = γmc2.

Zauwa»amy, »e wraz ze wzrostem pr¦dko±ci do warto±ci granicznej c, warto±¢ energii cz¡stki
ro±nie do niesko«czono±ci - nie uda si¦ zatem rozp¦dzi¢ cz¡stki posiadaj¡cej mas¦ do pr¦dko±ci
±wiatªa. Równanie (6.8) uczy nas »e energia cz¡stki zale»y od jej pr¦dko±ci oraz od masy. W �zyce
newtonowskiej mieli±my wypracowan¡ zasad¦ zachowania energii przy domy±lnym zaªo»eniu »e
masa cz¡stki (lub masa ukªadu) jest staªa. Natomiast w �zyce relatywistycznej wspomniane dwie
newtonowskie wielko±ci nie s¡ zachowywane niezale»nie od siebie. W szczególno±ci, cz¦±¢ masy
ukªadu mo»e zosta¢ zamieniona w energi¦ kinetyczn¡ oraz promieniowanie, mo»e te» zachodzi¢
odwrotny proces (jak np. kreacja pary elektron-pozyton z energii fotonu). Cz¡stka stacjonarna
o masie m b¦dzie posiada¢ energi¦ postaci:

E = mc2.

W niniejszym kontek±cie masa m jest cz¦sto nazywana mas¡ spoczynkow¡ a warto±¢ γ ·m mas¡
relatywistyczn¡.

Wró¢my do 4-wektora p¦du P . Mamy P ′ ·P ′ = P ·P oraz , je±li S jest ukªadem spoczynkowym
cz¡stki, P = [mc, 0, 0, 0], sk¡d zawsze

P · P = m2c2.

Bez zaªo»enia, »e ukªad jest spoczynkowy, dostaniemy

P ′ · P ′ = E2

c2
− p2,

wobec czego dostajemy zale»no±¢ energii od masy i p¦du:

E2 = p2c2 +m2c4.

Relatywistyczna wersja II zasady dynamiki Newtona. W analogii do dynamiki newtonowskiej
II zasad¦ dynamiki zapiszemy w postaci:

dP

dτ
= F,

gdzie F = [F 0, F 1, F 2, F 3] jest 4-wektorem siªy praz P = [P 0,p] 4-wektorem p¦du. Poj¦cie siªy
jest w zasadzie poj¦ciem pomocnicznym. By uzyska¢ bli»sz¡ analogi¦ z mechanik¡ newtonowsk¡,
tj. by uzyska¢ prawo postaci:

(6.9)
dp
dt

= f
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gdzie f ma odpowiada¢ "newtonowskim" oddziaªywaniom w przestrzeni danego ukªadu odniesienia,
potrzebujemy siª¦ F zapisa¢ jako

F = [F 0, γf].

Wtedy dostaniemy
dp
dt

=
dp
dτ

dτ

dt
= γf

1

γ
= f.

Tutaj naturalnie f = f(x, t) - obie strony równania (6.9) zale»¡ od czasu, a w zasadzie od
pr¦dko±ci - pami¦tamy, »e f = 1

γ [F 1, F 2, F 2]) oraz »e zmienna t po której ró»niczkujemy za-
le»y od pr¦dko±ci. Wida¢ tutaj, »e w �zyce relatywistycznej nie ma miejsca na oddziaªywania
takie jak prawo powszechnego ci¡»enia Newtona b¦d¡ce postaci f(|x1 − x2|), które jest funkcj¡
odlegªo±ci oraz bªyskawicznym dziaªaniem na odlegªo±¢ (w teorii relatywistycznej oddziaªywania
propaguj¡ si¦ ze sko«czon¡ pr¦dko±ci¡ a odlegªo±¢ przestrzenna zale»y od ukªadu S). Grawitacja
zostaªa prawidªowa uj¦ta przez Einsteina dopiero w ramach ogólnej teorii wzgl¦dno±ci (1915).
Wªa±ciwym przykªadem siªy f jest siªa Lorentza (dziaªaj¡ca na elektron znajduj¡cy si¦ w polu
elektromagnetycznym ) lub np. siªa kontaktowa mi¦dzy cz¡stkami w momencie zderzenia. Prze-
j±cie z �zyki newtonowskiej do relatywistycznej nie jest jedynie prostymi poprawkami we wzorach
z wykorzystaniem staªej Lorentza - jest to raczej droga prowadz¡ca ze ±wiata klasycznego do in-
nego ±wiata - najszerszym polem zastosowa« szczególnej teorii wzgl¦dno±ci jest �zyka cz¡stek
elementarnych. Naturalnie obie teorie s¡ do siebie podobne z matematycznego punktu widzenia
(rozwi¡zywanie równa« relatywistycznych jest jednak trudniejsze - problem dwóch ciaª ogólnej
teorii wzgl¦dno±ci jest nierozwi¡zywalny analitycznie).

Przyjrzyjmy si¦ jeszcze zerowemu komponentowi siªy F :

F 0 =
dP 0

dτ
=
γ

c

dE

dt
.

Pami¦tamy z pocz¡tkowych wykªadów, jak moc nierelatywistyczna f · ·x miaªa si¦ do tempa z
jakim wykonywana jest praca (tj. tempa z jakim zmienia si¦ energia). Rozwa»my cz¡stk¦ o staªej
masie, tj. mamy P · P = mc2 oraz dP ·P

dτ = 0. Z drugiej strony, p = mγu, mo»emy wyliczy¢:

0 = d
P · P
dτ

= 2P 0dP
0

dτ
− 2p

dp
dτ

= 2γ2m(
dE

dt
− u · f).

Mamy zatem
dE

dt
= u · f, gdzie u =

·
x.

6.7. Ukªady nieinercjalne. Ruch jednostajnie przy±pieszony. . Naturalnie, 4-przy±pieszenie
A zde�niujemy nast¦puj¡co:

A =
dU

dτ
,

gdzie U = [γc, γu] jest 4-pr¦dko±ci¡. Jak w przypadku czteropr¦dko±ci, ªatwo zauwa»y¢, »e A
jest poprawnie zde�niowanym czterowektorem. Ró»niczkuj¡c po zmiennej τ warunek U ·U = c2

szybko dostajemy
A · U = 0,

czyli 4-przy±pieszenie jest prostopadªe do 4-pr¦dko±ci (w sensie Minkowskiego). Zanim zde�niu-
jemy czym jest staªe przy±pieszenie relatywistyczne, zastanowmy si¦ jak wyznaczy¢ 4-przy±pieszenie
A obserwuj¡c tor ruchu cz¡stki w ukªadzie S. W ukªadzie tym, jak poprzednio, newtonowsk¡
pr¦dko±¢ cz¡stki oznaczymy przez u, newtonowskie przy±pieszenie wyniesie a = du

dt . Mamy

A =
dU

dτ
=
dU

dt

dt

dτ
= γ[γ̇c, γ̇u+ γa],
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gdzie oczywi±cie γ̇ = dγ
dt . Rozwa»my teraz chwilowy ukªad spoczynkowy naszej cz¡stki S′ (w

danej chwili t). W tym ukªadzie chwilowo mamy pr¦dko±¢ cz¡stki u′ = 0, sk¡d

A′ = [0,a'], gdzie a' =
du'
dt
.

A oraz A′ to czterowektory, zatem A = ΛA′. Zaªó»my od teraz dla uproszczenia, »e wzajemny
ruch ukªadów S oraz S′ odbywa si¦ wzdªu» osi x, pomijaj¡c pozostaªe zmienne. Mamy równo±¢:

AT = γ

[
γ̇c

γ̇u+ γa

]
= γ

[
1 u/c
u/c 1

] [
0
a′

]
= γ

[
ua′/c
a′

]
.

Z powy»szej równo±ci dostajemy zale»no±¢ pomi¦dzy przy±pieszeniami netwonowskimi w ukªadach
S oraz S′:

(6.10) a = u̇ = (1− u2/c2)
3
2a′.

Jeste±my ju» gotowi, by zde�niowa¢ relatywistyczny ruch jednostajnie przy±pieszony - powiemy,
»e ciaªo ma staªe przy±pieszenie relatywistyczne, je±li w ka»dym chwilowym ukªadzie spoczynkowym
S′ ciaªo doznaje staªego chwilowego przy±pieszenia a′ = const. Przykªadem jest np. rakieta
generuj¡ca caªy czas ci¡g g - wygodny dla zaªogi, która caªy czas doznaje staªego przy±pieszenia
odpowiadaj¡cego ziemskiej grawitacji. Zaªó»my zatem, »e a′ jest staªe i korzystaj¡c z równo±ci
a = u̇, dostaniemy z równania (6.10) wzór na pr¦dko±¢ widzian¡ z ukªadu S ciaªa jednostajnie
przy±pieszaj¡cego:

u =
a′ct√

c2 + (a′)2t2
.

Widzimy, »e pr¦dko±¢ ciaªa doznaj¡cego staªego przy±pieszenia ro±nie do pr¦dko±ci ±wiatªa.
Mo»emy teraz (poniewa» u = ẋ) uzyska¢ równanie w ruchu jednostajnie przy±pieszonym

x =
c

a′
(
√
c2 + (a′)t2 − c),

gdzie staª¡ dobrali±my by uzyska¢ x(0) = 0. Otrzymany tor ruchu to hiperbola - w ka»dym
(inercjalnym) ukªadzie odniesienia. Je±li chcemy sprawdzi¢ to algebraicznie, najªatwiej chyba
b¦dzie zmieni¢ staª¡ w powy»szym równaniu by uzyska¢ x = c

a′ (
√
c2 + (a′)t2) i przeksztaªci¢

równo±¢ do postaci:

c2t2 − x2 = − c4

(a′)2
.

Wida¢ teraz, »e lewa strona powy»szego równania jest znanym nam niezmiennikiem.

�atwo zauwa»y¢ (pr¦dko±¢ u d¡»y do pr¦dko±ci ±wiatªa) »e otrzymany tor ruchu ma asymptot¦
uko±n¡ postaci x = ct + b. Zauwa»my, »e asymptota ta jest trajektori¡ sygnaªu ±wietlnego
wysªanego w chwili 0 z punktu x = b - trajektoria ta nie przecina naszej hiperboli co oznacza
»e ten sygnaª ±wietlny nigdy nie dogoni obiektu poruszaj¡cego si¦ po hiperboli. Widzimy w
szczególno±ci, »e z perspektywy przy±pieszaj¡cego obiektu ±wiatªo nie biegnie ze staª¡ pr¦dko±ci¡.
Przypominamy sobie w tym momencie, »e zasada wzgl¦dno±ci (wielokrotnie przywoªywana w
tym wykªadzie) dotyczy ukªadów inercjalnych. Wspomnian¡ asymptot¦ nazwiemy horyzontem
zdarze« - przy±pieszaj¡cy obiekt nigdy nie otrzyma »adnej informacji o zdarzeniach znajduj¡cych
si¦ po drugiej stronie horyzontu (je±li nie przestanie przy±piesza¢).



60


