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1. �a«cuchy Markowa.

Niech (Ω,Σ,P) b¦dzie przestrzeni¡ probabilistyczn¡ oraz niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ me-
tryczn¡ o±rodkow¡. Przestrze« metryczna X jest naturalnie wyposa»ona w sigma-algebr¦ ΣX

zbiorów Borelowskich na X, tj. ΣX = B(X) = σ(τX), gdzie τX to rodzina otwartych podzbiorów
X. W wielu sytuacjach ci¡g zmiennych losowych Xn : Ω → X, n ∈ N, b¦dziemy nazywa¢ pro-
cesem stochastycznym. Naturaln¡ �ltracj¡ procesu Xn b¦dziemy nazywa¢ �ltracj¦ zde�niowan¡
Fn = Σ{X0, . . . , Xn}, n ∈ N.

Wprowad¹my oznacznie:

B(X,R) = {f : X → R| f − mierzalna i ograniczona }.
Niech Xn : Ω→ X, n ∈ N, b¦dzie ci¡giem zmiennych losowych.

De�nicja 1. Powiemy, »e ci¡g Xn jest ªa«cuchem Markowa je±li dla dowolnej funkcji mierzal-
nej ograniczonej ϕ : X → R zachodzi P− prawie wsz¦dzie:

(1.1) E[ϕ(Xn+1)|X0, X1, . . . , Xn] = E[ϕ(Xn+1)|Xn] (wªasno±¢ Markowa).

Fakt 1. Dla ci¡gu zm. los. Xn nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(1) E[ϕ(Xn+1)|X0, X1, . . . , Xn] = E[ϕ(Xn+1)|Xn], ϕ ∈ B(X,R),n ∈ N,
(2) P[Xn+1 ∈ A|X0, X1, . . . , Xn] = P[Xn+1 ∈ A|Xn], A ∈ B(X)., n ∈ N

Zbiór indeksów N b¦dziemy interpretowa¢ jako czas natomiast przestrze« X b¦dziemy cz¦sto
nazywa¢ przestrzeni¡ stanów. Interpretacja wªasno±ci Markowa jest klarowna: znajomo±¢ doty-
chczasowej historii procesu X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn daje tak¡ sam¡ prognoz¦ przyszªo±ci
jak znajomo±¢ bie»¡cego stanu Xn = xn. Wida¢ to wyra¹nie w poni»szych (przykªadowych)
warunkach równowa»nych wªasno±ci (1.1).

Fakt 2. Wªasno±¢ Markowa (1.1) jest równowa»na nast¦puj¡cym warunkom:

(1) P[Xn+k ∈ A|X0, X1, . . . , Xn] = P[Xn+k ∈ A|Xn], A ∈ B(X), n, k ∈ N,
(2) E[ϕ(Xn+k)‖X0, X1, . . . , Xn] = E[ϕ(Xn+k)|Xn], ϕ ∈ B(X,R), n, k ∈ N.

De�nicja 2. Powiemy, »e funkcja

P : X × ΣX 3 (x,A) −→ P (x,A) ∈ [0, 1]

jest j¡drem przej±cia, je±li

(1) dla ka»dego x ∈ X, P (x, ·) jest miar¡ probabilistyczn¡ na ΣX

(2) dla ka»dego C ∈ ΣX , funkcja x −→ P (x,C) ∈ [0, 1] jest mierzalna

Niech K(X) = {P : X × B(X)→ [0, 1]|P − j¡dro przej±cia}.

De�nicja 3. Powiemy, »e ci¡g zmiennych losowych Xn jest ªa«cuchem Markowa z j¡drem prze-
j±cia P (z prawdopodobie«stwem przej±cia P ), je±li zachodzi:

(1.2) P[Xn+1 ∈ A|X0, X1, . . . , Xn] = P (Xn, A), A ∈ B(X), n ∈ N.

Dla ªa«cucha Markowa z j¡drem przej±cia P b¦dziemy zawsze stosowa¢ nast¦puj¡c¡ równo±¢:

(1.3) P (x,A) = P[Xn+1 ∈ A|Xn = x],

dla ka»dego n ∈ N, x ∈ X oraz wszystkich A ∈ B(X). By zapewni¢ peªn¡ precyzj¦ matem-
atyczn¡ oraz jedyno±¢ j¡dra przej±cia dla ªa«cucha Markowa, równo±¢ (1.3) wykorzystuj¡ca
poj¦cie rozkªadów warunkowych wymagaªaby bardziej zªo»onej de�nicji ªa«cucha Markowa ni»
nasza de�nicja ªa«cucha jako ci¡gu zmiennych losowych. W kolejnym rozdziale zapoznamy si¦
z rekurencyjn¡ postaci¡ ªa«cucha, która bezpo±rednio zapewnia istnienie oraz jednoznaczno±¢
j¡dra przej±cia.
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Oczywi±cie warunek (1.2), jako istotnie mocniejszy od bardzo ogólnej wªasno±ci (1.1), równie»
implikuje »e dotychczasowa ewolucja ªa«cucha w czasie (tj. ewolucja obserwowana do kroku n)
wpªywa na przyszª¡ ewolucj¦ jedynie poprzez bie»¡cy stan ªa«cucha Xn = x . De�nicja 3 zakªada
jednak istotnie wi¦cej ni» jedynie regularn¡ posta¢ dla rozkªadów warunkowych wyst¦puj¡cych
w De�nicji 1 - zakªada bowiem, »e prawdopodobie«stwo przej±cia P nie zale»y od kroku n -
prawa rzadz¡ce ewolucj¡ ªa«cucha s¡ staªe w czasie. Takie ªa«cuchy Markowa, których praw-
dopodobie«stwo przej±cia zale»y tylko od bie»¡cego stanu ªa«cucha (nie zale»y od kroku n ∈ N
) nazywamy jednorodnymi ªa«cuchami Markowa. �a«cuchy te s¡ naturalnymi modelami
dla systemów, których ewolucja przebiega zgodnie z prawami niezmiennymi w czasie oraz zaw-
ieraj¡cymi losowo±¢. Celem niniejszego wykªadu jest przedstawienie ogólnej teorii jednorodnych
ªa«cuchów Markowa z j¡drem przej±cia (b¦dziemy mówi¢ krótko: ªa«cuchy Markowa) wraz z
uwzgl¦dnieniem niektórych zastosowa«.
Uwaga. W przypadku ªa«cuchów niejednorodnych rozwa»a si¦ rodzin¦ prawdopodobie«stw

przej±cia zale»n¡ od czasu, tzn. Pn(x,A) = P(Xn+1 ∈ A|Xn = x).

Przykªad 1. �a«cuchy na dyskretnej sko«czonej przestrzeni stanów. Niech X = {1, 2, . . . , N} z
metryk¡ dyskretn¡. W takim przypadku j¡dro przej±cia P ªa«cucha MarkowaXn reprezentowane
jest w postaci macierzy przej±cia [Pi,j ]i,j=1,2,...,n opisuj¡cej prawdopodobie«stwa waunkowe

Pi,j = P[Xn+1 = j|Xn = i] = P (i, {j}).

W przypadku dyskretnym piszemy krótko: P (i, j) zamiast P (i, {j}).
Przykªad 2. Poprzedni przykªad bezpo±rednio uogólnia si¦ na przeliczaln¡ przestrze« stanów.
Rozwa»my symetryczne bª¡dzenie losowe po liczbach caªkowitych X = Z z metryk¡ dyskretn¡,
które de�niujemy rekurencyjnie

Xn+1 = Xn + Yn,

gdzie X0, Y0, Y1, Y2, . . . to ci¡g niezale»nych zmiennych losowych oraz zmienne Yn maj¡ rozkªad
dwupunktowy na zbiorze {−1, 1}. J¡dro przej±cia dane jest formuª¡

P (i, j) =
1

2
dla j ∈ {i+ 1, i− i} oraz P (i, j) = 0 dla j /∈ {i+ 1, i− 1}.

Przykªad 3. Uogólniamy poprzedni przykªad do bª¡dzenia losowego na prostej X = R:

Xn+1 = Xn + Yn,

gdzie Y0, Y1, Y2, . . . to ci¡g i.i.d, niezale»ny od punktu startowego X0. Nie zakªadamy nic o
rozkªadzie zmiennych Yn : Ω → R, wi¦c bªadzenie nie musi by¢ symetryczne. J¡dro przej±cia
mo»na wypisa¢ ogóln¡ formuª¡: P (x,A) = P(x+ Y1 ∈ A) = PY1(A− x)

Przykªad 4. Ukªady dynamiczne. Niech ϕ : X → X b¦dzie odwzorowaniem mierzalnym. Teoria
dyskretnych ukªadów dynamicznych zajmuje si¦ ewolucj¡ ukªadu (X,ϕ), tj. zachowaniem trajek-
torii ϕn(x), n ∈ N, x ∈ X, (zazwyczaj przy zaªo»eniu »e odwzorowanie ϕ jest ci¡gªe). Z naszej
perspektywy, taki ukªad jest szczególnym przypadkiem ªa«cucha Markowa: Xn+1 = ϕ(Xn) -
prawa rz¡dz¡ce jego ewolucj¡ s¡ niezmienne w czasie ale nie zawieraj¡ czynnika losowego tak
wi¦c prawdopodobie«stwa przej±cia s¡ zdegenerowane zgodnie ze wzorem:

P (x,A) = P(ϕ(x) ∈ A) = 1ϕ−1(A)(x).

Punkt startowy X0 mo»e zosta¢ wylosowany z pewnego rozkªadu tak wi¦c zmienna Xn mo»e
mie¢ skomplikowany rozkªad prawdopodobie«twa pomimo deterministycznej ewolucji.

Przykªad 5. Optymalizacja stochastyczna. Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Niech
Yn, n ∈ N, b¦dzie ci¡giem i.i.d na standardowej prz. probabilistycznej ([0, 1],B([0, 1]), µ) oraz



3

niech Q : X×[0, 1]→ X b¦dzie mierzalne. Niech f : X → R b¦dzie mierzaln¡ funkcj¡ posiadaj¡c¡
minimum globalne. De�niujemy rekurejncyjnie:

Xn+1 =

{
Xn if f(Q(Xn, Yn)) ≥ f(Xn)

Q(Xn, Yn) if f(Q(Xn, Yn)) < f(Xn)

Zadanie 1. Jakie j¡dro przej±cia posiada algorytm Xn z powy»szego przykªadu?

Obserwacja 1. J¡dro przej±cia P determinuje ewolucj¦ jednowymiarowych rozkªadów ªa«cucha
X = {Xn}∈N zgodnie ze wzorem:

(1.4) PXn+1(C) =

∫
X

P (x,C)PXn(dx), C ∈ B(X), n ∈ N.

De�nicja 4. J¡dro przej±cia P determinuje jednoznacznie operator przej±cia (operator Markowa)

P̂ na miarach probabilistycznych

P̂ : M1(X) 3 µ −→ P̂ µ ∈M1(X)

zgodnie ze wzorem

(1.5) P̂ µ(C) =

∫
X

P (x,C)µ(dx)

Zgodnie z De�nicj¡ 4, rozkªady jednowymiarowe PXn ªa«cucha X = {Xn}n∈N przyjmuj¡,
zgodnie ze wzorem (1.4), nast¦puj¡c¡ posta¢:

PXn+1 = P̂PXn .

Obserwacja 2. Mamy jednoznaczne odwzorowanie:

K(X) 3 P −→ P̂ ∈ K̂(X),

gdzie K̂(X) = {P̂ : P ∈ K(X)} to rodzina operatorów przej±cia zadanych przez j¡dro przej±cia.

Mamy jednoznaczno±¢, poniewa» powy»sze odwzorowanie mo»na odwróci¢: dla danego P̂ j¡dro
przej±cia P jest wyznaczone jednoznacznie wzorem P (x,C) = P̂ δx(C), gdzie δx to miara skupiona
w punkcie x.

Zgodnie z Obserwacj¡ 2 b¦dziemy (zwyczajowo) nadu»ywa¢ notacji i mówi¢ o operatorze P
zamiast o operatorze P̂ zadanym przez j¡dro P - przykªadowo, równanie (1.4) zapiszemy jako

PXn+1 = PPXn .

Jest to wygodna notacja, zgodnie z któr¡ j¡dro przej±cia P b¦dziemy cz¦sto traktowa¢ jako
funkcj¦ na miarach probabilistycznych (tzn. jako operator Markowa z De�nicji 4). Zauwa»my,
»e

PXn = PnPX0 .

gdzie Pn = P ◦ P ◦ · · · ◦ P to n-krotne zªo»enie operatora P co, jak mo»na pokaza¢, odpowiada
poni»szemu (rozwlekªemu) ªa«cuchowemu zapisowi

PXn(C) =

∫
X

P (x,C)PXn−1(dx) =

∫
X

∫
X

P (x,C)P (y, dx)PXn−2(dy) = . . .

=

∫
X

∫
X

. . .

∫
X

P (xn−1, C)P (xn−2, dxn−1) . . . P (x0, dx1)PX0(dx0).
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De�nicja 5. De�niujemy indukcyjnie j¡dro przej±cia w n krokach

P 0(x,C) = δx(C), P 1(x,C) = P (x,C), Pn+1(x,C) =

∫
X

P (y, C)Pn(x, dy), n ∈ N.

Obserwacja 3. Je±li operator P̂ jest zadany przez j¡dro przej±cia P , wtedy n-krotne zªo»enie
P̂ ◦ P̂ ◦ · · · ◦ P̂ odpowiada j¡dru przej±cia Pn.

Obserwacja 4. J¡dro przej±cia w n krokrach odpowiada prawdopodobie«stwom warunkowym:

Pn(x,C) = P(Xn+k ∈ C|Xk = x), n, k ∈ N.

Dla przykªadu, zgodnie z powy»szymi uwagami, prawdopodobie«stwo przej±cia w dwóch krokach
ze stanu x do zbioru C ∈ B(X) wynosi

P(Xn+2 ∈ C|Xn = x) = P 2(x,C) =

∫
X
P (y, C)P (x, dy)

co mo»emy równie» wyrazi¢ w j¦zyku operatorów przej±cia:

P(Xn+2 ∈ C|Xn = x) = P 2δx(C).

W szczcególno±ci, je±li ªa«cuch startuje z punktu x (tzn. X0 = x), mamy PXn = Pn(x, ·).
Przykªad 6. Rozwa»my j¡dro przej±cia P = [Pi,j ]i,j na przestrzeni dyskretnej X = {1, . . . , n}.
Rozkªady prawdopodobie«stwa to wektory [p1, . . . , pn]T a operator przej±cia to macierz transponowana
P T tak wi¦c mamy:

PXn+1 = P TPXn = (P T )nPX0 = (Pn)TPX0 .

Widzimy, »e j¡dro przej±cia w n-krokach to Pn (n-ta iteracja macierzy P ).

W naszym kontek±cie sªynne równania Chapmana-Koªmogorowa przybieraj¡ posta¢:

Twierdzenie 1. Dla dowolnych k, n ∈ N

P k+n(x,C) =

∫
X

P k(y, C)Pn(x, dy).

Proof. Na podstawie Obserwacji 3 oraz to»samo±ci Pn(x,C) = Pnδx(C):

P k+n(x,C) = P kPnδx(C) =

∫
X

P k(y, C)Pn(x, dy).

�

Przykªad 7. Je±liX jest dyskretna (co najwy»ej przeliczalna), równania Chapmana-Koªmogorowa
przybieraj¡ (oczywist¡) posta¢:

P k+n(x,C) =
∑
y∈X

P k(y, C)Pn(x, y).

De�nicja 6. Rozkªadami sko«czenie wymiarowymi procesu X nazywamy rodzin¦ rozkªadów

{P(Xt1 ,...,Xtn )
: n ∈ N+ oraz t1, . . . , tn ∈ N},

gdzie P(Xt1 ,...,Xtn )
to rozkªad wektora (Xt1 , . . . , Xtn) : Ω→ Xn.
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Propozycja 1. J¡dro przej±cia P oraz rozkªad pocz¡tkowy PX0 jednoznacznie de�niuj¡ rozkªady
sko«czenie wymiarowe ªa«cucha X zgodnie z reguª¡ �ªa«cuchow¡':'

P(Xn ∈ An, Xn−1 ∈ An−1, . . . , X1 ∈ A1, X0 ∈ A0) =

=

∫
A0

∫
A1

. . .

∫
An−1

P (xn−1, An)P (xn−2, dxn−1) . . . P (x0, dx1)PX0(dx0).

Zadanie 2. Wypisz reguª¦ ªa«cuchow¡ dla przypadku przestrzeni dyskretnej X (zamieniamy
odpowiednie caªki na sumy). Zacznij od przypadków n = 1 oraz n = 2.

Uwaga na koniec rozdziaªu: Wªasno±ci takie jak Propozycja 1 (z której wynika wiele
poprzednich stwierdze« tego rozdziaªu) dowodzi si¦ indukcyjnie, korzystaj¡c z wªasno±ci tak
zwanego regularnego prawdopdobie«stwa warunkowego ( jest o tym poj¦ciu krótki rozdziaª w
podr¦czniku Wst¦p do Rachunku Prawdopdobie«stwa ( Jakubowski, Sztencel) na koniec tematu
warunkowej warto±ci oczekiwanej). Po udowodnieniu istnienia rekurencyjnej postaci ªa«cucha dla
dowolnego j¡dra przej±cia P na przestrzeni polskiej X, Propozycj¦ 1 b¦dziemy mogli udowodni¢
korzystaj¡c z twierdzenia Fubiniego.

2. Rekurencyjna posta¢ ªa«cucha.

Podamy teraz ogóln¡, rekurencyjn¡ posta¢ ªa«cucha Markowa. Niech (X, d), (B, dB) b¦d¡
przestrzeniami metrycznymi o±rodkowymi oraz niech Yn : Ω → B b¦dzie ci¡giem i.i.d., nieza-
le»nym od zmiennej losowej X0 : Ω → X. Niech T : X × B −→ X b¦dzie odwzorowaniem
mierzalnym. De�niujemy

(2.1) Xt+1 = T (Xt, Yt).

Ci¡g X = {Xn}n∈N jest ªa«cuchem Markowa o j¡drze przej±cia zdeterminowanym przez odw-
zorowanie T oraz rozkªad PY1 :

Propozycja 2. Ci¡g X = {Xn}n∈N jest ªa«cuchem Markowa o j¡drze przej±cia

P (x,C) = P(T (x, Y1) ∈ C) = PY1({y ∈ B : T (x, y) ∈ C})
oraz operatorze przej±cia

Pµ(C) = (µ× PY1)(T−1(C)) =

∫
X

P(T (x, Y1) ∈ C)µ(dx), µ ∈M1(X), C ∈ B(X).

Zadanie 3. Udowodnij powy»sz¡ propozycj¦. Wskazówka: twierdzenie Fubiniego.

Przykªad 8. Je±li Yn jest ci¡giem i.i.d. oraz Xn = Y0 + · · ·+Yn, to mamy rekurencyjn¡ posta¢:

Xn+1 = Xn + Yn+1 =: T (Xn, Ŷn), gdzie T (x, y) = x+ y oraz Ŷn = Yn+1

Gdy mamy posta¢ rekurencyjn¡ ªa«cucha (2.1), wtedy dla dowolnego x ∈ X mo»emy formalnie
zde�niowa¢ ªa«cuch

X0(x), X1(x), X2(x), . . .

jako jedyny ci¡g speªniaj¡cy

X0(x) = x oraz Xn+1(x) = T (Xn(x), Yn).

Przypomnijmy, »e P1 × P2 oznacza produkt miar probabilistycznych, który przy zaªo»eniu
o±rodkowo±ci odpowiednich przestrzeni metrycznych, jest jednoznacznie zde�niowany warunkiem
P1 × P2(C ×D) = P1(C) · P2(D).

De�nicja 7. (1) Przestrze« metryczn¡ (X, d) b¦dziemy nazywa¢ przestrzeni¡ polsk¡ je±li
jest o±rodkowa oraz zupeªna.
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(2) Przestrze« topologiczn¡ (X, τX) nazywamy przestrzeni¡ polsk¡ je±li istnieje metryka
d : X×X → R+ generuj¡ca topologi¦ τX taka, »e przestrze« metryczna (X, d) jest o±rod-
kowa oraz zupeªna.

(3) Przestrze« mierzaln¡ (X,B(X)) zbiorów Borelowskich na przestrzeni polskiej (X, τX)
nazywamy przestrzeni¡ Borelowsk¡.

(4) Odwzorowanie h : (X,ΣX) → (Y,ΣY ) pomi¦dzy dwiema przestrzeniami Borelowskimi
nazwiemy Borelowskim izomor�zmem je±li h jest mierzaln¡ bijekcj¡ (oraz h−1 jest
mierzalne - mierzalno±¢ funkcji odwrotnej jest automatycznie speªniona na mocy twierdzenia
Souslina)

Poni»ej spektakularne twierdzenie Kuratowskiego stwierdzaj¡ce w szczególno±ci, »e dowolne
dwie nieprzeliczalne przestrzenie Borelowskie s¡ Borelowsko izomor�czne, czyli nieodró»nialne z
punktu widzenia teorii miary.

Twierdzenie 2 (Kuratowski). Ka»da przestrze« Borelowska (X,ΣX) jest Borelowsko izomor-
�czna z jedn¡ z nast¦puj¡cych przestrzeni polskich: 1) [0, 1], 2) N, 3){a1, . . . , an}.

Oczywi±cie, na zbiorze dyskretnym rozwa»amy zawsze topologi¦ dyskretn¡ (jest to przestrze«
polska, wystarczy rozwa»y¢ metryk¡ dyskretn¡).
Dygresja teoretyczna. Widzimy, »e z twierdzenia Kuratowksiego wynika i» w klasie przestrzeni

polskich speªniona jest hipoteza continuum - przestrze« polska ma bijekcj¦ ze zbiorem co najwy»ej
przleiczalnym lub z odcinkiem.

Na mocy poni»szego twierdzenia, dla ka»dego j¡dra przej±cia na przestrzeni polskiej X mo»na
skonstruowa¢ posta¢ rekurenycjn¡ ªa«cucha Markowa zgodnego z zadanym j¡drem przej±cia.

Twierdzenie 3. Niech P ∈ K(X) b¦dzie j¡drem przej±cia na przestrzeni polskiej X oraz niech µ
oznacza miar¦ Lebesgue'a na [0, 1]Istnieje odwzorowanie mierzalne T : X× [0, 1]→ X speªniaj¡ce

P (x,C) = µ({y ∈ [0, 1] : T (x, y) ∈ C}).
Wynika st¡d »e, je±li Yn : Ω→ [0, 1], n ∈ N, jest ci¡giem i.i.d. o rozkªadach PY1 = µ, niezale»nym
od X0 : Ω → X, wtedy proces zadany rekurencyjnie równaniem Xn+1 = T (Xn, Yn), n ∈ N, jest
ªa«cuchem Markowa o j¡drze przej±cia P .

Poniewa» j¡dro przej±cia determinuje jednoznacznie caª¡ dynamik¦ ªa«cucha, mo»ne stwierdzi¢
(mniej precyzyjnie), »e powy»sze twierdzenie gwarantuje istnienie regularnej rekurencyjnej reprezen-
tacji (2.1) dla dowolnego ªa«cucha na przestrzeni polskiej X.

Proof. Rozwa»ymy przypadek, gdy przestrze« polskaX jest nieprzeliczalna. Przypadek dyskretny
ma bardzo prost¡ konstrukcj¦ - bardzo prosz¦ si¦ zastanowi¢ samodzielnie nad dowodem twierdzenia
w przypadku dyskretnym, ma to spor¡ warto±¢ dydaktyczn¡ (w zasadzie przypadek dyskretny
wynika równie» z poni»szego Kroku 1, po odpowiednim uto»samieniu przestrzeni X z liczbami
naturalnymi ).

Na pocz¡tek rozwa»ymy sytuacj¦ (X,ΣX) = (R,B(R)) i przeprowadzimy bezpo±redni¡ kon-
strukcj¦. W Kroku 2 skorzytamy z twierdzenia Kuratowksiego.
Krok 1. Na pocz¡tek zauwa»ymy, »e je±li miara probabilistyczna P ∈ M1(X) ma dystry-

buant¦ F oraz zmienna losowa R ma rozkªad jednostajny na (0, 1), wtedy zmienna Z = F−1(R)
równie» ma dystrybuant¦ F , a zatem PZ = P (F−1 jest z pewn¡ dokªadno±ci¡ uogólnieniem
poj¦cia funkcji odwrotnej do funkcji F , musimy to zde�niowa¢ ). De�niujemy zatem funkcj¦
F−1 : (0, 1)→ R wzorem:

F−1(r) = inf{y ∈ R : F (y) ≥ r}.
Zadanie 4. a) Wykonaj rysunek funkcji F−1 dla przypadku, gdy F jest dystrybuant¡ rozkªadu
dyskretnego. b) Zauwa», »e gdy dystrybuanta F jest ±ci±le rosn¡c¡ i ci¡gªa, funkcja F−1 jest
funkcj¡ odwrotn¡ do F : R→ (0, 1).
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Kontynuujemy (przy zaªo»eniu PR=U(0,1) oraz Z = F−1(R)). Z de�nicji F−1 oraz z wªasno±ci
dystrybuanty wynika (¢wiczenie), »e dla r ∈ (0, 1), t ∈ R:

F−1(r) ≤ t⇐⇒ r ≤ F (t)

sk¡d faktycznie:
FZ(t) = P(F−1(R) ≤ t) = P(R ≤ F (t)) = F (t).

Teraz mo»emy ju» zde�niowa¢ szukan¡ funkcj¦ T : R × (0, 1) → R. Dla x ∈ R wiemy ju», »e
funkcja

Tx(r) := inf{y ∈ R : P (x, (−∞, y]) ≥ r}
jest wspomnian¡ "`uogólnion¡ odwrotno±ci¡" dystrybuanty rozkªadu P (x, ·), a zatem wystarczy
postawi¢

T (x, r) = Tx(r), x ∈ R, r ∈ (0, 1).

Pozostaje do pokazania mierzalno±¢ funkcji T - zostawiam do rozpisania jako ¢wiczenie sprawno±-
ciowe (korzystamy z wªasno±ci j¡dra przej±cia oraz prawostronnej ci¡gªo±ci dystrybuanty).
Krok 2. Teraz niech X b¦dzie dowoln¡ nieprzeliczaln¡ przestrzeni¡ polsk¡. Z twierdzenia Ku-
ratowskiego wynika, »e istnieje Borelowski izomor�zm H : X → R. Pozwala nam to, dla x ∈ X,
przenie±¢ miar¦ P (x, ·) z przestrzeni X na przestrze« R, de�niuj¡c miar¦ probabilistyczn¡ P̃ (x, ·)
na R wzorem:

P̃ (x,A) = P (x,H−1(A)), A ∈ B(R).

Teraz analogicznie jak w Kroku 1 de�niujemy odwzorowanie T̃x(r) := inf{y ∈ R : P̃ (x, (−∞, y]) ≥
r}. Nast¦pnie "`wracamy" z przestrzeni R do przestrzeni X dzi¦ki odwzorowaniu H−1 : R→ X,
mianowicie ko«czymy konstrukcj¦ kªad¡c:

T (x, y) = H−1(T̃x(y)), x ∈ X, y ∈ (0, 1).

�

Uwaga: Twierdzenie 3 pozostanie prawdziwe, je±li zaªo»enie, »e przestrze« X jest polska
osªabimy do zaªo»enia o±rodkowo±ci (startowe zaªo»enie naszego wykªadu)- dowód tego faktu
jest bardzo pi¦kny ale skierowaªby nas na inne ( gª¦bokie) wody. Nie zmienimy jednak celu
naszej podró»y, który uka»e si¦ na horyzoncie ju» w Rozdziale 4.

3. Miary znakozmienne i operator przej±cia.

Wpewnych sytuacjach przydatne b¦dzie rozszerzenie operatora przej±cia P : M1(X)→M1(X)
na przestrze« liniow¡ (nad ciaªem R)M(X) miar sko«czonych ze znakiem.
Miarami sko«czonymi b¦dziemy nazywa¢ rodzin¦ miar:

M+(X) = {α · µ : α ≥ 0, µ ∈M1(X)},
natomiast miarami sko«czonymi ze znakiem b¦dziemy nazywa¢:

M(X) = {µ1 − µ2 : µ1, µ2 ∈M+(X)}.
Równowa»nie, dla funkcji µ : B(X)→ R,

(3.1) µ ∈M(X)⇔

1◦µ(∅) = 0,

2◦µ(
⋃
n∈NAn) =

∑
n∈N

µ(An), je±li Ai ∩Aj = ∅ dla i 6= j.

Tak wi¦c widzimy, »e miary sko«czone odpowiadaj¡ miarom probabilistycznym przemno»onym
przez staª¡ natomiast miary ze znakiem (znakozmienne) to przeliczalnie addytywne funkcje
rzeczywiste okre±lone na zbiorach Borelowskich B(X), które zbiorowi pustemu przypisuj¡ zero.
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Miara µ ∈ M(X) posiada jednoznaczny rozkªad (rozkªad Jordana) na cz¦±¢ dodatni¡ i
ujemn¡ µ+ ∈M+(X) oraz µ− ∈M+(X) zgodnie ze wzorem

µ = µ+ − µ−,
gdzie µ+, µ− ∈ M+(X) s¡ miarami dodatnimi wzajemnie singularnymi, tzn. takimi, »e istnieje
rozkªad przestrzeni X na rozª¡czne mierzalne zbiory X+ oraz X−, takie, »e µ+(X+) = 1 oraz
µ−(X−) = 1 (zbiory X+, X− tworz¡ rozkªad Hahna przestrzeni X). Wzajemna singularno±¢
miar (równowa»nie: prostopadªo±¢ miar) oznacza, »e s¡ one skupione na osobnych cz¦±ciach
przestrzeni X.

Przykªad 9. : Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ caªkowaln¡ wzgl¦dem miary Lebesgue'a. Mo»emy
zde�niowa¢ miar¦ znakozmienn¡ µ ∈M(R):

µ(C) =

∫
C
f(x)(dx), C ∈ B(R).

Powy»ej dx oznacza oczywi±cie caªkowanie wzgl¦dem miary Lebesgue'a. Tutaj mamy

µ+(C) =

∫
C
f+(dx) oraz µ−(C) =

∫
C
f−(dx),

gdzie f+ oraz f− to odpowiednio cz¦±¢ dodatnia oraz cz¦±¢ ujemna funkcji f . Rozkªad Hahna
mo»emy wzi¡¢ X+ = {x : f(x) ≥ 0} oraz X− = {x : f(x) < 0}.

Przy ustalonym rozkªadzie Hahna, dla dowolnego zbioru A ∈ B(X) b¦dziemy pisa¢: A+ =
A ∩X+ oraz A− = A ∩X−.

Rozkªad Jordana pozwala dla µ ∈M(X) szybko zde�niowa¢ caªk¦ z funkcji mierzalnej f : X →
R, oznaczamy oczywi±cie jako

∫
X fdµ, równo±ci¡∫

fdµ =

∫
fdµ+ −

∫
fdµ−,

przy zaªo»eniu »e f jest caªkowalna wzgl¦dem miar µ+ oraz µ−.
Rozkªad Jordana pozwala równie» szybko zde�niowa¢ norm¦ caªkowitego wahania miary:

||µ|| = µ+(X) + µ−(X), µ ∈M(X).

Zbie»no±¢ miar znakozmiennych w normie caªkowitego wahania miary ||Pn−P || → 0 b¦dziemy
oznacza¢ krótko Pn → P i nazywa¢ zbie»no±ci¡ siln¡. Zauwa»my od razu, »e miary proba-
bilistyczne to miary dodatnie maj¡ce norm¦ równ¡ 1, a zatem s¡ one przeci¦ciem miar dodatnich
ze sfer¡ jednostkow¡ w przestrzeni unormowanej (M(X), || · ||).

Przestrze« (M(X), || · ||) jest przestrzeni¡ Banacha nad ciaªem R, co mo»na udowodni¢ w
poni»szym zadaniu.

Zadanie 5. Udowodnij, »e: a) (M(X), || · ||) jest prz. unormowan¡, b) je±li Pn jest ci¡giem
Cauchy'ego wM(X), to formuªa P (A) = lim

n→∞
Pn(A) de�niuje poprawnie miar¦ P b¦d¡c¡ granic¡

ci¡gu Pn.

Zadanie 6. Poka», »e je±li miara µ ∈ M(X) nie jest miar¡ dodatni¡ ani miar¡ ujemn¡ (tzn.
miara −µ równie» nie jest dodatnia), to NIE jest prawd¡ »e cz¦±¢ dodatnia miary µ jest równa
funkcji A −→ max{µ(A), 0}, analogicznie cz¦±¢ ujemna nie odpowiada funkcji −min{µ, 0}.

Poni»sze twierdzenie mówi, »e operator Markowa P : M1(X)→M1(X) jednoznacznie rozsz-
erza si¦ do dodatniego (P (M+(X)) ⊂ M+(X)) oraz zachowuj¡cego norm¦ (||Pµ|| = ||µ||, µ ∈
M(X) ) odwzorowania liniowego P : M(X) → M(X). Umo»liwia nam to traktowa¢ j¡dro
przej±cia P jako operator na miarach ze znakiem (gdy zajdzie taka potrzeba).

Twierdzenie 4. Operator P : M1(X)→M1(X):
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(1) speªnia

P (αµ1 + (1− α)µ2) = αPµ1 + (1− α)Pµ2, α ∈ [0, 1], µ1, µ2 ∈M1(X),

(2) jednoznacznie rozszerza si¦ do dodatnio liniowego operatora P : M+(X) → M+(X) na
przestrzeni miar sko«czonychM+(X):

P (αµ1 + βµ2) = αPµ1 + βPµ2, µ1, µ2 ∈M+(X), α, β ≥ 0

(3) jednoznacznie rozszerza si¦ do liniowego operatora P : M(X) → M(X), zgodnie ze wzo-
rami:

Pµ = Pµ+ − Pµ−, P (αµ1 + βµ2) = αPµ1 + βPµ2, α, β ∈ R, µ1, µ2 ∈M(X).

przy czym jest to operator dodatni oraz zachowuj¡cy norm¦:

P (M+(X)) ⊂M+(X) oraz ||Pµ|| = ||µ||, µ ∈M(X).

Sformuªowanie powy»szego twierdzenia przybli»a jak rozszerza si¦ operator P na miary znakozmi-
enne. Jest oczywiste, »e: 3)⇒ 2)⇒ 1). Twierdzenie to dowodzi si¦ przez do±¢ prosty rachunek.

4. Miara stacjonarna, nieredukowalno±¢, nieokresowo±¢

Zaczynamy omawia¢ centraln¡ tematyk¦ teorii ªa«cuchówMarkowa - asymptotyczne zachowanie
ªa«cucha. Tematyka ta zazwyczaj sprowadza si¦ do zagadnie« zwi¡zanych ze zbie»no±ci¡ ªa«cucha
do miary stacjonarnej. W caªej sekcji X jest ªa«cuchem Markowa na przestrzeni Borelowskiej
(X,B(X)) o j¡drze przej±cia P ∈ K(X).

De�nicja 8. Powiemy, »e miara π ∈ M1(X) jest miar¡ stacjonarn¡ (niezmiennicz¡) ªa«cucha
X, je±li

(4.1) π(C) =

∫
X

P (x,C)π(dx), C ∈ B(X).

Równowa»nie, π ∈ M1(X) jest miar¡ stacjonarn¡ gdy jest punktem staªym dla operatora
przej±cia P : M1(A)→M1(A), tzn.

Pπ = π.

Wynika z tego m.in., »e ªa«cuch startuj¡cy z rozkªadu stacjonarnego π ma wszystkie rozkªady jed-
nowymiarowe równe rozkªadowi stacjonarnemu π - ªa«cuch �pozostaje� w rozkªadzie stacjonarnym.
Mocniej: wynika z tego stacjonarno±¢ ªa«cucha, zgodnie z Obserwacj¡ 5.

De�nicja 9. Powiemy, »e process stochastyczny (ci¡g zmiennych losowych) Zn, n ∈ N, jest
procesem stacjonarnym, je±li dla ka»dego k ∈ N rozkªad ª¡czny wektora (Zt, Zt+1, . . . , Zt+k) nie
zale»y od t.

Obserwacja 5. �a«cuch X jest procesem stacjonarnym wtedy i tylko wtedy gdy startuje z
rozkªadu stacjonarnego, tzn. gdy rozkªad pocz¡tkowy PX0 jest rozkªadem stacjonarnym ªa«cucha.

Zadanie 7. Udowodnij powy»sz¡ obserwacj¦.

Zauwa»my, »e jak w przypadku wi¦kszo±ci poj¦¢ w teorii ªa«cuchów Markowa, De�nicja 8
zale»y jedynie od j¡dra przej±cia P , a nie od samego ªa«cucha X. Poni»ej rozszerzamy De�nicj¦
8 na operator P na miarach sko«czonych ze znakiem.

De�nicja 10. Powiemy, »e miara π ∈M(X) jest miar¡ stacjonarn¡ (niezmiennicz¡) operatora
P : M(A)→M(A) je±li

(4.2) Pπ = π oraz π 6= 0.
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Podstawowymi zagadnieniami zwi¡zanymi z dynamik¡ ªa«cucha X s¡ istnienie i jedyno±¢ miary
stacjonarnej π ∈ M1(X) oraz zbie»no±¢ ªa«cucja do miary stacjonarnej π. W tym kontek±cie
b¦dziemy rozwa»a¢ najcz¦±ciej norm¦ caªkowitego wahania miary ‖ · ‖ w zaw¦»eniu do
miar probabilistycznych, która indukuje topologi¦ silniejsz¡ od topologii sªabej zbie»no±ci miar
probabilistycznych. Przypomnijmy, »e zbie»no±¢ w tej normie nazywamy siln¡ i oznaczamy
krótko Pn → P. �eby sobie uzmysªowi¢ czym jest zbie»no±¢ silna, przypatrzmy si¦ bli»ej jej
wªasno±ciom.

Propozycja 3. Dla µ ∈M(X) zachodzi

(1) ||µ|| = sup{
∑
A∈A
|µ(A)| : A to mierzalne c.n. przeliczalne rozbicie X}

(2) ||µ|| = sup{|µ(C)|+ |µ(X \ C)| : C ∈ B(X)}

Z powy»szej propozycji z podpunktu (2) mo»na wywnioskowa¢, »e:

Propozycja 4. Dla dowolnych P1, P2 ∈M1(X),

(4.3) ‖P1 − P2‖ = 2 sup
C∈B(X)

|P1(C)− P2(C)|

Teraz widzimy, »e je±li mamy zbie»no±¢ miar probabilistycznych Pn → P , wtedy

sup
C∈B(X)

|Pn(C)− P (C)| → 0,

zatem silna zbie»no±¢ rozkªadów Pn do miary P oznacza zbie»no±¢ jednostajn¡ miar Pn do miary
P . Oczywi±cie wynika st¡d zbie»no±¢ punktowa:

Pn(A)→ P (A) dla ka»dego A ∈ B(X)

oraz zbie»no±¢ sªaba:

Pn → P ⇒ Pn
w→ P.

Zadanie 8. a) Korzystaj¡c z rozkªadu Hahna-Jordana miary znakozmiennej µ, udowodnij Propozy-
cj¦ 3. b) Poka», jak Propozycja 4 wynika z punktu (2) Propozycji 3.

Przypomnijmy, »e dla miar probabilistycznych zbie»no±¢ sªaba Pn
w→ P zachodzi, gdy speªniony

jest jeden z nast¦puj¡cych równowa»nych warunków:

(1)
∫
X fdPn →

∫
X fdP dla dowolnej f ∈ BC(X,R)

(2) Pn(A)→ P (A) dla dowolnego A ∈ B(X) takiego, »e P (δA) = 0,

gdzie δA oznacza brzeg zbioru A.

Zadanie 9. Udowodnij, »e gdy X jest dyskretna (c.n. przeliczalna) oraz P, P1, P2, · · · ∈ M1(X),
wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(1) Pn → P ,
(2) Pn

w→ P ,
(3) Pn(x)→ P (x), x ∈ X
Powrót: Wracamy teraz do centralnej tematyki zwi¡zanej z teori¡ ªa«cuchów Markowa: ist-

nienie oraz jedyno±¢ miary stacjonarnej, zbie»no±¢ do miary stacjonarnej. W przypadku ogólnym
ªa«cuch Markowa mo»e: nie mie¢ miary stacjonarnej, mie¢ wi¦cej ni» jedn¡ miar¦ stacjonarn¡,
mie¢ miar¦ stacjonarn¡ ale nie wykazywa¢ zbie»no±ci do miary stacjonarnej (lub wykazywa¢
zbie»no±¢ tylko z niektórych punktów startowych). By zrozumie¢ takie (skandaliczne?) za-
chowanie, przeanalizujmy (dokªadnie) seri¦ przykªadów.
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Przykªad 10. Niech X = {1, 2, 3} oraz niech j¡dro przej±cia P b¦dzie zadane warunkami:
P (1, 2) = P (2, 1) = 1

2 oraz P (3, 3) = 1. Mamy tutaj oczywi±cie wi¦cej ni» jedn¡ miar¦
stacjonarn¡: π1 = [12 ,

1
2 , 0] oraz π2 = [0, 0, 1] to miary stacjonarne. Z liniowo±ci operatora przej±-

cia P , ka»da kombinacja wypukªa tych miar π = απ1 + (1− α)π2, α ∈ [0, 1], jest równie» miar¡
stacjonarn¡. Dodatkowo, PXn → π1 je±li PX0(1, 2) = 1 oraz PXn = π2, n ∈ N, je±li X0 = 3. W
szczególno±ci, je±li ªa«cuch startuje z punktu 1 lub 2, zbiega do miary stacjonarnej π1. Startuj¡c
z punktu 3, pozostaje w tym punkcie (od razu znajduje si¦ w stanie stacjonarnym π2). Je±li
rozkªad X0 jest skupiony na caªej przestrzeni X, wtedy ªa«cuch zbiega do miary stacjonarnej
b¦d¡cej kombinacj¡ wypukª¡ (jak¡ dokªadnie?) miar π1 oraz π2.

Przyczyna istnienia ró»nych miar stacjonarnych jest nast¦puj¡ca: zachowanie ªa«cucha mo»na
rozpatrywa¢ osobno na zbiorach {1, 2} oraz {3}, poniewa» z ka»dego z tych zbiorów nie ma
mo»liwo±ci przej±cia do drugiego zbioru.

Sytuacja z powy»szego przykªadu jest wyeliminowana dzi¦ki bardzo wa»nej koncepcji niere-
dukowalno±ci ªa«cucha.

De�nicja 11. (1) Powiemy, »e ªa«cuch X jest nieredukowalny wzgl¦dem miary ϕ ∈
M1(X) je±li dla ka»dego A ∈ B(X) speªniaj¡cego ϕ(A) > 0 oraz dla ka»dego x ∈ X
istnieje n > 0 takie, »e Pn(x,A) > 0

(2) Powiemy, »e X jest nieredukowalny je±li dla pewnej miary ϕ ∈ M1(A) ªa«cuch X jest
nieredukowalny wzgl¦dem ϕ.

Wedªug powy»szej de�nicji zbiory miary dodatniej ϕ s¡ osi¡galne z dodatnim prawdopodobie«st-
wem z ka»dego stanu przestrzeniX. W szczególno±ci oznacza to, »e nie mo»na rozbi¢ przestrzeni
na dwa rozª¡czne zbiory pochªaniaj¡ce, zgodnie z po»niszym zadaniem.

Zadanie 10. Poka», »e gdy ªa«cuch X jest nieredukowalny, nie istniej¡ rozª¡czne zbiory A,B ∈
M1(X) pochªaniaj¡ce, tzn. speªniaj¡ce P (x,A) = 1 dla x ∈ A oraz P (x,B) = 1 dla x ∈ B.
Twierdzenie 5. Nieredukowalny ªa«cuch Markowa posiada co najwy»ej jedn¡ probabilistyczn¡
miar¦ stacjonarn¡.

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia, udowodnimy nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 1. Dla π ∈M(X), je±li Pπ = π, wtedy Pπ+ = π+ oraz Pπ− = π−.

Proof. Niech π = π+ − π− b¦dzie miar¡ stacjonarn¡ oraz niech {X+, X−} b¦dzie mierzalnym
rozbiciem przestrzeni X takim, »e π+(X+) = 1 oraz π−(X−) = 1. Dla ustalenia uwagi, niech
π+ 6= 0. Poka»emy, »e π+ jest miar¡ stacjonarn¡. Niech B ∈ B(X) oraz niech B+ = B ∩X+.
Mamy:

Pπ+(B) ≥ Pπ+(B+) =

∫
X

P (x,B+)π+(dx) =

∫
X+

P (x,B+)π(dx) ≥
∫
X

P (x,B+)π(dx) =

= π(B+) = π+(B+) = π+(B).

Poniewa» Pπ+(X) = π+(X), ostra nierówno±¢ Pπ+(B) > π+(B) doprowadziªaby do sprzeczno±ci
z nierówno±ci¡ Pπ+(X\B) ≥ π+(X\B) Zatem Pπ+(B) = π+(B). Wobec dowolno±ci B ∈ B(X),
π+ jest miar¡ stacjonarn¡. �

Wniosek 1. W dowodzie powy»szego lematu, bior¡c B = X+, otrzymujemy∫
X+

P (x,X+)π(dx) =

∫
X

P (x,X+)π(dx),

z czego wynika, »e
P (x,X+) = 0 dla π− − prawie ka»dego x ∈ X−.
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Proof. Wykorzystujemy, »e Pπ = π oraz Pπ+ = π+:∫
X+

P (x,X+)π(dx) =

∫
X

P (x,X+)π+(dx) = π+(X+) = π(X+) =

∫
X

P (x,X+)π(dx).

�

Dowód Twierdzenia 5. Dla dowodu nie wprost niech π1, π2 ∈M1(X) b¦d¡ dwiema ró»nymi
miarami stacjonarnymi oraz niech π = π1 − π2. Wtedy π+, π− ∈ M+(X) s¡ dwiema ró»nymi
miarami stacjonarnymi (na mocy Lematu 1) skupionymi odpowiednio na zbiorach rozª¡cznych
X+, X− b¦d¡cych rozkªadem Hahna przestrzeni X. Niech ªa«cuch X b¦dzie ϕ− nieredukowalny
- dla ustalenia uwagi niech ϕ(X+) > 0. Z Wniosku 1, P (x,X+) = 0 dla π−- prawie wszystkich
x ∈ X−. Prost¡ indukcj¡ dostajemy, »e dla dowolnego n ∈ N, Pn(x,X+) = 0 dla π−- prawie
wszystkich x ∈ X−, co implikuje: π−({x ∈ X− : ∀n ∈ N Pn(x,X+) = 0}) = π−(X−) > 0, a to
jest sprzeczne z nieredukowalno±ci¡ ªa«cucha wzgl¦demi miary ϕ. �

Zadanie 11. Poka», »e je±li nieredukowalny ªa«cuch Markowa posiada miar¦ stacjonarn¡ π, to
jest π− nieredukowalny.

Uwaga: Nieredukowalno±¢ ªa«cucha X nie jest warunkiem wystarczaj¡cym istnienia miary
stacjonarnej, co ilustruje poni»szy przykªad.

Przykªad 11. Rozwa»my bª¡dzenie losowe Xn =
n∑
i=1

Yi, gdzie ci¡g Yn jest i.i.d. o rozkªadach

PY1 = U({−1, 1}). �a«cuch Xn nie ma miary stacjonarnej.

Zadanie 12. Poka», »e powy»sze bª¡dzenie losowe jest nieredukowalne. Udowodnij nie-istnienie
miary stacjonarnej w powy»szym przykªadzie.

Tutaj poj¦cie charakterystyczne dla przestrzeni dyskretnych: powiemy, »e dwa ró»ne stany
ªa«cucha x ∈ X oraz y ∈ X komunikuj¡ si¦, gdy ªa«cuch potra� z dodatnim prawdpodobie«st-
wem przej±¢ ze stanu x do y oraz ze stanu y do x

Rozwa»my prosty przykªad ilustruj¡cy, »e nawet w przypadku dyskretnym, z faktu, »e ªa«cuch
Markowa jest nieredukowalny, NIE wynika, »e dowolne dwa stany si¦ komunikuj¡. Zachodzi
oczywi±cie implikacja odwrotna: je±li dowolne dwa stany ªa«cucha si¦ komunikuj¡, wtedy ªa«cuch
jest nieredukowalny.

Przykªad 12. Niech X = {1, 2, 3}. Zaªó»my, »e P (i, ·) = U({2, 3}) dla i = 1, 2, 3. �a«cuch jest
nieredukowalny, natomiast »aden stan nie komunikuje si¦ ze stanem i = 1.

Poni»ej zadanie, które nie jest na temat, ale warte zrobienia.

Zadanie 13. Poka», »e X0, X1, X2, X3, . . . (zmienne losowe z powy»szego przykªadu) s¡ nieza-
le»ne.

Jak zobaczymy poni»ej, sama nieredukowalno±¢ ªa«cucha jest niewystarczaj¡ca by istnienie
miary stacjonarnej implikowaªo zbie»no±¢ ªa«cucha do miary stacjonarnej.

Przykªad 13. Niech X = {0, 1} oraz P (0, 1) = P (1, 0) = 1. Tutaj mamy ªa«cuch niere-
dukowalny z jedyn¡ miar¡ stacjonarn¡ π = [12 ,

1
2 ]. �a«cuch nie jest jednak zbie»ny do stanu

stacjonarnego je±li rozkªad pocz¡tkowy nie jest równy mierze stacjonarnej. Dla przykªadu, je±li
X0 = 0, wtedy Xn = n mod 2.

Aby unikn¡¢ sytuacji z powy»szego przykªadu rozwa»a si¦ bardzo wa»ne poj¦cie okresowo±ci
ªa«ucha.

De�nicja 12. Powiemy, »e ªa«cuch X o rozkªadzie stacjonarnym π jest okresowy je±li istnieje
naturalne d > 1 oraz mierzalne rozbicie Z,X(1), . . . , X(d) przestrzeni X na podzbiory mierzalne
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speªniaj¡ce π(Z) = 0, π(X(1)) > 0 oraz

(4.4) P (x,X(i+ 1)) = 1, dla wszystkich i = 1, . . . , d oraz x ∈ X(i),

gdzie d + 1 := 1 (dodajemy mod d). Powiemy, »e ªa«cuch jest nieokresowy je±li nie jest
okresowy.

Je±li nieredukowalny ªa«cuch nie ma miary stacjonarnej, to powiemy »e jest okresowy, je±li
dla pewnego d > 1 istnieje mierzalne rozbicie Z,X(1), . . . , X(d) zgodne z równaniem (4.4) oraz
miara ϕ ∈M1(X) taka, »e ªa«cuch jest nieredukowalny wzgl¦dem ϕ oraz zachodzi ϕ(X(1)) > 0.
Z tego ªatwo wynika, »e ϕ(Z) = 0.

Zauwa»my, »e gdy mamy powy»sze rozbicie okresowe oraz ustalimy x ∈ X(i), wtedy ci¡g
startuj¡cy z x postaci Xn·d(x), n ∈ N, jest nieredukowalnym ªa«cuchem Markowa na przestrzeni
X(i). Ogólniej, je±li ustalimy x ∈ X(1), wtedy ci¡g Xn·d+l(x) jest nieredukowalnym ªa«cuchem
na przestrzeni X(l + 1), dla l = 0, . . . , d− 1.
Okresem ªa«cucha okresowego nazywamy najwi¦ksz¡ staª¡ d ∈ N dla której istnieje rozbicie

Z,X(1), . . . , X(d) wyst¦puj¡ce w De�nicji 12. Zauwa»my, »e jest to taka staªa, dla której ªa«cuch
Xn·d(x) jest ju» nieredukowalnym nieokresowym ªa«cuchem Markowa w zaw¦»eniu do przestrzeni
X(i) dla dowolnych i ∈ {1, . . . , d} oraz x ∈ X(i).

Przykªad 14. Niech X = {1, 2, 3} oraz P (1, 2) = 1, P (2, 3) = 1, P (3, 2) = 1. Widzimy, »e
ªa«cuch jest nieredukowalny z miar¡ stacjonarn¡ π = U({2, 3}), okresowy o okresie d = 2, mamy
rozbicie przestrzeni na zbiory Z = {1}, X(1) = {2}, X(2) = {3}.
Zadanie 14. Poka», »e bª¡dzenie losowe z Przykªadu 11 jest przykªadem okresowego ªa«cucha
- jaki ma okres oraz jak rozbija si¦ przestrze« X?

Zadanie 15. Poka», »e powy»sza de�nicja okresu dla ªa«cucha okresowego jest poprawna (nie
da si¦ znale¹¢ dowolnie du»ego d z de�nicji okresowo±ci dla ustalonego ªa«cucha okresowego).

Jak »eglarze, którzy podczas dªugiej podró»y przez nieznane wody podziwiaj¡ majacz¡cy si¦
na horyzoncie nieznany l¡d, tak my teraz jeste±my gotowi by podziwia¢ pi¦kno i prostot¦ nast¦pu-
j¡cego twierdzenia o zbie»no±ci ªa«cuchów Markowa.

Twierdzenie 6. Zaªó»my, »e ªa«cuch X nieredukowalny i nieokresowy. Je±li istnieje miara
stacjonarna π ∈M1(X), wtedy Pn(x, ·)→ π w normie caªkowitego wahania miary dla π prawie
ka»dego punktu pocz¡tkowego x ∈ X.

Przy bardzo ogólnych zaªo»eniach Twierdzenia 6 zbie»no±¢ do rozkªadu stacjonarnego zachodzi
z π−prawie ka»dego punktu startowego natomiast nie musi zachodzi¢ dla wszystkich punktów
startowych x ∈ X, co ilustruje poni»szy przykªad.

Przykªad 15. Niech X = N oraz P (1, ·) = U({1, 2}), P (2, ·) = U({1, 2}), dla n ≥ 3: P (n, 1) =
1
n2 oraz P (n, n+ 1) = n2−1

n2

Zadanie 16. Uzasadnij powy»szy przykªad, sprawdzaj¡c zaªo»enia Twierdzenia 6, znajduj¡c
miar¦ stacjonarn¡, pokazuj¡c brak zbie»no±ci z punktów startowych 3, 4, . . . .

Przykªad 16. �a«cuch nieredukowalny i nieokresowy mo»e nie mie¢ miary stacjonarnej. Rozwa»
bª¡dzenie losowe Xn = Y1 + · · ·+ Yn, gdzie Yi to ci¡g i.i.d. o rozkªadach U([−1, 1]).

Zadanie 17. Uzasadnij powy»szy przykªad.

Mocne prawo wielkich liczb sformuªujemy dla ªa«cuchów w postaci rekurencyjnej (2.1), dla
których mamy formalnie zde�niowan¡ rodzin¦ ªa«cuchów {X(x)}x∈X , gdzie X(x) = X0(x), X1(x), . . .
to ªa«cuch startuj¡cy z x.
Mocne prawo wielkich liczb. Je±li j¡dro przej±cia ªa«cucha speªnia zaªo»enia Twierdzenia

6, wtedy ªa«cuch speªnia mocne prawo wielkich liczb, tzn. dla dowolnej funkcji mierzalnej
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f : X → R caªkowalnej wzgl¦dem π zachodzi dla π- prawie ka»dego punktu startowego x0 ∈ X:

P

(
1

n
·
n∑
i=1

f(Xi(x0))
n→∞−→

∫
X
f(x)π(dx)

)
= 1.

Mo»na zauwa»y¢, »e z powy»szego wynika mocne prawo wielkich liczb znane nam z kursu
rachunku prawdopodobie«twa dla niezale»nych zmiennych losowych: je±li Yn jest ci¡giem i.i.d.
(a zatem ªa«cuchem Markowa o j¡drze P (x, ·) = PY1 oraz mierze stacjonarnej π = PY1) oraz

E[Y1] <∞, wtedy P ( 1
n

n∑
i=1

Yi
n→∞−→ E[Y1]) = 1.

�a«cuchy okresowe. Wró¢my teraz do sytuacji, gdy ªa«cuch jest jest nieredukowalny z mi-
ar¡ stacjonarn¡ π, ale jest okresowy o okresie d. Analiz¦ zachowania takiego ªa«cucha mo»na,
w du»ej mierze, sprowadzi¢ do analizy odpowiedniego ªa«cucha nieokresowego, korzystaj¡c z
przedyskutowanego ju» faktu, »e ªa«cuch o okresie d mo»na rozbi¢ na d podci¡gów b¦d¡cych ju»
ªa«cuchami nieokresowymi na "swoich" przestrzeniach X(i).

1. Przypomnijmy, »e je±li X o j¡drze P jest ªa«cuchem o okresie d oraz X = {X(1), . . . , X(d)}
jest rozbiciem przestrzeni X z de�nicji ªa«cucha okresowego, wtedy ªa«cuch Xn·d, n ∈ N, którego
j¡dro przej±cia to oczywi±cie P d, mo»na rozpatrywa¢ osobno na ka»dej z przestrzeni X(i). Fak-
tycznie, we¹my x ∈ X(i) - wida¢, »e ªa«cuch

{Xnd(x)}n∈N = x,Xd(x), X2d(x), . . .

omija pozostaªe zbiory z rozbicia X oraz, »e mamy »e P d(z,X(i)) = 1 dla ka»dego z ∈ X(i).
Oczywi±cie jest to ªa«cuch nieredukowalny na X(i) oraz, z de�nicji okresu d ªa«cucha X, jest
nieokresowy (przestrzeni X(i) nie mo»na bardziej rozbi¢ na fragmenty de�niuj¡ce okresowo±¢).
Dodatkowo, poniewa» π jest miar¡ stacjonarn¡ j¡dra przej±cia P , jest ona równie» miar¡ stacjonarn¡
j¡dra P d (na przestrzeni X). Gdy zaw¦»amy si¦ do przestrzeni X(i) dostajemy bezpo±rednio z
de�nicji miary stacjonarnej, »e miara zaw¦»ona do przestrzeni X(i), oznaczamy π|X(i), jest miar¡
stacjonarn¡ zaw¦»onego j¡dra P d|X(i). W szczególno±ci πi := 1

π(X(i)) ·π|X(i) jest probabilistyczn¡
miar¡ stacjonarn¡ ªa«cucha Xnd zaw¦»onego do przestrzeni X(i). Z Twierdzenia 6 dostajemy
zatem, »e dla dowolnego i ∈ {1, . . . , d} mamy zbie»no±¢ siln¡

Xnd(x) −→ πi dla π − prawie ka»dego x ∈ X(i).

Zauwa»my teraz, »e je±li πi ∈M1(X) jest probabilistyczn¡ miar¡ stacjonarn¡ dla przestrzeni
X(i), wtedy Pπi jest probabilistyczn¡ miar¡ stacjonarn¡ na przestrzeni X(i + 1 mod d). St¡d

πi = P i−1π1. Wynika st¡d, »e 1
d

(∑d−1
i=0 π

i
)
jest probabilistyczn¡ miar¡ stacjonarn¡ j¡dra P

na przestrzeni X a zatem, z jednoznaczno±ci miary stacjonarnej ªa«cucha nieredukowalnego,

π = 1
d

(∑d−1
i=0 π

i
)
. Ta równo±¢ implikuje (poniewa» miary πi s¡ skupione na rozª¡cznych cz¦±ciach

X(i) przestrzeni X), »e, π(X(i)) = 1
d . Otrzymujemy zatem πi = d · π|X(i). W szczególno±ci, na

mocy prawa wielkich liczb, dla dowolnego i ∈ 1, . . . , d oraz funkcji π caªkowalnej f : X → R,

(4.5)
1

n

 n∑
j=1

f(Xj·d(x0))

 −→ ∫
X(i)

fdπi = d ·
∫
X(i)

fdπ

dla π− prawie ka»dego x0 ∈ X(i). Mamy równie»,

n·d−1∑
i=1

f(Xk(x0)) =

n−1∑
i=1

f(Xid(x0)) +

n−1∑
i=1

f(Xid+1(x0)) + · · ·+
n−1∑
i=1

f(Xid+d−1(x0)),
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gdzie powy»sze sumy odpowiadaj¡ ªa«uchom {Xid+l}i∈N, które jak ju» zauwa»yli±my speªniaj¡
mocne prawo wielkich liczb na odpowiadaj¡cych sobie przestrzeniach X(i) (poniewa» s¡ ju»
ªa«cuchami niereukowalnymi i nieokresowymi).

Mamy oczywi±cie

(4.6)
∫
X
fdπ =

d∑
l=1

∫
X(l)

fdπ =
1

d
·

d∑
l=1

∫
X(l)

fdπl,

gdzie ka»da z caªek jest granic¡ wyst¦puj¡c¡ w mocnym prawie wielkich liczb dla odpowiada-
j¡cego jej ªa«cucha Xid+l. Po sformalizowaniu ostatnich trzech obserwacji, dostaniemy:
Nieredukowalny ªa«cuch Markowa X o okresie d równie» speªnia mocne prawo

wielkich liczb:

(4.7) P

(
1

n
·
n∑
i=1

f(Xi(x0))
n→∞−→

∫
X
f(x)π(dx)

)
= 1,

gdzie x0 pochodzi ze zbioru peªnej miary π.
2. Mo»na równie» pokaza¢, »e nieredukowalny okresowy ªa«cuch X z miar¡ stacjonarn¡ π

speªnia zbie»no±¢ siln¡ do miary stacjonarnej po odpowiednim u±rednieniu, mianowicie zachodzi
dla π− prawie ka»dego x:

1

d
·
n+d∑
i=n+1

P i(x, ·) −→ π.

Powy»sz¡ równo±¢ b¦dzie mo»na pokaza¢ do±¢ ªatwo, gdy poznamy troch¦ wi¦cej wªasno±ci normy
caªkowitego wahania miary.

5. Operatory fellerowskie, funkcje Lapunowa i istnienie miary stacjonarnej.

Podamy teraz przykªady sytuacji, w których istnienie miary stacjonarnej dowodzimy metodami
topologicznymi - gªównym wynikiem tego rozdziaªu jest Twierdzenie 16. Metody probabilistyczne
b¦dziemy stosowa¢ w przyszªo±ci. Przy podej±ciu topologicznym (wykorzystuj¡cym takie poj¦cia
jak ci¡gªo±¢ lub zwarto±¢), zazwyczaj b¦dziemy pracowa¢ z topologi¡ sªabej zbie»no±ci miar.
Zanim rozpoczniemy, przytoczymy podstawowe fakty o sªabej zbie»no±ci miar. Przypomnijmy,
»e (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡ polsk¡. Ci¡g µn ∈ M1(X) jest zbie»ny sªabo do miary
µ ∈M1(X), piszemy µn

w→ µ, gdy dla dowolnej funkcji f ∈ BC(X,R) zachodzi
∫
X

f(x)µn(dx)→∫
X

fµ(dx). Przypomnijmy

BC(X,R) = {f : X → R|f − ci¡gªa i ograniczona}.

Zachodzi nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 7. Poniewa» X jest przestrzeni¡ polsk¡, przestrze«M1(X) wraz z topologi¡ sªabej
zbie»no±ci jest przestrzeni¡ polsk¡. Dodatkowo, je±li X jest przestrzeni¡ zwart¡, wtedy M1(X)
jest przestrzeni¡ zwart¡.

Jak widzimy w Twierdzeniu 7, przestrze« miar probabilistycznych na X jest metryzowalna
(istnieje metryka zupeªna). Zde�niujmy na pocz¡tek norm¦ Fortet-Mouriera naM(X):

||µ1 − µ2||F = sup{|
∫
X

fdµ1 −
∫
X

fdµ2| : |f(x)− f(y)| ≤ d(x, y) oraz f : X → [−1, 1]},
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gdzie supremum jest brane po wszystkich funkcjach mierzalnych ze staª¡ Lipschitza 1 o warto±ci-
ach w [−1, 1]. Powy»sza norma, w zaw¦»eniu do miar probabilistycznych, indukuje wspomnnian¡
w Twierdzeniu 7 metryk¦ zupeªn¡, o czym mówi kolejne twierdzenie.

W podpunkcie (2) poni»szego twierdzenia || · ||F oznacza norm¦ Forter-Mouriera zaw¦»on¡ do
miar sko«czonych dodatnich natomiast w podpunkcie (3) oznacza metryk¦ Fortet-Mouriera, tj.
norm¦ Forter-Moriera zaw¦»on¡ do miar probabilistycznych.

Twierdzenie 8. Przypomnijmy, »e (X, d) jest prz. metryczn¡ polsk¡.

(1) Przestrze« (M(X), || · ||F ) jest przestrzeni¡ unormowan¡.
(2) Przestrze« metryczna (M+(X), ||·||F ) jest zupeªna oraz posiada topologi¦ sªabej zbie»no±ci:

||µn − µ||F → 0⇔ ∀f ∈ BC(X,R)

∫
X

fdµn →
∫
X

fdµ

(3) Przestrze« metryczna (M1(X)), ||·||F ) jest zupeªna oraz posiada topologi¦ sªabej zbie»no±ci

Poni»ej przytaczamy twierdzenie Aleksandrowa daj¡ce przykªadowe warunki równowa»ne sªabej
zbie»no±ci.

Twierdzenie 9. Niech µ, µ1, µ2, · · · ∈ M1(X), gdzie X jest przestrzeni¡ polsk¡. Nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne:

(1) µn → µ sªabo
(2) lim sup

n→∞
µn(C) ≤ µ(C) dla ka»dego zbioru domkni¦tego C ⊂ X

(3) lim inf
n→∞

µn(U) ≥ µ(U) dla ka»dego zbioru otwartego U ⊂ X
(4) lim

n→∞
µn(Z) = µ(Z) dla ka»dego zbioru Z ∈ B(X) µ - ci¡gªego (tj. µ(δZ) = 0)

Przytoczmy jeszcze jedn¡ metryk¦, która metryzuje topologi¦ sªabej zbie»no±ci miar proba-
bilistycznych. De�niujemy metryk¦ Prochorova, zwan¡ równie» metryk¡ Levy'ego-Prochorowa:

dP (µ1, µ2) = inf{ε > 0: µ1(Z) ≤ µ2(Z(ε)) + ε dla ka»dego Z ∈ B(X)},
gdzie Z(ε) :=

⋃
z∈Z K(z, ε) oznacza ε− otoczk¦ zbioru Z. Zgodnie z poni»szym twierdzeniem,

jest to równie» metryka polska na przestrzeniM1(X).

Twierdzenie 10. Niech µ, µ1, µ2, · · · ∈ M1(X) oraz niech X b¦dzie przestrzeni¡ polsk¡.
Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(1) µn → µ sªabo
(2) ||µn − µ||F → 0
(3) dP (µn, µ)→ 0.
Dodatkowo, przestrze« (M1(X), dP ) jest przestrzeni¡ metryczn¡ polsk¡.

Przytoczymy kolejn¡ wa»n¡ wªasno±¢ sªabej zbie»no±ci miar probabilistycznych - niech X1

oraz X2 b¦d¡ przestrzeniami polskimi oraz niech X = X1×X2 b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡
produktow¡ (a zatem równie» przestrzeni¡ polsk¡! - wystarczy rozwa»y¢ na X metryk¦ produk-
tow¡). Produkt miar µ1 ∈M(X1) i µ2 ∈M(X2) oznaczamy przez µ1×µ2 - jest to jedyna miara
probabilistyczna speªniaj¡ca

µ1 × µ2(C ×D) = µ1(C)× µ2(D), C ∈ B(X1), D ∈ B(X2).

Na zako«czenie przegl¡du faktów dotycz¡cych sªabej zbie»no±ci, przytoczmy wa»ne twierdzenie
Prochorowa, daj¡ce charakteryzacj¦ wzgl¦dnej zwarto±ci rodziny miar M ⊂ M1(X). Powiemy,
»e rodzina miar M jest ciasna (mo»na te» spotka¢: j¦drna, w j. angielskim: tight), je±li dla
ka»dego ε > 0 istnieje zbiór zwarty K dostatecznie du»y, by dla ka»dej miary µ ∈M zachodziªo
µ(K) > 1− ε.
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Twierdzenie 11. (Prochorow) Je±li rodzina miar M na przestrzeni polskiej X jest ciasna, wtedy
jest relatywnie zwarta, tzn. ka»dy ci¡g miar µn ∈ M posiada podci¡g zbie»ny do pewnej miary
µ ∈M1(X).

W tym miejscu ko«czymy przegl¡d wªasno±ci sªabej topologii miar i przechodzimy do wa»nej
kwestii istnienia miary stacjonarnej ªa«cucha Markowa.

De�nicja 13. Operator Markowa P : M1(X) → M1(X) jest operatorem Fellera, gdy jest on
zadany przez j¡dro przej±cia P (x, ·) takie, »e:

(5.1) X 3 x −→ P (x, ·) ∈M1(X) jest funkcj¡ ci¡gª¡,

gdzieM1(X) rozwa»amy wraz z topologi¡ sªabej zbie»no±ci.

W caªym niniejszym rozdziale, je±li nie jest powiedziane inaczej, M1(X) jest domy±lnie
wyposa»ona w topologi¦ sªabej zbie»no±ci. Poni»sza propozycja ( do±¢ ªatwa do udowodnienia)
stwierdza w szczególno±ci, »e ci¡gªo±¢ j¡dra przej±cia x→ P (x, ·) gwarantuje ci¡gªo±¢ operatora
Markowa µ→ Pµ.

Propozycja 5. Operator Markowa P : M1(X)→M1(X) jest operatorem Fellera, wtw gdy jest
on odwzorowaniem ci¡gªym.

Korzystaj¡c z nast¦pujacej wersji twierdzenia Schaudera o punkcie staªym:

Twierdzenie 12 (Schauder). Je±li ∅ 6= K ⊂ Z jest zwartym wypukªym podzbiorem przestrzeni
unormowanej Z oraz T : K → K jest odwzorowaniem ci¡gªym, wtedy T posiada punkt staªy (tj.
T (x0) = x0 dla pewnego x0 ∈ K),

bªyskawicznie otrzymamy istnienie miary stacjonarnej π ∈ M1(X) w sytuacji gdy P jest
operatorem Fellerowskim a X jest prz. metryczn¡ zwart¡:

Twierdzenie 13. Je±li (X, d) jest przestrzeni¡ metryczn¡ zwart¡ oraz operator P : M1(X) →
M1(X) jest Fellerowski, wtedy istnieje π ∈M1(X), t»e. Pπ = π.

Proof. Przy naszych zaªo»eniach, z twierdze« 7 oraz 8 wynika, »eM1(X) jest zwartym podzbiorem
przestrzeni unormowanej (M(X), || · ||F ), natomiast z Propozycji 5 dostajemy, »e operator
Markowa P : M1(X)→M1(X) jest odzworowaniem ci¡gªym. Poniewa» zbiórM1(X) jest wy-
pukªy (kombinacja wypukªa miar probabilistycznych jest miar¡ probabilistyczn¡), twierdzenie
Schaudera ko«czy dowód. �

Wniosek 2. Z Twierdzenia 13 wynika w szczególno±ci, »e ka»dy ªa«cuch Markowa na sko«czonej
przestrzeni stanów posiada miar¦ stacjonarn¡ π ∈M1(X).

Przykªad 17. Niech X = [0, 1] oraz P (x, ·) = U([0, x]). Istnieje miara stacjonarna (jaka?)
Dygresja: Niech X = (0, 1) oraz niech P (x, ·) = U((0, x)). Nie istnieje miara stacjonarna
(dlaczego?)

Przykªad 18. Niech X = [0, 1] oraz niech S : X → X b¦dzie ci¡gªe. Z Twierdzenia 13 dosta-
jemy, »e ªa«cuch Xn+1 = S(Xn) ma miar¦ stacjonarn¡ (ci¡gªo±¢ operatora Markowa zde�n-
iowanego przez odwzorowanie S pozostawiamy jako ¢wiczenie).

Dla operatora Markowa P zde�niujmy teraz nast¦puj¡cy operator �±redniej� An : M1(X) →
M1(X) (równie» b¦d¡cy operatorem Markowa):

An =
1

n
·
n−1∑
i=0

P i, gdzie P 0 = Id.
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Niech X b¦dzie ª. Markowa o operatorze przej±cia P oraz µ = PX0 . Poni»ej bardzo klarowna
interpretacja operatora ±redniej An:

(5.2) Anµ(C) = E[
1

n

n−1∑
i=0

1[Xi∈C]].

Widzimy, »e je±li ªa«cuch aktualnie ma rozkªad µ, wtedy operator An podaje oczekiwan¡
liczb¦ wizyt ªa«cucha w zbiorze C w najbli»szych n krokach (uwzgl¦dniaj¡c krok bie»¡cy). W
poni»szym lemacie posªu»ymy si¦ norm¡ || · || caªkowitego wahania miary, która zaw¦»ona do
miar probabilistycznych, przyjmuje zawsze warto±¢ mniejsz¡ b¡d¹ równ¡ 2.

Lemat 2. Dla dowolnej µ ∈M1(X), ||Anµ−AnPµ|| → 0.

Proof. Poniewa» Anµ−AnPµ = 1
n · (µ− P

nµ), mamy

||Anµ−AnPµ|| =
1

n
||µ− Pnµ|| ≤ 1

2
(||µ||+ ||Pµ||) ≤ 4

n
→ 0.

�

Z powy»szego lematu wynika nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 3. Je±li podci¡g Ank
µ jest zbie»ny (sªabo lub silnie), wtedy podci¡g Ank

Pµ jest zbie»ny
do tej samej granicy.

Twierdzenie 14. Je±li P jest Fellerowski oraz dla pewnego µ ∈M1(X) ci¡g Anµ posiada punkt
skupienia π ∈M1(X) (w sªabej topologii), wtedy π jest miar¡ stacjonarn¡.

Proof. Je±li Ank
µ

w→ π, wtedy z ci¡gªo±ci PAnk
µ

w→ Pπ, ale z liniowo±ci P oraz Wniosku 3,
PAnk

µ = Ank
Pµ

w→ π sk¡d, z jednoznaczno±ci granicy (sªabej), Pπ = π. �

Uwaga 1. Twierdzenie 14 implikuje Twierdzenie 13.

Uwaga 2. Poniewa» zawsze zachodzi implikacja Pnµ → π ⇒ Anµ → π, widzimy, zgodnie z
równaniem (5.2), »e ªa«cuch, który zbiega silnie do miary stacjonarnej odwiedza dowolny zbiór
C ∈ B(X) z oczekiwan¡ cz¦sto±ci¡ odpowiadaj¡c¡ mierze stacjonarnej zbioru C.

Oczywi±cie bezpo±rednia wery�kacja istnienia punktów skupienia ci¡gu Anµ mo»e by¢ trudna,
przydatnym narz¦dziem b¦d¡ funkcje Lapunowa V : X → [0,∞].

Zanim przejdziemy dalej, zauwa»my, »e dla dowolnej mierzalnej funkcji V : X → [0,∞],∫
V (y)P (x, dy) = EP (x,·)[V ] = EV [X1|X0 = x],

gdzie przez EP (x,·)[V ] oznaczamy warto±¢ oczekiwan¡ z funkcji V wzgl¦dem miary P (x, ·).
Do tej pory j¡dro przej±cia P cz¦sto traktowali±my jako operator na miarach probabilistycznych
P : M1(X) → M1(X) lub ogólniej jako operator na miarach znakozmiennych P : M(X) →
M(X). Od teraz, b¦dziemy go równie», gdy zajdzie potrzeba, traktowa¢ jako operator na zbiorze
funkcji mierzalnych V : X → [0,∞], które oznaczamy M+(X, [0,∞]) .

De�nicja 14. Dla dowolnej mierzalnej funkcji V : X → [0,∞] b¦dziemy pisa¢

PV (x) :=

∫
V (y)P (x, dy) =

∫
X
V (y)Pδx(dy) = EV [X1|X0 = x],

de�niuj¡c tym samym operator P : M+(X, [0,∞]) 3 V → PV ∈M+(X, [0,∞]).



19

�atwo pokaza¢, »e odwzorowanie P : M+(X, [0,∞]) 3 V → PV ∈M+(X, [0,∞]) jest poprawnie
okre±lone i dodatnio liniowe:

P (αh1 + βh2) = αh1 + βh2, gdzie α1, α2 ∈ R+, h1, h2 ∈M+(X, [0,∞]).

Jest równie» monotoniczne w nast¦puj¡cym sensie:

Je±li h1 ≤ h2, wtedy Ph1 ≤ Ph2,
gdzie nierówno±¢ f ≤ g oznacza f(x) ≤ g(x) dla dowolnego x ∈ X.
Mo»emy teraz udowodni¢ poni»sze twierdzenie, które daje warunki wystarczaj¡ce istnienia

miary stacjonarnej. Gdy korzystamy z Twierdzenia 15, uzasadnienie istnienia miary stacjonarnej
dla konkretnego ªa«cucha sprowadza si¦ do znalezienia funkcji Lapunowa V speªniaj¡cej warunki
okre±lone w zaªo»eniach Twierdzenia.

Twierdzenie 15. Niech P b¦dzie fellerowski oraz niech V : X → [0,∞] b¦dzie mierzalna, V (x0) <
∞ dla pewnego x0 ∈ X, taka, »e

(5.3) PV (x) ≤ V (x)− f(x) + b,

gdzie b ∈ R jest pewn¡ staª¡ oraz f : X → [1,∞) jest pewn¡ funkcj¡ mierzaln¡ tak¡, »e zbiory
podpoziomicowe {x ∈ X : f(x) ≤ c} s¡ zwarte. Przy tych zaªo»eniach istnieje miara stacjonarna
π ∈M1(X).

Proof. Indukcyjnie pokazujemy, »e dla n ∈ N,

(5.4) PnV (x) +
n−1∑
k=0

P kf(x) ≤ V (x) + n · b.

Dla n = 1 powy»sza równo±¢ odpowiada równo±ci (5.3) - pami¦tajmy, »e P 0f = f oraz »e
P k+1 = P ◦ P k. Zaªó»my teraz, »e (5.4) jest speªniona dla pewnego n - obkªadamy obie strony
nierówno±ci operatorem P i korzystamy z zaªo»enia (5.3), otrzymuj¡c:

Pn+1V (x) +
n∑
k=1

P kf(x) ≤ PV (x) + nb ≤ V (x)− f(x) + (n+ 1)b,

co ju» dowodzi tez¦ indukcyjn¡ (pami¦tamy, »e f(x) = P 0f(x)).

Maj¡c ju» (5.4), jako, »e
n−1∑
k=0

P k = n ·An oraz V ≥ 0, dostajemy

Anf(x0) ≤
V (x0)

n
+ b ≤ V (x0) + b, n ∈ N.

St¡d, oraz z nierówno±ci Czebyszewa,

Anδx0({f ≥ c}) ≤
EAn(x0,·)[f ]

c
≤ V (x0) + b

c
.

Powy»sza nierówno±¢ dowodzi ciasno±ci rodziny miar {Anδx0}n∈N (przypomnijmy, »e f ma zwarte
zbiory podpoziomicowe), zatem na mocy Twierdzenia Prochorowa, ci¡g Anδx0 posiada podci¡g
sªabo zbie»ny do pewnej miary π ∈M1(X). Twierdzenie 14 ko«czy dowód. �

Zaªo»enia Twierdzenia 15 nie s¡ zbyt komfortowe do wery�kacji, niemniej jednak jest ono
u»yteczne, jak dowodzi poni»szy przykªad.
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Przykªad 19. Rozwa»my �bª¡dzenie losowe� po przestrzeni X = Z o j¡drze przej±cia:
P (x, x+ 1) = 1

3 , P (x, x− 1) = 2
3 dla x > 0

P (x, x− 1) = 1
3 , P (x, x+ 1) = 2

3 dla x < 0
P (0, ·) = U({−1, 1}).
Rozwa»aj¡c: V (x) = (32)x, f(x) = max{x, 1} oraz b = 100, uzyskujemy istnienie miary stacjonarnej
na mocy Twierdzenia 15.

Zadanie 18. Uzasadnij powy»szy przykªad (sprawdzaj¡c zaªo»enia Twierdzenia 15 dla podanych
V, f, b - mam nadziej¦ »e si¦ nie pomyliªem- lub znajduj¡c wªasne funkcje V oraz f oraz staª¡ b)

Zadanie 19. Rozwa»my bª¡dzenie po przestrzeni X = N oraz j¡drze przej±cia P (n, n+ 1) = 1
n

oraz P (n, n − 1) = n−1
n dla n 6= 0 oraz P (0, ·) = U({0, 1}). Poka» istnienie miary stacjonarnej

korzystaj¡c z Twierdzenia 15.

Zadanie 20. Znajd¹ miar¦ stacjonarn¡ dla ostatnich dwóch przykªadów. Uwaga - nie sprawdza-
ªem poziomu trudno±ci tego zadania (je±li oka»e si¦ trudniejsze, a jednak komu± si¦ uda zrobi¢,
mo»na dosta¢ wi¦cej ni» jeden plus ).

Naszym celem b¦dzie teraz udowodnienie twierdzenia ogólniejszego ni» Twierdzenie 15:

Twierdzenie 16. Niech P b¦dzie Fellerowskim operatorem przej±cia na przestrzeni polskiej
lokalnie zwartej (X, d). Zaªó»my, »e istnieje funkcja mierzalna V : X → [1,∞], V (x0) < ∞
dla pewnego x0 ∈ X, zbiór zwarty K ⊂ X oraz staªa b > 0 takie, »e:

(5.5) PV (x) ≤ V (x)− 1 + b · 1K(x)

Wtedy P posiada niezmiennicz¡ miar¦ π ∈M1(X).

Powy»sze twierdzenie udowodnimy korzystaj¡c z ∗-sªabej zbie»no±ci miar dodatnich - jest
to poj¦cie troch¦ sªabsze od sªabej zbie»no±ci. Zde�niujmy teraz funkcje ci¡gªe znikaj¡ce w
niesko«czono±ci C0(X) ⊂ CB(X,R):

C0(X) = {f ∈ CB(X,R) : ∀ε > 0∃X ⊃ K -zwarty ∀x ∈ X \K f(x) < ε}.
W kontek±cie zbie»no±ci *-sªabej b¦dziemy zawsze zakªada¢, »e przestrze« polska X jest

lokalnie zwarta. Powiemy, »e ci¡g µn ∈ M+(X) jest zbie»ny *-sªabo do µ ∈ M+(X), piszemy
µn

w∗→ µ, gdy ∫
X

fdµn →
∫
X

fdµ dla ka»dej f ∈ C0(X).

Wida¢ wyra¹nie, »e µn
w→ µ⇒ µn

w∗→ µ. Nale»y jednak uwa»a¢ - zbie»no±¢ *-sªaba w ogólnym
przypadku nie ma tak dobrych wªasno±ci jak zbie»no±¢ sªaba.

Uwaga 3. Niech X = R oraz µn = δn. Ci¡g nie ma granicy sªabej, natomiast ma granic¦

*-sªab¡: µn
w∗→ 0. Zauwa»my, »e je±li µn ∈ M1(X), wtedy granica sªaba ci¡gu µn równie» musi

by¢ miar¡ probabilistyczn¡. Jak widzimy, wªasno±¢ ta nie musi zachodzi¢ dla zbie»no±ci *-sªabej
! (zero oznacza miar¦ trywialnie równ¡ zero - nie mo»na pomyli¢ z miar¡ probabilistyczn¡ δ0,
która jest skupion¡ w zerze, ale nie jest zerowa)

Twierdzenie 17. Niech (X, d) b¦dzie lokalnie zwart¡ prz. polsk¡ oraz µn ∈M+(X).

(1) Je±li µn
w∗→ µ, wtedy lim supµn(K) ≤ µ(K) dla dowolnego zbioru zwartego K oraz∫

X

fdµ ≤ lim inf
∫
X

fdµn dla dowolnej f ∈ CB(X,R). W szczególno±ci, µ(X) ≤ lim inf µn(X).

(2) Je±li supµn(X) <∞, wtedy µn posiada podci¡g *-sªabo zbie»ny do pewnej µ ∈M+(X).

Podamy teraz (bez dowodu - w dowodzie musieliby±my pracowa¢ na zbie»no±ci *-sªabej, a to
poj¦cie jest nam potrzebne jedynie tymczasowo) twierdzenie analogiczne do Twierdzenia 14, w
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którym w miejsce zbie»no±ci sªabej rozwa»amy zbie»no±¢ *-sªab¡. Nale»y zachowa¢ ostro»no±¢:
punkt skupienia w poni»szym twierdzeniu nie musi by¢ miar¡ probabilistyczn¡.

Twierdzenie 18. Je±li P jest Fellerowski oraz dla pewnego µ ∈M1(X) ci¡g Anµ posiada punkt
skupienia π ∈M+(X) w *-sªabej topologii, wtedy Pπ = π.

Jeste±my teraz gotowi, by udowodni¢ gªówne Twierdzenie tego rozdziaªu - w dowodzie omi-
jam rachunki. Osoby atakuj¡ce wysoki stopie« ko«cowy zach¦cam by uzupeªni¢ dowód - robimy
to podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 15, korzystaj¡c z tych samych wªasno±ci operatora
P : M(X, [0,∞])→M(X, [0,∞]).

Dowód Twierdzenia 16 Zde�niumy πxn = Anδx. Na mocy Twierdzenia 17 punkt (2), ci¡g
πx0n posiada punkt skupienia π ∈ M+(X) w *-sªabej topologii. Je±li π 6= 0, wtedy π

π(X) b¦dzie
szukan¡ miar¡ niezmiennicz¡. Korzystaj¡c z zaªo»e« Twierdzenia 16, indukcyjnie pokazujemy,
»e

V (x0) ≥ PnV (x0) + n− nb · πx0n (K).

Z powy»szego dostajemy lim supπx0n (K) > 0 , zatem z punktu (1) Twierdzenia 17:

π(K) ≥ lim supπx0n (K) > 0,

a zatem π 6= 0. Dowód jest zako«czony. �

Zadanie 21. Poka» krótko, jak Twierdzenie 16 implikuje Twierdzenie 13.

Na tym ko«czymy (tymczasowo) analiz¦ istnienia miary stacjonarnej. W przyszªo±ci poka»emy
jeszcze warunki wystarczaj¡ce, przy których problem istnienia miary stacjonarnej sprowadza si¦
do twierdzenia Banacha o punkcie staªym.

6. Momenty stopu i mocna wªasno±¢ Markowa

Przypomnijmy, »e �ltracj¡ nazywamy rosn¡cy ci¡g σ-ciaª F = {Fn}n∈N zawartych w σ-ciele Σ
natomiast naturaln¡ �ltracj¡ procesu Xn, n ∈ N, nazywamy �ltracj¦ FX zde�niowan¡ poprzez
FXn = σ(X0, . . . , Xn).

De�nicja 15. Powiemy, »e zmienna losowa τ : Ω → N ∪ {∞} jest momentem stopu wzgl¦dem
�ltracji {Fn} gdy dla ka»dego n ∈ N zdarzenie {τ ≤ n} nale»y do sigma-ciaªa Fn. Gdy mamy
ustalony proces Xn, b¦dziemy mówi¢ krótko, »e τ jest momentem stopu, gdy jest momentem stopu
wzgl¦dem naturalnej �ltracji tego procesu.

De�nicja 16. Powiemy, »e moment stopu τ jest sko«czony, gdy P(τ <∞) = 1.

Poniewa» zbiór indeksów N interpetujemy jako czas oraz sigma-algebr¦ Fn interpertujemy jako
zbiór mo»liwych zdarze« obserwowalnych do momentu n, zmienna losowa τ : Ω → N ∪ ∞ jest
momentem stopu gdy w ka»dej chwili czasowej n jeste±my w stanie okre±li¢ czy moment τ ju»
nast¡piª, tzn. czy pojawiª si¦ do momentu n (warunek: {τ ≤ n} ∈ Fn) - zilustrujmy to prostymi
przykªadami.

Przykªad 20. Niech X oznacza symetryczne bª¡dzenie losowe po Z, startuj¡ce w zerze. De�ni-
ujemy

τ = inf{n ∈ N : Xn = 1}.
Tutaj, τ jest pierwszym momentem, w którym proces X przyjmie warto±¢ 1. Jest to moment
stopu, poniewa» w ka»dej chwili n jeste±my w stanie okre±li¢ (przypomnijmy F = FX) czy proces
X odwiedziª ju» "jedynk¦":

{τ ≤ n} = {X1 = 1 ∨X2 = 1 ∨ · · · ∨Xn = 1} ∈ FXn .



22

Ponadto z wªasno±ci symetrycznego bª¡dzenia losowego wynika, »e moment stopu τ jest sko«c-
zony.

Rozwa»my teraz nawet prostszy przykªad.

Przykªad 21. Niech Xn oznacza liczb¦ orªów w pierwszych n rzutach symetryczn¡ monet¡ oraz
niech

τ = inf{n ∈ N : Xn = 10}.
Zinterpretujmy rzut monet¡ jako udziaª w grze: wypadnieci¦ orªa to zarobienie 1 zª podczas

gdy wypadni¦cie reszki to zarobek 0 zª. Moment stopu τ to pierwsza chwila, w której zyskali±my
10 zª bior¡c udziaª w grze- w ka»dej turze byli±my w stanie stwierdzi¢, czy ten warunek ju»
nast¡piª. Tutaj mamy

{τ ≤ n} = {Xn ≥ 10} ∈ FXn .
Bardzo ªatwo uzasadni¢, »e moment stopu τ jest sko«czony - w niesko«czonym ci¡gu rzutów
orzeª pojawi si¦ co najmniej 10 razy z prawdopodoobie«stem 1.

Momenty stopu odgrywaj¡ zasadnicz¡ rol¦ w matematyce �nansowej. Przykªadowo, de�niuj¡
moment realizacji posiadanej opcji lub wyj±cia z gry - w ka»dej chwili jeste±my w stanie okre±li¢,
czy zostaªy speªnione warunki by zako«czy¢ udziaª w grze. Je±li proces Xn okre±la wypªat¦ w
grze po n krokach a sko«czony moment τ de�niuje moment wyj±cia z gry, wtedy nasza ko«cowa
wypªata wynosi Xτ , poni»ej formalna de�nicja.

De�nicja 17. Dla procesu Xn oraz sko«czonego momentu stopu τ de�niujemy zmienn¡ losow¡
Xτ :

Xτ (ω) = Xτ(ω)(ω) =
∑
n∈N

Xn(ω) · 1{τ=n}(ω).

W Przykªadzie 21 mamy zawsze Xτ = 10 - w momencie τ , który jest pierwsz¡ chwil¡ gdy nasz
zarobek wynosi 10 zª, nasz zarobek wynosi ... 10 zª. A ile wynosi Xτ w Przykªadzie 20 ?

Uogólniaj¡c poprzednie przykªady, de�niujemy moment τB = τ1B pierwszej wizyty procesu w
zbiorze B ∈ B(X) oraz, rekurencyjnie, moment τnB n− wizyty:

τB = inf{n ∈ N : Xn ∈ B} oraz τn+1
B = inf{n ∈ N : n > τnB ∧Xn ∈ B}.

Pokazuje si¦ do±¢ ªatwo, »e τnB to momenty stopu (niekoniecznie sko«czone).
Jak wiemy z poprzedniego rozdziaªu, ªa«cuch Markowa jest zde�niowany poprzez wªasno±¢

Markowa: je±li w bie»¡cej chwili n jeste±my w stanie Xn = x, przyszªa ewolucja ªa«cucha "za-
pomina" dotychczasow¡ histori¦ X0, . . . , Xn−1 i zale»y jedynie od bie»¡cego stanu. �a«cuchy
Markowa o czasie dyskretnym, którymi si¦ zajmujemy, speªniaj¡ równie» silniejsz¡ wªasno±¢,
zwan¡ mocn¡ wªasno±ci¡ Markowa: gdy τ jest sko«czonym momentem stopu oraz znamy warto±¢
ªa«cucha w momencie τ , przyszªa ewoluacja ªa«cucha zale»y jedynie od warto±ci Xτ , "zapomi-
naj¡c" dotychczasow¡ histori¦ X0, X1, . . . , Xτ−1. By formalnie zde�niowa¢ wªasno±¢ Markowa,
musimy najpierw zde�niowa¢ sigma-ciaªo zdarze« obserwowalnych do momentu τ .

De�nicja 18. Dla momentu stopu τ de�niujemy Σ ⊃ Fτ -sigma ciaªo zdarze« obserwowalnych
do momentu τ :

Fτ = {A ∈ Σ: ∀n ∈ N A ∩ {τ ≤ n} ∈ FXn }.
Zauwa»my, »e zmienna τ = n, gdzie n ∈ N jest ustalone, jest momentem stopu, oraz »e w

tym przypadku Fτ = FXn ,czyli zdarzenia obserwowalne do momentu τ to zdarzenia z σ -ciaªa
FXn = σ(X0, . . . , Xn).

Twierdzenie 19. Je±li ªa«cuch X ma j¡dro przej±cia P oraz τ jest sko«czonym momentem
stopu, wtedy:

P(Xτ+1 ∈ A|Στ ) = P(Xτ+1 ∈ A|Xτ ), A ∈ B(X), (mocna wªasno±¢ Markowa).
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Dodatkowo,

(6.1) P(Xτ+1 ∈ A|Xτ ) = P (Xτ , A), A ∈ B(X).

W dowodach cz¦sto b¦dziemy korzysta¢ z bardzo naturalnej wªasno±ci (6.1). Wracaj¡c do
Przykªadu 21: skoro w chwili τ mamy stan konta Xτ wynosz¡cy 10 zª, wtedy po kolejnym rzucie
z prawdopodobie«stwem 1

2 b¦dziemy mie¢ 11 zª a w przeciwnym wypadku pozostaniemy przy
10 zª, niezale»nie od dotychczasowego przebiegu gry. Zgodnie z wªasno±ci¡ (6.1), zapisujemy to
formalnie:

P(Xτ+1 ∈ ·|Xτ ) = P (Xτ , ·) = P (10, ·) = U({10, 11}).
Oczywi±cie analogiczn¡ interpretacj¦ ma Przykªad 20, ale tam z równym prawdopodobie«stwem
mo»emy przegra¢ tyle samo ile mo»emy wygra¢, wi¦c nie b¦dziemy w to gra¢.

7. �a«cuchy na dyskretnej przestrzeni stanów.

Zostawiamy chwilowo dotychczasow¡ ogóln¡ sytuacj¦ i zakªadamy w bie»¡cym rozdziale, »e
przestrze« stanów jest sko«czona, tj. X = {1, 2, . . . , d}. Ten szczególny przypadek ma du»¡
warto±¢ dydaktyczn¡ ze wzgl¦du na zwi¦zªo±¢ i klarowno±¢ dowodów. Przypomnijmy, »e j¡dro
przej±cia jest zadane macierz¡ P (i, j) = pi,j , 1 ≤ i, j ≤ n. Poni»ej podstawowe de�nicje:

De�nicja 19. (1) Stan y jest osi¡galny ze stanu x, je±li dla pewnego n ∈ N mamy Pn(x, y) >
0, gdzie P 0(x, x) := 1. Oznaczamy x→ y

(2) Stany x, y komunikuj¡ sie, gdy x jest osi¡galny ze stanu y oraz y jest osi¡galny z x.
Oznaczamy x↔ y

(3) �a«cuch X jest nieprzywiedlny, gdy dowolne dwa stany si¦ komunikuj¡.

Jest oczywiste, »e ªa«cuch nieprzywiedlny jest nieredukowalny (aczkolwiek nie ma implikacji
w drug¡ stron¦).

Zadanie 22. Podaj przykªad ªa«cucha nieredukowalnego o co najwy»ej jednej mierze stacjonarnej,
który nie jest nieprzywiedlny.

W przypadku sko«czonym ªatwiej scharakteryzowa¢ m.in. okresowo±¢ ªa«cucha.

De�nicja 20. Okresem stanu x ∈ X nazywamy wielko±¢

o(x) = NWD{n ∈ N : Pn(x, x) > 0}.
Stan x nazwiemy okresowym, gdy o(x) > 1. Gdy o(x) = 1, stan x nazwiemy nieokresowym.

Pokazuje si¦, »e w ªa«cuchu nieprzywiedlnym wszystkie stany maj¡ ten sam okres, st¡d
poprawno±¢ poni»szej de�nicji.

De�nicja 21. Powiemy, »e nieprzywiedlny ªa«cuch X jest okresowy o okresie d > 1, gdy wszys-
tkie jego stany maj¡ okres d. W przeciwnym wypadku ªa«cuch nazwiemy nieokresowym.

W szczególno±ci, ªa«cuch nieprzywiedlny b¦dzie nieokresowy gdy dla pewnego xmamy P (x, x) >
0. Pokazuje si¦ w przypadku sko«czonej przestrzeni stanów ªa«cuch nieprzywiedlny jest nieokre-
sowy, gdy dla dowolnych stanów x, y > 0 istnieje n0 ∈ N takie, »e dla dowolnego n ≥ n0 mamy
Pn(x, y) > 0.

Rozpoczynamy warstw¦ dowodow¡ dla bie»¡cego przypadku sko«czonej przestrzeni stanów
- poka»emy posta¢ miary stacjonarnej oraz udowodnimy prawo wielkich liczb. Dowody b¦d¡
zwi¡zane z ide¡ regeneracji ªa«cucha- wybieramy pewien punkt z z przestrzeni X. B¦dziemy
korzysta¢ z faktu, »e za ka»dym razem gdy ªa«cuch odwiedzi punkt z, zapomina dotychczasow¡
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histori¦ (z mocnej wªasno±¢i Markowa). Dzi¦ki temu, kolejne w¦drówki ªa«cucha, tj. kawaªki
trajektorii ªa«cucha zaczynaj¡ce si¦ i ko«cz¡ce w punkcie z, s¡ od siebie niezale»ne.

Zde�niujmy moment stopu:

Tz = inf{n ∈ N+ : Xn = z}.
Tz jest czasem pierwszej wizyty ªa«cucha w stanie z (je±li X0 = z wtedy raczej powiemy o czasie
pierwszego powrotu do stanu z).

Lemat 3. Je±li ªa«cuch X jest nieprzywiedlny, wtedy dla pewnych c ∈ R oraz γ < 1

P[Tz > m] ≤ c · γm,
dla dowolnego rozkªadu X0. W szczególno±ci, Tz jest sko«czony oraz speªnia E[Tz] <∞.

Proof. Krok 1. Zaªó»my, »e ªa«cuch jest nieokresowy. Wtedy istniej¡ n ∈ N oraz δ > 0 takie,
»e Pn(x, z) > δ, x ∈ X, - wynika to z faktu, »e przestrze« stanów X jest sko«czona i da si¦
pokaza¢, korzystaj¡c z nieprzywiedlno±ci i nieokresowo±ci, »e dla odpowednio du»ego n ka»dy
stan b¦dzie osi¡galny z dowolnego innego stanu w n krokach (¢wiczenie na zaj¦cia). Z równa«

Chapmana-Koªmogorowa mamy, »e P[Tz > kn] < (1− δ)k =
(

(1− δ)
1
n

)kn
=: γkn, sk¡d

P[Tz > m] ≤ P[Tz > floor(
m

n
) · n] ≤ γfloor(

m
n
)·n ≤ γ

1
n−1 · γm =: c · γm.

Krok 2. Dla przypadku okresowego dowód jest troch¦ trudniejszy, ale idea jest taka sama. �

Z powy»szego Lematu mamy bªyskawiczny wniosek, »e dla dowolnego z ∈ X, Tz jest mo-
mentem sko«czonym, co wi¦cej Ex[Tz] <∞ dla dowolnego x ∈ X, gdzie

Ex[Tz] = E[Tz|X0 = x].

Naturalnie, warto±¢ Ex[Tz] to ±redni czas oczekiwana (mierzony liczbami kroków) na dotarcie
ªa«cucha do punktu z przy zaªo»eniu, »e startowaª on z punktu x. W Przykªadzie 21 mamy
E0[T1] = 2 - ±redni czas oczekiwania na pierwsze zwyci¦stwo wynosi 2 poniewa» jest to warto±¢
±rednia w rozkªadzie geometrycznym z parametrem p = 1

2 . W Przykªadzie 20 mo»na pokaza¢,
»e E0[T1] =∞ - chocia» w symetrycznym bª¡dzeniu losowym odwiedzamy ka»dy punkt z praw-
dopodobie«stwem 1, ±redni czas oczekiwania na pierwsze odwiedziny "jedynki" (lub jakieko-
gokolwiek innego punktu) jest niesko«czony.

Ogólnie, dla dowolnej zmiennej losowej Y b¦dziemy pisa¢

Ex[Y ] = E[Y |X0 = x].

Twierdzenie Kaca mówi nam, »e ±rednia liczba odwiedzin stanu y przez nieredukowalny ªa«cuch
pomi¦dzy dwiema kolejnymi wizytami w punkcie z jest wprost proporcjonalna do warto±ci π(y),
gdzie π to miara stacjonarna ªa«cucha. Wynika st¡d równo±¢ (7.1) mówi¡ca, »e miara π(y)
jest odwrotnie proporcjonalna do ±redniego czasu oczekiwana na powrót ªa«cucha do stanu y po
opuszczeniu stany y. Naturalnie: im wi¦ksza miara stacjonarna punktu y, tym cz¦±ciej ten punkt
jest odwiedzany przez ªa«cuch. �eby troch¦ przybli»y¢ zaªo»enia Twierdzenia Kaca, zauwa»my,
»e dla ustalonych z oraz y 6= z:(

Tz−1∑
i=0

1{Xi=y}

)
(ω) =

Tz(ω)−1∑
i=0

1{Xi=y}(ω),

a zatem, przy zaªo»eniu »e ªa«cuch wystartowaª z punktu z, warto±¢
∑Tz−1

i=0 1{Xi=y} podaje ile
razy ªa«cuch odwiedziª punkt y zanim powróciª do punktu z. Je±li y = z, wtedy, przy zaªo»eniu
»e ªa«cuch startuje z punktu z, mamy

∑Tz−1
i=0 1{Xi=y} = 1 bo ªa«cuch przebywaª w punkcie z

przed momentem Tz tylko w kroku 0.
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Twierdzenie 20. (Kaca) Niech X b¦dzie nieredukowalny oraz niech z ∈ X. Miara α ∈M+(X)
zde�niowana poprzez:

α(y) = Ez[

Tz−1∑
i=0

1{Xi=y}] = Ez[

Tz∑
i=1

1{Xi=y}]

jest sko«czon¡ miar¡ stacjonarn¡ ªa«cucha X. W szczególno±ci π = 1
α(X) · α jest jedyn¡ proba-

bilistyczn¡ miar¡ stacjonarn¡ oraz

(7.1) π(y) =
1

Ey[Ty]
.

Proof. Niech z ∈ X. Aby uzasadni¢ sko«czono±¢, zauwa»my »e z addytywno±ci caªki E(·),

α(X) =
∑
y∈X

α(y) = Ez[

Tz−1∑
i=0

1] = Ez[Tz] <∞.

Powy»ej skorzystali±my z Lematu 3. Pozostaje udowodni¢ stacjonarno±¢. Dla uproszczenia
notacji b¦dziemy pisa¢ E oraz T zamiast Ez oraz Tz. Zauwa»my:

α(x) = E[
T−1∑
i=0

1{Xi=x}] = E[
∞∑
i=0

1{Xi=x,T>i}] =
∞∑
i=0

P({Xi = x, T > i}).

Niech y ∈ X. Liczymy:∑
x∈X

α(x)P (x, y) =
∑
x∈X

∞∑
i=0

P({Xi = x, T > i})P (x, y) =
∞∑
i=0

∑
x∈X

P({Xi = x, T > i})P (x, y)

Przypadek 1. Zaªó»my y 6= z. Mamy

∞∑
i=0

∑
x∈X

P({Xi = x, T > i})P (x, y) =
∞∑
i=0

P({Xi+1 = y, T > i+ 1}) = α(y).

Przypadek 2. Zaªó»my y = z. Mamy

∞∑
i=0

∑
x∈X

P({Xi = x, T > i})P (x, y) =

∞∑
i=0

P({Xi+1 = y, T = i+ 1}) =

∞∑
i=0

P({T = i+1}) = 1 = α(y).

Dowód stacjonarno±ci jest zako«czony. Jedyno±¢ miary stacjonarnej wynika z ogólnego Twierdzenia
5. �

Udowodnimy teraz mocne prawo wielkich liczb. Na pocz¡tek zauwa»my, »e dla ustalonego
z ∈ X, nasz ªa«cuch odwiedza punkt z ∈ X niesko«czenie wiele razy. Mo»na to argumentowa¢
na ró»ne sposoby. Zaªó»my dodatkowo, »e ªa«cuch startuje z punktu z. Oznaczmy kolejne wizyty
w punkcie z

T1 = Tz, Tn+1 = inf{n > Tn : Xn = z.}
Z mocnej wªasno±ci Markowa wynika, »e ewolucja ªa«cucha po wizycie Tn nie zale»y od wcze±niejszej
historii, w szczególn±ci dostajemy:

E[T1] = E[T2 − T1] = · · · = E[Tn+1 − Tn],

sk¡d E[Tn] = n · E[T1] <∞, zatem P[Tn <∞] = 1. W efekcie widzimy, »e

P[Tn <∞ dla ka»dego n] = P(
⋂
n

{Tn <∞}) = 1.
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Mo»emy zatem bez zmartwie« rozpatrywa¢ niezale»ne wycieczki ªa«cucha pomi¦dzy kolejnymi
wizytami w punkcie z - wykorzystamy je w dowodzie mocnego prawa wielkch liczb. Przypomni-
jmy z twierdzenia Kaca π(z) = 1

Ez [Tz ]
.

Przy bie»¡cych oznaczeniach oczywi±cie XTk = z, k ∈ N. Ci¡g Ti dzieli ªa«cuch X (w sposób
niedeterministyczny!) na kolejne wycieczki B1, B2, . . . startuj¡ce z punktu z:

B1 = X0, X1, . . . , XT1−1

B2 = XT1 , XT1+1, . . . , XT2−1,

które dzi¦ki wªasno±ci Markowa odbywaj¡ si¦ niezale»nie od siebie. Umo»liwia to metod¦ dowodow¡
opart¡ na "regeneracji" ªa«cucha w momencie tra�enia w punkt z. Korzystaj¡c z tej metodologii,
udowodnimy teraz poni»sze mocne prawo wielkich liczb dla ªa«cuchów Markowa, zwane te»moc-
nym twierdzeniem ergodycznym.

Twierdzenie 21. Je±li ªa«cuch X jest nieprzywiedlny oraz f : X → R, wtedy

P


n∑
i=1

f(Xi)

n
−→ Eπ[f ] przy n→∞

 = 1,

gdzie π to miara stacjonarna ªa«cucha X.

Proof. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, »e f jest dodatnia oraz »e ªa«cuch startuje z naszego
ustalonego punktu z ∈ X. Na pocz¡tek postawmy:

N(n) = max{k ∈ N : Tk ≤ n}, n ∈ N,

gdzie T0 := 0 a zatem N(0) = 0. N(n) jest liczb¡ powrotów do punktu z do chwili n (nie liczmy
chwili startowej) a TN(n) jest chwil¡ ostatniej wizyty w z do momentu n. Mamy zatem

(7.2) TN(n) ≤ n < TN(n)+1.

Przypominjmy, »e m := Ez[T ] < ∞ oraz »e Tk to suma dªugo±ci k niezale»nych wycieczek
pomi¦dzy odwiedzinami punktu z, (Tk = T1 + (T2−T1) + · · ·+ (Tk−Tk−1)), st¡d ze "zwykªego"

mocnego prawa wielkich liczb Tk
k → m oraz, poniewa» N(n)→∞,

TN(n)

N(n) →m. Z równania (7.2),

TN(n)

N(n)
≤ n

N(n)
<
TN(n)+1

N(n)
,

a zatem na mocy twierdzenia o trzech ci¡gach, n
N(n) → m. St¡d

(7.3)
N(n)

n
→ 1

m
.

Analogiczne rozumowanie przeprowadzamy dla sum:

B0(f) :=

T0∑
i=0

f(Xi), Bk+1(f) :=

Tk+1∑
i=Tk+1

f(Xi), Sn(f) =

n∑
j=0

f(Xj).

Mamy:
n∑
j=0

Bj(f) =

Tn∑
j=0

f(Xj) = STn(f)
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Dalej, z (7.2), oraz z naszego pomocniczego zaªo»enia f ≥ 0

N(n)∑
j=0

Bj(f) =

TN(n)∑
j=0

f(Xj) ≤ Sn(f) ≤
TN(n)+1∑
j=0

f(Xj) =

N(n)+1∑
j=0

Bj(f).

Z powy»szego, analogicznie jak w poprzednim rozumowaniu, z prawa wielkich liczb dla nieza-
le»nych zmiennych Bj(f), z faktu Nn → ∞ oraz z twierdzenia o trzech ci¡gach dostajemy, »e
Sn(f)
N(n) → E[B1(f)]. St¡d oraz z (7.3),

Sn(f)

n
=
Sn(f)

N(n)
· N(n)

n
→ 1

m
· E[B1(f)].

Przypomnijmy, »e m = Ez[T ] = Ez[Tz] oraz π = α
m . Twierdzenie Kaca zako«czy dowód,

poniewa»

E[B1(f)] = E[
∑
x∈X

f(x)

Tz−1∑
i=0

1{Xi=x}] =
∑
x∈X

α(x)f(x) =
∑
x∈X

π(x) ·mf(x) = m · Eπ[f ].

Dostajemy zatem, »e ªa«cuch startuj¡cy z punktu z speªnia mocne prawo wielkich liczb. Punkt
z byª wybrany dowolnie, wobec tego dowód twierdzenia mo»na uzna¢ za zako«czony. �

Zauwa»my, »e w dowodzie (ani w zaªo»eniach twierdzenia) nie potrzebujemy, by ªa«cuch
byª nieokresowy. Przy równie ogólnych zaªo»eniach prawdziwe jest Centralne Twierdzenie
Graniczne, które dla dyskretnych ªa«cuchów Markowa mo»na prosto sformuªowa¢:

Twierdzenie 22 (Centralne Twierdzenie Graniczne). Niech X b¦dzie ªa«cuchem nieprzywiedl-
nym o mierze stacjonarnej π. Zachodzi dla dowolnego rozkªadu pocz¡tkowego i dowolnej funkcji
f : X → R nast¦puj¡ca sªaba zbie»no±¢ do rozkªadu normalnego:

1√
n

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f(Xi)− Eπ[f ]

∣∣∣∣∣→ N(0, σ2(f)),

gdzie wariancja σ2(f) nie zale»y od rozkªadu pocz¡tkowego i mo»na j¡ zde�niowa¢ jako:

σ2(f) = lim
n→∞

1

n
D2(

1

n

n∑
i=1

f(Xi)).

Powy»sze twierdzenie równie» posiada dowody oparte na idei regeneracji ale pomijamy dowód
- semestr powoli zbli»a si¦ ju» ku ko«cowi (a my nie jeste±my dostatecznie szaleni by przekroczy¢
dopuszczalne st¦»enie dowodów w wykªadzie). Nie przedstawili±my równie» dowodu Twierdzenia
6 w niniejszym specjalnym przypadku - ten jednak wyniknie bªyskawicznie z dalszych, ogól-
niejszych rozwa»a«.

Na zako«czenie przytoczmy twierdzenie dotycz¡ce klasy�kacji stanów dowolnego ªa«cucha,
które elegancko formuªuje si¦ w przypadku sko«czonym (analogicznie jest w przypadku przeliczal-
nym) i wyja±nia dlaczego teoria nieprzywiedlnych ªa«cuchów Markowa jest tak istotna dla przy-
padku dyskretnego.

Twierdzenie 23. Dla dowolnego ªa«cucha przestrze« stanów X rozbija si¦ na sum¡ rozª¡cznych
zbiorów T,X1, X2, . . . , gdzie T jest zbiorem stanów chwilowych, tj. dla dowolnego x ∈ T ªa«cuch
startuj¡cy z x powróci do stanu x co najwy»ej sko«czenie wiele razy z prawdopodobie«stwem 1,
natomiast ka»dy ze zbiorów Xi jest zbiorem absorbuj¡cym takim, »e ªa«cuch zaw¦»ony do zbioru
Xi jest ªa«cuchem nieprzewiedlnym.
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Przy oznaczeniach powy»szego twierdzenia, ªa«cuch startuj¡cy z punktu x ∈ Xk mo»e by¢
analizowany jako ªa«cuch nieprzywiedlny na zbiorze Xk. W przypadku sko«czonym, zbiór T z
prawdopodobie«stwem 1 zostajnie opuszczony przez ªa«cuch, który tra� do którego± ze zbiorów
Xk i ju» tam pozostanie. W przypadku przeliczalnym zbiór T nie ma tak prostej charakteryzacji:
ªa«cuch startuj¡cy z x ∈ T mo»e tra�¢ do pewngo zbioru Xk i ju» tam zosta¢ lub mo»e pozosta¢
na zawsze w zbiorze T , gdzie ka»dy z punktów zostanie odwiedzony co najwy»ej sko«czenie wiele
razy.

8. Sprz¦ganie ªa«cuchów i zbie»no±¢ do miary stacjonarnej. Zbie»no±¢

geometryczna.

Wracamy do ogólnej teorii, w której zakªadamy, »e X jest przestrzeni¡ topologiczn¡ polsk¡.
Jest to ju» ostatni rozdziaª dotycz¡cy klasycznej teorii ªa«cuchów Markowa (mam na my±li teori¦
nieredukowalnych ªa«cuchów opart¡ na metodach probabilistycznych). W niniejszym rozdziale
zajmiejmy si¦ m.in. technik¡ sprz¦gania ªa«cuchów, która jest w pewnym sensie przeniesiem idei
regeneracji ªa«cucha z przypadku dyskretnego na przypadek ci¡gªy.

B¦dziemy od tej pory u»ywa¢ nast¦puj¡cej "wersji" normy caªkowitego wahania miary

(8.1) ||P1 − P2|| = sup
C∈B(X)

|P1(C)− P2(C)|, P1, P2 ∈M1(X).

Z dokªadno±ci¡ do przemno»enia przez staª¡ 2 jest ona równa normie, któr¡ znamy z poprzed-
nich, ogólniejszych rozwa»a«. Nie b¦dziemy ju» pracowa¢ na miarach znakozmiennych dlatego,
w zaw¦»eniu do miar probabilistycznych, upraszczamy sobie notacj¦ zapominaj¡c o staªej 2.

Dla A ⊂ R oznaczamy:

M(X,A) = {f : X → A|f − mierzalna}.

Zaczniemy od udowodnienia kilku wªasno±ci:

Propozycja 6. ||P1 − P2|| = sup
f∈M(X,[0,1])

|
∫
X

fdP1 −
∫
X

fdP2|.

Proof. Niech P0 = P1 + P2. Miary P1 i P2 s¡ absolutnie ci¡gªe wzgl¦dem P0 a zatem mamy
z twierdzenia Radona-Nikodyma:

∫
X

fdPi =
∫
X

f dPi
dP0

dP0. Niech gi = dPi
dP0

oznacza pochodn¡

Radona-Nikodyma. Mamy: |
∫
X

fdP1 −
∫
X

fdP2| = |
∫
X

f · (g1 − g2)dP0|. Ta wielko±¢ przyjmuje

warto±¢ maksymaln¡ gdy f = 1 na zbiorze A := {g1 − g2 > 0} oraz f = 0 na A′, a zatem dla
f = 1A. Mamy

|
∫
X

1A · (g1 − g2)dP0| = |P1(A)− P2(A)|.

To ko«czy dowód, poniewa» dla dowolnego B ∈ B(X) :

|P1(B)− P2(B)| = |
∫
X

1BdP1 −
∫
X

1BdP2| ≤ sup
f∈Me(X,[0,1])

|
∫
X

fdP1 −
∫
X

fdP2|

�

Z powy»szego wynika nast¦puj¡cy wniosek:

Wniosek 4. ||P1 − P2|| = 1
b−a sup

f∈M(X,[a,b])
|
∫
X

fdP1 −
∫
X

fdP2|
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Pokazuje si¦, »e operator

P : (M(X), || · ||)→ (M(X), || · ||)
jest sªab¡ kontrakcj¡ (tzn. ma staª¡ Lipschitza równ¡ 1). My poka»emy ten (prosty) fakt w
zaw¦»eniu do miar probabilistycznch:

Propozycja 7. ||PP1 − PP2|| ≤ ||P1 − P2||, P1, P2 ∈M1(X).

Proof. Mo»emy zastosowa¢ Propozycj¦ 6:

||PP1 − PP2|| = sup
f∈Me(X,[0,1])

|
∫
X

∫
X

f(y)P (x, dy)P1(dx)−
∫
X

∫
X

f(y)P (x, dy)P2(dx)| ≤

≤ sup
h∈Me(X,[0,1])

|
∫
X

hdP1 −
∫
X

hdP2| = ||P1 − P2||,

poniewa» funkcja h(x) =
∫
X

f(y)P (x, dy) ma warto±ci w [0, 1] gdy f ma warto±ci w [0, 1]. �

Wniosek 5. Z powy»szego wnioskujemy, »e je±li π ∈M1(X) jest miar¡ stacjonarn¡, wtedy

||Pn(x, ·)− π|| ≤ ||Pn−1(x, ·)− π||, x ∈ X, n ∈ N+.

Widzimy, »e rozkªady ªa«cucha nie oddalaj¡ si¦ od miary stacjonarnej. Powy»szy wniosek
oczywi±cie nie daje nam informacji o tempie zbie»no±ci ªa«cucha do miary stacjonarnej (ani
nawet nie implikuje samej zbie»no±ci).

W przypadku sko«czonymX = {1, . . . , d}, z algebry liniowej (m.in. z teorii Jordana) wynika »e
rozkªady nieprzywiedlnego nieokresowego ªa«cucha zbiegaj¡ szybko - w tempie geometrycznym -
do rozkªadu stacjonarnego i tempo tej zbie»no±ci jest ograniczone z góry przez warto±¢ najwi¦kszej
warto±ci wªasnej nie b¦d¡cej jedynk¡. W takim przypadku mamy faktycznie PXn =

(
P T
)n PX0 i

mo»emy skorzysta¢ z postaci Jordana stochastycznej macierzy przej±cia P oraz z odpowiednich
twierdze« algebry liniowej by otrzyma¢ geometryczne tempo zbie»no±ci postaci

||PXn − π|| ≤ rn||PX0 − π||,
gdzie staªa r ∈ (0, 1).

W przypadku ogólnym (X - przestrze« polska) mog¡ wyst¦powa¢ ró»norodne zachowania,
je±li chodzi o tempo zbie»no±ci ªa«cucha. Przykªadem jako±ciowo du»ego tempa zbie»no±ci jest
wªa±nie wspomniane geometryczne (wykªadnicze) tempo zbie»no±ci, wyst¦puj¡ce w poni»szej
de�nicji.

De�nicja 22. �a«cuch Markowa z miar¡ stacjonarn¡ π ∈ M1(X) jest jednostajnie ergody-
czny (uniformly ergodic) je±li dla pewnego r < 1 oraz M ∈ R+:

||Pn(x, ·)− π|| ≤M · rn, dla ka»dego x ∈ X.

Z dotychczasowej dyskusji wynika, »e nieprzywiedlne nieokresowe ªa«cuchy Markowa na dyskret-
nej przestrzeni stanów zawsze s¡ jednostajnie ergodyczne. W modelowaniu matematycznym
cz¦sto jednak rozwa»a si¦ ci¡gª¡ przestrze« stanówX i z punktu widzenia zastosowa« teorii cz¦sto
wa»ne jest okre±lenie warunków, przy których ªa«cuch zbiega szybko do rozkªadu stacjonarnego.
Jedn¡ z wa»nych probabilistycznych technik analizy zbie»no±ci oraz tempa zbie»no±ci niere-
dukowalnego ªa«cucha na ci¡gªej przestrzeni stanów jest technika sprz¦gania ªa«cuchów (cou-
pling, splitting technique). Technika ta bazuje na nast¦puj¡cej nierówno±ci: (coupling in-
equality)

(8.2) ||PZ − PY || ≤ P(Z 6= Y ),
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gdzie Z oraz Y to dowolne zmienne losowe o warto±ciach w przestrzeni X. Nierówno±¢ (8.2)
mo»e by¢ wykorzystana nast¦puj¡co: dla ªa«cucha Xn o mierze stacjonarnej π skonstruujemy
powi¡zany z nim ªa«cuch X ′n o tym samym j¡drze przej±cia znajduj¡cy si¦ od pocz¡tku w stanie
stacjonarnym, tj. PX′n = π, n ∈ N. Nierówno±¢ (8.2) daje nam wtedy nast¦puj¡ce ograniczenie
na tempo zbie»no±ci:

(8.3) ||PXn − π|| ≤ P (Xn 6= X ′n).

Dowód nierówno±ci (8.2). Niech A ∈ B(X). Mamy

|P(Z ∈ A)−P(Y ∈ A)| = |P(Z ∈ A,Z = Y )+P(Z ∈ A,Z 6= Y )−P(Y ∈ A,Z = Y )|−P(Y ∈ A,Z 6= Y )| =

= |P(Z ∈ A,Z 6= Y )− P(Y ∈ A,Z 6= Y )| ≤ P (Z 6= Y ).

Wobec powy»szego:

||PZ − PY || = sup
A∈B(X)

|P(Z ∈ A)− P(Y ∈ A)| ≤ P (Z 6= Y ). �.

Poni»ej przedstawimy jak dla j¡dra przej±cia P z jedynym rozkªadem stacjonarnym π przeprowadzi¢
konstrukcj¦ ªa«cuchów sprz¦»onych: ªa«cucha X = {Xn}n∈N oraz ªa«cucha X ′n. Konstrukcja nie
b¦dzie w peªni formalna - zakªadamy bez straty ogólno±ci, »e nasza wyj±ciowa przestrze« proba-
bilistyczna (Ω,Σ,P) jest wystarczaj¡co bogata by j¡ przeprowadzi¢ formalnie. Zanim zaczniemy,
potrzebujemy jednak wprowadzi¢ jeszcze poj¦cie zbioru maªego C ∈ B(X). Klasa zbiorów maªych
jest wyznaczona przez wªasno±ci j¡dra przej±cia P i nie ma nic wspólnego z metryk¡ na przestrzeni
X. Jest to naturalne m.in. dlatego, »e ani prawdopodobie«stwo zbioru, ani norma caªkowitego
wahania miary, nie zale»¡ od naszej metryki d.

De�nicja 23. Powiemy, »e zbiór C ∈ B(X) jest zbiorem (n0, ε, ν)-maªym, lub inaczej »e jest
zbiorem (n0, ε · ν)-maªym, je±li dla staªej n0 ∈ N+, staªej ε > 0 oraz miary probabilistycznej ν
zachodzi:

(8.4) Pn0(x, ·) ≥ εν(·), x ∈ C.

Powiemy, »e zbiór C jest zbiorem maªym, je±li dla pewnych staªych n0 i ε > 0 oraz pewnej miary
ν ∈M1(X) jest on zbiorem (n0, ε, ν)-maªym.

Przyjrzyjmy si¦ warunkowi (8.4), który mo»na zapisa¢ równowa»nie jako: inf
x∈C

Pn0(x, ·) ≥
εν(·). Intuicja jest nast¦puj¡ca: zbiór C jest maªy, gdy znajdziemy na tyle du»e n0 ∈ N,
»e wszystkie rozkªady Pn0(x, ·), x ∈ C, "`zazebiaj¡ si¦ ze sob¡" w tym sensie, »e posiadaj¡
niezerow¡ cz¦±¢ wspóln¡, tj. s¡ ograniczone z doªu przez pewn¡ niezerow¡ miar¦ dodatni¡ ε · ν.
Przykªad 22. Dla dowolnego j¡dra przej±cia oraz punktu x ∈ X, singleton {x} jest zbiorem
maªym. Warunek (8.4) jest trywialnie speªniony dla staªych n0 = 1, ε = 1 oraz miary ν = P (x, ·).
Przykªad 23. Dla dowolnego nieprzywiedlnego nieokresowego ªa«cucha X na sko«czonej przestrzeni
X = {1, . . . , d} caªa przestrze« X jest zbiorem maªym. Wynika to z wªasno±ci, »e dla pewnego
n0 dostatecznie du»ego wszystkie stany si¦ ze sob¡ komunikuj¡ w n0 krokach, tzn. Pn0(x, y) > 0
dla dowolnych x, y ∈ X. Zatem mo»na ªatwo dobra¢ miar¦ postaci εν de�niuj¡c dla dowolnego
z ∈ X, ε · ν(z) = min{Pn0(x, y) : x, y ∈ X}.
Przykªad 24. W bª¡dzeniu losowym po przestrzeniX = Z ka»dy zbiór ograniczony jest zbiorem
maªym. Ka»dy zbiór nieograniczony nie jest zbiorem maªym.

Przykªad 25. Je±liX jest przestrzeni¡ zwart¡ oraz dla pewnego n ∈ N+ g¦sto±¢ f j¡dra przej±cia
Pn(x, ·), tj. funkcja speªniaj¡ca Pn(x,A) =

∫
A f(x, y)dy, jest dodatnia oraz ci¡gªa, wtedy caªa

przestrze« X jest zbiorem maªym.
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O ile jest oczywiste, »e podzbiór zbioru maªego jest zbiorem maªym, trzeba pami¦ta¢, »e w
ogólnym przypadku suma zbiorów maªych mo»e ju» nie by¢ zbiorem maªym: je±li ªa«cuch nie
jest nieredukowalny i posiada dwa rozª¡czne zbiory absorbuj¡ce A oraz B, wtedy dla wybranych
a ∈ A, b ∈ B, zbiór {a, b} nie b¦dzie maªy - miary Pn(a, ·) oraz Pn(b, ·) maj¡ zerow¡ "cz¦±¢
wspóln¡", poniewa» s¡ skupione na rozª¡cznych podzbiorach przestrzeni X.

W poni»szej konstrukcji ªa«cuchów sprz¦»onych zakªadamy, »e mamy (n0, ε, ν)-maªy zbiór C.

Coupling construction (CC)
Na starcie n = 0 losujemy X0 = x z rozkªadu pocz¡tkowego oraz X ′0 = x′ z rozkªadu

stacjonarnego π.
P¦tla: Maj¡c dane Xn = x oraz X ′n = x′:

(1) Je±li x = x′, losujemy Xn+1 = X ′n+1 z rozkªadu P (x, ·), kªadziemy n := n+ 1, wracamy
na pocz¡tek p¦tli

(2) Je±li x ∈ C oraz x′ ∈ C:
(a) z prawdopobie«stwem ε losujemy Xn+n0 = X ′n+n0

z rozkªadu ν,
(b) z prawdopodbie«stwem 1− ε losujemy Xn+n0 = xn+n0 oraz X ′n+n0

= x′n+n0
nieza-

le»nie od siebie, Xn+n0 rozkªadu 1
1−ε(P

n0(x, ·)− ε · ν), natomiast X ′n+n0
rozkªadu

1
1−ε(P

n0(x′, ·)− ε · ν).

Je±li n0 > 1, losujemy wektory (Xn+1, . . . , Xn+n0−1) oraz (X ′n+1, . . . , X
′
n+n0−1) nieza-

le»nie, z ich rozkªadów warunkowych P(·|Xn = xn, Xn+n0 = xn+n0) oraz P(·|X ′n =
x′n, X

′
n+n0

= x′n+n0
) by uzupeªni¢ brakuj¡ce zmienne w ªa«cuchu

Po wykonaniu kroku 2) kªadziemy n := n+ n0 i wracamy na pocz¡tek p¦tli
(3) Je±li nie zachodzi (1) ani (2), wtedy losujemy, niezale»nie od siebie, Xn+1 z rozkªadu

P (x, ·) oraz X ′n+1 z rozkªadu P (x′, ·), kªadziemy n := n+ 1, wracamy na pocz¡tek p¦tli.

Jaki jest sens powy»szej konstrukcji?

(1) Po pierwsze, mo»na sprawdzi¢, »e uzyskane ci¡gi Xn oraz X ′n s¡ ªa«cuchami Markowa
o zadanym j¡drze przej±cia P (równowa»nie: ka»dy z ci¡gów Xn ma rozkªady sko«cze-
nie wymiarowe zadane przez j¡dro przej±cia P . W Kroku 2(b) dolosowujemy braku-
j¡ce fragmenty ªa«cucha z odpowiednich rozkªadów warunkowych wªa±nie po to by za-
chowa¢ prawidªowy rozkªad ªa«cucha). W szczególno±ci, PX′n = π, poniewa» ªa«cuch X ′n
startowaª z rozkªadu stacjonarnego. Celem konstrukcji jest uzyskanie ªa«cuchów maj¡-
cych mo»liwie du»e prawdopodbie«stwo zdarzenia {Xn = X ′n} by nast¦pnie zastosowa¢
nierówno±¢ (8.3) do analizy zbie»no±ci ªa«cucha Xn do rozkªadu stacjonarnego π.

(2) W Kroku 1 widzimy, »e je±li ªa«cuchy w którym± kroku przyjm¡ t¡ sam¡ warto±¢,
pozostaj¡ ju» sobie równe w dalszych krokach. W chwili startowej n = 0 nale»y si¦
spodziewa¢ »e maj¡ ró»ne warto±ci (przy naturalnych zaªo»eniach - z prawdopodobie«st-
wem jeden startuj¡ z ró»nych punktów). �a«cuchy �dziaªaj¡� niezale»nie a» do momentu
gdy oba w tym samym kroku tra�¡ w zbiór maªy C.

(3) W Krokach 2 i 3 widzimy, »e je±li bie»¡ce warto±ci ªa«cuchów jeszcze nie s¡ sobie równe,
dziaªaj¡ one niezale»nie a» do momentu, gdy oba równocze±nie tra�¡ w zbiór C - za
ka»dym tra�eniem wektora (Xn, X

′
n) w zbiór C2 z prawdopodobie«stwem ε zajdzie

zdarzenienie Xn+1 = Xn+1′ . St¡d, je±li wiemy, »e ci¡g (X,X
′
n) odwiedzi niesko«cze-

nie wiele razy zbiór C2, mamy zagwarantowane P (Xn = X ′n) → 1 (poniewa» ε > 0). A
to na mocy nierównosci (8.3) dowodzi zbie»no±ci ªa«cucha Xn do miary π.

W przypadku dyskretnym w dowodach stosowali±my technik¦ regeneracji ªa«cucha po ka»dym
tra�eniu w punkt z. W przypadku ogólnym zazwyczaj nie mamy mo»liwo±ci tra�¢ w wybrany
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singleton {z}, natomiast ka»dorazowe tra�enie pary ªa«cuchów sprz¦»onych w zbiór maªy C jest
namiastk¡ regeneracji która umo»liwia w Kroku 2(a) z dodatnim prawdopodobie«stwem zlepienie
si¦ ªa«cuchów.

Przykªadowe zastosowanie tej techniki zobaczymy teraz w dowodzie poni»szego twierdzenia,
daj¡cego prosty warunek dostateczny dla jednostajnej ergodyczno±ci ªa«cucha.

Twierdzenie 24. X jest ªa«cuchem o rozkªadzie stacjonarnym π. Rozwa»my przypadek spec-
jalny, gdy caªa przestrze« jest zbiorem maªym, tzn. X jest zbiorem (n0, ε, ν)-maªym. Wtedy X
jest jednostajnie ergodyczny:

||Pn(x, ·)− π|| ≤ (1− ε)b
n
n0
c
, x ∈ X.

Proof. Stosuj¡c konstrukcj¦ sprz¦gania ªa«cuchów (CC) z wykorzystaniem zbioru maªego C = X
widzimy, »e w n = m · n0 krokach mieli±my co najmniej m szans na zlepienie si¦ ªa«cuchów - za
ka»ym razem z prawd. ε > 0, zatem po n = m · n0 krokach mamy

P({Xn 6= X ′n}) ≤ (1− ε)m.
St¡d, korzystaj¡c z Wniosku 5, dla dowolnego n ∈ N

P({Xn 6= X ′n}) ≤ (1− ε)b
n
n0
c
.

Nierówno±¢ 8.2 ko«czy dowód. �

W szczególno±ci, poniewa» w przypadku dyskretnym X = {1, . . . , d} caªa przestrze« niere-
dukowalnego nieokresowego ªa«cucha jest zbiorem maªym, wªa±nie udowodnili±my twierdzenie o
zbie»no±ci ªa«cucha do miary stacjonarnej z dowolnego punktu pocz¡tkowego, daj¡c przy okazji
informacj¦ o tempie zbie»no±ci.

A jak udowodni¢ Twierdzenie 6 korzystaj¡c z techniki ªa«cuchów sprz¦»onych? Tutaj trzeba
wykorzysta¢ rezultaty wi¡»¡ce istnienie zbiorów maªych z istnieniem miary stacjonarnej - za-
chodzi nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 25. Dla nieredukowalnego ªa«cucha Markowa z miar¡ stacjonarn¡ π istnieje zbiór
maªy C taki, »e π(C) > 0 oraz ν(C) > 0, gdzie ν to miara wyst¦puj¡ca w de�nicji zbioru
(n, ε, ν)− maªego C.

By udowodni¢ Twierdzenie 6 pokazujemy, »e w konstrukcji ªa«cuchów sprz¦»onych (Xn, X
′
n)

zbiór C × C, gdzie C pochodzi z Twierdzenia 25, zostanie odwiedzony przez par¦ t¦ ªa«cuchów
niesko«czenie wiele razy, co zako«czy dowód analogicznie jak w Twierdzeniu 24. Omijamy ten
dowód, poniewa» mamy ju» zielony maj i brak czasu a nie znam zwi¦zªego dowodu.

Troch¦ sªabszym warunkiem ni» jednostajna ergodyczno±¢, okre±laj¡cym jako±ciowo du»e
tempo zbie»no±ci, jest geometryczna ergodyczno±¢:

De�nicja 24. �a«cuch X posiadaj¡cy miar¦ stacjonarn¡ π ∈M1(X) jest geometrycznie ergody-
czny, je±li:

||Pn(x, ·)− π|| ≤M(x) · rn,
gdzie r < 1 oraz M(x) <∞ dla π− prawie ka»dego x ∈ X.

Podamy teraz warunek wystarczaj¡cy dla geometrycznej ergodyczno±ci, który wykorzystuje
poj¦cia zbioru maªego oraz funkcj¦ Lapunowa V , zwany warunkiem (geometrycznego) dryfu.

De�nicja 25. Powiemy, »e ªa«cuch X speªnia warunek dryfu w kierunku zbioru C dla funkcji
V : X → [1,∞] je±li istniej¡ staªe λ ∈ (0, 1) oraz b ∈ R+, t»e:

(8.5) PV (x) ≤ λV (x) + b · 1C(x), x ∈ X.
Równowa»nie:

E[V (Xn+1)|Xn = x] ≤ λ · V (x) + b · 1C(x).
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Zadanie 23. a) Zauwa», »e warunek dryfu (8.5) wymusza, »e C 6= ∅. b) Ogólniej, zauwa», ze
C jest zbiorem osi¡galnym z ka»dego punktu x speªniaj¡cego V (x) <∞.

Mo»emy teraz sformuªowa¢ ogólny wynik:

Twierdzenie 26. Niech X b¦dzie nieredukowalnym nieokresowym ªa«cuchem z miar¡ stacjonarn¡
π ∈M1(X). Zaªó»my, »e C ∈ B(X) jest zbiorem (n0, ε, ν)− maªym oraz speªniony jest warunek
dryfu (8.5) w kierunku zbioru C wzdªu» funkcji V : X → [1,∞] takiej, »e V (x) < ∞ dla π−
prawie ka»dego x ∈ X. Wtedy X jest geometrycznie ergodyczny.

Powy»sze twierdzenie równie» mo»na udowodni¢ korzystaj¡c z konstrukcji ªa«cuchów sprz¦»onych
- warunek dryfu daje dodatkow¡ kontrol¦ nad zachowaniem ªa«cucha sk¡d, przy u»yciu pewnej
do±¢ skomplikowanej konstrukcji, mo»emy oszacowa¢ P (Xn 6= X ′n) uzyskuj¡c ostatecznie in-
formacj¦ o geometrycznym tempie zbie»no±ci. Nie znam eleganckiego dowodu Twierdzenia 26.
Dowód, który znam, prawodopodobnie uczyniªby Pa«stwa mniej szcz¦±liwymi lud¹mi. Aczkol-
wiek istnieje elegancki i krótki dowód pewnego specjalnego przypadku Twierdzenia 26, autorstwa
Martina Hairera (medal Fieldsa 2014), który Pa«stwu pode±l¦ jako materiaªy uzupeªniaj¡ce do
wykªadu.

Zako«czyli±my omawia¢ klasyczn¡ teori¦ ªa«cuchów Markowa. Dokonaªo si¦.

9. Zastosowania w statystyce - metody MCMC

Jednym z problemów statystyki jest umiej¦tno±¢ wylosowania próbki ze skomplikowanego
rozkªadu prawdopodobie«stwa π ∈ M(Rn) - problem ten mo»e by¢ szczególnie trudny przy
du»ej liczbie wymiarów n. Bardzo popularn¡ metod¡ omini¦cia tego problemu staªy si¦ metody
MCMC (Markov Chain Monte Carlo) polegaj¡ce na skonstruowaniu odpowiedniego ªa«cucha
Markowa zbie»nego z prawie ka»dego punktu, najlepiej szybko, do zadanego rozkªadu. Dzi¦ki
temu warto±¢ ªa«cucha po n krokach, dla dostatecznie du»ego n, b¦dzie mo»na traktowa¢ z
dobrym przybli»eniem jako pochodz¡c¡ z rozkªadu π. Równie wa»nym problemem statystyki
jest umiej¦tno±¢ policzenia caªki

∫
fdπ, gdzie π jest wspomnianym skomplikowanym rozkªadem.

Gdyby±my potra�li uzyska¢ prób¦ Z1, Z2, . . . z rozkªadu π, wtedy klasyczna metoda Monte
Carlo, na podstawie prawa wielkich liczb, daje nam zbie»no±¢ z prawdopodobie«stwem 1

1

n

N∑
i=1

f(Zi)→
∫
fdπ,

zatem, dla odpowiednio du»ego n, sko«czona suma 1
n

∑N
i=1 f(Zi) b¦dzie dobrym przybli»eniem

nieznanej warto±ci
∫
fdπ. Gdy nie potra�my uzyska¢ próby Z1, Z2, . . . ale potra�my skon-

struowa¢ nieredukowalny ªa«cuch Markowa z miar¡ stacjonarn¡ π, wtedy na mocy prawa wielkich
liczb dla ªa«cuchów Markowa

1

n

N∑
i=1

f(Xi)→
∫
fdπ

co równie» pozwala nam aproksymowa¢ warto±¢
∫
fdπ. Wydawa¢ by si¦ mogªo »e skonstruowanie

ªa«cucha Markowa zbie»nego do skomplikowanego rozkªadu jest szczególnie trudnym zadaniem.
Jest zupeªnie przeciwnie. Podstawowe algorytmy MCMC to algorytm Metropolisa-Hastinga
oraz algorytm Gibbsa. Skupimy si¦ na algorytmie Metropolisa-Hastinga, który jest szerzej
stosowany (i bardzo ªatwy w implementacji).

Zakªadamy, »e znamy funkcj¦ nieujemn¡ h : Rn → R tak¡, »e po unormowaniu jest ona g¦s-
to±ci¡ rozkªadu π, tzn. hπ = c · h jest g¦sto±ci¡ rozkªadu π dla pewnej staªej c ∈ R+. Takie
sformuªowanie problemu (nieznajomo±¢ staªej normuj¡cej c) wynika z zastoswania omawianej



34

teorii we wnioskowaniu Bayesowskim, gdzie warto±¢ g¦sto±ci a posteriori jest w pierwszej kole-
jno±ci znana jedynie z dokªadno±ci¡ do wspomnianej staªej.

Algorytm Metropolisa-Hastingsa: Niech Q ∈ K(Rn) b¦dzie j¡drem przej±cia o g¦sto±ci q,
tzn. mamy Q(x,A) =

∫
A q(x, y)dy. Krok rekurencyjny wygl¡da nast¦puj¡co: Je±li jeste±my w

stanie Xn = x, wtedy losujemy punkt y z rozkªadu Q(x, ·) a nast¦pnie z prawdopodobie«stwem
α(x, y) stawiamyXn+1 = y natomiast z prawdopodobie«stwem 1−α(x, y) pozostajemy w punkcie
x, tzn. stawiamy Xn+1 = x. Pozostaje jedynie zde�niowa¢ odpowiednio

α(x, y) = min{1, h(y) · q(y, x)

h(x) · q(x, y)
},

przy czym stawiamy α(x, y) := 1 wsz¦dzie gdzie mianownik w powy»szym wyra»eniu si¦ zeruje.

Uwaga 4. Zauwa»my, »e de�nicja algorytmu M-H nie wymaga znajomo±ci staªej normalizu-
j¡cej c. Skonstruowanie algorytmu wymaga jedynie umiej¦tno±ci liczenia warto±ci funkcji h oraz
umiej¦tno±ci losowania z j¡dra Q(x, ·).

Na pierwszy rzut oka warto±¢ prawdopodobie«stwa akceptacji nowego punktu jest "zaskaku-
j¡ca", tzn. wzór na funkcj¦ α wydaje si¦ niejasny. Jego posta¢ wynika z nast¦puj¡cego twierdzenia,
które dowodzi si¦ bezpo±rednim rachunkiem (do±¢ krótkim).

Twierdzenie 27. Rozkªad π ∈ M1(X) (zadany g¦sto±ci¡ hπ) jest rozkªadem stacjonarnym al-
gorytmu Metropolisa-Hastingsa.

Powy»sze Twierdzenie mo»e by¢ zaskakuj¡ce tym bardziej, »e nic nie zaªo»yli±my o j¡drze
przej±cia Q (poza tym »e posiada g¦sto±¢). Dodatkowo, przy raczej naturalnych zaªo»eniach o
j¡drze przej±cia Q, ªatwo pokazuje si¦, »e algorytm M-H jest nieredukowalny oraz nieokresowy, a
zatem, na mocy Twierdzenia 6, zbiega on do miary stacjonarnej! Dodatkowo, speªnia on mocne
prawo wielkich liczb. Intuicyjnie: j¡dro przej±cia Q musi umo»liwi¢ algorytmowi "swobodn¡
w¦drówk¦" po przestrzeni X ( zakªadamy: X ⊂ Rn).

Przykªadowe zaªo»enia (du»o mocniejsze ni» konieczne) daj¦ poni»ej.

Twierdzenie 28. Je±li g¦sto±¢ j¡dra Q jest dodatnia na caªej przestrzeni, wtedy algorytm M-H
jest nieredukowalny (wzgl¦dem miary π) i nieokresowy. W szczególno±¢i, jest zbie»ny silnie do
miary stacjonarnej oraz speªnia mocne prawo wielkich liczb.

Zamiast zastanawia¢ si¦ nad ogólnymi zaªo»eniami, jakie trzeba naªo»y¢ na j¡dro przej±cia Q,
rozwa»my prosty przypadek, która przyniesie troch¦ intuicji zwi¡zanej z algorytmem M-H.

Przypadek: j¡dro symetryczne. Zaªó»my »e X = Rn oraz »e j¡dro przej±cia Q ma
symetryczn¡ g¦sto±¢, tzn. q(x, y) = q(y, x) - zaªo»enie symetrii jest tutaj naturalne, poniewa»
przestrze« Rn jest jednorodna. Przykªadowo: je±li Q(x, ·) to rozkªad normalny Nn(x, σ · In) lub
rozkªad jednostajny na kuli n-wymiarowejK(x, r), wtedy j¡dro jest zadane g¦sto±ci¡ symetryczn¡
(ªatwo sprawdzi¢!) W symetrycznym przypadku, po wylosowaniu punktu y z rozkªadu Q(x, ·),
zostaje on zaakceptowany jako warto±¢ algorytmu w kolejnym kroku z prawdodpodobie«stwem

α(x, y) = min{1, h(y)

h(x)
},

gdzie x to stan algorytmu w kroku bie»¡cym. Tutaj interpretacja jest juz prosta: je±li warto±¢
g¦sto±ci h(y) jest wi¦ksza ni» warto±¢ g¦sto±ci w kroku bie»¡cym h(x), wtedy z prawdopodobie«st-
wem 1 przechodzimy do stanu y. Je±li warto±¢ h(y) jest mniejsza ni» bie»¡ca warto±¢ h(x),
wtedy prawdopdobie«stwo jest ju» mniejsze - jak widzimy, jest tym mniejsze, im mniejsza jest
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warto±¢ uªamka h(y)
h(x) . Krótko mówi¡c: miejsca w przestrzeni o wi¦kszej warto±ci hπ s¡ ch¦tniej

odwiedzane w przestrzeni ni» miejsca o mniejszych warto±ciach hπ. Poniewa» hπ jest g¦sto±ci¡
rozkªadu stacjonarnego, jest to zgodne z intuicj¡ oraz z teori¡: zbiory o wi¦kszej warto±ci miary
stacjonarnej π s¡ cz¦±ciej odwiedzane przez algorytm.

A co z tempem zbie»no±ci algorytmu? Jest ono oczywi±cie zale»ne zarówno od g¦sto±ci do-
celowej hπ, jak i od j¡dra przej±cia Q. Tempo zbie»no±ci mo»na bada¢ warunkami dryfu z
poprzedniego rozdziaªu. Jest to jednak problem bardzo trudny (m.in. rachunkowo) - nie ma
ogólnego przepisu na funkcj¦ Lapunova V wyst¦puj¡c¡ w warunkach dryfu. Jest to do±¢ charak-
terystyczna sytuacja dla matematyki stosowanej - maj¡c odpowiednie narz¦dzia teoretyczne,
do±¢ ªatwo uzasadniamy poprawno±¢ danej metody (w naszym wypadku - zbie»no±¢ do miary
stacjonarnej). Jednak w kwestii efektywno±¢i danej metody, ze wzgl¦du na zªo»ono±¢ problemu,
badania nad tempem zbie»nosci s¡ prowadzone przede wszystkim numerycznie (co nie powstrzy-
muje teoretyków przed dalszym rozwojem teorii).

10. �a«cuchy Markowa w optymalizacji.

Zakªadamy, »e mamy funkcj¦ mierzaln¡ f : X → R posiadaj¡c¡ minimum globalne. Bez straty
ogólno±ci zakªadamy »e warto±¢ funkcji w minimum globalnym wynosi zero a zatem de�niujemy
zbiór minimów globalnych jako

A? = {x ∈ A : f(x) = 0}.

Wiele problemów nauki i techniki sprowadza si¦ do znalezienia minimum globalnego funkcji f
(problemy minimalizacji funkcji oraz maksymalizacji funkcji s¡ sobie równowa»ne z teoretycznego
punktu widzenia ( maksima funkcji f to minima funkcji −f) i bez straty ogólno±ci zakªadamy,
»e szukamy minimum). Cz¦sto wystarczy znale¹¢ dostatecznie dokªadne przybli»enie minimum
globalnego. W kontek±cie optymalizacji, funkcj¦ f b¦dziemy nazywa¢ równie» funkcj¡ celu (
w matematyce �nansowej cz¦sto funkcj¡ kosztu, z angielskiego: 'problem function', 'objective
function' lub 'target function'). Gdy problem zadany przez funkcj¦ f jest odpowiednio skom-
plikowany (du»a liczba wymiarów w przestrzeni X, du»a liczba minimów lokalnych lub brak
ró»niczkowalno±ci) zazwyczaj nie potra�my wyznaczy¢ analitycznie elementu a ∈ A?. W wielu
problemach praktycznych nie znamy nawet wzoru na funkcj¦ f , natomiast potra�my policzy¢
jej warto±¢ dla ustalonego stanu x ∈ X (s¡ to tzw. 'black box problem' - przestrzeni¡ stanów
jest zazwyczaj wysoko wymiarowy zbiór parametrów konkretnego problemu polegaj¡cego na
wyborze parametrów optymalnych). Dost¦pna jest natomiast wielka liczba ró»nych procedur
iteracyjnych, które wykorzystuj¡ losowo±¢ i s¡ przeznaczone do znajdowania po»¡danej aproksy-
macji minimum globalnego. Przykªadowe i powszechne metody to algorytm Simulated Anneal-
ing (SA), b¦d¡cy mody�kacj¡ algorytmu Metropolisa-Hastingsa z poprzedniego rozdziaªu oraz
algorytmy inteligencji stadnej inspirowane zachowaniem kolonii mrówek (Ant Colony Algorithm
(ACO)), pszczóª ( Arti�cial Bee Colony (ABC) ) czy stada ptaków (Particle Swarm Optimization
(PSO)). Najbardziej znane s¡ jednak algorytmy ewolucyjne i genetyczne, inspirowane biolog-
icznymi procesami selekcji, mutacji oraz rekombinacji. Isnieje równie» wiele innych iteracyjnych
metod których tutaj nie wymieniam. Wszystkie wspomniane algorytmy mo»emy modelowa¢
ogólnym równaniem:

Xt+1 = Tt(Xt, Yt), t ∈ N,
gdzie Xt reprezentuje stan algorytmu w kroku t, Yt reprezentuje losowo±¢ wyst¦puj¡c¡ w algo-
rytmie natomiast Tt to deterministyczna procedura która wykorzystuj¡c bie»¡cy stan Xt oraz
losowo±¢ Yt (oraz powi¡zane warto±ci funkcji f) przenosi algorytm do kolejnego stanu Xt+1.
Powy»sze równanie wygl¡da bardzo znajomo: widzimy, »e je±li mechanizm Tt nie zmienia si¦ w
czasie (czyli Tt = T , t ∈ N) oraz rozkªady Yt nie zmieniaj¡ si¦ w czasie, równanie modeluj¡ce
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alogrytm de�niuje jednorodny ªa«cuch Markowa. W ogólnym przypadku dostajemy natomiast
niejednorodny ªa«cuch Markowa i tym ogólniejszym przypadkiem nie b¦dziemy si¦ tutaj zaj-
mowa¢ (prze±l¦ co± dodatkowego w ramach materiaªów uzupeªniaj¡cych). By nabra¢ intuicji,
jak wspomniane algorytmy mog¡ dziaªa¢ poprawnie przy tak ogólnych zaªo»eniach dotycz¡cych
funkcji f , rozwa»my nast¦puj¡cy prosty algorytm.
Algorytm 1. Niech Q ∈ K(X) b¦dzie j¡drem przej±cia oraz niech X0 = x b¦dzie punktem

startowym algorytmu. Teraz de�niujemy rekurencyjnie: znaj¡c stan Xt = xt, losujemy punkt qt
z rozkªadu Q(xt, ·) i przechodzimy do kolejnego stanu zgodnie ze wzorem:

Xt+1 =

{
qt je±li f(qt) < f(xt)

xt je±li f(qt) ≥ f(xt)
.

Widzimy, »e mechanizm jest prosty: w ka»dym kroku losujemy kandydata q na kolejny stan
algorytmu z j¡dra Q(x, ·), gdzie x to obecny stan. Nast¦pnie, porównujemy warto±¢ funkcji
f(q) z warto±ci¡ funkcji w bie»¡cym stanie algorytmu i wybieramy punkt q na kolejny stan
tylko gdy jest on atrakcyjniejszy w sensie funkcji f ni» stan bie»¡cy. Tak wi¦c, warto±ci funkcji
f ukierunkowuj¡ ewolucj¦ ci¡gu x0, x1, . . . speªniaj¡c f(x0) ≥ f(x1) ≥ .... Przy naturalnych
zaªo»eniach dotycz¡cych funkcji f zachodzi

(10.1) f(xt)→ 0⇐⇒ xt → A?,

gdzie zbie»no±¢ xt → A? oznacza zbie»no±¢ xt do zbioru A?, tzn.

d(xt, A
?) := inf

a∈A?
d(xt, a)→ 0 gdy t→∞.

Warunek (10.1) sugeruje poprawno±¢ Algorytmu 1 - funkcja f ukierunkowuje ewolucj¦ al-
gorytmu f we wªa±ciwy sposób. W poni»szej obserwacji zamieszczam warunki wystarczaj¡ce
by speªni¢ (10.1). Dowodzi si¦ j¡ korzystaj¡c z jednostajnej zbie»no±ci funkcji f na pewnym
zwartym otoczeniu zbioru A? oraz z twierdzenia Weierstrassa.

Obserwacja 6. Je±li dla pewnego δ > 0 zbiór podpoziomicowy

Aδ = {x ∈ X : f(x) ≤ δ}

jest zwarty oraz funkcja f jest ci¡gªa na tym zbiorze, wtedy speªniony jest warunek (10.1). W
szczególno±ci, je±li funkcja f jest ci¡gªa oraz zbiór mimimów A? posiada otoczenie zwarte, wtedy
speªniony jest warunek (10.1).

Zde�niujemy teraz zbie»no±¢ globaln¡ algorytmu Xt - mo»na to zrobi¢ na wiele sposobów,
które przy naszych zaªo»eniach, oka»¡ si¦ równowa»ne.

De�nicja 26. Powiemy, »e algorytm Xt jest zbie»ny globalnie, gdy dla ka»dego rozkªadu pocz¡tkowego

jest zbie»ny stochastycznie do zbioru A?, co oznaczamy Xt
s→ A? i de�niujemy:

∀ε > 0 P[d(Xt, A
?) < ε]→ 1.

W naturalnej dla optymalizacji sytuacji - gdy zbiór minimów globalnych jest singletonem,
tj. A? = {a?} - zbie»no±¢ globalna jest znan¡ nam dobrze zbie»no±ci¡ stochastyczn¡ (inaczej:
wg prawdopodopodobie«stwa) ci¡gu Xn do punktu a?. Poniewa» granica w tym przypadku
jest staªa, zbie»no±¢ stochastyczna jest równowa»na zbie»no±ci sªabej rozkªadów Xt do dystry-
buanty δa? . Poni»sza obserwacja uogólnia t¦ wªasno±¢ stwierdzaj¡c, »e zbie»no±¢ globalna jest
równowa»na zbie»no±ci rozkªadów algorytmu do zbioruM? miar probabilistycznych skupionych
na A?:

M? = {µ ∈M1(X) : µ(A?) = 1}.
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Obserwacja 7. Zachodzi:

Xt
s→ A? ⇐⇒ dP (PXt ,M?)→ 0,

gdzie dP (PXt ,M?) to odlegªo±¢ (w metryce Prochorowa dP ) rozkªadu PXt od zbioruM?.

Od razu zauwa»my »e w podstawowym przypadku A? = {a?} mamyM? = {δa?}. Dodatkowo,
poniewa» rozkªady algorytmu przy naturalnych zaªo»eniach s¡ absolutnie ci¡gªe wzgl¦dem miary
Lebesgue'a (w przypadku X ⊂ Rn), nie zachodzi zbie»no±¢ silna do miary granicznej δa? . Jest
to jeden z powodów dla których klasyczna teoria ªa«cuchów Markowa nie pasuje do niniejszego
kontekstu. Nasza metodologia wci¡» b¦dzie u»ywa¢ poj¦cia funkcji Lapunowa ale wykorzystana
technika b¦dzie pochodzi¢ bezpo±rednio z teorii ukªadów dynamicznych.

Naturalnie, podstawowe pytania optymalizacji to: 1) Przy jakich warunkach algorytm jest
zbie»ny globalnie? 2) Jakie jest tempo tej zbie»no±ci? Odpowiemy do±¢ ªatwo, na gruncie teo-
retycznym, na pytanie 1). Je±li chodzi o pytanie 2), dominuj¡ tutaj eksperymenty numeryczne
(jest wci¡» rozwijana ogromna literatura w tym temacie) natomiast rozwa»ania teoretyczne s¡
bardzo trudne i cz¦sto prowadzone przy zaªo»eniach uproszczonych.

B¦dziemy pracowa¢ przy zaªo»eniach troch¦ ogólniejszych ni» wyst¦puj¡ca w Algorytmie 1
monotoniczno±¢ ci¡gu f(Xt) , t ∈ N. Naturalnym uogólnieniem warunku f(Xt+1) ≤ f(Xt) jest
wªasno±¢ bycia nadmartygnaªem:

E[f(Xt+1)|f(Xt), f(Xt−1), . . . , f(X0)] ≤ f(Xt) a. s.

Powy»sza nierówno±¢ wynika z silniejszej wªasno±ci

E[f(Xt+1)|Xt, Xt−1, . . . , X0] ≤ f(Xt) a. s.,

która z kolei, je±li Xt jest ªa«cuchem Markowa, wynika z nast¦puj¡cej wªasno±ci

(10.2) E[f(Xt+1))|Xt = x] ≤ f(x), x ∈ X.
Równanie (10.2) jest oczywi±cie wªasno±ci¡ naªo»on¡ na j¡dro przej±cia naszego ªa«cucha

Markowa, któr¡ mo»emy równowa»nie zapisa¢

Pf(x) ≤ f(x), x ∈ X.

Poni»ej dowodzimy powy»sze uwagi

Lemat 4. Zaªó»my, »e Xt jest ªa«cuchem Markowa speªniaj¡cym E(f(Xt)) < +∞, t ∈ N. Je±li
równanie (10.2) jest speªnione, wtedy ci¡g f(Xt) jest nadmartyngªaªem.

Proof. Niech Σt = Σ(f(Xt), . . . , f(X0)), t ∈ N. Poniewa», Xt jest ªa«cuchem Markowa, mamy

E(f(Xt+1)|Xt, . . . , X0) = E(f(Xt+1)|Xt), a. s.

oraz, poniewa» Σt ⊂ Σ(Xt, . . . , X0), z prawa wie»y:

E[f(Xt+1)|Σt] = E [E(f(Xt+1)|Xt, . . . , X0)|Σt] = E [E(f(Xt+1)|Xt)|Σt] .

Z monotoniczno±ci warunkowej warto±ci pozostaje pokaza¢ E(f(Xt+1)|Xt) ≤ f(Xt) a.s. co ju»
wynika z równania (10.2). Faktycznie: funkcja E(f(Xt+1)|Xt) jest mierzalna wzgl¦dem Σ(Xt)
a zatem istnieje funkcja mierzalna h : A → R speªniaj¡ca E(f(Xt+1)|Xt) = h(Xt). Mamy
zaªo»one w równaniu (10.2): E(f(Xt+1)|Xt = x) = h(x) ≤ f(x), a to ju» implikuje nierówno±¢
E(f(Xt+1)|Xt) ≤ f(Xt) i ko«czy dowód. �

Poni»sze proste twierdzenie obrazuje równowa»no±ci pomi¦dzy ró»nymi klasycznymi rodzajami
zbie»no±ci algorytmu.
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Twierdzenie 29. Zakªadamy, »e funkcja f : X → R jest ci¡gªa na pewnym zwartym otoczeniu
zbioru A? oraz »e ci¡g f(Xt) jest nadmartyngaªem. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(1) PXt zbiegaj¡ sªabo do zbioru M? = {µ ∈M1(X)|µ(A?) = 1}
(2) Xt→A? stochastycznie (zbie»no±¢ globalna)
(3) d(Xt, A

?)→ 0 z prawdopodobie«stwem 1,
(4) f(Xt) zbiega do 0 sªabo,
(5) f(Xt) zbiega do 0 stochastycznie,
(6) f(Xt) zbiega do 0 z prawdopodobie«stwem 1

Je±li zaªo»ymy dodatkowo »e funkcje mierzalne f(Xt) oraz d(Xt, A
?) s¡ ograniczone z góry przez

pewn¡ mierzalna funkcj¦ Z : Ω→ [0,+∞) speªniaj¡c¡ E(Z) <∞ wtedy warunki (1),(2),(3),(4),(5),(6)
s¡ równowa»ne nast¦puj¡cym warunkom:

(7) E(d(Xt, A
?)) −→ 0,

(8) E(f(Xt))↘ 0.

Proof. Zauwa»my na pocz¡tek, »e zbie»no±¢ globalna w sensie naszej de�ncji oznacza zbie»no±¢
stochastyczn¡ ci¡gu d(Xn, A

?) do zera. Poniewa» zbie»no±¢ prawie wsz¦dzie jest silniejsza od
stochastycznej a ta jest z kolei silniejsza od zbie»no±ci sªabej, mamy od razu 6)⇒ 5)⇒ 4) oraz
3) ⇒ 2) ⇒ 1). Przy naszych zaªo»eniach mamy równie» równowa»no±¢ 3) ⇔ 6) (wynikaj¡c¡ z
wªasno±ci (10.1)). Dodatkowo, 4) ⇔ 5) poniewa» granica jest punktowa oraz 1) ⇔ 2) na mocy
Obserwacji 7. Poniewa»

sup
t∈N

E|f(Xt)| = sup
t∈N

Ef(Xt) ≤ Ef(X0) <∞,

ci¡g f(Xt) jest zbie»ny prawie wsz¦dzie na mocy twierdzenia Dooba o zbie»no±ci nadmartyn-
gaªów. Zatem je±li jest speªniony warunek (5) oraz wiemy z twierdzenia Dooba »e istnieje
granica prawie wsz¦dzie, musi ona by¢ równa granicy stochastycznej z warunku (5), co dowodzi
implikacj¦ 5) ⇒ 6). By zako«czy¢ dowód, zauwa»my, »e z wªasno±ci funkcji f pomi¦dzy (2) i
(5) równie» mamy równowa»no±¢ - wynika to z faktu, »e funkcja f jest jednostajnie ci¡gªa na
pewnym zwartym otoczeniu A? sk¡d, jak mo»na pokaza¢, mamy:

• ∀δ > 0∃ε > 0 {x ∈ X : d(x,A?) < ε} ⊂ {x ∈ X : f(x) < δ}
• ∀ε > 0∃δ > 0 {x ∈ X : d(x,A?) < ε} ⊃ {x ∈ X : f(x) < δ}

Powy»sze dwa warunki dowodz¡ 2) ⇔ 5) w sposób oczywisty (trzeba skorzysta¢ z de�nicji
zbie»no±ci stochastycznej). Zajmijmy si¦ teraz warunkami 7) oraz 8) - s¡ one silniejsze od
zbie»no±ci stochastycznej oraz, skoro mamy zaªo»one istnienie caªkowalnej majoranty, wynikaj¡
ze zbie»no±ci prawie wsz¦dzie na mocy twierdzenia Lebesgue'a o zmajoryzowanym przej±ciu
granicznym. Dowód twierdzenia jest zako«czony. �

Teraz przedstawimy eleganckie warunki dostateczne dla zbie»no±ci globalnej algorytmu Xt

wyra»onego równaniem rekurencyjnym Xt+1 = T (Xt, Yt).

Twierdzenie 30. Zakªadamy, »e funkcja f : X → R+ jest ci¡gªa oraz »e jej zbiory podpoziomi-
cowe {x ∈ X : f(x) ≤ δ} s¡ zwarte dla ka»dego δ > 0. Zakªadamy, »e algorytm speªnia nast¦pu-
j¡ce dwa warunki:
(A) Dla ka»dego x ∈ X, funkcja f ◦ T (x, ·) jest ci¡gªa
(C) Dla ka»dego x ∈ X \A?,

E[f(Xt+1)|Xt = x) < f(x)

oraz dla ka»dego x ∈ A?, T (x, Yt) ∈ A?. Przy tych zaªo»eniach, algotym Xt jest zbie»ny globalnie.

Kluczowym warunkiem zbie»no±ci jest warunek (C)mówi¡cy, »e je±li algorytm nie jest w stanie
optymalnym, jego oczekiwane poªo»enie w kroku kolejnym b¦dzie lepsze ni» w kroku obecnym
(lepsze w sensie funkcji f). Gdyby±my zast¡pili ostr¡ nierówno±¢ warunku (C) nierówno±ci¡
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sªab¡, ªatwo znale¹¢ kontrprzykªad - przykªadowo, algorytm mógªby utkn¡¢ w pewnym miejscu
przestrzeni X (np. w mimimum lokalnym funkcji f). Wrócimy do tej sprawy niebawem.

Sªowo o ukªadach dynamicznych. Zanim przejdziemy do dowodu Twierdzenia 30 przy-
woªamy kilka podstawowych poj¦¢ z teorii ukªadów dynamicznych. Dla przestrzeni metrycznej
(M,d) oraz odwzorowania ϕ : M →M par¦ (M,ϕ) b¦dziemy nazywa¢ ukªadem dynamicznym
(standardowo zakªada si¦ »e ϕ jest ci¡gªe ale my b¦dziemy pracowa¢ przy troch¦ ogólniejszych
zaªo»eniach). Dla x ∈ M zbiór o(x) = {x, ϕ(x), ϕ2(x), ϕ3(x), . . . } b¦dziemy nazywa¢ orbit¡
punktu X. Niech K ⊂ M b¦dzie niepustym zbiorem dokmkni¦tym który jest niezmienniczy,
tzn. ϕ(K) ⊂ K. Powiemy, »e K jest globalnym atraktorem gdy dla dowolnego x ∈ M ci¡g
ϕn(x) zbiega do zbioru K, czyli d(ϕn(x),K)→ 0 gdy n→∞. Klasycznym narz¦dziem badania
zbie»no±ci do zbioru jest funkcja Lapunowa V → R+ i poni»ej przedstawiam dogodn¡ dla nas
wersj¦ twierdzenia Lapunowa z teorii ukªadów dynamicznych.

Twierdzenie 31. Niech (M,d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡, ϕ : M →M b¦dzie mierzalne oraz
niech ∅ 6= K ⊂M b¦dzie domkni¦ty i niezmienniczy. Niech V : X → R+ b¦dzie ci¡gªa oraz taka,
»e V ◦ ϕ : M → R+ jest ci¡gªa oraz niech zachodzi:

(1) V (x) = 0⇔ x ∈ K,
(2) V (ϕ(x)) < V (x) for any x ∈M \K,

Je±li orbita ka»dego punktu x ∈ M posiada punkt skupienia (czyli istnieje x0 ∈ M speªniaj¡cy
ϕtk(x)→ x0 dla pewnego podci¡gu tk →∞), wtedy V (ϕt(x))↘ 0 as t→∞ dla ka»dego x ∈ X.
W szczególno±¢i, je±li dla ka»dego x ∈ X, V (ϕt(x)) ↘ 0 implikuje d(ϕt(x),K) → 0, wtedy K
jest globalnym atraktorem

Proof. Dla dowodu nie wprost zaªó»my:

(10.3) V (ϕt(x))↘ δ dla pewnego x ∈ X oraz δ > 0.

Istnieje tk ↗∞ oraz x0 speªniaj¡cy ϕtk(x)→ x0. St¡d oraz z (10.3):

V (ϕtk(x))↘ V (x0) = δ > 0,

a zatem x0 /∈ K i w efekcie z warunku (2): V (ϕ(x0)) < V (x0). Dodatkowo, V (ϕtk+1(x)) ↘ δ.
Skoro V ◦ ϕ jest ci¡gªa oraz ϕtk(x)→ x0, mamy

V (ϕtk+1(x)) = V (ϕ(ϕtk(x)))→ V (ϕ(x0)) < V (x0) = lim
k→∞

V (ϕtk(x)) = δ,

sprzeczno±¢.
�

Szkic dowodu Twierdzenia 30. Sprowadzimy problem zbie»no±ci do Twierdzenia 31 de�ni-
uj¡c odpowiednie obiekty M,ϕ,K, V oraz sprawdzaj¡c zaªo»enia Twierdzenia 31. Rozwa»my
M =M1(X) z metryk¡ Prochorowa oraz ϕ(µ) = Pµ, gdzie P to operator Markowa, zde�niowany
równaniem Xt+1 = T (Xt, Yt). De�niujemy teraz zbiór

K := M? = {µ ∈M : µ(A?) = 1}.
Pozostaje zde�niowa¢ funkcj¦ Lapunowa V : M → R+. Gdyby funkcja f byªa ograniczona z
góry, wystarczyªoby rozwa»y¢ funkcj¦ µ→

∫
X fdµ. W ogólnym przypadku, de�niujemy:

V (µ) =

∫
X

arctan(f(x))µ(dx).

Powy»ej pod caªk¡ obªo»yli±my funkcj¦ f funkcj¡ arctan tylko dlatego, funkcja arctan jest
ograniczona (b¦dziemy pracowa¢ ze sªab¡ zbie»no±ci¡) oraz ma wªa±ciwo±ci nie psuj¡ce naszych
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zaªo»e« o funkcji f , mianowicie jest ±ci±le rosn¡ca, ci¡gªa, dodatnia i wkl¦sªa. W szczególno±ci,
funkcja arctan ◦f ma taki sam zbiór minimów globalnych jak funkcja f . Zauwa»my teraz, »e
je±li µ = PX0 , wtedy ϕt(µ) = PXt . Zatem rozkªady naszego algorytmu stanowi¡ trajektori¦
punktu µ. Poka»emy, »e nasz zbiór K jest globalnym atraktorem co na mocy Twierdzenia 29 jest
równowa»ne globalnej zbie»no±ci. Niezmienniczo±¢ zbioru K wynika bezpo±rednio z zaªo»enia
T (A?, Yt) ⊂ A?. Funkcja arctan ◦f jest ci¡gªa i ograniczona co gwarantuje ci¡gªo±¢ funkcji V .
Ci¡gªo±¢ funkcji V ◦ ϕ wynika z zaªo»enia (A) ( które jest jednak troch¦ sªabsze ni» ci¡gªo±¢
i ograniczono±¢ funkcji arctan ◦f i wymagaªoby rozpisania (polecam jako ¢wiczenie)). Funkcja
nieujemna arctan ◦f zeruje si¦ tylko na zbiorze A? sk¡d wynika, »e V zeruje si¦ tylko na mi-
arach speªniaj¡cych µ(A?) = 1. Zaªo»enie (C) oraz nierówno±¢ Jensena gwarantuj¡, »e zachodzi
nierówno±¢

E[arctan ◦f(T (x, Yt))] = E[arctan ◦f(Xt+1)|Xt = x] < f(x) dla x /∈ A?

co z kolei wymusza warunek (2) Twierdzenia 31 - jest to ¢wiczenie na zastosowanie twierdzenia
Fubiniego poniewa» mamy, pracuj¡c na postaci rekurencyjnej ªa«cucha,

V (Pµ) =

∫
X

arctan ◦fdPµ =

∫
X

∫
B
V (T (x, y))PYt(dy)µ(dx),

gdzie B to przestrze« stanów ci¡gu Yt. Pozostaje pokaza¢, »e ci¡g PXt posiada punkt skupienia.
Na mocy twierdzenia Prochorowa wystarczy pokaza¢, »e rodzina P tµ = PXt jest ciasna. Ustalmy
ε > 0. Z nierówno±¢i Czebyszewa oraz z warunku E[arctan ◦f(Xt+1)] ≤ E[arctan ◦f(Xt)] (ci¡g
arctan ◦f(Xt) jest nadmartyngaªem na mocy Lematu 4 zastosowanego do funkcji arctan ◦f), dla
ka»dego δ > 0 mamy

P(arctan ◦f(Xt) > δ) ≤ E[arctan ◦f(Xt)]

δ
≤ E[arctan ◦f(X0)]

δ
, t ∈ N

a zatem

PXt({x : arctan ◦f(x) ≤ δ) = P(arctan ◦f(Xt) ≤ δ) ≥ 1− E[V (X0)]

δ
, t ∈ N.

Funkcja arctan ◦f ma zwarte zbiory podpoziomicowe oraz z powy»szej równo±ci mamy, »e dla
dowolnego ε > 0 zajdzie PXt({x : arctan ◦f(x) ≤ δ) > 1− ε dla dostatecznie du»ego δ, a zatem
na mocy twierdzenia Prochorowa ci¡g PXt = P tµ ma punkt skupienia w zbiorzeM . Twierdzenie
31 gwarantuje nam V (P tµ) = E[arctan ◦f(Xt)] ↘ 0 co wymusza Xt

s→ A? i ko«czy dowód
poniewa» rozkªad pocz¡tkowy byª wybrany dowolnie. �

Zastosujemy teraz powy»sze twierdzenie do Algorytmu 1. W tym celu zde�niujemy algorytm
Xt bardziej formalnie. Niech B b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ o±rodkow¡, niech ci¡g Yn : Ω→ B
b¦dzie i.i.d. oraz niech Q : X ×B → X b¦dzie ci¡gªe. De�niujemy:

Xt+1 = T (Xt, Yt) :=

{
Q(Xt, Yt) je±li f(Q(Xt, Yt)) < f(Xt)

Xt je±li f(Q(Xt, Yt)) ≥ f(Xt)
.

Mo»emy teraz sformuªowa¢ i udowodni¢:

Twierdzenie 32. Zakªadamy, »e funkcja f : X → R+ jest ci¡gªa oraz »e jej zbiory podpoziomi-
cowe {x ∈ X : f(x) ≤ δ} s¡ zwarte dla ka»dego δ > 0. Je±li dla ka»dego x ∈ X \A?

(10.4) P[f(Q(x, Yt)) < f(x)] > 0

wtedy Algorytm 1 jest zbie»ny globalnie.
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Proof. Wystarczy pokaza¢, »e speªnione s¡ zaªo»enia A) oraz C) Twierdzenia 30. Zaªo»enie A)
jest speªnione natychmiastowo poniewa»

f ◦ T (x, y) = min{f(x), Q(x, y)}

jest funkcj¡ ci¡gª¡ jako zªo»enie funkcji ci¡gªych. Warunek C) jest speªniony natychmiastowo
poniewa»

f(T (x, Yt)) ≤ f(x) oraz P[f(T (x, Yt)) < f(x)] > 0 dla x /∈ A?

dzi¦ki de�nicji algorytmu oraz warunkowi (10.4), co oznacza:

f(Xt+1) ≤ f(Xt) oraz P(f(Xt+1) < f(x)|Xt = x) > 0 dla x /∈ A?.

�

Tak wi¦c widzimy »e warunkiem dostatecznym zbie»no±ci Algorytmu 1 jest mo»liwo±¢ dostania
si¦ do regionu o mniejszych warto±ciach funkcji f z dowolnego stanu, który nie jest optymalny.
W szczególno±ci algorytm ma mo»liwo±¢ z dodatnim prawdopodobie«stwem wydosta¢ sie z min-
imum lokalnego, które w pewnym otoczeniu ma najmniejsz¡ warto±¢ funkcji f i z tego powodu
mo»e stanowi¢ puªapk¦ dla niektórych metod optymalizacji.

A co z tempem zbie»no±ci? Problem jest bardzo trudny do analizy teoretycznej przy zaªo»e-
niach naturalnych i dominuj¡ eksperymenty numeryczne. Tempo zbie»no±ci zale»y zarówno od
doboru konkretnej metody optymalizacji i jej parametrów, jak i od wªasno±ci optymalizowanej
funkcji f oraz wymiarowo±ci jej dziedziny. Tematyka jest wci¡» rozwijana od strony teoretycznej
i praktycznej (numerycznej). Znane nam oprogramowanie R posiada pakiety do optymalizacji
funkcji przy u»yciu takich metod jak algorytmy ewolocyjne lub algorytm Simulated Annealing.
Prze±l¦ co± dodatkowego do poczytania w ramach materiaªów uzupelniaj¡cych.

11. IFS oraz fraktale

.
Rozwa»ymy teraz specjaln¡ klas¦ ªa«cuchów Markowa - IFS (Iterated Function System). Dla

prostoty zakªadamy X = Rk. Zaªó»my, »e mamy n odwzorowa« mierzalnych Si : X → X,
i = 1, . . . , n. Je±li ªa«cuch jest w stanie x, wtedy losujemy jedno z odwzorowa« (zakªadamy, »e
ka»de ma dodatnie prawdopodobie«stwo) i przechodzimy do kolejnego stanu Sj(x), gdzie Sj to
wylosowane odwzorowanie. Bardziej formalnie, zakªadamy nast¦puj¡c¡ posta¢ rekurencyjn¡:

(11.1) Xn+1 = SYn(Xn),

gdzie Yn : Ω → {1, 2, . . . , n} to mierzalny ci¡g i.i.d. Równanie (11.1) de�niuje IFS. Rozkªad
zmiennej Y1 b¦dziemy uto»samia¢ z wektorem stochastycznym (p1, . . . , pn), gdzie pi > 0, i =
1, . . . , n. �atwo wypisa¢ j¡dro przej±cia ªa«cucha (11.1):

P (x, ·) =
n∑
i=1

piδSi(x).

W caªej sekcji b¦dziemy zakªada¢ »e odwzorowania Si s¡ Lipschitzowskie ze staªymi Li:

|Si(x)− Si(z)| ≤ Li|x− z|.

Propozycja 8. (1) Je±li
∑n

i=1 piLi < 1, wtedy operator Markowa P ªa«cucha (11.1) jest
siln¡ kontrakcj¡ na miarach probabilistycznych z metryk¡ Forter-Mouriera || · ||F , tzn.
dla pewnej staªej L < 1 zachodzi

||Pµ1 − Pµ2||F ≤ L||µ1 − µ2||F .
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(2) Z powy»szego, poniewa» przestrze« (M1(X), || · ||F ) jest zupeªna, z twierdzenia Banacha
o punkcie staªym dostajemy, »e operator P jest sªabo asymptotycznie stabilny, tzn
istnieje dokªadnie jedna miara stacjonarna π ∈ M1(X) speªniaj¡ca Pnµ → π w sªabej
topologii dla dowolnego rozkªadu startowego µ ∈M1(X).

Od teraz skupimy si¦ na IFS-ach hiperbolicznych, tzn. speªniaj¡cych Li < 1, i = 1, . . . , n.
Naszym celem b¦dzie analiza zbioru A? = supp(π) b¦d¡cego no±nikiem miary stacjonarnej π.
Przywoªajmy de�nicj¦: zbiór K nazywamy no±nikiem miary µ ∈M1(X) i oznaczamy supp(µ)
gdy jest on najmniejszym zbiorem domkni¦tym H speªniaj¡cym µ(H) = 1 (de�nicja ta jest
poprawna i no±nik miary jest wyznaczony jednoznacznie jako przeci¦cie zbiorów domkni¦tych na
których dana miara jest skupiona).

Operatorem Barnsley'a, skojarzonym z operatorem P, nazywamy funkcj¦ przetwarzaj¡c¡
podzbiory X nast¦puj¡co:

F : P(X) 3 A −→
n⋃
i=1

Si(A) ∈ P(X)

�atwo zauwa»y¢, »e je±li A jest zbiorem zwartym, zbiór F (A) jest równie» zwarty. Zgod-
nie z poni»szym twierdzeniem, odwzorowanie F mówi nam w jaki sposób zmieniaj¡ si¦ no±niki
kolejnych rozkªadów µ, Pµ, P 2µ, . . . oraz jak¡ ma posta¢ no±nik miary stacjonarnej. Przypom-
nijmy, »e pracujemy przy zaªo»eniu hiperboliczno±ci, czyli odwzorowania Si de�niuj¡ce operator
Barnsley'a s¡ silnymi kontrakcjami.

Twierdzenie 33. Je±li no±nik rozkªadu startowego supp(µ0) jest zwarty, wtedy

supp(µn+1) = F (supp(µn)).

W szczególno±ci, no±nik A? miary stacjonarnej π jest niezmienniczy wzgl¦dem operatora Barns-
ley'a, tzn.

F (A?) = A?.

Dodatkowo, niezale»nie od wyboru zwartego no±nika startowego A0, zbiór A? jest zwarty oraz
speªnia

A? = lim
n→∞

Fn(A0),

gdzie powy»sza granica jest granic¡ w sensie metryki Hausdor�a dH , która mierzy odlegªo±¢
pomi¦dzy zwartymi podzbiorami X zgodnie z równo±ci¡:

dH(C,D) = inf{r > 0: ∀x ∈ C∃y ∈ D|x− y| < r ∧ ∀y ∈ D∃x ∈ C|y − x| < r}.

Przykªad 26. Rozwa»my zbiory An = { 1
2n ,

2
2n ,

3
2n , . . . ,

2n−1
2n }. Zachodzi zbie»no±¢ An → [0, 1] w

metryce Hausdor�a (zbiory dwójkowo wymierne An coraz dokªadniej pokrywaj¡ odcinek [0, 1]).

Przykªad 27. Twierdzenie 33 nie zachodzi bez zaªo»enia hiperboliczno±ci. Rozwa»my system
zadany przez dwa odwzorowania na R: S1(x) = x oraz S2(x) = 0, gdzie p1 > 0, p2 > 0. Na
mocy Propozycji 8 operator P jest sªabo asymptotycznie stabilny (ªatwo wida¢, »e π = δ0) ale
przykladowo dla zbioru A0 = [0, 1] mamy Fn(A0) = A0 co nie jest zbie»ne do A? = {0}.

U»ywaj¡c Twierdzenia 33 mo»na ªatwo konstruowa¢ ciekawe zbiory, maj¡ce niecaªkowity wymiar
Hausdor�a, co jest cech¡ charakteryzuj¡c¡ fraktale. Poni»ej zilustruj¦ kilka przykªadów, wyko-
rzystuj¡c rysunki z pozycji 2 z literatury uzupeªniaj¡c¦j, któr¡ podaj¦ na ko«cu wykªadu.

Przykªad 28. Zbiór Cantora.
Rozwa»my X = R, A0 = [0, 1] oraz S1(x) = 1

3 · x oraz S2(x) = 1
3 · x+ 2

3 . �atwo policzy¢:

A1 = [0,
1

3
] ∪ [

2

3
, 1],
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A2 = [0,
1

9
] ∪ [

2

9
,
3

9
] ∪ [

6

9
,
7

9
] ∪ [

8

9
, 1],

ale przyjemniej obejrze¢ na rysunku:

Powy»ej oczywi±cie An = Fn(X0). Na mocy dotychczasowych rozwa»a«, zbiory An zbiegaj¡
do jedynego zbioru zwartego speªniaj¡cym F (A?) = A?, w tym przypadku do zbioru Cantora.

Przykªad 29. Niech X = R2 oraz

S1(x1, x2) =
1

2
(x1, x2),

S2(x1, x2) = (
1

2
x1 +

1

2
,
1

2
x2)

S3(x1, x2) = (
1

2
x1 +

1

4
,
1

2
x2 +

1

2
)

W tym przykªadzie atraktorem speªniaj¡cym F (A?) = A? jest trójk¡t Sierpi«skiego. Niech
A0 b¦dzie trójk¡tem zwartym o wierzchoªkach w punktach (0, 0), (1, 0), (12 , 1). Poni»ej zbiory
A0, A1, A2, A3, gdzie An = Fn(A0)
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Chc¡c otrzyma¢ dokªadniejszy obraz zbioru granicznego powinni±my oczywi±cie rozwa»y¢
wi¦ksz¡ warto±¢ n. Powy»sze dwie konstrukcje byªy deterministyczne - operator Barnsley'a
nie zale»y od prawdopodobie«stw p1, . . . , pn. Gdy jednak b¦dziemy u»ywa¢ ªa«cucha Markowa
w iteracyjnej procedurze tworzenia obrazu zbioru A?, efekt ko«cowy nie b¦dzie ju» jednolicie
czarno- biaªy, poniewa» rozmieszczenie wygenerowanych punktów b¦dzie zwi¡zane z rozkªadem
naszej miary granicznej π na zbiorze A?.

Przykªad 30. Rozwa»my bardziej skomplikowany przykªad, w którym X = R2 oraz S1, S2, S3
s¡ dane wzorami:

Dla staªych c = 0.255, r = 3
4 , q = 0.625, ϕ = −π

8 , ψ = π
5 oraz prawdopodobie«stw p1 = p2 =

p3 = 1
3 mo»na uzyska¢ rysunek jak poni»ej. Czy co± Ci przypomina?
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Notacja: Dla zmiennych losowych X, Y okre±lonych na prz. probabilistycznej (Ω,Σ,P)
piszemy X = Y gdy P(X = Y ) = 1.
skrót: c.n. przeliczalne = co najwy»ej przeliczalne
skrót: i.i. d. - independent identically distributed

Poni»ej ró»ne sposoby zapisu caªki z funkcji f wzgl¦dem miary µ:∫
X
fdµ =

∫
X
f(x)µ(dx) =

∫
X
f(x)dµ(x).

B(X,R) - funkcje mierzalne ograniczone
BC(X,R) - funkcje ci¡gªe ograniczone
δx - delta Diraca w punkcie x
δZ - brzeg zbioru Z
Eν [f ] - warto±¢ oczekiwana z funkcji f wzgl¦dem miary ν
K(X) = {P : X × B(X)→ [0, 1]|P − j¡dro przej±cia}.
M(X,A) - funkcje mierzalne fX → A
M(X) - miary sko«czone ze znakiem na przestrzeni mierzalnej X
M+(X) - miary sko«czone (nieujemne) na przestrzeni mierzalnej X
M1(X) - miary probabilistyczne na przestrzeni mierzalnej X
µ - miara Lebesgue'a
PX - rozkªad prawdpodobie«stwa zmiennej losowej X
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