
Zestaw zada« 12.2 (warunkowa warto±¢ oczekiwana)

Niech (Ω,Σ, P ) b¦dzie przestrzeni¡ probabilistyczn¡.

zad. 1. Niech A,B ∈ Σ. Pokaza¢, »e

E(1A|1B)(ω) =

{
P (A|B), gdy ω ∈ B,
P (A|Ω \B), gdy ω 6∈ B

dla ka»dego B takiego, »e P (B) 6= 0 i P (B) 6= 1.

Nast¦puj¡ce twierdzenie umo»liwia ªatwe policzenie warunkowej warto±ci oczekiwanej w przy-
padku gdy rozkªad ª¡czny wektora (X,Y ) jest absolutnie ci¡gªy.

Tw. 1. Zaªó»my, »e wektor (X,Y ) ma rozkªad ci¡gªy o g¦sto±ci f . Okre±lmy tzw. g¦sto±¢ warunkow¡
wzorem

fX|Y (x|y) :=
f(x, y)

fY (y)
, gdy fY (y) 6= 0 oraz fX|Y (x|y) := 0 w przeciwnym wypadku,

gdzie fY jest g¦sto±ci¡ zmiennej Y .

Dla funkcji mierzalnej ϕ : R→ R zachodzi:

E(ϕ(X)|Y ) =

∫
R
ϕ(x)fX|Y (x|Y )dx.

W szczególno±ci:

E(X|Y ) =

∫
R
xfX|Y (x|Y )dx.

zad. 2. Niech Ω = [0, 1]× [0, 1] z σ-algebr¡ zbiorów borelowskich, a P niech b¦dzie miar¡ Lebesgue'a
na Ω. Zaªó»my, »e (ξ, η) maj¡ rozkªad o g¦sto±ci

f(x, y) =

{
x+ y, gdy x, y ∈ [0, 1];
0, w przeciwnym przypadku

Pokaza¢, »e

E(ξ|η) =
2 + 3η

3 + 6η
.

zad. 3. Niech Ω = [0, 1]× [0, 1] z σ-algebr¡ zbiorów borelowskich, a P niech b¦dzie miar¡ Lebesgue'a
na Ω. Zaªó»my, »e (ξ, η) maj¡ rozkªad o g¦sto±ci

f(x, y) =

{
3
2 (x2 + y2), gdy x, y ∈ [0, 1];
0, w przeciwnym przypadku

Znale¹¢ E(ξ|η).

Przypomnijmy, »e de�nicja warunkowej warto±ci oczekiwanej zmiennej X pod warunkiem zmien-
nej Y zale»y tylko od σ-algebry generowanej przez Y , dlatego mo»emy postawi¢ nast¦pn¡ de�nicj¦.

De�nicja 1. Niech (Ω,Σ, P ) b¦dzie przestrzeni¡ probabilistyczn¡, X : Ω → R b¦dzie zmienn¡
losow¡. Niech F ⊂ Σ b¦dzie pewn¡ σ-algebr¡. Wtedy warunkow¡ warto±ci¡ oczekiwan¡ zmiennej
losowej X pod warunkiem σ-algebry F nazywamy tak¡ zmienn¡ losow¡ E(X|F) która speªnia dwa
warunki

(i) E(X|F) jest F mierzalna;

(ii) E
(
1BE(X|F)

)
= E(1BX) dla dowolnego B ∈ F .



zad. 4. Niech T1 i T2 b¦d¡ dwoma niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkªadzie
wykªadniczym o parametrze 2. Wiedz¡c, »e

E(T 2
1 |T1 + T2) =

1

3
(T1 + T2)2

obliczy¢ E(T1T2|T1 + T2).

zad. 5. Niech T1, . . . , Tn b¦dzie ci¡giem niezale»nych zmiennych losowych o jednakowym rozkªadzie
wykªadniczym o parametrze 2. Okre±lmy

T = T1 + . . .+ Tn.

Obliczy¢ E(T1|T ) oraz E(T |T1).

zad. 6. Niech X i Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie normalnym N(0, 1).
Obliczy¢ E((X + Y )2|X).

zad. 7. Kupujemy Y kuponów loterii, gdzie zmienna Y ma rozkªad Poissona o parametrze λ. Ka»dy
kupon mo»e wygra¢ nagrod¦ z prawdopodobie«stwem p niezale»nie od innych. Znale¹¢ warunkow¡
warto±¢ oczekiwan¡ liczby wygranych nagród X pod warunkiem liczby zakupionych kuponów Y .
Obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ EX.

zad. 8. W zadanej chwili, na mo±cie znajduje si¦ N ci¦»arówek. Niech Yi oznacza ci¦»ar i-tej
ci¦»arówki, a X oznacza caªkowity ci¦»ar ci¦»arówek na mo±cie. Pokaza¢, »e je±li zmienne losowe N
oraz wszystkie Yi s¡ niezale»ne, E(Yi) = m, natomiast E(N) = n, to wtedy E(X) = mn.

zad. 9. Liczba bª¦dów jakie robi maszynistka na ka»dej stronie maszynopisu jest zmienn¡ losow¡
o rozkªadzie Poissona o parametrze λ, niezale»n¡ dla ka»dej strony. Trzystronnicowy artykuª jest
przepisywany przez jedn¡ z czterech maszynistek, dla których warto±ci λ wynosz¡ odpowiednio 1, 2,
3 i 4. Maszynistka jest wybrana losowo z jednakowym prawdopodobie«stwem. Jaka jest oczekiwana
ilo±¢ bª¦dów w caªym artykule?

zad. 10. W czasie polowania lwicy udaªo si¦ upolowa¢ dwie gazele. Wi¦ksz¡ z nich (�lwi¡ cz¦±¢�)
zjadª w caªo±ci samiec, który nadszedª po sko«czonych ªowach, lwica za± po»arªa mniejsz¡ z gazeli,
równie» caª¡. Zakªadaj¡c, »e waga gazeli jest zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie jednostajnym na przedziale
[60 kg, 80 kg], i »e ci¦»ary obu gazeli s¡ niezale»ne od siebie, znajd¹ E(X|Y ), gdzie X jest wag¡
porcji zjedzonej przez lwa, za± Y przez lwic¦.

zad. 11. Niech Ω = [0, 1] × [0, 1] i niech P = dxdy b¦dzie miar¡ Lebesgue'a. Niech X(x, y) = x
oraz Y (x, y) = y. Policzy¢ E[f(X,Y )|G] gdy

1. f(x, y) = x,G = σ(Y );

2. f(x, y) = x2y,G = σ(Y );

3. f(x, y) = x− y,G = σ(X + Y ).

zad. 12. Na Ω = [0, 1] rozwa»my σ-ciaªo zbiorów borelowskich i miar¦ Lebesgue'a. Niech Y b¦dzie
zmienn¡ losow¡ symetryczn¡ wzgl¦dem osi x = 1

2 (tj. speªniaj¡c¡ warunek Y (x) = Y (1− x)), oraz
tak¡, »e Y |[0, 12 ] jest homeomor�zmem na obraz. Pokaza¢, »e dla dowolnej caªkowalnej zmiennej
losowej X,

E[X|Y ](x) =
X(x) +X(1− x)

2
, x ∈ Ω.

Uogólnij zadanie na przypadek Ω = [a, b].

zad. 13. Niech X, Y i Z b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie wykªadniczym z
parametrami λ, µ i ν. Znale¹¢ P [X < Y < Z].


