
1 Zestaw 14. Martyngaªy, podmartyngaªy.

zad. 1.1. Niech X = {Xn}n∈N b¦dzie podmartyngaªem. Pokaza¢, »e X jest martyngaªem
wtedy i tylko wtedy gdy EXn = EX0, n ∈ N.

zad. 1.2. Niech Zn b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkªadzie i
zerowej warto±ci oczekiwanej. Niech

X0 = 0, Xn =

n∑
k=1

Zk−1 · Zk.

Udowodni¢, »e (Xn)
∞
n=1 jest martyngaªem wzgl¦dem (σ(Z1, . . . , Zn))

∞
n=1.

zad. 1.3. Niech {Yn}n∈N b¦dzie ci¡giem ograniczonych niezale»nych zmiennych losowych.
Podaj warunek konieczny oraz wystarczaj¡cy, by proces {SN}N∈N byª supemartyngaªem,

gdzie SN =
N∑
i=1

Yi.

zad. 1.4. Czy istnieje (X1, X2, X3) martyngaª taki, »e Xi przyjmuje z dodatnimi praw-
dopodobie«stwami tylko warto±ci caªkowite od 0 do i? Uzasadni¢ odpowied¹ negatywn¡,
lub poda¢ przykª¡d dla pozytytwnej.

zad. 1.5. NiechXn oraz Yn b¦d¡ podmartyngaªami wzgl¦dem tej samej �ltracji Fn. Pokaza¢,
»e ci¡g Zn = max(Xn, Yn) te» jest podmartyngaªem wzgl¦dem �ltracji Fn.

zad. 1.6. Niech Xn b¦dzie caªkowalnym sªabo rosn¡cym ci¡giem zmiennych losowych (tzn.
P (Xn+1 ≥ Xn) = 1). Poka», »e Xn jest martyngaªem wtw gdy speªnia P (Xn+1 = Xn) = 1.

zad. 1.7. Wy±cig kolarski, w którym uczestniczy 100 kolarzy rozgrywany jest wedªug
nast¦puj¡cych reguª: po k-tym etapie wszyscy kolarze, którym udaªo si¦ zmie±ci¢ w pierwszej
dziesi¡tce na wszystkich k etapach otrzymuj¡ 10k $. Pokaza¢, »e suma nagród, które organi-
zatorzy musz¡ ufundowa¢ po k-tym etapie jest martyngaªem wzgl¦dem �ltracji generowanej
przez obserwacje wyników etapów. Uwaga: zakªadamy, »e wszyscy kolarze prezentuj¡ jed-
nakowy i staªy poziom.

zad. 1.8 (E2005). Szkarªatne monstrum. Szukaj¡c bezskutecznie miejsca, gdzie mógªby
wyda¢ na ±wiat potomstwo, Ixtl, ostatni ze swojego gatunku, porusza si¦ w niesko«czonym
kosmosie, w którym galaktyki numerowane s¡ przez astronomów liczbami caªkowitymi,
rozpoczynaj¡c swoj¡ odysej¦ w galaktyce o numerze 0 i przenosz¡c si¦ co milion lat do
galaktyki o numerze o jeden wi¦kszym z prawdopodobie«stwem p ∈ (0, 1) lub do galaktyki
o numerze o jeden mniejszym z prawdopodobie«stwem q = 1− p. Niech Sn oznacza numer
galaktyki, w której znajduje si¦ Ixtl po n · 106 latach tuªaczki. Zakªadaj¡c, »e Ixtl ka»d¡
kolejn¡ w¦drówk¦ wykonuje niezale»nie od pozostaªych, sprawd¹ dla jakich a > 0 ci¡g zmi-
ennych losowych (aSn)n∈N jest martyngaªem wzgl¦dem naturalnej �ltracji odpowiadaj¡cej
podró»y samotnego Ixtla w bezkresnej przestrzeni i w czasie mierzonym milionami lat.

1


	Zestaw 14

