
Zestaw zada« 11.3 (Warunkowa warto±¢ oczekiwana)

Niech (Ω,Σ, P ) b¦dzie przestrzeni¡ probabilistyczn¡.

De�nicja 1. Niech A ∈ Σ b¦dzie taka, »e P (A) > 0. Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ na Ω.

Warunkow¡ warto±ci¡ oczekiwan¡ zmiennej X pod warunkiem zdarzenia A nazywamy warto±¢
oczekiwan¡ zmiennej X na przestrzeni (Ω,Σ, P (·|A)), tzn

E(X|A) =

∫
Ω

X(ω)dP (ω|A)

W szczególno±ci, je»eli zmienna losowa X ma rozkªad dyskretny o ró»nych warto±ciach x1, x2, . . .
to

E(X|A) =

∞∑
i=1

xiP (X = xi|A)

zad. 1. Niech A ∈ Σ b¦dzie taki, »e P (A) > 0. Niech X : Ω → Rn b¦dzie zmienn¡ losow¡ o
rozkªadzie dyskretnym o ró»nych warto±ciach x1, x2, . . . oraz ϕ : Rn → R b¦dzie funkcj¡ mierzaln¡
Pokaza¢, »e

E(ϕ(X)|A) =

∞∑
i=1

ϕ(xi)P (X = xi|A),

zad. 2. Niech A ∈ Σ b¦dzie taka, »e P (A) > 0. Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ na Ω. Pokaza¢, »e

E(X|A) =
1

P (A)

∫
A

X dP

zad. 3. Znale¹¢ warunkow¡ warto±¢ oczekiwan¡ E(X|Bi), gdy X jest sum¡ oczek jakie wypadn¡
na kostce w dwóch rzutach, a Bi zdarzeniem, »e za pierwszym razem wypadªo i oczek.

zad. 4. Niech zmienna losowa X ma rozkªad wykªadniczy o parametrze 1. Znale¹¢

E(X|{X ≥ t}).

De�nicja 2. Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ na Ω, za± Y zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie dyskretnym
przyjmuj¡c¡ ró»ne warto±ci y1, y2, . . . Wtedy warunkow¡ warto±ci¡ oczekiwan¡ X pod warunkiem
zmiennej Y nazywamy zmienn¡ losow¡ dan¡ wzorem

E(X|Y )(ω) = E(X|Y = yi) gdy Y (ω) = yi

Równowa»nie:
E(X|Y ) =

∑
i∈N

E(X|Y = yi) · 1{Y =yi}.

zad. 5. Znale¹¢ E(X|Y ), gdy
(i) rzucamy dwa razy kostk¡; Y jest wynikiem w pierwszym rzucie, a X sum¡ obu wyników.
(ii) rzucamy trzema monetami: jedno, dwu i pi¦cio-zªotow¡, mo»emy zabra¢ te monety, na których
wypadªa reszka; X jest sum¡ zªotych jakie zabieramy, a Y jest ilo±ci¡ reszek jaki wypadªy.
(iii) z torby zawieraj¡cej cztery kule ponumerowane 1,2,3 i 4 losujemy dwie, je±li cho¢ jeden z
wylosowanych numerów jest wi¦kszy od 2, to wygrywamy 10 zªotych, a w przeciwnym razie prze-
grywamy 10 zªotych; X opisuje wygran¡ sum¦, a Y b¦dzie numerem na pierwszej wylosowanej kuli.

zad. 6. Znale¹¢ i porówna¢ σ-algebry generowane przez Y oraz E(X|Y ), gdy
(i) rzucamy dwa razy kostk¡; Y jest wynikiem w pierwszym rzucie, a X sum¡ obu wyników.
(ii) rzucamy trzema monetami: jedno, dwu i pi¦cio-zªotow¡, mo»emy zabra¢ te monety, na których
wypadªa reszka; X jest sum¡ zªotych jakie zabieramy, a Y jest ilo±ci¡ reszek jaki wypadªy.
(iii) z torby zawieraj¡cej trzy kule ponumerowane 1,2,3 i 4 losujemy dwie, je±li cho¢ jeden z wylosowanych
numerów jest wi¦kszy od 2, to wygrywamy 10 zªotych, a w przeciwnym razie przegrywamy 10 zªotych;
X opisuje wygran¡ sum¦, a Y b¦dzie numerem na pierwszej wylosowanej kuli.



zad. 7. Pokaza¢, »e

ΣE(X|Y ) ⊂ ΣY

dla warunkowej warto±ci oczekiwanej zde�niowanej de�nicj¡ ??.

zad. 8. Dla warunkowej warto±ci oczekiwanej okre±lonej de�nicj¡ ?? pokaza¢, »e dla dowolnego
B ∈ ΣY∫

B

E(X|Y ) dP =

∫
B

X dP

De�nicja 3. Niech X, Y b¦d¡ dowolnymi zmiennymi losowymi na przestrzeni probabilistycznej
(Ω,Σ, P ).

Warunkow¡ warto±ci¡ oczekiwan¡ zmiennej X pod warunkiem zmiennej Y nazywamy zmienn¡
losow¡ oznaczan¡ E(X|Y ) speªniaj¡c¡ warunki

(i) ΣE(X|Y ) ⊂ ΣY

(ii)

∫
B

E(X|Y ) dP =

∫
B

X dP ∀B ∈ ΣY .

Uwaga: Powy»sza de�nicja jest wyznaczona przez zmienn¡ losow¡ X oraz sigma-ciaªo ΣY . St¡d,
warunkowa warto±¢ oczekiwana mo»e by¢ analogicznie zde�niowana dla zmiennej losowej X oraz
dowolengo sigma-ciaªa Σ.

Tw. 1. Je»eli E|X| <∞, to zmienna losowa E(X|Y ) istnieje i jest wyznaczona z dokªadno±ci¡ do
zbiorów miary zero.

zad. 9. Je±li nie byªo dowodu na wykªadzie, udowodnij jedyno±¢ warunkowej warto±ci oczekiwanej
(z dokªadno±ci¡ do zbiorów miary zero), tzn. poka» »e dowolne dwie zmienne Z1 i Z2 speªniaj¡ce
warunki de�nicji, musz¡ speªnia¢ P (Z1 = Z2) = 1.

zad. 10. Poka», »e: a) Je±li X jest mierzalna wzgl¦dem ΣY , wtedy E(X|Y ) = X
b)Je±liX jest niezale»na wzgl¦dem ΣY (X i Y niezale»ne), wtedy E(X|Y ) = E(X) (prawie wsz¦dzie)
c) Je±li X ≥ Z, wtedy E(X|Y ) ≥ E(Z|Y )
d) Poka» »e funkcja przyporz¡dkowuj¡ca caªkowalnej zmiennej losowejX warunkow¡ warto±¢ E(X|Y )
jest liniowa.
e) Poka», »e E(X) = E(E(X|Y ))
f) Udowodnij prawo wie»y: dla dowolnych sigma-ciaª speªniaj¡cych Σ1 ⊂ Σ2

mamy
E(X|Σ1) = E(E(X|Σ2)|Σ1) = E(E(X|Σ1)|Σ2).

g) Poka», »e je±li Y jest ΣZ- mierzalna, wtedy E(XY |Z) = Y · E(X|Z).

zad. 11. a) Poka», »e je±li A ∈ ΣY oraz ka»dego dla ω ∈ A mamy X(ω) = ϕ(Y (ω)), to wtedy
E(X|Y )(ω) = ϕ(Y (ω)) dla prawie ka»dego ω ∈ A.
b) Zauwa», »e dla staªej c zmienna losowa E(X|Y ) jest staªa na zbiorze {w : Y (w) = c} (z dokªad-
no±ci¡ do zbiorów miary zero). Przy zaªo»eniu P (Y = c) > 0 poka», »e

E(X|Y )(w) = E(X|{Y = c}) dla prawie ka»dego ω ∈ {ω : Y (ω) = c}.

c) Podaj kontrprzykªad stwierdzaj¡cy, »e wªaso±¢ z podpunktu a) nie musi zachodzi¢ bez zaªo»e-
nia A ∈ ΣY



zad. 12. Niech Ω = [0, 1] z σ-algebr¡ zbiorów borelowskich, a P niech b¦dzie miar¡ Lebesgue'a na
Ω. Znale¹¢ E(X|Y ) je»eli
(i) X(ω) = 2ω, Y (ω) = 2;
(ii) X(ω) = 2ω, Y (ω) = 0, gdy ω ∈ [0, 1/2) i Y (ω) = 1 dla ω ∈ [1/2, 1];
(iii) X(ω) = 2ω, Y (ω) = ω2;
(iv) X(ω) = 2ω, Y (ω) = ω, gdy ω ∈ [0, 1/2) i Y (ω) = 1/2 dla ω ∈ [1/2, 1];
(v) X(ω) = 2ω − 1 + |2ω − 1|, Y (ω) = 1− |2ω2 − 1| (zadanie nieobowi¡zkowe);
(VV) X(ω) = 2ω − 1 + |2ω − 1|, Y (ω) = 1− |2ω − 1| ;
(VVV) X(ω) = 2ω − 1 + |2ω − 1|, Y (ω) = 1− |2ω − 1| przy zaªo»eniu Ω = [0, 2]
(vi) X(ω) = 1− ω, Y (ω) = 0, gdy ω ∈ [0, 1/2) i Y (ω) = 1 dla ω ∈ [1/2, 1];
(vii) X(ω) = 1− ω, Y (ω) = 0, gdy ω ∈ [0, 1/2) i Y (ω) = ω dla ω ∈ [1/2, 1].


