
Warunkowa warto±¢ oczekiwana.

Niech (Ω,Σ, P ) b¦dzie przestrzeni¡ probabilistyczn¡.

De�nicja 1. Niech A ∈ Σ b¦dzie taka, »e P (A) > 0. Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ na Ω.

Warunkow¡ warto±ci¡ oczekiwan¡ zmiennej X pod warunkiem zdarzenia A nazywamy warto±¢
oczekiwan¡ zmiennej X na przestrzeni (Ω,Σ, P (·|A)), tzn

E(X|A) =

∫
Ω

X(ω)dP (ω|A)

Mo»na ªatwo pokaza¢, »e zachodzi wzór:

E(X|A) =
1

P (A)

∫
A

X dP =
1

P (A)
E(X · 1A)

Je»eli zmienna losowa X ma rozkªad dyskretny o ró»nych warto±ciach x1, x2, . . . to ªatwo wida¢,
»e

E(X|A) =

∞∑
i=1

xiP (X = xi|A)

�atwo uzyska¢ co± ogólniejszego: je±li X : Ω→ Rn jest zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie dyskretnym
o ró»nych warto±ciach x1, x2, . . . oraz ϕ : Rn → R jest funkcj¡ mierzaln¡, to mamy:

E(ϕ(X)|A) =

∞∑
i=1

ϕ(xi)P (X = xi|A)

Przykªad: Niech zmienna losowaX ma g¦sto±¢ f oraz niech t ∈ R b¦dzie takie, »e P (X ≥ t) > 0.
Wtedy

E(X|{X ≥ t}) =
E(X · 1{X≥t})
P (X ≥ t)

=

∞∫
t

xf(x)dx

∞∫
t

f(x)dx

.

De�nicja 2. Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ na Ω, za± Y zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie dyskretnym
przyjmuj¡c¡ ró»ne warto±ci y1, y2, . . . Wtedy warunkow¡ warto±ci¡ oczekiwan¡ X pod warunkiem
zmiennej Y nazywamy zmienn¡ losow¡ dan¡ wzorem

E(X|Y )(ω) = E(X|Y = yi) gdy Y (ω) = yi

Równowa»nie:
E(X|Y ) =

∑
i∈N

E(X|Y = yi) · 1{Y =yi}.

Zauwa» »e E(X|Y ) jest funkcj¡ zmiennej losowej Y , to jest

E(X|Y ) = h(Y ),

dla pewnej funkcji mierzalnej (w tym wypadku funkcji prostej, inaczej-schodkowej,) h.

Uwaga: �atwo wida¢, »e

1. ΣE(X|Y ) ⊂ ΣY

dla warunkowej warto±ci oczekiwanej zde�niowanej de�nicj¡ 2.



2. Dla warunkowej warto±ci oczekiwanej okre±lonej de�nicj¡ 2, dla dowolnego B ∈ ΣY∫
B

E(X|Y ) dP =

∫
B

X dP

Zawsze zachodzi:

ΣY = {Y −1(Z) : Z ∈ B(R)} = σ({Y −1(Z) : Z − otwarty}) = σ({Y −1((−∞, t]) : t ∈ R}).

Uwaga: czasami stosuj¦ oznaczenie σY zamiast ΣY . Poni»ej de�nicja ogólna warunkowej warto±ci.

De�nicja 3. Niech X, Y b¦d¡ dowolnymi zmiennymi losowymi na przestrzeni probabilistycznej
(Ω,Σ, P ).

Warunkow¡ warto±ci¡ oczekiwan¡ zmiennej X pod warunkiem zmiennej Y nazywamy zmienn¡
losow¡ oznaczan¡ E(X|Y ) speªniaj¡c¡ warunki

(i) ΣE(X|Y ) ⊂ ΣY

(ii)

∫
B

E(X|Y ) dP =

∫
B

X dP ∀B ∈ ΣY .

Uwaga: Warunkowa warto±¢ oczekiwana mo»e by¢ analogicznie zde�niowana dla zmiennej losowej
X oraz dowolnego sigma-ciaªa σ ⊂ Σ.

Dodatkowo, mo»na pokaza¢ »e E(X|Y ) = h(Y ) dla pewnej funkcji Borelowskiej h.

Poni»ej kilka wªasno±ci (zawsze zakªadamy, »e E|X| < ∞ co gwarantuje istnienie E(X|Y )).
Wi¦kszo±¢ z nich pochodzi z wykªadów z rachunku prawdopodobie«stwa lub z procesów stochasty-
czny, natomiast pozostaªe, je±li b¦dziemy je stosowa¢ do rozwi¡zywania zada«, musimy uprzednio
udowodni¢ (szczególnie na pracach pisemnych!):

1. warunkowa warto±¢ oczekiwana jest wyznaczona z dokªadno±ci¡ do zbiorów miary zero, tzn.
dowolne dwie zmienne Z1 i Z2 speªniaj¡ce warunki de�nicji, musz¡ speªnia¢ P (Z1 = Z2) = 1.

2. Je±li X jest mierzalna wzgl¦dem ΣY , wtedy E(X|Y ) = X

3. Je±li X jest niezale»na wzgl¦dem ΣY (X i Y niezale»ne), wtedy E(X|Y ) = E(X) (prawie
wsz¦dzie)

4. Je±li X ≥ Z, wtedy E(X|Y ) ≥ E(Z|Y )

5. Funkcja X → E(X|Y ) jest liniowa.

6. E(X) = E(E(X|Y ))

7. Prawo wie»y: dla dowolnych sigma-ciaª speªniaj¡cych Σ1 ⊂ Σ2

mamy
E(X|Σ1) = E(E(X|Σ2)|Σ1) = E(E(X|Σ1)|Σ2).

8. Je±li Y jest ΣZ- mierzalna i taka, »e E|XY | <∞, wtedy E(XY |Z) = Y · E(X|Z).

9. Je±li A ∈ ΣY oraz ka»dego dla ω ∈ A mamy X(ω) = ϕ(Y (ω)), to wtedy E(X|Y )(ω) = ϕ(Y (ω))
dla prawie ka»dego ω ∈ A.

10. Dla staªej c zmienna losowa E(X|Y ) jest staªa na zbiorze {w : Y (w) = c} . Przy zaªo»eniu
P (Y = c) > 0 poka», »e

E(X|Y )(w) = E(X|{Y = c}) dla ω ∈ {ω : Y (ω) = c}.

Warto znale¹¢ kontrprzykªad stwierdzaj¡cy, »e wªaso±¢ z ostatniego podpunktu nie musi za-
chodzi¢ bez zaªo»enia A ∈ ΣY



Poni»ej przypadek gdy wektor (X,Y ) posiada g¦sto±¢.

Tw. 1. Zaªó»my, »e wektor (X,Y ) ma rozkªad (absolutnie ) ci¡gªy o g¦sto±ci f . Okre±lamy tzw.
g¦sto±¢ warunkow¡ wzorem

fX|Y (x|y) :=
f(x, y)

fY (y)
,

gdzie fY jest g¦sto±ci¡ zmiennej Y (gdy fY (y)=0 to kªadziemy fX|Y (x|y) := 0). Dla funkcji mierzal-
nej h : R→ R zachodzi:

E(h(X)|Y ) =

∫
R
h(x)fX|Y (x|Y )dx.

W szczególno±ci uzyskujemy wzory:

E(X|Y ) =

∫
R
xfX|Y (x|Y )dx oraz E(X|Y = y) =

∫
R
xfX|Y (x|y)dx.

Uwaga: Niech Z,X, Y : Ω→ R mierzalne (i caªkowalne). Aby sprawdzi¢ warunek (ii) z de�nicji
ogólnej wwo, a mianowicie:

∫
B
Z dP =

∫
B
X dP ∀B ∈ ΣY ,

mo»na skorzysta¢ z nast¦puj¡cych faktów:

1. Je±li ΣY = σ(A1, . . . , An), wtedy wystarczy sprawdzi¢ czy dla wszystkich generatorów Ai

mamy
∫
Ai
Z dP =

∫
Ai
XdP (warto to udowodni¢)

2. Je±li ΣY = σ(Ai : i ∈ I) oraz rodzina Ai, i ∈ I jest Π− ukªadem, to równie» wystarczy
sprawdzi¢ równo±¢ caªek dla generatorów (mo»na to sobie udowodni¢ jako wniosek z twierdzenia
Dynkina-Sierpi«skiego z wykªadu)


