
Procesy Stochastyczne - Zestaw 1

Zadanie 1 Niech ξ i η b ↪ed ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi o rozk ladachN (0, 1).
Niech X = ξ+2η i Y = ξ−η. Znaleźć rozk lad (X, Y ) i rozk lad warunkowy LX(·|Y ).

Zadanie 2 Niech ξ i η b ↪ed ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi o rozk ladachN (0, 1).
Niech X = ξ+ η i Y = ξ− η. Znaleźć rozk lad (X, Y ) i rozk lad warunkowy LX(·|Y ).

Zadanie 3 Rzucamy 10 razy symetryczn ↪a monet ↪a. Niech X oznacza liczb ↪e or lów a
Y liczb ↪e or lów w pierwszych czterech rzutach. Policzyć E(X|Y ). Ile wynosi σ(Y )?

Zadanie 4 Niech Ω = {1, 2, ...., 10}. Znaleźć σ({1, 2, 3}, {3, 4, 5}, {4, 6}).

Zadanie 5 Niech Ω = [0, 1] × [0, 1] i niech P = dxdy b ↪edzie miar ↪a Lebesgue’a.
Niech X(x, y) = x i Y (x, y) = y. Policzyć E (f(X, Y )|G) gdy

(i) f(x, y) = x, G = σ(Y ).

(ii) f(x, y) = x2y, G = σ(Y ).

(iii) f(x, y) = x− y, G = σ(X + Y ).

Zadanie 6 Niech (Ω,F,P) b ↪edzie przestrzeni ↪a probabilistyczn ↪a. Dla A,B ∈ F po-
liczyć E(χA|χB).

Zadanie 7 Znaleźć E (X|Y ) gdy Ω = [0, 1], P = dx, a X(x) = 2x2 i

Y (x) =

{
2x x ≤ 1/2,

2x− 1, x ∈ (1/2, 1].

Zadanie 8 Niech Ω = [0, 1] i niech P = dx. Znaleźć E (X|Y ) gdy X(x) = x2,

Y (x) =

{
2 gdy x ∈ [0, 1/2),

x2 gdy x ∈ [1/2, 1].

Zadanie 9 Niech Ω = [0, 1] i niech P = dx. Znaleźć E (X|Y ) gdy X(x) = x2,
Y (x) = 1− |2x− 1|.
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Zadanie 10 Niech Ω = [0, 1] i niech P = dx. Znaleźć E (X|G) gdy

(i) X(x) =
√
x, G = σ([0, 1/4), [1/4, 1]),

(ii) X(x) = −x, G = σ([0, 1/2], (1/3, 1]).

Zadanie 11 Na Ω = [0, 1] rozważmy σ-cia lo zbiorów borelowskich i miar ↪e Lebes-
gue’a. Znaleźć E(X|Y ) gdy:

(i) X(x) = x2 + 1, a

Y (x) =


1 dla x ∈ [0, 1/3),

2 dla x ∈ [1/3, 2/3),

0 dla x ∈ [2/3, 1].

(ii) X(x) = x− 1, a

Y (x) =


10 dla x ∈ [0, 1/2),

2 dla x ∈ [1/2, 2/3),

0 dla x ∈ [2/3, 1].

Zadanie 12 Na Ω = [0, 1] rozważmy σ-cia lo zbiorów borelowskich i miar ↪e Lebes-
gue’a. Niech Y (x) = x(1 − x). Pokazać, że dla dowolnej ca lkowalnej zmiennej
losowej X,

E(X|Y )(x) =
X(x) +X(1− x)

2
, x ∈ Ω.

Zadanie 13 Z taśmy produkcyjnej wysz lo n-produktów. Produkt jest wadliwy z
prawdopodobieństwem p. Kontrola jakości z prawdopodobieństwem p wykrywa wa-
dliwy produkt. NiechX oznacza liczb ↪e wadliwych produktów, a Y liczb ↪e produktów,
które zosta ly wykryte jako wadliwe. Policzyć E (X|Y ).

Zadanie 14 Za lóżmy, że w populacji n osób prawdopodobieństwo zachorowania
na dan ↪a chorob ↪e wynosi p. Do badania na wyst ↪epowania choroby stosuje si ↪e test
medyczny, który z prawdopodobieństwem 1− q1 daje wynik negatywny gdy badana
osoba jest zdrowa, a z prawdopodobieństwem q2 daje wynik negatywny gdy badana
osoba jest chora. Zak ladamy, że p, q1, q2 ∈ (0, 1). Niech X oznacza liczb ↪e osób
chorych, a Y osób z pozytywnym wynikiem testu. Policzyć E (X|Y ).

Zadanie 15 Niech X1, . . . , X5 b ↪ed ↪a niezależnymi zmienymi losowymi o rozk ladzie
wyk ladniczym z porametrem 1. Niech Y = χ[3,+∞](X1) oraz T = X1 + . . . + X5.
Policzyć E (Y |T = 5).
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Zadanie 16 S ↪asiadka upiek la placek, którego zjedzenie wi ↪ecej niż po lowy powoduje
niestrawność. Najpierw jej najstarszy syn wzi ↪a l sobie kawa lek a nast ↪epnie m lodszy
syn odkroi l sobie troch ↪e z tego co zosta lo. Zak ladamy, że wielkość porcji jest losowa
i ma rozk lad jednostajny po tym co jest dost ↪epne, policzyć wartość oczekiwan ↪a
rozmiaru placka, który pozosta l przy za lożeniu, że żaden z synów nie zachorowa l.
Co by loby gdyby synowie przyszli równocześnie? W którym przypadku zosta loby
wi ↪ecej ciasta dla Ojca?

Zadanie 17 Niech X i Y b ↪ed ↪a zmiennymi losowymi określonymi na tej samej prze-
strzeni probabilistycznej. Uzasadnić, że dla dowolnego y, E(X|Y = y) zależy tylko
od rozk ladu  l ↪acznego wektora losowego (X, Y ). Czy to samo można powiedzieć o
E(X|Y )?

Zadanie 18 Niech X i Y b ↪ed ↪a niezależnymi ca lkowalnymi z kwardatem zmiennymi
losowymi. Za lóżmy, że rozk lady X i Y s ↪a symetryczne, to znaczy, że rozk lad X jest
ten sam jak rozk lad −X i rozk lad Y jest ten sam jak rozk lad −Y . Pokazać, że
E ((X + Y )2|X2 + Y 2) = X2 + Y 2.

Zadanie 19 Na Ω = [0, 1] × [0, 1] rozważmy σ-cia lo zbiorów borelowskich i miar ↪e
Lebesgue’a dxdy. Za lóżmy, że wektor losowy (X, Y ) ma g ↪estość

ρ(x, y) =

{
x+ y, (x, y) ∈ Ω,

0, (x, y) 6∈ Ω.

Policzyć E(X|Y ).

Zadanie 20 Na Ω = [0, 1] × [0, 1] rozważmy σ-cia lo zbiorów borelowskich i miar ↪e
Lebesgue’a dxdy. Za lóżmy, że wektor losowy (X, Y ) ma g ↪estość

ρ(x, y) =

{
3
2
(x2 + y2), (x, y) ∈ Ω,

0, (x, y) 6∈ Ω.

Policzyć E(X|Y ).

Zadanie 21 Na Ω = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} rozważmy σ-cia lo zbiorów bore-
lowskich i znormalizowan ↪a miar ↪e Lebesgue’a, to jest

P(A) =
1

π

∫
A

∫
dxdy, A ∈ B(Ω).

Niech X i Y b ↪ed ↪a projekcjami na osie uk ladów wspó lrz ↪ednych. Policzyć E(X|Y )
oraz E(X2|Y ).
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Zadanie 22 Niech X i Y b ↪ed ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi ca lkowalnymi o
tym samym rozk ladzie. Policzyć E(X|X + Y ).

Zadanie 23 Niech (Xk) ci ↪ag niezależnych zmiennych losowych ca lkowalnych o tym
samym rozk ladzie. Pokazać, że

E (X1|X1 + ...+Xn) =
1

n
(X1 + ...+Xn) .

Zadanie 24 Niech X i Y b ↪ed ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi. Niech f : R2 7→
R b ↪edzie takie, że

E|f(X, Y )| <∞.

Pokazać, że
E (f(X, Y )|Y = y) = Ef(X, y).

Zadanie 25 Niech (Xn) b ↪edzie ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych ca lkowalnych
o tym samym rozk ladzie. Niech

Sn = X1 + ....Xn, Gn = σ(Sn, Sn+1, ...).

Policzyć E(X1|Gn).

Zadanie 26 Niech X i Y b ↪ed ↪a niezależnymi ca lkowalnymi zmiennymi losowymi o
tym samym rozk ladzie µ. Policzyć

E
(
X|X2 + Y 2

)
dla dwóch różnych µ.

Zadanie 27 Znaleźć E(X|Y ) gdy (X, Y ) ma rozk lad z g ↪estości ↪a:

• g(x, y) = λ2e−λx dla 0 ≤ x ≤ y <∞ i 0 w przeciwnym przypadku,

• g(x, y) = xe−x(y+1) dla x, y ≥ 0 i 0 w przeciwnym przypadku.

Zadanie 28 Niech X, Y , Z b ↪ed ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi o rozk ladzie
wyk ladniczym z parametrami λX , λY , λZ . Policzyć

P (X < Y < Z) .

Zadanie 29 Niech (X, Y ) ma rozk lad  l ↪aczny o g ↪estości

g(x, y) =

{
cx(y − x)e−y dla 0 ≤ x ≤ y <∞,

0 w przeciwnym przypadku.
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• Znaleźć parametr c.

• Pokazać, że dla 0 ≤ x ≤ y <∞,

fX|Y (x|y) = 6x(y − x)y−3,

fY |X(y|x) = (y − x)ex−y.

• Wywnioskować, że E(X|Y ) = 1
2
Y i E(Y |X) = X + 2.

Zadanie 30 Niech θ i ρ oznaczaj ↪a d lugość i szerogość geograficzn ↪a losowo wybra-
nego punktu sfery jednostkowej. Policzyć E(θ|ρ) i E(ρ|θ).

Zadanie 31 Niech X i Y b ↪ed ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi o tym samym
rozk ladzie N (µ, 1) gdzie µ ∈ R jest zadane. Znaleźć rozk lad warunkowy wektora
losowego (X, Y ) wzgl ↪edem X + Y .

Zadanie 32 Niech (Ω,F ,P) b ↪edzie przestrzeni ↪a probabilistyczn ↪a, G niech b ↪edzie
pod-σ-cia lem F , a X zmienn ↪a losow ↪a na (Ω,F ,P). Jeżeli EX2 < ∞, to możemy
zdefiniować warunkow ↪a wariancj ↪e

Var (X|G) = E
(
(X − E (X|G))2 |G

)
.

Udowodnić, że
VarX = E (Var (X|G)) + Var (E (X|G)) .

Zadanie 33 Niech (Ω,F ,P) b ↪edzie przestrzeni ↪a probabilistyczn ↪a, niech G b ↪edzie
pod-σ-cia lem F , a H niech b ↪edzie pod-σ-cia lem G. Pokazać, że dla dowolnej zmien-
nej X spe lniaj ↪acej EX2 <∞ zachodzi

E |X − E (X|H)|2 ≥ E |X − E (X|G)|2 .

Zadanie 34 Niech (Ω,F ,P) b ↪edzie przestrzeni ↪a probabilistyczn ↪a, a niech G b ↪edzie
pod-σ-cia lem F . Udowodnić nast ↪epuj ↪ac ↪a wersj ↪e twierdzenia Bayesa:

P (B|A) =

∫
B
P (A|G) dP∫

Ω
P (A|G) dP

, A ∈ F , B ∈ G.

Zadanie 35 Niech (Ω,F ,P) b ↪edzie przestrzeni ↪a probabilistyczn ↪a, niech G b ↪edzie
pod-σ-cia lem F , a X zmenn ↪a losow ↪a na (Ω,F ,P) ca lkowaln ↪a. Niech ρ ≥ 0 b ↪edzie
zmienn ↪a losowo ↪a na (Ω,F ,P) tak ↪a, że E ρ = 1 i niech Q oznacza prawdopodo-
bieństwo na (Ω,F) dane wzorem

Q(A) =

∫
A

ρdP, A ∈ F .
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Oznaczmy przez E∗ (X|G) warunkow ↪a wartość oczekiwan ↪a X wzgl ↪edem G ze wzgl ↪edu
na prawdopodobieństwo Q. Udowodnić nast ↪epuj ↪ac ↪a wersj ↪e twierdzenia Bayesa:

E∗ (X|G) =
E (ρX|G)

E (ρ|G)
.

Zadanie 36 Niech Ω = [0, π], F = B([0, π]), oraz P = αdx. Wyznaczyć α dla
którego P jest miar ↪a probabilistyczn ↪a. Policzyć E (X|Y ) gdy X(ω) = sinω a Y (ω) =
cosω.
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