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1. Prosz¦ o czytelny zapis odpowiedzi. Odpowiedzi nieczytelne nie b¦d¡ sprawdzane.

2. W zadaniach 3-5 sprawdzam tylko podane odpowiedzi (prosz¦ nic innego nie wpisywa¢ pod zadani-
ami). Odpowied¹ powinna by¢ podana w mo»liwie najprostszej postaci (je±li to mo»liwe, w postaci
"rozwikªanej"). Je±li dziedzin¡ rozwi¡za« wysyconych nie jest caªa prosta nale»y równie» poda¢ dziedzin¦.

Zadania otwarte

Zad.1 (16 pkt) W pewnej ±redniowiecznej osadzie licz¡cej 1000 mieszka«ców zmagaj¡cej si¦ z epidemi¡ tajemniczej choroby
policzono osoby chore i stwierdzono, »e 100 osób jest zara»onych. Po upªywie tygodnia wykonano ponowne
rachunki i stwierdzono, »e chorych jest ju» 400 osób. Ile osób b¦dzie zara»onych po upªywie kolejnego ty-
godnia, je±li zaªo»ymy »e choroba rozprzestrzenia si¦ z pr¦dko±ci¡ proporcjonaln¡ do iloczynu osób chorych
oraz zdrowych? (Zakªadamy optymistycznie, »e w omawianym okresie populacja jest staªa).

Szkic: Nasze równanie ma posta¢ x′ = K ∗ x(1000 − x), rozwi¡zujemy je jako równanie o zmiennych

rozdzielonych (lub równanie Bernoulliego) otrzymuj¡c x(t) = 1000 exp(Ct)
D+exp(Ct) . Warunek poczatkowy x(0) = 100

daje nam D = 9 oraz x(t) = 1000 exp(Ct)
9+exp(Ct) . Drugi warunek x(1) = 400 prowadzi do exp(C) = 6 co daje

rozwi¡zanie x(t) = 1000·6t
9+6t . Odpowiedzi¡ jest zatem warto±¢ x(2) = 36000

45 = 800.

Zad.2 (18 pkt) Narysuj rozszerzony portet fazowy dla nast¦puj¡cego równania:

(a) x′ = t− 1
Wskazówka: Wykorzysta¢, »e warto±¢ pochodnej nie zale»y od zmiennej x.

(b) x′ = x− t
Wskazówka: Wykorzysta¢, »e warto±¢ pochodnej jest staªa na prostych x = t+ C.

(c) x′ = x2

Wskazówka: Wykorzysta¢, »e warto±¢ pochodnej nie zale»y od zmiennej t.

Na ka»dym z rysunków podaj dokªadne warto±ci pochodnej rozwi¡zania w wybranych kilku punktach,
mo»na te» da¢ komentarze pozwalaj¡cy prawidªowo odczyta¢ rysunek.

Zadania zamkni¦te

Zad.3 (10 pkt) Znajd¹ rozwi¡zanie ogólne równania x′ = − t
x

Odpowied¹: Równanie o zmiennych rozdzielonych, odpowied¹: x = ±
√
C − t2, t2 ≤ C

Zad.4 (14 pkt) Znajd¹ rozwi¡zanie ogólne równania: x′ − 2x = sin(t)

Odpowied¹: Równanie liniowe niejednorodne, rozwi¡zanie szczególne: x0 = − 1
5 (2 sin(t) + cos(t)),

odpowied¹: x = C exp(2t)− 1
5 (2 sin(t) + cos(t))

Zad.5 (10 pkt) Znajd¹ równanie ró»niczkowe rodziny krzywych R = {y2 = Cx3}C 6=0:

Odpowied¹: Rozwa»aj¡c posta¢ y2

x3 = C ró»niczkujemy d
dx

y2(x)
x3 = 0 i otrzymujemy odpowied¹: 2y′x −

3y = 0
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