
Procesy Stochastyczne

Zestaw zada« numer 4

Zad.1 Pokaza¢, »e dla czasu dyskretnego, de�nicja momentu stopu jest równowa»na warunkowi

{τ = n} ∈ Fn,
dla n = 1, 2, 3, . . ..

Zad.2 Dana jest przestrze« probabilistyczna (Ω,Σ, P ) oraz �ltracja (Fn)n∈N. Zaªó»my, »e τ jest mo-
mentem zatrzymania wzgl¦dem �ltracji (Fn)n∈N. Sprawdzi¢, czy
(i) τ + 2 jest momentem zatrzymania;
(ii) τ − 2 jest momentem zatrzymania;
(iii) τ2 jest momentem zatrzymania.

Zad.3 Dana jest przestrze« probabilistyczna (Ω,Σ, P ) oraz �ltracja (Fn)n∈N. Zaªó»my, »e τ1 oraz τ2 s¡
momentami zatrzymania. Pokaza¢, »e
(i) max{τ1, τ2} jest momentem zatrzymania;
(ii) τ1 + τ2 jest momentem zatrzymania.

Zad.4 Rzucamy kostk¡ tak dªugo, a» otrzymamy wszystkie oczka. Znale¹¢ warto±¢ ±redni¡ sumy wyrzu-
conych oczek.

Zad.5 Niech (Xn)n∈N jest procesem stochastycznym, a B zbiorem borelowskim w R. Pokaza¢, »e τB =
inf{n,Xn ∈ B} jest momentem zatrzymania.

Zad.6 Niech (Y,F) b¦dzie submartyngaªem oraz niech S i T b¦d¡ momentami stopu speªniaj¡cymi
nierówno±ci 0 ≤ S ≤ T ≤ N dla jakiego± okre±lonego N . Pokaza¢, »e E(Y0) ≤ E(YS) ≤ E(YT ) ≤
E(YN ).

Zad.7 Niech F b¦dzie �ltracj¡. Dla dowolnego momentu stopu T (z dokªadno±ci¡ do F), niech FT oznacza
zbiór takich zdarze« A, »e dla ka»dego n, A∩{T ≤ n} ∈ Fn. Niech S i T b¦d¡ momentami stopu.
(i) Pokaza¢, »e FT jest σ-ciaªem, oraz, i» T jest mierzalne wzgl¦dem tego σ-ciaªa.
(ii) Pokaza¢, »e je»eli A ∈ FS , to A ∩ {S ≤ T} ∈ FT .
(iii) Niech S ≤ T . Pokaza¢, »e FS ⊆ Ft.

Zad.8 Niech X1, X2, . . . b¦dzie ci¡giem nieujemnych niezale»nych zmiennych losowych. niech N(t) :=
max{n : X1+X2+. . .+Xn ≤ t}. Pokaza¢, »eN(t)+1 jest momentem stopu wzgl¦dem odpowiedniej
�ltracji.

Zad.9 Niech (Y,F) b¦dzie submartyngaªem oraz x > 0. Pokaza¢, »e

P [ max
0≤m≤n

Ym ≥ x] ≤ 1

x
E(Y +

n )

Zad.10 Niech X1, X2, . . . b¦dzie ci¡giem niezale»ych zmiennych losowych o takim samym rozkªadzie oraz
niech P [Xi = 1] = P [Xi = −1] = 1/2 (rzuty symetryczn¡ monet¡, jedynka to orzeª). Niech
ξn = X1+2X2+. . .+2n−1Xn (w ka»dym kolejnym rzucie stawiamy dwa razy wi¦cej ni» poprzednio,
zaczynaj¡c od 1PLN). Niech τ = min{n : w n-tym rzucie wypadª orzeª}.
(i) Pokaza¢, »e P (τ <∞) = 1
(ii) Pokaza¢, »e ξmin{τ,n} jest martyngaªem (wygrana po n rundach).
(iii) Poda¢ wzór na ξτ .
(iv) Pokaza¢, »e E(ξτ−1) = −∞.
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