
Zbie»no±¢ zmiennych losowych. De�nicje.

Niech X,X1, X2, . . . b¦d¡ zmiennymi losowymi na pewnej przestrzeni pro-
babilistycznej (Ω,Σ, P ). Mówimy, »e

1. Xn −→ X prawie na pewno

(oznaczenia: Xn −→ X p.n. lub Xn −→ X p.w. lub Xn
1→ X), gdy

P ({ω ∈ Ω : lim
n−→∞

Xn(ω) = X(ω), ) = 1;

2. Xn −→ X w Lq (q  1) co ozn. Xn
Lq−→ X, gdy

E(|Xn −X|q) −→ 0, n −→∞;

W tym rodzaju zbie»no±ci zazwyczaj zakªadamy istnienie q−tych momen-
tów, tj. E|Xn|q < ∞. Zbie»no±¢ w L2 nazywamy zbie»no±ci¡ ±rednio-

kwadratow¡, a zbie»no±¢ w L1 zbie»no±ci¡ wg ±redniej.

3. Xn −→ X wedªug prawdopodobie«stwa (lub: stochastycznie) co

oznaczamy Xn
s−→ X lub Xn

P−→ X, gdy

∀ε P (|Xn −X| > ε) −→ 0, n −→∞;

4. Xn −→ X wedªug rozkªadów (równie»: zbie»no±¢ sªaba, zbie»no±¢

wg dystrybuant), co oznaczamy Xn
d−→ X, gdy (przy oznaczeniach: Fn

to dystrybuanta Xn, a F dystrybuanta X)

∀x : F jest ci¡gªa w x =⇒ Fn(x) −→ F (x), n −→∞.

Sªaba zbie»no±¢ rozkªadów: Je±li µ, µ1, µ2, . . . jest ci¡giem rozkªadów
prawdopodobie«stwa z dystrybuantami odpowiednio F , F1, F2, . . . oraz zacho-
dzi

∀x : F jest ci¡gªa w x =⇒ Fn(x) −→ F (x), n −→∞.

to mówimy »e ci¡g µn jest sªabo zbie»ny do µ.

Uwaga1: Wida¢, »e sªaba zbie»no±¢ dla ci¡gu zmiennych losowych Xn s¡
zdeterminowana tylko i wyª¡cznie przez rozkªady zmiennych Xn

Uwaga2: Zawsze speªnione s¡ nast¦puj¡ce implikacje:

1. Xn
P−→ X =⇒ Xn

d−→ X

2. Xn
1−→ X =⇒ Xn

P−→ X

3. Xn
Lp−→ X =⇒ Xn

P−→ X (dla dowolnego p  1)
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Uwaga3: U»yteczne jest nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie: µn jest sªabo zbie»ny do µ ⇐⇒ dla dowolnej funkcji ci¡gªej i
ograniczonej f :R −→ R zachodzi

∫
R
fdµn −→

∫
R
fdµn.

Wniosek: Xn jest zbie»ny do X wg rozkªadów⇐⇒ dla dowolnej funkcji ci¡gªej
i ograniczonej f :R −→ R zachodzi E(f(Xn)) −→ Ef(X).
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