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O co chodzi z tą kombinatoryką i rekurencją?

Przykładowy problem
Mamy pudełko wymiaru 2× 10. W nim chcemy ułożyć kostki domina
wymiaru 1× 2. Na ile sposobów możemy to zrobić?

Oznaczmy symbolem Kn - liczbę sposobów na jakie możemy ułożyć kostki
domina w pudełku o wymiarach 2× n.

Szukamy więc K10. Zacznijmy powoli

K1 = 1, K2 = 2, K3 = 3, Kn = Kn−1 + Kn−2.

1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89
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Wieże Hanoi

Zadanie francuskiego matematyka Edouarda Lucasa z 1883 roku
Dane są trzy iglice. Na jednej z nich nałożone jest 8 krążków (na dole o
największej średnicy, na nim krążek o mniejszej itd.). Ile najmniej ruchów
należy wykonać aby przełożyć wszystkie krążki z pierwszej iglicy na której
inną tak aby spełniane były dwa warunki:

1 można przekładać po jednym krążku
2 krążek większy nigdy nie może leżeć na krążku mniejszym?

 

| i |  Problem y rekurencyjne
W rozdziale tym zajmujemy się trzema przykładowymi problemami, które 
będą stanowiły przedsmak tego, co nas czeka. Problemy te mają dwie wspólne 
cechy: wszystkie były wielokrotnie badane przez matematyków, a ich rozwią
zanie opiera się na pojęciu rekurencji. Rekurencja polega na tym, że roz
wiązanie badanego problemu wyraża się za pomocą rozwiązań tego samego 
problemu dla danych o mniejszych rozmiarach.

1.1. W ieże z Hanoi

Przyjrzyjmy się na początek zgrabnej łamigłówce zwanej Wieżami z Hanoi. 
Łamigłówkę tę wymyślił francuski matematyk Edouard Lucas w roku 1883. 
Mamy wieżę złożoną z 8 krążków ułożonych jeden na drugim i nadzianych 
na jeden z 3 prętów malejącymi średnicami ku górze:

Zadanie polega na przeniesieniu całej wieży krążków na jeden z pozosta
łych prętów, przy czym w każdym ruchu można brać tylko jeden krążek i nie 
wolno położyć większego krążka na mniejszym.

Lucas [260] ubarwił swoje zadanie legendą o znacznie wyższej Wieży 
Brahmy, która miała mieć 64 krążki z czystego złota spoczywające na 3 dia
mentowych igłach. U zarania czasu Bóg umieścił te złote krążki na pierwszej 
z igieł i polecił grupie mnichów, aby przełożyli je na igłę trzecią zgodnie z po

Ci, którzy jeszcze 
tego nie znają, 
niech podniosą rękę. 
OK, a teraz cała 
reszta może 
spokojnie 
przeskoczyć do 
równania (1.1).

Z łoto— o rany! 
Nasze krążki są 
pewnie z czegoś 
konkretniejszego?



Wieże Hanoi, c.d.

Oznaczmy: Tn - najmniejsza liczba ruchów do przeniesienia n krążków.

T1 = 1, T2 = 3, T3 = 7,
Tn = 2Tn−1 + 1.
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Wieże Hanoi, c.d.

Mamy rekurencję:{
Tn = 2Tn−1 + 1
T1 = 1

{
Tn + 1 = 2Tn−1 + 2 = 2(Tn−1 + 1)
T1 + 1 = 2

Co przy oznaczeniu Un = Tn + 1 daje{
Un = 2Un−1

U1 = 2

Czyli Un = 2n, więc Tn = 2n − 1.
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Zadanie geometryczne

Jaka jest największa liczba obszarów Ln wyznaczonych przez n prostych na
płaszczyźnie?

L0 = 1,
L1 = 2,
L2 = 4,
L3 = 7,
Dla n > 0, n-ta prosta zwiększa liczbę obszarów o k wtedy i tylko
wtedy, gdy przecina k zastanych obszarów, a tak się dzieje gdy
przecina k − 1 prostych w różnych punktach.
Ln = Ln−1 + n.
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wtedy, gdy przecina k zastanych obszarów, a tak się dzieje gdy
przecina k − 1 prostych w różnych punktach.
Ln = Ln−1 + n.



Zadanie geometryczne - rozwiązanie rekurencji

Tym razem mamy rekurencję{
Ln = Ln−1 + n

L0 = 1

Ln = Ln−1 + n = Ln−2 + (n − 1) + n =

Ln−3 + (n − 2) + (n − 1) + n = . . . =

= L0 + 1+ . . .+ n = 1+
n(n + 1)

2
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Rozwiązywanie rekurencji liniowej

Definicja rekurencji liniowej rzędu k

Dla ustalonych niezerowych liczb rzeczywistych a1, . . . , ak i ustalonego
ciągu liczbowego (fn) rekurencją liniową nazywamy

xn = a1 · xn−1 + a2 · xn−2 + . . .+ ak · xn−k + fn

Rozwiązań rekurencji jednorodnej szukamy w postaci xn = λn, co po
wstawieniu do równania daje

λn = a1 · λn−1 + . . .+ ak · λn−k

i po skróceniu tzw. równanie charakterystyczne

λk − a1λ
k−1 − . . .− ak = 0
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Przykład rozwiązania

Rozważmy rekurencję 
xn = 3xn−1 − 2xn−2

x1 = 1
x2 = 3

Równanie charakterystyczne λ2 − 3λ+ 2 = 0 ma dwa rozwiązania λ1 = 1
oraz λ2 = 2.
Rozwiązanie ogólne rekurencji to xn = A · λn1 + B · λn2 = A+ B · 2n.
A szczególne dostajemy uwzględniając warunki początkowe:
1 = x1 = A+ 2B , 3 = x2 = A+ 4B , czyli A = −1, B = 1, więc

xn = 2n − 1
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Inne wersje wcześniejszych zadań

Wieże Hanoi inaczej
Jaki jest najmniejszy łączny ciężar krążków, przy założeniu, że krążek o
numerze i ma ciężar i?

(odp. bn = n + 2bn−1,B1 = 1, czyli bn = 2 · 2n − 2− n)

Zadanie geometryczne inaczej
Jaka jest maksymalna liczba On obszarów ograniczonych wyznaczonych
przez n prostych?

(O0 = 0,O1 = 0,O2 = 0,O3 = 1,O4 = 3, Ogólnie n-ta prosta przecinając
k prostych w k różnych punktach, to dostajemy k − 1 obszarów
ograniczonych i 2 nieograniczone, czyli On = On−1 + (n − 2) stąd
On = Ln − 2n.)
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