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1 Wstep

Pojecie wlasnosci sledzenia pseudoorbit jest znanym i popularnym obiek-
tem badan, ktéry pojawit sie w kontekscie analizowania takich pojec jak
CP-stabilnoéé¢ czy topologiczna stabilnoé¢ ukladu dynamicznego na zwartej
rozmaitosci. Spora ilo§é prac wykorzystuje w sposéb mniej badz tez bardziej
zwiazany to pojecie (patrz rozdzial trzeci oraz bibliografia). Uzyskiwane
rezultaty formulowane sa czesto jako typowe wlasnosci dyfeomorfizméw ustalo-
nej klasy na konkretnej rozmaitosci badz tez klasie rozmaitosci.

Stosunkowo nowym natomiast pomyslem sg proby wyprowadzenia z tego
pojecia pochodnej. mocniejsze) wilasnosci. ktorej zadaniem jest réwniez
uchwycenie tvpowvch zachowan w przestrzem dyskretnych ukladéw dyna-
micznvch na zwartveh rozmaitosciach. Wlasnos¢ tg nazwano wiasnoscig jed-
nostajuego sledzeula pseudoorbr.

Kazuhiro Sakai udowodnil w swojej pracy ‘11j. ze kazdy dyfeomorfizm
domkuiete] gtadkiej rozmaitosci spelmajgcy Aksjomat A oraz posiadajacy
wlasnos¢ silnej transwersalnosci posiada C''-wiasnos¢ jednostajnego sledzenia
pseudoorbit (ktdrg w tej pracy oznaczac bedziemy angielskim skrotem UPOTP
- od uniform pseudo-orbit tracing property). Uzupelnilo to rezultat Robin-
sona [10], ktéry wykazal wynikanie w przeciwng strone. W pracy autorstwa
Rongbao Gu [4] zostala podjeta préba rozwinigceia tego pojecia. W artykule
tym rozwazana jest wlasno$¢ jednostajnego sledzenia pseudoorbit dla ciaglych
odwzorowan przestrzeni metrycznej w samg siebie. Sformulowane sg rowniez
dwie mocne hipotezy, mianowicie generycznos¢ UPOTP w przestrzeni cigglych
odwzorowan zwartej rozmaitosci w samg siebie, oraz rownowaznos¢ pojecia
UPOTP oraz wlasnosci stabilnosci orbitalnej dla autohomeomorfizmow zwar-
tych rozmaito$ci wymiaru co najmniej dwa. Autor stara si¢ nie wykorzystywac
w swojej pracy poje¢ i twierdzen zwigzanych z rozmaitosciami stabilnymi/nie-
stabilnymi, wlasnosciami rézniczkowymi odwzorowan i ogdlnie obiektami
matematycznymi wykraczajacymi poza czysta topologie.

Okazuje sie jednakze, iz obydwie te hipotezy dajg sie obalic. Co wiecej,
UPOTP zdefiniowana bez nawigzywania w jakikolwiek sposob do struktury
rézniczkowe] w przestrzeni rozwazanych odwzorowan nie jest wlasnoscig zad-
nego autohomeomorfizmu ani zadnego odwzorowania ciaglego zwartej nie-

2000 Mathematics Subject Classification. Primary 34C40.
Stowa kluczowe: dyskretny uklad dynamiczny na rozmaitosci, wlasnosé sledzenia pseu-
doorbit, stabilnoéé orbitalna.



puste] rozmaitosci wymiaru dodatniego w sama siebie. Z niniejszej pracy
wyplywa wniosek, 1z przyszie badania nad UPOTP w przypadku odwzorowan
jedynie ciaglych (bez struktury rézniczkowej) wymagaé beda modyfikacii
definicji tego pojecia wykraczajacej poza najbardziej naturalne przeniesie-
nie definicji z przypadku C'.



2 Definicje i oznaczenia

Poprzez M oznaczac bedziemy niepustg rozmaitosé¢ topologiczng z topologia
pochodzaca od metryki d. Przez C(M) oznaczamy przestrzen wszystkich
ciaglych autoodwzorowan M, natomiast poprzez H (M) rozumiemy przestrzen

wszystkich autohomeomorfizméw M. Metryke d na C(M) 1 H(M) definiu-
jemy w nastepujacy sposob:

d(f.g) = sup d(f(z), g(z))
rGM’
Definicja 2.1 Dla ustalonego ¢ > 0 oraz f € C(M) ciqg {z.}3>, C M
nazywamy &-pseudoorbitq f wtedy 1 tylko wtedy. gdy d(f(z;). xiy1) < 6 dla
1 € N.

Definicja 2.2 Dla kazdego = > 0 mouwimy. ze {r,}22, C M jest e-sledzona
przez {yn}2o, C M z definicyi wtedy 1 tylko wtedy, gdy d(x,.y,) <€ dlat €N
(odpowiednio 1 € Z, gdy rozwazamy ciqgr obustronnie nieskoriczone).

Definicja 2.3 Dla kazdego ¢ > 0 mowimy, ze {x,}22, C M jest e-zbiorczo
sledzony przez {y,}22, C M 2z definicji wtedy t tylko wtedy. gdy
d({z:}, {ui}) < €, gdzie i praebiega N (odpowiednio Z, gdy rozwazamy ciqgi
obustronnie nieskoriczone), a d jest metrykq Hausdorffa pochodzqceq od d.

Definicja 2.4 Mdwimy, ze f € C(M) posiada wtasnosc sledzenia pseudoor-
bit (POTP), jesli dla dowolnego ¢ > 0 istnieje § > 0 majgce wlasnosé, iz
kazda §-pseudoorbita f jest e-sledzona przez jakqs orbite f.

Definicja 2.5 Mdwimy, ze f € C(M) posiada jednostajng wiasnosé sledzenia
pseudoorbit (UPOTP), jesli istnieje A > 0 taka, ze dla kazdego € > 0 istnieje
§ > 0 majgea wiasnodé, ze dla wszysthich g € C(M) takich, ze d(f,g) < A
kazda §-pseudoorbita g jest e-sledzona przez jakqs orbite g.

Uwaga 2.6 Zastepujac w powyzszej definicji C(M ) poprzez H(M) otrzymu-
jemy inng wlasnosé sledzenia, ktorg oznaczac bedziemy UPOTP(H). Chociaz
UPOTP jest réwnowazna UPOTP(H) na przestrzeni H(M), to nie jest to
widoczne w elementarny sposéb, 1 z tego powodu w dalszej czesci niniejsze]
pracy rozwazac bedziemy zazwycza] oba przypadki oddzielnie.



Definicja 2.7 Mowimy, ze wlasnosé P jest typowa w pewnej przestrzent,
jesli zbidr elementow tej przestrzeni dla ktorych zachodzi P jest rezydualny,
to znaczy jest nadzbiorem przeliczalnego przeciecia jednoczesnie otwartych ¢
gestych podzbioréw tej przestrzent.

Definicja 2.8 f € H(M) jest C°-stabilna na zaburzenia, jesli dla kazdego
e > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla kazdego g odleglego nie wiecej niz & od f
kazda orbita f jest e-zbiorczo $ledzona przez pewnq orbite g oraz kazda orbita
g jest e-zbiorczo $ledzona przez pewng orbite f.

Definicja 2.9 f € H(M) jest C°-silnie stabilna na zaburzenia, jeslh dla
kazdego ¢ > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze dla kazdego g odleglego nie wiecej niz 6
od f kazda orbita f jest z-sledzona przez pewng orbite g oraz kazda orbita g

jest :-sledzona przez peung orbite f.

Definicja 2.10 f € Hi M jest topologicznie stabilne. jesh dla kazdego ¢ > 0
wstriteje 0 > 0 taka. ze dla wszysthich g odlegtych od f nie wngcej niz 6 istnieje
ciggte odwzorowanie h - M — M takie. ze hog = foh orazd(h.idyy) < ¢.

Definicja 2.11 Jeslhi \ jest podzbiorem M nwezmienniczym ze wzgledu na
pewien dyfeomorfizm f. to mowimy, ze ma on strukture hiperboliczng, jezeli
istnieje pewna metryka Riemannowska ||- || na przestrzent styczney do M taka,
ze ungzka styczna nad A rozklada sie na ciggle sume Whitneya
T f-nuezmienniczych podwigzek

TM|y=E’& E"
tak, ze dla pewnej trojki statych ¢ >0, 0 <A <1, NeN
|TF" ||| < cA”

[T e < A
dla wszystkich n > N.

Uwaga 2.12 Istnienie struktury hiperbolicznej na konkretnym zbiorze nie
zalezy od wyboru metryki || - || na T M, patrz na przyklad [7].

Definicja 2.13 Zbior punktéw nieblqdzqcych odwzorowania f (oznaczany
Q(f) ) definivgemy nastepujgceo:

Q(f) :={z € M : U, otoczenie z:V7so3t >T: f{(U,)NU, # B}



Definicja 2.14 Dyfeomorfizm f spelnia Aksjomat A, jesli zachodzg nastepujgce
dwa warunki:

a) Q(f) ma strukture hiperboliczng,

b) punkty okresowe f sq geste w QU(f).

Definicja 2.15 Dla z € Q(f) lokalng rozmaitosciq stabilng/niestabilng w
punkcie z dyfeomorfizmu f spelniajgcego Aksjomat A nazywamy odpowrednio
zbiory postaci

Wiz, f):={yeM:Vn2>20 d(f*(zx).f"(y)) <e}

Wiz . f):={ye M :Vu>0 dif~"tr) fT"y)) <e}
dla € > 0.

Uwaga 2.16 Istniejg ¢p > 0 oraz 0 < A < 1 takie, ze dla wszystkich
0 < e <egporaz z € (f)

d(f™(y), f(2)) < A"d(y,z) jeskh y,ze€ Wi (z,f) oraz n>0
A () f(2) < Xd(y,2)  jesli y,z € Wz, f) oraz n >0

patrz na przyklad [11] strona 100.

Definicja 2.17 Dla punktu = € Q(f) (f jek w powyzszej definicji) roz-
maitosciq stabilng/niestabilng w punkcie z dyfeomorfizmu f nazywamy zbiory

We(z, f) = U F(Wo,(f"(), f))

n>0

Wz, f) = J AWV (f (), £))

n>0

Uwaga 2.18 §)(f) rozklada sie na sume podstawowych zbioréw A;(f)

Qf)=M(HU...UNS)

Po wprowadzeniu oznaczen

WA, )= U Wz, f)

z€A;(f)



zachodzi wlasnosc

{ {
M= W), f) = U WA, f)

1i=1 i=1

patrz na przyktad {11] strona 100.

Definicja 2.19 Dyfeomorfizm f spetniajgcy Aksjomat A ma wlasnosé sil-
nej transwersalnosci z definicyi wtedy t tylko wtedy, gdy dla kazdego x € M
rozmaitosé stabilna 1 niestabilna sq transwersalne w tym punkcie, to znaczy
przestrzenie styczne do nich rozpinajq przestrzen stycang do M w punkcie x

T.M=TWr fy-=T,W"%r f)

Definicja 2.20 f € H(]M) jest ekspansywny jesh wstnieje stata ekspansywnosci
e > 0 o nastepujgee] wiasnosci: jesli d(f*(z), f"y)) L edlan € Z tor = y.

Definicja 2.21 Jesli C jest skoriczonym zbiorem (zwanym zbiorem symboli).

to na przestrzent cL mozemy rozwazal metryke

27" dla z¢ = yo

d({z:}, {w:}) = { 1 dla z0 # yo

gdzie m jest najwiekszq liczbg takg, ze z, =y, dla |n| < m.
Subshiftem nazywamy wtedy domkniety podzbidr tej przestrzeni niezmien-
niczy ze wzgledu na odwzorowanie shiftu o zdefiniowane nastepujgeo:

(U({xz’}))j = T4

Definicja 2.22 Subshift jest skoriczonego typu, jesli istnieje taki zbior blokow
z ktérych wszystkie sq tej samej skonczone] diugosci, ze cigqg z cZ nalezy
do tego subshiftu wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego wycinek takiey wilasnie
dlugodci jest elementem tego zbioru blokow.
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3 Przeglad wybranych rezultatow zwiazanych
z pojeciem POTP

W niniejszym oraz kolejnym rozdziale w celu uzgodnienia terminologii oraz
ujednolicenia sposobu prezentacji wynikow sformulowanie niektérych twier-
dzent jest nieco inne niz w oryginalnych pracach.

W 1979 roku w Springer Lecture Notes ukazala sie seria powiazanych ze
soba artykuléw traktujacych o wilasnosciach dynamicznych odwzorowan na
rozmaitosciach zwartych. W jednej z tych prac Rufus Bowen stwierdzil, iz
najwazniejsza sposrod wlasnosci odwzorowan spelniajacych Aksjomat A jest
wlasnos¢ sledzenia pseudoorbit. Rownolegle ukazujace sie prace zawieraly
rezultaty wigzace pojecie POTP z dyvnamikyg svmboliczng oraz topologiczng
stabilnoscig. Dla przykladu cytujemy niektore twierdzenia z [17] :

Twierdzenle 3.1 Subshift zwartej przestrzent metryczne; ma POTP wtedy
i tylko wtedy, gdy jest skoriczonego typu.

Stosunkowo sporo miejsca poswiecone jest pojeciu homeomorfizmu ekspan-
Sywnego:

Twierdzenie 3.2 Jesli f € H(M) jest ekspansywny (bgdz tez jest ekspansyw-
nym homeomorfizmem zwartej przestrzeni metrycznej) o state] ekspansyw-
nosci e majgeym POTP, a § jest stalqg jak w definicji 2.4 odpouwradajgceg
0 < e < 5, to dla dowolnej d-pseudoorbily istnicje dokladnie jedna orbita f
ktéra jgq e-$ledz.

Twierdzenie 3.3 Ekspansywny homeomorfizm zwartey przestrzeni metryczne)
posiadajgcy POTP jest topologicznie stabilny.

W kontekscie tego twierdzenia pojawia sie w tej samej pracy jego wzmoc-
niona wersja:

Twierdzenie 3.4 Niech e bedzie stalq ekspansywnosci homeomorfizmu f
zwartej przestrzeni metryczne) posiadajgcego POTP. Wtedy dla kazdego ¢
dodatniego mniejszego od % istnieje dodatnia 0 taka, ze jezeli g jest homeo-
morfizmem odleglym od f o nie wiecej niz §, to istnieje doktadnie jedno ciggte
odwzorowanie h tej przestrzeni w samq siebie o wiasnosciach hog = foh
oraz d(h, ud) < €.



Twierdzenie 3.5 Jesli ¢ w powyzszym twierdzeniu jest rowniez ekspansyw-
ne ze stalq ekspansywnosci wiekszq niz 2e, to odpowiadajgce f i g odwzorowa-
nie sprzegajgce h jest injekcyq.

Wprowadzony zostaje warunek rownowazny POTP:

Propozycja 3.6 Jezeli homeomorfizm f zwartej przestrzeni metrycznej ma
nastepujgeq wiasnodé sledzenia: dla kazdego dodatniego € istnieje dodatnie §
takie, ze dla kazdego fragmentu §-pseudoorbity {z1,z2,...,z,} istnieje ele-
ment przestrzeni x taki, ze ten fragment jest e-sledzony przez kolejne punkty

ze zbioru {z, f(z),..., fP"(z)}. to f ma POTP.
7 pomoca tego kryterium dowiedzione zostaje twierdzenie:

Twierdzenie 3.7 Jezeli f € H(M) oraz M jest wymiaru wiekszego niz je-
den, a f jest topologicznie stabilne. to f posiada POTP.

W 1987 roku w pracy [18] pojawil sie rezultat dotyczacy wiasnosci ty-
powych homeomorfizmow okregu:

Twierdzenie 3.8 Nastepujqce wilasnoder f € H(S?)
a) POTP
b) C°-stabilnosé na zaburzenia
c) brak topologicznej stabilnosct

sq typowe.

Trzy lata pézniej K.Odani w swojej pracy [8] uogdlnil i wzmocnil te rezul-
taty:

Twierdzenie 3.9 Nastepujgce wilasnosci autohomeomorfizmow zwartej
rozniczkowalnej rozmaitosct wymiary trzy lub mniejszego sq typowe:

a) POTP
b) C-stabilnosé na zaburzenia

¢) C-silna stabilnosé na zaburzenia

11
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d) brak topologicznej stabilnodci.

W 1992 roku na lamach Nagoya Mathematical Journal ukazala sie¢ praca
Kazuhiro Sakai [12] zawierajaca rezultaty dotyczace przestrzeni dyfeomor-
fizméw z topologia C' na domknietej rozmaitosci klasy € wymiaru trzy:

Twierdzenie 3.10 Istnieje taka domknieta rozmaitosc klasy C* wymiaru
trzy, ze zbidr jej wszystkich dyfeomorfizméw posiadajgcych POTP nie jest
gesty.

Twierdzenie 3.11 Jesli M jest domknietq rozmaitoscig klasy C wymiary
trzy, to wnetrze zbioru dyfeomorfizmow posiadajgcych POTP to dokladnie
dyfeomorfizmy speliajgce Aksjomat A @ warunek sinej transwersalnosci.



4 CL-UPOTP

Rozmaitosci o ktérych mowa w tym rozdziale sa domkniete klasy C*. Przes-
trzen dyfeomorfizméw tych rozmaitosci jest rozwazana z topologia C'!.

W 1977 roku C.Robinson w pracy [10] wykazat

Twierdzenie 4.1 Jesli dyfeomorfizm speinia Aksjomat A oraz ma wiasnosé
silnej transwersalnosci, to ma on POTP.

Praca Kazuhiro Sakai [11] opublikowana w 1992 roku zawiera wzmocnie-
nie tego rezultatu:

Twierdzenie 4.2 Jesli dyfeomorfizim speinia Aksjomat A oraz ma wiasnosé
sunej transwersalnosci. to ma on C'-UPOTP.

W polaczeniu z wynikami zawartymi w [12] powyzsze twierdzenie daje

nastepujgcyg charakteryzacje:

Twierdzenie 4.3 Jesli wymiar rozmaitosci nie przekracza trzech. to dla
dyfeomorfizmow posiadanie C'-UPOTP jest réwnowazne spelnianiu Aksjo-
maty A 1 posiadaniv wlasnosct silnej transwersalnoset.

W roku 1994 wynik ten zostal nogélniony na rozmaitosci dowolnego wy-
miaru (patrz [13] ).

13
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5 Glowny wynik

Propozycja 5.1 Gdy dim M = 0 to kazde f € C(M) posiada UPOTP oraz
kazde f € H(M) posiada UPOTP(H).

Dowdd. Obydwie wlasnosci sa elementarne, poniewaz M jest zbiorem

skonczonym.
O

Twierdzenie 5.2 (Glowny wynik) Jesli dim M > 0 to zadne f € C(M)
nie ma UPOTP oraz zadne f € H(M) nie ma UPOTP(H).

Lemat 5.3 Jesli f € C(M) ma orbite okresowq, to nie ma ono UPOTP.

Podobnie, jesli f € H(M) ma orbite okresowq, to nie ma ono UPOTP(H).

Dowdd. Niech A > 0 bedzie dane. Oznaczmy przez {p;}*_, dowolna
orbite okresowg f € C(M). Najpierw zajmiemy sie przypadkiem k > 1.
Niech {U;}%_, bedzie rodzing roztacznych otwartych otoczeri {p; }%_, takich, ze
diam U; < A, U; homeomorficzne z B(0, 1) (otwartg kulg w R™), f(U;) C Uipy
dlai=2,...,k—1oraz f(Uy) C U;. Niech

w; : B(0,1) — U,

bedzie rodzina homeomorfizméw takich, ze p;(0) = p,. Ustalmy n > 0 takie,
ze f(e1(B(0,n))) C Us.
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Rys. 1
Zmodyfikujmy f w sposob ciagly
- na ¢1(B(0,7)) tak, aby (wzls(o,%))*l ofo 90118(0,%1) = %idB(o,g) oraz
fo@i(B(0,7)) C Uy,
-dlai =2,...,k—1na U, tak, aby (‘Pi+1|B(o,%))—1 ofo‘fQilB(o,%) = idB(o,%)
oraz f(U;) C Uisa,
- na Uy tak, aby

nz (% — (4z]| - 1)?) dla = € B(0, )
nz dla = € B(0, )\B(0, ;)

(‘1‘91IB(O,?))_IO.f°99k|B(0,%)(-73) = {
4

oraz f(Uyx) C Uj.

Oznaczmy otrzymane odwzorowanie symbolem fp € C(M).
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Rys. 2
Mozliwe jest wyprowadzenie jawnego wzoru na fa, lecz pomijamy tuta]
ten krok ze wzgledu na to, iz interesuje nas jedynie istnienie fa, ktory to

fakt nie budzi zadnych watpliwoscl.
Skoro diam U; < A, to zachodzi d(f, fa) < A. Definiujemy

e = 5 min {d(pr, M\ (B0, 1), dler (BO, D), M\ (B0, 1))

Niech & > 0 bedzie dane. Rozwazmy nastepujaca d-pseudoorbite fk

- rozpoczynamy w punkcie py,

- zeskakujemy z p; na pewien punkt w zbiorze ¢;(B(0, 7)),

- czekamy az kolejne iteracje fi przeniosa nas blizej niz é do zbioru
(B0, 1)) \p (B(0, 1)),

- wskakujemy na zbior o1 (B(0, 2))\¢1(B(0, 7)),

- skoriczona liczbg skokéw przedostajemy sie do dowolnego punktu w
21 (B(0, 1))\ 1 (B(0, 1)) bardziej odleglego niz € od 1 (B(0, 1)),

- nastepnie nie opuszczamy juz tego punktu.



Od takiej d-pseudoorbity {z;} odwzorowania f§ pochodzi oczywiscie pewna
d-pseudoorbita fa, mianowicie

ZlafA(zl)vfg(zl)a---a 2"'1(21),22,&(2'2),---

Zadna orbita fa nie $ledzi tej é-pseudoorbity. Ze wzgledu na wybdér e
taka $ledzaca orbita musialaby rozpoczynaé si¢ gdzies w ¢;(B(0, 7)), stad
orbita fX rozpoczynajaca si¢ w tym samym punkcie nie moglaby opuscié
tego zbioru. Jednakze nasza J-pseudoorbita oddala sie dalej niz € od tego
zbioru, i z tego powodu nie moze tu wystapic¢ e-sledzenie.

Podsumowujac, dla kazdego A > 0 potrafimy skonstruowac fa € C(M)
tak, aby J(f, fa) < A oraz dobrac takie € > 0, aby dla wszystkich ¢ > 0
istniala d-pseudoorbita fa ktora nie jest e-Sledzona przez zadng orbite fa.
Innymi stowy, f nie ma wilasnosci UPOTP.

Przypadek & = 1 (tzn. p; jest punktem stalym f) rozpatrujemy w ana-
logiczny sposdb. Majac dane otoczenie U; punktu p; Srednicy mniejszej
niz A oraz homeomorfizm ¢; : B(0,1) — U, dobieramy n > 0 tak, aby
fle1(B(0,7n))) C U;. Wystarczy teraz zmodyfikowaé f na ¢;(B(0,7n)) w
dokladnie taki sam sposdb, w jaki f byla modyfikowana na Uy w powyzszym
dowodzie. Analiza wlasnosci fa otrzymanego tg metoda odbywa sie teraz
tak jak poprzednio.

Przypadek f € H(M) oraz UPOTP(H) wymaga uwzglednienia faktu, iz
modyfikacje prowadzace do otrzymania fa nie mogs zepsuc jego homeomor-
ficznosci. Przyjmujemy oznaczenia jak poprzednio.

Jesli dimM = 1 to uzyskanie takiego zachowania f% jak powyzej (ewen-
tualnie modulo rodzaj symetrii srodkowej wzgledem punktu p; wynikajace) z
faktu, iz f moze zmieniac orientacje) jest elementarne. W dalszych rozwaza-
niach przyjmujemy, ze dimM > 1.

Skonstruujemy fa jako h o f, gdzie h bedzie pewnym autohomeomor-
fizmem M tozsamym identycznosci poza zbiorem Uy. Niech £,6 > 0 beda
ustalonymi stalymi dodatnimi z definicji UPOTP(H). Niech ¢ bedzie tak
male, aby B(p;,4¢) C ¢1(B(0,%)). Pomniejszmy ewentualnie ¢ tak, aby
o< 2.

Zauwazmy, ze jesli W C U; jest zbiorem homeomorficznym z B(0,1)
poprzez £

£:B(0,1) — W

oraz f*(£(0)) € W, to modyfikujac h na f~'(W) nastepujaco
(e) o= € (€ (FHE0)) - (1 — I @I + 167 @) - € ()

17
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uzyskujemy wilasnosé (h o f)F(£(0)) = £(0).

Korzystajac skoriczong ilos¢ razy z takiej modyfikacji umieszczamy w
B(pi,e — &)) skoficzong ilos¢ punktéw stalych odwzorowania (h o ¥ o tej
wlasnosci, ze kazdy punkt z kuli B(p1,€) lezy w odleglodci co najwyzej % od
jednego z tych punktéw statych.

Nastepnej modyfikacji k dokonujemy na zbiorze

_ ) )
7 (B(p1, MaX,g(hos)k(B(p ) AT P1) + Z))\B(plaa = ;1‘)

tak, aby (ho f)*(B(p1,€)) C B(p1,€) (pomijamy ten krok jesli to zwieranie juz
zachodzi). Ze wzgledu na to, ze wymieniony powyzej zbior jest homeomor-
ficzny z B(0,2)\B(0,1), wystarczy tu zastosowac dostatecznie silne scigganie
w kierunku wewnetrznym.

Ostatnim krokiem jest dodanie w B(p1,3¢)\B(pi1,¢) taiicucha punktéw
stalych, ktéry rozpoczyna sie w B(pi, e + %), koriczy poza B(pi,2¢), a jego
kolejne ogniwa sg od siebie odlegle o nie wigcej niz %. Modyfikacji dokonujemy

poza zbiorem (h o f)~'(B(p1,€))-
#k{B(P»nz)) (koﬂ)k(B(p,‘i)}

Bp,,¢)
Blp, €)

[het)" ig[p, £)

Rys. 3




§-pseudoorbita f§ otrzymanego w ten sposéb zaczynajaca sie w p; i
opuszczajaca B(p;, 2¢) poprzez punkty stale f& nie moze byé e-§ledzona przez
zadng orbite f%, poniewaz taka orbita $ledzaca musialaby zaczynaé sie w
B(p;,€), a zatem nie moglaby opuscié¢ tego zbioru.

Zwrocmy uwage, ze jest to jedyne miejsce w tej pracy w ktorym kon-
struowane fa zalezy istotnie od stalych € i § - pozostale konstrukcje konkret-
nych odwzorowan daja sie zbudowac niezaleznie od nich. a

Lemat 5.4 Zbior wszystkich odwzorowan majgcych orbite okresowq jest gesty
w C(M) oraz H(M).

Dowdd. Metoda modyfikacji odwzorowania w celu uzyskania orbity okre-
sowe], ktora przedstawiona jest ponizej, uzyta zostala przedtem w {4].

Niech f € C(M) oraz € > 0 bedg dane. Ustalmy otwarte pokrycie M
zbiorami {U;}2, o $rednicy mniejszej niz € oraz homeomorficznymi z B(0, 1).
Wybierzmy y € M. Niech £ € N bedzie najmniejszg liczbg o tej wlasnosci,
ze istniejg 1 € {1,...,m} oraz j < k takie, ze f(y), f*(y) € U;.

Niech V bedzie otwartym otoczeniem f*~'(y) homeomorficznym z B(0, 1)
o tej wlasnosci, ze f(V) C U; oraz vy, f(y),..., f*%(y) € V. Niech

o B(0,1) — U,

v B(0,1) — V
beds homeomorfizmami takimi, ze ¥(0) = f*~!(y).

19
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Uss

£%).

Definiujemy f. € C(M

A { o (167" (@)l (F(z)) +

Ciaglosc f. jest widoczna.

) jako

£/

Pl

Rys. 4

H(z)

(L=l (=)™ (F(y)) dla z eV

dla z gV



Rys. &

Zauwazmy, ze cf(f, fe) < € oraz f. ma orbite okresowg skladajacy si¢ z
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punktéw f2(y), f-(F7(y), .-, fE9(F(y)) = f?(y). Tenfakt dowodzi gestosci.

Przypadek H(M) wymaga nieco innego podejscia. f. musi zostac skon-
struowane jako homeomorfizm, a poniewaz bezposrednia modyfikacja f (jak
wyzej ) nie zawsze daje w rezultacie element H(M), to stosujemy inne rozwia-
zalle.

Zauwazmy najpierw, ze jesli W C U; jest homeomorficzne z B(0,1)

poprzez
¢:B(0,1) — W

oraz r € W, to istnieje autohomeomorfizm A rozmaitosci M taki, ze
h(£(0)) = r oraz h|pnw = ida\w. Istotnie, h mozna wypisac explicite

h(z) = { ) - (L= D+ D - €7 () dla z € W
z dla c g W

Poniewaz U; jest homeomorficzne z B(0,1), wiec istnieje droga lgczaca
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punkty f7(y) i f*(y) ktérej przeciwobraz poprzez f jest rozlaczny z punk-
tami y, f(y),..., fF % (y). Wynika z tego istnienie skoriczonej ilosci zbioréw
Wi,..., W, homeomorficznych z B(0, 1) poprzez odwzorowanta ¢

& : B(O,l) — W,

takich ze £(0) = f¥(y),&(0) € Wi, dla ! = 2,...,p oraz f’(y) € W,. Po-
nadto zbiory te mozna wybradé tak, aby przeciwobraz ich sumy byt rozlgczny z
punktami f(y),..., ff*%(y). Niech teraz h; bedg autohomeomorfizmami M
(skonstruowanymi w taki sposob jak h powyzej) o wiasnosci

hi(€(0)) = &1 (0) dla i = 1,....,p— 1 oraz hy(£,(0)) = f(y)

Rys. 6

f. wystarczy teraz zdefiniowac nastepujaco

fei=hpo...0hyof



Dowdd twierdzenia 5.2. Przypuéémy, ze f € C(M) ma wlasnos¢ UPOTP
ze stala A > 0. Z lematu 5.4 istnieje ¢ € C(M) posiadajgce orbite okresowsa,
takie, ze d(f,q) < %. Z definicji UPOTP ¢ ma ta wlasnosc ze stala %-, co
daje sprzecznosc¢ z lematem 5.3.

Dla przypadku homeomorfizméw wystarczy w powyzszym rozumowaniu

zastapi¢ C(M) przez H(M) oraz UPOTP przez UPOTP(H). O

23
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6 Wnioski

Whniosek 6.1 Dla dim M > 0 UPOTP nie jest wlasnoécia generyczna w
C(M), a UPOTP(H) nie jest wlasnoscig generycznag w H(M) (poréwnaj [4]
str.353).

Definicja 6.2 Mowimy ze f € H(M) ma wiasnosé stabilnosci orbit, jesl
dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze gdy g € H(M) oraz d(f,g) < 6, to
kazda orbita f jest e-sledzona przez pewnq orbite g, oraz kazda orbita g jest
e-sledzona przez pewng orbite f.

Uwaga 6.3 Powyzsza definicja pokrywa sie z definicjg 2.9. Przedstawiamy
ja tu ponownie celem uzgodnienia terminologii z pracg [4], w ktérej C-silna
stabilnos¢ na zaburzenia nazywana jest zgodnie z nowszymi oznaczeniami
stabilnoscia orbitalna.

Whiosek 6.4 Jesli dim M > 0 to UPOTP(H) nie jest rownowazne wlasnosci
stabilnosci orbit (poréwnaj [4] str.358).

Dowdd. Dla dowolnego n > 0 mozemy rozwazy¢ homeomorfizm f sfery
jednostkowej R™*!

Zo Trpo1 L

a(z,) T alzn) 2

f:5" 3 (2o, Zn) — ( (zn+1)2=1) € 5"
gdzie a(x,) > 0 sg dobrane tak, aby Imf = 5™,

Z twierdzenia 5.2 f nie ma UPOTP(H).

Dla matego ¢ > 0 podzielmy S™ na trzy rozlaczne zbiory

A=B(0,...,0,1),%)

£
4

C = B((0,...,0,~1),

= M

)
B=S"\(4UC)



Rys. 7

Dobieramy 7 > 0 tak male, aby jesli ¢ € H(S") oraz d(f,g) < 7, to
-g(BUC)Cc BUC
-g(C)cC

- istniato £ € N takie, ze kazda orbita g ma nie wiecej niz & punktéow w

B.
Definiujemy 6 = min{n, }. WeZmy dowolne g € H(S") takie, ze d(f,g) < 6.
Z twierdzenia Brouwera zastosowanego odpowiednio do g(A) i C wniosku-
jemy, ze ¢ ma punkty state a € A oraz c € C.
Jezeli {z;}32, jest orbitg g, to jest réwniez d-pseudoorbita f. Sg trzy
mozliwe typy zachowania orbity ¢

- moze ona pozostawaé w A przez caly czas. Wtedy e-sledzi jg (0,...,0,1)
ktory jest punktem stalym f,
- moze ona pozostawac w C przez caly czas. Wtedy e-sledzijg (0,...,0,—1)

ktory jest punktem stalym f,
- moze istnie¢ m > 0 takie, ze x{,...,2;m_; € A ale z,,, € B.

25



26

Wtedy przez wybér 4 jest ona e-§ledzona przez f™™(zm),..., f (Zm), Tm,
flzm),. ..

W podobny sposéb kazda orbita f jest e-Sledzona przez pewng orbite
g. Punkty stale f sa sledzone odpowiednio przez a i1 ¢, a dowolna inna
orbita {z;}2, taka, ze z1,...,2m_1 € A ale z,, € B jest $ledzona przez
™ (@m)y 9N 2m), T, 9(Tm), . ... Z tego powodu f ma wlasnoéé sta-
bilnosci orbit, co konczy dowad. O
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