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1 Wstep

Kurs ten zaklada znajomosé podstawowych pojeé z zakresu analizy, rachunku prawdopodobienistwa
i algebry liniowej. W szczegblnosci odnosi sie do notacji, poje¢ oraz podstawowych twierdzen i
wlasnosci zwiazanych z funkcjami wielu zmiennych, pochodnych czastkowych, catek, zmiennych
losowych, rozkladéw wielowymiarowych, niezaleznoéci, bezwarunkowych i warunkowych wartosci
oczekiwanych, wariancji i kowariancji wektoréw losowych, rozkladu normalnego i x2, mnozenia
i odwracania macierzy, rzedu macierzy, itd. Kurs ten opiera sie przede wszystkim na ksigzkach
[Hay00] oraz |Grel§].

Uwaga: przyktady beda pokazane i omdéwione na éwiczeniach; wyktad skupia sie w gtéwnej mierze
na czesci teoretycznej kursu. Bardzo dobre opracowanie praktycznych aspektow modelu regres;ji li-
niowej mozna znalezé w ksiazce [Farl5]. Warto jednak wspomnie¢, ze podsumowanie podstawowych
(praktycznych) metod weryfikacji zatozen, identyfikacji nietypowych obserwacji, czy doboru wlasci-
wego modelu dostepne jest w Rozdziale 5, ktéry ma bardziej praktyczny charakter. W Rozdziale 1.1
omawiamy ogblny schemat budowy modelu statystycznego, co réwniez ma bardziej praktyczny cha-
rakter, a przynajmniej nie jest $cisle zwiazane z matematyczna (wlasciwa) czescia tego wyktadu.

1.1 Budowa modelu statystycznego

Model regresji liniowej jest jednym z wielu modeli statystycznych, ktére moga stuzyé¢ do wyja-
$nienia zjawisk, czy prognozy przysztych wartosci. Ogoélny przyktadowy schemat budowy modeli
statystycznych przedstawiony jest na Rysunku 1 i sktada sie z krokow takich, jak: (0.) zebranie i
obrobka danych; (1.) dobor zmiennych; (2.) budowa modelu; (3.) kalibracja modelu; (4.) weryfikacja
modelu; (5.) przyjecie lub odrzucenie modelu. W kursie tym bedziemy omawia¢ gltéwnie kroki (2.),
(3.) oraz (4.) — w odniesieniu do modelu regresji liniowej — skupiajac sie na aspekcie matematycz-
nym problemu; przedstawimy tez wybrane techniki zwiazane z (1). Oméwmy teraz pokrotce kazdy
z krokéw w nawigzaniu do modelu regresji liniowej:

0. Zebranie i obrébka danych. Aby méc zbudowaé model statystyczny oparty o dane, potrzebu-
jemy je zebraé i obrobié¢. Ta czes¢ budowy modelu czesto nie jest zwigzana z jego matematyczna
czescia, choé warto juz na tym etapie popatrze¢ holistycznie na calosé (statystycznie poprawne
zaplanowanie eksperymentu wptynie na jako$é¢ danych, poprawnie dodane znaczniki czasowe mo-
ga pom6c w dopasowaniu modeli dynamicznych, itd.). W praktyce krok ten zajmuje najwiecej —
okoto 80% — czasu poswieconego na budowe modelu. Zawiera on w sobie etapy takie jak czysz-
czenie danych, wlasciwa reprezentacja danych czy uzupelnienie brakujacych informacji. Czesto
dane wptywajg do modelu w spos6b dynamiczny, co wymaga ich zautomatyzowanej obrobki.

1. Dobér zmiennych. Majac interesujace nas dane musimy okresli¢, jakie zjawisko chcemy obja-
$ni¢ oraz jakich danych chcemy uzyé do jego objasnienia. W rozwazanym przez nas modelu dane
przeksztalcimy w tablice, w ktorej wiersze beda odpowiadaé¢ réznym obserwacjom, a kolum-
ny roznym zmiennym (charakterystykom). W tablicy tej wyrézniamy pierwsza kolumne ktora
bedzie odpowiadalta za obserwowalna zmienna objasniang, ktorej wartosci bedziemy chcieli
wyttumaczyé poprzez pozostate kolumny, tj. zmienne objasniajace.

2. Budowa modelu. W kroku tym okresla sie postaé¢ strukturalng modelu, czyli zwiazek miedzy
zmienng objasniana, a zmiennymi objasniajacymi. Model regresji liniowej bedzie zaktadat, ze
zmienng objasniang bedzie mozna przedstawi¢ jako sume liniowej kombinacji zmiennych obja-
$niajacych oraz nieobserwowalnego czynnika losowego modelu; omdéwimy to doktadniej w Roz-
dziale 1.3. Warto zaznaczy¢, ze kroki (1.) oraz (2.) sa ze soba czesto $cisle powiazane — wlasciwy
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Rysunek 1: Przykladowy uproszczony schemat budowy modelu statystycznego. W modelu regresji
liniowej zadana jest postaé strukturalna modelu (w 2.), ale poprzez dobér zmiennych i ich modyfika-
cje (w 1.) uzyskujemy duza swobode; mozemy réwniez dokonaé przeksztalceri zmiennej objasnianej
(w 2.). W praktyce najwiecej — okolo 80% czasu — zajmuje poczatkowy krok (0.).

doboér zmiennych skutkuje lepiej zbudowanym modelem. Istnieje wiele metod hybrydowych, ktore
jednoczesnie buduja i dobieraja zmienne do modelu, czy dokonuja wlasciwej selekcji zmiennych
(ang. feature extraction lub feature selection). Dotyczy to rowniez technik stuzacych do transfor-
macji zmiennych, np. poprzez oblozenie ich wartosci funkcja nieliniowa. Oczywiscie model musi
by¢ tak zbudowany, aby spelnione byly jego zalozenia. W tym kroku mozna dokonaé¢ wstepnej
tego weryfikacji; krok (4.) rowniez sprawdza zasadno$¢ zatozen. Analiza budowy modelu regres;ji
liniowej, zbioru zatozen, czy jego (matematycznych) wlasnosci jest podstawowym tematem tego
kursu. Informacje na ten temat dostepne sa w Rozdziale 2 oraz Rozdziale 4. Opis wybranych
alternatywnych modeli powiazanych z regresja liniowa mozna znalez¢ w Rozdziale 3.

3. Kalibracja modelu. Majac dana og6lna postaé¢ strukturalng modelu chcemy dobraé¢ parame-
try modelu tak, aby zapewnié¢ jego jak najlepsze dopasowanie. Wprowadza sie tutaj zazwyczaj
tzw. funkcje celu (ang. objective function), ktora nalezy zminimalizowa¢. W kursie tym bedziemy
bazowaé¢ na metodzie najmniejszy kwadratow (ang. least squares) i badaé¢ strukture powiazanych
estymatorow parametréow modelu. Definicje podstawowych estymatoréw najmniejszych kwadra-
tow oraz ich wlasnosci sa omawiane w Rozdziale 2 oraz Rozdziale 4.

4. Weryfikacja modelu modelu. Majac dany skalibrowany model chcieliby$my sprawdzi¢, czy
jest on poprawny. Techniki walidacyjne obejmuja rézne aspekty modelu takie, jak: analiza po-
prawnos$ci zalozen, identyfikacje nietypowych obserwacji zaburzajacych dzialanie modelu, analiza
jakosci dopasowania modelu, czy analiza istotnosci zmiennych w modelu. Podstawowe techniki
weryfikujace model oraz jakos¢ dopasowania oméwione sg w Rozdziale 5. Podstawowe testy staty-



styczne istotnosci wspotczynnikéw modelu — oparte o wielowymiarowa normalno$é — sg omawiane
w Rozdziale 2.8.

5. Przyjecie lub odrzucenie modelu. Na podstawie wynikdéw testow — przeprowadzanych gtow-
nie w kroku (4.) — nalezy podja¢ decyzje, czy zbudowany model jest poprawny i czy chcemy go
uzy¢. Warto wspomnieé, ze, w praktyce, modele sa monitorowane na biezaco. Przy modelach
stuzacych do prognozy, jakos¢ dopasowania mozna monitorowaé¢ przy uzyciu tzw. testowania
wstecznego (ang. backtesting).

1.2 Podstawowa notacja statystyczna

Podczas tego kursu bedziemy uzywaé podstawowej notacji statystycznej. We wszystkich definicjach
zakladamy istnienie referencyjnej przestrzeni probabilistycznej (€2, %, P), gdzie miara P moze by¢
nieznana; zazwyczaj rozwaza sie rodzine miar (Pg)geco, gdzie © jest przestrzenia parametrow oraz
P = P% dla pewnego (nieznanego) parametru fy € ©. Wszystkie definicje beda podane (dla uprosz-
czenia) tylko wzgledem referencyjnej przestrzeni, choé¢ formalnie wlasnosé ta powinna byé spelniona
dla dowolnego € © oraz powiazanej przestrzeni probabilistycznej (Q, 2, P?). Zaczniemy od zdefi-
niowania proby prostej.

Definicja 1.1 (Proba prosta). Dla ustalonego n € N proba prosta (lub probka prosta)

ze zmiennej losowej X bedziemy nazywaé zbiér zmiennych losowych Xi,..., X, takich, ze
zbior (X, X1,...,X,) jest zbiorem zmiennych niezaleznych o takim samym rozktadzie (i.i.d.).
Konkretne realizacje zmiennych losowych X7,..., X, bedziemy oznaczaé¢ przez x1,...,x,.

Kolejnym waznym pojeciem jest definicja estymatora i jego podstawowych wlasnosci takich jak
nieobcigzonosé, czy zgodnosé.

Definicja 1.2 (Estymatory i powiazane pojecia). Dla ustalonego n € N estymatorem para-
metru 6 € R nazywamy dowolng funkcje mierzalna p,, : R” — R ktorej celem jest szacowanie
wartosci . Majac dana probe prosta (odp. jej realizacje) bedziemy pisaé¢ skrotowo

ﬁ:ﬁn(Xl,,Xn) (Odp ﬁ:ﬁn(xlvaxn))v

oraz traktowac¢ p jako zmienna losowa (odp. jej realizacje). Estymator p bedziemy nazywaé
nieobciazonym, jezeli E[p] = 0 oraz asymptotycznie nieobciazonym, jezeli E[p] — 0 (gdy
n — o0). Estymator nazywamy (stabo) zgodnym jezeli p — 6 (wedtug prawdopodobienstwa,
gdy n — o0).

Podstawowymi estymatorami sa estymatory éredniej oraz odchylenia standardowego.

Definicja 1.3 (Estymatory $redniej i odchylenia standardowego). Przez standardowe estyma-
tory Sredniej oraz odchylenia standardowego bedziemy rozumie¢ zmienne losowe

X:=13"X;, oraz ¢:= \/ﬁZ?ZI(Xi—X)Q.

Czasami (z drobna kolizja oznaczen) bedziemy réwniez uzywaé notacji & oraz ¢ w odniesieniu
do konkretnych realizacji powyzszych zmiennych.

Definicje 1.1, 1.2 oraz 1.3 mozna oczywiscie rozszerzy¢ na d-wymiarowe wektory losowe.



1.3 Wstep do regresji liniowej

W rozdziale tym przedstawimy podstawowa notacje zwiazang z modelem regresji liniowej opiera-
jaca sie o uproszczony model probabilistyczny. Zaldézmy, ze mamy dang zmienng losows Y oraz
k-wymiarowy wektor losowy (X7i,...,Xx). Naszym celem jest prognoza (Sredniej) wartosci Y w
oparciu o wartoéci Xq, ..., Xg. W modelu liniowym zaktada sie, ze prognozy tej mozna dokonaé
przy uzyciu funkcji liniowej; wprowadzmy pojecie tzw. postaci strukturalnej modelu.

Definicja 1.4 (Posta¢ strukturalna uproszczonego modelu regresji liniowej). Postacia struk-
turalng uproszczonego modelu regresji liniowej nazywamy réwnanie

Y=5/X1+...406,Xr+e (1.1)

gdzie (,Bi)le sa (nieznanymi) parametrami rzeczywistymi, a € jest nieobserwowalna czescia
(bledem) modelu.

Jezeli k = 1, to czesto mowi sie o regresji prostej (ang. simple regression), natomiast jezeli k > 1, to
o regresji wielorakiej (ang. multple regression). Podstawowym zatozeniem modelu regresji liniowej
jest liniowa zaleznos¢ miedzy zmienna objasniang (endogeniczna) Y, a zmiennymi objasnia-
jacymi (egzogenicznymi) X7, ..., X;. Wektor parametréw (3;)%, nazywa sie czesto wektorem
wspolczynnikéw regresji liniowej, czton modelu 51 X1 +. .. 4+ i X regresja badz funkcja re-
gresji, natomiast ¢ btedem losowym lub czynnikiem losowym (stochastycznym) modelu.!

Oczywiscie, nawet w uproszczonym modelu probabilistycznym, postaé strukturalna jest bar-
dzo ogdlna i bedziemy potrzebowali dodatkowych zalozen, aby méc estymowaé 3. Przy standar-
dowych (uproszczonych) zalozeniach, bedziemy rozwazali n-wymiarowa probke prosta z wektora
(Y, Xy,..., X}y). Oznaczajac probke przez (Y, Xi1, ..., Xix)i,, a powiazany wektor realizacji przez
(yi, x))y, gdzie z, = (z1,..., %), ¢ = 1,2,...,n, linlowa zaleznos¢ miedzy realizacjami wyraza
sie poprzez zbioér réwnan

Y = P1xi1 + . .- + Brxie + €, 1=1,2,...,n. (1.2)

Zbior rownan (1.2) mozna przedstawi¢ w notacji macierzowej

y=Xp+e, (1.3)
gdzie
Y1 Ty Tl Tk B €1
Y- Y2 Cxe Y I R T 5= 5.2 e 6.2
Yn 7y, Tpl 0 Tnk Bk €n

Macierz X czesto nazywa sie macierza danych (ang. data matriz).

!czesto zmienne objasniajace sg deterministyczne (w przeciwienstwie do zmiennej objasnianej) stad zwyczajowa
nazwa czynnik losowy w odniesieniu do powigzanego btedu modelu.



Uwaga 1.5 (Wyraz wolny). W wiekszosci przypadkéow w modelu uwzglednia sie tzw. wyraz wol-
ny (ang. intercept coefficient) poprzez dodanie zmiennej objasniajacej Xo = 1 0raz~p~owi@zanego
wspolezynnika regresji fy. Rownanie macierzowe (1.3) przyjmuje wtedy posta¢ y = X + €, gdzie

1 211 - oz Bo

- 1 wor -+ a0 ~ B1
X=1. ] . ] oraz [ = )

1 zp1 -0 Zpg ﬁk

Dla uproszczenia czesto wyrdznia sie wspotezynnik Sy, oznaczajac go przez «, i rozwaza powiazane
réwnanie
y=a+ Xl +e

W dalszej czesci wyktadu bedziemy uzywaé tych notacji zamiennie.

Uwaga 1.6 (Przeksztalcenia modelu). Na pierwszy rzut oka posta¢ modelu (1.1) moze wydawac
sie ograniczona na przyklad w zwiazku z tym, iz dopuszcza jedynie addytywny rodzaj bledu i
liniowy typ zaleznosci. Poprzez transformacje zmiennych mozna tak przeksztalci¢ rownanie (1.1),
aby uwzgledniato nieliniowe zaleznosci oraz multiplikatywny typ bledu. Przykladowo, zakladajac
Y > 0 oraz (Xi,...,X) > 0, mozemy rozwazy¢ rownanie postaci

log(Y) = B11og(X1) + ... + Br log(Xk) + ¢,

ktore odpowiada zaleznosci Y = Xl’B e X ,f’“ e® z multiplikatywnym bledem. Mozemy réwniez
dokonaé transformacji zmiennych objasniajacych i rozwazy¢ przyktadowe réwnanie

Y = 51| X1| + BoXP 4 B3’ 4 ..+ ¢,

ktore dopuszcza nieliniowa zaleznosé miedzy Y, a wejsciowymi zmiennymi X7, . .., Xi. Oba rownania
wcigz przyjmuja strukturalng posta¢ modelu regresji liniowe;j.

W dalszej czesci wyktadu zajmiemy sie analizg tego, jakie zalozenia nalezy nalozy¢ na y, X
oraz €, aby mozna byto efektywnie estymowaé¢ wspolczynniki regresji liniowej. Model regresji moze
stuzy¢ m.in. do predykcji wartoéci y na podstawie wartoéci X, wiec kontrola nad btedem € oraz jego
minimalizacja bedzie centralng czescia tego wyktadu.

Uwaga 1.7 (Zmienne jakosciowe). W modelu regresji liniowej dopuszczamy wystepowanie zmien-
nych o rozktadach nieciagtych. Oprocz standardowych zmiennych o rozktadzie dyskretnym obejmuje
to tzw. zmienne jakoSciowe (ang. categorical variables lub factors). Sa to zmienne, ktore zazwyczaj
shuza do opisu cechy (np. koloru oczy, czy ptci) do ktorej ciezko przyporzadkowaé wartosé liczbowa
(np. gdy nie ma naturalnego porzadku miedzy wartosciami). Zmienne takie zazwyczaj uwzglednia
sic w modelu strukturalnym poprzez wprowadzenie do wektora (X7i,...,X) funkcji charaktery-
stycznych okreslajacych wystepowanie danej cechy. Innymi stowy, majac do czynienia ze zmienng
jakosciowa Z przyjmujaca m réznych wartosci (aq,...,an), w ktorej kazda wartosé odpowiada
konkretnej wartosci cechy, mozemy stworzy¢ wektor (Z1, ..., Zy,), taki, ze

Zy:=1{gmgy, 1=12...,m.

Zmienne Z; czesto nazwa sie zmiennymi identyfikujacymi (ang. dummy variables lub indicator va-
riable). Aby uniknaé¢ zdegenerowania modelu, zazwyczaj wlacza sie tylko pierwsze m — 1 zmiennych;
na tej podstawie mozna zidentyfikowaé jednoznacznie warto$é¢ Z,,.



2 Klasyczny model regresji liniowej

W rozdziale tym omoéwimy podstawowe zalozenia modelu regresji liniowej i metody estymacji wspot-
czynnikéw regresji liniowej 5. Dla uproszczenia bedziemy uzywaé notacji macierzowej przedstawione;j
w (1.3), tzn. rozwaza¢ rownanie macierzowe

y=Xp+e. (2.1)

Od teraz, dla uproszczenia, bedziemy uzywac notacji (2.1) rowniez w odniesieniu do wektoréow loso-
wych, a nie tylko ich realizacji. Warto zwroci¢ uwage, ze w (2.1) zakladamy, iz mamy dane n-réwnar,
ktore niekoniecznie musza odnosié si¢ do probki prostej (jak miato to miejsce w uproszczonym mo-
delu).

2.1 Zalozenia modelu regresji liniowej

Niech n € N oznacza ilo$¢ obserwacji, a k € N ilo§¢ zmiennych w modelu (zaktadamy n > k). Mamy
dana n x k wymiarowa (losowa) macierz danych X, n x 1 wymiarowy wektor losowy y, n x 1 wy-
miarowy wektor losowy €, oraz k x 1 wymiarowy wektor wspotczynnikéw 5. Ponizej przedstawiamy
podstawowe zalozenia modelu regresji liniowe;j:

(A.1) Liniowa zalezno$é (ang. linearity). Model okresla liniowa zalezno$é miedzy zmienna obja-
$niana, a zmiennymi objasniajacymi poprzez rownanie (2.1), tzn. zaleznos¢ y = X + €.

(A.2) Brak wspélliniowosci (ang. full rank, no multicollinearity). Miedzy zmiennymi objasnia-
jacymi nie wystepuje wspolliniowosé, tj. rzad (losowej) macierzy danych X to k (prawie na
pewno).

(A.3) Egzogenicznosé czynnika losowego (ang. exogenity of independent variables, strict exo-
genity). Czynnik losowy € ma zerowa warto$¢ oczekiwana i jest niezalezny (stochastycznie,
liniowo) od zmiennych objasniajacych, tzn. dla i = 1,...,n mamy E[¢; | X] = 0.

(A.4) Homoskedastycznos¢ i niezaleznosé liniowa bledow (ang. homoscedasticity and nonau-
tocorrelation, spherical error variance). Czynnik losowy € ma stala wariancje i nie wystepuje
w nim zjawisko autokorelacji, tzn. istnieje o > 0, taka ze E[e7 | X| = o2 oraz E[ee; | X] =0
dlad,j=1,...,k (gdzie i # j).

(A.5) Normalny rozklad btedow (ang. Normality of the error term, normality). Czynnik losowy
€ ma (warunkowy) wielowymiarowy rozktad normalny pod warunkiem X, tzn €| X ~ N,,.

Definicja 2.1 (Model regresji liniowej). Model speliajacy zalozenia (A.1)—(A.4) nazywamy
modelem regresji liniowej.* Jezeli model spetnia dodatkowo zatozenie (A.5) méwimy o stan-
dardowym (klasycznym) modelu regresji liniowej.

“Czasami, z drobng kolizja oznaczen, bedziemy moéwi¢ o modelu regresji liniowej, jezeli beda spelnione tylko
zalozenia (A.1)—(A.2), badz (A.1)—(A.3).

W zalozeniach (A.3) i (A.4) zakladamy istnienie (i skoriczonosé) dwoch pierwszych momentow
czynnika losowego €. Majac dane (A.3), zalozenie (A.4) mozna przedstawi¢ rownowaznie w bardziej
zwieztej formie

Varle | X| = 0?1,



gdzie I,, to macierz jednostkowa n x n; zalozenia (A.3)—(A.5) mozna réowniez ujaé tacznie w uprosz-
czonej postaci
€| X ~ N[0, 0%L,], (2.2)

gdzie Ny, (i, X) to n-wymiarowy rozktad normalny o wektorze $rednich p i macierzy kowariancji .
W tym kursie nie wykorzystaliSmy jednak uproszczonej postaci, gdyz wiele wlasnosci nie wymaga
(warunkowej) normalnosci czynnika losowego, tzn. wiele rezultatéow bedziemy dowodzonych tylko
przy wykorzystaniu zalozen (A.1)—(A.4). Omoéwmy teraz pokrotce kazde z zalozen:

- Zalozenie (A.1) okresla typ zaleznosci miedzy zmienna objasniajaca, a zmiennymi objasnianymi.
Jak wspomnieliémy w Uwadze 1.6, zalozenie to obejmuje szeroka klase modeli i odnosi sie bardziej
do tego jak parametry S sa uwzglednione w modelu oraz typu btedu, niz do samej zaleznosci miedzy
czynnikami modelujacymi.

- Zalozenie (A.2) powiazane jest z tzn. identyfikacja modelu i umozliwia efektywna estymacje wspot-
czynnikéw. Warto zwrocié uwage, iz zalozenie to czesto powiazane jest z wlasciwg reprezentacja
macierzy danych. Uwzglednienie tych samych danych wielokrotnie moze doprowadzi¢ do sytuacji
w ktorej nie bedziemy w stanie jednoznacznie estymowaé wspoétczynnikdéw regresji.

- Zalozenie (A.3) odnosi sie do czynnika losowego. Wartosé srednia bledu nie powinnna zalezeé
(liniowo) od macierzy danych i wynosi¢ zero.

Propozycja 2.2 (Niezaleznosc czynnika losowego od zmiennych objasniajacych). W modelu
regresji liniowej czynnik losowy jest niezalezny liniowo od zmiennych objasniajacych, tzn. dla
i,7=1,2,...,n zachodzi

]E[xj . 61'] = (E[l‘jlei], . ,E[l‘jkq])/ =0.

Dowo6d Propozycji 2.2 pozostawiony jest jako proste ¢wiczenie (nalezy skorzystac¢ z prawa wie-
zy oraz liniowosci operatora wartosci oczekiwanej). Warto wspomnie¢, iz poprzez uwzglednienie
wyrazu wolnego w modelu, tatwo jest dosta¢ (bezwzgledna) zerowa warto$é oczekiwana czyn-
nika losowego. Miedzy innymi dlatego praktycznie we wszystkich zastosowaniach uwzglednia sie
wyraz wolny. Oczywiscie tutaj zalozenie jest duzo silniejsze (tzn. warunkowa warto$¢ moze by¢
niezerowa, gdy bezwarunkowa wartos¢ jest zerowa).

- Zalozenie (A.4) uscisla jaki typ bledow bierzemy pod uwage, zaréwno w odniesieniu do wielkosci
(homoskedastycznosé), jak i zaleznosci miedzy btedami (autokorelacja). Jest ono szczegélnie wazne
w odniesieniu do szeregéw czasowych, gdzie czesto obserwujemy trendy w zmiennosci. W dalszej
czesci wyktadu pokazemy, jak je ostabié.

- Zalozenie (A.5) jest istotne z praktycznego punktu widzenia, gdyz pozwala nam na (statystyczna)
kontrole nad czynnikiem losowym. Dodatkowo, Centralne Twierdzenie Graniczne sugeruje taki
rozktad czynnika losowego w wielu przypadkach. Z Reprezentacji (2.2) wynika rowniez, iz rozktad
€ jest niezalezny od X, co daje nam od razu rozktad bezwarunkowy, tzn. zachodzi € ~ N[0, 021,]

Na koniec przedstawmy kilka uwag dotyczacych uproszczonych wersji modelu, jego zwiazku z
warunkowa wartoscig oczekiwana, i powigzaniem z szeregami czasowymi.



Uwaga 2.3 (Model regresji liniowej dla probki prostej). W uproszczonym modelu, gdy (y, X) jest
probka prosta, zalozenia (A.3) oraz (A.4) mozna wyrazi¢ w uproszczonej postaci

E[q]xi]:o (i:1,2,...,n),
Ele? | 2] =0 (i=1,2,...,n),

gdzie x; to wektor losowy odpowiadajacy i-tej obserwacji. Warto zwrocié uwage, ze gdy (y, X) jest
probka prosta, to automatycznie dostajemy réwnosé E[eﬂ = 02 dla pewnego o > 0 bez dodatkowych
zaltozen. Nie jest to jednak rownowazne (A.4), ktore odnosi sie do warunkowej postaci wariancji. Dla
odroznienia, czesto pierwsza wlasno$é nazywa si¢ bezwarunkowa homoskedastycznoscia (ang.
unconditional homoskedasticity), a druga, warunkowa homoskedastycznoscia (ang. conditional
homoskedasticity).

Uwaga 2.4 (Model regresji liniowej przy braku losowosci zmiennych objasniajacych). W wielu
zastosowaniach (szczegdlnie ekonomicznych) zaklada sie, iz jedynym czynnikiem stochastycznym
jest czynnik losowy. Innymi slowy, macierz danych nie jest macierza losowa, tylko stata. Wtedy
zalozenia (A.3) oraz (A.4) rowniez sie upraszczaja, gdyz E[- | X| = E[-].

Uwaga 2.5 (Regresja, a warunkowa warto$¢ oczekiwana). Zaltozenia (A.1) oraz (A.3) sa kluczowe
dla modelu, gdyz implikuja rownosé
Ely | X]= X5,

co pozwala nam na interpretacje funkcji regresji w jezyku warunkowych warto$ci oczekiwanych
(rzutowanl ortogonalnych).

Uwaga 2.6 (Regresja liniowa, a szeregi czasowe). Dla szeregow czasowych zalozenie (A.3) oznacza
niezalezno$é¢ czynnikéw losowych wzgledem przeszlosci, terazniejszosci, jak i przysztosci, co czesto
nie jest spelione (np. dla klasycznego modelu autoregresji). Zajmiemy sie tym w dalszej czesci
wyktadu.

2.2 Metoda najmniejszych kwadratéw i estymator OLS parametru

Wartosci btedéw losowych nie sg bezposrednio obserwowane, ale dla kazdego wektora B € R* mo-
zemy policzy¢ roéznice miedzy wartosciami objasnianymi, a jej prognozami, tzn. wartosciami funkcji
regresji X . Przy ustalonym (3 € R¥ dostajemy ciag réznic

yi—x 8, (i=1,2,...,n), (2.3)

ktore czesto nazywane sa residuami (ang. residuals) modelu. W optymalizacji czesto prowadza sie
tzw. funkcje celu, ktora na podstawie wartosci (2.3) bada nam jako$¢ dopasowania modelu do
danych. Najbardziej popularnym wyborem jest funkcja odpowiadajaca normie kwadratowej. Majac
dany wektor wspolezynnikéw 5 € R* i powigzane residua, zdefiniowane w (2.3), suma kwadratow
residuéw (ang. Residual Sum of Squares — RSS)? dana jest przez

n
~ A~

RSS(8) := > (yi — 2iB)* = (y — XB)'(y — XB). (2.4)

=1

2W literaturze mozna spotkaé tez inne oznaczenia, np. Sum of Squared Residuals (SSR), lub Sum of Squared Errors
of prediction (SSE).
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Standardowy estymator najmniejszych kwadratow (nieznanego) parametru 3, zwany w skrocie es-
tymatorem OLS (ang. Ordinary Least Squares) parametru /3 , uzyskujemy poprzez minimalizacje
funkcji celu RSS, tzn. rozwigzanie problemu

RSS(8) — min. (2.5)

Otrzymana wartosé 3 € RF bedzie oczywicie zaleze¢ od konkretnej realizacji (y, X) i tylko przyblizy
nieznang warto$¢ . Z postaci funkcji RSS widzimy, iz penalizuje ona duze odchylenia. Estymator
OLS naklada wysoka kare nawet na niewielks liczbe duzych residuéw, kosztem niewielkich kar dla
matych residuéw. Dokladne wtasnosci statystyczne tego estymatora zostang omdéwione w dalszej
czesel wyktadu.

Uwaga 2.7 (Funkcja celu). Funkcja celu RSS jest §cisle zwigzana z metoda najmniejszych kwa-
dratow, ale nie jest jedynym mozliwym wyborem. Przyktadowo, zamiast rozwaza¢ sume kwadratow
bledow, mozemy rozwazy¢ sume moduléw bledow (ang. Least Absolute Deviation — LAD), tzn.
funkcje celu

LAD(3) = 3" |yi — 15
i=1

Funkcja ta prowadzi czesto do bardziej odpornych (ang robust) wynikow, ale nie gwarantuje jed-
noznacznosci i stabilno$ci rozwigzan. W funkcji celu mozemy tez uwzgledniaé¢ koszt zwiazany z
uwzglednieniem wielu zmiennych w modelu (np. metody LASSO). W tym wyktadzie nie bedziemy
jednak poruszaé¢ tego typu zagadnien.

Zanim przejdziemy do rozwiazania (2.5) wprowadzmy definicje estymatora OLS parametru f.

Definicja 2.8 (Estymator OLS parametru ). Dla modelu regresji liniowej estymatorem
OLS parametru § nazywamy wektor b, ktéry definiujemy jako

b= (X'X)"'X"y. (2.6)

Mozemy nastepnie powiazaé¢ estymator b z wyjSciowym problemem optymalizacyjnym (2.5).

Propozycja 2.9 (Estymator b estymatorem najmniejszych kwadratow). Zalozmy, iz mamy
dany model regres;ji liniowej spelniajacy (A.1)—(A.3). Wtedy, rozwiazaniem problemu (2.5) jest
estymator b dany w (2.6).

Dowdd. Aby rozwiazaé problem (2.5) mozna skorzysta¢ ze standardowych metod gradientowych

(warto zwroci¢ uwage, iz funkcja RSS ma postaé gladkiej funkcji kwadratowej). Sprawdzmy najpierw

ORSS(

warunek konieczny pierwszego rzedu, tzn. przyrownajmy wartosé Tﬁ) do zera. Dla uproszczenia

ustalmy dodatkows notacje a := X'y oraz A := X’X. Dla kazdego ustalonego B dostajemy
RSS(B) = (y — XB)'(y — XB) = (v — B'X")y — XP) =y'y — X'y —y/XB + F'X'Xp
—yy—yXB—yXB+ X' XB=y'y—2dB+pAB.
Czynnik y'y nie zalezy od B i moze by¢ pominiety w pochodnej funkcji RSS. Latwo zauwazyé
rowniez, iz poniewaz A jest symetryczna, to dostajemy

d(B'AB)

2B — g oraz 05 = 240 (¢wiczenie do domu),

op
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co daje nam gradient

0 R§;<5> = —2a+24B. (2.7)

Przyrownanie (2.7) do zera pokazuje, ze potencjalny optymalny estymator, oznaczany przez b, musi
spelnia¢ rownanie Ab = a, tzn.

X'Xb=X'y. (2.8)

Rownanie (2.8) nazywane jest czesto rownaniem normalnym regresji liniowej (ang. normal equ-
ations). Korzystajac z zalozenia (A.2), wiemy, iz macierz A jest niezdegenerowana i dodatnio okreslo-
na. Mnozac obie strony (2.8) przez A~! = (X’ X)~! dostajemy (potencjalne) unikalne rozwiazanie
postaci

b= (X'X)1X'y.

Aby zakoriczyé¢ dowod, wystarczy sprawdzi¢ warunek konieczny drugiego rzedu, tzn. zbadaé¢ Hessian.
Zauwazajac, iz A jest dodatnio okreslona oraz hessian funkcji ma (stala) postac¢

82RSS(B)
T 24,

wiemy, ze funkcje RSS osiaga w punkcie b (globalne) minimum, co konczy dowod. O]
Estymator b mozna réwnowaznie zapisaé jako
b= (X'X/n)" (X'y/n) =S, sy, (2.9)

gdzie Sy, to érednia z probki (z;z})! ;, a sgy to Srednia z probki (x;y;),, tzn.

1 n
Spw = X'X = —Zwixg,
n =1
1 n
Szy = Xy = szl " Y
=1

Reprezentacja 2.6 jest uzywana zazwyczaj w odniesieniu do skonczonych probek, podczas gdy Re-
prezentacja 2.9 jest uzywana przy analizie asymptotyczne;j.

2.3 Podstawowe statystyki zwigzane z regresja liniowa OLS

Z estymatorem OLS parametru [ wyrazonym przez (2.6) zwiagzanych jest wiele statystyk i po-
wiazanych wartodci, ktore moga stuzyé np. do oceny jakosci modelu. Ponizej przedstawiamy liste
wybranych statystyk wraz z krotkim komentarzem.
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Definicja 2.10 (Statystyki zwiazane z OLS). Zalézmy, ze mamy dany model regresji liniowej
oraz powigzany estymator OLS parametru 5 oznaczany przez b. Wtedy,

1) Residua OLS (ang. OLS residuals) oznaczamy przez e = (e, ..., e,) 1 definiujemy jako

e:=y— Xb. (2.10)

2) Wektor predykcji (ang fitted value) oznaczamy przez y = (91, - - ., Jn) 1 definiujemy jako
y:=Xb

3) Suma kwadratow reszt modelu (ang. OLS residual sum of squares) oznaczana przez
RSS zdefiniowana jest jako
RSS :=€'e

4) Wspolczynnik determinacji (ang. coefficient of determination) modelu oznaczamy przez
R? i definiujemy jako
RZ.—1_— D1 .
> i1 (yi — 9)?

Wyjasnimy teraz pokrotce idee stojaca za definicjami:

- Wektor residuéw e i wektor predykcji ¢y mozna powiazaé réwnaniem e = y — 4. Wektor predykcji
okresla teoretyczna (Srednia) wartos¢, ktora prognozuje model, a residua okreslaja btad miedzy
prognoza, a prawdziwg wartoscia. Poniewaz prawdziwy btad € jest nieobserwowalny, czesto uzy-
wamy e aby go przyblizyé. Z réwnania (2.8), dostajemy X'y — X' Xb = 0, co daje nam

X'e=X'(y—Xb)=0. (2.11)

Wiemy tez, ze X'e = n(% Yo, - e;), wige rownanie to mozna traktowac jako odpowiednik

warunku ortogonalnosci E[z;¢;] = 0 dla probki, gdzie nieznana warto$é¢ € zastepujemy przez e.
Zamiast rozwazacé residua, czesto tez dokonuje sie bezposredniego poréwnania y z ¢, aby sprawdzié¢
jakos¢ dopasowania modelu. Warto tez zaznaczy¢, iz z (2.11) wynika, ze g oraz e sa do siebie
ortogonalne (ozn. y L e) , tzn. zachodzi

ye=b(X'e)=0 (2.12)

- Suma kwadratow reszt modelu OLS jest niczym innym jak zrealizowang wartoscia funkcji celu
zadanej w (2.4), tzn. mamy réwnosé RSS = RSS(b).

- Wspélczynnik determinacji R? jest jedng z podstawowych miar dopasowania modelu. Dla uprosz-
czenia zalézmy, iz w modelu wystepuje wyraz wolny.? Wtedy, zachodzi 0 < R? < 1 oraz

R? = M
> (i —9)*
dowody tych faktow zostang pokazane w pédzZniejszej czesci wyktadu w Propozycji 2.22. W skro-
cie, wspotezynnik ten informuje nas o tym, jaka cze$¢ zmiennosci (wariancji) zmiennej objasnianej
(3% (yi — §)?) zostala wyjasniona przez model (3 1, (9; — §)?). Oczywiscie model idealnie do-
pasowany powinien dawaé¢ R? = 1.

3Wspotczynnik ten zdefiniowalismy w ogélnym przypadku, ale bez wyrazu wolnego traci on swojg podstawows,
interpretacje (np. moze by¢ ujemny). Przy braku zmiennej objasniajace czesto rozwaza si¢ jego drobna modyfikacje
(ang. uncentered R?).
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2.4 Geometryczna interpretacja estymatora OLS parametru [

Latwo zauwazyé¢, ze b to nic innego jak wspoélczynniki rzutowania wektora y na przestrzen roz-
pieta przez kolumny X (poréwnaj Uwaga 2.5). Mowiac dokladniej, zal6zmy, iz mamy dany punkt
y w przestrzeni R" oraz k-wymiarowa podprzestrzen U rozpieta przez wektory tworzace kolumny
macierzy X, tzn. U := im X. Naszym zadaniem jest znalezienie takiego punktu ¢ € U, aby od-
legto$¢ w normie (euklidesowej) miedzy g, a y byla jak najmniejsza. Oczywiscie najblizszy punkt
otrzymujemy przez rzut ortogonalny y na U, czyli punkt ¢ dla ktoérego zachodzi

y— 9 € (im X))t = ker X/,

co réwnowaznie mozna zapisa¢ jako X'(y — ¢) = 0. Zauwazajac, ze § = X/ dla pewnego 8 € RF
(gdyz g € U), otrzymujemy warunek

X,(XB_y) = Oa

ktory jest rownowazny warunkowi (2.8). Rozwiazanie tego problemu daje nam estymator b.

Aby wytlumaczy¢ zwiazek miedzy postacia algebraiczna a postacig geometryczng postuzymy sie
uproszczonym modelem regresji liniowej, w ktorym (y, X)) jest probka prosta z wektora losowego
(Y, X). Latwo pokaza¢, iz z jednej strony warunkowa wartos¢ oczekiwana E[Y|X] jest najlepszym
o(X)-mierzalnym predyktorem modelu przy bledzie pomiaru mierzonym za pomoca funkeji kwa-
dratowej, a z drugiej moze by¢ traktowana jako rzut ortogonalny. Zacznijmy od dowodu pierwszego
faktu.

Propozycja 2.11 (Warunkowa wartos¢ oczekiwana jako najlepszy predyktor). Niech (Y, X)
bedzie wektorem losowym, w ktérym Y jest catkowalng z kwadratem zmienng losowa. Wtedy,
dla kazdej catkowalnej z kwadratem o (X )-mierzalnej zmiennej losowej Z dostajemy

E[(Y ~E[Y | X])*] <E[(Y - 2)*.

Dowdd. Niech Z bedzie calkowalna z kwadratem zmienng o(X)-mierzalng. Korzystajac z prawa
wiezy dostajemy

E[(Y - 2)°] = E[(Y - E[Y|X])) + (E[Y|X]) - Z))?]
(Y — E[Y|X))?] + 2E[(Y - E[Y|X])(E[Y]Z]) - Z)]

(Y — E[Y|X])?] - 2E[(Y — E[Y|X])Z].

A\

E
E

Nastepnie, dostajemy

E[(Y - E[Y|X])Z] = E[E[(Y - E[Y|X])Z | X]]

E
E[ZE[(Y - E[Y[X])| X]]
E
0,

[Z (E[Y|X] - E[Y|X])]

co koniczy dowdd. O

W uproszczonym modelu regresji liniowej zakladamy, iz warunkowa warto$é oczekiwana E[Y| X]
mozemy wyrazi¢ w postaci X 5 (por. Uwaga 2.5), gdzie problem dopasowania sprowadza sie do zna-
lezienia jak najlepszego estymatora S. Jak wspomnieliSmy, warunkows warto$¢ oczekiwang mozna
réwniez traktowaé jako rzut ortogonalny (dla catkowalnych z kwadratem zmiennych losowych).
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Propozycja 2.12 (Warunkowa wartos¢ oczekiwana jako rzut ortogonalny). Niech (Y, X) be-
dzie wektorem losowym, w ktorym Y jest catkowalnag z kwadratem zmienna losowa. Wtedy
E[Y'|X] jest rzutem ortogonalnym zmiennej Y na przestrzen L?(Q,o(X),P).

Dowdd. Dokladne wytlumaczenie i dowoéd Propozycji 2.12 wykracza poza material tego wyktadu
(powinien by¢ przeprowadzony na podstawowym kursie z analizy funkcjonalnej). Aby lepiej zrozu-
mie¢ ten fakt, sprobujmy przeprowadzi¢ ogolny szkic dowodu. Przestrzen L2(€, ¥, P) jest przestrze-
nig Hilberta z iloczynem skalarnym zadanym przez (X,Y) = E[XY], a przestrzen L?(Q,0(X),P)
jest jej domknieta podprzestrzenia liniowa. Aby pokazaé, ze wektor Y — E[Y|X]) jest ortogonal-
ny do podprzestrzeni L?(€, 0(X),P) nalezy pokazaé, iz dla kazdego Z € L?(2,0(X),P) zachodzi
(Z,Y —E[Y|X])) =0, co wynika juz wprost z drugiej czesci dowodu Propozycji 2.11 . O

Uwaga 2.13 (Geometryczna interpretacja estymatora b). Z Propozycji 2.12 mozna réwniez szyb-
ko wywnioskowaé postaé estymatora najmniejszych kwadratéw b. Zalézmy, iz mamy dana postaé
strukturalna w uproszczonym modelu regresji liniowej i liniowos¢ rzutu, tzn. warunek E[Y'|X] = S X.
Skoro X L (Y — E[Y|X]), to musi zachodzi¢ E[X (Y — fX)] =0, czyli

B =E[X'X]"' E[XY].

Aby wyestymowaé 8 mozemy wiec wzia¢ estymatory $rednich dla E[X'X] oraz E[XY], co daje
nam dokladnie estymator b w postaci (2.9). Warto tez zaznaczy¢, iz gdy w modelu wystepuje
wyraz wolny, to estymatory wspétczynnikéw regresji liniowej mozna wyrazi¢ w jezyku wariancji i
kowariancji. Istotnie, zaktadajac posta¢ E[Y|X] = X + « i obkladajac ja bezwarunkowa wartoscia
oczekiwana, dostajemy o = E[Y]—BE[X], co daje nam reprezentacje E[(Y —E[Y])|X] = (X —E[X])
pozwalajaca wyrazi¢ 8 jako

Cov[X,Y]

b= Var[X]

Przedstawmy teraz pojecia, ktére definiujg obiekty znane z algebry liniowej w odniesieniu do
metody OLS. Sa one czesto pomocne w dowodach i pozwalaja na geometryczna interpretacje mo-
delu.

Definicja 2.14 (Macierz projekcji i anihilator). Zalézmy, iz mamy dany model regresji liniowe;.
Wtedy,

1) Macierz projekcji (ang. projection matriz) oznaczamy przez P i definiujemy jako
P =X(X'X)"'x"
2) Anihilator (ang. annihilator, residual maker) oznaczamy przez M i definiujemy jako

M :=1,—P.

Zaréwno P i M sa symetryczne, idempotentne oraz spelnione sa réwnosci
Py =1y, My =e.

Innymi stowy, macierz P jest projekcja wektora y na X natomiast macierz M mozna traktowaé
jako macierz tworzacg reszty modelu. Zachodzi réwniez

PX=X, MX=0,
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tzn. projekcja X na X daje nam wyjsciowy wektor dla ktérego reszty sa zerowe. Latwo réowniez
pokazaé, iz PM = MP = 0, co daje nam dekompozycje

y=Py+ My (2.13)

na czesel, ktore sa do siebie ortogonalne, tzn. zachodzi g L e; por. (2.18). Przy pomocy anihilatora
mozna tez powiazaé wartos¢ RSS z prawdziwymi btedami korzystajac z roéwnosci

RSS = € Me. (2.14)

2.5 Wilasnoséci estymatora OLS parametru § i Twierdzenie Gaussa-Markowa

Zbadamy teraz podstawowe wlasnosci estymatora OLS parametru . Na poczatek pokazmy, iz b
jest nieobcigzonym estymatorem parametru 5.

Propozycja 2.15 (Nieobciazonosé estymatora OLS parametru ). Zalozmy, ze mamy dany
model regresji liniowej spetniajacy zatozenia (A.1)-(A.3). Wtedy, estymator b jest (warunkowo)
nieobcigzonym estymatorem f, tzn.

E[b | X] = p.
Przy dodatkowym zatozeniu (A.4) dostajemy réwniez Var[b | X] = o2 - (X' X)L

Dowdd. Zatozmy (A.1)—(A.3). Niech A := (X'X)~'X’. Korzystajac z (A.1) dostajemy
b-f=(X'X)"'X"y -
=(X'X)"'X'(XB+e) - B
= (X'X)'X'XB+(X'X) ' X'e-p
= Ae. (2.15)
Nastepnie, korzystajac z (A.3), mamy
Eb| X]=E[Ae| X]+ § = AE[e | X]+ 8 = 5,

co koriczy dowod nieobciazonosci. Zatozmy teraz dodatkowo (A.4). Korzystajac z (2.15) oraz (A.4)
dostajemy

Var[b | X| = Var[b — 3 | X] = Var[Ae | X| = A Var[e | X]A' = AE[e€' | X]A’
= AE[0%], | X]A = 0c?AA’. (2.16)
Aby zakoniczy¢ dowod, wystarczy zauwazy¢, ze z (A.2) dostajemy
AA = (X'X)T'X'X(X'X)7N = (X'X)"") =((X'X)) = (X'X)"". (2.17)
O

Warto zauwazy¢, ze Propozycja 2.5 implikuje nieobciazono$é w standardowym (bezwarunko-
wym) sensie, tzn. wlasnosé

E[b] = B.

Zanim przedstawimy jedno z wazniejszych twierdzen zwiazanych z regresja liniowa, tzw. Twierdzenie
Gaussa-Markowa, zdefiniujmy specjalng klase estymatoréw nazywanych estymatorami liniowymi.
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Definicja 2.16 (Estymator liniowy). Zalézmy, ze mamy dany model regresji liniowej. Estyma-
tor 3 parametru 8 bedziemy nazywaé¢ (warunkowo) liniowym ze wzgledu na y jezeli mozna
go przedstawi¢ w postaci 3 = Cy, gdzie C jest pewna (losowa) o(X )-mierzalna macierza.

Estymatory liniowe sa liniowe ze wzgledu na wartosci zmiennych objasnianych y, a co za tym idzie ze
wzgledu na wielkosé btedu e. Pokazemy teraz, ze w klasie estymatoréw liniowych, ktére dodatkowo
sa nieobcigzone, estymator b jest w pewnym sensie najlepszy.

Twierdzenie 2.17 (Twierdzenie Gaussa-Markowa). Zal6zmy, ze mamy dany model regresji
liniowej spelniajacy zalozenia (A.1)—(A.4). Wtedy, w klasie estymatorow parametru 3, kto-
re sa liniowe oraz nieobcigzone, estymator b jest estymatorem o najmniejszej wariancji, czyli
tzw. estymatorem BLUE (ang. Best Linear Unbiased Estimator). Innymi stowy, dla kazdego
nieobcigzonego estymatora B parametru 3, liniowego ze wzgledu na y, dostajemy

Var[b | X] < Var[8 | X]. (2.18)

Dowdd. Niech 3 bedzie nieobciazonym i liniowym estymatorem parametru 5. Z liniowosci wiemy, ze
B = Cy, gdzie C jest pewna losowa macierza zalezna od X. Niech A := (X’X)~'X’. Definiujemy
D :=C - A. Wtedy

-~

B=(D+Ay=Dy+Ay=D(XpB+e€)+b=DXp+ De+b. (2.19)
Obktadajac obie strony (2.19) warunkowa wartoscia oczekiwana dostajemy
E[3| X]=E[DXB+ De+b| X]|=DXS+E[De| X]+E[b| X]. (2.20)

Poniewaz estymatory 3 i b sa nieobcigzone oraz E[De | X] = DE[e | X] = 0, wiemy, ze (2.20)
implikuje DX = 0. Aby wtasno$é ta byla prawdziwa dla kazdego B, musimy mie¢ DX = 0.
Korzystajac z (2.19) oraz wlasnosdci (2.15), czyli rownosci b = Ae + (3, dostajemy

-

B=b+De=(A+ D)e+ .
Wynika stad, ze
Varl | X] = Var[B - 8| X]
= Var[(A + D)e | X]
= (A + D) Varle | X](A + D)
= (A+ D) Varle | X](A" + D’)
=02 . (A+ D) A + D)
=02 (AA + DA + AD' + DD'). (2.21)

Z réwnosci DX = 0 wynika, ze DA’ = DX ((X'X)™!) = 0 oraz AD’ = (DA’)" = 0. Wracajac
do (2.21), zauwazajac, ze DD’ jest pozytywnie okreslona, oraz przypominajac (2.16), dostajemy

Var[3 | X] = o0? - (AA'+ DD') > 6% - AA" = Varb | X],

co konczy dowod. O
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~

Twierdzenia 2.17 implikuje rowniez (bezwarunkowa) wlasnos¢ Var[b] < Var[3]. Zauwazmy row-
niez, ze z (2.18) wiemy, iz macierz K := Var[3 | X] — Var[b | X] jest dodatnio potokreslona (ang.
positive semi-definite), tzn dla kazdego k-wymiarowego wektora a mamy aKa' > 0. W szczegdlno-
Sci, dla kazdego j = 1,2, ..., k, przyjmujac za a wektor, ktéry ma jedynke na j-tym miejscu, oraz
zera wszedzie indziej, dostajemy

Var[G; | X] > Varb; | X], (j=1,2,...,k).

Innymi stowy, dla kazdego wspolczynnika regresji liniowej, wariancja wspotczynnika b; jest naj-
mniejsza wsrod wspotezynnikow liniowych i nieobcigzonych estymatorow. Warto tez wspomnieé o
kowariancji miedzy residuami, a wartosciami estymatora b.

Propozycja 2.18 (Korelacja miedzy estymatorem OLS parametru S a residuami OLS). Za-
t6zmy, ze mamy dany model regresji liniowej spelniajacy zalozenia (A.1)—-(A.4). Wtedy

Cov[b,e | X] =0,

gdzie wektor residuéw e zdefiniowany jest w (2.10).

Dowd6d Propozycji 2.18 pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Uwaga 2.19 (Problem pominietych zmiennych). Wtasnosci estymatora b pokazane w Propozy-
cji 2.15 oraz Twierdzeniu 2.17 sa $Scisle zwiazane z zatozeniami modelu regresji liniowej. Warto
tutaj zwroci¢ uwage, iz niepoprawny (niepelny) dobér zmiennych objasniajacych, tj. niepoprawna
specyfikacja modelu i naruszenie zatozenia (A.1), moze prowadzi¢ do systematycznego obciazenia
estymatora b. Dzieje sie tak, gdy nieuwzgledniona zmienna jest liniowo zalezna od macierzy danych
oraz wzbogaca wartos$¢ prognostyczna modelu (tzn. warto$¢ wspotczynnika regresji liniowej przy tej
zmiennej jest rozny od zera jezeli uwzglednimy ja jako dodatkowa zmienna w modelu). Problem ten
czesto oznacza sie skrotowo przez OMV (ang. Omitted- Variable Bias). Wiecej na ten temat mozna
znalez¢ np. w Rozdziale 4.3.2 w [Grel8| lub Rozdziale 3.9 w [Hay00].

2.6 Estymator OLS parametru o2 i jego wlasnosci

W modelu regresji liniowej zdefiniowanym w Definicji 2.1 mamy tak naprawde do czynienia z dwoma

nieznanymi parametrami, tzn. wektorem wspotczynnikéw regresji liniowej 5 oraz wariancjg czynnika

losowego o2. Wprowadzmy teraz estymator OLS parametru o2.

Definicja 2.20 (Estymator OLS parametru o2). Dla modelu regresji liniowej estymatorem

OLS parametru o2 nazywamy liczbe (a dokladniej zmienng losowa) s? zdefiniowana jako
RSS
2
= : 2.22
T = (2.22)

Powiazany blad standardowy residéw (ang. Residual Standard Error) oznaczamy przez RSE
i definiujemy jako
RSE := V52, (2.23)

Warto przypomnieé, ze zatozyliSmy nieréwnosé n > k, wiec estymatory te sa dobrze zdefiniowane.
Wprost z definicji dostajemy s? = ne/fk, co ttumaczy nazwe RSE. Warto zwréci¢ uwage, ze w (2.22)
mianownik jest rowny n—k zamiast n. Jest to zwiazane z tzw. liczbg stopni swobody modelu i bedzie

nam dawalo nieobciazonosé estymatora, co wyjasnia doktadniej Propozycja 2.21.
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Propozycja 2.21 (Nieobcigzonoéé estymatora OLS parametru o?). Zalézmy, ze mamy dany
model regresji liniowej spelniajacy zalozenia (A.1)—(A.4). Wtedy s? jest (warunkowo) nieobcig-
zonym estymatorem parametru o2, tzn. zachodzi

E[s® | X] = o

Dowdd. Korzystajac z (2.14) dostajemy ee’ = eM¢€', gdzie M = (m;;) jest anihilatorem. Pokazmy
najpierw wtasnosé

tr(M) =n — k, (2.24)
gdzie tr(M) oznacza $lad macierzy M (sume elementéw na glownej przekatnej). Korzystajac z
definicji M i liniowosci operatora Sladu dostajemy

tr(M) = tr(I,) — tr(P) = n — tr(P).

Przypominajac definicje operatora projekcji P oraz korzystajac z wlasnosci tr(AB) = tr(BA),
dostajemy
tr(P) = tr( X (X X) 1 X') = tr( X' X (X' X) 1) = tr(Iy) = k,

co koriczy dowod (2.24). Korzystajac z (2.24) wystarczy wiec pokazac, ze
EleMée | X] = o? - tr(M).
Korzystajac z zalozenia (A.4) i zauwazajac, ze M jest funkcja X, dostajemy
n n n
EleMe | X] =) myElee; | X] =) mio® =0 tx(M),
i=1 j=1 i=1

co koniczy dowdd. O

Zauwazmy, jak poprzednio, ze Propozycja 2.21 implikuje bezwarunkowsa nieobciazono$é, tzn.
wtlasnosé¢ E[s?] = o2. Z Propozycji 2.5 wiemy, ze Var[b | X] = ¢% - (X'X)~!. Pozwala nam to na
estymacje bledu (wariancji) estymatora b. Estymator ten definiujemy jako

Varlb | X] == s2(X'X)"1.

2.7 Wybrane dodatkowe wtlasno$ci modelu OLS

W rozdziale tym przedstawimy kilka dodatkowych wtasnosci modelu OLS, ktére bywaja pomocne
w praktyce.

2.7.1 Regresja liniowa z wyrazem wolnym

Zacznijmy od dodatkowych wtasnosci modelu, ktére wynikaja z uwzglednienia w nim wyrazu wol-
nego.

Propozycja 2.22 (Model OLS z wyrazem wolnym). Zalozmy, ze dany mamy model regresji
liniowej w ktorym wystepuje wyraz wolny. Wtedy

1) Y% e =0, tzn. residua modelu sumuja si¢ do zera.

2) 7 = Xb, Srednia warto$¢ prognozy odpowiada redniej wartosci zaobserwowanych wartosci.

(yi—9)

3) R2:%0razO§R2§l.
=1
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Dowadd. Zaldézmy, iz mamy dany model regresji liniowej z wyrazem wolnym odpowiadajacym pierw-
szej kolumnie macierzy X.

1) Réwnanie (2.8) daje nam
X'(y—Xb)=X'e=13" 2,¢=0.

Wystarczy zauwazy¢, iz x1; =1 dlai=1,...,n, co daje nam y ;" ; ; = 0.
2) Wynika to wprost z 1) oraz réwnosci y = Xb + e.
3) Z (2.12), tzn. warunku ortogonalnosci e L g, oraz z 1), dostajemy

n n n

Y Wi =Y (wi—9i+9i-9)" = Y [6f +2ei(fi — ) + i — 9)°] = D iy (5i—9)* (2.25)
=1 =1

i=1 i=1 =1

co daje nam

D Y - D YR (k) D St S S (T )k
SR SN S (i — )2 =S = (2.26)

Nieréwnosé 0 < R? < 1 wynika wprost z (2.25) oraz (2.26). O

2.7.2 Twierdzenie Frischa—Waugha—Lovella

Podstawowym twierdzeniem stojacym u podstaw tzw. regresji sekwencyjnej jest Twierdzenie Frischa—
Waugha-Lovella, ktére moéwi, ze wspodtczynniki estymatora OLS parametru 8 mozna uzyskaé w
spos6b sekwencyjny, poprzez podzial zmiennych objasniajacych na dwa zbiory, a nastepnie regre-
sje zmiennej objasnianej oraz jednej czeSci zmiennych objasniajacych na druga cze$¢ zmiennych
objasniajacych.

Twierdzenie 2.23 (Twierdzenie Frischa—Waugha-Lovella). Zal6zmy, ze mamy dany model
regresji liniowej postaci
y=XpB1+ Xaf2t+e (2:27)

tzn. niech X = (X1, X3) oraz § = (f1,52) w modelu y = X + €. Wtedy estymator OLS
parametru Sy w modelu (2.27) jest rowny estymatorowi OLS parametru 2 w modelu

(M1y) = (M1X3)pB2 + €1, (2.28)

gdzie M jest anihilatorem pierwszego cztonu modelu® oraz €; := M €.

“tutaj B1 oraz [z oznacza wektorow wspolczynnikow przy X oraz X, a nie dwie wspolrzedne wektora f3.
% . M, = I, — P, gdzie Py = Xl(Xlle)le'l; zobacz Definicja 2.14.

Dowdd. Niech b = (by, bs) bedzie estymatorem OLS parametru 8 = (f1,2) w modelu (2.27).
Rownanie normalne regresji liniowej dla (2.8), tzn. rownanie X' Xb = X'y, mozna zapisa¢ jako

Xlle XllXQ b1 ll’y
/ / = / (2.29)
Korzystajac z (2.29) dostajemy Xy = (XX 1)b; + (X X2)ba, co pozwala nam przedstawié¢ by

jako
by = (X1 X1) ' X (y — Xobo) (2.30)
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Wstawiajac (2.30) do rownosci Xhy = (X5X1)by + (X5X2)by otrzymanej ponownie z (2.29)
dostajemy

by =X5[X1 (X1 X1) 7 X1 (y — X2bo) + X5X2by
— X, Py — X4P1 X by + X)X 2bs
X, Py + X)[I, — P1]X2by
— X}, Py + XM X2bs,

co mozna réwnowaznie zapisa¢ jako X5 My = X, M1 X bs. Dostajemy stad
by = [XLM 1 X ' XM yy. (2.31)
Korzystajac z tego, ze M7 jest idempotentna i symetryczna dostajemy
by = [XHMIM1 X0 ' Xo MMy = [(M1X2) (M1 X)) (M1 X5) (M1y),

z czego wynika juz, ze by jest estymatorem OLS parametru S w modelu (2.28).
O

Uwaga 2.24 (Regresja sekwencyjna - wyjasnienie). Wartosci (M1y) oraz (M1X3) w Twierdze-
niu 2.23 odpowiadaja residuom, gdy dokonujemy regresji ¥y na macierz X oraz pojedynczych ko-
lumn macierzy X9 na macierz X;. Z Twierdzenia 2.23 wynika wiec, ze wspoétczynniki pelnego
modelu mozna odzyska¢ w sposoéb sekwencyjny poprzez:

Regresje X1 na y; uzyskujemy stad wektora residuéow My.

(a
(

b) Regresje X1 na kolejne kolumny macierzy Xo; uzyskujemy stad macierz residuéw M X .

)

)
(c) Regresje M1 X9 na Miy; uzyskujemy stad estymator OLS parametru (s, tzn. bs.
(d) Regresje X1 na (y — X2bo); uzyskujemy stad estymator OLS parametru (1, tzn. b;.

Warto zwrocié uwage, ze w podpunkcie (d) estymator b; uzyskujemy poprzez korekte zmiennej
objasniajacej y o Xobs, mozna to traktowaé jako

Uwaga 2.25 (Regresja sekwencyjna dla ortogonalnych zmiennych). W szczegdlnym przypadku,
gdy macierze X oraz Xo w (2.27) sa do siebie ortogonalne, estymacja b = (by, ba) znacznie sie
upraszcza. Z rownania (2.29) wynika, ze proces estymacji mozna od siebie catkowicie oddzieli¢, tzn.
zachodzi by = (X|X1) ' Xy oraz by = (X5X2) ! X%y. Ortogonalnoéé (niezaleznosé liniowa)
zmiennych objasniajacych upraszcza wiec znaczaco estymacje modelu.

2.8 Testowanie hipotez statystycznych przy zalozeniu normalnos$ci

Majac dany estymator (nieznanych) wspolczynnikow regresji liniowej 8 chceieliby$smy zbadaé, czy
otrzymane wspotczynniki sa sensowne. W szczeg6lnosci, jednym z wazniejszych testéw jest zbada-
nie, czy dana zmienna objasniajaca ma istotny wplyw na jako§é modelu. Zaktadajac, ze chcemy
sprawdzi¢ istotno$é pierwszej zmienna objasniajacej, mozemy zbadaé¢ hipoteze statystyczng zakta-
dajaca, iz 81 = 0 wobec alternatywy 51 # 0. Czesto moéwimy, ze model jest poprawnie okreslony
(ang. correctly specified) jezeli hipoteza zerowa (51 = 0) jest falszywa.

Testy statystyczne powigzane z modelem regresji liniowej zazwyczaj opieraja sie na zbadaniu r6z-
nicy miedzy estymowanymi wspotczynnikami modelu (b), a prawdziwymi wspotczynnikami modelu
(8). Wartos¢ b — 3 czesto nazywa sie bledem probki (ang. sampling error).
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Aby dostaé¢ rozklad powigzanej statystyki testowej musimy wiedzie¢, jaki ma ona rozkiad przy
zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej. W tym celu nalezy okresli¢ teoretyczny rozktad czynnika
losowego. Przy zalozeniu warunkowej normalnosci odnosi sie to bezposrednio do zaltozenia (A.5).
Zalozenie to mowi, ze czynnik losowy € ma (warunkowy) wielowymiarowy rozklad normalny pod
warunkiem X . Warto przy tym zwrocié uwage, ze zatozenie to odnosi sie tylko do czynnika losowego
warunkowanego przez X, tzn. nie musimy dodawaé zalozen na rozktad (losowej) macierzy danych
X . Zanim przejdziemy do testowania hipotez, warto przypomnie¢ kilka podstawowych faktow zwig-
zanych z wielowymiarowym rozkladem normalnym i ich zwiazku z modelem regres;ji liniowej:

- Wielowymiarowy rozklad normalny jest wyznaczony jednoznacznie przez pierwsze dwa momenty,
tzn. wektor $rednich p oraz macierz kowariancji . W szczegolnosci z reprezentacji (2.2), tzn.
wlasnosci €| X ~ N, [0,0%1,], wiemy, ze bezwarunkowy rozklad czynnika losowego € réwniez ma
rozktad normalny z takim sama $rednig i macierza kowariancji. Wynika to z faktu, ze rozktad
warunkowy nie zalezy od wartosci X.

- Jezeli zmienne losowe X oraz Y maja wielowymiarowy rozklad normalny to sa one niezalezne
wtedy 1 tylko wtedy jezeli sa nieskorelowane. Przenosi si¢ to rowniez na rozklady warunkowe X |X
oraz Y| X.

- Dowolna kombinacja liniowa zmiennych Xi,..., X; o wielowymiarowym rozkladzie normalnym
rowniez ma rozklad normalny. Dodatkowo wektor stworzony przez dodanie kombinacji liniowej
tych zmiennych do wektora (Xi,..., Xx) ma rowniez (zdegenerowany) rozklad normalny.

Laczac te fakty dostajemy, ze r6znica miedzy estymatorem OLS, a prawdziwa wartoscig parametrow
ma rozktad normalny. W dowodzie Propozycji 2.15 pokazaliémy, ze b — 8 = (X’ X )~ X'e. Réznica
ta jest wiec liniowa funkcja € i ma (warunkowy) rozklad normalny. Z Propozycji 2.15 wiemy, ze
Varlb | X] = Varlb — 3 | X] = 0% - (X'X)~!. Podsumowujac, przy zalozeniach (A.1)-(A.5)
dostajemy

(b—B)X ~ Ny (0,0% - (X'X)71). (2.32)

Pokazmy teraz jak wykorzystaé¢ (2.32) do testowania podstawowych hipotez statystycznych zwiaza-
nych z modelem regres;ji liniowej.

2.8.1 Testowanie pojedynczych wspoélczynnikéw regresji liniowej

Na poczatek zajmiemy sie najprostszym typem testow odnoszacych sie do pojedynczego wspot-
czynnika regresji liniowej. Niech j € {1,2,...,k} bedzie ustalonym indeksem. Dla ustalonej liczby
B; € R zakladamy hipoteze zerowa

H() . ﬁj - ij (233)

wobec hipotezy alternatywnej Hy : 3; # Bj. Zalozmy, ze przedzial ufnosci, dla ktérego chcemy
dokona¢ testu to a. Oczywiscie metodyka tutaj przedstawiona bedzie odnosita sie tez do innych
typow hipotez (np. z nieréwnosciami, czy jednostronnych) — kluczowe jest znalezienie rozkladu
statystyki testowej. Przy zalozeniu prawdziwosci Hp, dostajemy

(bj = BIX ~ Ni (0,0 - [(X'X)71j5)

gdzie [|4 odnosi sie do elementu macierzy w a-tym wierszu i b-tej kolumnie. Nastepnym krokiem

jest unormowanie zmiennej (b; — Bj) tak, aby miata jednostkowe odchylenie. Teoretycznie mozna
wprowadzi¢ nowg zmienng

__ b5
Ve XX

Zj:
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Wiemy, ze z;| X ~ N(0,1), ale (gdy) btad o2 jest nieznany, to nie jestesmy w stanie obliczyé (wprost)
wartosci 2.

Uwaga 2.26 (Statystyka z;). Statystyka z; ma wiele przydatnych wlasnosci. Mozna ja policzy¢ z
probki (zaktadajac, ze znamy o2), jej rozktad warunkowy wzgledem X nie zalezy od wartosci X,
znamy jej rozklad warunkowy (i bezwarunkowy), nie zalezy ona od (nieznanych) parametrow f.

Naturalnym podejiciem jest zastapienie parametru o2 przez jego estymator OLS, tzn. wartosé

52 zdefiniowang w (2.23). Otrzymana w ten sposob statystyke czesto nazywa si¢ t-statystyka (ang.

t-statistic, t-ratio, t-value) estymatora OLS, a jej mianownik bledem standardowym (ang. standard
error) estymatora OLS wyrazonym przez

SE(B;) 1= 4/ s? [(X’X)—l]jj.

2

Oczywiscie podstawienie s? zamiast 02 wplywa na rozklad, co pokazuje Propozycja 2.27.

Propozycja 2.27 (Rozklad statystyki ¢;). Zalozmy (A.1)—(A.5). Zakladajac prawdziwosé hi-
potezy zerowej Ho : B; = j3;, statystyka t; wyrazona przez

L bi—h
7T SE(B))’

ma rozktad t-studenta o n — k stopniach swobody.

Dowdd. Przypominajac (2.23) oraz (2.14) dostajemy
Zj Zj Zj Z;
t; = 32 = PiSS = ], =+/(n—k)“L,
/s _RSS _ele Va4
o2 (n—k)o? (n—k)o?
gdzie ¢ = e’e/a%. Wiemy (np. z wykladu Statystyka), ze rozklad t-studenta o m stopniach swobody
mozna wyrazié¢ jako

X
vm Nid
gdzie X ~ N(0,1), aY ~ x?(m) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi. Wiemy, ze z; | X ~ N(0,1).
Pokazmy teraz, ze q|X ~ x*(n — k) oraz ¢ jest (warunkowo) niezalezne od z; (pod warunkiem X).
Korzystajac z drugiej rownosci w (2.14) dostajemy

ee € _ €

g=—%=—M-.

o oo
Wiemy, ze M jest symetryczna, idempotentna oraz €/o ~ N(0,1,). Stad wynika, ze ¢ ~ x?(rank(M));
zob. Propozycja A.3. Poniewaz M jest idempotentna, zachodzi réwniez rank(M) = tr(M); zob.
Propozycja A.3. Korzystajac z (2.24) dostajemy wiec

rank(M) = tr(M) =n — k,

co koticzy dowdd faktu, iz ¢| X ~ x?(n — k). Pokazmy teraz, iz q jest (warunkowo) niezalezne od z;
(pod warunkiem X'). Wiemy, iz zaréwno b jak i e sa liniowymi funkcjami e. Liniowo$¢ b wynika z
(2.15) natomiast liniowos¢ e z rownosci

e=y—9J=XB+e—Xb=XpF+e— X(X'X)'X'(XB+¢)= (I, - Ple = Me.

Z (A.5) wynika, iz wektor (b, e) ma wielowymiarowy rozklad normalny. Z Propozycji 2.18 wiemy,
iz e oraz b sg nieskorelowane, co implikuje niezaleznosé i konczy dowdd. O
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Znajac rozklad t; korzystamy ze standardowych metod statystycznych stuzacych do testowania
hipotezy zerowej wobec hipotezy alternatywnej. Dla przypomnienia:

- Przedzial o wspolczynniku ufnosci 1 — «v dla statystyki ¢; (przyktadowy, obustronny) dany jest

przez
=t (3) it (- 2] = [ (-9 (- )

gdzie t,,! oznacza funkcje odwrotna dystrybuanty dla rozktadu t-studenta o m stopniach swobody;
druga rowno$é¢ wynika z symetrycznodci rozktadu t-studenta wzgledem zera.

- Jezeli t; ¢ C to odrzucamy Hg na rzecz Hi. W przeciwnym wypadku (¢; € C) moéwimy, ze nie
mamy podstaw do odrzucenia Hg na rzecz Hy. Przypomnijmy, iz brak odrzucenia hipotezy nie
moze by¢ uznany (zazwyczaj) za podstawe do jej przyjecia.

- Czesto w programach statystycznych zamiast ¢; podawana jest wartosé¢ p-value, ktéra odpowiada
najwiekszemu poziomowi ufnosci, dla ktorego odrzucamy hipoteze zerowa na rzecz hipotezy alter-
natywnej. W tym wypadku definiujemy p = 2(1 — t,,_(|¢t;])) i odrzucamy Hg na rzecz H; jezeli
p < o

Warunek ¢; € C mozemy tez zapisa¢ przy wykorzystaniu btedu standardowego jako

L@

bj - SE(bj) 't;ik ( 2

) < Bj, < bj +SE(b;) -t 1, (1— %)

Hipoteze Hy nalezy wiec odrzucié, jezeli hipotetyczna wartosé Bj nie wpada w przedzial

«

CL= [b; = SE(by) 172, (1= 5) . b+ SEG®) -4, (1- 5]
Przedzial CI czesto nazywa sie przedziatlem ufnosci (ang. confidence interval).

2.8.2 Testowanie liniowych ograniczen na wspoélczynniki regresji liniowej

Oproécz testowania wartosci pojedynczych wspoétczynnikoéw chceieliby$my tez testowaé hipoteze ze-
rowa postaci
Ho: RB =, (2.34)

gdzie R i r sa z gory zadane i odnosza sie do liniowych restrykcji nalozonych na zaleznosé miedzy
wspolczynnikami regresji liniowej; hipoteza alternatywna jest postaci Hy : RS # r. Dtugosé¢ wektora
r bedziemy oznaczaé przez #r; dim(R) = #r x k. Aby uniknaé¢ wspoétliniowosci (np. dublujacych
sie warunkow) zaktadamy, iz macierz R jest pelnego rzedu, tzn rank(R) = #r.

Podstawowa statystyka stuzaca do testowania hipotez postaci (2.34) przy zalozeniu (A.5) jest
F-statystyka. Jej postaé¢ oraz rozktad jest podany w Propozycji 2.28.

Propozycja 2.28 (Rozklad statystyki F'). Zaltozmy (A.1)—(A.5). Zaktadajac prawdziwosé hi-
potezy zerowej Ho : RS = r (gdzie dim(R) = #r x k oraz rank(R) = #r) statystyka F
wyrazona przez

(Rb — r)'[R(X/X)_lR/]_l(Rb —r)
- 52 ’

ma rozktad Fishera-Snedecora o stopniach swobody #r oraz n — k, tzn. F(#r,n — k).

F .=

(2.35)
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Dowdd. Niech q := €'e/o? oraz w:= (Rb—1)[0? - R(X'X) 'R/|71(Rb —r). Korzystajac z (2.23)
oraz (2.14) dostajemy

, €e o?q

n—k n—k
co pozwala nam zapisaé statystyke F' zadana w (2.35) jako

-1
w q
F=2. .

#r <n — k:)
Wiemy (z wykladu Statystyka), iz rozktad F'(dy,d2), tzn. rozktad Snedecora o d; oraz ds stopniach
swobody, mozna wyrazi¢ jako

X (Y™

dy \ ds ’

gdzie X ~ x2(dy) oraz Y ~ x?(dz) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi. Z dowodu Propozycji 2.27
wiemy, iz ¢ | X ~ x?(n — k). Wystarczy zatem pokazaé, iz w | X ~ x2(#r) oraz niezaleznosé
(warunkowa) zmiennej ¢ i w.

Niech v = Rb — r. Zaktadajac Hy wiemy, ze v = R(b — (3). Korzystajac z (2.32) dostajemy, iz v
ma rozklad normalny o $redniej 0 oraz wariancji

Var[v | X] = Var[R(b— ) | X] = RVar[(b—8) | X]R =¢* R(X'X)'R.

Wynika stad, iz
w = v Var[v | X] 1o,

Poniewaz rank(R) = #r oraz X X' nie jest zdegenerowana (singularna), macierz o2 - R(X'X) 'R/
rowniez nie jest zdegenerowana (¢wiczenie). Korzystajac z faktu, iz dla dowolnego m-wymiarowego
wektora normalnego X ~ N(u, ), gdzie ¥ jest niezdegenerowana zachodzi

(X — )2 HX = p) ~ X3 (m), (Ewiczenie)

dostajemy w | X ~ x2(#r). Pokazemy teraz (warunkowa) niezaleznogé zmiennych w i ¢. Wiemy, iz w
jest funkcja b natomiast ¢ jest funkcja e. W Propozycji 2.27 pokazaliémy (warunkowa) niezaleznosé
b i e, co implikuje (warunkowa) niezaleznos¢ w i ¢ (pod warunkiem X) i konczy dowdd.

O

Podobnie jak wczesniej, znajac rozktad F' korzystamy ze standardowych metod statystycznych
stuzacych do testowania hipotezy zerowej wobec hipotezy alternatywnej. Dla duzych wartosci F'
hipoteza zerowa powinna by¢ odrzucona. Przy istotnosci statystycznej 1 — a0 odrzucamy Hy jezeli
warto$¢ odrzuconej statystyki jest wieksza niz a-kwantyl rozktadu F(#r,n — k).

Warto tutaj zwrdci¢ uwage, iz interesuje nas tylko prawy ogon rozktadu F. Jest to zwiazane
z faktem, iz F' bada réznice wariancji, ktéra powinna by¢ duza, jezeli model jest Zle dopasowany
(w szczegolnosci F' jest zawsze dodatnia). Aby lepiej zrozumie¢ ten fakt pokazmy inny sposob
wyliczenia F' oparty o zawezenie zbioru estymatoréw do tych spetniajacych warunek hipotezy zerowej
i zastosowanie metod zwiazanych z zawezona regresja liniowa (ang. restricted regression, restricted
least squares). Definiujemy minimalna warto$é¢ zawezonej sumy kwadratow residuéw (ang. Restricted
Residual Sum of Squares) jako

RSSg := min RSS(p), (2.36)
BER
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gdzie zbiér R to zbiér estymatorow B spelniajacy rownanie RB = r. Zachodzi wtedy réwnosé
n—k RSSr—RSS
Hr RSS '

Co ciekawe, w praktyce statystyke F' wylicza sie w oparciu o wzor (2.37), a nie (2.28); czasochtonne
procedury zwiazane z bezpo$rednim odwracaniem i mnozeniem macierzy mozna zastapié¢ przez
szybkie algorytmy (zawezonej) regresji. Przedstawienie konkretnych metod numerycznych nie jest
czescig tego wyktadu.

F:

(2.37)

Uwaga 2.29 (Postaé¢ zawezonego estymatora OLS). Stosunkowo tatwo mozna pokazaé, iz zawezony
estymator OLS dla ktérego zachodzi rownosé w (2.36) ma postac

b* :=b— (X'X)'RIR(X'X) 'R (Rb—r).
Dowdd tego faktu pozostawiamy jako ¢wiczenie domowe; zobacz |Grel8, Strona 126].

Uwaga 2.30 (Zwiazek miedzy t-statystyka, a F-statystyka). Warto zaznaczy¢, iz hipoteza podana
w (2.34) jest uogodlnieniem poprzedniego przypadku (2.33): mozemy nalozy¢ ograniczenie tylko na
jeden wspotczynnik i jego wartos$é. Przy ustalonej hipotezie zerowej Hy : 8; = Bj mozna pokazaé,
iz F-statystyka jest tak naprawde kwadratem ¢-statystyki, tzn. zachodzi F' = t?.

2.9 Zwiazek miedzy estymatorami OLS, a estymatorami ML

Przy zalozeniu (A.5) znamy rozktad czynnika losowego €. Pozwala nam to na znalezienie estyma-
torow najwickszej wiarygodnosci (ang. Mazimum Likelihood (ML) estimators) parametréw 3 i o2.
Pokazemy, iz estymator OLS parametru S jest rowny estymatorowi ML parametru 3, oraz zachodzi
$cisly zwiazek miedzy powiazanymi estymatorami parametru o2.

Gtowna idea metody najwiekszej wiarygodnosci opiera sie znalezieniu parametrow, ktore mak-
symalizuja prawdopodobieristwo (funkcje wiarygodnosci) wystapienia zaobserwowanych wartosci.
Majac dana (skoriczenie wymiarowa) przestrzen parametrow W oraz powiazang rodzine funkcji ge-
stosci {f(+;), v € ¥}, gestosé (y, X) dla parametru ¢ € ¥ mozemy rozbi¢ na gestos¢ brzegowa X
oraz warunkows gestos¢ y, tzn.

fy, X59) = [yl X;0) - f(X56),

gdzie 6 to podzbiér wektora 1 odpowiadajacy warunkowej gestosci y, a & to podzbiér wektora
odpowiadajacy rozktadowi brzegowemu X.* W rozdziale tym bedzie nas interesowalo znalezienie
(warunkowego) estymatora najwiekszej wiarygodnosci, ktory maksymalizuje wiarygodnosé zwiazana
z warunkowa gestoscia, f(y|X; 6); warto zwrocié przy tym uwage, ze klasyczny model regres;ji liniowe;j
nie daje nam informacji o czlonie f(X;¢).

Przy zalozeniu normalnosci czynnika losowego (A.5), korzystajac z (A.1), tzn. postaci liniowej
y = X + €, dostajemy

y| X ~N(X3,0%,). (2.38)
Zdefiniujmy powiazang (warunkowa) przestrzeri parametréow © := R* x R, gdzie kazdy element
przestrzeni § € © mozna przedstawic¢ jako 6 = (B ,52) dla pewnego ustalonego wektora wspolczyn-
nikow regresji liniowej 3 i wariancji btedu 52. Korzystajac z (2.38) prawdziwa gestosé y | X mozna
wyrazié¢ jako
1

V210

4Dla uproszczenia przyjelismy, iz gestosé¢ laczna oraz gestosé brzegowa X istnieje i jest dobrze okreslona. Rozwa-
zanie ogoblnego przypadku wymagaloby dodatkowych wyttumaczen, ktére pomijamy na potrzeby tego kursu.

P 1 X0 1 X0 = () o (5 - X8/ -XP) . 239
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gdzie 0y = (3, 0?) jest prawdziwym (nieznanym) zestawem parametrow (3, 02). Powigzana funkcja
log-wiarygodnosci (ang. log likelihood function) dla dowolnego parametru ¢ = (B8,52), czyli zloga-
rytmowany odpowiednik (2.39), w ktérym zastepujemy (3, 0?) przez (3,52), wyrazona jest przez

1

log L(8,5%) := — log(2m) — 3 log(6?) — 55 (y — XB)'(y — X7). (2.40)

W Propozycji 2.31 pokazemy, ze przy zalozeniu normalnosci estymatory ML sa $cidle zwiazane z
estymatorami OLS.

Propozycja 2.31 (Estymatory ML). Zatézmy (A.1)—(A.5). Wtedy estymatorami (ML) naj-

wiekszej wiarygodnoéci parametrow (3, 0?), maksymalizujacymi funkeje (2.40), sa estymatory

dane przez

n—=k
n

Bur=b, 6y = 52, (2.41)

gdzie b i s2 to estymatory OLS parametréw 3 oraz o2.

Dowdd. Z postaci funkcji (2.40) widaé, iz funkcje ta mozemy najpierw zmaksymalizowa¢ wzgledem
parametru (3, tzn. szukajac minimum wartosci (y— X ) (y— X ), a nastepnie, wzgledem parametru
&2. Przypominajac (2.4) oraz (2.5) dostajemy

min[(y — X3) (y — XB)] = minRSS(B) = RSS = €’e, oraz B = b,

B B

co koriczy dowod faktu, iz estymator OLS jest rowniez estymatorem ML. Skoncentrowana funkcji
najwiekszej log-wiarygodnosci (ang. concentrated log likelihood) wyrazona jest wiec przez

1
log L(b,5%) = —g log(2m) — glog(&Q) — @e’e

i zalezy tylko od parametru 2. Definiujac 4 = 62 pozostaje nam obliczy¢

n n 1 n 1
argmax | —— log(2m) — —log(¥) — ~e'e] = arg min [ log(y) + —=€'e| .
FER, 2 2 2y Jery 2 2y

Zauwazajac, iz €'e nie zalezy od 4 dostajemy

dlog L(b,5) —ny+ee

= 2.42
Przyrownujac (2.42) do zera dostajemy rownosé
. €e n—kRSS n—-k,
"}/ = — = = S y
n n n-—=k n
co implikuje 6%,, = "7_1‘332 i koriczy dowod. O

Pokazemy nastepnie, ze przy zalozeniach (A.1)-(A.5) estymator OLS parametru (3 jest najlep-
szym nieobcigzonym estymatorem parametru 8. Warto zauwazy¢, iz stwierdzenie to jest mocniejsze
od Twierdzenia Gaussa-Markowa (Twierdzenia 2.17), ktére odnosito sie do klasy nieobciazonych
oraz liniowych estymatoréw parametréow (5. Zanim to jednak zrobimy, przypomnijmy podstawowe
informacje o macierzy informacji Fishera oraz nier6wno$é Rao-Craméra.
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Uwaga 2.32 (Macierz informacji Fishera i nierownos¢ Rao-Craméra). Dla wektora losowego z, na
przyktad wektora obserwacji (y, X), o gestosci tacznej f(z;6), gdzie § € O jest nieznanym para-
metrem, definiujemy powiazang funkcje wiarygodnosci L(é; z) = f(z; é), 6 € ©. Macierz informacji
Fishera mierzy ilos¢ informacji o parametrach jaka niosa obserwacje. Dana jest ona wzorem

1(6) = E[s(0)s(9)'],

gdzie s(é) = %log L(é;z), 6 € O, jest miara zmiennosci funkcji wiarygodnosci (ang. score func-
tion), a z jest wektorem losowym obserwacji.” Przy pewnych ogolnych zatozeniach natozonych na
gesto$¢ f, majac dany nieobcigzony estymator parametrow é(X ) o skoriczonej macierzy wariancji-
kowariancji, dostajemy tzw. dolng nieré6wnos¢ Rao-Craméra

Var[(z)] > I(6)7*, (2.43)

ktora daje dolne ograniczenie na wariancje estymatora 6.6 Dla odpowiednio regularnej funkcji f,
macierz informacji Fishera mozna wyrazi¢ w postaci

2
I(0) = [6802 log L(z; 9)} (2.44)

Doktadniejsze informacje na ten temat mozna znalez¢ np. w ksiazce [Ame85|.

Propozycja 2.33 (Estymator OLS jest najlepszym nieobciazonym estymatorem ). Zal6z-
y (A.1)-(A.5). Wtedy estymator b jest najlepszym nieobciazonym estymatorem parametru

B, czyli tzw. estymatorem BUE (ang. Best Unbiased Estimator). Innymi stowy, dla kazdego

nieobcigzonego estymatora 5’ parametru 3 (niekoniecznie liniowego) dostajemy

Var[b | X| < Var[8 | X]. (2.45)

Dowdd. Aby dowiesé (2.45) wystarczy pokazac, iz estymator OLS osiaga dolne ograniczenie nierow-
nosci Rao-Craméra (2.43). Dla modelu regresji liniowej spetniajacego zatozenia (A.1)—(A.5) funkcja
wiarygodnosci podana w (2.39) spelnia zalozenia regularnosci z Uwagi 2.32. Dowod tego faktu moz-
na znalez¢ w Rozdziale 1.3 w [Ame85]. Warunkowa macierz informacji Fishera (2.44) w modelu
regresji liniowej zadana jest wiec przez

I(0) = { 88; log L(0 ’X] (2.46)

gdzie § = (3, 0?) to prawdziwy parametr modelu, a funkcja wiarygodnosci log L zadana jest przez

1

= n n N ~ -
log L(,6%) := =3 log(2m) — 5 log(6%) — o5 (y — XB)'(y — XB).
Aby policzyé (2.46) wyznaczmy najpierw Hesjan (macierz drugich pochodnych) w punkcie (3, 0?),
tzn. policzmy wartosci macierzy

2 2

2
8383’ log L(3, %) 056”2

0?2
log L(8,0%) =55 log L(8,0”)

log L(,0°)

285/

SWarto zwroci¢ uwage, iz operator wartosci oczekiwanej liczony jest wzgledem miary Py.
SWarto zauwazy¢, iz macierz informacji liczona jest dla prawdziwej wartosci 6 € ©.
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Dokonujac prostych obliczen otrzymujemy pierwsze pochodne czastkowe funkcji log L w punkcie
(B,0?) dane przez

0
55 1o L8.0%) = Xy - X5),
0 1 /
557 08 L8, 0%) = =55+ 5y = X6) (y - XB)

oraz drugie pochodne czastkowe w punkcie (3, 02) dane przez

?QN log L(3,0%) = xx (2.47)
856/3/ 9 0_2 )
O s L(50%) = s Ay Xy (- XP) (2.45)
952052 o\ 20022 (52)3"Y Y ’ '
82 2y _ 1 / _
(95'263/ IOgL(ﬁvg ) - (0_2)2X (y Xﬁ) (249)

Obktadajac (2.47)—(2.49) warunkowa wartoscia oczekiwana, zauwazajac, iz y — X[ = € oraz
E[ee| X] = no?, a nastepnie wstawiajac otrzymane wartosci do (2.46) dostajemy ostatecznie

1
—X'X 0
I0)= |0 n |- (2.50)
0 -
204
Odwracajac macierz (2.51) dostajemy
20y x\—1
X'X 0
101 = |7 o ) st |- (2.51)

Korzystajac z Propozycji 2.15 oraz nier6wnosci Rao-Craméra (2.43) dla dowolnego nieobciazonego
estymatora 3 parametru 3 dostajemy

Var[3 | X] > o?(X'X)~! = Var[b | X],
co koriczy dowdd. O

Uwaga 2.34 (Wlasnosé¢ BUE dla estymatora OLS parametru o2). Estymator ML parametru o2 jest
obciazony, wiec nie mozna zastosowa¢ do niego nieréwnosci Rao-Craméra. Wiemy natomiast, iz es-
tymator OLS parametru o jest nieobciazony. Pozostaje pytanie, czy jest on najlepszy w podobnym
sensie co estymator b. Mozna pokazaé¢ (éwiczenie), iz

202

Varls2| X
=
ar[s”| X] n—k’

wiec dolne ograniczenie w (2.51) nie jest osiagniete. Mozna jednak pokazac, iz nie istnieje nieobcia-
zony estymator o2, ktéry ma wariancje mniejsza niz s2. Dowod tego faktu wykracza poza materiat
tego wyktadu; zobacz [Rao73].
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3 Przyklady innych modeli liniowych

W rozdziale tym przedstawimy (wybrane) przyktady modeli liniowych ktore sg $cisle zwiazane z
modelem regresji liniowe;.

3.1 Uogoblniony model regresji liniowej i estymator GLS

W klasycznym modelu regresji liniowej zakladalismy, iz btedy maja stala wariancje i sa od siebie
niezalezne — zalozenie (A.4) moéwilo nam, ze warunkowa macierz wariancji-kowariancji dana jest
przez Varle | X] = 0?1, dla pewnego nieznanego parametru o > 0. W praktyce czynnik losowy
(btad) czesto nie jest (warunkowo) homoskedastyczny, a btedy moga by¢ skorelowane.

Definicja 3.1 (Uogoélniony model regresji liniowej). Model spetniajacy zatozenia (A.1)—(A.3),
w ktorym (warunkowa) unormowana macierz wariancji-kowariancji btedéow dana przez

V(X) := Ele€ | X]/o?, (3.1)

jest znana oraz niezdegenerowana, nazywamy uogéllnionym modelem regresji liniowej
(ang. generalized least squares model).

Zazwyczaj, tak jak i w poprzednim wypadku, parametr o2 jest nieznany. Zastapienie zalozenia (A.4)
przez (3.1) powoduje, ze standardowy estymator OLS nie spelnia wiekszosci whasnosci przedstawio-
nych w poprzednim rozdziale. Przyktadowo, nie jest on estymatorem BLUE; przy dodatkowym
zaltozeniu (A.5) rozklady t-statystyki oraz F-statystyki nie odpowiadaja rozktadom t-studenta oraz
Fishera-Snedecora. Warto jednak zwrdci¢ uwage, ze estymator OLS wciaz jest nieobcigzony.

3.1.1 Estymator GLS

Pokazemy, ze dla znanej wartosci V(X)) istnieje estymator BLUE parametru 3. Aby to pokazac,
sprowadzimy uogo6lniony model regresji liniowej do modelu speliajacego zatozenie (A.1)—(A.4).
Dla uproszczenia bedziemy uzywaé notacji V' zamiast V' (X). Poniewaz V jest (niezdegenerowana)
symetryczng macierzg dodatnio okreslona, istnieje niezdegenerowana macierz C' taka, ze

vi=c'c’ (3.2)

Transformacja wyjsciowego modelu (y, X, €) opiera sie o liniowe przeksztalcenie wzgledem C.

Propozycja 3.2 (Transformacja modelu GLS do OLS). Niech (y, X, €) tworzy uogdlniony
model regresji liniowej z powiazana macierza C. Wtedy, model (g, X, €), gdzie

gy=Cy, X=CX, é=Ce. (3.3)

spelnia zalozenia (zwyklego) modelu regresji liniowej (A.1)—(A.4). Dodatkowo, jezeli (y, X, €)
spelnia (A.5), to (g, X, €) rowniez spelnia (A.5).

Dowdd. Poniewaz transformacja (3.3) jest liniowa, spelniony jest warunek (A.1) oraz (A.2) dla
modelu (g, X, €), tzn. zachodzi y = X3 + € oraz macierz X jest pelnego rzedu (¢wiczenie do

"Macierz C nie musi by¢ jednoznacznie okreslona — wybieramy dowolnego reprezentanta.
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domu). Aby dowiesé (A.3) wystarczy zauwazy¢, iz poniewaz C' jest niezdegenerowana, dostajemy

o0(X) = o(X), oraz skorzystaé¢ z liniowosci warunkowej wartosci oczekiwanej. Istotnie, korzystajac
z zalozenia (A.2) dla modelu (y, X, €) dostajemy

E[e | X] = E[¢ | X] = CE[e | X] = 0.
Dowod wtasnosci (A.4) opiera sie na obserwacji CVC' = 1,,, ktora wynika z (C')"'V~1C™! =1,.
Dostajemy
E[e€' | X] = E[(Ce)(€C’) | X] = CE[e€’ | X]C' = Co*V ' = o°1,.
Witasnosé (A.5) wynika z faktu, iz transformacja (3.3) jest liniowa, wiec w szczegélnosei zachowuje

ona wielowymiarowy rozktad normalny czynnika losowego €, przy zalozeniu normalnosci e. O

Estymator OLS dla przeksztalconego modelu (3.3) nazywamy estymatorem GLS (ang. genera-
lised least squares) dla wyjsciowego modelu.

Propozycja 3.3 (Estymator GLS parametru ). Dla modelu uogoblnionej regresji liniowej z
powiazang macierza V estymatorem GLS parametru § nazywamy estymator OLS dla powia-
zanego modelu (3.3). Wyraza si¢ on wzorem

Bars == (X'VIX)IX'V 1y (3.4)

Warunkowa wariancja estymatora GLS wynosi Var[BGLS | X]=0% (X'V1X)"L.

Dowdd. Niech C bedzie dowolng macierza spelniajaca (3.2). Z Propozycji 2.9 dostajemy jawny wzor
na estymator OLS dla przeksztalconego modelu (3.3). Z wiasnosci V! = C'C otrzymujemy

Bars = (X'X)7' X'y = (CX)CX)H(CX)Cy = (X'V'X)'X'Vly.  (35)

Wariancje estymatora Bars liczymy wykorzystujac wlasnosé Var[y| X | = Var[e| X] oraz symetrycz-
nos¢ V-1 = C'C. Dostajemy

= (X'VIX) I X'V Varly | X (X'VIX)TIX'VLY
= (X'VIX)I X'V Varly | X VIX(X'VTiIX)T!

= (x'vIix)'x'vt (*v) vIix(xX'v-ix)!
=2 (X'V7Ix)™L

Var[EGLS | X]

O

Dla uogo6lnionego modelu regresji liniowej zaréwno estymator OLS, jak i GLS jest nieobcigzony.
Wiemy jednak, iz (warunkowa) wariancja estymatora GLS jest mniejsza, co wynika z Twierdzenia
Gaussa-Markova zastosowanego do przeksztatconego modelu (3.3). Podsumujmy teraz wtasnosci
estymatora GLS.

Propozycja 3.4 (Wlasnoéci estymatora GLS parametru ). Dla uogdlnionego modelu regres;ji
liniowej estymator Sgrs zadany przez (3.4) jest estymatorem

e Nieobciazonym, tzn. E[B\GLS|X] = 3,

e BLUE, tzn. sposrod nieobcigzonych i liniowych estymatoréw (3 estymator BGLS ma naj-
mniejsza wariancje zadana przez Var[fars | X] = o2 - (X'V1X)~L.
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Dowdd Propozycji (3.4) pozostawiamy jako ¢wiczenia.

Uwaga 3.5 (GLS dla nieznanej macierzy V). Mozemy rowniez rozwazy¢ model uogolnionej regresji
liniowej zaktadajac, iz macierz V' jest nieznana. Modele takie nazywa sie modelami FGLS (ang.
Feasible Generalized Least Squares). Sposoby estymacji macierzy V oraz doktadny opis modeli FLGS
wykracza poza material tego wyktadu.

Uwaga 3.6 (Ogolna uwaga o metodzie GLS). Metoda GLS wydaje si¢ na pierwszy rzut oka atrak-
cyjniejsza od OLS. Kluczowym zatozeniem obu metod jest jednak warunkowa egzogeniczno$é czyn-
nika losowego, tzn zatozenie (A.3). W praktycznych zastosowaniach (np. dla szeregéw czasowych)
zatozenie to czesto jest niespelnione i wymaga zastosowania innego typu modeli. W rozdziale po-
Swieconemu asymptotycznym wlasnosciom pokazemy, iz estymator OLS spetnia pewne wtasnosci
dla duzych probek (zgodnosé, czy asymptotyczna normalnosé) przy stabszych zatozeniach natozo-
nych na czynnik losowy - wlasnosci te nie sa spelnione przez estymator GLS (np. dla pewnej klasy
modeli korekta autokorelacji reszt moze doprowadzi¢ do braku zgodnosci estymatora). Doktadny
opis réznic miedzy estymacja OLS, a GLS mozna znalezé w Rozdziale 1.6 w [Hay00].

3.2 Wazony model regresji liniowej i estymator WLS

Wazony model regresji liniowej (ang. weighted linear regression model) jest specjalnym przypadkiem
uogblnionego modelu regresji liniowej, w ktérym nie wystepuje zalezno$¢ miedzy réznymi czynnika-
mi losowymi, tzn. macierz V jest diagonalna. Dla danej diagonalnej macierzy C oraz i =1,2,...,n,
oznaczmy przez v;(X) i-ty element na przekatnej macierzy V. Wtedy warunek (3.1) mozna przed-
stawi¢ w postaci niemacierzowej jako

oc?vi(X) gdyi=j

Y i =1,2,...,n.
0 gdy @ # j

Elese; | X] = {

Latwo zauwazy¢, iz powiazana macierz C okreslona w (3.2) rowniez jest diagonalna, gdzie i-ty
element przekatnej to 1/v;(X). Z (3.3) wynika, iz przeksztalcona zmienna objasniana oraz zmienne
objasniajace maja postaé

- Yi ~ Ly .

Y; Ui(X)’ T; vi(X)’ 1=1,2,...,n.
Estymacja parametréow modelu polega wiec na zwazeniu obserwacji poprzez dane dla niej (unor-
mowane) odchylenie standardowe, a nastepnie policzenie standardowego estymatora OLS.

W szczegolnosci, zakltadajac, iz (s, z;)_; jest probka prosta z wektora (y, X) dostajemy od
razu bezwarunkows homoskedastycznoéé, tzn. warunek E[ef] = ¢2, ale nie implikuje on warunkowej
homoskedastycznosci. Estymator GLS moze by¢ tutaj pomocny, aby zwiekszyé jakosé estymacji.
Warto zauwazy¢, ze majac dana probke prosta istnieje funkcja v, dla ktorej zachodzi v(x;) = v;(X).
Zadanie V' sprowadza sie wiec do okreslenia funkcji k-zmiennych v(-).

3.3 Przyklad uogélnionego modelu liniowego GLM: regresja logistyczna

Oproécz modeli regresji liniowej opartych o metode najmniejszych kwadratow w statystyce mozna
spotkaé¢ wiele innych modeli majacych postaé¢ liniowa. Kluczowe jest rownanie zadajace zaleznosé
miedzy zmienng objasniana, a zmiennych objasniajacymi. Dla uogélnionych modeli liniowych (ang.
Generalized Linear Models) rownanie to ma postaé

Ely|X] = f(X), (3.6)
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gdzie f~! odpowiada tzw. funkcji taczacej (ang. link function).

W tym podrozdziale przedstawimy (pokrotce i opisowo) intuicje stojaca za przykladowym mo-
delem GLM. Zal6zmy, iz zmienna objasniana y jest zmienna postaci binarnej (0/1), gdzie 1 oznacza
sukces, a 0 porazke. Majac macierz danych X, klasyczne metody regresji liniowej sprowadzaty by
sie do rozpatrywania réwnan postaci

Ely[X] = X5.

Regresja tego typu wydaje sie jednak nie mieé sensu, gdyz w przypadku binarnej zmiennej y, reali-
zacje warunkowej wartosci oczekiwanej E[y| X ] powinny by¢ w przedziale [0, 1]. Aby temu zaradzié¢
mozemy wprowadzi¢ funkcje f: R — [0, 1] oraz rozwazy¢ nieliniowy model (3.6). Zauwazajac, iz
E[y|X] = Ply = 1| X] okresla nam warunkowe prawdopodobieristw sukcesu, naturalnym kandyda-
tem wydaje sie tzw. funkcja logistyczna postaci

I %

f(l“):m'

W szezegolnosci f~1(p) = Inp/(1 — p) odpowiada tzw. funkcji logitowej (ang. logit link function),
pozwalajacej na wyrazenie prawdopodobienstwa przez logarytm tzw. funkeji szansy (ang. log-odds).
Dodatkowym utrudnieniem jest fakt, iz wartos¢ E[y|X] nie jest wartoscia obserwowana — tzn. do
dyspozycji mamy tylko ciag obserwacji 0/1. Mozemy sobie jednak z tym poradzi¢ poprzez maksy-
malizacje funkcji najwickszej wiarygodnosci. Algorytm estymacji parametréw moze wygladaé na-
stepujaco:

e Dla ustalonego § oraz i = 1,2,...,n liczymy wartosci p;(8) := f(x; - §) otrzymujac predykcje
prawdopodobieristw sukcesu dla zmiennych y.

e Majac dane konkretne realizacje (y;) oraz prawdopodobienstwa p;(3) funkcja wiarygodnosci
dana jest przez

L(B) = [T [3:(8)" - (1 = pa(8)' ] .

i=1

e Maksymalizujac funkcje log L dostajemy optymalny zestaw parametrow. Estymacja optymal-
nego parametru (3 jest dosy¢ trudnym zadaniem (np. nie istnieja jawne wzory na estymatory
o dobrych wtasnosciach); mozna korzysta¢ np. z algorytmu Newtona-Raphsona.

Ze wzgledu na swoja uzyteczno$é¢ metoda regresji logistycznej doczekala sie wielu dedykowanych
technik oceny jakosci modelu. Jest ona czesto wykorzystywana np. problemach zwiazanych z ucze-
niem maszynowym. Przekracza to jednak zakres materialu na tym kursie.

80czywiscie jest wiele tego typu funkcji. Wybor funkeji logitowej podyktowany jest jej naturalng interpretacja
oraz dobrymi wlasnosciami. Innym przykladem moze byé¢ tzw. funkcja probitowa.
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4 Asymptotyczny model regresji liniowej

W rozdziale tym zajmiemy sie asymptotycznymi wlasnosciami estymatoréow OLS takimi jak zgod-
no$é i asymptotyczna normalno$é. Bedziemy korzystaé¢ z wielu definicji, wtasnosci i twierdzen po-
danych na wyktadzie Rachunek Prawdopodobieristwa oraz Statystyka (1 oraz 2). W szczegolnosci
dotyczy to réznych typoéw zbieznosci zmiennych losowych i zaleznosci miedzy nimi, praw wielkich
liczb oraz centralnych twierdzen granicznych. Zmienimy (i czesciowo ostabimy) réwniez zbior zatozen
modelu regresji liniowej, dopasowujac je do modelu asymptotycznego. Zanim do tego przejdziemy,
zdefiniujmy kilka podstawowych pojeé oraz pokazmy proste wtasnosci, ktérych bedziemy uzywaé w
tym rozdziale; wiekszos¢ z nich zwigzana jest z procesami stochastycznymi w czasie dyskretnym.’

4.1 Wstepne definicje i przypomnienie

Zacznijmy od zdefiniowania procesu stochastycznego w czasie dyskretnym. Dla uproszczenie wszyst-
kie definicje podane bedg dla zmiennych losowych indeksowanych liczbami naturalnymi.

Definicja 4.1 (Proces stochastyczny). Procesem stochastycznym nazywamy dowolny ciag
zmiennych losowych (Z;);cn okreslonych na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Jezeli liczby
i € N odpowiadaja kolejnym chwilom w czasie, wtedy proces stochastyczny nazywamy szere-
giem czasowym.

Czesto bedziemy uzywacé pojecia szeregu czasowego zaréwno w odniesieniu do zmiennych losowych,
jak ich konkretnych realizacji — patrz definicja ponize;j.

Definicja 4.2 (Realizacja procesu). Realizacja (trajektoria) procesu dla zdarzenia ele-
mentarnego w € () nazywamy ciag liczb rzeczywistych bedacych wartoscia procesu dla tego
elementu przestrzeni probabilistycznej, tzn. ciag liczb (Z;(w))ien.

Zdefiniujmy teraz podstawowe klasy proceséw stochastycznych, ktérych bedziemy uzywaé w kon-
tekscie modelu regresji liniowej. Zacznijmy od pojecia stacjonarnosci.

Definicja 4.3 (Proces stacjonarny). Niech (Z;);cn bedzie procesem stochastycznym. Méwimy,
ze proces (Z;)ien jest

e (Silnie) stacjonarny (ang. stationary), gdy dla dowolnego n € N, (iy,ig,...,4,) € N”
oraz h € N wektory losowe (Z;,,...,Z;,) oraz (Zi +h,- -, Zi,+r) Mmaja ten sam rozklad.

e Slabo stacjonarny (ang weakly stationary albo covariance stationary), gdy dla dowol-
nych liczb i1, 42, h € N zachodzi E[Z;,] = E[Z;, +1] oraz Cov(Z;,, Zi,) = Cov(Ziy+h, Ziy+h)-

Proces jest stabo stacjonarny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb 4,7 € N, ¢ < 7, zachodzi
E|Z;) = E|Z;] oraz funkcja auto-kowariancji (ang. auto-covariance function) procesu dana przez
K(i,j) = Cov(Z;, Z;) zalezy tylko od réznicy i — j. Dla procesoéw (stabo) stacjonarnych czesto
wprowadza sie funkcje K(h) := Cov(Zi, Zi4p), ktora bedziemy nazywaé uproszczona funkcja
auto-kowariancji.

9Doktadniejsza analiza tego typu zagadnier oraz definicje dla czasu ciaglego beda podane pozniej, na przedmiocie
Procesy Stochastyczne.
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Podstawowym przyktadem procesu (silnie) stacjonarnego jest proba prosta. Proces stabo stacjo-
narny o zerowej wartosci §redniej oraz zerowej wartosci uproszczonej funkeji auto-kowariancji (dla
h > 0) nazywamy szumem (ang. white noise). Oczywiscie tak okreslony szum nie musi by¢ procesem
silnie stacjonarnym.'°

Stacjonarno$¢ méwi nam, ze rozklad procesu nie zalezy od przesuniecia w czasie. Dla proceséw
stacjonarnych czesto bedziemy uzywaé uproszczonej notacji do opisu momentéw i ich przeksztatcen
uzywajac wyrazen typu E[Z;], tzn. bez kwantyfikowania indeksu i. Dla proceséw stacjonarnych,
wystarczy zadaé¢ $rednia dla jednego indeksu czasu (np. ¢ = 1); dla zwiekszenia przejrzystosci
bedziemy jednak pozostawiaé¢ wskaznik ¢ w wielu sformutowaniach.

Kolejna interesujaca wtasnoscia jest tzw. ergodycznosé.

Definicja 4.4 (Proces ergodyczny). Niech (Z;);cn bedzie stacjonarnym procesem stochastycz-
nym. Mowimy, ze proces (Z;);en jest ergodyczny (ang. ergodic), gdy dla i,k,l € N oraz
dowolnych dwoch ograniczonych (i mierzalnych) funkcji f: R¥ — R, g: Rl — R zachodzi

lim [E[f(Zi,. .. Zect)9(Zivns -+ Zivizn)|| = [ELF (21, Z0)]| - [Elg(Z1, ... Z0)].

n—oo

Ergodyczno$é méwi nam, iz proces jest asymptotycznie niezalezny, tzn. dowolne dwa wektory sto-
chastyczne oddalone od siebie dostatecznie daleko sa prawie niezalezne. Wtasnosé ta bedzie istotna
szczegbdlnie w odniesieniu do tzw. twierdzenia ergodycznego dla proceséw stacjonarnych, ktére moz-
na traktowaé jako uogdélnienie prawa wielkich liczb.

Twierdzenie 4.5 (Twierdzenie Ergodyczne). Niech (Z;);eny bedzie stacjonarnym procesem
ergodycznym o $redniej E[Z;] = p. Wtedy

_ 1<
Z,=~-SN"Zi = (pn)
”Z; —u, (pn)

Dowoéd Twierdzenia Ergodycznego 4.5, ktére jest specjalnym przypadkiem tzw. Ergodycznego Twier-

dzenia Birkhoffa wykracza poza material tego wykladu; mozna go znalezé np. w [Bil08]. Latwo

zauwazy¢, ze Twierdzenie 4.5 odnosi sie rowniez do wyzszych momentow (jezeli tylko istnieja).
Wprowadzmy nastepnie pojecie martyngalu oraz procesu réznic martyngatowych.

Definicja 4.6 (Wtasnosci martyngatowe). Niech (Z;);en bedzie catkowalnym procesem sto-
chastycznym. Mowimy, ze proces (Z;);en jest:

e Martyngalem (ang. martingale) jezeli dla dowolnego ¢ > 2 zachodzi

ElZi | Zi1,...,Z1]) = Zi1.°

e Ciggiem roéznic martyngatowych (ang. martingale difference sequence), oznaczanym
w skrocie jako MDS, jezeli dla dowolnego ¢ > 2 zachodzi

ElZ | Zi1,...,Z1] =0.

“mozna wprowadzi¢ bardziej ogolna definicje martyngalu wzgledem zadanej (dyskretnej) filtracji, do ktorej
proces jest adaptowany; nie bedzie to jednak potrzebne w tym kursie.

YPrzyktad: X ~ U[0,2n] oraz Z; := cos(iX), dla i € N.
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Oczywidcie wszystkie podane w tym rozdziale definicje mozna uogoélni¢ na wielowymiarowe pro-
cesy stochastyczne, tzn. ciagi sktadajace si¢ z wektoréw losowych. Nastepne twierdzenie taczy nam
wtasnosé MDS ze stacjonarnoscig oraz ergodycznoscia. Mozna je traktowaé jako pewng forme uogol-
nienie centralnego twierdzenia granicznego (Lindeberga-Levy’ego).

Twierdzenie 4.7 (Centralne Twierdzenie Graniczne dla MDS). Niech (Z;);en bedzie wielo-
wymiarowym, stacjonarnym i ergodycznym procesem MDS o skoiiczonej macierzy wariancji-
kowariancji ¥ = E[Z; Z]]. Wtedy zachodzi

_ 1 &
Vn-Z = —\F E Z; 4, N(0,%), (gdy n — oo, wedlug rozktadow).
n
i=1

4.2 Zalozenia asymptotycznego modelu regresji liniowej

Podamy teraz zalozenia definiujace asymptotyczny model regresji liniowej. Beda one odnosity sie
do (k + 1)-wymiarowego procesu stochastycznego (y,x) = ((ys, xi))ien, gdzie k € N oznacza licz-
be elementéw procesu stochastycznego & odpowiadajacemu informacji.'! Warto zwroci¢ uwage, iz
proces (y, ) mozna traktowaé jako cigg modeli regresji liniowych.'? Podobnie jak wczegniej, be-
dziemy uzywac oznaczen € = (€;);en dla (nieznanego) czynnika losowego (procesu stochastycznego)
oraz (3 dla k-wymiarowego wektor wspotczynnikow regresji liniowej. Przedstawmy teraz podstawowe
zalozenia asymptotycznego modelu regresji liniowe;j:

(B.1) Liniowa zaleznos¢ (ang. linearity). Model okresla liniowa zalezno$¢ miedzy zmienna obja-
$niana, a zmiennymi objasniajacymi. Dla ¢ € N mamy zaleznos¢ y; = x5 + €;.

(B.2) Ergodyczna stacjonarno$é (ang. ergodic stationarity). Proces stochastyczny (y, x) jest sta-
cjonarny i ergodyczny.

(B.3) Ortogonalno$é bledéw wzgledem obserwacji (ang. predetermined regressors). Czynnik
losowy € jest ortogonalny wzgledem wektora «, tzn. dla kazdego ¢ € N zachodzi

Elvie;] = Elzi(y; — 278)] = 0.
(B.4) Brak wspélliniowosci (ang. rank condition). Rzad k x k wymiarowej macierzy X, := E[z;x}]
jest pelny, tzn. macierz ta jest niezdegenerowana (i skoniczona).!?

(B.5) Wtasnos$é MDS. Proces stochastyczny g := (gi)ien, gdzie g; = x;-¢;, dlat € N, jest procesem
MDS o niezdegenerowanej macierzy S := E[g;g}].

1 Oznaczenie & na k-wymiarowy wektor stochastyczny jest wprowadzone, aby rozréznié model asymptotyczny od
skonczonego.

12tzn. dla kazdego n € N, pierwsze n elementéw procesu (y, ) moze odpowiadaé zmiennym w skoriczonym modelu
regresji liniowe;j.

13Proces jest stacjonarny, wiec Xu. jest dobrze zdefiniowana i nie zalezy od i.
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Definicja 4.8 (Asymptotyczny model regresji liniowej). Model (y,x) spelniajacy zestaw za-
tozen (B.1)—(B.4) nazywamy asymptotycznym modelem regresji liniowej.® Jezeli model
spelnia dodatkowo zatozenie (B.5), to méwimy o klasycznym asymptotycznym modelu regresji
liniowe;j.

“Czasami, z drobng kolizja oznaczeni, bedziemy moéwié¢ o asymptotycznym modelu regresji liniowej, jezeli beda
spelnione tylko zalozenia (B.1)—(B.2).

Warto zwrécié uwage, ze zatozenia te moga by¢ uznane za stabsze od tych natozonych na kla-
syczny model regresji liniowej. Po pierwsze, aby okresli¢ asymptotyczny rozktad estymatoréw OLS
nie jest wymagane zatozenie normalnosci btedéw. Po drugie, warunkowe wtasnosci modelu klasycz-
nego (np. $cista egzogenicznosé czynnika losowego) zastapiliSmy przez warunek (bezwarunkowej)
ortogonalnoéci, co dopuszcza np. modele autoregresyjne. Podobnie jak wczesniej, oméwmy pokrotce
kazde z zaltozen:

- Zalozenie (B.1) jest bezposrednim odpowiednikiem zalozenia (A.1) i okresla typ zaleznosci miedzy
zmienng objasniajaca, a zmiennymi objasnianymi.

- Zalozenie (B.2) laczy stacjonarnosé i ergodycznosé. W tym wykladzie glowny nacisk bedzie po-
lozony na najprostszy przypadek, kiedy zalozenie to jest spelione, tzn. gdy wektor ((z;,v:))ien
jest i.i.d. Warto zwroci¢ uwage, ze zalozenie (B.2) implikuje stacjonarnosé czynnika losowego e.
W szczegolnosei bezwarunkowy drugi moment E[€?] (jezeli istnieje) jest staly i nie zalezy od 4. Nie
implikuje to jednak warunkowej homoskedastycznosci z (A.4), tzn. E[eZ|z;] moze zaleze¢ od ;.

- Zalozenie (B.3) jest stabsze od (A.3), gdyz odnosi si¢ do bezwarunkowej ortogonalnosci. Czesto
(w praktyce) zalozenie to jest przedstawiane we wzmocnionej formie. Warto zwrocié uwage, ze
nie wymagamy, aby zachodzilo E[z;e;] = 0, dla ¢ # j, co dopuszcza pewne modele szeregow
czasowych. Jezeli model uwzglednia wyraz wolny (np. gdy x;; = 1, dla ¢ € N) to zalozenie (B.3)
implikuje zerowa warto$é¢ czynnika losowego, tzn. wlasnosé E[e;] =0, ¢ € N.

- Zalozenie (B.4) mozna traktowac jako odpowiednik zalozenia (A.2). Poniewaz macierz E[z;x}]
jest skoriczona, z twierdzenia ergodycznego dostajemy od razu lim, o Sz = Xze (p.n.), gdzie
Spe = %Z?:l x;z;. Wynika stad, ze dla odpowiednio duzych n € N macierzy informacji dla
klasycznego modelu regresji liniowej (o n obserwacjach) musi byé¢ pelnego rzedu, co implikuje
(A.2).

- Wtasnos¢ MDS w zalozeniu (B.5) mozna traktowaé jako wzmocnienie zalozenia (B.3). Proce-
sy spelniajace wlasnos¢ MDS sa procesami o zerowej sredniej, wiec (B.5) faktycznie implikuje
(B.3). Zatozenie to bedzie potrzebne do pokazania asymptotycznej normalnosci estymatora OLS.
Zalozenie to jest spelnione na przyktad, gdy

E[ei]ei_l,...,el,xi,...,a:l] ZO, 1 € N. (41)

Dowod tego, ze warunek (4.1) jest wystarczajacy dla (B.5) pozostawiamy jako é¢wiczenie do domu.
Warto zwroci¢ uwage, ze oprocz poprzednich obserwacji (od momentu 1 do i — 1) do warunkowej
wartosci oczekiwanej wchodzi biezaca informacja, tzn. wektor x;.

4.3 Asymptotyczne wlasnosci estymatora OLS

Pokazemy, ze przy zalozeniach (B.1)—(B.4) estymator OLS parametru ( jest zgodny i asympto-
tycznie normalny. Traktujac model speliajacy zalozenia (B.1)—(B.4) jako ciag modeli klasycznej
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regresji liniowej, oraz przypominajac (2.9), dla kazdej ustalonej ilosci obserwacji n € N definiujemy
odpowiednik estymatora OLS parametru 5 dany jako

b, = S’,;xl (n) Szy(n), (4.2)

gdzie S;.(n) := %Z?:l T;x} oraz Syy(n) = %Z?:l x;y;. Warto zwrocié uwage, ze macierz Sy.(n)
jest (asymptotycznie) prawie na pewno odwracalna, ale dla ustalonego n € N moga istnie¢ zdarzenia
dla ktoérych macierz ta jest singularna, co skutkuje tym, iz estymator (4.2) nie jest wszedzie popraw-
nie zdefiniowany. Oznaczajac taki zbior przez A, dla kazdego w € A,, dodefiniowujemy b, (w) = 0.
Od teraz, bedziemy korzystaé¢ z uproszczonej notacji statystycznej (z wyktadu Statystyka) i pomijac¢
n, tzn. pisa¢ b, Sy, oraz sy, zamiast by, Syz(n) oraz sz (n).

Propozycja 4.9 (Zgodnosé estymatora b). Zalézmy, ze mamy dany asymptotyczny model re-
gresji liniowej spelniajacy zatozenia (B.1)—(B.4). Wtedy b, jest asymptotycznie (stabo) zgodny,
tzn. b — B (wedlug prawdopodobieristwa), gdy n — oco.

Dowdd. Zat6zmy, ze model spetnia (B.1)—-(B.4). Dla g := %Z?:l gi, dostajemy!

b—- 3= S;zl Szy — B (4.3)

n -1 n
5 1)

_<i§) ( Zx, 52+ ) — zxz )

1<, 1
(5 (5
=522 9. (4.4)

Korzystajac z (B.2) wiemy, ze proces stochastyczny (z;z )zEN jest ergodycznie stacjonarny skad, na
mocy Twierdzenia 4.5, dostajemy
Spz Z5 S0n (n— 00). (4.5)

Zbieznos¢ (4.5) implikuje z kolei zbieznosé¢ wedtug prawdopodobieristwa, tzn. Sy, Ly %, da
n — 0. Z zalozenia (B.4) wiemy, ze ¥, jest odwracalna, co daje nam

S’;xl BN Z;xl (n — o0). (4.6)

Dowod (4.6) pozostawiamy jako ¢wiczenie do domu; patrz Lemat 2.3 w [Hay00|. Analogicznie,
korzystajac dodatkowo z zalozenia (B.3), dostajemy g LN E[g;] = 0, co wraz z (4.6) implikuje

S7lg 250 (n— o). (4.7)

Przypominajac (4.4) dostajemy wiec (b — f3) 240, co implikuje b -2 8 i koticzy dowdd.

Mdla kazdego w € Q i (odpowiednio duzych) n € N dla ktoérych w ¢ A,,.
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Propozycja 4.10 (Asymptotyczny rozklad estymatora b). Zal6zmy, ze mamy dany klasyczny
asymptotyczny model regresji liniowej speliajacy zatozenia (B.1)—(B.5). Wtedy b ma asymp-
totyczny rozktad normalny, tzn.

Vb —8) -5 N0, 555 (0 o0),

gdzie ¥, = E[z;z}], S = E[g,g.] oraz g; = z;€;, i € N.

Dowdd. Zatézmy, ze mamy dany klasyczny asymptotyczny model regresji liniowej spetniajacy zato-
zenia (B.1)—(B.5). Korzystajac z (4.4) dostajemy

Vn(b— ) = 5., (Vng).

Korzystajac z (A.5) oraz CTG dla MDS (tzn. Twierdzenia 4.7) dostajemy
Vg -5 N(0,5) (n— o),

gdzie S = E[g;g!]. Przypominajac, ze S} 2, »-1 oraz korzystajac z Twierdzenia Slutsky’ego (zob.
Lemat 2.4 w [Hay00]) dostajemy

S (Vng) -5 N(0,550 S50 (n— o0),

xrx
co konczy dowod. O

Majac dane residua OLS mozemy rowniez pokazaé, ze estymator OLS bezwarunkowej wariancji
btedu jest zgodny. Podobnie jak w klasycznym modelu, dla kazdego ustalonego n € N wprowadzamy
oznaczenie e;(n) := y; — x;b, 1 dla kazdego n € N definiujemy

1 n
2 ._ 2
Sp 1= ;21 e;(n).

Podobnie jak wczesniej bedziemy uzywaé skrotowego zapisu s2 oraz e;.

Propozycja 4.11 (Zgodnosé estymatora s?). Zalézmy, ze mamy dany klasyczny asymptotycz-
ny model regresji liniowej spetniajacy zalozenia (B.1)-(B.4). Wtedy s? jest zgodnym estyma-
torem drugiego momentu czynnika losowego, tzn. zachodzi

2 L B2 (n— o).

Dowdd. Niech model spelnia (B.1)—(B.4). Zauwazajac

2_ N 1 ¢ 2
ae it (he),

i=1

wystarczy pokazac, ze % S el SN E[eZ], dlan — oo. Latwo zauwazyé, ze (dla kazdego ustalonego

n € Norazi=1,2,...,n) dostajemy

ei =y — xib=y; — x;f — xj(b—B) = ¢ — 23(b—B),
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co daje nam

¢f =€ —2(b— p)wiei + (b~ B)'zixi(b— B). (4.8)
Sumujac poi=1,2,...,n (dla kadego n € N) dostajemy

LS = @ ab— g+ (b 5)Selb— ). (19
=1 =1

Latwo pokaza¢ (¢wiczenie do domu), ze dwa ostatnie czynniki w (4.9) daza (wg prawdopodobien-

. . .. P : 1 n 2 1 n 2
stwa) do zera, co daje nam réwnosé¢ (wg prawdopodobieristwa) granic - > i ef oraz - > " €7, i

koticzy dowdd; warto zwrocié uwage ze (nieobserwowany) proces (€7);en jest stacjonarny i ergodycz-
ny, wiec rozktad graniczny % S 612 jest dobrze okreslony (o ile drugi moment istnieje, co milczaco
zalozylismy w tezie). O]

W Propozycji 4.10 pokazalismy, ze estymator b ma (asymptotycznie) rozklad normalny o wa-

riancji ¥t S L, gdzie X, = E[r;2}] oraz S = E[gig!]. Poniewaz proces (g;) = (zi€;) nie jest

bezposrednio obserwowany, nalezy wyestymowaé S. Naturalnym kandydatem wydaje sie estymator

n

~ 1
S = - Zeixia};. (4.10)
1=1
Warto zauwazy¢, ze zachodzi g;g = (zi6;)(zie;) = €aal, a residua (e;) przyblizaja (nieznane)

warto$¢ czynnika losowego (€;). Aby estymator ten byt zgodny, potrzebne jest dodatkowe zalozenia
natozone na wyzsze momenty dla zmiennych obja$niajacych.

Propozycja 4.12 (Zgodnos¢ estymatora S ). Zalozmy, ze mamy dany klasyczny asymptotyczny
model regresji liniowej spetniajacy zalozenia (B.1)—(B.4) oraz macierz czwartych momentow dla
zmiennych objasniajacych istnieje i jest skoriczona, tzn. dla ¢ € N zachodzi

E[(zijwim)?] < 00, jym=1,2,... k.

Wtedy estymator S wartodci S dany przez (4.10) jest (stabo) zgodny.

W wyktadzie tym pominiemy (techniczny) dowod Propozycji 4.12. Aby zrozumie¢, dlaczego
zalozenie o wyzszych momentach jest potrzebne zrobimy szkic dowodu dla jednej zmiennej obja-
$niajacej. Przyjmujac k = 1 i zauwazajac, ze mamy do czynienia ze zmiennymi losowymi (a nie
wektorami losowymi), z (4.8) dostajemy

e =e2 —2(b— B)zie; + (b— B)%al. (4.11)

Mnozac obie strony (4.11) przez a;zz i biorgc srednig z pierwszych n obserwacji dostajemy

- Z ea? — - Z x? = —2(b — B)E Z s 4 (b — [3)25 Z i, (4.12)
i=1 i=1 i=1 i=1

Jezeli wiec czwarty moment (E[x}]) istnieje i jest skoticzony, to wyrazenie %Z?:l z} dazy wedtug
prawdopodobienistwa do pewnej ustalonej liczby. Laczac to z faktem, ze (b — ) dazy do zera,
wiemy, iz drugi czlon prawej strony (4.12) dazy do zera; warto tutaj przypomnieé, ze proces (z;)

jest ergodycznie stacjonarny, a b jest zgodny. Podobne rozumowanie mozna zastosowac do Y ;- GZl'?
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Majac dany estymator S mozemy tez tatwo zdefiniowaé¢ estymator asymptotycznej wariancji dla
b. Przy zalozeniach wymienionych w Propozycji 4.12 zgodnym estymatorem X} S X1 jest

Sow '5s:)

gdzie Sy = %2?21 z;xl; dowdd tego faktu pozostawiamy jako ¢wiczenie do domu.

4.4 Kilka dodatkowych uwag dotyczacych asymptotycznego modelu regresji li-
niowej

W rozdziale tym omowimy (bardzo ogdlnie) kilka probleméw zwiagzanych z modelem asymptotycz-
nego modelu regresji liniowej. Wiecej szczegotow mozna znalezé w Rozdziale 2 w ksiazce [Hay00].

Uwaga 4.13 (Testowanie hipotez statystycznych). Bazujac na Propozycji 4.10 mozemy testowaé
hipotezy statystyczne podobne do tych przedstawionych w Rozdziale 2.8. Asymptotyczny odpowied-
nik ¢-statystyki dla j-tej zmiennej objasniajacej dany jest przez

;. b
7T SE*(b;)’

gdzie SE*(b;) := \/% - S 8 S5t jest zgodnym estymatorem btedu b. Asymptotycznym rozkta-

dem statystyki ¢; jest standardowy rozklad normalny N(0,1), na ktérym opiera si¢ konstrukcja
przedziatéow ufnosci. Warto zaznaczy¢, ze asymptotyczny test nie wymaga zatozenia bezwarunkowej
homoskedastycznosci, co powoduje, iz w niektérych przypadkach jest on bardziej odporny.

Uwaga 4.14 (Bezwarunkowa homoskedastycznosé). Zaldzmy, iz asymptotycznego modelu regres;ji
liniowej spelnia dodatkowe zalozenie o warunkowej homoskedastycznosci, tj. warunek

Ele}|zi] = 0%,
dla pewnego (nieznanego) parametru o2 > 0. Wtedy mozemy zdefiniowaé alternatywny estymator
parametru S dany przez S = 528, gdzie s? jest estymatorem OLS parametru 2. Estymator ten,
w przypadku zalozenia o warunkowej homoskedastycznosci, bedzie zgodny. Zastqpujqc estymator
S przez S’ we wzorze na odporny btad standardowy SE* dostajemy wartosé t] = t;, gdzie t; to
t-statystyka zdefiniowana dla klasycznego modelu regresji liniowej. Podobna wtasnos$é zachodzi dla
F-statystyki i asymptotycznej statystyki.

Uwaga 4.15 (Testowanie zalozen modelu). W nastepnym rozdziale zajmiemy sie testowaniem
dopasowania klasycznego modelu regresji liniowej. Wiele z testéw, ktore opiszemy mozna réwniez
zastosowaé do asymptotycznego modelu. Wiecej szczegdléw na ten temat mozna znalezé w Rozdziale
2 w [Hay00]. W szczegolnosei jeden z najbardziej popularnych testow warunku bezwarunkoweJ
homoskedastycznosci, Test White’a, opiera sie¢ na badaniu réznicy miedzy estymatorem S a s
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5 Wybrane problemy klasycznego modelu regresji liniowej

W rozdziale tym zajmiemy sie kilkoma wybranymi (bardziej praktycznymi) problemami zwigzany-
mi z (klasycznym) modelem regresji liniowej. W szczegdlnosci omoéwimy pokrotee, jak weryfikowac,
czy zbiér danych, ktérymi dysponujemy, mozna uznaé za speliajacy zalozenia modelu, jak wybraé
odpowiedni model, czy jak ocenié¢ jego jakosé. Ta czes¢ wykladu bazuje gltéwnie na [Farl5]. Warto
tuta] zaznaczy¢, iz niektore testy — takie jak testowanie normalnosci, czy warunkowej homoskeda-
stycznosci — mozna znaczaco ostabi¢ przy modelu asymptotycznym. Dla uproszczenia nie bedziemy
jednak porusza¢ tego zagadnienia, skupiajac si¢ tylko na modelu klasycznym; wiecej informacji na
ten temat mozna znalez¢ w Rozdziale 2 w [Hay00].

5.1 Weryfikacja zaltozen

Z praktycznego punktu widzenia weryfikacja czy dostepne dane spelniajg zatozenia modelu jest klu-
czowa. Opiszmy kilka (wybranych) metod, ktére moga temu stuzyé¢. W praktyce, wiele z popularnych
metod to heurystyczne sposoby postepowania, ktére nie zawsze mozna powigzaé $cisle z testem sta-
tystycznym. Przyktadem moze byé tzw. inspekcja wizualna wybranych wykresé6w zwiazanych z mo-
delem, czy subiektywna interpretacja statystyk (np. wspolczynnika dopasowania). Zaproponowane
tutaj metody nalezy traktowaé jako zbiér przyktadéw, a nie gotowe schematy postepowania.

5.1.1 Liniowa zaleznosé¢ (A.1)

Sprawdzenie, czy zaleznos¢ miedzy zmienna objasniang, a zmiennymi objasniajacymi jest liniowa
ma kluczowe znaczenie dla modelu. Niespelnienie tego zalozenia powinno skutkowaé przeksztalce-
niem modelu i/lub zmiang zmiennych objasniajacych. Wyniki analizy liniowosci czesto uwzglednia-
ja sugestie konkretnych transformacji modelu (np. transformacji eksponencjalnej, jezeli bledy maja
charakter multiplikatywny, a nie addytywny). Istotna jest tutaj rowniez identyfikacja obserwacji,
ktoére nie pasuja do modelu. Zagadnieniami tymi zajmiemy sie¢ doktadniej w dalszej czesci wyktadu,
opisujac w tym rozdziale tylko ogblny sposoéb postepowania.

Analiza wykresow dopasowanego modelu to najpopularniejsza metoda sprawdzania liniowosci.
Najczesciej obejmuje to analize podstawowych wykreséw zwigzanych z ocena jakosci dopasowania
modelu:

e Analiza wykresu: zaobserwowane wartosci vs. dopasowane wartosci. W dobrze dopa-
sowanym modelu punkty powinny znajdowac sie blisko diagonali (prostej y = x) z symetrycz-
nym rozproszeniem wokot niej. Przy analizie wykresu nalezy zwrocié uwage na tzw. wartosci
odstajace (znajdujace sie daleko od diagonali), ktore moga istotnie zaburza¢ dopasowanie
modelu. W przypadku misspecyfikacji modelu zazwyczaj obejmuje to najmniejsze /najwieksze
obserwacje, tzn. te dla ktorych wartosé zmiennej objasnianej jest najwieksza, badZ najmniej-
Sza.

e Analiza wykresu: residua vs. dopasowane wartosci. W dobrze dopasowanym modelu
punktu powinny by¢ symetrycznie rozproszone wzgledem prostej y = 0. Nie powinno by¢ widaé
zadnych trendéw (analiza wykresu jest rowniez zwiazana z testowaniem homoskedastycznosci

bledu).

e Analiza wykresu: residua vs. wybrane zmienne objasniajgce. Nalezy sprawdzié¢, czy
nie widaé¢ zadnych trendéw, badz grupowania wzgledem zmiennych objasniajacych.
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Bardziej formalnymi metodami sa testy statystyczne badajace poprawne zalezno$é funkcyjna. Ist-
nieje wiele metod badajacych, czy zadang zalezno$é miedzy zmienng objasniana, a zmiennymi ob-
jasniajacymi jest poprawna. Oprocz testow badajacych bezposrednio dopasowanie liniowe, mozna
spotkaé tez testy, ktory poréwnuja obecna specyfikacje z réznymi alternatywami (np. poprzez dola-
czenie wyzszych poteg zmiennych objasniajacych). Przyktadowe metody to:

o Testy statystyczne badajace ogélne dopasowanie. Przyktadami takich testéw moze byé
test Harvey’a—Collier’a (badajacy, czy tzw. rekurencyjne residua maja zerowa $rednia) czy test
Rainbow (badajacy, czy dla $rednich wartosci zmiennej objasniajacej dopasowanie nie rézni
sie od pelnego dopasowania). W wyktadzie tym nie bedziemy analizowaé¢ doktadniej tego typu
testow.

e Testy statystyczne poréwnujace model z alternatywnymi specyfikacjami. Przykta-
dami takich testéw moga by¢ testy poréwnujace wyjéciowy model z modelem opartym na
transformacji Boxa-Coxa (sprawdzajace czy tzw. przeksztatcenie potegowe nie polepsza ja-
kosci modelu), czy test RESET Ramseya (sprawdzajacy, czy uwzglednienie wyzszych poteg
dopasowanych wartosci z wyjsciowego modelu nie polepsza jakosci prognozy). Transformacje
Boxa-Coxa i powigzany test statystyczny oméwimy doktadniej w Rozdziale 5.3.

5.1.2 Brak wspo6lliniowosci (A.2)

Brak $cistej wspotliniowosci mozna sprawdzi¢ bardzo tatwo poprzez policzenie rzedu (wyznacznika)
macierzy danych. Moze jednak zdarzy¢ sie sytuacja, w ktorej zmienne objasniajace sa od siebie
liniowo zalezne, ale szum obecny w danych powoduje, iz rzad macierzy jest pelny — takiej sytu-
acji chcieliby$émy rowniez uniknaé, gdyz zalezno$é (prawie) liniowa miedzy zmiennymi najczesciej
skutkuje brakiem odpornoéci statystycznej modelu. Wspéteczynniki modelu oraz powiazane bledy
standardowe sg wtedy zazwyczaj bardzo duze i czute na dodawanie, czy usuwanie obserwacji. Otrzy-
mane wartosci ciezko jednoznacznie zinterpretowac.

Bezposrednia analiza zmiennych objasniajacych jest czesto metoda badania wspoétliniowosci.
Mozemy to obejmowaé nastepujace metody:

e Analiza graficzna macierzy danych. Przyktadowo, wykres zaleznoéci miedzy parami zmien-
nych objasniajacych moze da¢ nam informacje o zaleznosci liniowej.

e Analiza macierzy korelacji miedzy zmiennymi objasniajacymi. Wartosci bliskie +1
mogg sugerowaé problem z modelem.

Oczywiscie istnieje réwniez szereg statystyk zwiagzanych, ktoére daja informacje o wystepowaniu
wspo6lliniowo$ci w modelu:

e Analiza wspoélczynnikéw tolerancji oraz wartosci VIF. Wektor tolerancji T' mierzy
stopient zaleznosci liniowej pomiedzy kazda zmienng objasniajaca, a wszystkimi pozostaty-
mi zmiennymi objasniajacymi. Definiujemy go jako T' = (1 — R%,...,1 — R?), gdzie R? to
wspotezynnik determinacji dla modelu, gdzie zmienna obja$niang, jest i-ta kolumna wyjsciowej
macierzy danych, a zmiennymi objasniajacymi macierz powstata po usunieciu i-tej kolumny
z wyjsciowej macierzy danych. Ogoélna reguta mowi, iz T' < 0.1 moze sugerowaé¢ problem z
wspotliniowoscig, natomiast 7' < 0.01 go identyfikuje. Czesto rozwaza sie rowniez powigzany
wektor VIF (ang. Variance Inflation Vector) zdefiniowany jako VIF :=1/T.

e Analiza wartoéci wlasnych macierzy X X’. W idealnym modelu wszystkie zmienne po-
winny byé do siebie ortogonalne, co sugeruje jednostkowe wartoéci wtasne macierzy X X’'. Z
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drugiej strony zerowe (badz male) wartosci wlasne implikuja wystepowanie wspotliniowosci w
modelu. Aby zbadaé stopieri liniowosci miedzy zmiennymi czesto bada sie stosunek najwiek-
szej wartosci wlasnej do najmniejszej. Ogolna reguta jest taka, iz jezeli pierwiastek z tej liczby
jest wieckszy od 30, sugeruje to wspotliniowosé.

Nalezy réwniez wspomnieé, iz ilo§¢ zmiennych objasniajacych powinna byé (istotnie) mniejsza od
ilosci obserwacji, aby uniknaé¢ zbytniego dopasowania w modelu.

5.1.3 Poprawna specyfikacja bledéw (A.3)—(A.5)

Testowanie egzogenicznoéci, homoskedastycznosci, niezaleznoéci liniowej, oraz normalnosci btedow
jest kolejnym kluczowym etapem oceny modelu. W literaturze mozna znalezé dziesiatki (jezeli nie
setki) testow poswieconych temu zagadnieniu. Skupimy sie na kilku wybranych (kluczowych) aspek-
tach i omoéwimy powiazane przykladowe metody. Warto zaznaczy¢, iz czynnik losowy (€) nie jest
bezposrednio obserwowany — wickszo$é testow opiera sie na analizie residuéw, co nie zawsze pro-
wadzi to takich samych rezultatow. W szczegolnosci wiemy, iz residua (oraz warunkowa wariancja
czynnika losowego) zaleza od estymatora OLS, czyli posrednio od macierzy danych. Wplyw ten
jest jednak zazwyczaj relatywnie maly, co pozwala na analize residuéw w zastepstwie prawdziwych
btedéw.

Na poczatku omowimy metody zwigzane ze sprawdzaniem niezaleznosci btedow (czynnikow loso-
wych). W wielu modelach obserwacje sa zbierane w roznych chwilach czasowych co moze implikowaé
zaleznos¢é (liniowa) bledow od czasu. Z zalozenia (A.3) oraz (A.4) wiemy, iz srednia wartos¢ btedow
oraz ich wariancja nie powinna zaleze¢ od czasu. Przy dodatkowym zalozeniu (A.5) bledy powinny
by¢ od siebie niezalezne. Analiza tej wtlasnosci opiera sie najczesciej na analizie wykresow czaso-
wych oraz badaniu powigzanych funkcji autokowariancji. Nalezy tez sprawdzi¢ potencjalng zaleznosé
pierwszych dwoch momentéw btedu od wartosci zmiennych objasniajacych Do najczestszych metod
sprawdzajacych niezalezno$é bledéw nalezy:

e Analiza wykresu: residua vs. numer obserwacji (czas). Nalezy sprawdzi¢, czy nie wy-
stepuje tutaj zaden trend.

e Analiza wykresu: residua vs. wartosci wybranej zmiennej objasniajacej. Nalezy
sprawdzi¢, czy nie wystepuje zaleznosé miedzy residuami, a zmiennymi objasniajacymi. W
klasycznym modelu regresji liniowej pierwsze dwa momenty nie powinny zaleze¢ od wartosci

X.

e Analiza funkcji autokorelacji. Funkcja autokorelacji mierzy autokorelacje procesu sto-
chastycznego. Dla dyskretnego stacjonarnego procesu stochastycznego (Z;)ien definiujemy
ACF : N — [-1,1] jako ACF (k) = Cor(X¢, Xy1). Jezeli btedy sa niezalezne funkcja ta po-
winna by¢ stale rowna zero (za wyjatkiem k = 0). Niezerowe wartosci implikuja zaleznosé
liniowa miedzy bledami (w czasie).

e Testy statystyczne badajace autokorelacje. Istnieje wiele testow badajacych, czy w da-
nym szeregu czasowym istnieje autokorelacja miedzy btedami. Przyktadami takich testow mo-
ga by¢ testy: Durbina—Watsona (sprawdzajacy pewna specyficzna asymptotyczna zaleznosé
miedzy kwadratami residuéw), Ljunga—Boxa i Boxa-Pierce’a (badajace, czy wartosci funk-
cji autokorelacji z probki sa zgodne z przewidywaniami), czy Breuscha—Godfreya (badajacy
postaé¢ wspotczynnika dopasowania dla alternatywnego modelu regresji uwzgledniajacego pro-
gnozy z wyjsciowego modelu). Test Durbina—Watsona oraz Ljunga—Boxa oméwimy dokladniej
w Rozdziale 5.1.4.
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Powy7sze testy mozna tez uzupetni¢ o analize, gdy szereg btedow e zastepujemy przez |e|, czy €.

Kolejna istotna cecha modelu, ktora nalezy sprawdzié, jest homoskedastycznosé btedow (czyn-
nika losowego). Drugi moment (wariancja) czynnika losowego powinna by¢ stala i niezalezna od X.
Istnieje wiele metod badajacych homoskedastyczno$é czynnika losowego:

e Analiza wykresu: residua vs. dopasowane wartosci. Sprawdzamy, czy rozproszenie ble-
du nie zmienia si¢ w zaleznosci od dopasowanej wartosci. Jak wspomnieliémy, mozna tutaj
réwniez wykry¢, czy rozklad residuéw nie jest (nieliniowa) funkcja dopasowanej wartosci, co
czesto ma miejsce w przypadku ztego dopasowania modelu.

e Analiza wykresu: residua vs. numer obserwacji. W przypadku szeregu czasowego roz-
proszenie bledu moze zaleze¢ od czasu. Dla danych finansowych (np. stop zwrotu z akcji)
czesto wystepuja zjawisko tzw. skupiania zmiennosci (ang. volatility clustering) np. w okre-
sach kryzysu.

e Analiza wykresu: residua vs. wartosci wybranej zmiennej objasniajace: nalezy spraw-
dzié¢, czy nie wystepuje zaleznos¢ miedzy residuami, a zmiennymi objasniajagcymi. W klasycz-
nym modelu regresji liniowej pierwsze dwa momenty nie powinny zaleze¢ od wartosci X.

e Testy statystyczne badajace homoskedastycznosé. Istnieje wiele testéw sprawdzaja-
cych zaréwno warunkowa, jak i bezwarunkowa homoskedastycznosé. Przykladem jest test
Breuscha-Pagana (sprawdzajacy, czy zmienne objasniajace moga dokladniej prognozowaé kwa-
draty residuéw wyjsciowego modelu), White’a (sprawdzajacy, czy kwadraty zmiennych obja-
$niajacych oraz iloczyny par zmiennych moga dokladniej prognozowaé kwadraty residudéw
wyjsciowego modelu), Goldfielda-Quanta (badajacy wariancje reszt na roéznych podzbiorach),
czy Harrisona—McCabe’a (badajacy, czy czesciowe wartosci RSS sa zgodne z oczekiwaniami).
Przyktadowe dwa z tych testow omoéwimy doktadniej w Rozdziale 5.1.4.

Ostatnim istotnym zalozeniem jest zalozenie (A.5) o normalnosci bledéow. Oprocz standardowych
metod graficznych w statystyce istnieje wiele dedykowanych testow, ktore shuza sprawdzeniu, czy
dana probka pochodzi z rozkladu normalnego. Przyktadowe (podstawowe) metody sprawdzajace
normalno$é bledéw to:

e Analiza graficzna rozkladu btedéw. Aby zbada¢ poprawnos$é zatozenie o normalnosci,
nalezy wykonaé¢ histogram oraz wykres kwantyl-kwantyl i sprawdzi¢, czy pokrywaja sie one z
rozkltadem normalnym.

e Testy statystyczne badajace normalnosé. Uwzglednia to wykonanie podstawowych te-
stow statystycznych badajacych normalnosé takich, jak test Kotmogorowa-Smirnova (badajacy
supremum odlegtosci miedzy dystrybuanta empiryczng a prawdziwa), Shapiro-Wilka (spraw-
dzajacy czy empiryczny drugi moment jest poréwnywalny do oczekiwanej wazonej Sredniej
podniesionej do kwadratu), Jarque’a-Bera (sprawdzajacy grubos¢ ogona rozkladu w oparciu
o empiryczny trzeci i czwarty moment), czy Andersona-Darlinga (badajacy $redni wazony
kwadrat odlegtosci miedzy dystrybuanta empiryczna, a prawdziwa).

5.1.4 Opis wybranych testéw statystycznych powiazanych z analizg zalozen

Aby zilustrowa¢ metody testowania statystycznego zatozeri w modelu regresji liniowej, oméwimy
niektore testy, ktore zostaly wspomniane przy okazji testowania zalozen (A.1)—(A.5). W rozdziale
tym skupimy sie gtéwne na intuicji — wiekszosé faktow (takich jak rozktady statystyk testowych)
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bedzie podana bez dowodu; warto wspomnieé, iz opis testow zwiazanych z poprawng specyfikacja
modelu bedzie mozna znalezé w Rozdziale 5.4, gdzie oméwimy ogdlne metody diagnostyczne modelu
i poréwnanie modeli miedzy soba. W tym rozdziale skupimy sie na testach zwiazanych z analiza
bledow (residuéw) modelu, przedstawiajac po dwa przyklady testow sprawdzajacych niezaleznosé,
homoskedastycznosé, oraz normalno$é btedow.

Zacznijmy od opisu przyktadowych dwoch statystyk zwigzanych z badaniem autokorelacji:

e Test Durbina-Watsona: jest to test statystyczny sprawdzajacy autokorelacje (rzedu 1) ble-
dow. Majac wektor residuow (e;)!"_; konstruujemy statystyke testowa

DW :— Z?:Q(ei — 61'_1)2
. > € .

Zaktadajac, iz korelacja rzedu 1 dla (stacjonarnego) procesu (e;)!_; wynosi p, asymptotycznie
dostajemy

Disa(e —2eiei1 +ef )
b
Y€
Przy braku autokorelacji, statystyka DW powinna wiec by¢ bliska wartosci 2 (dla duzej ilosci
obserwacji). Wyprowadzenie rozktad statystyki DW opiera sie na analizie sum rozktadow x?,
co wykracza poza material tego wyktadu.

—2(1—p) (n— o0).

e Test Boxa-Piercea oraz Test Ljunga-Boxa: sa to testy statystyczny sprawdzajace wy-
stepowanie autokorelacji w prébce, dla okreslonej z gérnej granicy opdznienia h € N. Ma-
jac wektor residudw (e;)}'_; oznaczmy przez pj, standardowy estymator autokorelacji rzedu
k€ {1,...,h}. Statystyka Boxa-Piercea zdefiniowana jest wtedy jako

h
QRBP :ZnZﬁi- (5.1)
k=1

Mozna pokazaé, iz przy braku autokorelacji asymptotyczny rozktad Qpp to x? o h stopniach
swobody. Statystyke Ljunga-Boxa mozna traktowa¢ jako modyfikacje statystyki (5.2) dana

przez
h .9

Q1B = TL(TL + 2) Z Pi . (52)

n—=k
k=1

Asymptotycznie statystyka ta rowniez dazy do rozkladu x? o h stopniach swobody, przy czym
zbieznosé ta jest (zwykle) istotnie szybsza.

Nastepnie przedstawimy opis dwoch przyktadowych statystyk zwigzanych z badaniem homoske-
dastycznosci:

e Test Breuscha-Pagana: jest to test statystyczny sprawdzajacy homoskedastycznosé (stala
wariancje) bledéw oparty o tzw. metode mnoznikow Lagrange’a (LM). Statystyka testowa
powstaje w oparciu o przeprowadzenie dodatkowej regresji liniowej: po dopasowaniu wyjs$cio-
wego modelu i otrzymaniu wektora residuéw (e;)!" ; tworzymy nowy model regresji liniowej w
ktorym zmienng objasniang jest kwadrat otrzymanych residuéw, a zmiennymi objasniajacymi
wyjsciowe zmienne modelu, tzn. tworzymy model e? = X + €. Wtedy, statystyka testowa
Wynosi

LMpp = nR?,
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gdzie n to wielko$é proby, a R? to wspotezynnik dopasowania dodatkowego modelu (zaktada-
my, iz macierz danych zawiera wyraz wolny). Zakladajac brak homoskedastycznosci w probee
statystyka LMpp powinna mie¢ rozktad x? o k stopniach swobody, gdzie k to ilo§¢ zmiennych
objasniajacych. Idea stojaca za testem Breuscha-Pagana jest dosy¢ prosta. Kwadrat residuéw
przybliza nam wariancje modelu (zakladajac zerowa warto$¢ oczekiwana czynnika losowego).
Zmienne objasniajace w dodatkowym modelu badaja, czy wariancja btedéw zalezy w jakims$
stopniu od wyjéciowych zmiennych objasniajacych. Dla dobrego modelu, wartosé¢ R? powinna
wiec by¢ mata.

e Test White’a: jest to najbardziej popularny test statystyczny sprawdzajacy homoskedastycz-
no$¢ (stata wariancje) btedow. Konstrukeja statystyki jest podobna do konstrukeji statystyki
w tescie Breuscha-Pagana. Réznica polega na tym, iz przy dodatkowej regresji uwzglednia-
my roéwniez kwadraty zmiennych objasniajacych. Innymi stowy, tworzymy nowy model regresji
liniowej w ktérym zmienng objasniang jest kwadrat otrzymanych residuéw, a zmiennymi obja-
$niajacymi zmienne wyjsciowe, ich kwadraty, oraz proste iloczyny drugiego rzedu, tzn. wektory
zmiennych x;, a:? oraz x;x; dla 5,1 =1,...,k, gdzie j # [. Podobnie jak wcze$niej, statystyka
testowa wymnosi

LMy = nR?,

gdzie n to wielkogé proby, a R? to wspotezynnik dopasowania dodatkowego modelu. Zaktadajac
brak homoskedastycznoéci w prébee statystyka W powinna mieé¢ rozklad x? o h stopniach
swobody, gdzie h to ilo§é¢ estymowanych wspotczynnikéw w dodatkowym modelu.

Na koniec opiszemy dwa testy zwiazane ze sprawdzeniem normalnosci btedow:

o Test Jarque’a—Bera: test ten sprawdza, czy empiryczna warto$¢ miara grubosci ogonéw ble-
dow oparta o trzeci oraz czwarty moment zgadza sie z oczekiwaniami dla rozktadu normalnego.
Statystyka testowa wynosi

on—k+1 (s 1 4 9
)
gdzie S := fi3 /63 to estymator parametru skognosci, a C = iy /64 to estymator parametru
kurtozy; przez i oznaczamy klasyczny estymator k-tego centralnego momentu, a przez &
estymator odchylenia standardowego dla wektora residuéw e. Zaktadajac, iz prébka pochodzi
z rozktadu normalnego (dla ktorego S = 0 oraz C' = 3) statystyka JB ma asymptotyczny
rozktad x? o dwoch stopniach swobody.

e Test Shapiro—Wilka: jest to standardowy test wykorzystywany do testowania normalnosci
danych. Statystyka testowa dana jest przez

2
w— it aieq)
> i (ei —€)*
gdzie e(j) odpowiada j-tej statystyce pozycyjnej z probki, a (a;) to pewien (ustalony) ciag
liczb zalezny od n, charakterystyczny dla rozkltadu normalnego.

Uwaga 5.1 (Wyciaganie wnioskow z testow statystycznych). Nalezy wyraznie zaznaczy¢, iz pozy-
tywny wynik testow (duze p-value) nie prowadzi do automatycznej akceptacji modelu. Brak podstaw
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do odrzucenia hipotezy alternatywnej wobec hipotezy zerowej nie powinien skutkowaé przyjeciem hi-
potezy zerowej (szczegodlnie jezeli nie znamy mocy testu). Zazwyczaj testy sprawdzaja jedna konkret-
na wlasno$¢ modelu (np. gruby ogon rozktadu reszt w przypadku testu normalnosci Jarque-Bera)
i sprowadzaja ja do analizy wartosci wybranej statystyki testowej (jednej liczby). Wszechstronna
analiza modelu jest zazwyczaj duzo wazniejsza, niz automatyczne przeprowadzenie szeregu testow
statystycznych. Co wiecej, negatywny wynik testu réwniez nie musi prowadzi¢ do automatyczne-
go odrzucenia modelu; wiecej na temat putapek zwiazanych z testowaniem statystycznym mozna
znalezé np. w |[Nuzl4|.

5.2 Identyfikacja nietypowych obserwacji

7 praktycznego punktu widzenia przy dopasowaniu modelu regresji linowej mamy do czynienia z
dwoma podstawowymi problemami: pojedynczymi obserwacjami, ktére nie pasuja do modelu badz
istotnie wplywaja na dopasowanie modelu. W tym rozdziale pokazemy, jak dokonaé¢ analizy modelu
pod katem tego typu danych. Poniewaz metoda najmniejszych kwadratéw opiera sie na pomiarze
kwadratu odleglosci od dopasowania, niewielka ilos¢ obserwacji odstajacych od reszty moze istotnie
wplynaé¢ na dopasowanie modelu.

5.2.1 Dizwignia

Jedna z podstawowych miar czutosci modelu na dana obserwacje jest tzw. dzwignia.

Definicja 5.2 (Dzwignia). DZzwignia (ang. leverage) i-tej obserwacji (dla i = 1,2,...,n)
nazywamy i-ty wyraz diagonali macierzy projekcji P, tzn. wartosé h; = x;( X' X ) 1z;.

Latwo pokazad, iz dla wektora residuéw e = y — ¢ przy standardowej estymacji OLS zachodzi
Var[e;| X] = (1 — hy)o?, i=1,2,...,n. (5.3)

Méwi nam to, iz im wicksza wartos¢ h; tym mniejsza tolerancja btedu miedzy zmienng objasnia-
na, a jej dopasowaniem. Obserwacje o duzej dzwigni maja wiec istotny wplyw na model niejako
przyciggajgec krzywa regresji. Mowiac bardziej formalnie, mozna wykazad, iz
_ 90

dy;’

h;

co daje nam interpretacji dzwigni w terminach czutoéci dopasowania na zmiane wartosci zmiennej
objasnianej. Latwo wykazaé¢, iz 0 < h; < 1 oraz Y., h; = k, co sugeruje, iz $rednia wartosc
h; powinna wynosi¢ k/n. Ogolna zasada mowi, iz wszystkie obserwacje dla ktorych dzwignia jest
wieksza niz 2k/n powinny zosta¢ poddane analizie w celu weryfikacji poprawnego dopasowania
modelu. Duze wartoéci dzwigni oczywiscie nie muszg swiadczyé o ztym dopasowaniu modelu - daja
nam one tylko informacje, ktore obserwacje moga istotnie wpltywaé¢ na model.

Z (5.3) widzimy, iz wariancja residuéw (w przeciwienistwie do wariancji nieznanych btedow w
klasycznym modelu regresji liniowej) zalezy istotnie od wartosci h;. Czesto dokonuje sie standaryzacji
wektora residuéw rozpatrujac wektor (r;)"_; dany przez

€;
i S0 h) (5.4)
ktory powinien mieé¢ jednostkowa wariancje i niskie wartosci dla funkcji autokorelacji. Duze wartosci
r; moga sugerowad, iz dana obserwacja nie pasuje do modelu.
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5.2.2 Obserwacje wplywowe

Analiza obserwacji wpltywowych (ang. influential observation) opiera sie na analizie dopasowania
modelu przy usunietych pojedynczych obserwacjach. Dla ¢ = 1,2,...,n, niech b bedzie estyma-
torem OLS parametru § powstalym po usunieciu i-tej obserwacji (wiersza) z macierzy danych, a
7 powigzanym wektorem dopasowari. Aby diugosci wektoréw oraz indeksy dla prognoz ¢ oraz )

(@)

byly zgodne dodefiniowujemy ¢, := ¢;. Podstawowe metody badania wpltywu obserwacji to:

e Badanie odleglosci miedzy wektorami wspoélczynnikéw liniowych, tzn. miedzy wyj-
$ciowym estymatorem b, a b, Odleglosé ta wynosi

b —b=— < ! ) (X' X)) Lxie;, (5.5)
1—h;

gdzie x; to i-ty wiersz wyjsciowej macierzy X, e; to wartosé¢ residua dla i-tej obserwacji, a

h; to dzwignia i-tej obserwacji. Z (5.5) wida¢, iz duze wartosci residuéw, badz duza dzwignia

moze powodowaé odstepstwa miedzy warto$ciami b(i), a b. Analiza b) — b dla wszystkich

obserwacji moze by¢ jednak czasochlonna i trudna do oceny, gdyz do przeanalizowania jest

n x k wartodci.

e Badania réznic, miedzy prognozami modeli, tzn. wartosci § (bez i-tej obserwacji) oraz
7. Podstawows miara wplywu jest tzw. statystyka Cook’a D; dana przez

i (35 -3

k- g2 ’

D; = (5.6)
gdzie s? to estymator wariancji bledu (2.22) wyjsciowego modelu. W duzym skrocie chcemy
oszacowaé odlegto$é miedzy dopasowaniami modelu po usunieciu i-tej obserwacji. Statystyke
(5.5) mozna réwnowaznie przedstawi¢ jako

k'82 (1—hz‘)2 k 1—hi

co obrazuje nam wplyw zestandaryzowanych residuéw oraz dzwigni na warto$¢ D;. Analiza,
ktore wartosci statystyki D; (zazwyczaj podawane jako funkcja od h;) prowadza do zbiorow
krytycznych wykracza poza materiat tego wyktadu.

5.3 Podstawowe transformacje modelu

W podrozdziale 5.1.1 wspomnieli$émy, ze analiza zalozenia liniowej zaleznosci (A.1) czesto opiera
sie na poréwnaniu wyjsciowego modelu z alternatywnymi specyfikacjami. Oméwmy teraz przyktady
podstawowych metod transformacji modelu, ktore obejmujg zaréwno transformacje zmiennej obja-
$niajacej jak i zmiennych objasnianych. Kwestia wyboru wtasciwego modelu z danej rodziny modeli
bedzie omoéwiona w kolejnym podrozdziale.

5.3.1 Transformacja zmiennej objasniajacej

Jak wspomnielismy w Uwadze 1.6 transformacja zmiennej objasniajacej ma istotny wplyw na to,
jaki typ btedu chcemy uwzglednié¢ w wyjsciowym modelu i czesto powiagzana jest tez z transformacja
zmiennych objasnianych. Zasadniczy podzial rozréznia dwa typy btedow: addytywne (bezwzgledne)
oraz multiplikatywne (relatywne):
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e Blad addytywny, to blad ktorego wielkos¢ (wariancja) nie powinna zalezeé¢ od (wyj$ciowych)
wartosci zmiennych objasniajacych. Odpowiada to podstawowemu modelowi regresji liniowej

y=Xp+e (5.7)

e Blad multiplikatywny, to btad ktorego wielkos¢ zalezy ($cisle) od wielkosci (wyj$ciowych)
zmiennych objasniajacych. Zaktadajac, ze y, € > 0, odpowiada to modelowi

y=eXP. e (5.8)

Transformacja logarytmiczna pozwala na sprowadzenie modelu (5.8) do postaci modelu regresji
liniowej (5.7). Obktadajac obie strony (5.8) przez logarytm i wprowadzajac pomocnicze oznaczenia
Y := log(y) oraz € := log(e) dostajemy

§=XB+E

Majac wyjsciowy wektor danych (y, X) nie wiemy, ktory z modeli bedzie dawal lepsze dopasowanie.
Czesto dokonuje sie transformacji samej zmiennej y aby zbadaé¢ (wstepnie) dopasowanie.'® Jedna
z popularniejszych metod transformacji jest transformacja Boxa-Coxa. Zaktadajac nieujemnosé
zmiennych objasniajacych (y > 0) wprowadzamy rodzine funkcji gy : RT — R, indeksowanych
parametrem A € R, dang przez .
zh—1
gA(l‘):{ o M7

logx, A=0.

Dla kazdej wartosci A € R dokonujemy dopasowania do modelu

a\(y) = XB+e,

a nastepnie sprawdzamy, kiedy jest ono najlepsze; warto zwrocié uwage, ze obejmuje to zardéwno
transformacje wielomianowe, jak i transformacje logarytmiczng. Najczesciej dopasowanie optymal-
nego parametru A € R opiera sie na metodzie najwiekszej wiarygodnosci przy zatozeniu normalno-
Sci. Z transformacja Boxa-Coxa zwigzany jest tez test statystyczny badajacy, czy dana specyfikacja
(najczesciej Ao = 1) jest poprawna, tzn. czy zachodzi A = Ao, gdzie A to prawdziwa warto$¢ najlep-
szego dopasowania. Definiujemy statystyke K := 2(L(5\) — L(X\o)), gdzie L to funkcja wiarygodnosci
zadana przez

nlogn

2 9

L(\) = —glogRSS,\ +A=1)Y logyi +
=1

RSS, to suma kwadratow residuéw przy transformacji gy (+), a \ oznacza najlepiej dopasowana war-
tos¢ A (metoda ML). Przy zalozeniu normalnosci, rozktad K powinien w przyblizeniu odpowiadac
rozktadowi x? o jednym stopniu swobody.

5.3.2 Transformacje zmiennych objasnianych

Strukturalna posta¢ modelu zaktada liniows relacje miedzy zmienng objasniang, a wyj$ciowa ma-
cierza danych X. Poprzez transformacje X mozemy jednak uwzgledni¢ nieliniowe typy zaleznosci.
Do najpopularniejszych metod nalezy:

15 Jezeli wystepuja ujemne wartosci w wektorze y to zawsze mozemy przesunaé wszystkie obserwacje o jakas ustalona
stata.
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e Dolaczenie wyzszych poteg zmiennych objasniajacych w modelu. Majac dany n-
wymiarowy wektor @; (odpowiadajacy i-tej kolumnie macierzy X ), do macierzy informacji
mozemy dotaczyé¢ dodatkowe kolumny a:?, a:?, itd. Mozemy rozwaza¢ tez iloczyny (po wspot-
rzednych) roznych kolumn. Rozwazajac wspotezynniki dopasowania, czy kryteria wyboru (np.
AIC lub BIC) mozna rozstrzygnaé, czy przeksztalcenie modelu prowadzi do jego polepszenia.
Pomocne sa tutaj réwniez standardowe wykresy badajace jakos¢ dopasowania. Zostanie to
omoéwione doktadniej w podrozdziale 5.4.

e Stworzenie zmiennych kategorycznych w oparciu o wyjSciowe zmienne. Zamiast
rozwazaé bezposrednio zmienne objasniajace (np. o rozktadzie ciaglym) mozemy przyporzad-
kowa¢ je do kilku zbioréw, a nastepnie uzyé zmiennych charakterystycznych tych zbioréw w
regresji. Jest to szczegdlnie pomocne przy duzych zbiorach danych. Przykladem moze byé
wartos¢ funkcji identyfikujacej, czy dana zmienna jest nieujemna.

e Segmentacja zmiennej (ang. piecewise regression). Dokonujemy segmentacji zmiennej w
oparciu o jej wartosci i nastepnie dotaczamy kazdy segment osobno do modelu. Opiszmy, jak
procedura ta moze wyglada¢ w przypadku podzialu zmiennej na dwa spdjne i dopelniajace sie
podzbiory. Majac dany wyjsciowy zbiér obserwacji x; oraz punkt segmentujacy s tworzymy

I oraz x? zadane przez

Tii — S, Tji > S 0 Tii > 8
P J ’ J oraz x?: ’ J
0, Tij <8 s — Tij, Tij <8,

dwie nowe zmienne x

dla¢=1,2,...,n, ktore nast¢pnie mozemy dotaczy¢ do modelu zamiast zmiennej x;.

e Ortogonalizacja zmiennych, redukcja wymiaru. W praktycznych zastosowaniach, gdy
dysponujemy bardzo duza iloscia danych, dokonuje sie ich redukcji i/lub ortogonalizacji. Przy-
ktadem takiej metody moze byé stworzenie nowej macierzy danych w oparciu o analize skta-
dowych gtownych (PCA - Principal Component Analysis).

Oczywiscie istnieje wiele innych metod, ktére dokonuja nieliniowych przeksztatceri wyjsciowej
macierzy X . Zazwyczaj ich poprawno$é¢ sprawdza sie graficznie, oraz w oparciu o formalne kryteria
selekcji modelu. Dla duzych zbioréw danych, efektywne algorytmy doboru zmiennych objasniajacych
(ang. feature selection, variable selection) sa czesto kluczowym elementem dopasowania modelu.
Nalezy przy tym pamietaé, ze dokonujac kazdej transformacji, czy poszukujac odpowiedniej funkc;ji,
mozemy zmniejszy¢ (posrednio) ilosé stopni swobody w modelu.

5.4 Wyboér wlasciwego modelu

Majac dane wiele r6znych specyfikacji modelu regresji liniowej mozemy zadaé sobie pytanie, ktéra
jest najlepsza. Istniejg algorytmy pozwalajace na redukcje ilosci zmiennych objasniajacych, badz do-
taczanie zmiennych, ktére wydaja sie najlepiej wzbogacaé¢ model. W tym rozdzialem omoéwimy kilka
podstawowych metod zwigzanych z tego typu problemami. Dwie podstawowe metody dobierajace
lepszy model to:

e Por6éwnanie dwoch okreslonych specyfikacji za pomoca testu statystycznego (hi-
poteza zerowa zaklada jedna postaé, a hipoteza alternatywna druga). Podstawowe podzial
obejmuje testy zwiazane z:
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— Modelami zagniezdzonymi (ang. nested models). Obejmuje to dwa modele, w ktorych
jeden jest rozszerzeniem /zawezeniem drugiego. Testy tego typu, oparte o t i F statystyki
byly juz oméwione w Rozdziale 2.8.

— Modelami niezagniezdzonymi (ang. non-nested models). Majac dana ustalong zmien-
ng objasniajaca y mozemy poréwnaé dwa ogdlne modele: y = X5 + € oraz y = X5 + €.
Przyktadowa metoda moze by¢ stworzenie supermodelu

y=(1-NXB+ X[ +F,

i przetestowanie hipotezy A = 1 wobec alternatywy A # 1. Problemem tutaj jest jednak
fakt, iz estymacja parametru A nie powinna by¢ przeprowadzona niezaleznie od estymacji
3 oraz 8. Dokladna analiza tego oraz innych podobnych testow wykracza poza material
tego wyktadu. Przyktadowy dokltadniejszy opis J-testu Davidsona-MacKinnona mozna
znalezé w |Grel8, Rozdzial 5.6].

e Metody dobierajace model w oparciu o okreslone kryterium wyboru. Aby wybraé
najlepszy model czesto rozwaza sie tzw. kryterium wyboru, ktére okresla nam za pomoca
jednej liczby, jak dobrze (relatywnie, w odniesieniu do innych dopasowari), dopasowany jest
nasz model. Podstawowymi kryteriami sa:

— Skorygowany wspélczynnik R? (ang. Adjusted R?). Podstawowa miara dopasowa-
nia modelu, przedstawiona w Rozdziale 2.3 jest wspotczynnik determinacji R2. Wiemy
jednak, ze dotaczenie kolejnej zmiennej do modelu moze tylko zwiekszyé wartosé tego
wspotczynnika, co ogranicza jego uzycie. Aby temu zaradzi¢ wprowadza sie jego skory-
gowang wartos¢

n—1

n—=k

ktory wprowadza kare za zuzycie zbyt duzej liczby zmiennych, ktore nie polepszaja do-
pasowania (a obnizaja liczby stopni swobody w modelu).

R?:=1- (1 - R?),

— Kryterium informacyjne Akaike (ang. Akaike Information Criterion). Jest ono za-
dane przez

AIC:=n-In (RSS> + 2k.
n

Kryterium to ma na celu minimalizacje tzw. odlegtosci Kullbacka-Leiblera miedzy zada-
nym modelem, a prawdziwym modelem.

— Kryterium informacyjne Bayesa (ang. Bayesian Information Criterion). Jest ono
zadane przez

RSS
BIC :=n-In <> + klnn.
n
Kryterium to jest powigzane z kryterium AIC, ale opiera sie na innym rozktadzie po-

czatkowym.

Wiecej informacji na tematy tych kryteriow mozna znalezé w [Farl5, Rozdzial 10.3] oraz
|Grel8, Rozdzial 5.8.1].

Powyzsze metody umozliwiaja stworzenia wielu procedur stuzacych do konstrukcji optymalnego
modelu, czy sprawdzenia jego poprawnosci. Omoéwmy kilka przyktadow:



52

e Testy statystyczne sprawdzajace, czy wyjSciowy model mozna rozszerzy¢ do lep-
szego modelu. Metody te skupiaja sie na tym, czy wyjsciowy model mozna rozszerzy¢ do
innego lepszego modelu modyfikujac macierz danych, co czesto jest zwiazane ze sprawdze-
niem poprawnosé¢ zalozenia (A.1). Powiazane testy statystyczne czesto badaja potencjalne
alternatywy (np. dolaczenie wyzszych poteg zmiennych objasniajacych), ktére moga prowa-
dzi¢ do lepszego dopasowania — przyktadowe metody (np. test RESET Ramsey’a) omowilismy
pokrétce w Rozdziale 5.1.1.

e Procedury pojedynczej eliminacji zmiennych (ang backward elimination). Majac dany
model z duzg iloscig zmiennych objasniajacych, eliminujemy pojedynczo zmienne w oparciu o
zadany algorytm. Procedura to moze by¢ powiazane zaréwno z testem statystycznym (np. eli-
minacja oparta o minimalna warto$¢ p-value dla t-statystyk dla wszystkich wspotczynnikow),
jak i kryterium doboru (np. eliminacja oparta o najmniejsza wartosé¢ AIC, o ile ta spada).

e Procedury pojedynczego doboru zmiennych (ang. forward selection). Startujac z pro-
stego modelu, dodajemy do niego kolejne zmienny w oparciu o zadana procedure.

W literaturze mozna znalezé tez procedury hybrydowe, ktoére taczg eliminacje, z doborem zmien-
nej (ang. stepwise regression). Wiecej informacji na temat procedur oraz ich implementacji w $ro-
dowisku R mozna znalez¢ w [Farl5, Rozdzial 10]. Warto zaznaczy¢, ze majac dwa modele, czesto
nie da sie stwierdzi¢, ktory jest lepszy (albo ktory bedzie lepszy w przysztosci, przy naplywie no-
wych danych). Istnieja wiele metod opartych na wnioskowaniu Bayesowskim, ktore pozwalaja na
polaczeniu wielu modeli i okreslenie ich poprawnosci (tzn. prawdopodobienstwa, ktory jest lepszy).
Wiecej informacji na ten temat mozna znalezé np. w [Grel8, Section 5.8.4].

Oproécz wyboru miedzy modelami, dobrze jest na konicu przeprowadzi¢ ogélna ocene modelu.
Czesto uwzglednia to wszystkie aspekty wymienione w tym rozdziale, m.in. weryfikacje zatozeni, czy
analize nietypowych obserwacji. Czesto dokonuje sie réwniez dalszej analizy modelu w oparciu o
rozne techniki walidacyjne, takie jak

e Walidacja krzyzowa (ang. cross—validation). Przyktadowy algorytm polega na podziale ob-
serwacje na dwa zbiory: na jednym zbiorze (uczacym) dopasowujemy parametry; na dru-
gim zbiorze (testowym) sprawdzamy jakos$¢ uzyskanej prognozy, np. poprzez analize wartosci
RMSE (ang. root-mean-square error), tzn.

\/Z;nl(gi — 4i)?

m

)

gdzie i = 1,2,...,m oznacza indeks obserwacji w zbiorze testowym, a {; oznacza progno-
ze modelu (uzyskana na podstawie zbioru uczacego i i-go wiersza macierzy danych zbioru
testowego. Nastepnie mozemy zamieni¢ ze soba zbiory i powtérzyé algorytm.

e Sprawdzenie odpornosci modelu, np. poprzez resampling obserwacji i inne metody boot-
strapowe.

e Testowanie wsteczne (ang. backtesting). Uzywane zazwyczaj do modeli uwzgledniajacych
czas — analiza zachowania modelu w przesztosci.

Niektore z tych technik wymagaja podziatu zbioru obserwacji na dwa podzbiory - jeden stuzacy do
estymacji, a drugi do oceny jakos$ci prognozy modelu. W przypadku niesymetrycznym, gdy zbior
testowy stuzy tylko do sprawdzania jakosci prognozy, typowym podejsciem jest podzial w stosunku
80/20.
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A Wybrane fakty ze statystyki oraz algebry liniowej

W rozdziale tym przypomnimy kilka wybranych podstawowych faktow zwiazanych ze statystyka i
algebra liniowa, ktore zostaly uzyte podczas dowodéw. Zacznijmy od definicji podstawowych pojeé
(wlasnosci), ktore sa nam potrzebne w podczas kursu.

Definicja A.1 (Podstawowe wtasnosci macierzy). Niech A oraz B beda kwadratowymi ma-
cierzami rzeczywistymi o wymiarze n x n, gdzie n € N. Méwimy, ze

A jest symetryczna jezeli A’ = A.

A jest idempotentna jezeli A? = A.

- A jest nieosobliwa (odwracalna), jezeli istnieje (n xn) macierz C taka, ze AC = CA =1,

A jest dodatnio polokreslona, jezeli ' Az > 0 dla dowolnego wektora € R™ \ {0}.

A jest dodatnio okreslona, jezeli ' Az > 0 dla dowolnego wektora € R™ \ {0}.

- A > B, jezeli macierz A — B jest dodatnio potokreslona.

W dowodach przedstawionych w trakcie wykladu czesto korzystamy z wlasnosci macierzy X X'.
Ponizsza propozycja wprowadza podsumowanie wybranych wlasnodci.

Propozycja A.2. Niech X oraz A beda macierzami rzeczywistymi o wymiarach n x k oraz
n x n, gdzie n > k oraz n, k € N. Wtedy

1) X'X jest symetryczna.

2) X'X jest dodatnio pol-okreslona. Gdy rank(X) = k, to X' X jest dodatnio okreslona.

3) rank(X’'X) = rank(X).

Dowoad.
1) Dla dowolnych macierzy B, C zachodzi (BC)' = C'B’ oraz (B') = B, co daje (X'X) = X'X.

2) Dla z € R¥\ {0} dostajemy ' X' Xz = (Xz)(Xz) = (Xx, Xx) > 0, gdzie (-, ) to standardowy
iloczyn wewnetrzny (skalarny) na przestrzeni RF dla ktorego zachodzi (z,2) = 2/z = 25:1 22, gdzie
z = (21,...,2) € R¥. Dostajemy wiec dodatnia potokreslonosé. Zauwazajac, ze (Xx, Xx) = 0

wtedy i tylko wtedy, gdy X« = 0, dostajemy druga czesé¢ tezy.
3) Pokazmy, ze dla dowolnego = € R¥\ {0} zachodzi Xz = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy X' Xx = 0.

Roéwnosé wymiaru jadra odwzorowania da nam réownosé rzedu macierzy. Zatézmy, X' Xz = 0.
Mnozac obie strony przez @’ dostajemy warunek (Xx, Xx) = 0, ktory implikuje Xx = 0 dla
dowolnego = € R¥\ {0}. Implikacja w druga strone jest oczywista. O

Aby poznaé rozklady statystyk testowych, dobrze jest tez przypomnieé niektore fakty ze statystyki,
ktore wiaza rozklad normalny z rozktadem 2.
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Propozycja A.3. Niech X oraz A beda macierzami rzeczywistymi o wymiarach n x k oraz
n X n, gdzie n > k oraz n,k € N. Wtedy

1) Jezeli A jest symetryczna, idempotentna oraz X ~ N(0,1,,) to X’AX ~ x?(rank(A)).
2) Jezeli A jest idempotentna to rank(A) = tr(A).

3) Dla dowolnego m-wymiarowego wektora losowego X ~ N(u, X)), gdzie ¥ jest niezdegenero-
wana, zachodzi (X — )X~ X — u) ~ x3(m)

Dowdd.

1) Poniewaz A jest symetryczna, mozna ja przedstawi¢ w postaci A = QAQ’, gdzie A jest macierza
diagonalna, natomiast @) jest macierza ortogonalna (spetniajaca Q' = Q'). Zdefiniujmy wektor
losowy V := Q' X. Wektor V ma wielowymiarowy rozktad normalny (jako kombinacja afiniczna X)
o éredniej E[V] = Q'E[X] = 0 oraz macierzy wariancji Var[V] = Q' Var[X]|Q = Q'Q = 1,,. Latwo
réwniez zauwazyé, ze X = (Q')7'V = QV, skad dostajemy X'AX = V'Q'AQV = V'AV. Poniewaz
A jest idempotentna, to wiemy, ze wyrazy na przekatnej macierzy A sg réwne zero lub jeden. fgczac
to z wlasnoscia V' ~ N(0,1,,) oraz zauwazajac, ze ilo§¢ niezerowych wyrazow na przekatnej wyznacza
rzad macierzy rowny rank(A), dostajemy rownosé

rank(A)
XAX =VAV= > V2,
i=1
gdzie (V;) jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o standardowym rozktadzie normalnym.
To juz implikuje X’AX ~ y%(rank(A)).

2) Poniewaz A jest idempotentna, mozna ja przedstawi¢ w postaci A = QAQ ™!, gdzie A jest macie-
rzg diagonalng o wartosciach zero oraz jeden, przy czym ilosc jedynek réwna jest rzedowi macierzy
A. Korzystajac z faktu, ze slad macierzy jest niezmienniczy wzgledem przesunie¢ cyklicznych do-

stajemy tr(A) = tr(QAQ™!) = tr(Q 'QA) = tr(A) = rank(A).

3) Poniewaz ¥ jest symetryczna i dodatnio okreslona, mozna ja przedstawi¢ w postaci ¥ = QAQ’,
gdzie A jest macierzg diagonalng o dodatnich wyrazach na przekatnej, a @) jest macierzg ortogonalng
(speliajaca Q' = Q7). Niech V := H(X —pu), gdzie H := Q'VA~1Q. Korzystajac z symetrycznosci

H tatwo zauwazy¢, ze
HH = (QVA1Q) (QVA1Q) = @A~ =5
oraz V ma wielowymiarowy rozktad normalny o sredniej E[V] = HE[X — u| = 0 i macierzy wariancji
Var[V] = H Var[V]H' = HSH' = (Q\/FQ') QAQ’ (Q\/FQ’) — 1,

Stad dostajemy
(X —p)SHX —p) = (X —p)/HHX —p) =V'V=> V7,
i=1

gdzie (V;) jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o standardowym rozkladzie normalnym,
co implikuje (X — )2 "X — p) ~ x?(m) i koriczy dowdd. O
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liczba obserwacji

liczba zmiennych objasniajacych

(zazwyczaj) indeks oznaczajacy numer obserwacji (wiersz X)

(zazwyczaj) indeks oznaczajacy numer zmiennej objasniajacej (kolumne X)
Wspotezynnik (wyraz) wolny regresji liniowej

(1 x k) wektor wspotczynnikow regresji liniowej

(n x 1) wektor (losowy) zmiennej do regresji; zmienna objasniana

(k x n) macierz (losowa) danych regresji liniowej; zmienne objasniajace

(k x 1) wektor (losowy) btedu w regresji liniowej; czynnik losowy (stochastyczny)
estymator OLS parametru 3

residua (y — ) dla estymatora b, tzn. y — Xb

prognoza modelu regresji liniowej dla ustalonego estymatora B , tzn. g = BX
estymator OLS parametru o2, tzn. s> = RSS /(n — k)

suma kwadratéw residudéw, czasami uzywa sie tez oznaczen SRR lub RSE.
blad standardowego czynnika losowego, Vs?

wspoOltczynnik determinacji

$rednia z probki z

srednia z probki (z;z})! 4

srednia z probki (z;y;)"

Macierz kowariancji dla stacjonarnego szeregu (z;), tzn. E[z;x]

Macierzy kowariancji dla stacjonarnego szeregu g; = x;€;, tzn. E[g;g/]

proces MDS dla modelu asymptotycznego, tzn. (x;€;)

dZzwignia i-tej obserwacji

macierz projekcji, P = X (X' X))~ 1 X’

anihilator, M =1, — P

statystyka testowa t-studenta dla t-testu (dla j-go wspotczynnika)
statystyka Fishera-Snedecora dla F-testu

wektor zestandaryzowanych residuéw dany przez e;/+/s%(1 — h;),

transpozycja wektora x, czasami rowniez 7

n-wymiarowa macierz jednostkowa
rzad macierzy A
slad macierzy A
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