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Wstep

Wyktad ten wprowadza podstawowe narzedzia i metody rachunku prawdopodobienistwa. Materiat
wylozony na wyktadzie stanowi fundament wielu dziedzin matematyki stosowanej i finansowej. W
szczegblnosei, znajomosé materiatu prezentowanego na tym kursie jest niezbedna do studiowania
wielu przedmiotéw na studiach matematycznych. Dotyczy to m.in. statystyki, proceséw stochastycz-
nych, czy ekonometrii.

Kurs ten zaktada znajomosé podstaw teorii mnogosci, analizy matematycznej funkcji jeden
zmiennej, algebry liniowej z geometria i topologii. Zaktadamy, ze w w trakcie trwania wyktadu stu-
denci uczestnicza réwnolegle w zajeciach zwiazanych z analiza matematyczna funkcji wielu zmien-
nych, czy teoria miary i catki. Dzicki temu w miar¢ uplywu czasu bedziemy w naszym kursie
korzysta¢ z powyzszego faktu uzywajac poznanych na tych kursach poje¢ i metod. W zwigzku
z tym zdecydowalidémy sie pomingé niektére dowody twierdzen stanowiacych podstawe rachunku
prawdopodobienstwa, gdyz sa one omawiane (i dowodzone) w trakcie wymienionych kursow.

Kurs ten mozna traktowaé jako kontynuacje prowadzonego przez wiele lat na Uniwersytecie Ja-
gielloniskim autorskiego wyktadu prof. dra hab. Jerzego Ombacha. Z kursu tego zostal zaczerpniety
m.in. uktad tresci, redakcja wybranych dowodéw, przyktady, czy wypowiedzi twierdzen. Wyktad ten
zostal (w nieznacznie zmienionej formie) opublikowany w 2018 r. w [Omb19|. Innym dobrym (alter-
natywnym) zrodltem wiedzy, z ktorego rowniez czeSciowo korzystalismy w trakcie przygotowywania
tego kursu, sa dwa podreczniki wprowadzajace do teorii rachunku prawdopodobieristwa napisane
przez prof. dra hab. Jacka Jakubowskiego oraz dra Rafata Sztencla, tj. [JS04| oraz [JS17|. Bardziej
dociekliwym studentom polecamy réwniez ksiazki [Bil12] oraz [ADDOO].

Uwaga: Glownym celem tego wyktadu jest wylozenie teoretycznej czesci podstaw teorii prawdo-
podobienstwa. Majac jednak na uwadze, ze jest to wyktad wstepny, w kursie tym stosunkowo duzo
miejsca poswieciliSmy na prezentacje przykladéw, majacych na celu wyrobienie intuicji probabili-
stycznych. Przyktady te powinny by¢ uzupelnione o zadania przerobione na ¢wiczeniach. Zachecamy
rowniez do spojrzenia na wybrane ksiazki (zbiory zadan) w ktorych mozna znalezé¢ wiele ciekawych
zadan. Oprocz wyzej wymienionych pozycji, zadania z rachunku prawdopodobienistwa mozna zna-
lez¢ np. w [GSO1la| lub [CZ13].

1 Przestrzen probabilistyczna

Pojeciem stojacym u podstaw teorii prawdopodobienstwa jest tzw. przestrzen probabilistyczna ozna-
czana czesto przez (2, X, P). Trojka obiektow przestrzeni probabilistycznej to: 2 — zbiér zdarzen
elementarnych, czyli pewien z gory ustalony zbior (przestrzen), ¥ — zbioér zdarzen (mierzal-
nych), czyli zbior podzbiorow €2, ktore mozemy zmierzy¢ oraz P — prawdopodobienistwo, czyli
funkcja przypisujgca zdarzeniom mierzalnym z ¥ jaka$ warto$é liczbowa. Warto tutaj podkresli¢, ze
zdarzeniem nazywamy wylacznie podzbiory €2 ktére mozemy zmierzyé, tzn. te ktore naleza do 3. W
szczegolnosei, zdarzenia elementarne (jednoelementowe zbiory w € Q) nie musza zby¢ zdarzeniami.
Zanim formalnie wprowadzimy definicje przestrzeni mierzalnej oraz przestrzeni probabilistycznej,
przedstawmy prosty przyktad, zob. Przyktad 1.1.

Przyktad 1.1 (Przyktad prostej przestrzeni probabilistycznej). Rozwazy rzut standardowa moneta.
Zbiorem zdarzen elementarnych moze by¢ tutaj zbior Q = {O, R}. Przestrzen zdarzeri mierzalnych
to X =P(Q) ={0,{0, R},{O},{R}}. Zdrowy rozsadek podpowiada nam, ze miara (prowdopodo-
bieistwo) zdarzeii, ktore mozemy zmierzy¢ powinno wynosi¢ P({O}) = 1, P({R}) = 1, P(0) = 0

oraz P({O, R}) = 1. Mozemy to zapisa¢ zbiorczo wzorem P(A) = %.



1.1 Definicja przestrzeni probabilistycznej

Oczywiscie, aby ogdlna definicja przestrzeni probabilistycznej miata sens nalezy najpierw nalozy¢
pewne ograniczenia na rodzine zbioréw mierzalnych, a nastepnie na miare. Zacznijmy od zdefinio-
wania pojecia o-algebry, ktora definiuje nam rodziny podzbioréw zadanego zbioru €2, ktére maja
dobra strukture.!

Definicja 1.2 (o-algebra i przestrzeri mierzalna). Niech  bedzie przestrzenia (zbiorem). Ro-
dzine ¥ podzbioréow ) nazywamy o-algebra (lub o-ciatem), jezeli

1) (Zbior Q nalezy do X) Q € ¥;
2) (Dopelnienie zbioruz ¥ jest w £) A€ ¥ = Q\ AeX;
3) (Suma przeliczalna zbioréw z X jest w ) Ay, Ag,... € ¥ = |2, 4; € T

Pare (2,Y) zlozona ze zbioru € i okreslonej na niej o-algebrze ¥ nazywa sie przestrzenia
mierzalna.

Znajac zbioér zdarzen elementarnych €2 oraz rodzine zdarzen ¥ ktére mozemy zmierzyé, chcieliby$my
przypisa¢ kazdemu zdarzeniu pewna (nieujemna) wartos¢ liczbowa odpowiadajaca prawdopodobieri-
stwu zdarzenia.

Definicja 1.3 (Miara probabilistyczna). Niech dana bedzie przestrzen mierzalna (£2,%) oraz
funkcja P: ¥ — R. Funkcje P nazywamy miara probabilistyczna (prawdopodobienstwem),
gdy spelnia ona nastepujace wtasnosci:

1) (Nieujemnosé¢) P(A) > 0, dla dowolnego A € %;

2) (Unormowanie) P(Q2) = 1,

3) (Przeliczalna addytywnosc) Jezeli Ay, As, ... € 3 sa parami rozlaczne, to
P (Ufil Aj) = Zi’il P(A;).

Laczac Definicje 1.2 z Definicja 1.3 dostajemy definicje przestrzeni probabilistyczne;j.

Definicja 1.4 (Przestrzen probabilistyczna). Trojke (2, X, P), w ktorej (£2, X) jest przestrzenia
mierzalna, a P okreslona na niej miara probabilistyczna (prawdopodobienstwem) nazywamy
przestrzenia probabilistyczna.

Na koniec warto jeszcze wspomnieé, ze zazwyczaj o-algebre (i okreslona na niej miare probabili-
styczna) definiuje sie wychodzac od pewnej ustalonej rodziny podzbioréow €.

Definicja 1.5 (Najmniejsza o-algebra). Niech Q bedzie przestrzenia, a F C P(f2) ustalona
rodzing jej podzbioréw. Wtedy najmniejsza o-algebre zawierajaca w sobie rodzine F
oznaczamy przez o(F).

Wtasnosci najmniejszych o-algebr beda omoéwione na teorii miary i catki. Zauwazmy tylko, ze o (F)
jest iloczynem wszystkich o-algebr zawierajacych F.

"Wiecej informacji na temat o-algebr bedzie podanych na wykladzie z teorii miary i catki.




1.2 Podstawowe wlasnosci przestrzeni probabilistycznych

Majac zadana przestrzen probabilistyczna, mozemy sie zastanowié, jakie wtasnosci musi ona spel-
nia¢. Zbior (wybranych) podstawowych wlasnosci przedstawiony jest w Propozycji 1.6 oraz Propo-
zycji 1.7.

Propozycja 1.6 (Podstawowe wtasnosci prawdopodobienistwa — ogolne). Niech (€2, 3, P) bedzie
przestrzenia probabilistyczna. Wtedy zachodza nastepujace wtasnosci:

1) 0 € ¥ oraz P() = 0;
2) Aj,Ay,...eX = N2, A eX
3) P(Ur, Ai) = > - P(A;) dla parami rozlacznych zdarzen Ai,..., A,, n € N.
4) Jezeli A C B, to P(B) =P(A) + P(B\ A).
5) P(A) =1—-P(Q\ A).
6) Jezeli A C B, to P(A) < P(B).

)

7) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Dowdd.
1) Pierwsza czes¢ wynika bezposrednio z 1) 1 2) w Definicji 1.2. Z przeliczalnej addytywnosci miary
probabilistycznej dostajemy P[0] = P (U2, 0) = >.2, P(0), co implikuje P[})] = 0.
2) Wynika to wprost z praw de Morgana (¢w. do domu).
3) Skoriczona addytywnos$¢ wynika z przeliczalnej addytywnosci — wystarczy w definicji przyjac¢
A, =0dla k > n.
4) Wystarczy zauwazy¢, ze B = AU (B\ A), AN (B\ A) = 0, oraz skorzysta¢ z przeliczalnej
addytywnodci.
5) Wynika wprost z 4) (¢w. do domu).
6) Wynika wprost z 4) (¢w. do domu).
7) Wynika wprost z 3); wystarczy A U B przedstawié¢ jako sume roztacznych zbiorow A\ B, B\ A
oraz AN B.

0

Propozycja 1.7 (Podstawowe wlasnosci — ciagi zdarzeni). Niech (2,3, P) bedzie przestrzenia
probabilistyczna oraz niech A, Aa, ... € X bedzie dowolnym ciggiem zdarzen. Wtedy zachodza
nastepujace wlasnosci:

1) P(UZ, Ai) < 3255, P(A)).
2) Jezeli [P(Al) =0,dlai e N, to P(Ufil Az) =0

4

)
)
3) Jezeli P(4;) =1,dlai e N, to P2, 4;) =1
) Jezeli Ay C Ay C A3 C ..., to limy 00 P(Ay) =P (Usoq Ai)-
)

5) Jezeli A1 D A D A3 D ..., to lim,, s P(An) = ]P’(m?il AI)




Dowoad.
1) Definiujemy rodzine (B;);en dana przez

B - Aq 1=1,
e Ai\(AlLJAQU...UAi,l) Z;él

Latwo zauwazy¢, ze | J;2, A; = |J;2, B; oraz zdarzenia z rodziny (B;);cn sa parami roztaczne. Laczac
to z faktem, ze dla ¢ € N zachodzi B; C A;, dostajemy

P (G Ai> —P (G B,») _y P(B;) < i]P’(AZ»).
=1 =1 =1 =1

2) Wynika bezposrednio z 1) (¢w. do domu).
3) Wynika bezposrednio z 1) oraz praw de Morgana (¢w. do domu).
4) Niech Ag = (). Zakladajac Ay C As C A3 C ... i rozumujac podobnie jak w 1) dostajemy

o o oo n
P <U1 Al-) =P (Ul(AZ- \ AH)> =) P(Ai\A4i) = lim [ZIP(Ai \Ai1)| = lim P(A,).
i= i= i=1 i=1
5) Wynika z 4) i praw de Morgana (¢w. do domu). O

1.3 Przyktady dyskretnych przestrzeni probabilistycznych
W tym podrozdziale przedstawimy przyktady dyskretnych przestrzeni probabilistycznych.

1.3.1 Schemat klasyczny

Najprostszym przyktadem przestrzeni probabilistycznej jest tzw. schemat klasyczny w ktérym roz-
wazamy skoniczona liczbe zdarzeni elementarnym wraz z ich zbiorem potegowym (zbiorem wszystkich
podzbiorow), w ktorym zaktadamy, ze kazde zdarzenie jest rownoprawdopodobne.

Definicja 1.8 (Schemat klasyczny). Niech n € N oraz niech = {w; ..., w,}. Wtedy sche-
matem klasycznym nazywamy przestrzeni probabilistyczng (2,3, P) dla ktorej ¥ = P(Q)
oraz miara P jest zadana przez

P(A) =22 AeP(Q). (1.1)

Latwo sprawdzi¢, ze trojka (2,3, P) zadana w Definicji 1.8 w istocie tworzy przestrzen probabili-
styczna (¢w. do domu). Miara zadana w (1.4) zaklada, ze kazdy element ze zbioru 2 wystepuje z
réwnym prawdopodobienistwem, tzn.

P({w}) = ... = P({wn}) = 1,

a # A odpowiada ilosci tzw. sprzyjajocych zdarzen elementarnych, tzn. zdarzen elementarnych w € €Q,
ktore naleza do A. Na dobra sprawe zamiast warunku (1.4) wystarczyloby zada¢ miare na zdarze-
niach 4; = {w;} — kazdy inny zbiér z P(€2) mozna przedstawi¢ jako suma zbiorow (A4;)" ,, a
nastepnie skorzysta¢ ze skoriczonej addytywnosci miary. Warto réwniez zauwazyé, ze mamy tutaj
tzw. petng informacje o eksperymencie, tzn. jesteSmy zmierzyé¢ prawdopodobieristwo wystgpienia



kazdego ze zdarzen elementarnych; w schemacie klasycznym . jest najmniejsza o-algebra, ktéra za-
wiera w sobie wszystkie zdarzenia elementarne. Czesto zamiast uzywac zapisu 3 = P(Q2) bedziemy
pisa¢ ¥ = o({w1},...,{wn}). Zbiér podzbiorow {{w1},...,{wn}} W pewnym sensie wyznacza nam
tutaj tzw. atomy naszej o-algebry, czyli roztagczne podzbiory €2 z ktérych mozemy odtworzyé cala
Y. Liczba elementow X w schemacie klasycznym rowna jest 2" (liczba n-wyrazowych wariacji zbioru
{0,1} w ktorym kazda wariacja identyfikuje, ktore atomy naleza do powiazanego zbioru).

Przyktad 1.9 (Dwukrotny rzut kostka symetryczna z pelna informacja). Zatézmy, ze chcemy stwo-
rzy¢ model dwukrotnego rzutu symetryczng kostka w schemacie klasycznym. Przyktadowa przestrze-
nia probabilistyczna moze by¢ tutaj trojka (Q, 3, P), gdzie

Q:={(i,j), dlai,j =1,2,3,4,5,6},

Y :=P(Q),
P(A) =22 AecP(Q).

Aby obliczyé prawdopodobienstwo, ze w obu rzutach wypadta parzysta liczba oczek, wystarczy
obliczy¢ tzw. ilos¢ elementarnych zdarzen sprzyjajacych. Dla B := {(i,j) € Q : 4,5 € {2,4,6}}

dostajemy P(B) = % = % =1

Przyktad 1.10 (Losowanie karty). Zalézmy, ze chcemy stworzy¢ model wylosowania jednej karty
z 24 elementowej talii kart. Przykladowymi dwoma przestrzeniami probabilistyczng mogg by¢ tutaj
(Q,%,P) oraz (Q, X, P), gdzie

Q:={1,...,24}, Q:={(i,7):i € {%,,0, M}, € {9,10,],Q,K,A}}
Y= P(Q), ¥ = P(Q),
P(A) = £ AeP(Q) P(A):=#1  AeP(Q).

W pierwszym przypadku mamy przestrzen 24 elementéow w ktéorym kazdy odpowiada jakiejs karcie.
W drugim przypadku wprowadzamy strukture w elementach, aby tatwiej liczy¢ prawdopodobieri-
stwo interesujacych nas zdarzeri. Warto tutaj zauwazy¢ dwie rzeczy: (1) istnieje wiele przestrzeni
probabilistycznych, ktore moga opisywaé ten sam eksperyment; (2) dobranie wlasciwej przestrze-
ni probabilistycznej moze nam utatwié liczenie prawdopodobienstwa interesujacych nas zdarzen.
Przyktadowo, zdarzenie wylosowanie trefla tatwiej opisa¢ w drugiej przestrzeni definiujac zbidr
B = {(i,j) € Q:i = &}; w pierwszej przestrzeni musielibysmy zidentyfikowaé elementy odpo-
wiadajace kartom trefl i je recznie wypisaé. Przyktadowo, jezeli karty sa ponumerowane wedlug
koloréw zaczynajac od kart treflowych, to dostalibysmy B := {1,2,3,4,5,6}.

1.3.2 Schemat klasyczny z niepelna informacja

W poprzednim rozdziale zakladaliSmy, ze o-algebra jest zbiorem potegowym 2 i jesteSmy w stanie
policzy¢ prawdopodobieristwo kazdego podzbioru 2. Oczywiscie tak by¢ nie musi, i o-algebra moze
by¢ istotnie mniejsza od P(£2).

Definicja 1.11 (Schemat klasyczny z niepelna informacja). Niech n € N oraz niech Q =
{wi ..., wn}. Wtedy schematem klasycznym z niepelng informacja nazywamy przestrzen
probabilistyczna (€2, 3, P) dla ktorej ¥ C P(£2) oraz miara P jest zadana przez

P(A) =% Aex. (1.2)

n




Gdy mamy do czynienia z niepelng informacja, to o-algebre najlatwiej jest opisa¢ uzywajac atomow
ja budujacych, tzn. roztacznych podzbioréw  z ktérych mozemy odtworzyé caly 3. Zatézmy, ze
Ay, ..., Ay, gdzie k < n, to podzbiory €2 spelniajac warunki Ule A; = Qoraz A;NA; =0, gdy
1 # j. Wtedy mozemy zdefiniowaé¢ ¥ jako

Si={A: A= ;e Ai,gdzie I =P({1,...,k})}.

Przyktad 1.12 (Rzut moneta bez informacji o wyniku). Zalézmy, ze chcemy stworzy¢ model rzutu
moneta bez zadnych informacji o wyniku. Przyktadows, przestrzenia probabilistyczna moze by¢ tutaj
(Q,%,P), gdzie Q :={0,1}, ¥ := {Q,0}, P(?) =1 —P()) = 1. Nie majac informacji o rzucie (czyli
np. o tym czy moneta nie jest sfalszowana) przestrzen jest trywialna, Q jest jedynym atomem, a
liczba elementéw X to 2! - mozemy policzy¢ tylko prawdopodobieristwo zdarzenie pewnego i pustego.

Przyktad 1.13 (Trzy rzuty moneta z informacja, czy wypadt orzet). Zalozmy, ze chcemy stworzyé
model trzykrotnego rzutu monetg majac dang tylko informacje, czy w ktéryms rzucie wypadt orzet.
Mozemy zdefiniowa¢ przyktadowa przestrzenia probabilistyczna (2, X, P), gdzie

Q:={(i,j,k), dlai,j, k € {O, R}},
Y :=0(A1,02\ A1), gdzie Ay ={(4,5,k) €Q2:i=0Vji=0Vk=0}
P(A):=#4 Aex.

Mamy tutaj dwa atomy, a liczba elementéow ¥ to 22, ktore odpowiadajg zdarzeniom wypadniecia
orta, niewypadniecia orta, zdarzeniu pewnemu i pustemu. Latwo policzy¢ P(A;) = 1-P(Q\A;) = 1—
1

5= %. W tej przestrzeni nie jesteSmy w stanie policzyé np. prawdopodobieristwa, czy w pierwszym

rzucie wypadt orzel, gdyz powiazany zbiér zdarzen elementarnych nie jest mierzalny.

Przyklad 1.14 (Dwukrotny rzut kostka z informacja o sumie oczek). Zalézmy, ze chcemy stwo-
rzy¢ model dwukrotnego rzutu symetryczna kostka z informacja o sumie oczek. Przypominajac,
ze 0(Ai,..., Ar) oznacza najmniejsza o-algebre zawierajaca w sobie zbiory Aj,..., A, mozemy
zdefiniowaé przyktadows przestrzenia probabilistyczna (2, 3, P), gdzie

Q:={(i,j), dlai,j =1,2,3,4,5,6},
Yi=o0(Ag, k=2,...,12), gdzie Ay :={(i,j) € Q: i +j =k}

P(A) =22 Acx.

Mamy tutaj 11 atoméw, liczba elementéw X to 2!, co jest istotnie mniejsze od liczby elemen-
tow zbioru potegowego, tzn. 236, W tak zadanym eksperymencie, jestesmy w stanie policzyé np.
prawdopodobienistwo zdarzenia, ze suma liczby oczek jest mniejsza od 4. Dla B = Ay U A3 U Ay

dostajemy

6 1
Warto zauwazy¢, ze przy tak zdefiniowanej o-algebrze nie jesteSmy w stanie policzy¢ np. prawdopo-
dobienstwa, ze w pierwszym rzucie wypadta jedynka, gdyz zdarzenie B = {(1,1), (1,2),...,(1,6)}

nie nalezy do .

Uwaga 1.15 (Niepelna informacja, a prawdopodobienstwo zdarzen). Niepelna informacja odnosi
sie do tego, jakie informacje o modelu otrzymujemy. W szczegdlnosci w schemacie z pelng infor-
macja jesteSmy (réwniez) w stanie policzyé prawdopodobienistwa zbioréw opisanych w poprzednich
przyktadach. Co wiecej, z praktycznego punktu widzenia do obliczania prawdopodobienistw lepiej
uzywaé schematu klasycznego (o ile to tylko mozliwe) zamiast schematu z niepelng informacja.

W1

w2



1.3.3 Schemat dyskretny skoriczony

W schemacie klasycznym miara probabilistyczna zliczata nam ilo§é zdarzen elementarnym w danym
zbiorze. Oczywiscie zdarzenia elementarne nie musza mie¢ rownego prawdopodobienistwa, a miare
mozna zadan w sposéb bardziej ogélny.

Definicja 1.16 (Schemat dyskretny). Niech n € N oraz niech Q = {w; ...,w,}. Wtedy sche-
matem dyskretnym skonczonym nazywamy przestrzen probabilistyczna (€2, X, P) dla ktorej
Y = P(Q) oraz miara P jest zadana przez P({w;}) = pi, tj.

> pin A€ (1.3)

i w;€A

gdzie (p;)I; to ciag nieujemnych liczb rzeczywistych spetniajacych rownosé Y | p; = 1,

W Definicji 1.16 wystarczy zada¢ miare tylko na zdarzeniach elementarnych (ktore sa tutaj atoma-
mi) — ze skoriczonej addytywnosci jesteSmy w stanie poda¢ prawdopodobienstwo zaj$cia dowolnego
zbioru z X, tj. dla A € 3 dostajemy

P(A) =P{wi € Q:w e A)= Y PlHw})= > pi

i w;€A i w; €A

Oczywiscie, podobnie jak w przypadku klasycznym, mozna zdefiniowaé schemat dyskretny z niepet-
ng informacja, ale nie bedziemy tutaj tego robié¢. Warto tez zauwazy¢, ze schemat dyskretny uogélnia
nam schemat klasyczny: dlan € Nip; = % schemat dyskretny jest schematem klasycznym.

Przyktad 1.17 (Rzut falszywa moneta). Zalézmy, ze chcemy stworzyé model rzutu sfalszowana
moneta, w ktorej prawdopodobieristwo wypadnigcia orfa wynosi 4 3. Eksperyment ten opisuje prze—
strzen (2, X, P), gdzie Q2 := {O, R}, ¥ := P(£2), a miara Zadanajest przez P({O}) = 2 i P({R}) =

Przyktad 1.18 (Trzy rzuty moneta z informacja, czy wypadt orzet). Zalozmy, ze chcemy stworzyé
model trzykrotnego rzutu monets z informacja, czy w ktéryms rzucie wypad?l orzetl. Zamiast defi-
niowaé przestrzen z niepelng informacja, jak w Przyktadzie 1.13, mozemy zdefiniowaé uproszczona
przestrzenia probabilistyczna (€2, 3, P) zadana przez

Q2 :=40,1},
Y :=P(Q)
P({0)) i= § =1 - P({L)).

Prawdopodobieristwo zdarzen elementarnych jest tutaj rozne, tzn. P({0}) # P({1}), wiec nie jest to
schemat klasyczny.

Przyktad 1.19 (Dwukrotny rzut kostka z informacja o sumie oczek). Podobnie jak w poprzednim
przyktadzie, mozna zmodyfikowaé przestrzen probabilistyczna z Przyktadu 1.14, tak aby byto w niej
11 nier6wnoprawdopodobnych zdarzen elementarnych (éw. do domu).

1.3.4 Schemat dyskretny (nieskoriczony)

W poprzednich przypadkach zaktadalismy, ze ilo$¢ elementéw w zbiorze €2 musi byé skoriczona.
Tak oczywiscie by¢ nie musi. Najprostszy przyktad w ktérym zbidr € jest nieskonczony stanowi
dyskretny schemat nieskonczony.
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Definicja 1.20 (Schemat dyskretny nieskoriczony). Niech Q = {wi, we,...}. Wtedy sche-
matem dyskretnym (nieskonczonym) nazywamy przestrzen probabilistyczng (2, X, P) dla
ktorej ¥ = P(Q2) oraz miara P jest zadana przez P({w;}) = p;, tj.

P(A)= Y pi, AcX. (1.4)

i w;EA

gdzie (p;)$2; to ciag nieujemnych liczb rzeczywistych spetniajacych réwnosé > .2 p; = 1.

Oczywiscie, schemat nieskonczony jest w pewnym sensie uogélnieniem schematu skonczonego - dla
1 > n mozemy zada¢ p; = 0, co odtworzy nam schemat dyskretny; elementy o prawdopodobienistwie
zero w pewnym sensie nie sa wtedy istotne.

Przyktad 1.21 (Seria rzutow kostka). Zalozmy, ze chcemy stworzy¢ model w ktérym rzucamy kost-
ka az do uzyskania liczby oczek réwnej szeéé. Teoretycznie, liczba tych rzutéw moze by¢ dowolnie du-
za, co sugeruje uzycie schematu dyskretnego nieskoriczonego. Odpowiada temu przestrzen (€2, X, P)
zadana przez Q = N, ¥ = P(Q) oraz P({i}) = p; = #(2)""1. Oczywiscie 37°, p; = - : L. =1

Warto zauwazy¢, ze wartosé P({i}) = p; mozna uzyskaé¢ stosujac schemat klasyczny, tzn. dla prze-
strzeni okreslajacej i-rzutéw kostka szansa, ze 6 wypadnie po raz pierwszy w i-tym rzucie wynosi
1/5vi—1
5

1.3.5 Przestrzenie probabilistyczne zwigzane z problemami kombinatorycznymi

Wiele probleméw probabilistycznych sprowadza sie do losowania (jednego lub wielu) elementow
z zadanych zbioréw. Przydajg sie tutaj podstawowe wzory kombinatoryczne, ktore utatwig nam
okreslenie prawdopodobienstwa na danej przestrzeni, zob. Dodatek A. Przyktadowo, jezeli interesuje
nas losowanie n elementéw z N elementowego zbioru X, to przestrzen probabilistyczng mozna
okresli¢ jako

#A _ #A
Q:=X", =P P(A) = —— = —.
W przypadku losowania n elementéw bez zwracania z zbioru N elementowego X mozemy
okresli¢
_#A  #A

Q:={ACX:#A=n}, X:=PQ), P(A): 20 (JT\L[)
Przyktad 1.22 (Losowanie kul ze zwracaniem). Zalézmy, ze mamy urne z kula biala i czarna. Z
urny losujemy dwa razy kule ze zwracaniem. Chcemy odpowiedzie¢ na pytanie: Jakie jest praw-
dopodobieristwo, ze wylosujemy co najmniej raz kule biatq? Definiujemy Q = {C,B}? i uzywajac
schematu klasycznego obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia sprzyjajacego dostajac

P({(z,5) € Q: 2 =B vy =B}) = P({(B,B)} U{(B,C)} U{(C,B)}) = &

Gdybysmy zdecydowali sie nie rozrézniaé kolejnosci losowania, to moglibysmy zdefiniowa¢ Q =
{(B,C), (B,B),(C,C)}, gdzie kazde zdarzenie odpowiada wynikowi losowania (bez uwzglednienia
kolejnosci). W takim wypadku uzycie schematu klasycznego nie bytoby poprawne, gdyz prawdopo-
dobieristwo wylosowanie kul obu kolorow jest (dwukrotnie) wieksze niz prawdopodobienistwo wylo-

sowania kul o jednym (zadanym kolorze), tzn. P({(B, C)}) = 2P({(B,B)}) = 2P({(C, C)}).

Wiecej przyktadow zwiazanych z losowaniem zostanie przedstawionych na éwiczeniach.
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1.4 Przestrzen probabilistyczna na podzbiorze R" i prawdopodobieiistwo geo-
metryczne

Oprocz przestrzeni dyskretnych, mozemy réwniez badaé bardziej skomplikowane struktury opisane
na przyktad na podzbiorze R™. O ile zdefiniowanie zbioru zdarzen elementarnych 2 C R™ nie jest
trudne, o tyle wlasciwe zadanie o-algebry oraz miary wymaga znajomosci podstaw teorii miary i
calki. Opiszemy teraz pokrétce jak to zrobi¢ w klasycznym przypadku; wiecej informacji na ten
temat bedzie podanych na wykladzie z teorii miary i catki.

Jak juz wspomnieliSmy, zazwyczaj o-algebre zadaje si¢ wychodzac od tzw. zbioréw generuja-
cych na R™. W szczegolnosei, jezeli F jest rodzina wszystkich zbioréw otwartych na R", to o(F)
nazywamy o-algebra zbioréw borelowskich i oznaczamy przez B(R™). o-algebre zbiorow bore-
lowskich mozna zdefiniowa¢ na wiele rownowaznych sposobéw. Dla R mamy B(R) = o(F), gdzie F
jest: (1) rodzina zbioréw domknietych; (2) rodzina przedzialow otwartych; (3) rodzina przedzialtow
jednostronnie domknietych; (4) rodzina przedziatow {(co,b)} dla b € R. Jest to o tyle wazne, ze
zazwyczaj miare probabilistyczna réwniez wystarczy zadaé¢ na zbiorach generujgcych, co upraszcza
znacznie definicje.

Uwaga 1.23 (Zbiory nieborelowskie). O ile z praktycznego punktu widzenia struktura B(R™) jest
wystarczajaco bogata do okreslenia wiekszosci modeli probabilistycznych, o tyle nalezy pamietaé, ze
istnieja podzbiory R™ niebedace zbiorami borelowskimi, tzn. P(R™) \ B(R™) # (. Wiecej informacji
na ten temat zostanie podanych na wyktadzie z teorii miary i catki.

Majac dang przestrzen mierzalng (R™, B(R™)) mozemy na niej okresli¢ miare. Najczestszym wybo-
rem jest tzw. miara Lebesgue’a, oznaczana przez L,, ktora w naturalny sposdéb uogdlnia pojecia
dtugoéci w R, pola w R2, objetosci w R3, itd. Dla R i zbioréw generujacych postaci A = (a,b)
miar¢ zadajemy poprzez L£1(A) = |b — a|. Oczywiscie tak zdefiniowana miara nie jest unormowana
(tzn. £1(R) = 00), wiec nie jest miara probabilistyczna. W zwiazku z tym wiekszosé modeli proba-
bilistycznych okresla sie na zwartych podzbiorach R o skoriczonej mierze, np. definiujac = [0, 1]
i rozwazajac zbiory borelowskie na 2. W podobny sposéb dla R™ mozna zdefiniowaé przestrzen
Q=10,1]"

Przyktad 1.24 (Rzut kostka symetryczna). Zalozmy, ze chcemy stworzy¢ model rzutu symetryczna
kostka na = [0, 1]. Przykladowa przestrzenia probabilistyczna moze by¢ tutaj trojka (Q,%,P),
gdzie @ = [0,1], £ =0([0,2),[3,2),...,[5,2),[2,1]) oraz P(A) = £1(A) dla A € ¥. Zauwazmy, ze
liczba elementow X to 26 oraz np. P([%, )) = % — % = %, co moze odpowiadaé prawdopodobieristwu

wypadniecia dwojki.

)
2
6

Uwaga 1.25 (Standardowa przestrzen probabilistyczna). Wszystkie rozwazane przez nas modele
(przyktady) mozna ustandaryzowaé¢ i przedstawi¢ (réwnowaznie) uzywajac Q = [0,1] wraz z o-
algebra bedaca podzbiorem B([0,1]) i okreslona na niej miara Lebesgue’a. Przestrzenie tego typu
nazywa sie przestrzeniami Lebesque’a-Rokhlina lub standardowymi przestrzeniami probabilistycz-
nymi. O ile nie wszystkie przestrzenie mozna w ten sposob zapisa¢,? o tyle w praktyce sa one
wystarczajace do modelowania wiekszosci zjawisk.

Popularnymi modelami probabilistycznymi sa modele zwiazane z tzw. prawdopodobienistwem
geometrycznym. Niech Q € B(R") bedzie zbiorem o skoriczonej mierze, tzn. £,(2) < oo, oraz

2Doktadne wytlumaczenie co oznacza tutaj standaryzacja wykracza poza material tego wyktadu. Méwiac skrétowo,
nie wszystkie przestrzenie probabilistyczne sa izomorficzne (modulo 0) ze standardowa przestrzenia probabilistyczna.
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niech ¥ = B(Q) = {A C Q: A € B(R")}. Wtedy przez prawdopodobienistwo geometryczne rozu-
miemy miare probabilistyczna zadana przez

, AeX.

Latwo sprawdzi¢, ze tak zadana trojka (€2, X, P) tworzy przestrzen probabilistyczna (¢w. do domu).

1.0

Przyklad 1.26 (Losowanie dwoch liczb z przedziatu (0,1)).
Zaloézmy, ze chcemy stworzyé model w ktérym losujemy nieza-
leznie od siebie i w sposéb jednostajny dwie liczby z przedzia-
tu 0,1] a nastepnie policzy¢ prawdopodobieristwo, ze wartosé
bezwzgledna z roéznicy tych liczb jest mniejsza niz 0.1. Defi-
nivjemy Q = [0,1]%, ¥ = B(Q) oraz zadajemy prawdopodo-
biefistwo poprzez P(A) = L5(A) dla A € ¥. Zdarzeniem nas S
interesujacym jest B := {(z,y) € Q: |x —y| < 0.1}. Elementy
B latwo jest zobrazowaé na rysunku pogladowym, co utatwia 00 02 04 06 08 10
obliczenia prawdopodobieristwa (miary zbioru) B. Dostajemy x

0.8

0.6

0.4

0.0

P(B)=1-P(Q\B)=1-2-(0.5-0.9-0.9) = 0.19.

Warto tez zwrécié¢ uwage, ze przy prawdopodobienistwie geometryczny nalezy uwazaé, co rozumiemy
przez wybor losowy i jaki jest jego zwiazek np. z miarg Lebesgue’a. Ilustruje to tzw. paradoks
Bertranda.

Przyktad 1.27 (Paradoks Bertranda). Rozwazmy nastepujacy problem: Na ustalonym okregu jed-
nostkowym skonstruowano losowo cieciwe. Jaka jest szansa, ze cieciwa bedzie dtuzsza niz bok trojkgta
rownobocznego wpisanego w ten okrgg? Problem ten mogliby$my teoretycznie rozwiazaé na trzy spo-
soby:

- Sposdb 1: Dhugo$é cieciwy jest wyznaczona jednoznacznie przez kat £ AOB, gdzie A i B to wierz-
chotki cieciwy, a O to srodek okregu. Dtugosé boku tréjkata réwnobocznego odpowiada wyborowi
katow 120° = 27 oraz 240° = 3m. Definiujemy Q = [0,27], £ = B(Q) i P(4) = £y(A)/2r.
Zdarzeniem sprzyjajacym jest tutaj zbior A = (%ﬂ', %w), ktorego prawdopodobieristwo wynosi %

- Sposdb 2: Narysujmy dowolny promien i rozwazmy zbior cieciw prostopadlych do tego promie-
nia. Dlugos¢ cieciwy jest wyznaczona jednoznacznie przez odlegtosé |OC|, gdzie C' jest punktem
przeciecie cieciwy z promieniem. Definiujemy ©Q = [0,1], ¥ = B(Q2) i P(A) = £1(A). Dlugos¢ bo-
ku trojkata rownobocznego odpowiada punktowi C' doktadnie na $rodku promienia. Zdarzeniem
sprzyjajacym jest tutaj zbior A = [%, 1], ktorego prawdopodobienstwo wynosi %

- Sposdb 3 Wybieramy dowolny punkt w $rodku okregu, ktory bedzie odpowiada¢ srodkowi cie-
ciwy; kazdy wybrany punkt odpowiada doktadnie jednej cieciwie. Definiujemy przestrzen pro-
babilistyczna, jako okreg jednostkowy z o-algebra zbioréw borelowskich i unormowang miara Lo
na tym okregu. Cieciwa jest dluzsza od boku trojkata gdy lezy wewnatrz okregu o promieniu %
(okrag wpisany w trojkat rownoboczny). Zdarzeniem sprzyjajacym jest tutaj dopelnienie okregu
0 promieniu %, ktorego prawdopodobieristwo wynosi 1 — (%)2 =1

=1
Jak widaé¢ kazdy sposob daje nam inny wynik. Istota problemu jest tutaj nieprecyzyjne sformutowa-
nie w pytaniu, gdyz nie wiemy co oznacza losowa cieciwa. Kazdy z przedstawionych metod zadaje

nam inny rozktad wylosowanych cieciw co prowadzi do innego wyniku.
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Uwaga 1.28 (Wybor losowy). Paradoks Bertranda (Przyklad 1.27) pokazuje nam jak wazne jest
wladciwe postawienie problemu i dobranie do niego odpowiedniej przestrzeni probabilistycznej. W
szczegbdlnosci, gdy méwimy o losowaniu, czy wybraniu czegos w sposob losowy zawsze nalezy upewnié
sie co przez to rozumiemy.

1.5 Tloczyn kartezjanski przestrzeni probabilistycznych

Zdefiniujmy teraz iloczyn kartezjanski przestrzeni probabilistycznych. Najwazniejsza czescig kon-
strukeji jest zbudowanie (najmniejszej) o-algebry zawierajacej w sobie zadana rodzine zbiorow, tzn.
iloczyny zbioro6w mierzalnych; jak zwykle, dla rodziny zbioréw F najmniejsza o-algebre zawierajaca
rodzine F oznaczamy przez o(F).

Definicja 1.29 (Iloczyn kartezjanski przestrzeni probabilistycznych). Niech (£, 31,P;) oraz
(Q2, 39, P9) beda przestrzeniami probabilistycznymi. Wtedy przestrzeri probabilistyczna (€2, 3, P)
zadang przez

Q= Ql X QQ
Y= U({Al X Ay Ay € X1, A5 € 22});
P(A; x Ag) = P(A;) - P(Ay).

nazywamy iloczynem kartezjanskim przestrzeni (Qq,%1,P1) oraz (Q9, ¥o,P). Dla uprosz-
czenia czesto stosuje sie oznaczenie ¥ = X1 ® Y9 oraz P = P; ® Ps.

W Definicji 1.29 zdefiniowaliémy miar¢ P na zbiorach generujacych A; x Ag, gdzie A} € ¥, oraz
Ag € 39. Mozna pokazaé, ze miara ta rozszerza sie w sposob jednoznaczny na 3, Dowdd wykracza
jednak poza zakres tego kursu; zob. Twierdzenie 18.2 w [Bil12]. Iloczyn kartezjanski mozna tez tatwo
zdefiniowaé dla n-réznych przestrzeni (wprost albo w sposob rekurencyjny, co daje ten sam wynik).
Zamiast wprowadza¢ formalna definicje postuzymy sie przyktadem.

Przyktad 1.30 (n rzutow kostka). W Przyktadzie 1.9 zdefiniowaliSmy przestrzen odpowiadajaca
podwdjnemu rzutowi kostka. Model ten mozna rozszerzyé na n rzutéw kostka. Dla i = 1,2...,n
definiujemy (9;,%;,P;) jako Q; = {1,2,3,4,5,6}, X; = P(£;) oraz P;(A;) = #g"', A; € ;. Wtedy
przestrzenn okreslajaca n-rzutéw kostka mozna zapisa¢ jako (Q,%,P), gdzie Q@ = Q) x ...Q,, o-

algebra zadana jest przez ¥ = P (1 X ... X §)y,), a miara to P(A4) = iff, dla A € X.

W przypadku w ktérym chcemy stworzyé model iloczynu przestrzeni probabilistycznych o tej samej
strukturze (np. powtorzenie tego samego eksperymentu n-razy) bedziemy pisa¢ czesto w uproszcze-
niu (Q", X" P").

Przyktad 1.31 (Przestrzen prob Bernoulliego). Standardowym przyktadem wykorzystujacym ilo-
czyn kartezjanski jest tzw. przestrzer préb Bernoulliego. Niech (€2, X, P) bedzie przestrzenia taka,
ze @ ={0,1}, ¥ = P(Q) oraz P({1}) = p i P({0}) = 1 — p, dla pewnego ustalonego p € (0,1).
Wtedy iloczyn (Q", X", P") nazywa sie przestrzenia Bernoulliego (ang. sample space) dla n-prob. W
szczegoblnosci zdarzenie odpowiadajace k sukcesom w n probach mozemy zapisaé jako

B ={(w1,...,wp) € Q" 30w =k}.

Zauwazajac, ze dla kazdego w = (w1, ...,wy) € By zachodzi

P"({w}) =P({w1}) - ... P({wn}) = p" - (1= p)" ",

W2

W3
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mozemy latwo policzy¢ prawdopodobienistwo By zliczajac liczbe jego elementéw, ktéra wynosi (2)
Dla kazdego k =1, 2,...,n dostajemy

P"(By) = <Z>p’“(1 —-p)"

W Przyktadzie 1.31 skonstruowalismy przestrzen odpowiadajaca skoriczonej ilosci prob. Rozwazajac
tzw. zbiory cylindryczne oraz nieskonczone produkty miar mozemy to rozszerzyé¢ do nieskonczonej
ilodci rzutéw. Doktadny procedura konstrukeji wykracza jednak poza materiat tego wyktadu. Warto
jednak zauwazyé¢, ze eksperyment taki mozna w stosunkowo tatwy sposéb zbudowaé na przestrzeni
Q = [0, 1] odpowiednio (w sposob indykcyjny) zadajac na nim atomy; zob. Rozdzial 4.2 (Przyktad
2) w [JS04].
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2 Prawdopodobienstwo warunkowe i niezaleznosé

W rozdziale tym zajmiemy sie tzw. prawdopodobienistwem warunkowym oraz niezaleznoscia zda-
rzen. W duzym skrocie chcemy zbadaé, jak informacja o zajsciu jednego zdarzenia wplywa na
prawdopodobienistwo zajscia innego zdarzenia.

2.1 Prawdopodobienstwo warunkowe

Wiedzac, ze zaszlo jakie$ zdarzenie uzyskujemy dodatkows informacje, ktéra moze wplynaé¢ na
prawdopodobienistwo zdarzenia, ktére chcemy obliczyé.

Definicja 2.1 (Prawdopodobienstwo warunkowe). Niech (€,3,P) bedzie przestrzenia pro-
babilistyczna oraz niech B € ¥ spelia P[B] > 0. Wtedy dla dowolnego A € ¥ definiuje-
my prawdopodobienistwo warunkowe wzgledem zdarzenia B jako miare probabilistyczna
P(-|W) : ¥ — [0, 1] zadana przez

P(AN B)

P(AIB) = 55

Intuicyjnie rzecz ujmujac, P(A|B) podaje nam prawdopodobienstwo zaj$cia zdarzenia A, gdy wiemy,
ze zaszto zdarzenie B. Wtedy, zamiast rozwazaé cala przestrzen probabilistyczna, wystarczy zawe-
zi¢ sie do zbioru zdarzen elementarnych w B i na nich liczy¢ (warunkowe) prawdopodobienstwo.
Podajmy teraz prosty przyklad, jak informacja moze wplynaé na prawdopodobieristwo.

Przyktad 2.2 (Informacja o parzystosci wyrzuconych oczek w rzucie kostka). Niech Q = {1,2,...,6}
oraz (2,3, P) odpowiada schematowi klasycznemu. Bezwarunkowe prawdopodobienstwo wypadnie-
cia szostki wynosi %, tzn P(A) = 1, gdzie A = {6}. Niech B := {2, 4,6} bedzie zdarzeniem odpo-
wiadajacym wyrzuceniu parzystej liczby oczek. Wiedzac, ze wyrzucona liczba oczek jest parzysta,
warunkowe prawdopodobieiistwo wyrzucenia 6 wzrasta. Istotnie, dostajemy

1/6

P(A|B) = BAEP) = 15

- BB

1
3

Z prawdopodobienistwem warunkowym zwiazany jest wzor na tzw. prawdopodobieristwo catkowite.

Twierdzenie 2.3 (Prawdopodobieristwo catkowite). Niech (€2, X, P) bedzie przestrzenia pro-
babilistyczna oraz niech Bi,..., B, € X, n € N, spelniaja warunki

1) P(B;) >0,i=1,...,n;
2) BiﬁBj:(b, dla i # j;
3) BiUu...UB, =Q.

Wtedy dla kazdego zdarzenia A € ¥ zachodzi wzor

P(A) = Y P(A|Bi)P(B).
i=1
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Dowdd. Poniewaz A =ANQ =AnN (U, Bi) = U, (AN B;) oraz zdarzenia ANB;, i =1,...,n,
sa roztaczne, dostajemy

n

PU) = RN B) = 3 T 5 SR = Y BAlBP(E)
i=1 i=1 v i=1
O

Przyktad 2.4 (Informacja o parzystosci wyrzuconych oczek w rzucie kostka — c.d.). Uzywajac
notacji z Przykladu 2.2 wiemy, ze B i B’ spelniajg zalozenia Propozycji 2.3. Dostajemy

P(A) = P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B') =1 -3+0-5 =1

Kolejny waznym wzorem zwiazanym z prawdopodobienistwem warunkowym jest tzw. wzor Bayesa.

Twierdzenie 2.5 (Wzor Bayesa). Niech (Q,3,P) bedzie przestrzenia probabilistyczng oraz
niech By,...,B, € ¥, n € N, beda zdarzeniami spelniajacymi warunki Propozycji 2.3. Wtedy
dla kazdego 7 = 1,...,n dostajemy

_ P(A|B))P(B))
P(B;|A) = S P(A|B)P(B;)

Dowdd tego faktu pozostawiamy jako ¢wiczenie do domu. Wzor Bayesa pozwala na odwrdcenie
warunkowania i pokazanie jak informacja zawarta w A wplywa na prawdopodobienstwo poszczegolne
zdarzen By, ..., B,.

Uwaga 2.6 (Prawdopodobieristwo a priori i a posteriori). W analizie Bayesowskiej prawdopodo-
biefistwo P(B;) czesto nazywa sie prawdopodobienstwem a priori, a prawdopodobieristwo warun-
kowe P(B;|A) prawdopodobieristwem a posteriori. Rozréznienie to jest wprowadzone, aby pokazac,
jak informacja o zdarzeniu A wplywa na (warunkowe) prawdopodobienstwo zajicia zdarzenia B;.

2.2 Niezaleznosé¢ zdarzen

W poprzednim podrozdziale zastanawialiSmy sie, jak zadane zdarzenie moze wpltywaé na prawdopo-
dobienistwo innego zdarzenia. Szczegdlnym przypadkiem jest tutaj sytuacja, gdy zadane zdarzenie
nie ma wptywu na prawdopodobieristwo innego zdarzenia.

Definicja 2.7 (Zdarzenia niezalezne). Niech (€2, X, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna.
Zdarzenia A € X oraz B € ¥ nazywamy zdarzeniami niezaleznymi, gdy

P(AN B) = P(A) - P(B).

Zdarzenia A i B nazywamy zaleznymi, gdy nie sa niezalezne.

Z definicji niezaleznosci wynika niezaleznosé zdarzenia pewnego (oraz jego dopelnienia) z kazdym
zdarzeniem, oraz zalezno$é¢ zdarzen roztacznych o dodanim prawdopodobienistwie, co jest oméwione
w dwdbch kolejnych uwagach.
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Uwaga 2.8 (Niezaleznos¢ zdarzenia pewnego). Latwo zauwazyé¢, ze zdarzenie A € X takie, ze
P(A) =1 jest niezalezne z dowolnym innym zdarzeniem, gdyz dla dowolnego B € ¥ zachodzi

P(AN B) = P(A) + P(B) — P(AU B) = P(B) = P(B)P(A).

W podobny sposéb mozna pokazaé, ze zdarzenie o zerowym prawdopodobienstwie jest niezalezne z
dowolnym zdarzeniem.

Uwaga 2.9 (Zaleznos¢ zdarzen roztacznych). Niech (€2, 3, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna.
Zaldzmy, ze zdarzenia A € 3 oraz B € 3 s roztgcznymi zdarzeniami o dodatnim prawdopodobieri-
stwie. Wtedy zdarzenia A i B sa zalezne, gdyz P(A N B) = 0 podczas, gdy P(A) - P(B) > 0.

Jak mozna sie domysli¢, niezaleznos¢ zdarzen jest $cidle zwigzana z prawdopodobienistwem warun-
kowym.

Uwaga 2.10 (Niezalezno$é¢ a prawdopodobienstwo warunkowe). W szczegolnosci, gdy P(B) > 0,
to zdarzenia sie niezalezne wtedy o tylko wtedy, gdy zachodzi P(A|B) = P(A), tj. jest informacja
zawarta w zdarzeniu B nie wplywa na prawdopodobienstwo zdarzenia A. Jezeli zachodzi natomiast
P(A|B) > P(A) (odp. <) to czesto mowi sie, ze zdarzenie B sprzyja (odp. nie sprzyja) zdarzeniu A.

Zwiazek ten mozna zilustrowaé na przyktadzie.

Przyktad 2.11 (Przyktad zdarzen zaleznych i niezaleznych). Niech (2,3, P) bedzie przestrzenia
probabilistyczna odpowiadajaca dwoma rzutom kostka, zob. Przyktad 1.9. Wtedy tatwo sprawdzié,
stosujac nieformalny zapis, ze zdarzenie A = {w pierwszym rzucie wypadla szostka}, oraz zdarzenie
B = {w drugim rzucie wypadta jedynka}, sa niezalezne. Istotnie

P(ANB) = 4 = =P(A) - P(B).

1.1
66
W szczegolnosci dostajemy P(A|B) = % = % = P(A). Przyktadem zdarzen zaleznych moga by¢ z
kolei zdarzenia C' := {suma oczek jest wieksza niz 10} oraz D := {w drugim rzucie wypadta szostka}.
Dostajemy

P(CND) =& <& 1=PC)-P(D).

W szezegdlnosci P(C|D) = 2 > 2 =P(C), czyli D sprzyja C.

Uwaga 2.12 (Zdarzenia sprzyjajace). Mozna w latwy sposob wykazac¢ (éw. do domu), ze relacja
sprzyjania jest symetryczna, tzn. jezeli zdarzenia A sprzyja B, to réwniez B sprzyja A.

Przyktad 2.13 (Iloczyn kartezjanski przestrzeni probabilistycznych). Niech (2, ¥, P) bedzie iloczy-
nem kartezjanskim przestrzeni (1, X1, P1) i (Q2,32,P2). Niech A; € ¥ oraz Ay € Xy. Zdefiniujmy
zdarzenia brzegowe zadane przez Z1 := Ay X ) oraz Zs := 1 X As. Latwo pokazaé, ze zdarzenia
Zy oraz Zs sa niezalezne. Istotnie, dostajemy

P(Zl N ZQ) = P((Al X QQ) N (Ql X AQ)) = ]P)(Al X Ag) = Pl(Al) . ]P)Q(AQ) (21)

Zauwazmy nastepnie, ze P1(A1) = P1(A1) - Po(Q2) = P(A4; x Q2) = P(Z1) oraz w podobny sposob
Py(Az) = P(Z2). Laczac to z (2.1) dostajemy niezaleznosé, tzn. rownosé P(Z1 N Z2) = P(Zy) - P(Zs).
Intuicyjnie rzecz ujmujac traktujac przestrzenie brzegowe jako niezalezne eksperymenty (modele)
dostajemy, ze nawet pelna wiedza o pierwszym eksperymencie, nie daje nam zadnej informacji o
drugim eksperymencie (i na odwrot). Zakladajac, ze P (A1) > 0 mamy P(Z3|Z1) = P(Z3) = Pa(A2).

Definicje niezaleznosci mozna uogdlni¢ na wieksza ilosé zdarzen.



18

Definicja 2.14 (Laczna niezaleznos$é zdarzen). Niech (2,3, P) bedzie przestrzenia probabili-
styczng. Dla ustalonego n € N zdarzenia Aj,..., A, € ¥ nazywamy zdarzeniami lacznie
niezaleznymi, gdy dla kazdego podzbioru tych zdarzen, ozn. A;,, ... A;, , zachodzi

P(Ay, N ...0A;) =P(As,) ... P(A;,).

Przeliczalng, liczbe zdarzen Ap, As, ... nazywamy zdarzeniami lgcznie niezaleznymi, gdy dla
kazdego n € N zdarzenia Ay, ..., A, sa tagcznie niezalezne.

Warto zaznaczy¢, ze o ile taczna niezaleznosé zdarzen w sposéb oczywisty implikuje niezaleznosé
(par) tych zdarzen, o tyle implikacja w druga strone nie jest zawsze prawdziwa. [lustruje to nastepny
przyktad.

Przyktad 2.15 (Niezaleznos¢ par zdarzen, a taczna niezaleznosé). Rozwazmy model rzutu kostka
czworoscienng i dla ¢ = 1,2, 3 definiujemy A; := {wylosowano liczbe oczek réwna 1 lub i + 1}. La-
two pokaza¢, ze P(A;) = 3 oraz P(A41 N Ay) = P(4; N A3) = P(A2N A3) = 1, a wiec zdarzenia te sa
parami niezalezne. Z drugiej strony dostajemy P(A; N Ay N Ag) = 1 > 1 =P(4;) - P(42) - P(4y),
a wiec zdarzenia te sa lacznie zalezne. Rozwazajac prawdopodobienistwo warunkowe dostajemy
P(A1|A2 N A3) = 1 > 1 = P(A1), co pokazuje, ze zdarzenie A; nie jest niezalezne od zdarzenia
AN As.

Wiecej przykladow zdarzen zaleznych i niezaleznych zostanie oméwionych na ¢wiczeniach.

2.3 Lemat Borela-Cantelliego

Lemat Borela-Cantelliego jest zwiazany z analiza sytuacji, w ktorej chcemy zbadaé, czy z danej
przeliczalnej rodziny zdarzen zaszto nieskonczenie wiele zdarzen. Formalnie jest to zwigzane z tzw.
granicg gorng i dolng ciggu zdarzen.

Definicja 2.16 (Granica gorna i dolna ciagu zdarzen). Niech (2,%,P) bedzie przestrzenia
probabilistyczng oraz niech Aj, Ao, ... € ¥ bedzie ciggiem okreslonych na niej zdarzen. Wte-
dy granica goérna (tac. limes superior) oraz granica dolna (lac. limes inferior) nazywamy
zdarzenia

limsup 4, := ﬁ [j A,, oraz linH_l)ioIéfAn = [j ﬁ A,

n—o00 = _
m=1n=m m=1n=m

Intuicyjne rzecz ujmujac limsup,,_, ., A, identyfikuje nam zdarzenia elementarne, ktore naleza do
nieskonczenie wielu zbiorow (A,)5; podczas, gdy limsup,_,. A, identyfikuje zdarzenia, ktore
naleza do prawie wszystkich (A4,)22 ;.

Propozycja 2.17 (Inna reprezentacja granicy gornej i dolnej). Niech (2, X, P) bedzie przestrzeniq
probabilistyczng oraz niech A1, Ao, ... € X bedzie ciggiem okreslonych na niej zdarzen. Wtedy

1) limsup,,_,oo Ap ={we Q: 37 14, (w) =o00};
2) liminf, s Ap ={w e Q: 377 1y (w) < oo};
3) (limsup,,_, o An)" = liminf, - A}.

Dowo6d Propozycji 2.17 pozostawiamy jako ¢wiczenie do domu; zob. Rozdzial 4.3 (Uwaga 2) w
[JS04].
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Twierdzenie 2.18 (Lemat Borela—Cantelliego). Niech (2,3, P) bedzie przestrzeniq probabilistyczng
oraz niech Ay, As, ... € X bedzie ciggiem okreslonych na niej zdarzen. Wtedy

1) Jezeli y ;" P(Ay) < oo, to P(limsup,,_,., An) = 0;

2) Jezeli > 22 | P(Ay,) = 0o oraz (An)S2, sq tacznie niezalezne, to P(limsup,,_, . An) = 1.

n=1
Dowdd.

1) Zauwazmy, ze rodzina zdarzen (By,), gdzie By, := |, An, jest rodzing zstepujaca. Korzystajac
z Propozycji 1.7, punkt 5), dostajemy

P(lim sup 4,,) <ﬂ B >: liin P(B,,) < lgn Z]P’

n—oo

2) Korzystajac z Propozycji 2.17, punkt 3), wystarczy pokazaé, ze P(lim inf,_,~, A} ) = 0. Poniewaz

dla Cp, :==(,—,, 4}, zachodzi
(hnrgloréfA ( U C >

wystarczy pokazac, ze Y P(Cy,) = 0, czyli, ze kazdy sktadnik sumy jest réwny zero. Ustalmy wigc
m € N. Korzystajac z Propozycji 1.7, punkt 4), niezaleznosci zdarzen, oraz nieréwnosci 1 —x < e™%,

dostajemy

N N N
P(Cy,) = lim P(A)) = lim (1-P(4,)) < lim e PAn) = Jim e~ Znem P(4n) = =0,
N—o0 al N—o0 = N—o0 m N—o0
co koriczy dowdd. O

Lemat Borela—Centalliego daje nam recepte na wyznaczania zdarzen, ktoére zachodza z prawpo-
dopodobienistwem 1 w powtarzalnych eksperymentach.

Przyktad 2.19 (Nieskoriczona ilo§é rzutéw moneta). Niech przestrzen probabilistyczna (€, 3, P)
odpowiada modelowi nieskoriczonej ilodci rzutéw moneta. Wtedy, prawdopodobienistwo, ze orzet
wypadnie 100 razy pod rzad nieskoriczenie wiele razy wynosi 1. Aby skorzystaé z lematu Borela-
Cantelliego, zdefiniujmy ciag zdarzen (A,)5 , gdzie A,, oznacza zdarzenie wypadnigcia 100 ortow
w rzutach o numerach od 100n + 1 do 100(n + 1). Zdarzenie mowiace, ze orzel wypadnie 100 razy

nieskoniczenie wiele razy — oznaczmy je przez B — zawiera granice gorng zdarzen (Ay,), tzn. zachodzi

B D limsup A,.

n—o0

Ponadto, zdarzenia (A,) sa niezalezne oraz P(A4,) = 21%, co implikuje Y 2 P(A,) = oo. Korzy-
stajac z lematu Borela-Cantelliego wiemy wiec, ze P(limsup,,_,,, 4n) = 1, co implikuje P(B) = 1.

w3

W4



20

3 Zmienne losowe i ich rozktady

W rozdziale tym przedstawimy definicje zmiennej losowej, jej rozkladu oraz innych podstawowych
wlasnoséci. W poprzednim rozdziale pokazaliSmy duzo przykladéw przestrzeni probabilistycznych,
ktore mialy skomplikowang strukture. Czesto z wynikiem doswiadczenia losowego wiaze si¢ jakas
liczba albo ciag liczb, a sama struktura przestrzeni nie jest dla nas az tak wazna. W takim wypadku
czesto tatwiej jest dokonaé analizy eksperymentu poprzez wprowadzenie tzw. zmiennej losowej i
operowanie na podzbiorach wartosci w R (lub R™ w przypadku wielowymiarowym).

3.1 Definicja zmiennej losowej i wektora losowego

Na poczatku wprowadzmy formalng definicje zmiennej losowej, czyli funkcji (mierzalnej), ktora
kazdemu zdarzeniu elementarnemu przypisuje jakas wartos¢ liczbowa.

Definicja 3.1 (Zmienna losowa). Niech (€,3,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Od-
wzorowanie X :  — R nazywamy zmienna losowa, jezeli dla kazdego A € B(R) dostajemy
X71(A) = {w € Q: X(w) € A} € X, tj. jezeli przeciwobraz kazdego zbioru mierzalnego w
(R, B(R)) jest mierzalny w (€2, %).

Bedziemy stosowaé zapis {X € A} := X 1(A), czy {X <k} := {w € Q: X(w) € (—o0,k]} na
oznaczenie przeciwobrazéw zadanych zbioréw.

Przyklad 3.2 (Suma reszek w dwoch rzutach symetryczng moneta). Niech (22,2 P?) bedzie
przestrzenia probabilistyczna odpowiadajaca iloczynowi kartezjanskiemu © = {0, R} ze schematem
klasycznym, co odpowiada 2-krotnemu rzutowi moneta. Wtedy zmienna losowa opisujaca sume
reszek, ktore wypadly w 2-rzutach, mozna zada¢ poprzez X (wi,wa) 1= Iipy(w1) + I{py(w2) dla
(wi,w2) € Q2. Mozemy réwniez zdefiniowaé¢ zmienne Xi(wi,ws) = Iiry(w1) oraz Xo(wi,w2) =
1y R}(wg) oraz zapisa¢ X = X; + Xa. Prawdopodobieristwo tego, ze wypadly 2 reszki w 2 rzutach
mozemy wtedy zapisa¢ jako P(X = 2).

Przyktad 3.3 (Losowanie dwoch liczb i ich bezwzgledna roznica). W Przykltadzie 1.26 losowa-
lismy dwie liczby z przedzialu [0, 1] i liczyliSmy prawdopodobienistwo, ze warto$¢ bezwzgledna z
réznicy tych liczb jest mniejsza niz 0.1. Na przestrzeni (Q, X, P), gdzie = [0,1]%, ¥ = B(Q) oraz
prawdopodobienistwo zadane jest poprzez P(A) = L5(A), dla A € 3, mozna definiowaé¢ zmienna,
ktora bezposrednio okresla wartosé bezwzgledna z réznicy losowan. Zmienna ta zadana jest przez
X(z,y) = |x — y|. Wystarczy wtedy policzy¢ prawdopodobienstwo P(X < 0.1).

Definicje zmiennej losowej mozna uogdlni¢ na wiecej wymiardéw, tzn. rozwazaé wektory losowe po-
staci X = (X1,...,X,) dla kazdego n € N.3

Definicja 3.4 (Wektor losowy). Niech (2, %, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna. Odwzo-
rowanie X : Q@ — R" nazywamy wektorem losowym, jezeli dla kazdego A € B(R"™) dostajemy
X Y(A) € %, tj. jezeli przeciwobraz kazdego zbioru mierzalnego w (R”, B(R™)) jest mierzalny
w (2,%).

37 teoretycznego punktu widzenia wyroznianie zmiennych losowych i wektoréw losowych nie ma (formalnego)
znaczenia; wektor losowy jest zmienng losowa dla n = 1. Robi sie to jednak ze wzgledéw historycznych oraz aby
wyr6znié¢ przypadek wielowymiarowy.
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Latwo zauwazy¢, ze definicja zmiennej losowej (oraz wektora losowego) w teorii nie zalezy od wyboru
miary P. W praktyce jednak bedzie nas interesowat rozktad prawdopodobieristwa tych funkcji, ktory
bedzie juz zalezal od wyjsciowej miary. Czasami w literaturze wprowadza sie dodatkowe pojecie
funkcji losowej, w przypadku w ktorym definiujemy funkcje X na przestrzeni mierzalnej (€2, ) bez
miary probabilistycznej.

Uwaga 3.5 (Rownos$¢ prawie na pewno). Przez wieksza czes¢ wyktadu bedziemy ze soba utozsa-
mia¢ zmienne losowe, ktore sa sobie rowne z prawdopodobienistwem jeden; réwnosé X = Y bedziemy
rozumieé¢ jako P(X =Y) =P{w € Q: X(w) = Y(w)}) = 1. Czasami do znaku réwnosci bedziemy
dodawaé oznaczenia p.n. (lub a.s.), aby podkresli¢ przyjeta konwencje. Jezeli wazna bedzie rownosé
dla wszystkich zdarzen elementarnych (a nie tylko prawie na pewno), to bedziemy sie starali to
roéwniez wyrézniaé. Widaé, ze dla réwnosci prawie na pewno istotna jest miara probabilistyczna
wzgledem ktorej zdefiniowane sg zmienne. Czasami zamiast rozwazaé¢ zmienng losowa, (wektor loso-
wy) X rozwaza sie klasy abstrakcji, gdzie kazdy element wiaze ze soba wszystkie zmienne, ktore sa
sobie rowne prawie na pewno.*

Uwaga 3.6 (Sprawdzanie mierzalnosci). W praktyce, aby sprawdzi¢ czy co$ jest zmienna losowa
wystarczy pokaza¢ mierzalnosé¢ funkcji X: Q@ — R na zbiorach generujacych o-algebre zbiorow
borelowskich B(R). Przyktadowo, aby sprawdzi¢, czy zadane odwzorowanie X : 2 — R jest zmienna
losowa wystarczy pokazaé, ze X ~1(A) € ¥ dla kazdego A postaci (—o0,a], gdzie a € R. Podobnie,
w przypadku wielowymiarowym, wystarczy rozwazaé¢ zbiory mierzalne postaci A = (—oo,a1] X ... X
(—00, ay).

Latwo zauwazy¢, ze oblozenie wektora losowego funkcja borelowska® ¢: R™ — R™ daje nam wektor
losowy.

Propozycja 3.7 (Oblozenie wektora losowego funkcja borelowska). Niech X: Q — R™ bedzie
n-wymiarowym wektorem losowym okreslonym na (2, ¥, P). Wtedy dla kazdego m € N i funkcji
borelowskiej ¢: R™ — R, funkcja ¢(X): 2 — R™ jest wektorem losowym. .

“Formalnie, definiujemy ¢(X)(w) := (¢ o X)(w).

Dowdd. Niech B € B(R™). Poniewaz ¢ jest funkcja borelowska, to ¢~'(B) € R™. Korzystajac z
tego X jest wektorem losowym dostajemy wiec (¢(X))~1(B) = X '(¢~1(B)) € . O

Niech X bedzie zmienna losowa. Z Propozycji 3.7 wynika w szczegdlnosci, ze funkcje Y = X2,
czy 4 = el X! rowniez sa zmiennymi losowymi. Dodawanie, odejmowanie, czy mnozenie zmiennych
losowych réwniez daje nam zmienne losowe. Ogdlniej rzecz biorac, kazda funkcja YV : @ — R”,
ktora mozna zdefiniowaé wychodzac od (przeliczalnego) wektora losowego X1, Xo, ... i korzystajac z
funkcji elementarnych oraz dziatan przeliczalnych (lim, lim sup, lim inf, itd.) bedzie zmienng losows.’

W rozdziale tym czesé teorii zaprezentujemy tylko dla przypadku jednowymiarowego, tj. zmien-
nych losowych. Nalezy mie¢ na uwadze, ze duza cze$¢ wynikow w sposob oczywisty (lub prawie
oczywisty) przynosi si¢ na wicksza liczbe wymiarow.

“Rozwazajac klasy abstrakcji mozna wprowadzi¢ lepsza strukture np. w przestrzeni (klas abstrakcji) zmiennych
losowych calkowalnych (z norma L').

®Funkcja dla ktorej przeciwobrazy zbioréw borelowskich sa borelowskie.

5Trzeba tutaj jednak uwazaé: np. sup,cgr Xa, nie musi by¢ zmienng losowa, nawet gdy X, jest zmienng losowg dla
kazdego a € R. Warto zwrécié¢ uwage, ze mamy tu supremum na zbiorze nieprzeliczalnym.
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3.2 Rozklad prawdopodobienstwa i o-algebra generowana przez zmienng losowa

Ze zmienng losowa w naturalny sposéb wiaza sie dwa obiekty: o-algebra generowana przez zmienna
losowa oraz rozklad prawdopodobienistwa (na R), ktory generuje zmienna losowa. Zacznijmy od
definicji o-algebry generowanej przez zmienng losowa.

Definicja 3.8 (o-algebra generowana przez zmienng losowa). Niech X bedzie zmienng losowa
okreslona na (€2, X, P). Wtedy o-algebre generowang przez zmienna losowa X nazywamy
najmniejsza o-algebre podzbiorow 2, wzgledem ktorej X jest mierzalna; oznaczamy ja przez
o(X). Latwo pokazaé, ze

o(X):={XYB): B e BR)}.

Z postaci o-algebry z Definicji 3.8 dostajemy o(X) C X.

Przyktad 3.9 (Suma reszek w dwoch rzutach symetryczng monetg c.d.). Dla zmiennej X okreslonej
w Przykladzie 3.2 dostajemy o(X) = c({X = 0},{X = 1},{X = 2}), co daje nam 3-atomowa
przestrzen probabilistyczng. Warto zwrocié uwage, ze o(X) C P(Q), a w szczegolnosci #o(X) =
23 < 24 = #P(Q).

Przyktad 3.10 (Losowanie dwoch liczb i ich bezwzgledna roznica c.d.). Dla zmiennej X okreslonej
w Przykladzie 3.3 o(X) jest o-algebra generowana przez zbiory postaci A; := {(z,y) € Q: |z —y| <
t}, t € R. Taka o-algebra jest istotnie mniejsza od ¥, gdyz na nie nalezy do niej na przyktad rodzina
zbioréw By := {(x,y) € Q: z < t}, t € R, ktora jest borelowska.”

Zdefiniujmy teraz rozktad prawdopodobieristwa zmiennej losowej, ktory w naturalny sposéb umoz-
liwia "transport” prawdopodobienstwa z abstrakcyjnej przestrzeni (€2,%) na przestrzen (R, B(R)).
Zacznijmy od wprowadzenie ogdlnej definicji rozktadu prawdopodobieristwa.

Definicja 3.11 (Rozklad prawdopodobienstwa). Przez rozklad prawdopodobienistwa na R
bedziemy rozumie¢ kazda miare probabilistyczna p : B(R) — R okreslona na (R, B(R)).

Rozktadéw prawdopodobienistwa na R jest oczywidcie bardzo duzo. Do kazdej zmiennej losowej
mozna przyporzadkowaé jeden rozktad.

Definicja 3.12 (Rozklad prawdopodobienistwa zmiennej losowej). Niech X bedzie zmienng
losowa okreslona na (2, X, P). Wtedy rozkladem prawdopodobienstwa zmiennej losowej
X nazywamy rozktad prawdopodobieristwa, oznaczany przez px, dla ktorego zachodzi

px(B) =P(X~!(B)), BeB(R)."

“W literaturze mozna rowniez spotkaé notacje Px zamiast px.

Z Definicji 3.12 widzimy, ze pux (B) = P({X € B}) oznacza prawdopodobienstwo, ze wartosci zmien-
nej X beda w zbiorze B. Rozklad prawdopodobieristwa zmiennej losowej X dostarcza nam zazwyczaj
wszystkich potrzebnych informacji o zmiennej X, cho¢ jest on w istocie miara probabilistyczna na
(R, B(R)) i nie musi by¢ zwiazany z konkretna zmienna losowa, czy powiazana przestrzenia pro-
babilistyczna (€2, %, P). Dla uproszczenia, majac zadany rozklad p, bedziemy pisa¢ X ~ u, jezeli
bedziemy wymagaé, aby ux = u.

"Intuicyjnie rzecz ujmujac, mamy tylko informacje o tym jaka jest odleglosé bezwzgledna miedzy z i y. Z tej
informacji nie da sie wywnioskowaé jaka jest wartosé z.
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Przyktad 3.13 (Suma reszek w dwoch rzutach symetryczna moneta c.d.). Dla zmiennej X okreslo-
nej w Przyktadzie 3.2 jej rozklad skupiony jest na zbiorze dyskretnym {0, 1,2} poprzez ux({0}) =

nx({2}) = oraz ua({1}) = 1.

Przyktad 3.14 (Losowanie dwoch liczb i ich bezwzgledna roznica c.d.). Dla zmiennej X okreslonej
w Przyktadzie 3.3 jej rozktad skupiony jest na zbiorze [0, 1]. Przyktadowo, dla zbioréw mierzalnych
Ay =[0,t], t € [0,1], dostajemy pux(A;) =P(X <t)=1-2-(0.5-(1—t)-(1—1t)=1—(1—1t)%

W dalszej czesci tego rozdzialu zastanowimy sie, jak dobrze charakteryzowaé¢ (pewne) rozktady
prawdopodobienstwa oraz zwigzane z nimi obiekty. Mozna to zrobié¢ na przyktad poprzez funkcje
gestosci prawdopodobienstwa, czy dystrybuante zmiennej losowe;j.

3.3 Rozklady ciggtle i gestos¢ prawdopodobienstwa

Zajmijmy sie teraz pewnymi szczegdlnymi typami rozkltadéw prawdopodobieristwa dla ktérych ist-
nieje tzw. funkcja gestosci prawdopodobieristwa.

Definicja 3.15 (Rozklad ciagly i gestosé¢ rozkladu). Niech p bedzie rozktadem prawdopodo-
bienistwa na R. Jezeli dla pewnej funkcji f: R — R, catkowalnej w sensie Lebesgue’a, zachodzi

H(A) = /A f(z)dz, A€ B(R),

to rozktad p nazywamy rozkltadem cigglym, a funkcje f nazywamy funkcja gestosci praw-

dopodobienstwa rozkladu p.

Podobnie jak wczesniej, do (pewnych) zmiennych losowych, mozemy przyporzadkowaé gestosé. War-
to tutaj podkresli¢, ze istnieja zmienne losowe, dla ktorych rozktad (gestosé) nie istnieje.

Definicja 3.16 (Gestos¢ zmiennej losowej i absolutna ciagtosé). Niech X bedzie zmienna lo-
sowa okreslona na (2,3, P). Jezeli rozktad zmiennej X, tj. ux, jest ciagly z funkcja gestosci
prawdopodobienistwa fx to moéwimy, ze zmienna losowa X jest absolutnie ciggla oraz ma

gestosé fx.

Przez fx bedziemy zazwyczaj oznaczaé¢ gestosé zmiennej X.

Przyktad 3.17 (Losowanie dwoch liczb i

ich bezwzgledna roznica c.d.). Zmienna lo- |
sowa X okreslona w Przyktadzie 3.3 ma roz- 0
ktad ciagtly, ktory zadany jest przez gestosé
fx(x) = 11 (x)2(1 — z). Istotnie, dla zbio- |
ru A; = [0,], t € [0,1], dostajemy 2 9
t S
px (Ay) = / 2(1—z)dr = 2t—t* = 1—-(1-1)?,
0 2
co pokrywa sie z rozkladem prawdopodobien- sS4 o

stwa podanym w Przyktadzie 3.14.

W4

W5
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Przyklad 3.18 (Rozklad jednostajny na
odcinku (0, 27)). Rozwazajac paradoks Ber-
tranda losowaliSmy kat z przedziatu (0, 2m). 9 °
Odpowiada to tzw. rozktadowi jednostajne- °
mu na odcinku. Na przestrzeni probabili-
stycznej (2,%,P), gdzie Q = (0,27), ¥ =
B((0,27)) oraz P(-) = L4(-)/2n okreslmy

0.20
|

f(x)
0.10
|

zmienna losowa przez X (w) = w. Zmien- S -

na taka ma rozktad px(-) = P(-) dla kto-

rego istnieje funkcjg gestosci zadana przez S 4 S
© \ \ \ \ \

fX( ) :H‘(OQW)( ) 'IGR -2 0 2 4 6 8

Naturalnym pytaniem wydaje sie scharakteryzowanie wszystkich funkcji f: R — R bedacych gesto-
$cig dla pewnego rozktadu prawdopodobienstwa.

Twierdzenie 3.19 (Wtasnosci funkcji gestosci prawdopodobienstwa). Niech f bedzie gestoscia
dla pewnego rozktadu prawdopodobienistwa p na R. Wtedy

1) [ f(x)de =
2) f>0pmn. (tzn. f(z) >0dlaxz € R\ A, gdzie A jest zbiorem Lebesgue’a miary zero);
3) f jest wyznaczona jednoznacznie z dokladnoscia do zbioréw Lebesgue’a miary zero.

Ponadto, kazda funkcja f: R — R spelniajaca warunki 1) i 2) jest gestoscia prawdopodobien-
stwa dla pewnego rozktadu p na R.

Dowdd.
1) Poniewaz ju jest rozkladem prawdopodobienstwa na R, dostajemy [p f(z)dz = pu(R) = 1.

2) Niech A :={z e R: f(z) < O} Dla keN deﬁmujemy Ap :={z € R: f(z) < —1}. Dla kazdego
k € N mamy 0 < u(Ag) fA z)dr < —1L1(Ag), co daje nam L£1(Ax) = 0. Stad dostajemy
L1(A) = L1 (Ugey Ak) <D0y El(Ak) = 0, co konczy dowdd.

3) Niech f1 i fo beda funkcjami gestosci rozkladu p. Podobnie jak wcezesniej, definiujemy zbiory
B = {z € R: fi(z) — fa(z) < 0} oraz Bk = {z € R: fi(z) — fo(z) < —1}. Dla kazdego k € N
mamy 0 = u(By) — u(By) = [z (fi(z) — fa(z))dz < —+L1(By), co daje nam L1(Bg) = 0 i
w konsekwencji £1(B) = 0. W podobny sposob, zamieniajac f1 z fo, dostajemy £1(B) = 0 dla
B:={z eR: fi(z) — fa(z) > 0}.

Pokazane, ze funkcja spelniajaca 1) i 2) jest gestoscia jest rutynowym zadaniem z teorii miary i
pominiemy tego dowdd (¢w. do domu). O

Uwaga 3.20 (Charakteryzacja gestosci). Z Twierdzenia 3.19 wynika, ze funkcja f jest funkcja
gestosci prawdopodobienistwa wtedy i tylko wtedy, gdy f jest nieujemna (p.n.) i calkuje sie do
jednosci.
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3.4 Rozklady dyskretne i masa prawdopodobienstwa

Kolejnym szczegdlnym typem rozktadéw prawdopodobieristwa sa tzw. rozktady dyskretne.

Definicja 3.21 (Rozklad dyskretny i funkcja masy prawdopodobienstwa). Niech p bedzie
rozktadem prawdopodobienstwa na R. Jezeli istnieje zbior przeliczalny S C R taki, ze u(S) = 1,
to rozktad p nazywamy rozkladem dyskretnym. Moéwimy, ze rozklad p ma funkcje masy
prawdopodobienistwa p : R — R, zadana przez p(x) = u({z}).

Podobnie jak wczedniej, pewne zmiennych losowe sa zwigzane z rozktadami dyskretnymi i mozemy
do nich przyporzadkowaé funkcje masy prawdopodobienstwa.

Definicja 3.22 (Dyskretna zmienna losowa i jej masa prawdopodobienistwa). Niech X bedzie
zmienng losowa okreslong na (2, %,P). Jezeli rozklad zmiennej X, tj. ux, jest dyskretny z
funkcjg masy prawdopodobieristwa px to méwimy, ze zmienna losowa X jest dyskretna oraz
ma mase prawdopodobienstwa px.

Mase prawdopodobieristwa dyskretnej zmiennej losowej X oznaczamy zazwyczaj przez px. Oczy-
wiscie dla rozktadu dyskretnego funkcjg masy prawdopodobienstwa jednoznacznie identyfikuje nam
rozktad prawdopodobienstwa. Funkcje masy prawdopodobienistwa czesto reprezentuje sie w postaci
tablicowej jako ciag par ((x;,p;))ier, gdzie I = Nlub I ={1,2,...,n} dlan € N.

Przyktad 3.23 (Suma reszek w dwoch rzutach symetryczng moneta c.d.). Zmienna X wyzna-
czajaca sume reszek w dwoch rzutach monetg jest zmienng dyskretna; zob. Przyktad 3.2. Funkcja
masy prawdopodobienistwa zadana jest przez p(x) = %]l{o} (x) + %1{1}(1') + %11{2}(1‘) lub w postaci
tablicowej przez

€Ty 0 1 2

Pilyg 2 1
Uwaga 3.24 (Oblozenie zmiennej dyskretnej funkcja). Znajac rozklad (mase prawdopodobien-
stwa) dyskretnej zmiennej losowej mozemy stosunkowo tatwo policzy¢ rozktad (mase prawdopodo-
bieistwa) zmiennej Y = ¢(X), gdzie ¢ : R — R jest funkcja borelowska. Przyktadowo, dla $cisle
rosnacej funkcji ¢ wiemy, ze mase X mozna wyrazi¢ w postaci tablicowej jako ((Z;, pi))ier, gdzie
«%z‘ = QO(.TZ)

Przyktad 3.25 (Suma reszek w dwoch rzutach moneta symetryczng c.d.). Rozwazmy zmienng X
z Przykltadu 3.23 oraz zadajmy Y := |X — 1|. Zauwazajac, ze P{Y =1}) = P{X =0} U{X =2})
dostajemy funkcje masy prawdopodobienstwa zmiennej Y zadana przez p(z) = %]l{o}(a;) + %Il{l} (x).
Istnieja oczywiscie rozktady, ktére nie sa ani ciagte ani dyskretne. Na teorii miary i catki dowiemy
sie, jak dokona¢ dekompozycji rozktadu prawdopodobieristwa na cze$¢ absolutnie ciggtq i czes$é sin-
gularng, ktora dla tzw. rozktadéw regularnych mozna zdekomponowaé na czesé dyskretng oraz cze$é
singularng ciggtq. Podsumowuje to tzw. Twierdzenie Lebesgue’a o dekompozycji (ang. Lebesgue’s
decomposition theorem). Jego sformutowanie oraz dowod wykracza poza material tego wyktadu,
zob. Twierdzenie 19.61 w [HSG65].

Przyktad 3.26 (Przyktad rozktadu, ktory nie jest ani dyskretny, ani ciagtu). Niech X ma rozklad
jednostajny na odcinku [0, 10] oraz niech Y = min(X,5). Latwo pokaza¢, ze zmienne losowa Y nie
ma rozkladu dyskretnego, gdyz np. P(Y =5) = 3 > 0oraz P(Y <t) =P(X <t)dlat <5 (a X
ma rozktad ciagly).
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3.5 Dystrybuanta zmiennej losowej

Oproécz funkeji gestosci, czy funkeji masy prawdopodobienistwa, istnieja inne metody identyfikowa-
nia rozktadu prawdopodobienistwa. Najwazniejsza z nich jest powiazana z tzw. dystrybuantq, czyli
funkcja ktora jednoznacznie wyznacza rozkltad i zalezy od jednego parametru.

Definicja 3.27 (Dystrybuanta rozktadu). Niech p bedzie rozktadem prawdopodobieristwa na
R. Dystrybuantg rozktadu p nazywamy funkcje F,: R — R, ktéra zadana jest przez

Fu(t) .= p((—o0,t]), teR.

Jak wida¢, dystrybuanta podaje nam wartosci miary p na zbiorach generujacych postaci (—oo, t].
Pomimo tego, ze rodzina ta jest indeksowana tylko jednym parametrem ¢ € R, generuje nam on cala
o-algebre zbioréw borelowskich i wystarcza do wyznaczenia miary p. Tak, jak poprzednio, zwigzmy
teraz dystrybuanty rozktadu ze zmiennymi losowymi.

Definicja 3.28 (Dystrybuanta zmiennej losowej). Niech X bedzie zmienna losowa okreslona
na (2,3, P). Dystrybuanta zmiennej losowej X nazywamy funkcje okreslona przez

Fx(t)=P(X <t), teR.

Oczywiscie z Definicji 3.28 dostajemy od razu, ze dystrybuanta zmiennej losowej jest w istocie
dystrybuanta rozktadu prawdopodobienstwa zwiazanego z ta zmienna, tzn. zachodzi Fx (t) = F), . (t)
dla t € R.

Przyktad 3.29 (Dystrybuanta rozktadu jednostajne-
go na odcinku (0,27)). W Przyktadzie 3.18 rozwaza-
lismy zmienng losowa X o rozkladzie z funkcja ge-
stosci fx(z) = %  L2m)(z), = € R. Dystrybuan-
te takiego rozktadu tatwo wyliczy¢. Istotnie, zauwaza- ©
jac, ze dla t € [0,27] mamy Fx(t) = pux((—oo,t]) =

0.8

F(t)

fjoo fx(t)dt = % fg ldt = ﬁ, dostajemy 3
0 t<0, S
Fx(t) = % t € [0,2n], o |

1 t>2m. ° . ‘ T T T T



27

Przyktad 3.30 (Suma reszek w dwoch rzutach syme-

tryczna moneta c.d.). W Przyktadzie 3.2 rozwazalismy =
zmienng losowa opisujaca sume reszek w dwdch rzutach o |
moneta. Jej funkcja masy prawdopodobiefistwa wyno- ° e
sita p(z) = %ﬂ{o}(l‘) + %11{1}(:6) + %]1{2}(:1:), skad do- ©
stajemy wzoér na dystrybuante e
<
0 t<0
1 telo1) S
Fx(t)=1473 ’
7 te[l,2) o |l .
1 t > 2 © I I I I I
- -1 0 1 2 3
t
Przyktad 3.31 (Losowanie dwoch liczb i ich bez- o
wzgledna roznica c.d.). W Przykladzie 3.14 policzyli- a
$my wartos¢ P(X < ¢) dla t € [0,1]. Dostajemy stad o |
wprost wzor na dystrybuante zmiennej X. Dystrybu- °
anta ta wynosi e
0 t<0 Tos
Fx(t)=<¢1—(1—-t)?2 tec]o0,1]
1 t> 1. S
S I I I I I
-05 0.0 05 1.0 15

Podobnie jak w przypadku rozktadu chcieliby$my okresli¢ jakie wtasnosci powinna spetnia¢ funkja
F: R — R aby by¢ dystrybuanta.

Twierdzenie 3.32 (Wlasnosci dystrybuanty). Niech F), bedzie dystrybuanta dla pewnego
rozktadu prawdopodobienistwa p na R. Wtedy

1) F}, jest funkcja niemalejaca;
2) F), jest funkcja prawostronnie ciagla;
3) limy o0 Fu(t) = 1 oraz limy_, o F),(t) = 0.

Ponadto, kazda funkcja F': R — R spelniajaca warunki 1), 2) i 3) jest dystrybuanta dla pewnego
rozktadu g na R.

Dowad.
1) Wynika to wprost z wlasnosci miary, gdyz dla ¢ < s mamy (—oo,t] C (—o0, s].
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2) Niech ¢t € R oraz niech (¢,)nen bedzie nierosnacym ciagiem liczb spelniajacym ¢, N\, t, n — oo.
Zauwazajac, ze rodzina zbiorow (T, )nen, gdzie T), := (—o0, t,], jest zstepujaca oraz korzystajac z
Propozycji 1.7 (dla miary p) dostajemy

oo
Fu(t) = p((=00,1]) = p (ﬂl Tn> = lim_p((=00,tn]) = lim F,(tn).

t=
3) Postepujemy podobnie jak w punkcie 2), biora rodzine T, := (—o0, 2], z € Z, oraz zauwazajac,
ze oy T =01 U2, T = R; gdy z rosnie, to rodzina (71%).cz jest wstepujaca, a gdy z maleje, to
rodzina (71%).ez jest zstepujaca.
Pokazanie, ze funkcja spetniajaca 1), 2) i 3) jest dystrybuanta pewnego rozktadu jest rutynowym
zadaniem z teorii miary i pominiemy tego dowod (¢éw. do domu). O

Warto nadmienié, ze istnieje wzajemna jednoznacznosé¢ pomiedzy rozktadami prawdopodobienistwa,
a dystrybuantami. Innymi stowy, jezeli i v sa rozkladami o réwnych dystrybuantach F), = F,
to rozklady p i v sa sobie rowne (tzn. u(A) = v(A) dla dowolnego A € B(R)). O ile funkcja
gestosci stuzyta do charakteryzacji tylko pewnej podklasy rozkladoéw (absolutnie ciaglych), o tyle
dystrybuanta charakteryzuje nam juz jednoznacznie kazdy mozliwy rozktad (z doktadnoscia do
zbioréw miary zero).

Uwaga 3.33 (Oblozenie zmiennej funkcja rosnaca, a dystrybuanta). Niech X bedzie zmienna okre-
Slona na (€2, %, P), oraz niech Y = ¢(X), gdzie ¢ : R — R jest borelowska funkcja $cisle rosnaca.
Latwo zauwazy¢, ze dystrybuante zmiennej Y mozna przedstawié¢ przy pomocy dystrybuanty zmien-
nej X, gdyz dla dowolnego t € R zachodzi Fy (t) = P(p(X) < t) = P(X < ¢ (1)) = Fx (o 1(t)).
W szczegolnosei, dla Y = aX + b, gdzie a > 0 i b € R dostajemy

Fy(t)=PaX +b<t)=P(X < Eb) = Fy(Eh), teR

a

3.6 Zwigzek miedzy dystrybuantg, a gestoscia

Jezeli mamy do czynienia ze zmienng losowa X o rozkladzie absolutnie ciagtym z gestoscia fx, to
oczywiscie dystrybuante tej zmiennej mozemy wyliczyé ze wzoru

Fx(t) = /_ " (.

Powyzszy wzoér mozna tez odwrocié, tzn. dla absolutnie ciaglych zmiennych losowych X pochodna
dystrybuanty daje nam gestosé, czyli zachodzi Fi (t) = fx(t) (p.w.).

Oczywiscie nie zawsze rozwazajac pochodng F’, a nastepnie ja catkujac dostaniemy dystrybuante
F — bedzie tak tylko dla funkcji F', ktore sa absolutnie ciagte (dlatego tez tak nazywa sie powiazane
zmienne losowe); zob. strona 438 w |Bill12|, gdzie w szczegdlnosci podana jest definicja absolutnej
ciaglosci. Warto tutaj zaznaczy¢, ze aby dosta¢ Fi (t) = fx(t) nie wystarczy zalozyé ciaglosci (w
zwyklym sensie) funkcji Fx. Przedstawmy na koniec twierdzenie, ktore pokazuje nam, jak szybko
sprawdzi¢, kiedy F” jest gestoscia.

Twierdzenie 3.34. Niech F bedzie dystrybuanta dla ktorej F’ istnieje prawie wszedzie oraz
ffooo F'(xz)dz = 1. Wtedy F’ jest gestoscia prawdopodobienstwa rozkltadu o dystrybuancie F'.

Dowo6d Twierdzenia 3.34 opiera sie na standardowych technikach teorii miary i caltki. Jego dowdd
mozna znalez¢ np. w Rozdziale 5.4 w [JS04].
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Uwaga 3.35 (Gtladka transformacja absolutnie ciagtej zmiennej losowej). Zakladajac, ze X jest
absolutnie ciaggta, a funkcja ¢ : R — R jest odpowiedni gtadka, zmienna losowa Y := ¢(X) bedzie
réwniez absolutnie ciagla i w stosunkowo tatwy sposéb mozemy policzy¢ jej gestosé. Przyktadowo,
zakladajac, ze funkcja ¢ jest $cisle rosnaca funkcja klasy C!, catkujac przez podstawienie, dostajemy

Fr(t) =P (X <o) = | oy @Y= | el wlda
© —00,t —00

co daje nam wzor na gestosé fy (t) = f(o~1(w)) - |~ (u)|. Wiecej szczegotéw na ten temat mozna
znalez¢ w Rozdziale 5.5 w [JS04].

W5

wWeé
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4 Wektory losowe i zalezno$é miedzy zmiennymi losowymi

W poprzednim rozdziale zdefiniowalismy wielowymiarowy odpowiednik zmiennej losowej, tj. wektor
losowy. Wiekszos¢ definicji z Rozdzialu 3 przenosi sie w naturalny sposéb na przypadek wielo-
wymiarowe. W rozdziale tym przedstawimy niektore wlasnosci dystrybuant wielowymiarowych oraz
wprowadzimy pojecie niezaleznosci zmiennych losowych. Podobnie jak wcze$niej z kazdym wektorem
losowym mozna zwigzaé¢ wielowymiarowy rozktad prawdopodobienistwa, czyli miare probabilistyczna
w: B(R™) — R™ okreslong na (R, B(R™)).

4.1 Dystrybuanta wielowymiarowa

Podobnie jak w przypadku zmiennych losowych, rozktady wektoréw losowych mozna charakteryzo-
waé na roézne sposoby dostajac w szczegélnosci klasy absolutnie ciagtych wektoréow losowych, czy
dyskretnych wektoréw losowych. Z kazdym rozktadem mozna tez (w sposodb jednoznaczny) zwiazaé
wielowymiarowa dystrybuante.

Definicja 4.1 (Dystrybuanta wektora losowego). Niech X = (Xi,...,X,,) bedzie wektorem
losowym okreslonym na (€2, %, P). Dystrybuanta wektora losowego X nazywamy funkcje
Fx : R™ — [0, 1] okreslona przez

Fx(tl,...,tn) = P(Xl <ti...,Xp Stn); (tl,...,tn) e R.®

“Zapis P(X1 < #1,...,Xn < tn) to uproszczone oznaczenie P({X; < t1}N...N{X, <tn}).

Oczywiscie, podobnie jak wczesniej, dostajemy Fx = F),,, gdzie jest rozkladem prawdopodobien-
stwa na R"™ zwigzanym z X.

Przyktad 4.2 (Dwa rzuty moneta symetryczng). Niech (92, %2 P2?) bedzie przestrzenia proba-
bilistyczna odpowiadajaca iloczynowi kartezjariskiemu € = {0, R} ze schematem klasycznym, co
odpowiada 2-krotnemu rzutowi moneta. Wtedy wektorem losowym opisujacym wynik obu rzutow
bedzie wektor X = (X1, X»), gdzie X (w1, ws) = ]l{R}(wl) oraz Xo(wi,wy) = ]l{R}(wz). Dystrybu-
anta takiego wektora wyraza sie wzorem Fx (t1,t2) = Fx,(t1) - Fx,(t2) co mozna wprost zapisa¢
jako

t1 <0Via <O

t1 € [0, 1)Atg € [0, 1)

(tl € [O,l)/\tg > 1)\/(tl >1Aty € [0,1))

t1 > 1Nty > 1.

Fx(ti,t2) =

= ool a= O

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, mozna réwniez scharakteryzowaé funkcje bedace
dystrybuantami.
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Twierdzenie 4.3 (Wlasnosci dystrybuanty). Niech F), bedzie dystrybuanta dla pewnego roz-
ktadu prawdopodobienistwa p na R™. Wtedy

1) F), jest funkcjy niemalejaca wzgledem kazdego argumentu;

2) F), jest tzw. funkcja n-rosngcq, tzn. dla t,s € R™ takich, ze t < s (po wszystkich wspotrzed-
nych), zachodzi

Z(-l)Z?:l €i FM (6 4 (1 _ 6) . S) >0
ecU

gdzie mnozenie (-) jest po wspotrzednych® oraz U = {e € R": ¢, € {0,1} dla k =1,2,...,n};
3) F) jest funkcja prawostronnie ciagla;
4) Fu(ti,...,tn) — 1 jezeli inf—q  nt; = oo oraz F,(t) = 0 jezeli inf;—1 _,t; = —o0.

Ponadto, kazda funkcja F': R™ — R spelniajaca warunki 1), 2), 3) i 4) jest dystrybuanta dla
pewnego rozktadu g na R™.

“zn. e-t+ (1 —¢€)-s=(e1t1 + (1 —€1)s1,...,€ntn + (L —€n)sn) dlat = (t1,...,tn) 1 s =(S1,...,8n)

Dowodd Twierdzenia 4.3 wykracza poza material tego wyktadu, zob. Rozdziat 5.3 w [JS04|. Podob-
nie jak wczesniej istnieje wzajemna jednoznaczno$é pomiedzy rozkladami prawdopodobienistwa, a
dystrybuantami. Innymi stowy, jezeli u i v sg rozkladami o réwnych dystrybuantach F), = F),, to
rozklady 4 i v sa sobie rowne (tzn. p(A) = v(A) dla dowolnego A € B(R™)).

Uwaga 4.4 (Funkcje n-rosnace). Warunek drugi w Twierdzeniu 4.3 jest zwiazany z tzw. objetoscia
funkcji (ang. function volume). Dlan =21t < s (po wspolrzednych) warunek ten sprowadza si¢ do
nieréwnosci

F(Sl, 82) — F(tl, 82) — F(Sl,tg) + F(tl,tg) >0,

co mozna traktowaé jako “objetos¢” funkcji na kwadracie [t1, s1] X [te, s2]. Kazdy element powyzej
mozna traktowaé jako "objeto$¢” funkcji na pewnym prostokacie, co graficznie mozna zilustrowaé

bl b

Wiecej szczegdtow na ten temat mozna znalezé w ksiazce [Nel07]

Dla dyskretnych dwuwymiarowych wektoréw losowych, czesta praktyka na scharakteryzowanie roz-
ktadu jest podanie tablicy zawierajacej prawdopodobienistwa przyjecia przez wektor poszczegdlnych
wartosci. Podobnie jak to mialo miejsce w Rozdziale 3.4, majac dany wektor losowy X = (X,Y),
rozktad dyskretny mozna scharakteryzowaé zadajac tablice (pij)ier,jes, gdzie I odpowiada ilosci
wartosci, ktére moze przyja¢ zmienna X, J odpowiada ilosci wartosci, ktére moze przyjaé¢ zmienna
Y, a p;; to prawdopodobieristwo, ze X przyjmie i-ta warto$¢ oraz jednoczeénie Y przyjmie swojg
j-ta wartosc.

Przyktad 4.5 (Dwa rzuty moneta symetryczng c.d.). Rozktad dyskretnego wektora losowego z
Przyktadu 4.2 mozna scharakteryzowaé zadajac tablice

3 o

—_

1 1
0 |z 1
1 1
L1z 1



7 tablicy tej tatwo obliczyé¢ prawdopodobieristwo roznych zdarzen, np. P(X = 0,Y = 1) = % lub
P(X=0)=P(X=0,Y €{0,1})=P(X=0,Y =0)+P(X =0,Y =1) = 1.
4.2 Dystrybuanty brzegowe i twierdzenie Sklara

Majac dany wektor losowy X = (Xi,...,X,) naturalne wydaje sie rozwazanie rozkltadow jego
wspolrzednych i badanie ich zwigzku z dystrybuanta.

Definicja 4.6 (Dystrybuanta brzegowa wektora losowego). Niech X = (Xi,...,X,,) bedzie
wektorem losowym okreslonym na (2, %,P). Wtedy dla kazdego i = 1,2,...,n, przez i-ta
dystrybuante brzegowa wektora X rozumiemy funkcje F; : R — R zadana przez

Fl(t) = ]P)(XZ < t), teR.

Warto zauwazy¢, ze mozemy nieformalnie zapisa¢ F;(t) = Fx (T;), gdzie T; € R™ to wektor,
ktory na i-tej pozycji ma t; a na pozostatych pozycjach co.®

@Aby ujac wszystko formalnie, musielibyémy rozszerzy¢ funkcje Fx z R™ do R™, zob. Definicja 4.1.

Widacé wiec, ze z kazdg dystrybuanta wielowymiarowa mozemy zwiazaé n jednowymiarowych dystry-
buant brzegowych odpowiadajacych brzegowym zmiennym losowym Xq, ..., X,,. Oczywiscie znajac
same dystrybuanty jednowymiarowe, nie jestedmy w stanie odtworzyé¢ dystrybuanty wielowymiaro-
wej, co beda ilustrowa¢ dwa kolejne przyktady.

Czesto, w przypadku dwuwymiarowych rozktadéw dyskretnych, dodaje sie informacje o rozkta-
dach brzegowych do tablicy (masy prawdopodobienistwa). Ilustruje to Przyktad 4.2.

Przyktad 4.7 (Dwa rzuty moneta symetryczna c.d.). Tablice opisujaca rozklad dyskretnego wek-
tora losowego X = (X,Y) z Przyktadu 4.5 mozna uzupelnié¢ o informacje o rozktadach brzegowych
dostajac

X

0 1| X
1 1 1
0 i 1|3
1 1 1
1 i 1|2
1 1
Y |3 3

Warto zauwazy¢, ze wartos¢ w ostatniej kolumnie (odp. ostatnim rzedzie) to nic innego, jak suma
wszystkich warto$¢ w danym rzedzie (odp. kolumnie), co istotnie odpowiada rozktadowi brzegowe-
mu. Przyktadowo, P(Y = 0) = P(X € {0,1},)Y =0) =P(X =0,Y =0)+P(X =1,Y =0) =
1,1 _1
T4 2= 4,
4T 7172

Przyktad 4.8 (Rozklady brzegowe nie wyznaczaja jednoznacznie I:OZkhNidu). Rozwazmy wektor
losowy X = (X,Y) z Przykladu 4.5 oraz wektor X = (X,Y), gdzie X =Y = X. Rozklad wektora

X mozna przedstawi¢ w postaci tablicy

XY 0 1|X
1 1
0 2 013
1 1
¥ 1 1
Y |3 3
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Widag, ze rozklady wektorow losowych X oraz X sg rozne, choé rozklady brzegowe sie pokrywaja.
Rozklady brzegowe nie pozawalaja nam wiec na pelne okreslenie rozktadu brzegowego.

Analizujac przyktad oraz pojawia sie naturalne pytanie: Co jestedmy w stanie powiedzie¢ o dys-
trybuancie wektora losowego, znaja jego dystrybuanty brzegowe oraz, czy mozna formalnie zwigzaé
dystrybuante taczna z brzegowymi. Okazuje sie¢, ze mozna dokonaé¢ dekompozycji dystrybuanty na
rozklady brzegowe oraz tzw. funkcje copula (ang. copula) opisujaca zalezno$¢ miedzy zmiennymi

brzegowymi.®

Twierdzenie 4.9 (Twierdzenie Sklara). Niech X = (Xy,...,X,,) bedzie wektorem losowym
okreslonym na (€2, %,P). Niech F' oznacza dystrybuante wektora X oraz niech F; oznacza
dystrybuante brzegowa zmiennej losowej X;, i = 1,...,n. Wtedy istnieje funkcja C : [0,1] —
[0, 1] taka, ze

F(ty,... ,tn) = C(Fl(tl), ooy Fo(tn))-

Funkcja C jest okreslona jednoznacznie, jezeli dystrybuanty brzegowe sa ciagle.?. Warto wspomnie¢,
ze funkcja C w istocie opisuje zaleznosé miedzy zmiennymi brzegowymi i jest ona dystrybuanta dla
ktorej brzegi maja rozklad jednostajny na odcinku [0, 1]; zalezno$¢ wyrazona jest poprzez unormo-
wanie brzegéow. Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne, ktére mowi, ze znajac funkcje brzegowe
oraz funkcje copula rozktadu jesteSmy w stanie odtworzy¢ jego dystrybuante. Dowdd Twierdzenia 4.9
oraz wiecej wlasnosci funkeji C' (wraz z ich dowodami) mozna znalezé w [Nel07].

4.3 Niezalezno$é zmiennych losowych

W Rozdziale 2 podalismy definicje niezaleznosci zdarzen A, B € ¥ dla ustalonej przestrzeni (2, X, P).
Definicja ta w naturalny sposéb przenosi sie na zmienne losowe, co pozwoli nam méwié formalnie
np. o niezaleznych rzutach moneta.

Definicja 4.10 (Niezaleznos¢ zmiennych losowych). Niech Xi,..., X, beda zmiennymi loso-
wymi okreslonymi na (€2, ¥, P). Zmienne losowe Xi,. .., X, nazywamy zmiennymi niezalez-
nymi, gdy dla kazdego ciagu zbioréw borelowskich By, ..., B, € B(R) zachodzi

P(X; € By,...,Xn € By) =P(Xy € By)-...-P(X, € By).

Moéwimy, ze zmienne losowe sa zalezne, gdy nie sa niezalezne.

Moéwiac inaczej, zmienne sa niezalezne, gdy dowolne zdarzenia generowane przez te zmienne sg
niezalezne; podobnie jak wczesniej, definicje niezaleznosci mozna rozszerzy¢ na przeliczalne rodziny
zmiennych losowych.

Uwaga 4.11 (Niezaleznos¢ zmiennych losowych, a niezaleznosé o-algebr generowanych przez te
zmienne). Definicji 4.10 mozna wyrazi¢ rowniez w jezyku niezaleznosci o-algebr generowanych przez
zmienne losowe; dla uproszczenia ograniczmy si¢ do przypadku n = 2. Niech (2, 3, P) bedzie prze-
strzenia probabilistyczna, a X1 i X9 okreSlonymi na niej o-algebrami (takimi, ze 31,9 C X).
Mowimy, ze o-algebry 1 1 Yo sa niezalezne, gdy dla dowolnego A1 € ¥y oraz As € Yo zachodzi
P(A; N Ag) = P(Ay) - P(Ag). Korzystajac z tej definicji wiemy, ze zmienne losowe X oraz Xs sa
niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy o-algebry generowane przez te zmienne, tj. o(X;) oraz o(Xs)
sa niezalezne.

8W polskiej literaturze wystepuje wiele nazw funkcji copula, np. koputa, funkcja taczaca, funkcja tacznikowa.
9W przeciwnym przypadku jest ona okreslona jednoznacznie na zbiorze wartosci funkcji
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Pokazmy teraz dwa przyktady.

Przyktad 4.12 (Przyklad niezaleznych zmiennych losowych). Rozwazmy wektor losowy X =
(X,Y) = okreslone w Przykladzie 4.2. Zmienne losowe X oraz Y sa niezalezne, tzn. dla kazde-
go B,C € B(bR) zachodzi P(X € B,)Y € C) =P(X € B)-P(Y € C). Jezeli BN {0,1} = 0 lub
Bn{0,1} = B, to dostajemy P(X € B) = 0 lub P(X € B) = 1, czyli rownos¢ P(X € B,Y €
C)=P(X € B)-P(Y € C) jest spelniona dla kazdego C € B(R). Podobnie, jezeli C N {0,1} =0
lub C N {0,1} = C, to réwnos¢ jest speliona dla kazdego B € B(R). W pozostalych sytuacjach
dostajemy P(X € B,)Y € C) = % oraz P(X € B)=P(Y €C) = %, co konczy dowod.

Przyktad 4.13 (Przyklad zaleznych zmiennych losowych). Niech X oraz X, oznacza liczbe oczek
w dwoch (niezaleznych rzutach kostka). Definiujemy Y7 = min(X;, X3) oraz Yo = max(Xy, X»).
Wtedy zmienne losowe Y; oraz Y sa od siebie zalezne, gdyz np. P(Y; = 6,Y; = 1) = 0 podczas,
gdy P(Y1 = 6) =P(Ys =6) = 5 # 0.

Niezalezno$é¢ zmiennych losowych mozna opisaé¢ na wiele sposobdw, przy wykorzystaniu ich rozktadu
tacznego, czy dystrybuanty.

Propozycja 4.14 (Warunki rownowazne na niezaleznos¢ zmiennych losowych). Niech X7, ..., X,
beda zmiennymi losowymi okreslonymi na (€2, X, P). Wtedy nastepujace warunki sa rownowazne

1) zmienne losowe X7, ..., X, sa niezalezne;

2) F(Xl,...,Xn)(tla R ,tn) = FXl(tl) e FXn(tn) dla (tl,. .. ,tn) € R™.

Dowad.
[1) = 2)| Wystarczy rozwazy¢ zbiory postaci wziaé B; = (—oo,t] dlai=1,...,n oraz t € R.

[2) = 3)] Niech F' bedzie dystrybuanta rozkladu iloczynu kartezjanskiego px, ® ... ® py,. Wtedy

F(tr,...,tn) = (ux, @ ... @ ux, ) ((—00,t1] X ... X (—00,tn]) = px, ((—00,t1]) - ... - px, ((—00, tn]),

co daje nam F(t1,...,t,) = Fx,(t1) ... Fx, (t,) = Fix,,...x,)(t1, - tn). Rownosé dystrybuant

F oraz Fix,....x,) implikuje rtéwnos¢ powiazanych rozkladow, co konczy dowod.

[3) = 1)] Dla dowolnych By, ..., B, € B(R) zachodzi

]P’(Xl eBy,....X, € Bn) = /JJ(Xl,...,Xn)(Bl X ... X Bn)
= p(x,)(B1) - px,,) (Bn)
=P(X1€By)-...-P(X, € By),
co koriczy dowdd. O

Z Propozycji 4.14 mozna réwniez wywnioskowaé¢ warunki rownowazne na niezalezno$é dla rozktadow
ciagtych i dyskretnych, ktore sa oparte o mase prawdopodobienistwa, czy gestosé. Istotnie, jezeli
rozklad (Xi,...,X,) jest dyskretny, to warunkiem réwnowaznym jest rownosé

P(X;=a1,....,Xp=a,) =P(X;1 =a1) ... P(Xy, = an),
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gdzie (a;) € R to zbior wartosci wektora X;. Jezeli rozklad wektora (Xi,...,X,,) jest z kolei ciagty
o gestosci f, to warunkiem rownowaznym na niezaleznosé jest rownosé (p.n.) funkeji

flze, ... xn) = fi(zr) - oo e fo(zn),

dla (x1,...,2,) € R?, gdzie f; jest gestoécig zmiennej X;, i = 1,...,n.10

Na koniec przedstawmy propozycje, ktéra moéwi, ze oblozenie niezaleznych zmiennych losowych
funkcjami borelowskimi nie wptywa na ich niezaleznosé;

Propozycja 4.15. Niech Xi,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi okreslonymi na
(Q,%,P) oraz niech ¢; : R — R beda funkcjami borelowskimi, i = 1,...,n. Wtedy, zmienne
losowe 1(X1),...,pn(Xy) sa niezalezne.

Propozycje 4.15 mozna udowodnié¢ np. analizujac jak oblozenie zmiennej losowej funkcja borelow-
ska wplywa na generowang o-algebre. Po pelny dowdd tej propozycji odsytamy do Rozdziatu 5.8
w [JS04]. Warto zaznaczy¢, ze podobny wynik jest prawdziwy, gdy obktadamy funkcja borelowska
odpowiednie wektory losowe (np. powstale z niezaleznych ciagéw zmiennych losowych).

10Jezeli wektor losowy (X1,...,Xn) jest absolutnie ciagly, to jest brzegi tez sa absolutnie ciagte, co wynika np. z
twierdzenia Fubiniego; wiecej informacji na ten temat bedzie podanych na wykladzie z teorii miary i catki.

W6

w7
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5 Wartosé oczekiwana i inne charakterystyki zmiennych losowych

Czasami zamiast rozwazaé caly rozklad zmiennej losowej (czy wektora losowego) wystarczy podaé
jej pewne charakterystyki, czy parametry, ktore identyfikuja jednoznacznie pewien rozktad. Takich
charakterystyk opisujacych jest oczywiscie bardzo duzo — najczesciej uzywanymi sa warto$¢ ocze-
kiwana opisujaca nam $rednia wartosé, ktéra przyjmuje zmienna losowa oraz wariancja opisujaca
rozrzut Srednio-kwadratowy wokoét sredniej. W przypadku wielowymiarowym chcieliby$smy z kolei
opisaé¢ zalezno$é¢ miedzy zmiennymi przy pomocy charakterystyk liczbowych, czemu moze stuzyé
tzw. kowariancja lub jej unormowany odpowiednik nazywany korelacja.

5.1 Warto$¢é oczekiwana i jej podstawowe wlasnosci

Zanim przejdziemy do ogdlnej definicji wartosci oczekiwanej, aby lepiej zrozumieé intuicje, podajmy
jej szezegbdlng postaé dla rozktadéw dyskretnych skoniczonych i ciaglych.

Definicja 5.1 (Wartos¢ oczekiwana dla rozkladu dyskretnego). Niech X bedzie dyskretna
zmienng losows okreslong na (€, X, P) przyjmujaca wartosci ze zbioru przeliczalnego S =
{1, 29,...}. Wtedy, warto$é oczekiwana dyskretnej zmiennej losowej X — o ile istnieje
— oznaczamy przez E(X) i definiujemy jako

E(X) =)z P(X = ). (5.1)
=1

We wzorze (5.1) mnozymy kazda wartos¢ zmiennej losowej przez prawdopodobieristwo jej wysta-
pienie, co daje nam $rednig wartos¢ jaka przyjmuje nasza zmienna. Dla rozktadéw dyskretnych
skoniczonych rozwazamy oczywiscie skoriczona sume w (5.1). Najlepiej ilustruje to prosty przyklad.

Przykltad 5.2 (Srednia liczba oczek w rzucie kostka). Niech zmienna losowa X ma rozklad od-
powiadajacy liczbie oczek w standardowym rzucie kostks, tzn. warto$ci zmiennej sa w zbiorze
S:={1,...,6} oraz P(X = z) = } dla kazdego = € S. Wtedy

6 . . 6 .
E(X) :Zizll'P(X:Z) :Zizlz' % - % :35
Innymi stowy, wykonujac wiele rzutéow i zapisujac ich wynik na kartce, a nastepnie biorac srednia,

otrzymalibysmy liczbe bliska 3.5 (a w granicy rowna doktadnie 3.5); oczywiscie warto$¢ ta nie musi
by¢ (bezposrednio) osiagana w rzutach.

Definicja 5.3 (Warto$¢ oczekiwana dla rozkladu ciaglego). Niech X bedzie ciagla zmien-
na losowa okreslona na (2,3, P) z funkcja gestosci f. Wtedy, wartosé¢ oczekiwang ciaglej
zmiennej losowej X — o ile istnieje — oznaczamy przez E(X) i definiujemy jako

E(X) := /OO z- f(x)de. (5.2)

—00

Wzor (5.2) mozna traktowaé jako odpowiednik (5.1) dla rozktadow ciaglych, podobnie jak to ma
miejsce w standardowej definicji catki.
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Przyktad 5.4 (Losowanie liczby z odcinka (0, 1)). Niech zmienna losowa X ma rozklad jednostajny
na odcinku (0,1) wyrazony funkcja gestosci f(x) = 1o )(x). Wartos¢ oczekiwana tej zmienne;
wynosi

E(X) = [ 2l (z)ds = [y dz=0.5.

W ogdélnym przypadku wartos¢ oczekiwang definiujemy korzystajac z definicji catki wzgledem miary.
Definicja ta powinna by¢ podana i doktadnie oméwiona na wyktadzie z teorii miary i calki, zob.
Dodatek B.

Definicja 5.5 (Wartosé¢ oczekiwana). Niech X bedzie zmienna losowa okreslona na (2,3, P).
Wtedy, wartos$é oczekiwang zmiennej losowej X oznaczamy przez E(X) — o ile istnieje —
i definiujemy jako

E(X) := /Q X dP. (5.3)

Latwo sprawdzi¢, ze warto$ci oczekiwane dla rozktadéw ciaglych i dyskretnych podane w Defini-
¢ji 5.1 oraz Definicji 5.3 pokrywaja sie z ogdlnym wzorem podanym w Definicji 5.5. Z teorii miary
i calki wiemy, ze warto$¢ oczekiwana to nic innego jak calka wzgledem miary probabilistyczne;.
Oczywiscie nie musi ona istnie¢ lub moze by¢ nieskoriczona. Warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym na istnienie i skoficzonoéé wartosci oczekiwanej jest warunek [ |X|dP < 00! Zmienne losowe
o skoriczonej wartosci oczekiwanej bedziemy nazywaé czasami catkowalnymi, a zbior catkowalnych
zmiennych losowych na przestrzeni (2, X, P) oznaczaé bedziemy przez L'(Q, 3, P)!2

Uwaga 5.6 (Wartos¢ oczekiwana a rozktad prawdopodobienistwa zmiennej losowej). Wartosé ocze-
kiwana zmiennej losowej jest jednoznacznie wyznaczona przez rozktad tej zmiennej. Istotnie dla
catkowalnej zmiennej losowej X zachodzi réwnosé fQ XdP = fR Iddpx, gdzie Id to funkcja tozsa-
mosciowa, co pokazuje nam jak zwiazaé warto$é¢ oczekiwana z rozktadem.

Uwaga 5.7 (Rozne oznaczenia calki wzgledem miary). W literaturze mozna spotkaé¢ wiele konwencji
zapisu catki wzgledem miary probabilistycznej. Rowniez w tym wyktadzie, majac dana zmienna
X, zamiast uzywac zapisu jak w Definicji 5.5 bedziemy pisa¢ [, X (w)P(dw). Podobnie, zamiast
Jg Iddpx mozemy uzywaé zapisu [ zpx(dz) lub [p @ dux ().

Warto$é oczekiwana spelnia szereg wlasnosci, ktére powinnismy juz znaé¢ z analizy matematycznej
oraz teorii miary i calki. Podsumujmy teraz podstawowe z nich bez podania dowodu.

VWarto tuta]j przypomnieé, ze catka z funkcji nieujemnej jest zawsze dobrze okreslona, choé¢ moze by¢ nieskonczona.
2Formalnie rzecz biorac elementami przestrzeni L' (Q, 3, P) sa klasy abstrakeji zmiennych losowych, ktore sa sobie
réwne prawie wszedzie, por. Uwaga 3.5.
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Propozycja 5.8 (Podstawowe wlasnoéci wartoéci oczekiwanej). Niech X,Y € LY(Q,X,P).
Wtedy

1) (monotonicznosé) Jezeli X > Y, to E(X) > E(Y);

2) (nier6wnos¢ modutowa) E|X| > |E(X)|;

4

) (
) (

3) (addytywnos¢) E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y) dla dowolnych a,b € R;®
) (lemat Fatou) Jezeli X, > 0, to E(liminf,,~ X,) < liminf, o E(X,);
) (

5) (twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej) Jezeli (X,,) jest niemalejacym ciagiem

nieujemnych zmiennych losowych, to E(lim, e X)) = limy, 00 E(X});

6) (twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej) Jezeli (X,,) jest ciagiem zmiennych
takim, ze |X,| < Z dla pewnej catkowalnej zmiennej losowej Z, to E(lim, o0 X)) =

“W szczegolnosci, dla wektora aX + bY istnieje wartosé oczekiwana.

Warto zauwazy¢, ze addytywnosé operatora wartosci oczekiwanej przenosi sie na wieksza liczbe
zmiennych losowych i pozwala nam w tatwy sposéb obliczy¢ warto$é¢ oczekiwana w sytuacji, gdy
powtarzamy eksperyment, sumujac taczny wynik.

Przyktad 5.9 (Srednia liczba oczek w 10 rzutach kostka). Zalézmy, ze chcemy poznaé $rednia
wartos¢ liczby oczek, ktore wypadna w 10 rzutach kostka. Oznaczajac przez X; ilos¢ oczek w i-tym
rzucie dostajemy

E(32, Xi) =02 E(X;) = 10-E(X;) = 10 - 3.5 = 35.

Czesto bedziemy chcieli obliczyé¢ $rednig wartos¢ zmiennej losowej, po obltozeniu jej przez funkcje
borelowska. Podajmy teraz ogélne twierdzenie, ktore pozwala to wyliczy¢; dowod tego twierdzenia
opiera sie na standardowej metodzie stopniowego komplikowana funkcji i powinien by¢ podany na
teorii miary i calki w og6lnym przypadku.

Twierdzenie 5.10 (Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej oblozonej funkcja borelowska). Niech
X bedzie zmienna losowa okreslona na (2, ¥, P) oraz niech ¢: R — R bedzie funkcja borelow-
ska. Wtedy, wartosé¢ oczekiwana zmiennej losowej p(X) — o ile istnieje — mozemy policzy¢ ze
wzoru

E(p(X)) = /R () dyix ().

W przypadku zmiennych o rozkltadzie dyskretnym lub ciagtym mozna zmodyfikowaé wzor z Twier-
dzenia 5.10. Jezeli zmienna losowa X ma rozklad dyskretny skupiony na zbiorze S := {z1,z2...},
to — o ile powiazana warto$¢ oczekiwana (X ) istnieje — zachodzi rownosé

E(p(X)) =) pl@i) - P(X = ). (5.4)
i=1

Jezeli natomiast zmienna losowa ma rozktad ciagly o gestosci f, to — o ile powiazana wartosé
oczekiwana istnieje — zachodzi

E(p(X)) = / () () da (5.5)
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Przyktad 5.11 (Wartosc oczekiwana pola prostokata). Zal6zmy, ze chcemy obliczy¢ pole prostoka-
ta o bokach X oraz (1—X), gdzie X ma rozktad jednostajny na zbiorze (0, 1). Zadanie to sprowadza
si¢ do obtozenia zmiennej X funkcja ¢(x) = z(1 — z), x € R, i policzeniu jej wartosci oczekiwanej.
Korzystajac ze wzoru (5.5) dostajemy

00 1 1
E(X(I—X)):/ :c(l—:c)l(m)(a:)d:z::/ xdx—/ aer:c:}—lzl.
7 0 0 2 3 6

—0o0
W przypadku nieujemnych zmiennych losowych, mozna szybko policzyé warto$é oczekiwang
znajac jej dystrybuante.

Propozycja 5.12 (Wartos$¢ oczekiwana nieujemnej zmiennej losowej). Niech X bedzie zmienna
losowa okreslona na (2, X, P) taka, ze X > 0. Wtedy warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X
mozna policzyé ze wzoru

E(X) = /000(1 — Fy(t))dt = /OOO P(X > t)dt.

Dowadd. Niech X > 0. Wtedy, korzystajac z twierdzenia Fubiniego, dostajemy

E(X) = fo wdux (@) = [~ (Jo 1dt) dpx(z)
= /7 [ 1[Oz )L[0,00) () dt dpux ()
= %0 Lo 10,00 ()1 [t,00) (@) dpux () dt
= fO (ft dpx (x ) fO (X >t)dt _
=fo A=Fx@®)d. S

Warto zauwazy¢, ze funkcja ¢ — P(X > t) ma co najwyzej ‘
przeliczalnie wiele punktéw niecigglosdci, wiec uzycie ostrej | &Y
nieréwno$ci nie wptywa tutaj na wartosé calki.

O

Na koniec przedstawmy uzyteczng czesto wtasnosé, ktére pozwala nam szybko policzy¢ wartosé
oczekiwang iloczynu zmiennych losowych, gdy sa one niezalezne.

Propozycja 5.13 (Wartosé oczekiwana iloczynu niezaleznych zmiennych losowych). Niech
X,Y € LY(Q, %, P) beda niezaleznymi zmiennymi losowymi. Wtedy

E(XY) = E(X)E(Y).

Dowdd. Pokazmy najpierw, ze wartos¢ oczekiwana iloczynu istnieje i jest skoriczona, tzn. fQ |XY|dP <
oo. Korzystajac z twierdzenia Fubiniego, dwuwymiarowego odpowiednika Twierdzenia 5.10 (dla
©: R? — R danej przez ¢(z,y) = |ry|) oraz warunku 3) w Propozycji 4.14 dostajemy

BXYD) = [ levluoxs(@ody) = [ [ fol sy (@)
- / 2l (de) / lylpay (dy) = E(XDE(Y]) < oo
R R
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Wartosé oczekiwana iloczynu wiec istnieje, i jest dana wzorem

E(XY) = /R mypey(dedy) = . = /

sux(de) [ yny(dy) = ECOB(Y).
R R

O

Na koniec dodajmy jeszcze, ze w przypadku wielowymiarowym, przez warto$é¢ oczekiwang z wektora
losowego bedziemy rozumie¢ wektor wartosci §rednich jego brzegow.

Definicja 5.14 (Wartos$¢ oczekiwana wektora losowego). Niech X = (X1,..., X,,) bedzie wek-
torem losowym okreslonym na (2, X, P). Wtedy, wartoscia oczekiwana wektora X ozna-
czang przez E(X) — o ile istnieje — nazywamy wektor z R™ zadany przez

E(X) := (E(X1),...,E(X,)). (5.6)

5.2 Wariancja i odchylenie standardowe

W poprzednim rozdziale zdefiniowaliSmy wartos¢ oczekiwang zmiennej losowej, ktéra mozna trakto-
wacl jako pewna charakterystyke liczbowsa rozktadu. Oczywiscie podanie samej wartosci oczekiwanej
(jednej liczby) nie charakteryzuje nam ozkladu. Aby moc w lepszym stopniu go opisaé¢ przy pomo-
cy charakterystyk, czesto okresla sie¢ w jakim stopniu rozklad jest rozrzucony (rozproszony) wokot
swojej $redniej.

Definicja 5.15 (Wariancja i odchylenie standardowe). Niech X bedzie zmienna losowa okre-
slona na (2, X, P). Wtedy, wariancje zmiennej losowej X — o ile istnieje — oznaczamy przez
D?(X) i definiujemy jako

D*(X) :=E((X — E(X))?). (5.7)

Przez odchylenie standardowe zmiennej losowej X rozumiemy pierwiastek z jej wariancji i ozna-

czamy je jako D(X) := /D?(X).

Jak wida¢ z Definicji 5.15, wariancji to nic innego jak $redni kwadrat odchylenia od wartosci sredniej.
Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na istnienie wariancji jest oczywiscie istnienie catki z kwa-
dratu zmiennej, tzn. warunek fQ X?2dX < 00.!3 Przestrzeni catkowalnych z kwadratem zmiennych
losowych zadanych na (€2, ¥, P) bedziemy oznaczaé¢ przez L?(£2, %, P). Pokazmy teraz podstawowe
wlasnosci wariancji.

Propozycja 5.16 (Podstawowe wtasnoéci wariancji). Niech X € L2(Q, 3, P). Wtedy
1) (alternatywny wzor) D?(X) = E(X?2) — (E(X))2.

2) (nieujemnosé¢) D?(X) > 0, przy czym D?(X) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy X = x (p.n.) dla
pewnej statej x € R;

3) (homogenicznogé) D?(cX) = 2D?(X) dla c € R;

4) (niezmienniczo$é¢ wzgledem przesunie¢) D*(X +a) = D?*(X) dla a € R;

13Warunek ten oczywiscie implikuje istnienie wartoéci sredniej, tzn. warunek fQ X?dX < oo; aby to sprawdzié,
wystarczy skorzystaé z nieréwnosci |z| < z° + 1, z € R.
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Dowdd.
1) Korzystajac wprost z definicji i whasnosci wartosci $redniej dostajemy

D*(X) = E((X — E(X))?) = E(X* - 2XE(X) + (E(X))*) = E(X?) — (E(X))*.

2) Nieujemno$¢ wynika wprost z definicji, gdyz caltka z funkcji nieujemnej jest nieujemna. Zalozmy
teraz, ze D*(X) = 0 i oznaczmy E(X) = 2. Wtedy warto$¢ oczekiwana z nieujemnej funkcji (X —
x)? wynosi 0, co implikuje juz (X — )2 = 0 (p.n) i w konsekwencji X = z (p.n.); dowéd tego
pozostawiamy jako ¢wiczenie do domu.

3) Korzystajac z 1) i whasnosci wartosci oczekiwanej dostajemy

D*(eX) = E((cX)?) — (E(cX))* = A(E(X?) - (E(X)?))
4) Wprost z definicji dostajemy
D}X +a) =E(X +a—-E(X +a))?) =E((X —E(X))?)
O

Wariancje mozna czesto tatwo wyliczy¢ dla rozkladéw cigglych i dyskretnych, co ilustruja dwa
kolejne przyktady.

Przyktad 5.17 (Suma ortéw w dwoch rzutach moneta). Rozwazmy model w ktérym rzucamy
dwiema monetami. Niech zmienna losowa X opisuje sume reszek tj. PX = 0] = iP[X = 1] =
PX =2] = i. Wariancja zmiennej losowej X wynosi wtedy

D*(X)=E(X?) - (E(X))*=(0-5+1-5+2%.9)—12=3.

Przyktad 5.18 (Losowanie liczby z rozkladu jednostajnego na (0,1)). Niech X ma rozktad jedno-
stajny na odcinku (0, 1). Korzystajac z faktu, ze E(X) = %, dostajemy
1 1/2
DY(X) =E((X - 1)) = [y (@ — ?de = [V, 22 dz = &5
Czasami, podobnie jak w przypadku wartosci oczekiwanej, przez wariancje wektora losowego X
rozumiemy wektor zlozony z wariancji jego brzegéw. Nie bedziemy tego jednak definiowaé, gdyz

czedciej podaje sie tzw. macierz wariancji-kowariancji, ktorej przekatna odpowiada wariancjom brze-
gowym — macierz ta zostanie zdefiniowana w nastepnym podrozdziale.

5.3 Kowariancja i korelacja

Do tej pory zajmowali$émy sie wspétczynnikami liczbowymi opisujacymi rozktad danej zmiennej lo-
sowej. Przedstawmy teraz wspolczynnik, ktérym mozna opisaé zaleznosé miedzy dwoma zmiennymi
losowymi.

Definicja 5.19 (Kowariancja). Niech X i Y beda zmiennymi losowymi okreslonymi na (€2, 3, P).
Wtedy, kowariancje zmiennych losowych X i Y —oile istnieje — oznaczamy przez Cov(X,Y)
i definiujemy jako

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))). (5.8)

Kowariancje mozna traktowaé, jako swego rodzaju uogélnienie wariancji, ktére bierze pod uwage
zalezno$¢ miedzy zmiennymi losowymi. Wtasnosci kowariancji sa przedstawione ponize;j.
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Propozycja 5.20 (Podstawowe wtasnoéci kowariancji). Niech X,Y,Z € L?(Q, 3, P). Wtedy
1) (alternatywny wzor) Cov(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y);
2) (zwiazek z wariancja) Cov(X, X) = Var(X);

3) (zerowa kowariancja dla niezaleznych zmiennych losowych) Cov(X,Y) = 0, gdy X oraz Y
sa niezalezne;

4) (symetria) Cov(X,Y) = Cov(Y, X);

5) (homogenicznosé i niezaleznosé od przesunieé) Cov(aX + b,cY + d) = abCov(X,Y) dla
a,b,c,d € R,

6) (dwuliniowos¢) Cov(X + Y, Z) = Cov(X, Z) + Cov(Y, Z).

Dow6d Propozycji 5.20 opiera sie na wykorzystaniu podstawowych wlasnosci operatora wartosci
oczekiwanej i w duzej mierze jest bardzo podobny do dowodu Propozycji 5.16. Zauwazmy takze, ze
punkt 3) wynika niemal wprost z Propozycji 5.13. Pelny dowod Propozycji 5.20 pozostawiamy jako
¢éwiczenie do domu. W7
Pokazmy teraz, jak przy pomocy kowariancji mozna policzy¢ wariancje sumy zmiennych losowych. ws

Propozycja 5.21 (Wariancja sumy dwo6ch zmiennych losowych). Niech XY € L2(Q, %, P).
Wtedy istnieje wariancja sumy tych zmiennych i jest ona okreslona wzorem

D*(X +Y) = D*X)+ D*Y) +2Cov(X,Y).

Dowdd. Korzystajac z réownosci D?(X +Y) = Cov(X + Y, X +Y), dwuliniowosci operatora kowa-
riancji oraz symetrii dostajemy

Cov(X +Y, X +Y) = Cov(X, X) + Cov(Y,Y) +2Cov(X,Y) = D*(X) + D*(Y) 4+ 2Cov(X,Y),
co koniczy dowdd. O

Uwaga 5.22 (Wariancja sumy wiekszej ilosci zmiennych losowych). Wzér z Propozycji 5.21 mozna
tatwo uogdélni¢ na n zmiennych losowych. Jezeli Xi,..., X, s zmiennymi o skoriczonej wariancji,
to wariancja ich sumy ma postaé

DX X1+ +Xp) =) Cov(X;, X;) => D*X;)+2 Y Cov(X;, X;).
i=1 j=1 i=1 1<i<j<n
W szczegolnosci warto zauwazy¢, ze dla (parami) niezaleznych zmiennych losowych dostajemy
D*(X1+ ...+ X,) = D*(X1) + ...+ D*(X,). (5.9)

Warto tutaj wyraznie podkresli¢, ze z rownosci (5.9) nie wynika niezaleznosé (nawet parami) zmien-
nych losowych Xi,...,X,.

Kowariancja oddaje nam w pewien sposob zaleznos$¢ miedzy zmiennymi losowymi, ale oczywi-
$cie jej wartos¢ zalezy od wariancji zmiennych losowych. W szczegdlnosci, przeksztatcenia liniowe
(skalowanie) zmiennych losowychzmieniaja ich kowariancje. Aby tego unikna¢ i w pewnym sensie
unormowaé ten wspotczynnik, wprowadza sie tzw. korelacje.
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Definicja 5.23 (Kowariancja). Niech X,Y € L?(Q, X, P). Wtedy, korelacje zmiennych lo-
sowych X i Y oznaczamy przez Cor(X,Y) lub (pxy) i definiujemy jako
Cov(X,Y)

Cor(X,Y) := DX DY) (5.10)

Latwo pokazac, ze dla a,d > 0 oraz b,d € R mamy Cor(aX + b, cY + d) = Cor(X,Y’) wiec operator
korelacji jest niezmienniczy wzgledem (rosnacych) przeksztatcen liniowych. Latwo rowniez pokazaé
(korzystajac np. z nierébwnosci Schwarza), ze dla dowolnych zmiennych losowych X, Y (catkowalnych
z kwadratem) dostajemy Cor(X,Y) € [—1, 1], przy czym wartosci graniczne —1 1 1 sa osiagane tylko
w przypadku, gdy jedna zmienna jest liniowa transformacja drugiej zmiennej. W zwiagzku z tym
wspolezynnik korelacji czesto nazywa si¢ wspotczynnikiem korelacji liniowej. Gdy Cor(X,Y) = 0,
to méwimy, ze zmienne X oraz Y sa liniowo niezalezne; w szczegdlnodci, jezeli zmienne X 1Y sa
niezalezne, to sa liniowo niezalezne (ale nie na odwrot!).

Na koniec zdefiniujemy jeszcze wielowymiarowe odpowiedniki zar6wno kowariancji, jak i korela-
cji.

Definicja 5.24 (Macierz wariancji-kowariancji wektora losowego). Niech X = (X1,...,X,)
bedzie wektorem losowym okreslonym na (2, ¥, P). Wtedy, macierz wariancji-kowariancji
wektora X — o ile istnieje — oznaczamy przez X x i definiujemy jako

COV(Xl,Xl) e COV(Xl,Xn)

COV(XQ,Xl) ce COV(XQ,Xn)
Yx = . ) .

Cov(Xp,X1) ... Cov(X,,X,)

Przez macierz korelacji wektora X bedziemy natomiast rozumieé¢ macierz Rx zadana przez

Cor(X1,X1) ... Cor(X1,X,)

COI‘(XQ,Xl) cee COr(Xz,Xn)
Rx = . _ )

Cor(X,,X;) ... Cor(Xy,X,)

Warto zauwazyé, ze diag(Xx) = (D?(X1),. .., D*(X,)), gdzie diag(Zx) to wektor zlozony z wyra-
zOw na przekatnej macierzy. Dostajemy rowniez diag(Rx) = (1,...,1), gdyz dlakazdegoi =1,...,n
zachodzi Cor(X;, X;) = 1. Latwo tez pokazaé, ze obie macierze sa symetryczne, nieujemnie okre-
slone, oraz jezeli rzad tych macierzy nie jest pelny (macierz jest zdegenerowana), to niektore ze
zmiennych brzegowych mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowe innych zmiennych brzegowych.

5.4 Momenty i inne charakterystyki

Oméwione przez nas charakterystyki — srednia, wariancja, odchylenie standardowe, kowariancja i
korelacja — nie sg oczywiscie jedynymi charakterystykami, ktére mozna zwigzaé z rozktadem. Czesto
charakterystyki sa zwiazane z momentami wyzszych rzedow.
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Definicja 5.25 (Momenty zmiennej losowej). Niech X bedzie zmienna losowa okreslona na
(Q, X, P). Wtedy, dla p > 0, wprowadzamy nastepujaca charakterystyki — o ile istnieja — zmien-
nej X:

e Moment (zwykly) rzedu p zdefiniowany jako E(XP);
e Moment absolutny rzedu p zdefiniowany jako E(|X|P);

e Moment centralny rzedu p zdefiniowany jako E((X — E[X]))P).

Podobnie jak w przypadku sredniej i wariancji, przestrzen zmiennych losowych na (2,3, P) dla
ktorych istnieje moment rzedu p, tzn. zachodzi [, |X [P dP, oznaczamy przez LP(Q,%,P). Warto
zauwazy¢, ze dla dowolnego p < ¢ dostajemy LP(Q, %, P) D LI(Q, %, P)."* Czesto tez wprowadza
sie przypadki graniczne, w ktorych LY(€, ¥, P) oznacza przestrzein wszystkich zmiennych losowych,
natomiast L°(£, X, P) oznacza przestrzeni ograniczonych zmiennych losowych. Wyzsze momenty
czesto stuza do zdefiniowania innych charakterystyk zwigzanych z ksztaltem rozkladu zmienne;j
losowej. Wprowadzmy teraz dwa z nich, ktore mierzg tzw. skosnosé i splaszczenie rozktadu

Definicja 5.26 (Wspotczynnik skosnosci i kurtozy). Niech X bedzie zmienna losowa okreslona
na (Q, X, P). Wtedy

e Wspolczynnikiem sko$no$ci (asymetrii) zmiennej losowej X — o ile istnieje —
nazywamy charakterystyke as(X) zadana przez

E(X - E(X))%)
(D*(X))3/2

Oég(X) =

e Wspoélczynnikiem kurtozy (splaszczenia) zmiennej losowej X — o ile istnieje —
nazywamy natomiast charakterystyke a4(X) zadana przez

E((X — E(X))Y)
(D*(X))?

ay(X) =

Oproécz powyzszych charakterystyk z rozkladem mozna zwigza¢ wiele innych liczb. Przyktadem mo-
ze by¢ tutaj chociazby pomiar tzw. entropii rozktadu, czy wyznaczenie ryzyka rozktadu (mierzonego
np. poprzez wyliczenia punktu, dla ktorej dystrybuanta przyjmuje okreslong wartosé¢). Omowienie
tych charakterystyk iich wlasnosci wykracza jednak poza zakres tego wyktadu. Na koniec wprowadz-
my jeszcze jedna popularng charakterystyke rozktadu, zwang mediang. Jest to liczba, ktora dzieli
rozktad na pét w ten sposob, aby wpadniecie do kazdej z tych czesci byto mozliwie jak najbardziej
réwnoprawdopodobne.

M Wprowadzamy tutaj pewne uproszczenie, gdyz czesto definiujac przestrzen LP(€2, X, P) definiuje sie na niej od
razu norme poprzez zadania p-tego absolutnego momentu zmiennej. Traktujmy jednak te przestrzenie na razie jako
przestrzenie bez ustalonej normy
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Definicja 5.27 (Mediana). Niech X bedzie zmienna losowa okreslona na (€2, 3, P). Mediana
zmiennej losowej X nazywamy kazda liczbe m € R® dla ktorej spelnione sa nieréwnosci

P(X <m)> oraz P(X >m) <

N | =
N =

“Dla kazdej zmiennej losowej istnieje (co najmniej jedna) mediana, ale w zdegenerowanych przypadkach moze
by¢ ich wiecej

5.5 Nieréwnosci probabilistyczne wykorzystujace momenty

Z analizy znamy wiele nieré6wnosci catkowych, ktore pomagaja w dowodach, badz oszacowaniach.
Nieréwnoéci te oczywiscie mozna opisaé¢ w jezyku zmiennych losowych i ich momentéw. Przypo-
mnijmy teraz niektoére z nich oraz wprowadzmy dwie nieréwnosci charakterystyczne dla rachunku
prawdopodobienistwa

Propozycja 5.28 (Nier6wno$¢ Schwarza). Niech X,Y € L?(Q, X, P). Wtedy

E(XY)? <E(X?)E(Y?). (5.11)

Dowdd. Jezeli E(X?) = 0 lub E(Y?) = to nieréwnos¢ jest spelniona. Zalézmy, ze obie te wartosci
sa silnie wigksze od 0. Zdefiniujmy zmienne X := X/\/E(X?) i Y := Y/\/E(Y?) oraz zauwazmy,
7e nieréwnosé (| X| — [Y[)?2 > 0 implikuje

X2 47?2 > 9IXY). (5.12)

Obkladajac (5.12) wartoscig oczekiwana, dostajemy 1 > E(|XY), co jest rownowazne nieréwnosci

VE(X?)\/E(Y?) <E(XY), ktora z kolei jest rownowazna (5.11). O

Propozycja 5.29 (Nieréwno$é Jensena). Niech X € L'(Q, X, P) oraz niech g : R — R bedzie
(mierzalng) funkcja wypukla dla ktorej g(X) € L'(Q, 2, P). Wtedy

9(E(X)) < E(g(X)). (5.13)

Dowod. Z analizy matematycznej wiemy, ze dla kazdego z¢p € R istnieje stala ay, € R taka, ze
dla dowolnego y € R dostajemy g(y) > g(zo) + (y — z0)az,, co wynika z wypuklosci funkeji g. W
szezegolnosci podstawiajac xg := E(X) oraz dla kazdego w € Q podstawiajac y := X (w) dochodzimy
do nieréwnosci

9(X) = g(E(X)) + (X — E(X))ag(x)-

Obktadajac obie strony wartoscia oczekiwang otrzymujemy teze. O

Propozycja 5.30 (Nierownos¢ Holdera). Niech p, g > 1 beda do siebie sprzezone, tj. %—1—% =1.
Niech X € LP(Q, 3, P) oraz Y € L9(Q, X, P). Wtedy

E(|XY]) < E(X[")PE(|Y[4)Y. (5.14)
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Przyktadowy dowdd nieréwnosci Holdera opiera sie na zastosowaniu nieréwnosci Younga do zmien-
nych X := X E(|X|P)Y/? oraz § := Y E(]Y|9)Y/9 i oblozeniu obu stron wartoscia oczekiwana,
podobnie jak w nieréwnosci Schwartza. Pozostawiamy go jako éwiczenie domowe.

Udowodnijmy teraz nieréwnosé¢ Czebyszewa, ktéra bedzie przydatna w dowodzeniu wielu twier-
dzen rachunku prawdopodobieristwa oraz prostych oszacowaniach.

Propozycja 5.31 (Nieréwnosé Czebyszewa). Niech X bedzie zmienng losowa okreslong na
(Q, 3, P). Wtedy, dla kazdego ¢ > 0, zachodzi

E|X
P(|X]| >¢€) < L (5.15)
€
Dowdd. Ustalmy € > 0. Oszacowujac z dotu warto$¢ zmiennej losowej | X | dostajemy
e P(|X]|>¢) < f{mze} | X|dP < E|X]|.
O

Nier6wno$é¢ Czebyszewa tatwo uog6lni¢ na wyzsze momenty, co daje nam tzw. nier6wnosé Markowa.

Propozycja 5.32 (Nierownos¢ Markowa). Niech X bedzie zmienna losowa okreslona na (€2, 3, P).
Wtedy, dla kazdego p > 0 oraz € > 0 , zachodzi
E(|X|P
B(IX| > o) < XD (5.16)

eb

Dowd6d nieré6wnosci Markowa jest prostym wnioskiem z nieréwnosci Czebyszewa i pozostawiamy go
jako ¢éwiczenie do domu. Warto tez zauwazy¢, ze dla catkowalnych zmiennych losowych z nieréwnosci
Markowa wynika tez nieréwnosé

D*(X)
2 Y

P(X —~E(X)| > ¢) < (5.17)

€
ktora czasami nazywa sie nieréwnoscia Czebyszewa-Bianaymé. Ogolnie mowiac, o ile nieréwnosé
Czebyszewa jest przydatna w dowodach, o tyle czesto daje nam bardzo niedokladne oszacowania
— warto zauwazy¢, ze oszacowania w dowodzie Propozycji 5.31 moga by¢ czesto nieoptymalne ma
oszacowanie wartosci P(|X| > e).

Na koniec tego rozdziatu przytoczmy jeszcze jedna wazng nieréwnos$é dla sum niezaleznych
zmiennych losowych, ktore pozwala nam kontrolowaé to, jak bardzo mozemy odchyli¢ sie od (teo-
retycznej) $redniej. Nierdwnos$é ta jest czesto uzywana (np. wraz z nieréwnoscia Czebyszewa) w
dowodach twierdzen na kryteria zbieznosci szeregéw zmiennych losowych.

Propozycja 5.33 (Nierownosé Kolmogorowa). Niech n € N oraz niech Xi,..., X, bedze
ciggiem niezaleznych zmiennych losowych takim, ze E(X;) = 0 oraz D?(X;) < o0, i=1,...,n.
Wtedy dla kazdego ¢ > 0 zachodzi

DY X1+ ...+ X,)
5 :
€

P( max |[X1+...+X;|>¢) <

i=1,...,n
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Dowadd. Ustalmy n € N, € > 0 oraz wprowadzmy oznaczenie S; ;= X7 +...+ X;dlai=1,...,n
Niech A; := {|Sl’ > 6}. Dla By := A; oraz B; := A; \ {Al U.. .Ai,1}7 1 =2,...,n dostajemy

n n
= > — - y
A {anlax |1 X1 4+ ...+ X;i| > e} LJlAZ leBl
1= =

Poniewaz zdarzenia (B;)]"; sa parami rozlaczne i sumuja si¢ do A oraz E(S,) = 0, dostajemy
D?(S,) =E(S%) >E(14-82) = ZE 1p, - 52). (5.18)

Dla kazdego ¢ = 1,...n, zauwazajac, ze zmienne losowe 1p, - S; oraz S,, — S; sa niezalezne oraz
zachodzi E(S,, — S;) = 0, dostajemy

E(1p, - S7) =E(lp, - (Sn — Si + Si)?)
=E(1p, - (Sn — Si)%) + 2E(15, - S)E(S, — S;) + E(1p,S?)
> E(15,57)
> P(B;)e?

co w polaczeniu z (5.18) daje nam D?(S,) > >_1_; P(B;)e* = P(A)e? i koticzy dowdd. O
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6 Przeglad i wlasnosci wybranych rozkladow

Poznalismy juz definicje zmiennej losowej, jej rozktadu, oraz podaliémy wzoru na podstawowe cha-
rakterystyki. Z praktycznego punktu widzenia chcielibySmy jednak poznaé przyktady rodzin roz-
ktadéw prawdopodobienstwa, ktore moga by¢ uzyteczne. W rozdziale tym przedstawimy przeglad
podstawowych (jednowymiarowych) rozktadéw prawdopodobienistwa wraz z podaniem ich podsta-
wowych charakterystyk; pomijamy charakterystyki takie, jak skosnos¢, kurtoza, czy mediana

6.1 Rozklady dyskretne

Zacznijmy od przegladu rozktadéw dyskretnych, ktore czesto pojawiaja sie w problemach probabi-
listycznych. Dla kazdego rozktadu podane jest jego oznaczenie oraz tabela z podstawowymi powia-
zanymi obiektami i (istniejacymi) charakterystykami.

Rozklad jednopunktowy

Na poczatek przedstawiamy najprostsza mozliwa sytuacje, w ktérej mamy do czynienia z rozktadem
jednopunktowym.

Definicja 6.1 (Rozktad jednopunktowy). Niech X bedzie zmienna losowa okreslona na (2, 3, P).
Zmienna X ma rozklad jednopunktowy dla ¢ € R, jezeli P(X = ¢) = 1. Rozktad taki ozna-
czamy przez 6. 1 zapisujemy jako X ~ §..?

“Rozklad ten nazywany jest tez czesto deltq Diraca — stad oznaczenie.

Rozklad jednopunktowy: ¢=0.5

.

Parametry ¢ € R (punkt)
Masa prawd. | p(x) = 1.(z), x € R
Srednia c

Wariancja 0

p(X)

0.0 0.2 04 06 08 1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rozklad dwupunktowy

Rozktad dwupunktowy moze stuzyé do modelowania prostych eksperymentéw w ktorych interesuje
nas tylko sukces i porazka. Za pomoca odpowiednich sum rozktadéw dwupunktowych mozna rowniez
odtworzy¢ wiele znanych rozkladow.

Definicja 6.2 (Rozklad dwupunktowy). Niech X bedzie zmienna losowa okreslona na (2, X, P).
Zmienna X ma rozklad dwupunktowy dla (r6znych) a,b € R oraz p € (0,1), gdy P(X =
a)=piP(X =b) =¢q, gdzieq=1—p.
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Rozklad dwupunktowy: a=0.2,b=0.6,p=0.2

Parametry b € R (punkty)

€ (0,1) (prawdopodobienstwo dla a)
= 1 — p (prawdopodobieristwo dla b)
Masa prawd. p( )=p-1g(x) +q-1p(z), z € R
Srednia p-a+q-b
Wariancja pq(a — b)?

p(x)

00 02 04 06 0.8 1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rozklad dwumianowy

Rozktad dwumianowy informuje nas o liczbie sukceséw, gdy powtarzamy eksperyment zadang ilos¢
razy (n). Rozklad ten mozna w prosty sposoéb wyprowadzi¢ wychodzac z rozkladu dwupunktowego
na {0, 1} i rozwazajac sumy niezaleznych zdarzen.

Definicja 6.3 (Rozktad dwumianowy). Niech X bedzie zmienna losowa okreslona na (2, X, P).
Zmienna X ma rozklad dwumianowy dla n € N oraz p € (0,1), gdy

P(X =k) = B(k,n,p) == ()p"(L—p)" %, k=0,1,...,n

Rozktad taki oznaczamy przez B(n,p) i zapisujemy jako X ~ B(n,p).“

“W polskiej literaturze mozna tez spotkaé alternatywna nazwe rozktad Bernoulliego, cho¢ w angielskiej lite-
raturze nazwa ta jest zarezerwowana dla rozkladu dwupunktowego na zbiorze {0, 1}.

Rozklad dwumianowy: n=6, p=0.4

Parametry n € N (ilos¢ prob)

€ (0,1) (prawdopodobienistwo sukcesu)
Masa prawd. | p(z) = > ;_, 1x(2)B(k,n,p), z € R
Srednia np 1
Wariancja npq EE

Pe)
0

Rozklad Poissona

Rozktad Poissona mozna traktowaé jako przypadek graniczny rozktadu dwumianowego, gdy zwiek-
szamy liczbe powtorzert do nieskoriczonosci, jednoczesnie zmniejszajac prawdopodobienistwo wysta-
pienia zdarzen; badamy tutaj prawdopodobienistwo wystapienia okreslonej ilosci zdarzen w zadanym
z gory przedziale czasowym. Jest to przypadek graniczny rozktadu B(n,p,), dla ktorego zachodzi
zaleznos$¢ limy, oo n - P, = @, gdzie parametr o > 0 odpowiada za tzw. intensywnosé ($rednia ilosé
zdarzeri zachodzaca w unormowanym przedziale).'® Rozklad Poissona moze stuzy¢ np. do modelowa-
nia ilosci pacjentéw przybywajacych na SOR w okreslonym dniu, czy ilo$ci meteorytéw uderzajacych
w ksiezyc w danym roku.

15Fakt ten zostanie udowodniony w nastepnym podrozdziale.
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Definicja 6.4 (Rozklad Poissona). Niech X bedzie zmienna losowa okreslona na (€2, %, P).
Zmienna X ma rozklad Poissona dla A € R, gdy

Rozktad taki oznaczamy przez Pois()) i zapisujemy jako X ~ Pois(\).

Rozklad Poissona: lambda=2

0.4

Parametry

AeRy (intensywnoéé)

Srednia
Wariancja

Masa prawd.

p(w) = >3 o lk(z )kle
A

A

AzeR

p(x)
0.2 0.3

0.1

0.0
I

Rozklad geometryczny

Rozktad ten odpowiada czasowi oczekiwania na pierwszy sukces w eksperymencie w ktérym mamy
do czynienia z nieskoriczong iloscia prob.

Definicja 6.5 (Rozklad Geometryczny). Niech X bedzie zmienna losowa okreslona na (2, X, P).
Zmienna X ma rozklad geometryczny dla p € (0,1), gdy
=(1-p)*'p, keN

Rozktad taki oznaczamy przez Geom(p) i zapisujemy jako X ~ Geom(p).

Rozklad geometryczny: p=0.4

0.4

Parametry € (0,1) (prawd sukcesu) 1!
Masa prawd. ( =Yoo k(@)1 —p)flp,zeR o |
Dystrybuanta F(t) = >3 L @)1 — (1 - p)"), .

teR £ 34
Srednia 1/p ) ’
Wariancja (1 — p)/p? IR

10

w8

w9

Inne rozklady dyskretne

Oprécz wymienionych tutaj rozkltadéw dyskretnych, istnieje oczywiscie wiecej typoéw rozktadow,
ktoére moga by¢ przydatne w modelowaniu réznych zjawisk. Przyktadowo, odnosi sie to do rozktadow
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wielomianowych, rozktadow ujemnych dwumianowych, czy rozkltadow hipergeometrycznych. Wiecej
definicji oraz dokladniejszy opis wszystkich omoéwionych tutaj rodzin rozktadéw mozna znalezé w
Rozdziale 5.10 w ksiazce [JS04] lub w Rozdziale 3.2 w [CB02].

6.2 Rozklady ciggte

Przejdzmy teraz do omoéwienie wybranych rozktadow ciaglych, ktoére czesto pojawiaja sie w proble-
mach probabilistycznych. Dla kazdego rozktadu podane jest jego oznaczenie oraz tabela z podsta-
wowymi powigzanymi obiektami i (istniejacymi) charakterystykami.

Rozklad jednostajny

Rozktad ten najczesciej odpowiada problemom w ktorych mamy wylosowaé jakas liczbe z danego od-
cinka. Czesto jest to blok budulcowy dla wszystkich innych rozktadéw — poprzez oblozenie rozktadu
jednostajnego odpowiednia funkcja jesteSmy w stanie dosta¢ dowolny interesujacy nas rozktad.

Definicja 6.6 (Rozklad jednostajny). Niech X bedzie zmienna losowa okreslona na (€2, X, P).
Zmienna X ma rozklad jednostajny na odcinku (a,b), gdzie a,b € R oraz a < b, gdy dla
zmiennej X istnieje gestosé i jest ona wyrazona wzorem

1

fx(@) =3 1py(e), zeR

Rozktad taki oznaczamy przez U([a,b]) i zapisujemy jako X ~ U(la,b]).

Rozktad jednostajny mozna w intuicyjny sposob uogélni¢ na dowolny zbiér mierzalny A (o dodatniej
i skoficzonej mierze Lebesguea) poprzez rozwazanie gestosci f(x) = (£1(A))"114(z). Bedziemy roz-
wazaé uzywaé zapisu U({x1, ...,z }) na oznaczenie rozktadu jednostajnego na zbiorze dyskretnym
{z1,...,2,} w ktoérym przyjecie kazdej wartosci jest rownoprawdopodobne i wynosi %

Rozklad jednostajny U([0,2])

Parametry a,b € R, a < b (krance przedziatu) =
Funkcja gestosci  f(x) = ﬁl[&b] (x),z € R @
0 r<a o |
Dystrybuanta F(t)= {23 t € [a,b] g j | —
1 x>0 °
Srednia (a+0)/2 S
Wariancja (b—a)?/12 g —‘4? | ]

Rozklad wykladniczy

Rozklad ten jest ciaglym odpowiednikiem rozkladu geometrycznego. Podobnie jak w przypadku
rozktadu Poissona, przy zastosowaniu przejécia granicznego n - p, = A, mozemy pytaé¢ o to kiedy
nastgpi pierwszy sukces na unormowanym odcinku.
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Definicja 6.7 (Rozklad wykladniczy). Niech X bedzie zmienna losowa okreslona na (2, X, P).
Zmienna X ma rozklad wykladniczy z parametrem A > 0, gdy dla zmiennej X istnieje
gestodé 1 jest ona wyrazona wzorem

fx(x) = e 1(0’00) (), xe€R.

Rozktad taki oznaczamy przez Exp(\) i zapisujemy jako X ~ Exp(A).

Rozklad wykladniczy Exp(1)

Parametry A > 0 (intensywnosc)

Funkcja gestosci  f(z) = Ae™ Loo0)(7), 7 €R
Dystrybuanta Ft)=(1—-e)1ge)(z), teR
Srednia 1/A

Wariancja 1/X2

f(x)

Rozklad Gamma

Rozktad Gamma z parametrami o« € N i § > 0 stuzy do opisu sumy a niezaleznych zmiennych
losowych o rozkladzie wyktadniczym z parametrem b. Rozktad ten uogélnia sie na dowolne a € R.

Definicja 6.8 (Rozklad Gamma). Niech X bedzie zmienna losowa okreslona na (2,3, P).
Zmienna X ma rozklad gamma z parametrami «, 8 > 0, gdy dla zmiennej X istnieje gestosé
i jest ona wyrazona wzorem

fX(fE) = Fﬁ(a)xa—le—ﬁ:c 1(0700)(1'), reR.

Rozktad taki oznaczamy przez I'(a, 8) i zapisujemy jako X ~ I'(a, ).

T to funkcja Gamma. W szczegolnosci dla a € N mamy I'(«) = (o — 1)1
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Rozklad Gamma(3,3)

1.0
I

Parametry a > 0 (parametr ksztaltu)

B > 0 (odwrotny parametr skali)
Funkcja gestosci  f(z) = %J;a_le_ﬂz L0,00)(7), 7 €ER
Srednia a/p
Wariancja a/B?

0.8

fx)
0.6

04

0.2

0.0

Rozklad normalny

Rozktad normalny (zwany takze rozktadem Gaussa albo krzywq Gaussa) jest jednym z najwazniej-
szych rozktadéw w rachunku prawdopodobieristwa i stuzy do opisu wielu zjawisk statystycznych.
Jego czeste wystepowanie w przyrodzie umotywowane jest faktem, ze jest on rozkladem granicz-
nym, gdy rozpatrujemy srednig wartosé¢ sumy niezaleznych zmiennych losowych z L?(Q, 3, P) o tym
samym rozkladzie, co np. moze stuzyé do przyblizonego opisu rozktadu cech w populacji takich jak

wzrost czy waga. 16

Definicja 6.9 (Rozklad normalny). Niech X bedzie zmienna losowa okreslona na (2, %, P).
Zmienna X ma rozklad normalny z parametrami y € Ri o > 0, gdy dla zmiennej X istnieje
gestodé 1 jest ona wyrazona wzorem

fx(x) = L 305

2mo

Rozklad taki oznaczamy przez N (u, o) i zapisujemy jako X ~ N (u,o0).”

“Parametr yu odpowida Sredniej, a parametr o odchyleniu standardowemu. W literaturze czesto stosowany jest
alternatywny zapis N (u, 02), gdzie do parametryzacji uzyta jest wariancja, zamiast odchylenia standardowego.

Latwo zauwazy¢, ze rozklad normalny uzyskany jest poprzez przeksztalcenie tzw. standardowego
rozktadu normalnego, tzn. rozktadu N (0, 1), funkcja liniowa. Istotnie, jezeli zachodzi X ~ N(0,1),
to dostajemy Y ~ N(u,0) dla Y = 0X + p. Dystrybuante standardowego rozkladu normalnego
bedziemy oznaczaé przez @, a gestos¢ standardowego rozktadu normalnego przez ¢, tzn.

Niestety nie istnieje dobry analityczny wzér na dystrybuante rozktadu normalnego — wartosci te
odczytuje sie zazwyczaj z tablic rozktadu normalnego.

16WWiecej szczegdléow na ten temat poznamy pézniej, w rozdziale poswieconym centralnemu twierdzeniu graniczne-
mu.
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Rozklad N(0,1)

Parametry u € R (parametr $redniej) 3

> 0 (parametr odchylenia) s
Funkcja gestosci  f(z) =1/0-¢o((x — p)/o), x € R .
Dystrybuanta Fit)=o((t—p)/o),teR s 7
Srednia I 3 A
Wariancja o2 a

w2 o 2 4
Rozklad y?

Rozklad x? (wym. hi kwadrat) o n € N stopniach swobody jest rozktadem sumy niezaleznych
zmiennych losowych o standardowym rozkltadzie normalnym. Rozwazanie takiej sumy jest pomocne
w statystyce np. gdy konstruujemy tzw. przedziaty ufnosci, czy testujemy hipotezy statystyczne.

Definicja 6.10 (Rozktad x?). Niech X bedzie zmienna losows okreslona na (£2, ¥, P). Zmienna
X ma rozklad x? z liczba stopni swobody n € N, gdy dla zmiennej X istnieje gestosé i jest
ona wyrazona wzorem

1

2;.1_‘(3)33;163 1[0700) (Q?)

fx(z) =

Rozklad taki oznaczamy przez x2(n) i zapisujemy jako X ~ x2(n).

Rozklad Chi*2(3)

Parametry n € N (liczba stopni swobody) S
I’?unkcja gestosci mx" -l 21[0700) (x),z€R s
Srednia n o |
Wariancja 2n g

0.2

0.1

0.0

Rozklad t-Studenta

Rozktad t-Studenta jest kolejnym waznym rozktadow, ktory stuzy np. do opisu btedéw estymatorow.
Rozktad t-Studenta mozna tez traktowaé jako uogdlnienie rozktadu normalnego, w ktérym dopusz-
czamy mozliwosé tzw. grubych ogondw. Mozna go tez wyrazié¢ za pomoca rozktadu normalnego oraz

rozktadu x2.17

'"Wiecej informacji co to dokladnie znaczy zostanie podanych w poézniejszej czesci wyklad
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Definicja 6.11 (Rozktad t-Studenta). Niech X bedzie zmienna losowa okreslona na (2, X, P).
Zmienna X ma rozklad t-studenta z parametrem v > 0, gdy dla zmiennej X istnieje gestosé
i jest ona wyrazona wzorem

L) ooy
@ = 7T (”u) |

Rozktad taki oznaczamy przez t, i zapisujemy jako X ~ t,.

Dla uproszczenie zdefiniowaliSmy rozktad t-Studenta nie wprowadzajac dodatkowych parametrow
zwiazanych z lokacja i skalg. Mozna to zrobi¢, podobnie jak w przypadku rozktadu normalnego, aby
umozliwi¢ modelowanie nieunormowanych zjawisk.

Rozklad t(4)
Parametry v > 0 (liczba stopni swobody) S
vFIL
. e 1 e 2\ 2 s
Funkqa gestosci  f(z) = N F(é) (1 + ;)
Srednia 0 (istnieje, gdy v > 1) N
Wariancja %5 (istnieje, gdy v > 2) T s

Inne rozktady ciagte

Oprécz wymienionych tutaj rozktadéw ciaglych, istnieje oczywiscie wiecej typow rozktadow, kto-
re moga by¢ przydatne w modelowaniu réznych zjawisk. Przykladowo, odnosi si¢ to do rozktadow
beta, rozktadow a-stabilnych, rozktadow Cauchy’ego, czy rozktadow Laplace’a. Wiecej definicji oraz
doktadniejszy opis oméwionych tutaj rodzin rozktadé6w mozna znalezé w Rozdziale 5.10 w ksiaz-
ce [JS04] lub w Rozdziale 3.3 w [CB02].

6.3 Podstawowe wlasnosci rozkladu normalnego

W rozdziale tym omoéwimy pewne podstawowe wlasnosci rozktadu normalnego, ktére moga byé
dla nas przydatne w dalszej czeSci wyktadu. Duzo z tych wlasnosci jest charakterystycznych dla
wiekszej klasy rozkladéw (np. symetrycznych), ale postanowiliémy zebra¢ wtasnosci dla rozktadu
normalnego, gdyz sg one czesto wykorzystywane np. w statystyce. Dla przypomnienie, w poprzednim
rozdziale wprowadziliémy oznaczenia

1 12 ¢
T) = e 2%, (IJt:/ x)dz,
o) = o= 0=[ o
ktorych bedziemy uzywaé w tym rozdziale. Zacznijmy od ogdlnej obserwacji, ktéra pozwala na
szybkie oszacowanie szansy na wpadniecie zmienne losowej do zadanych symetrycznych przedziatow.
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Uwaga 6.12 (Regula trzech sigm). Odczytujac wartosci z tablic, mozna sprawdzi¢, ze dla zmiennej
losowej o rozkladnie normalnym X ~ N(u,3) zachodzi

P(|X —p| <o) ~6827%, P(X —p| <20)~9545%, P(X —pu| <30)~99.73%.

Jest to empiryczna reguta na podstawie ktoérej mozna wnioskowaé, ze warto$ci zmiennej losowej
X prawie nigdy nie wypadna poza przedzial [u — 30, 1 + 30|, raczej nie wypadna poza przedzial
[t—20, u+20] a prawdopodobieristwo, ze znajda sie w przedziale [u—o, u+o], przekracza istotnie 0.5.
Reguly tej czesto uzywa sie w statystyce, aby lepiej zrozumie¢ rozktad normalnej zmiennej losowej,
czy sprawdzaé, czy zadana obserwacja istotnie pochodzi z postulowanego rozktadu. Warto tutaj
zauwazy¢, ze prawdopodobienistwa przekroczenia trzech odchylenn dla dowolnej zmiennej losowej X
mozna oszacowaé z nieréwnoséci Markowa i wynosi ono

1
P(X — | > 30) < {,

co pokazuje, ze w ogdélnym przypadku szansa na przekroczenie trzech odchyleri jest wcigz mata, ale
moze by¢ istotnie wieksza, niz w przypadku normalnym.

Przedstawmy nastepnie zbiér podstawowych wlasnosci zwiazanych z rozkladem normalnych,
ktore moga by¢ dla nas uzyteczne.

Propozycja 6.13 (Podstawowe wtasnosci rozktadu normalnego). Dla rozkladu normalnego
zachodza nastepujace wlasnosci

1) (symetria dystrybuanty) Dla ¢t € Ry mamy ®(t) = 1 — &(—t) oraz P(| X| < t) = 2®(¢) — 1.

2) (przeksztalcenie afiniczne) Dla X ~ N (0,1)1Y = 0X + p zachodzi Y ~ N (p, X) 1 Fy (t) =
(L),

[

3) (suma kwadratow niezaleznych zmiennych) Niech Xi,..., X, ~ AN(0,1) beda niezalezne.
Wtedy
X2 4+... X2~ x%(n).

4) (momenty) Dla X ~ N (0,1) i p € N dostajemy

0, gdy p jest nieparzyste
(p— D!, gdy p jest parzyste.”

E(X?) = {

1
5) Dla X ~ A(0,1) zachodzi E[eX] = e"+27” oraz E(|X — u|) = ov2//T.

“Tutaj mamy (p — )!':=(p—1(p—-3)-...-1

Propozycje 6.13 pozostawiamy bez dowodu. Dowdd wlasnosei 1) i 2) jest prostym ¢éwiczeniem.
Wtasnosé 3) czesto traktuje si¢ jako definicje rozktadu y? — dowodd ten powinien byé przedstawiony
na wykladzie ze statystyki. Wtasnos¢ 4) i 5) dowodzi sie wykorzystujac metody rachunku catkowego
(wielokrotne catkowanie przez czesci, zamiana zmiennych, itd.).

Uwaga 6.14 (Tablice rozkladu normalnego).
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Na koniec warto wspomnie¢ o 0 00l 002 003 004 005 006 007 008  0.09
tablicach standard 0] 05000 0.5040 0.5080 0.5120 05160 0.5199 0.5239 0.5279 0.5319 0.5359
ablicach standardowego roz- 0.1]05308 05438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5596 0.5636 0.5675 0.5714 0.5753
ktadu normalnego. Tablice te 0.2 | 05793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 0.6103 0.6141
e d d . 0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 0.6480 0.6517
stuza do odczytywania war- 0.4 ]0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
tosci dystrybuant zmiennej o 05 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 0.7190 0.7224
. 0.6 | 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7380 0.7422 0.7454 0.7486 0.7517 0.7549
dowolnym rozktadzie normal- 0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7764 0.7794 0.7823 0.7852
nym — korzystajac z wla- 0.8 | 0.7881 0.7910 0.7939 0.7967 0.7995 0.8023 0.8051 0.8078 0.8106 0.8133
. i 0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365 0.8389
snosci 1) i 2) w Propozy- 1]0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 0.8599 0.8621
cji 6.13. Przyktadowo, korzy- 1.1]0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8720 0.8749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
) ] i 1.2 ] 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
stajac z tabeli po prawej, war- 1.3 109032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115 09131 0.9147 0.9162 0.9177
s . . 1409192 09207 09222 09236 0.9251 09265 09279 0.9292 0.9306 0.9319
tos¢ ®(1.48) mozna odczytac 15 ]0.9332 09345 09357 0.9370 0.9382 0.9304 0.9406 0.9418 0.9429 0.9441
patrzac na warto$¢ w szes- 1.6 | 09452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505 0.9515 0.9525 0.9535 0.9545
. W1 oM 17109554 09564 09573 0.9582 0.9591 0.9599 0.9608 0.9616 0.9625 0.9633
nastym wierszu ("1.4") oraz 18 | 0.9641 0.9649 09656 0.9664 0.9671 0.9678 0.9686 0.9693 0.9699 0.9706
dziewiqtej kolumnie ("0,08")? 1.9 | 0.9713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744 0.9750 0.9756 0.9761 0.9767
2109772 0.9778 0.9783 0.9788 0.9793 0.9798 0.9803 0.9808 0.9812 0.9817
~ a
tzn. ®(1.48) ~ 0.9308. 2.1 09821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842 0.9846 0.9850 0.9854 0.9857
- 2.2 0.9861 0.9864 0.9868 0.9871 0.9875 0.9878 0.9881 0.9884 0.9887 0.9890
*QOczywiscie w obecnych czasach 2.3 1 0.9893 0.9896 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906 0.9909 0.9911 0.9913 0.9916
latwiej skorzystaé z komputera. W 2.4 | 0.9918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929 0.9931 0.9932 0.9934 0.9936
. . . 25| 0.9938 0.9940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946 0.9948 0.9949 0.9951 0.9952
Srodowisku R wystarczyloby wpi- 2.6 | 0.9953 0.9955 09956 0.9957 0.9950 0.9960 0.9961 0.9962 0.9963 0.9964
sa¢ pnorm(1.48). 2.7 | 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970 0.9971 0.9972 0.9973 0.9974
2.8 0.9974 0.9975 0.9976 0.9977 0.9977 0.9978 0.9979 0.9979 0.9980 0.9981
2.9 | 0.9981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984 0.9985 0.9985 0.9986 0.9986
3109987 0.9987 0.9987 0.9988 0.9988 0.9989 0.9989 0.9989 0.9990 0.9990
6.4 Wybrane wlasnosci i zalezno$ci miedzy rozkladami
Gdy definiowalidémy rozktady ciagle i dyskretne méwilisémy, ze niektore z nich sg zwiazane z innymi.
Sformalizujmy teraz kilka z tych obserwacji.
Propozycja 6.15 (Rozktad dwumianowy jako suma prob). Niech n € N oraz niech X7, ..., X,

beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie dwupunktowym na {0,1}, P(X; = 1) = p.

Wtedy dla S, = X1 + ...

+ X,, zachodzi S,, ~ B(n,p).

Dowdd. Ustalmy k € {0,1,
punktu z = (z1, ...

P(X = x)

,n} oraz zdefiniujmy X
,Tn) € {0,1}" nalezacego do Dy, := {z € R" : )" | x; = k} dostajemy

= I, P(X; = 2;) = p*(1

(X1,...

-p

, Xp). Dla kazdego ustalonego

)nfk'

Latwo rowniez zauwazy¢, ze | Dy | = (Z) oraz dla z,y € Dy, takich, ze x # y zachodzi {X = z}N{X =

y} = 0 oraz {Sy, =k} = U,ep, {X

= z}.Stad dostajemy juz

P(Sn = k) = [ Dylp"(1 - p)"

co koriczy dowdd.

(3)ra-nr,

Propozycja 6.16 (Rozklad geometryczny jako oczekiwanie na sukces). Niech n € N oraz niech
X1,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie dwupunktowym na {0, 1},

gdzie P(Xl = 1)

= p. Wtedy dla T' = min,en{X,, = 1} zachodzi T' ~ Geom(p).
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Dowdd. Dla kazdego k € N z niezaleznodci dostajemy
P(T = k) = P({X1 = 0} N {Xpq = 0} N {X; = 1}) = (1 — )",

co koriczy dowdd. O
w9

W10

Propozycja 6.17 (Rozktad Poissona jako graniczna warto$é¢ rozkladu dwumianowego). Niech
(Pn)nen bedzie ciagiem liczb z (0, 1) takim, ze lim, oo np, = A dla ustalonego A > 0. Niech
Xy, ~ B(n,py,) oraz niech Y ~ Pois(\). Wtedy dla kazdego k € N zachodzi

lim P(X, = k) = P(X = k).

n—00

Dowdd. Ustalmy k € N oraz oznaczmy A, := np,,. Dla odpowiednio duzego n (n > k) dostajemy

Pt =) = () )b = = )y (1- A)k

n

Zauwazajac, ze (Z)/nk — 1/k! oraz (1 — ’\7”)7]6 — 1, gdy n — oo, dostajemy

k n k
lim P(X, =k) = lim /\T(l_)\”) _A A =P(X =k),

= ——€

co koniczy dowdd. O

Propozycja 6.18 (Rozklad wykladniczy jako ciagly odpowiednik rozktadu geometrycznego).
Niech X ~ Exp(\), A > 0, oraz dla n € N niech X,, ~ Geom(p,,) dla p, = A/n. Wtedy dla
Y, := X, /n oraz kazdego t € R dostajemy

P(Y,<t)—-P(X <t), n— oo

Dowdd. Dla t > 0 oraz n — oo dostajemy
[nt]
P(Ya <) =1-P(Xy > nt) = 1=P (X, > [nt]) = 1= (1—pn) ") = 1- <1 - n) SN,

co konczy dowod, gdyz P(X <t) =1 —e M. O]

Przedstawmy teraz twierdzenie, ktére daje nam wzor na gestosé¢ dwoch ciagltych i niezaleznych
zmiennych losowych.

Propozycja 6.19 (Splot niezaleznych zmiennych losowych). Niech X oraz Y beda niezaleznymi
i ciaggltymi zmiennymi losowymi o gestosciach fx i fy. Wtedy zmienna losowa Z = X +Y jest
ciagta zmienng losowa o gestosci

fz(x) = /OO fx(t)fy(l' — t) dt. (6.1)
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Dowd6d Propozycji 6.19 jest prostym zastosowaniem twierdzenia Fubiniego polaczonym z zamiana
zmiennych w calce — powinien by¢ przedstawiony na teorii miary i calki; zob Rozdzial 5.8 w [JS04].
Oczywiscie istnieje analogiczny wzér na dyskretne zmienne losowe. Zakladajac, ze X oraz Y sa
niezaleznymi dyskretnymi zmiennymi losowymi o wartosciach w Z, tatwo pokazaé, ze dla Z = X +Y
oraz k € Z dostajemy

o0
P(Z=k)= > PX=iPY =k—i),
1=—00
co mozna traktowac jako odpowiednik wzoru (6.1) dla rozktadow dyskretnych. Korzystajac z wzoru
na splot niezaleznych zmiennych losowych, mozna znalezé rozktad sumy wielu popularnych rozkta-
doéw prawdopodobieristwa. W nastepnej propozycji przedstawiamy niektore z nich.

Propozycja 6.20 (Wybrane rozktady sum niezaleznych zmiennych losowych). Niech X i Y
beda niezaleznymi zmiennymi losowymi okreslonymi na (€2, 3, P). Wtedy

1) Jezeli X ~ N(uy,01) oraz Y ~ N(pz2,02),to X +Y ~ N (Ml + pa, \/0? —|—J§);

2) Jezeli X ~ B(ny,p) oraz Y ~ B(na,p), to X +Y ~ B(ny + na,p);

3) Jezeli X ~ Pois(A1) oraz Y ~ Pois(\2), to X +Y ~ Pois(A1 + A2);

4) Jezeli X ~ x2%(ny) oraz Y ~ x%(n2), to X + Y ~ x%(n1 + na);

Dowdéd Propozycji 6.20 opiera sie o zastosowanie wzoru na splot rozktadéw i stosunkowo prostych
rachunkach. Pozostawiamy go jako ¢wiczenie do domu. O ile dowdd wlasnosci 1) mozna przeprowa-
dzi¢ w oparciu o splot funkcji, o tyle prostszg metoda jest obliczenie tzw. funkcji charakterystycznej
sumy; wzor na to bedzie podany w dalszej czesci wyktadu.

Uwaga 6.21 (Rozktady sum niezaleznych zmiennych). Korzystajac z Propozycji 6.19 tatwo obliczy¢
rozktady wielu innych sum, choé¢ oczywiscie nie zawsze suma niezaleznych rozktadéw pozostanie
w tej samej klasie rozkladow. Przykladowo, suma n niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie
wykladniczym z tym samym parametrem A ma tzw. rozktad Erlanga, zob. Rozdzial 5.8 (Twierdzenie
20) w [JS04].

Na koniec przytoczmy jeszcze jeden rezultat zwiazany z tzw. wlasnosciag braku pamieci (zwana
tez wlasnoscia Markowa). Okazuje sie, ze w klasie rozkladow ciaglych na [0, +00) rozktad wyktad-
niczy jest jedynym rozktadem majacym te wilasnosé. Podobnie, jedynym rozkladem z wlasnoscig
braku pamieci skupionym na liczbach naturalnych jest rozktad geometryczny. Dowdd jedynosci po-
zostawiamy jako ¢wiczenie do domu, zob. Rozdziat 5.1 (Zadanie 16) w [JS04].

Propozycja 6.22. Niech X ~ Exp()\) (odp. X ~ Geom(p)). Wtedy X spelnia wlasnosé¢ braku
pamieci, tzn. dla dowolnego t,s € Ry (odp ¢, s € N) zachodzi whasnosé

P(X >t+s|X >t) =P(X > s).

Dowdd. Niech X ~ Exp()) oraz niech ¢,s € R;.. Poniewaz P(X > t) > 0, dostajemy

(X >t+stn{X>t}) PX>t+s) 1—Fx(t+s)
P(X > t) O PX >t 1-Fx(t)

P
P(X >t+s|X >t)= (

e—)\(t—i-s)

:W:6_>\s:1—(1—6_>\s)=1—FX(8):P(X>S).



Podobnie dla X ~ Geom(p) oraz t,s € N, zauwazajac, ze P(X > t) > 0, dostajemy

1-Fx(t+s) (1—p)ts

P(X >t+s|X >t)= 1-Fx(t)  (1—p)

=(1-p)=PX >s),

co konczy dowod.
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7 Prawa wielkich liczb i centralne twierdzenie graniczne

W rozdziale tym przedstawimy zbiér waznych twierdzeri rachunku prawdopodobienistwa dotycza-
cych asymptotycznego zachowania sum zmiennych losowych o tym samym rozkladzie, tj. prawami
wielkich liczb i centralnym twierdzeniem granicznym. Bedziemy badaé¢ asymptotyczne zachowanie
wyrazen postaci

; oraz W, (71)

gdy n — oo, gdzie Sy, := X1 + ...+ X, oraz (X;);en jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych
o tym samym rozkladzie.'® W celu uproszczenia notacji, majac zadany ciagg zmiennych losowych
(X3)ien, dla kazdego n € N przez S,, bedziemy zasze oznaczaé¢ sume pierwszy n elementéow ciagu.
Podamy tez kilka pobocznych rezultatow zwiazanych z ogélnym (asymptotycznym) zachowaniem
sum niezaleznych zmiennych losowych.

Rozwazanie wyrazen postaci (7.1) jest istotne rowniez z praktycznego punktu widzenia, o czy
dowiedza sie Panistwo wiecej na wyktadzie ze statystyki. Zaktadajac, ze mamy dana pewng zmienng
X o nieznanym rozktadzie ze skoniczona Srednia oraz jej niezalezne replikacje (X;)ien, wyrazenie
Sp/n w (7.1) jest naturalnym estymatorem wartosci $redniej z X . Przyktadowo, majac dang monete
(by¢ moze sfalszowana) i oznaczajac przez X; wynik i-tego rzutu, analizujac (7.1) powinnismy by¢ w
stanie coraz lepiej (wraz ze zwiekszaniem liczby rzutow) szacowaé prawdopodobieristwo wypadniecia
orta (czyli rozktadu zmiennej X'). Aby sformalizowaé to rozumowanie, potrzebujemy asymptotycz-
nych twierdzen zwiazanych z (7.1).

Uwaga 7.1 (Asymptotyczna dynamika sum zmiennych losowych). Dla uproszczenia, w wyktadzie
tym skupimy sie na analizie wyrazen postaci (7.1) dla ciagu niezaleznych zmiennych losowych o
tym samym rozkladzie. W literaturze znane sa jednak niezliczone warianty przedstawionych w tym
rozdziale twierdzen, ktore moga zakladaé rézne rozktady sktadnikéw sumy oraz analizowaé ogodlne

wyrazenia postaci
Xi1+...+X,—a,

by, ’
gdzie (an)nen 1 (bn)nen sa pewnymi ciagami liczbowymi. Czesto rozwaza sie tez tzw. ergodyczne
twierdzenia graniczne, w ktérym dopuszczamy pewna zalezno$é¢ miedzy zmiennymi losowymi. Jezeli
kogo$ interesuja bardziej ogblne wyniki zwigzane z prawami wielkich liczb i centralnymi twierdze-
niami granicznymi, to warto zajrze¢ np. do Rozdziatu 7 w [JS04].

7.1 Prawo 0-1 Kolmogorowa i zbieznosé szeregéw zmiennych losowych

Zanim przejdziemy do analizy wyrazen postaci (7.1) warto zastanowic sie co jesteSmy w stanie powie-
dzie¢ o asymptotycznym zachowaniu si¢ (nieusrednionej) sumy » -2 X;, gdy ciag zmiennych (X;);en
jest niezalezny. Aby to zrobi¢ zastanoéwmy sig, jak sformalizowaé¢ zdarzenia postaci {d_°; X; < oo}
i o-algebre, do ktorej one naleza.

7 Uwagi 4.11 wiemy, ze zmienne losowe sg niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy o-algebry gene-
rowane przez te zmienne sg niezalezne. Dla kazdego n € N oznaczmy przez

fn = U<X17...,Xn) oraz .ano = U(Xnan+17"')

o-algebry, ktore daja nam wiedze co zdarzyto sie do chwili n (tzn. informacje ktoéra niosa lacznie
zmienne X7i,...,X,) oraz wiedze o przyszlosci od chwili n (tzn. informacje ktora niosa tacznie

18 Przypominamy, ze ciag zmiennych losowych (X;)ieny nazywamy niezaleznym, gdy dla kazdego n € N, zmienne
(X;)i=1 sa niezalezne.
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zmienne X,,, X, +1,). Zdefiniujmy réwniez o-ciato ogonowe dane przez
o0
Foo = ﬂ ]:n,OOa
n=1

ktore niesie ze soba informacje co zdarzy sie w "nieskoniczenie odleglej przysztosci”; warto zauwazy¢,
ze ciag (Fn,co)nen jest zstepujacy. Intuicyjnie rzecz biorac, jezeli zmienne (X;);en sa od siebie nie-
zalezne, to chcieliby$my, aby po dlugim czasie losowos$¢ zanikta i przerodzita sie (w nieskoriczonosci)
w pewnosé. Intuicje te formalizuje tzw. Prawo 0-1 Kotmogorowa.

Twierdzenie 7.2 (Prawo 0-1 Kolmogorowa). Niech (X;)°; tworza ciag niezaleznych zmien-
nych losowych. Wtedy, dla kazdego zdarzenia A € F, mamy P(A) =0 lub P(A) = 1.

Dowdd. 7 niezaleznosci zmiennych losowych wiemy, ze dla kazdego n € N niezalezne sa o-algebry
Fn oraz Fpilco. Poniewaz rodzina (Fp, oo)nen jest zstepujaca, wiec A € Foo implikuje A € F), o0
dla kazdego n € N. Dostajemy stad, ze dla kazdego n € N zdarzenie A jest niezalezne of F,.
W szczegolnosci implikuje to, ze zdarzenie A jest niezalezne of o(X7, Xo,...).!Y Z drugiej strony,
wiemy, ze A € Fi o = 0(X1,Xo,...), wiec zdarzenie A jest w istocie niezalezne od zdarzenia A,
czyli P(AN A) = P(A)? co daje nam P(A) = 0 lub P(A) = 1. O

Bezposrednio z twierdzenia 7.2 dostajemy, ze nieskoniczona suma niezaleznych zmiennych loso-
wych jest prawie na pewno zbiezna lub rozbiezna.

Propozycja 7.3 (Zbieznosé nieskoniczonej sumy niezaleznych zmiennych losowych). Niech
(Xi)ien bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych. Wtedy szereg » ., X; jest zbiez-
ny z prawdopodobieristwem 0 lub 1.

Dowdd. Niech A := {}°;°, X; < co}. Poniewaz dla kazdego n € N zachodzi A = {>°° X; < oo},
wiec dla kazdego n € N dostajemy A € F), . Stad dostajemy A € F. Z Twierdzenia 7.2 wynika
wiec, ze P(A) = 0 lub P(A) = 1, co konczy dowdd. O

Uwaga 7.4 (Zdarzenia asymptotyczne). Prawo 0-1 Kolmogorowa mozna stosowa¢ do wielu zdarzen,
w ktorych pytamy o asymptotyczne wtasnosci ciggu niezaleznych zmiennych losowych. Przyktadowo,
latwo pokazac, ze {limsup,,_,., Ap = 00} € Foo lub {lim, o0 Sp < a} € Fuo dla kazdego a € R.

Sformutujmy teraz jedno stosunkowo tatwe do sprawdzenia kryterium zbieznosci, ktore bedzie
przydatne w dalszej czesci wyktadu; wiecej podobnych kryteriow zbieznodci mozna znalezé np. w
Rozdziale w Rozdziale 7.3 w [JS04].

Twierdzenie 7.5 (Kryterium Kolmogorowa zbieznosci szeregu sumy niezaleznych zmiennych
losowych oparte o Srednia i wariancje). Niech (X;);en bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych. Wtedy, jezeli szeregi

oo oo
Z E(X;) oraz Z D?*(X;) sa zbieine,
i=1 i=1

sg zbiezne, to szereg Y .o, X; jest zbiezny (p.n.).

19 Aby to formalnie pokazaé, trzeba skorzysta¢ z twierdzenia o niezaleznych m-uktadach, zob. Rozdzial 5.8 (Twier-
dzenie 12) w [JS04].
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Dowdd. Dlai € N zdefiniujmy Y; := X; —E[X;]; szereg Y .o, E[X;] jest zbiezny, wiec aby udowodnié¢
zbiezno$é szeregu oo, X; wystarczy pokazaé zbieznos¢ szeregu y .o, Y;. Niech S, = Y I | V..
Pokazmy teraz, ze dla prawie kazdego w € () spetniony jest warunek Cauchy’ego, tzn. dla kazdego
€ > 0 istnieje k € N takie, ze

sup |Spm(w) — Sp(w)] < e. (7.2)

m,n>k

Dla kazdego ustalonego k € N oraz € > 0, korzystajac z nieréwnosci Kotmogorowa (Propozycja 5.33),
dostajemy

m,n>k m,n>k

<P (sup\Sn — Sk| > 6)

n>k 2

P(sup |Sm—Sn|Ze> :IP’<sup |Sm—Sk+Sk—Sn|ZE>

= lim P( sup |Sn—Sk|Z;)

= lim IP< max k‘Yk+l+---+Ykz+i|Z;>

m—oo  \i=12...,m—

D*(Yes1+ - 4 Yirm)

< I
= o (e/2)?
4 oo
< 2 Z D*(Y). (7.3)
i=k+1

Zauwazajac, ze Y ooy D*(Y;) = 322, D*(X;) < oo, co implikuje limy_o0 > ooy D*(Vi) = 0, oraz
korzystajac z (7.3) dostajemy, ze dla kazdego ustalonego € > 0 zachodzi

P ﬂ sup |Sm — Sp| > €p | = lim P| sup |S,, —Sn| >¢€] =0.
el Lmn>k k—o0 m,n>k

Z tego wynika, ze P (UpZ{sup,, n> [Sm — Sn| < €}) = 1, co implikuje warunek (7.2) dla prawie
wszystkich w € Q przy ustalonym e > 0.20 Powtarzajac powyzsze rozumowanie dla przeliczalnego
ciagu €, \ 0, dostajemy warunek (7.2), co koniczy dowdd. O]

Propozycja 7.5 pozwoli nam w szybki sposob sprawdzaé, czy (wybrane) szeregi zmiennych losowych
sa zbiezne; bedziemy go uzywaé np. w dowodzie mocnego prawa wielkich liczb.

7.2 Prawa wielkich liczb

W rozdziale tym zajmiemy sie zbieznoscia ciagu zmiennych S, /n, tzn. wyrazen postaci (7.1), dla
n — 00, gdy mamy do czynienia z niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie.
Intuicyjnie, chcieliby$my, aby S,,/n zbiegalo do $redniej z rozktadu. Zacznijmy od sformutowania
tzw. stabego prawa wielkich liczb, ktore jest prostym wnioskiem z nieréwnosci Czebyszewa.

200czywiscie stata k € N w warunku (7.2) moze zaleze¢ od wyboru e € N.
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Twierdzenie 7.6 (Stabe prawo wielkich liczb). Niech (X;);eny bedzie ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych o tym samym rozktadzie ze skoriczona wariancja i érednia p. Wtedy, dla
kazdego € > 0 zachodzi

lim P (

n—oo

4Zbieznosé te nazywa sie zbieznoscia stochastyczna (wedlug prawdopodobienstwa). Wiecej na temat réznych
typow zbieznodci i zaleznosci miedzy nimi dowiemy sie w dalszej czeéci wyktadu.

Sn
—_— = < =1 .
- u‘ < e> 1 (7.4)

Dowadd. Dla kazdego n € N, korzystajac z niezaleznosci zmiennych losowych X7, ..., X,, dostajemy

n —_— n —_— 2
7 ZE =4 oraz 7 =3 Z D*(Xy)
gdzie i := E[X1] oraz 02 := D?(X1). Z nieréwnosci Czebyszewa-Bianaymé (5.17) dla kazdego € > 0
dostajemy wiec

"

DQSf" 2
S”—M’26>21—(”)=1—U "

S"—/L‘S6>21—IP’<
n mn

€ €-n
co koniczy dowdd. O
‘W10
4
Uwaga 7.7 (Uogolnienia stabego prawa wielkich liczb). Twierdzenie 7.6 mozna w tatwy sposob Wit
uogolni¢ na sytuacje, gdy X1, Xo, ... sg zalezne i/lub maja rozne rozklady. Przyktadowymi warun-
2
kami gwarantujacymi zachodzenie (7.4) jest warunek lim,, % = 0 lub liniowa niezaleznos¢

(par) zmiennych losowych potaczona ze wspoélnie ograniczonym drugim momentem. W obu przy-
padkach dowdd jest analogiczny do dowodu Twierdzenia 7.6 (¢w. do domu).

PrzejdZzmy teraz do mocnego prawa wielkich liczb, ktére uogélnia nam stabe prawo wielkich liczb.
Na poczatku pokazemy pomocnicze twierdzenie, w ktérym nie bedziemy zakladaé¢ identycznego
rozktadu zmiennych, a potem przejdziemy do wlasciwego twierdzenia.

Twierdzenie 7.8 (Twierdzenie Kolmogorowa). Niech (X;);en bedzie ciagiem niezaleznych

oo D?(

zmiennych losowych o skoiiczonych wariancjach spetniajacych warunek » =, =3 Xi) < 00, Wie-

dy zachodzi
. Sp—E(Sp)
lim ———=

n—oo n

=0 pn“

“Zbieznos¢ te nazywa sie zbieznoscia prawie na pewno. W szczegolnosci implikuje ona zbieznosé stochastyczna,
Wiecej na temat réznych typéw zbieznosci i zaleznosci miedzy nimi dowiemy sie w dalszej czeéci wykladu.

Dowdd. Niech X; := X; — E[X;], i € N. Latwo zauwazy¢, ze zmienne (X;/i);en tworza ciag nieza-
leznych zmiennych losowych takich, ze

gE(%)—0<oo oraz ZD2< )

Korzystajac z Propozycji 7.5 (kryterium Kolmogorowa zbieznosci) dostajemy wiec zbieznosé szeregu
S22, Xi/i (pn.). Z Lematu Kroneckera (zob. Dodatek B) wynika, ze dla kazdego w € Q dla ktorego

(e 9]
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X1 (@)t Xn(w)

n

szere > XZ w)/1 jest zbiezny dostajemy lim,, o = 0. Stad dostajemy juz
g 2 i=1 J Yy Jemy & Jemy J

. S,—E[S)] . Xi+..+X,
lim ——=lm — =0 pn,
n— 00 n n— 00 n
co koniczy dowdd. O
Warto zauwazy¢, ze dla niezaleznych zmiennych losowychX7, Xo,... o tym samym rozktadzie i
oo D? ( i)

skonczonej wariancji warunek » >° < oo w Twierdzeniu (7.8) jest automatycznie spetniony,
wiec twierdzenie to uogélnia nam slabe prawo wielkich liczb. Okazuje sie jednak, ze twierdzenie to

mozna wzmocni¢, wymagajac tylko skoriczonej Sredniej, co jest przedstawione w mocnym prawie
wielkich liczb.

Twierdzenie 7.9 (Mocne prawo wielkich liczb). Niech (X;);en bedzie ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych o tym samym rozkladzie ze skoniczong sredniag p. Wtedy zachodzi

lim S _ @ p.n. (7.5)

n—oo N

Dowdd. Dlai € N definiujemy Y; := X;1yx,/<s}- Korzystajac z Propozycji 5.12 dostajemy E(| X1[) =
JoT P(1X1| > t) dt, co implikuje

oo o0 oo

SUB(X; £Y) = S PN > ) = SOP(X| > ) < B(X]) < o0

i=1 i=1 i=1
Z Lematu Borella-Cantelliego (Twierdzenie 2.18) dostajemy wiec P(limsup;_,.{X; # Yi}) =0, co
oznacza, ze dla prawie wszystkich w € Q zachodzi X;(w) = Y;(w) dla dostatecznie duzego i € N.2!
Stad wynika, ze

Xi...+X Yi...4+Y
lim 21 Ton A i (pn.) <= lim LIS w o (pn.).
n

n—o00 n n—o00
Wystarczy wige pokaza¢ zbiezno$¢ srednich empirycznych dla ciagu zmiennych losowych (Y;)ien.
Zdefiniujmy Sy, := Y1 + ...+ Y,, n € N. Zauwazajac, ze E(Y,) — E(X1), n — oo, oraz korzystajac
z Lematu Toeplitza (zob. Dodatek B) dostajemy

1 = E(X L+ EX,
lim ~E(S,) = lim (K)+ . +EX) E(X)) = p
n—oo n n—o00 n
Wystarczy wiec pokazaé, ze zachodzi
S, —E(S
li_>m # =0 pn. (7.6)

W tym celu wystarczy pokazaé, ze (Y;);en spehia zalozenia Twierdzenia 7.8. (Y;);en jest ciagiem
niezaleznych zmiennych losowych (gdyz (X;)ien jest takim ciagiem) o skonczonych Wariancjach

(gdyz dla kazdego i € N zachodzi |Y;| < 7). Wystarczy wiec pokaza¢ warunek » .o, D°(Ye)

Dostajemy

> 2

< Q.

< Z 1{\X \<1}X ) Z E(l{lel\zgi}X%) _ i ZZ: E(1gp—1<xy)<k} X1)
7

2
=1 i =1 Lk=1 !
o o 1
2
= E(p—1<)x )<k} X7) - Z Zg] -
k=1 i=k

2 Oczywiscie 1 zaleze¢ od w
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Zauwazajac teraz, ze dla k > 2 mamy

>as Ookz'uil):(iM‘im>:(l‘<l_;>):;<i

i=k % 1=1

1
32

oraz dla k =1 mamy > -2, - = %2 < 2, dostajemy

[e.e]

= D?*(X; 2 >
Z z'(Q ) < Z [E(l{k—l<X1§k}X12) : k:] < 22 [E(1r—1<ix1 1<k} 1 X1])] = 2E(] X1]) < oo,
i=1 k=1 k=1

co koriczy dowdd. O

Oczywidcie zatozenie skoiiczonej §redniej w mocnym prawie wielkich liczb jest konieczne, zob.
Uwaga 7.10.

Uwaga 7.10 (Mocne prawo wielkich liczb, a nieskoriczona $rednia). Zalézmy, ze X1, Xo,... jest
ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o takim samym rozktadzie o nieskoriczonej sredniej, tzn.
E[|X1|]] = oco. Wtedy zachodzi limsup,,_,., S, = o0 (p.n.), co jest prostym wnioskiem z lematu
Borela-Cantelliego (¢w. do domu).

Mocne prawo wielkich liczb pozwala nam na interpretacje czesto$ciowa prawdopodobieristwa.

Uwaga 7.11 (Czestosciowa interpretacja prawdopodobienistwa). Niech (X;);cn bedzie ciggiem nie-
zaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie i skonczonej $redniej, ktére odpowiada-
ja nieskoniczonym powtoérzeniom pewnego eksperymentu. W chwili n € N, mozemy zdefiniowaé
empiryczne prawdopodobienstwo zajScia zdarzenia A € X, zalezne od wynikéw uzyskanych do
chwili n, jako fn(A) = 1{X1€A}+'7'L'H{X”€A}. Z mocnego prawa wielkich liczb dostajemy od razu
lim,, oo fn(A) = E(I{XleA}) = P(Xl S A)

Uwaga 7.12 (Dystrybuanta empiryczna). Niech (X;);en bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych o tym samym rozktadzie i skoriczonej sredniej, ktére odpowiadaja nieskoriczonym powto-
rzeniom pewnego eksperymentu. W chwili n € N, korzystajac z podobnego rozumowania jak w
Uwadze 7.12, mozemy zdefiniowaé dystrybuante empiryczng dana wzorem

1
Fn(t) = n Z 1{X¢§t}'
i=1

Zauwazmy, ze F,(t) dla kazdego n € N jest zmienna losowa. Majac dany wynik eksperymentu (dla
pewnego w € ), F,(t)(w) jest empirycznym przyblizeniem prawdziwej dystrybuanty. Z mocnego
prawa wielkich liczb wynika, ze wraz ze zwiekszaniem liczby eksperymentéw przyblizamy w dobry
sposob dystrybuante, tzn. dla ¢ € R zachodzi lim,,_, F,(t) = Fx, (t) (p.n.). Istotnie, dla ustalonego
t € R, rozwazajac ciag niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkltadzie dany przez
Z; := lyx,<p 7 mocnego prawa wielkich liczb dostajemy limy, oo Fy(t) = E(1{x,<¢) = P(X1 <
t) = Fx,(t). Oczywiscie pokazaliémy tutaj zbieznosé¢ rozwazajac osobno t € R. Mozna pokazaé, ze
w istocie zbieznosé ta jest jednostajna ze wzgledu na t, co jest jednym z podstawowych twierdzen
statystyki matematycznej (tzw. Twierdzenie Glivenko—Cantelliego), zob. Twierdzenie 20.6 w [Bil12].
Wiecej informacji na ten temat pojawi sie na wyktadzie ze statystyki.
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7.3 Centralne Twierdzenie Graniczne (CTG)

W poprzednim rozdziale analizowalismy do czego moga dazy¢ ciagi srednich wartosci niezaleznych
zmiennych losowych, gdy zmienne te maja taki sam rozktad. W rozdziale tym odpowiemy na pytanie,
co mozna (asymptotycznie) powiedzie¢ o rozkladzie $redniej ze zmiennych losowych, tzn. wartosci
Sn/n, gdy go odpowiednio unormujemy /zestandaryzujemy. Na poczatek zastanowmy sie, w jaki spo-
sob taka standaryzacja mogltaby wyglada¢. Majac dany ciag niezaleznych zmiennych o tym samym
rozktadzie, aby uzyskaé transformacje sredniej warto$ci zmiennej o zerowej sredniej i jednostkowej
wariancji powinnismy odja¢ wartos¢ E(S,) = nE(X1) oraz podzieli¢ przez D(S,) = v/nD(X1).

Definicja 7.13 (Standaryzacja Sredniej wartosci zmiennej losowej). Niech Xi,..., X, tworza
ciag niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie ze skoticzona $rednia p i od-
chyleniem standardowym ¢ oraz niech S, := X; + ...+ X,,. Wtedy standaryzacja sumy S,
nazywamy zmienng losowa dang przez

Zn = 08 o

(7.7)

Wprost z definicji widzimy, ze dla kazdego n € N dostajemy E(Z,,) = 0 oraz D(Z,,) = 1. Naturalnym
pytaniem wydaje sie wiec to, jaki asymptotyczny rozktad ma ciag zmiennych losowych (Z,)nen. Na
pytanie to odpowiada centralne twierdzenie graniczne.

Twierdzenie 7.14 (Centralne Twierdzenie Graniczne — Twierdzenie Lindeberga-Levy’ego).
Niech (X;)ien bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie ze
skoniczong s$rednia p € R i odchyleniem o > 0. Wtedy dla dowolnego ¢t € R zachodzi
lim P(Z, <t)=®(t),* (7.8)
n—oo

tj. asymptotycznym rozkladem zestandaryzowanego ciagu zmiennych losowych (Z,,)nen zdefi-
niowanego w (7.7) jest standardowy rozkltad normalny.

“Zbieznos¢ te nazywa sie zbieznoscia wedtug rozktadéw lub staba zbieznoscia. Wiecej na temat réznych typow
zbieznodci i zaleznosci miedzy nimi dowiemy sie w dalszej cze$ci wyktadu.

Poniewaz klasyczny dowod Twierdzenia 7.14 wymaga uzycia funkcji charakterystycznych, ktorych
znajomos¢ wykracza poza zakres wyktadu z Rachunku Prawdopodobienistwa 1, wiec nie bedziemy
go tutaj przedstawia¢. Dowod ten mozna znalezé np. w Rozdziale 10 w [JS04]. Warto spojrzeé tez
na Twierdzenie 5.5.14 w [CB02|, gdzie przeprowadzony jest dowod wykorzystujacy tzw. funkcje
tworzace przy mocniejszych zatozeniach (dowod ten nie korzysta z metod analizy zespolonej). Z
Twierdzenia 7.14 wynikaja dwa stosunkowo proste wnioski.

Twierdzenie 7.15 (Centralne Twierdzenie Graniczne dla sumy i §redniej). Niech (X;);en be-
dzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie ze skoriczong srednig
i € R i odchyleniem o > 0. Wtedy dla dowolnego t € R zachodzi

lim [P(Sn <) =P oyn(t)| =0 oraz  lim [IP (52 <t) - L(t)] =0, (7.9

n—o0 n—0o0

*®,,» oznacza dystrybuante rozkladu N (u, o).
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Whiosek plynacy z twierdzen 7.14-7.15 moze by¢ na pierwszy rzut oka zaskakujacy: przy sto-
sunkowo prostych zatozeniach natozonych na $rednig i wariancje otrzymujemy w granicy rozktad
normalny unormowanej sumy, co wydaje sie ttumaczyé jego uniwersalnosé tego rozktadu. Sumujac
wiec duzo matych btedow (o skoniczonej wariancji) powinnismy zawsze doj$¢ do rozkladu normalne-
go. Doceniajac elegancje tego wyniku, nalezy by¢ jednak $wiadomym jego ograniczeni - o ile znamy
rozktad asymptotyczny, o tyle nie daje nam to doktadnej kontroli nad wielkoscig btedéw i doktad-
noscia przyblizenia. Do tego obecnie, biorac pod uwage duzg moc komputeréw, czesto lepszym i
bardziej praktycznym wyjsciem jest bezpos$rednia symulacja rozkltadéw sum. Pokazmy teraz przy-
ktad, ktore ilustruje Centralne Twierdzenie Graniczne (CTG).

Przyktad 7.16 (CTG dla sumy z prob Bernoulliego). Zaltozmy, ze (X;);cn jest ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych o tym samym rozktadzie B(1,p) dla pewnego p € (0,1). Latwo Zauwazy¢, ze
dla kazdego n € N zmienng Z, mozna przedstawi¢ jako

Sn —np
p(1 —p)n’

’VL:_

gdzie S,, ~ B(n,p). Wykresy dla réznych wartosci n oraz p = 0.3 (niebieski), p = 0.5 (czerwony) o
p = 0.8 (zielony) przedstawione sg ponizej. Jak widaé¢, w kazdym przypadku zblizamy sie (w roznym
tempie) do rozktadu przypominajacego rozklad normalny.

CTG dia n=1i X-B(1,0.3) CTG dia n=3i X-B(1.0.3) CTG dian=1i X-B(1,0.5) CTG dian=3i X-B(1,0.5) CTG dlan=11X-8(1,0.8) CTG dlan=3 X-8(1,0.8)

ERE H H B

CTG dia n=7i X-B(1,0.3) CTG dia n=9i X~B(1,0.3) CTG dian=7i X-B(1,0.5) CTG dian=9i X-B(1,0.5) CTG dlan=7 i X-8(1,0.8) CTG dlan=9 i X-8(1,0.8)

T B T

ssssssssssssssssssssssssssssssssssssss

CTG dlan=151 X-B(1,0.3) CTG dlan=301 X-B(1,0.3) CTG dlan=151 X-B(10.5) CTG dlan=301 X-B(10.5) CTG dia n=15i X-B(1.0.8) TG dian=301 X~B(1.0.8)

T ¢ ol

W nastepnej kolejnosci pokazemy, jak uzywaé¢ CTG do szacowania wartosci sum, czy $rednich.
W wiekszosci tych zadan nalezy skorzystaé z tablic rozkladu normalnego.

Przyklad 7.17 (Szacowanie wartosci na podstawie CTG — rzuty kostka). Centralne Twierdzenie
Graniczne moze by¢ czesto przydatne do oszacowari sum. Zatézmy, ze rzucono 1000 razy symetryczna
kostka do gry i chcemy obliczyé (w przyblizeniu) prawdopodobieristwo tego, ze szostka wypadta
wigcej niz 150 razy. Dla n := 1000 oraz i = 1,...,n definiujemy X; := lgy,—¢), gdzie (Y;)iL; jest
ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o wspolnym rozktadzie U({1,...,6}). Oczywiscie ciag
(X;)P_, jest rowniez ciagiem niezaleznych zmiennych majacych o wspolnym rozkladzie B(1,1/6).
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Dokonujac standaryzacji (X;)?; i korzystajac z CTG dostajemy

B(S, > 150) — P (sn —nE(Xy) _ 150 - n]E(X1)> L p (Zn _ 150 - n/6>

JiD(X1) JaD(Xy) N
-9 (150_"/6> ~1— B(—1.41) = B(1.41) ~ 0.9207.
Vg

Przyktad 7.18 (Szacowanie wartosci na podstawie CTG — wybory). Rozwazmy nastepujace zada-
nie: Aby stwierdzié, jak wielu wyborcow popiera obecnie partie ABC, losujemy sposrod nich reprezen-
tatywng probke i na niej przeprowadzamy badanie. Jak duza powinna byé ta probka, aby uzyskany
wynik réznit sie od rzeczywistego poparcia dla partii ABC nie wiecej niz o 3% z prawdopodobieri-
stwem co nagmniej 95% ¢ Niech p € (0,1) oznacza faktyczne (nieznane) poparcie dla ABC. Jezeli
probka skladalaby sie z n € N osob, gdzie X; ~ B(1,p), i = 1,...,n, jest ciagiem niezaleznych
zmiennych w ktorych sukces utozsamiamy z glosowaniem na ABC, to zmienna % wyznacza (empi-
ryczne) poparciem na podstawie probki. Chcemy znalezé takie n € N, zeby dla b := 3% i a := 5%

zachodzito g
]P’(’n—p’ gb) >1—a.
n

Korzystajac z CTG dostajemy

P<S7:_p‘ = b) _P<_b§ w Sb) -F <\/np_(rllb—p) = \/Z)(—lipp) = \/np?f—p)>

B —by/n by/n CIG by/n B ~ byn
_P<\/p(1—p)gzn§\/p(l—p)> (I)< p(l—p)> q)( p(l—p))

p(1—p)

Szukamy wiec takiego n € N aby zachodzita nier6wnosé

<1>< by >—121—a.
p(1-p)

Obtlozenie obu stron nieréwnos funkcja odwrotna do ® i proste rachunki daja nam réwnowazna

postac
2
o-1(1-%
n = (W) (1-p)p.
1

Nie znamy parametru p € (0, 1) ale widzimy, ze maksimum funkcji p — (1—p)(p) na (0, 1) wynosi 7.
Podstawiajac te oraz inne wartosci do poprzedniej nieréwnosc, oraz odczytujac wartosé ®1(0.975)
z tablic i otrzymujemy wiec

1/®71(0.975)\> /196>
> - ——= ~|—) =1 .
n_4< o ) <6> 067

Jezeli mieliby$my wstepne informacje o poparciu dla partii ABC' — na przyktad wiemy, ze poparcie
to jest mniejsze niz 20% — mozemy powyzszy wynik znacznie polepszyé. Na przedziale (0,0,2),
minimum funkgcji (1 — p)p to 0.16, co oznacza, ze n > 683 jest wystarczajaca wielkoscia probki.
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W Twierdzeniu 7.14 zakltadaliSmy, ze mam mamy dany ciag niezaleznych zmiennych losowych
o tym samym rozktadzie. W literaturze istnieje wiele wariantéw CTG, ktore pozwalaja ostabié
ten warunek dopuszczajac m.in. rézne rozktady zmiennych losowych badz zalezno$é miedzy nimi.
Przedstawmy teraz dwa warunki, ktore sa wystarczajace, aby znormalizowany ciag serii miat rozktad
normalny, gdy nie zakltadamy identycznego rozktadu zmiennych losowych. Zacznijmy od wariantu
CTG opartego o tzw. warunek Lapunowa.

Twierdzenie 7.19 (Centralne Twierdzenie Graniczne — Twierdzenie Lapunowa). Niech (X;);en

bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o skoriczonych §rednich p; € R i odchyleniach

0; >0, i € N. Dla n € N zdefiniujmy s2 := Y"1 | 07 i zalozmy, ze istnieje § > 0, takie, ze
1iInn%oo 52% Z;L:l E (’Xz - Ni|2+6) =0

Wtedy dla dowolnego ¢t € R zachodzi

lim P(Z, < t) = ®(t),

n—oo

gdzie Z, = é Yo (Xi — pi), neN.

“Méwiac inaczej, ciag (X;)ien spelnia tzw. warunek Lapunowa z parametrem § > 0. W praktyce najczesciej
sprawdza sie ten warunek dla § = 1.

Mozna tez zdefiniowaé¢ wersje CTG ze stabszym warunkiem, nazywanym warunkiem Lindeberga.

Twierdzenie 7.20 (Centralne Twierdzenie Graniczne — Twierdzenie Lindeberga). Niech (X;);en
bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o skoriczonych §rednich p; € R i odchyleniach
0; > 0,7 €N. Dlan €N zdefiniujmy s2 := Yo o2 i zalézmy, ze dla kazdego € > 0 zachodzi

(2
lim,, o0 é Z?:l E ((X’L - ,UJ’L')Q ’ 1{\Xi—p,i\>esn}) =0
Wtedy dla dowolnego ¢t € R zachodzi

lim P(Z, <t) = ®(t),

n—oo

gdzie Z, = é Yo (X —pi), neN.

“Moéwiac inaczej, ciag (X;)ien spelnia tzw. warunek Lindeberga.

Dowo6d Twierdzenia 7.19 oraz Twierdzenia 7.20 wykracza poza material tego wyktadu. Mozna
go znalez¢ np. w Rozdziale 27 w [Bill2|. Latwo zauwazy¢, ze warunek Lapunowa implikuje waru-
nek Lindeberga. Do tego, ciag zmiennych losowych spetniajacych zalozenia klasycznego CTG, tzn.
Twierdzenia 7.19, spelnia warunek Lindeberga.

Kolejnym naturalnym pytaniem zwiazanym z CTG jest tempo zbieznosci, tzn. jak szybko rozktad
unormowanych sum dazy do rozktadu normalnego. Odpowiada na nie czesciowo tzw. Twiedzenie
Barry’ego-Esseena, ktore przedstawiamy bez dowodu. Po wiecej szczegotow odsytamy do [PS00].

Wil

W12
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Twierdzenie 7.21 (Twierdzenie Barry’ego-Esseena). Niech (X;);en bedzie ciagiem niezalez-
nych zmiennych losowych o takim samym rozktadzie i skoficzonym trzecim momencie. Wtedy,
dla n € N zachodzi

- E(|X: — E(X1)*)
sup P (Z, <t)— (1) <C o3/n

gdzie 0 := D(X;) oraz 1/v/27 < C < 0.8 jest pewna stala.

Na koniec tego rozdzialu przedstawmy jeszcze kilka uwag zwiazanych z CTG.

Uwaga 7.22 (CTG dla zaleznych zmiennych losowych). Jak juz wspomnieli$my, istnieja réwniez
wersje CTG, ktore dopuszczaja zaleznos¢ miedzy zmiennymi losowymi. W literaturze czesto nazywa
sie je ergodycznymi wersjami CTG. Po wiecej informacji odsytlamy do Rozdziatu 27 w [Bill12] oraz
Rozdziatu w [Hay00].

Uwaga 7.23 (CTG dla zmiennych losowych o nieskoriczonej wariancji). W Twierdzeniu 7.14 za-
ktadamy, ze zmienne losowe maja skoriczone wariancje. Naturalnym pytaniem wydaje sie, co sie
dzieje z sumami niezaleznych zmiennych losowych o tych samym rozktadach, gdy rozklad ten ma
nieskoniczony drugi moment. Na pytanie to odpowiada tak zwane uogdlnione Centralne Twierdzenie
Graniczne ktore mowi, ze klasa tzw. rozktaddw a-stabilnych odpowiada klasie rozktadéw granicznych
dla zmiennych losowych o nieskoriczonej wariancji. Wiecej szczegdléw na ten temat mozna znalezé
w Rozdziale 1.8 w [Nol20].
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8 Zbieznos$¢ zmiennych losowych i ich rozkladow

W poprzednim rozdziale poznaliémy kilka réznych typéw zbieznosci zmiennych losowych. W szcze-
gblnosci rozrézniliémy stabe i mocne prawo wielkich liczb, w ktorym cigg zmiennych losowych dazyt
do swojej granicy na rozne sposoby. Dla ciagu Y,, = S, /n rozwazaliémy zbieznosé¢ do granicy p € R
danej przez
lim P(|Y, —p| <€) =1 oraz limY,=p pn, (8.1)
n—o0 n—oo

w ktorej pierwsza réwnosé powinna zachodzi¢ dla dowolnego € > 0. Dodatkowo w CTG wymagali-
$my, aby rozktad unormowanej sumy zmiennych losowych Y,, = Z,, dazy! do rozkltadu normalnego,
tj. aby dla kazdego t € R zachodzil warunek
lim P(Y, <t)=®(t). (8.2)
n—oo
Rozwazajac dowolny ciag zmiennych losowych (Y, )nen kazda ze zbieznosci rozwazana w (8.1) oraz

(8.2) oznacza co innego. W rozdziale tym sprobujemy usystematyzowac te pojecia, zbada¢ zaleznosé
miedzy nimi, oraz wprowadzi¢ inne typu zbieznodci oparte o zbieznosci wartosci oczekiwanych.

8.1 Rodzaje zbieznosci zmiennych losowych

Ciag zmiennych losowych X, jako cigg funkcji, moze dazyé¢ do pewnej zmiennej losowej X. Spro-
bujmy teraz scharakteryzowaé rézne typy zbieznosci i zastanowié sie, czy, sie one od siebie r6znig.

Definicja 8.1 (Rézne typu zbieznosci zmiennych losowych). Niech (X,,)nen bedzie ciagiem
zmiennych losowych okreslonych na (€2, %, P) oraz niech X bedzie zmienng losowa okreslona na
tej samej przestrzeni. Mowimy, ze ciag zmiennych (X,,) dazy do X:

1) prawie na pewno, ozn. X, PMOX lub X, 2% X, gdy

P <{w €0 lim X,(w) = X(w)}) ~1

n—o0

2) stochastycznie (wedlug prawdopodobieristwa), ozn. X, N X, = X, gdy

Ve >0: lim P(|X, — X|>¢)=0;
n—oo

3) wedlug momentu rzedu p (dla p > 0), ozn, X, N X, gdy

lim E(|X,, — X[’) =0;

n—oo

4) wedlug rozkladu (wedtug dystrybuanty, staba zbieznosé), ozn. X, A x , gdy
Vt e R: (F jest ciaglta w t) = lim F,(t) = F(t),
n—oo

gdzie F(t) := P(X <t)oraz F,(t) :==P(X,, <t),neN.

“w przypadku p = 11ip = 2 zbiezno$¢ te nazywamy sie czasami odpowiednio zbieznoscia wedlug srednich
oraz zbieznoscia Sredniokwadratowa.
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Latwo zauwazy¢, ze zbieznosci 1), 2) oraz 3) sa bezposrednim odpowiednikiem nieréwnosci roz-
wazanych na kursie teorii miary i calki (odp. zbieznosé prawie wszedzie, zbieznosé wedtug miary,
oraz zbiezno$é w normie LP). Zbieznosé¢ 1) rozwazaliSmy przy okazji mocnego prawa wielkich liczb,
zbieznos¢ wedlug prawdopodobietistwa przy okazji stabego prawa wielkich liczb, a zbiezno$¢ wedtug
rozktadu przy okazji CTG. Sprobujmy teraz pokrotce opisaé kazdy z tych typdéw zbieznosci uwypu-
klajac roznice miedzy nimi, po bardziej szczegdtowy opis odsytamy do Rozdziatu 7.1 w [GSO1b].

Zbiezno$é¢ prawie na pewno mozna traktowaé jako odpowiednik zbieznosci punktowej dostoso-
wanej do rachunku prawdopodobienistwa. Chcielibysmy, aby poza pewnym zbiorem A o mierze zero
(tj. takim, ze P(A) = 0), ciag liczb X,,(w) dazyl do liczby X (w) dla kazdego elementu w € Q \ A.
Warto tutaj zaznaczy¢, ze wymaganie zbieznosci dla wszystkich elementéw zbioru €2 ktdcitoby sie z
Uwaga 3.5 w ktorej stwierdziliSmy, ze chcieliby$my identyfikowaé ze soba zmienne losowe, ktore sa
sobie réwne poza zbiorem miary zero — zbieznosé prawie na pewno jest naturalnym nastepstwem tej
konwencji. Warto zauwazy¢, ze w definicji nie odnosimy sie bezposrednio do rozktadéw zmiennych
losowych, a zbiezno$¢ ta jest Scisle zwiazana z przestrzenia probabilistyczna 2.

Zbieznosé stochastyczna odpowiada zbieznosci wedhug miary. Majac zmienne X,, i X zbior punk-
tow odlegtych od siebie o co najmniej € mozna zdefiniowaé jako A = {w € Q: | X, (w) — X (w)| > €},
co daje nam naturalne oszacowanie z uzyciem miary P, tj. P(|X,, — X| > ¢) = [, 1dP. Chcieli-
by$my, aby odleglosé da dazyla do zera niezaleznie od wyboru € > 0, co definiuje juz zbieznosé
stochastyczng.

Zbieznos¢ wedlug momentu rzedu p odpowiada klasycznej zbieznosci w normie LP znanej z
analizy matematycznej. Istotnie, norma w przestrzeni LP zadana przez | X ||, := ([o | X P dP)M/P jest
zwiazana bezposrednio ze zbieznoscia wedlug momentu rzedu p. Jest to typowa zbieznosé oparta o
warunek catkowy. Wiecej informacji o przestrzeniach LP mozna znalezé w Dodatku C w [JS04].

Zbiezno$¢ wedtug rozkladu jest waznym typem zbiezno$é w rachunku prawdopodobienstwa i
pozwala na formutowanie wnioskéw podobnych do tych przedstawionych w CTG. Warto zauwazy¢,
ze zbieznos¢ ta jest zwigzana tylko z rozktadami zmiennych losowych, a nie ich samymi warto$ciami —
w pewnym sensie zbieznosé ta nie zalezy od wyboru przestrzeni 2, itd.. W zwigzku z tym zazwyczaj
bedzie istniato nieskoriczenie wiele granic X dla ciagu (X, )nen.??

8.2 Zalezno$¢ miedzy ré6znymi typami zbieznos$ci

W podrozdziale tym zbadamy zaleznosci miedzy réznymi typami zbieznosci. Zaleznosci zawsze za-
chodzace sa podsumowane w Twierdzeniu 8.2

Twierdzenie 8.2 (Ogolna zalezno$é¢ miedzy réznymi typami zbieznosci zmiennych losowych).
Niech (X,,)nen bedzie ciagiem zmiennych losowych okreslonych na (2, X, P) oraz niech X bedzie
zmienng losowa okre$lona na tej samej przestrzeni. Wtedy zachodza nastepujace implikacje

Xnﬂ P d
EX ixii (Xn — X) = (X, -5 X).
n

. LP L4
Dodatkowo, dla p > ¢ > 1 zachodzi (X,, — X) = (X,, — X).

Dowdd. Niech (X,,)nen bedzie ciagiem zmiennych losowych okreslonych na (€, 3, P) oraz niech X
bedzie zmienng losowa okreslona na tej samej przestrzeni. Pokazmy po kolei kazda z implikacji.

22W zwiazku z tym w czesci literatury zbieznosé ta jest przedstawiana osobno i definiowana jako zbieznosé rozkla-
doéw, a nie zbieznos¢ ciagéw zmiennych losowych.
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1) [(Xn N X) = (X, 4, X)|. Zalozmy, ze F jest ciaglta w t € R oraz ustalmy e > 0. Dostajemy

wtedy

Ft—e)=P(X<t—€e)=PX<t—6X,<t)+P(X <t—¢X,>1)
<P(X, <t)+P(X — X,| >¢)

Flt+e)=P(X <t+e)>P(X, <t, X <t+e)+PX,<t,X>t+e)—P(X, - X|>e))
>P(X, <t)—P(|X — X,| >e),

co daje nam F(t —e) —P(|X — X,,| > €) < F,(t) < F(t+¢) + P(|X — X,,| > €). Korzystajac z
zatozen, dla n — oo, dostajemy wiec

F(t —e) < liminf F,,(t) < limsup F,(t) < F(t +¢€).

n—oo n—o00
Nastepnie, poniewaz funkcja F jest ciggla w t, to dla € \, 0 dostajmy réwnosé granicy dolnej i
gbérnej, co implikuje istnienie granicy, tzn. zachodzi

lim F,(t) = lim F(t £ €) = F(t),
e—0

n—oo

co koriczy dowdd.

2) [(Xn EAN X) = (X, L X)]. Wiemy, ze ¢ > p > 1. Korzystajac z nier6wnosci Holdera
_q
P

(Propozycja 5.30) dla X := | X, — X|P, Y :=1 oraz p : > 1 (i sprzezonej liczby §) dostajemy

E(|X, — X[) = E(|XY|) < E(IX]?)/PE(YV)YT = B(|X, — X|)P =0, n— oc.
co koniczy dowdd.

3) [(Xn RN X) = (X, N X)]. Wobec 2) wystarczy pokazac, ze implikacja zachodzi dla p = 1.
Ustalmy e > 0. Korzystajac z nierownosci Czebyszewa (Propozycja 5.31) dostajemy

E(1X, - X]) |

P(| X, — X|>€) <
€

0, n— oo.
co koriczy dowdd. W12
W13

1) (X, 2% X) = (Xn, — X)|. Dla kazdego n,m € N oraz e > 0 definiujemy

Ap(e) :={|Xy — X| > €} oraz A(e) := limsup Ay(e).
n—oo
Jezeli w € A to dla nieskoniczenie wielu n € N zachodzi | X, (w) — X (w)| > ¢, co daje Xp(w) A X (w),
gdy n — oco. Jezeli wiec X,, 5% X, to P(A(e)) = 0 dla kazdego ¢ > 0. Zauwazmy teraz, ze
B (€) == U,2,, An(€) jest zstepujaca rodzing zbiorow dajaca w granicy A(e). W zwiazku z tym
wiemy, ze z P(A(e)) = 0 wynika P(By,(€)) — 0, gdy m — oo. Zauwazajac, ze A, (€) C Bp(e), n € N,
dostajemy wiec, ze dla dowolnego € > 0 zachodzi

P( X, — X| > €) = P(An(€)) < P(Bu(e)) 0, n—ox,
co koniczy dowdd. O

W ogélnym przypadku, implikacje w Twierdzeniu 8.2 sa jedynymi, ktére zachodza, zob. Roz-
dzial 8.3 poswiecony omoéwieniu wybranych kontrprzyktadéow. W pewnych specjalnych przypadkach
moga jednak zachodzi¢ inne implikacje, co ilustruja nastepne propozycje.
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Propozycja 8.3 (Zbieznosé¢ wedtug prawdopodobieristwa implikuje zbieznosé¢ w LP dla ograni-
czonych zmiennych losowych). Niech (X,,),en bedzie ciagiem zmiennych losowych okreslonych
na (2,3, P) takim, ze

|1 X, <K (pn.)

dla n € N i pewnego K € R. Wtedy, dla X okre$lonej na tej samej przestrzeni, zachodzi
implikacja

(X, — X) = (X, =5 X).

Dowdd. Jezeli | X,,| < K, n € N, oraz X, RN X, to dostajemy rowniez | X| < K. Dla kazdego € > 0
dostajemy wiec
E([Xn — XP) = E(1x, - x> | Xn — XIP) + E(1{x, - x|<e} [ Xn — X[P)
SE(gx, x> (2K)P) + E(1{x, - x|<e}€")
= Q2K -P(X,—X|[>e)+ - P(|X,, — X| <€) — €, n— o0,

co, wobec dowolnosci wyboru € > 0, koriczy dowod. O

Propozycja 8.4 (Zbieznosé¢ wedtug rozkladu do statej implikuje zbieznosé wedtug prawdopo-
dobieristwa). Niech (X,)nen bedzie ciagiem zmiennych losowych okreslonych na (2, X, P) oraz
niech ¢ € R. Wtedy

(Xn -5 0) = (X, — ©).

Dowaod. Ustalmy e > 0. Zauwazajac, ze c—e€ oraz c+e€ jest punktem ciaglosci dystrybuanty zmiennej
losowej X = ¢ dostajemy

P(|Xp, —c|>¢)=P(X, <c—e€)+P(X, >c+e)
<PX,<c—€)+1-PX,<c+e)
=Fx, (c—€)+1—Fx,(c+e)— Fx(c—€)+1—Fx(c+¢€) =0, n— oo,
co koriczy dowdd. O

Okazuje sie réwniez, ze z ciagu zbieznego wedlug prawdopodobieristwa mozna wybraé ciag zbiez-
ny prawie na pewno.

Twierdzenie 8.5 (Twierdzenie Riesza). Niech (X,)nen bedzie ciagiem zmiennych losowych
okreslonych na (€2, 3, IP) oraz niech X bedzie zmienna losowa okreslona na tej samej przestrzeni.
Wtedy

(Xn 5 X) = (X, 25 X),

dla pewnego podciagu (ng)ren, nx € N.

Dowadd. Poniewaz X, RN X, n — oo, wiec dla kazdego k € N oraz €, := 27 istnieje n;, € N takie,
7€
]P)(‘Xn — X| > Ek) <e dla n>ng.
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Zaltozmy, ze ciag (nk)ren jest rosnacy i rozwazmy podciag zmiennych losowych (X, ). Zauwazajac,
ze

oo

D P(X,, - X[>27F) <0

k=1
oraz korzystajac z lematu Borela-Cantelliego (Twierdzenie 2.18, 1.) wiemy, ze zachodzi réwnosé
P(lim supy_, oo {| Xn,, — X| > 27%}) = 0, tzn. dla prawie kazdego w €  skoiiczenie wiele razy (dla
skoriczenie wielu elementéw ciagu ny) zachodzi nieréwnosé | X, (w) — X(w)| > 27%. Dla prawie
kazdego w € () istnieje wiec k(w) € N takie, ze dla k > k(w) zachodzi | X, (w) — X (w)| < 27F, co
implikuje X, (w) = X (w), k — oo. Poniewaz zbieznos¢ ta jest prawdziwa dla prawie wszystkich
w € €2, wiec dostajemy X, PMOX, k— 00, co konczy dowdd. O

Waznym wnioskiem z powyzszego twierdzenia jest charakteryzacja zbieznosci wedtug prawdo-
podobienistwa w oparciu o zbiezno§é prawie na pewno dla dowolnego podciagu.

Propozycja 8.6 (Zaleznos¢ miedzy zbieznoscia wedlug prawdopodobienistwa a zbieznoscia
prawie na pewno). Niech (X,,)nen bedzie ciagiem zmiennych losowych okreslonych na (£2, X, P)
oraz niech X bedzie zmienng losows okreslona na tej samej przestrzeni. Wtedy X, ox ,
k — oo, wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdego podciagu (X, ) mozna wybra¢ podciag (Xp, )

. . .n.
taki, ze Xp, LAl X, m— .

Dowdd. |=] Skoro X, N X, n — oo, to zachodzi rowniez X, RN X, k — oo dla kazdego
podciagu (ny). Z Twierdzenia 8.5 mozna wigc wybra¢ podciag (Xy, ) zbiezny prawie na pewno.

[<] Przeprowadzmy dowod nie wprost. Jezeli ciag (X,,) nie jest zbiezny wedtug prawdopodobieri-
stwa, to istnieje € > 0 oraz rosnacy podciag ny taki, ze P(|X,, — X| > €) > e dla k € N. Latwo
zauwazy¢, ze z ciagu (X, ) nie da si¢ wybrac¢ ciagu zbieznego prawie na pewno podciagu, co prowadzi
do sprzecznoéci. O

Propozycja 8.7 (Zbieznos¢ wedtug prawdopodobienstwa, a oblozenie ciggu zmiennych loso-
wych funkcja ciagta). Niech (X,,)nen bedzie ciagiem zmiennych losowych okreslonych na prze-
strzeni (2,3, P). Niech f: R — R bedzie funkcja ciagta na zbiorze otwartym A € B(R) takim,
7e P(X € A) =1, gdzie X jest pewna zmienna losowa okreslona na tej samej przestrzeni. Wtedy
dostajemy

(X = X) = (f(X0) = J(X).

Dowdd. Z Propozycji 8.6 wiemy, ze wystarczy pokazac, ze dla kazdego (rosnacego) ciagu liczb na-
turalnych (nj) mozemy wybra¢ podciag (ng,,) dla ktorego zachodzi f(Xp, ) LAl f(X), m — co.
Ustalmy wiec ciag liczb (ny). Z zalozerl wiemy, ze zachodzi rowniez X, N X, k — oo, wiec na
mocy Propozycji 8.6 istnieje podciag (n4,,) taki, ze X, P X, m — co. Poniewaz [ jest funkcja
ciagla na A, wigc dla kazdego w € {X € A} jezeli X, (w) — X(w), to f(Xy,, (W) — f(X(w)),
co konczy dowod, gdyz P(X € A) = 1. O

Na koniec przedstawmy zbiorcze twierdzenie méwiace o przenoszeniu sie zbieznosci przy sumowaniu
ciagbébw zmiennych losowych.
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Propozycja 8.8. Niech (X, )nen oraz (Yy)nen beda ciagami zmiennych losowych okreslonych
na przestrzeni (2,3, P), na ktorej okreslomy réwniez zmienne X i Y. Wtedy

1) jezeli X, X% X oraz Xnﬂ)X, toXn—l—Ynﬂ)X—i—Y;
T LP LP p

2) jezeli X, — X oraz X, — X, to X, + Y, — X +Y;

3) Jezeli X, — X oraz X, — X, to Xp + Y, —> X +V;

4) z X, 4y X oraz X %y X nie musi wynika¢ X,, + Y, Ay x +Y.

Dowod Propozycji 8.8 pozostawiamy jako é¢wiczenie do domu. Aby udowodni¢ wlasnosé 2) mozna
skorzystaé¢ np. z nieréwnosci Minkowskiego.

8.3 Przyklady

W tym podrozdziale pokazemy szereg przyktadow, ktére pokazuja powiazanie miedzy réznymi ty-
pami zbieznosci. Pokazemy w szczegblnosci, ze w ogbélnym przypadku zadna implikacja poza tymi
pokazanymi w Twierdzeniu 8.2 nie zachodzi.

Przyktlad 8.9 ((X, LN X) == (X, N X)). Niech X ~ B(1, ) oraz niech (X,) bedzie dane
przez X, := 1 — X. Latwo zauwazy¢, ze X,, ~ B(1, %), co implikuje X, 4 x. 7 drugiej strony
tatwo zauwazy¢, ze dla € = % zachodzi

P(| X, —X|>¢)=P(1>¢)=1—-+0, n— oo

Przyklad 8.10 ((X, EAN X) == (X, RN X), dla p > q). Niech (Y,,) bedzie ciagiem zmiennych
losowych takim ze Y,, ~ B(1, n*1/2'(p+‘J)) oraz niech X, :=n-Y,. Dla X =0 dostajemy

E(|X, — X|9) =P(X, =n)|n—0]4+P(X,
E(| X, — X|P) =P(X, =n) - |n—0P +P(X,

0)-10—0[7 =P 50, n— oo,

0)-[0— 0P =n'/?P~=9) 5 00 £0, n— .

1
Przyklad 8.11 ((X, LN X) =% (X, L X)). Niech (Y;,) bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych
losowych takim ze Y,, ~ B(1,n~2) oraz niech X,, := n3Y,,. Niech X = 0. Wtedy dla kazdego € > 0 i
dostatecznie duzego n € N zachodzi P(|X,, — X| > ¢) = P(|X,,| > €) = n~2, co implikuje X, R
7 drugiej strony

E(|X, - X|)=P(X, =n) - In—0|+P(X,=0)-[0-0[=n"2-n*=n—>00#0, n— oo

Przyktad 8.12 ((X, N X) =~ (X, 2% X)). Niech (X,,) bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych
losowych takim ze X,, ~ B(1,n™!) oraz niech X := 0. Dla kazdego € > 0 (i dostatecznie duzego
n) dostajemy P(|X,, — X|) > €) =P(X,, >¢) =1 =0, n = o0, co daje nam X, %5 X. Niech
teraz By, = |2, {|Xn| > 3} oraz B := limsup,, ,,, By Dla kazdego w € B dla nieskoriczenie
wielu elementéw ciagu (X,) zachodzi X, > 3, co implikuje X, (w) 4 X(w) (p.n). Latwo zauwa-
zy¢, ze rodzina zbiorow (B,,) jest zstepujaca, co daje nam P(B) = lim,_,o P(B,,). Korzystajac z

W13
4
W14
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niezaleznosci ciagu (X,,) dostajemy

00 k
P(By) =1 ( N {1x < ;}> —1- lim P ( M) (1%l < ;}>

n=m n=m

k k
1-lim JTP{IXal<3}) =1~ lim J]P({X.=0})
n=m n=m

i -1

=1-— lim (1—=)=1- lim

k—o0 = k—ro0 = n
k
-1
—1— lim J[ 22 =1,

co daje nam P(B) = 1 i w rezultacie X,, A X (p.n), n — oo.

Przyklad 8.13 ((X, N X) =~ (X, 2% X)). Dla ciagu zmiennych losowych z Przyktadu 8.12
wiemy, ze X,, 4 X (p.n.), n — oo. Z drugiej strony dostajemy

E(|X, — X|) =E(X,) =P(X,=1)=1 > 0.
Prayklad 8.14 (X, 2% X) == (X, =5 X)). Niech Y ~ U([0,1]), Xp := n - Liy<i/n} oraz

X :=0. Dla kazdego w € Q\ {Y = 0} istnieje n’ € N takie, ze Y > %, a wiec dla n > n’ dostajemy
Xp(w) =0, co daje nam X,, - X (p.n.), n — oo. Z drugiej strony

E(|X, — X|) = E(X,) = P(X, =n) -n =

8.4 Wlasnoéci i ré6zne charakteryzacje zbieznosci wedlug rozkladu

W rozdziale tym przedstawimy rézne charakteryzacje zbieznosci wedtug rozktadéw i wyttumaczymy,
jaki jest ich zwiazek z tzw. stabg zbieznos$ciq, ktéra czesto definiuje sie dla miar probabilistycznych.
Pokazemy tez Twierdzenie Prochorowa.

Twierdzenie 8.15 (Twierdzenie reprezentacyjne Skorochoda). Niech (X,,),en bedzie ciagiem
zmiennych losowych okreslonych na (€, 3, P) oraz niech X bedzie zmienna losowa okreslona na

tej samej przestrzeni taka, ze X, A x , gdy n — oo. Wtedy istnieje (standardowa) przestrzen
probabilistyczne (€2, 3, P) oraz okreslone na niej zmienne losowe X i (X,,) takie, zZe:

1) Xonrazj(anndlaneN;a

2) X, 2% X, gdy n — oo.

“Innymi stowy zmienna X ma taki sam rozklad jak zmienna X, a zmienne Xn maja taki sam rozklad jak
zmienne X,, dla n € N.

Dowdd. Niech (Q,%,P) := ((0,1),B((0,1)), £1) bedzie standardows przestrzenia probabilistyczna.
Dla w € Q oraz n € N definiujemy zmienne

X(w):=inf{t e R: w < F(t)} oraz X,(w):=inf{t € R: w < F,(t)}, (8.3)
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gdzie F jest dystrybuanta zmiennej X, a F), jest dystrybuanta zmiennej X,, n € N. Latwo zauwazy¢,
ze X oraz X, mozna traktowac jako (uogolnione) odwrotnosci dystrybuant X oraz X,,, gdyz dla
kazdego w € Q oraz t € R zachodzi

W< Ft) <= X(w) <t oraz w < Fy(t) <= X,(w) <t. (8.4)

Stad dostajemy 1), gdyz P(X < t) = £1((0, F(t)]) = F(t) oraz P(X,, < t) = L1((0, F,.(t)]) = Fu(t)
dlaneNiteR.

Pokazmy teraz, ze X oraz (X,) spehnia 2). Ustalmy w € €. Dla kazdego € > 0 istnieje punkt
t € R taki, ze dystrybuanta F jest ciagla w ¢ oraz

X(w)—e<t< X(w) (8.5)
7 (8.4) 1 (8.5) dostajemy w szczegolnosci F(t) < w. Poniewaz X, X' n — 00, to dla dostatecznie
duzych n € N dostajemy rowniez F,(t) < w, co daje nam

X(w)—e<t< Xp(w), (8.6)
Stosujac graniczne przejscie n — oo, a nastepnie € — 0, dla (8.6), dostajemy

lim inf X, (w) > X (w). (8.7)
n—oo
Ustalmy teraz w’ € Q takie, ze w’ > w. Dla kazdego € > 0 istnieje punkt ¢ € R taki, ze dystrybuanta

F jest ciggla w t oraz ) )
X(W)<t< X(W)+e. (8.8)

7 (8.4) i (8.8), dostajemy w szczegolnosci w < w' < F(t). Poniewaz X, LN X, n — oo, to dla
dostatecznie duzych n € N dostajemy rowniez w < F,(t), co daje nam

X,p(w) <t < X(W)+e (8.9)

Stosujac graniczne przejscie n — oo, a nastepnie € — 0, dla (8.9), dostajemy, ze dla kazdego w’ € Q
takiego, ze w’ > w, zachodzi

lim sup X, (w) < X (o). (8.10)

n—oo

Zauwazajac, ze dla prawie wszystkich w € Q zachodzi X (w') = X(w), gdy o’ — w (co wynika np.
z faktu, ze funkcja X : Q@ — R jest niemalejaca wige ma co najwyzej przeliczalnie wiele punktow
niecigglosci) oraz taczac (8 7) (8.10) dostajemy X, (w) — X(w), n — oo dla prawie wszystkich
w € Q, do daje nam X, P X, n— oo, i koniczy dowdd. O

Twierdzenie reprezentacyjne Skorochoda (Twierdzenie 8.15) pozwala nam na sformutowanie
wniosku analogicznego do tego z Propozycji 8.7 dla zbieznosci wedtug rozktadow.

Propozycja 8.16 (Zbieznos¢ wedtug rozktadow, a obtozenie ciagu zmiennych losowych funkcja
ciagta). Niech (X,,)nen bedzie ciagiem zmiennych losowych okreslonych na przestrzeni (€, 3, P)
oraz niech f: R — R bedzie funkcja ciagta. Wtedy dostajemy

(Xn -5 X) = (f(Xa) -5 F(X).
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Dowdd. Niech X oraz_ ( n)neN beda zmiennymi losowymi okreslonymi na standardowej przestrzeni
probabilistycznej (2,3, P) := ((0,1),B((0,1)), £1) tak, jak w (8.3). Korzystajac z ciagtosci funkcji
f: R — R dostajemy

{we Q: f(Xu(w)) = F(X(W)), n = 00} 2 {w € Q: Xp(w) = X(w), n — oo},
co daje nam f(X,,) 2% f(X), n — co. Na mocy Twierdzenia 8.2 dostajemy wiec
F(Xn) L £(X), n— oo
To juz konczy dowod, gdyz f(X) ~ f(X) oraz f(X,) ~ f(X,) dlan € N. O

Twierdzenie 8.15 pozwala nam tez na wprowadzenie innych charakteryzacji zbieznosci wedtug
rozktadéw w oparciu o kryterium catkowe dla tzw. funkcji testowych.

Twierdzenie 8.17 (Inna charakteryzacja zbieznosci wedtug rozktadow). Niech (X,,)nen bedzie
ciggiem zmiennych losowych okreslonych na przestrzeni (€2, %, P) oraz niech X bedzie zmienng
na tej przestrzeni. Wtedy nastepujace warunki sg rownowazne

1) X, a, X, n— oo;
2) E(g9(X,)) = E(g9(X)), n — oo, dla wszystkich ciaglych i ograniczonych funkcji g: R — R;

3) E(9(Xyn)) = E(9(X)), n — oo, dla wszystkich funkcji g: R — R postaci g(z) = f(2)1(44) (),
gdzie a,b € R sa punktami ciagltosci dystrybuanty F'x oraz f: R — R jest ciagla na [a, b].

Dowad.

[1) = 2)] Niech g: R — R bedzie funkcja ciagta i ograniczona. Na mocy TW1erdzen1a 8.15 istnieja
zmienne losowe X oraz (X,) takie, ze X ~ X, X,, ~ X,,, n € N, oraz X,, 2% X, n — c0. Z Pro-
pozycji 8.16 dostajemy g(X,) 2 g(X), n — co. Zauwazajac, ze rodzina zmiennych (g(X,))nen
jest jednostajnie ograniczona (gdyz funkcja g jest ograniczona) oraz korzystajac z twierdzenia Le-
besgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej (zob. Propozycja 5.8) dostajemy

lim E(g(X,)) = E ( lim g(X)) = E(g(X)).

E (
n—oo n—o0

Z Warunku~)~( ~ X oraz X, ~ X, dostajemy g(X) ~ g(X) oraz g(X,) ~ g(X,), co daje nam z
kolei E(g(X)) = E(g(X)) oraz E(g9(X,)) = E(g(X,,)) i koriczy dowod; wartos¢ oczekiwana zalezy
tylko od rozkladu zmienne;j.

[2) = 3)] Niech C' oznacza zbiér punktow ciagtosci dystrybuanty Fx. W dowodzie ograniczymy
sig do funkcji g: R — R postaci g(z) = f(2)1(—aop)(z), gdzie b € C oraz f: R — R jest ciagla
na (—oo, b); dowod w ogdlnym przypadku jest analogiczny. Dla ustalonej funkcji g tej postaci oraz
0 > 0 wprowadzamy funkcje pomocnicze

L) e (1—@)9(17)7 re®b+d) o :{(1—"’;“)9(1)), z e (b—25,b+0)
wie) {g(x% z & (b,b+9). o) 0, z & (b—6,b+0)

Latwo zauwazyé, ze funkcje gg oraz gg sa ciagle 1 ograniczone. Przypominajac, postaé¢ funkcji g(z) =
F(@) ooy (®), € R, tatwo zauwazy¢, ze

[E(9(Xn) — 95(Xn))| < |E(95(Xn)| oraz |E(g(X)—g;(X))| < |E(g5(X)],

W14

W15



81

dla n € N. Korzystajac z zalozenia 2) i stosujac przejscie graniczne n — oo dostajemy wiec
E(9(Xn) — 9(X))| < |E(95(Xn)| + [E(g5(X)| + [E(g5(Xn) — 95(X))| = 2[E(g5(X)]-

Zauwazajac, ze P(X = b) = 0 (gdyz b jest punktem ciaglosci dystrybuanty F'x) oraz stosujac
przejécie graniczne § — 0 dostajemy

E(9(Xn)) = E(g(X))] < 2[E(g5 (X)] < [g®)] - P(b—6 < X <b+8) =0,

co koniczy dowdd tej czedci twierdzenie.

[3) = 1)] Rozwazmy funkcje f(z) = 1, z € R, oraz ustalmy b € C. Dla kazdego a,b’, c € C, takiego,
ze a < b < b <c, dostajemy

P(X, <b) > Pa < X, <b) = E (11)(X0) f(X0n)) = E (1o (X) f(X)) =P(a < X <b)
P(X, > V) > Pt < X, < ¢) =E (Ly,q(Xn) f(Xn)) = E (1yq(X)f(X)) =P(H < X <¢)

Przechodzac kolejno z a do —oco oraz z ¢ do oo (po wartosciach ze zbioru C) dostajemy wiec, ze
istnieje ciag €, N\ 0 taki, ze P(X,, < b) > P(X <b) —¢, oraz P(X,, > b) > P(X,, > V) >P(X >
b') — €n, co daje nam

P(X <b)—e, <P(X,, <b) <P(X < V) + ep,

Stosujac przejscie graniczne n — oo oraz b — b (po wartosciach z C') dostajemy wiec zbieznosé
P(X, <b) = P(X <b), dla kazdego b € C, co konczy dowdd. O

Uwaga 8.18 (Staba zbieznosé¢). W wielu podrecznikach zbieznosé wedtug rozktadow definiuje sie
(bezposrednio dla rozktadéow) poprzez warunek 2) z Twierdzenia 8.17, zob. np. Definicja 7 w Roz-
dziale 8.1 w [JS04]. Zbieznos¢ wedtug rozkladow nazywa sie tez czesto stabg zbieznoscia, co ma swoje
korzenie w analizie funkcjonalnej. Ciagte i ograniczone funkcje testowe f wyznaczaja funkcjonaly
na przestrzeni miar, a od ciaggu wartosci funkcjonatu (dla kazdego funkcjonalu) wymaga sie, aby
byl zbiezny. Wiecej szczegdtow na ten temat mozna znalezé w [JSO04].

Latwo zauwazy¢, ze gdy X, 4, X, n — 0o, oraz X nie jest stata, to istnieje nieskoriczenie wiele
granic (wedtug rozkladu) dla ciagu (X,,)nen. Istotnie, jezeli zmienne X i X maja taki sam rozklad,

to zachodzi X, 4, X, n — co. Z warunku 2) z Twierdzenia 8.17, wynika, ze granica ciagu (X, )pen
jest jedyna w sensie rozkladu prawdopodobieristwa, co pokazuje nastepna propozycja.

Propozycja 8.19 (O jednoznacznosci granicy wedtug rozktadu). Niech p i v beda rozkladami
prawdopodobienistwa na (R, B(R)) takimi, ze dla kazdej ciaglej i ograniczonej funkcji g: R — R

zachodzi
/gdu:/gdy. (8.11)
R R

Dowdd. Bez straty ogélnosci mozemy zalozy¢, ze A jest (borelowskim) zbiorem postaci (—oo,t],
t € R, gdyz zbiory te generuja B(R).?* Niech X oraz X beda zmiennymi losowymi takimi, ze X ~ L

Wtedy u(A) =v(A) dla A € B(R).

oraz X ~ v. Dla n € N definiujemy X,, := X oraz X, := X. Latwo zauwazy¢, ze X, A x

23Formalnie rzecz biorac zbiory takie generuja tzw. m-uklad, wiec z Twierdzenie o m i A ukladach wystarczy
sprawdzi¢ ten warunek, zob. Rozdzial 8.2 w [JS04].
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oraz X, 4 X. 7 warunku (8.11) wynika, ze dla dowolnej funkecji ciaglej i ograniczonej g: R — R
dostajemy

E(g(X,)) — E(g(X)) = /R gdu = /R gdv =E(g(X)), neN,

co na mocy warunku 2) z Twierdzenia 8.17 daje nam Xn 4 X Wynika stad, ze dla wszystkich
t € C, gdzie C to zbidr punktéw cigglosci dystrybuanty X, zachodzi réwnosé

Fx(t) = lim Fy, () = Fg(t). (8.12)

n—oo
Zalozmy teraz, ze t ¢ C. Poniewaz C' jest co najwyzej przeliczalny oraz zarowno Fyg jak i Fiy sg

prawostronnie ciagle, wiec istnieje taki ciag €, (0, ze t ¢, € C, n € N, oraz

Fx(t) = lim Fx(t—l- 6n) = nlLH;OFX(t—f- En) = FX(t). (813)

n—oo

Laczac (8.12) oraz (8.13) dostajemy, ze dla kazdego ¢ € R zachodzi

pl(=00,t]) = Fx (t) = F (1) = v((—00,]),

co koriczy dowdd.
O

Na koniec tego wykladu przedstawmy Twierdzenie Prochorowa, ktére méwi nam, kiedy z do-
wolnego podciggu zmiennych losowych mozna wybraé podciag zbiezny wedlug rozktadu do jakiejs
zmiennej losowej. Zanim sformutujemy twierdzenie, nalezy zdefiniowaé¢ tzw. warunek Prochorowa.

Definicja 8.20 (Warunek Prochorowa). Mowimy, ze ciag zmiennych losowych (X,,)nen spelnia
warunek Prochorowa, gdy dla kazdego € > 0 istnieje taki zbior zwarty K. € B(R), ze dla
n € N zachodzi P[X,, € K] > 1 —¢.®

W literaturze mozna spotkaé¢ tez wiele innych nazw tej wlasnosci. Alternatywnie, ciag (Xn)nen — lub ciag
powiazanych miar probabilistycznych — nazywa sie ciasnym lub jedrnym (ang. tight).

Okazuje sie, ze warunek Prochorowa jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym istnienie granicy
(wedlug rozktadu) po podciagu dla dowolnego podciagu zmiennych losowych.

Twierdzenie 8.21 (Twierdzenie Prochorowa). Ciag zmiennych losowych (X,,),en spelnia wa-
runek Prochorowa wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdego jego podciaggu mozna wybraé¢ podciag
zbiezny wedlug rozktadu do jakiej§ zmiennej losowej.

Dowdd.
(=) Z ciagu (X, )nen wybieramy podciag (X5, )ken, k € N. Niech Fj, oznacza dystrybuante zmiennej
Xy, oraz niech t1,%2,... bedzie ciggiem zawierajacym wszystkie liczby wymierne. Poniewaz ciag

(Fr(t1))ken jest clagiem ograniczonym (o wartosciach w [0, 1]) wiec z (Fj)ren mozemy wybraé
podciag ktory jest zbiezny w punkcie t;. Z podciagu tego mozemy wybraé¢ kolejny podciag, ktory
jest zbiezny w t9. Postepujac tak dalej i biorac m-ty wyraz z uzyskanego w ten sposéb m-tego
podciagu uzyskujemy podciag (Fy, )men taki, ze dla kazdego t € Q zachodzi Fy, (t) — Fy(t),
m — 00, gdzie Fy(t): Q — [0, 1] jest pewna funkcja okreslona na liczbach wymiernych. Zdefiniujmy
teraz funkcje F': R — [0, 1] okreslong przez

F(t) := {inf Fy(w): w > t}.
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Funkcja F': R — [0, 1] spelnia nastepujace wtasnosci: (a) F' jest funkcja niemalejaca; (b) F' jest
funkcja prawostronnie ciagta. Wtasnosé (a) wynika wprost z definicji funkcji F' oraz whasnosci pod-
ciagu dystrybuant (F,,, )men. Poniewaz zbior liczb wymiernych jest gesty w R, to tatwo pokazaé, ze
F,, (t) — F(t) dla wszystkich punktow ciaglosci F', co daje nam warunek (b), zob. Lemat 2 w [JS04].
Aby F byta dystrybuanta wystarczy wiec pokazaé, ze lim;_, oo F(t) = 0 oraz limy_,oo F(t) = 1.24
W tym celu wykorzystamy warunek Prochorowa. Na mocy warunku Prochorowa, dla kazdego € > 0
istnieje takie M, > 0, ze £ M, jest punktem ciggtosci funkcji granicznej F' oraz

F

am

(Me) = Fo,,(—Me) > 1 — €2

Dla m — oo dostajemy wiec F(M.) — F(—M) > 1 — e. Stosujac przejscie graniczne ¢ — 0 i
przypominajac, ze F jest niemalejaca dostajemy F'(—M,.) — 0 oraz F(M,) — 1, ¢ — 0, co koriczy
ta cze$é¢ dowodu.

(<) Zalozmy, ze ciag zmiennych losowych (X),),en nie spetnia warunku Prochorowa. Wtedy istnieje
takie € > 0 oraz podciag (nk)ken, ze dla kazdego k € N zachodzi

P(X,, €[—kk]) <1—c

Pokazmy teraz, ze z ciagu (X, )ken nie mozna wybra¢ podciaggu zmiennych losowych zbieznych

wedlug rozktadu. Zalozmy, ze istnieje zmienna losowa X taka, ze X, A x , k — 0o. Poniewaz X
jest zmienna losowa, wiec istnieje takie kg € R, ze P(X € [—ko, ko]) > 1 — € oraz +k¢ sa punktami
ciagtosci dystrybuanty F'x. Stad dostajemy

P(Xy, € (—ko, ko]) = Fx,, (ko) — Fx,, (—ko) = Fx (ko) — Fx(—ko) = P(X € (—ko, ko]), k — oo,
co prowadzi do sprzecznoéci, gdyz dla dostatecznie duzych k € R zachodzi
1—e>P(X,, € (—ko, ko]) > P(X € (—ko, ko]) >1—e.
O

Uwaga 8.22 (Twierdzeniu Prochorowa dla rodziny zmiennych losowych oraz miar probabilistycz-
nych). Warunek Prochorowa mozna réowniez zdefiniowaé dla rodziny (niekonieczne przeliczalnej)
zmiennych losowych. Jezeli zastapimy ciag zmiennych losowych przez powiazang rodzing, teza Twier-
dzenia 8.21 nie ulegnie zmianie. Warunek Prochorowa jest w istocie warunkiem natozonym na miary
probabilistyczne zwiazane ze zmiennymi losowymi. Mozna pokazaé, ze teza Twierdzenia 8.21 zacho-
dzi, gdy rodzine zmiennych losowych zastapimy przez rodzing miar probabilistycznych, a warunek
zbieznosci wedtug rozkladow przez tzw. staba zbieznosé miar, por. Uwaga 8.18.

Uwaga 8.23 (Zbieznos¢ wedtug rozkladow dla wektorow losowych). Wigkszos¢ rezultatow przed-
stawionych w tym podrozdziale jest prawdziwa, gdy zamiast zmiennych losowych bedziemy rozwazaé
wektory losowe. Dla powiazanych (wielowymiarowych) rozkladéw prawdopodobieristwa mozna w ta-
twy sposob wprowadzi¢ warunek Prochorowa, czy analizowaé zbieznos$é np. w oparciu o warunek 2)
z Twierdzenia 8.17. Po wiecej szczegoltow odsytamy do Rozdziatu 8 w [JS04].

24W ogolnym przypadku tak by¢ nie musi. Biorac na przyklad cigg X, = n mozemy dostaé¢ funkcje F(t) =0dla
teR.
2’Rozwazamy dostatecznie duzy zbior zwarty K = [—M., M.].
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A Wybrane fakty z matematyki dyskretnej i kombinatoryki

W rozdziale tym przypomnimy kilka wybranych podstawowych faktéw zwiazanych z matematyki
dyskretnej i kombinatoryki, ktore zostaly uzyte podczas dowodow i przyktadow (w prawdopodo-
bienistwie klasycznym).

Definicja A.1 (Podstawowe wzory kombinatoryczne). Niech Y bedzie zbiorem n-elementowym.

Wtedy:

1. Liczba k-wyrazowych wariacji z powtoérzeniami zbioru Y to n*. Odpowiada to liczbie
funkcji (ciagow) f: {1,...,k} = Y.

2. Liczba k-wyrazowych wariacji bez powtoérzen zbioru Y to (nf!k)!. Odpowiada to liczbie
roznowartosciowych funkeji (ciagow) f: {1,...,k} = Y.
3. Liczba permutacji zbioru Y to n!. Odpowiada to liczbie bijekcji f: {1,--- ,n} = Y.
n

4. Liczba k—elementowych kombinacji zbioru Y to (k) = m Odpowiada to liczbie
k—elementowych podzbioréw zbioru Y.

B Wybrane fakty z analizy oraz teorii miary i calki

Podstawowe fakty z teorii miary i catki przydatne w tym wyktadzie mozna znalezé w Dodatku C w
[JS04]. Przedstawmy teraz kilka faktow z analizy (w uproszczonej formie), ktore beda przydatne w
dowodach przedstawionych na tym kursie.

Propozycja B.1 (Lemat Toeplitza). Niech (x;);en bedzie ciggiem liczb rzeczywistych takim, zZe
lim,, oo Tp = . Wtedy lim,, o0 % Yoy =

Dowdd. Ustalmy e > 0. Wiemy, ze istnieje 49 € N takie, ze dla kazdego i > i zachodzi |z; —z| < €/2.
Ponadto istnieje i; € N, 41 > g, takie, ze dla kazdego i > i1 zachodzi % > ji1lry — x| < €/2. Dla
kazdego ¢ wiekszego od ig i ¢; dostajemy wiec

L L | o
2w <Dl —al <=y
j=1 j=1 L3

co koriczy dowdd. O

Z lz; — x| <,

Jj=to+1

Propozycja B.2 (Lemat Kroneckera) Niech (x;)ien bedzie ciggiem liczb rzeczywistych. Jezeli sze-
reg Y ooy % jest zbiezny, to lim, o0 £ Z 17, = 0.

Dowdd. Zdefiniujemy sg = 0 oraz s, := Y .- . Wtedy, dla kazdego n € N, dostajemy

zlz
n n

n
E 1 — § i — Si—1 —nsn_§ Si—1,

i=1 i=1 i=1

Zauwazajac, ze lim, o S, = s, dla pewnego s € R, oraz lim, % Yo ysi-1 = s (co wynika z
Lematu Toeplitza), dostajemy

1 1
—E :m-:sn——g s;i-1—0, n— oo.
n “ n -
=1 =1
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Ustalony (z gory) zbior. Elementy 2 nazywamy zdarzeniamsi elementarnymi.
o-algebra okreslona na ; zob. Definicja 1.2

Miara probabilistyczna (prawdopodobieritwo) okreslone na (€2, %)
Zdarzenie elementarne, element zbioru 2, w € Q.

Zdarzenie (mierzalne), A € 3. Uzywamy tez innych duzych liter.

Moc zbioru. Uzywane zazwyczaj w odniesieniu do zbioréw skoiiczonych.
Zdarzenie przeciwne do A, dla A € ¥, tzn. A’ :=Q\ A.

Zbior pusty, domyslenie okreslajacy zdarzenie puste (niemozliwe), () € 3.
Zbior potegowy €2, tj. zbidr wszystkich mozliwych podzbiorow §2.
Rodzina zbioré6w Borelowskich na przestrzeni X

n-wymiarowa miara Lebesgue’a

najmniejsza o-algebra zawierajaca w sobie rodzine zbiorow F (podzbiorow )
najmniejsza o-algebra generowana przez zmienng X

funkcja charakterystyczna zbioru A

przeciwobraz funkcji na zbiorze, tzn. X ~1(A) := {w € Q: X (w) € A}
rozktad prawdopodobieristwa zmiennej losowej X

funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej X

dystrybuanta zmiennej X

wartosé oczekiwana zmiennej losowej X

wariancja zmiennej losowej X

odchylenie standardowe zmiennej losowej X

kowariancja zmiennych losowych X oraz Y

korelacja zmiennych losowych X oraz Y'; réwniez px y

macierz wariancji-kowariancji wektora losowego X

rozklad jednopunktowy w punkcie c € R

rozkltad dwumianowy z parametrami n € Nip € (0,1)

rozktad Poissona z parametrem A > 0

rozktad geometryczny z parametrem p € (0, 1)

rozklad jednostajny ciagly na odcinku [a, b]

rozktad jednostajny dyskretny na zbiorze xq,...

rozktad wykladniczy z parametrem A > 0

rozktad Gamma z parametrami «, 3 > 0

rozklad normalny z parametrami y € Rio >0

gesto$¢ standardowego rozkltadu normalnego w punkcji z € R
dystrybuanta standardowego rozkladu normalnego w punkcji x € R
rozktad chi-kwadrat o n € N stopniach swobody

rozktad t-Studenta z parametrem v > 0

zazwycza]j suma zadanych zmiennych losowych X1, Xo,..., X,
resztkowa o-algebra o(X,,, X;,41,...)

ogonowa o-algebra Foo := (o, Fn.co

zazwyczaj standaryzowacja zmiennej S, tzn. Z, = %S(S)”)

zbieznos¢ prawie na pewno
zbieznosé stochastyczna
zbieznos¢ wedlug p-tego momentu

zbieznosé wedtug rozkladu, staba zbieznosé
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