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Wstep

Wyktad ten ma charakter wprowadzajacy i omawia podstawy teorii proceséw stochastycznych. Ma-
terial wylozony na wykladzie stanowi fundament dla wielu zagadnien powiazanych z matematyka
stosowang i finansowa. W szczegdlnosci, znajomos$é materialu prezentowanego na tym kursie jest
niezbedna do zrozumienia podstaw analizy stochastycznej, stochastycznych réwnan rézniczkowych,
czy podstawowych metod sterowania stochastycznego w czasie cigglym.

Kurs ten zaktada znajomosé podstaw teorii mnogoéci, analizy matematycznej, rachunku prawdopo-
dobienistwa i statystyki. W zwigzku z tym zdecydowaliSmy sie pominaé¢ niektére dowody twierdzen
stanowiacych podstawe rachunku prawdopodobienistwa, gdyz sa one omawiane (i dowodzone) w
trakcie wymienionych kurséw. W szczegdlnosci dotyczy to podstawowych twierdzeni zwiazanych z
warunkowa wartoscia oczekiwana, czy teoriag martyngatow.

Notatki te w pewnej mierze bazuja na skrypcie [Pesl7| autorstwa prof. Szymona Peszata, ktory
stanowi dobre alternatywne zrodlo wiedzy o teorii proceséw stochastycznych, zob. rowniez [PZ07].
7 kursu tego zostal zaczerpniety m.in. koncepcja ogélnego podziatu i uktadu tresci, redakcja wybra-
nych dowodow, przyktady, czy wypowiedzi niektorych twierdzen. Jako alternatywne anglojezyczne
zrodlo wiedzy polecam rowniez ksiazki [KS12], [GKK™10], [App09], oraz [PP02].

Uwaga: Gléwnym celem tego wykltadu jest wylozenie teoretycznej czesci podstaw teorii proceséow
stochastycznych. Majac jednak na uwadze, ze jest to wyktad wstepny, w kursie tym stosunkowo duzo
miejsca poswieciliSmy na prezentacje przyktadéw, majacych na celu wyrobienie intuicji. Przyktady
te powinny by¢ uzupetnione o zadania przerobione na ¢wiczeniach. Zachecamy rowniez do spojrzenia
na wybrane ksiazki (zbiory zadan) w ktorych mozna znalezé wiele ciekawych zadaii. Oprocz wyzej
wymienionych pozycji, zadania z teorii proceséw stochastycznych mozna znalezé¢ np. w [Ball7| lub

[BZ00).

1 Wstepne wymagania oraz podstawowe twierdzenia

Jak juz wspomnieliSmy, kurs ten zaklada znajomo$¢ podstaw teorii mnogosci, analizy matema-
tycznej i rachunku prawdopodobieristwa. W szczegélnosci odnosi sie to do podstawowych pojeé z
teorii miary (zbiér borelowski, miara, itd.), analizy (catka wzgledem miary, miara Lebesgue’a, ty-
pu zbieznosci, catkowalnosé, itd.), rachunku prawodopodobienistwa (warto$¢ oczekiwana, zmienne
losowe, niezalezno$é¢, martyngal, warunkowa wartosé¢ oczekiwana, rozktad, itd.), jak i powiazanych
twierdzen (Twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej, Twierdzenie Lebesgue’a-Radona-
Nikodyma, Lemat Borela-Cantelliego, Twierdzenie Fubiniego, itd.) oraz nieréwnosci (Nieréwnosé
Czebyszewa, Nieréownosé¢ Jensena, Nierownosé Schwarza, itd.).

Po wiecej informacji zwigzanych z podstawami rachunku prawdopodobieristwa, definicja prze-
strzeni probabilistycznej, zmiennej losowej, jej rozktadu, wielowymiarowego rozkladu normalnego,
funkcji charakterystycznych, rodzajéw zbieznosci zmiennych losowych, twierdzen granicznych, itd.
odsylamy do [Pit22]; pojecia te beda przypominane na biezaco w trakcie wykladu, gdy bedzie to
potrzebne. Ponizej przytoczymy tez kilka wybranych pojeé oraz wtasnosci, ktore beda szczegdlnie
wazne w dalszej czesci wyktadu. Warto zajrze¢ tez do Dodatku A oraz Dodatku 4 w ktérym przy-
pomnimy kilka poje¢ zwiazanych ze zbieznoscia zmiennych losowych oraz tanicuchami Markowa w
czasie dyskretnym. Literatura pomocnicza (oprocz notatek i pomocy podanych na innych kursach)
moze by¢ tutaj [JS04] oraz |Bil12].

Jezeli nie napisano inaczej, bedziemy zaktadaé, ze mamy z gory zadang referencyjna przestrzeri pro-
babilistyczna (2, F,P) a zmienne losowe, ktére bedziemy na niej definiowaé, sa catkowalne. Jezeli



nie napisano inaczej, wszystkie réwnosci i nieréwnosci nalezy rozumieé¢ jako "prawie na pewno”, tj.
na zbiorze o pelnej mierze. W istocie czesto bedziemy operowaé na przestrzeni L; := L1(Q, F,P),
tj. na przestrzeni klas zmiennych losowych okreslonych z doktadnoscia do zbioru miary zero, a nie
na przestrzeni wszystkich zmiennych losowych.

1.1 Warunkowa wartosé¢ oczekiwana

Niech G bedzie pod o—algebra F, czyli o—algebra podzbioréw 2 taka, ze G C F, oraz niech X : Q —
R bedzie catkowalna zmienna losowa, tj. niech X € L.

Definicja 1.1 (Warunkowa wartos¢ oczekiwana wzgledem o-algebry). Warunkowa wartoscia
oczekiwang zmiennej X wzgledem G nazywamy zmienna losows Y, ktora spelnia nastepujace
wlasnodci:

1) Y jest G-mierzalna;

2) Dla kazdego A € G zachodzi E[14X]| =E[1,4Y].

O ile dla catkowalnych zmiennych losowych X zawsze istnieje warunkowa wartos¢ oczekiwana, o tyle
moze by¢ one okreslona niejednoznacznie, tzn. moze istnie¢ wiecej niz jedna zmienna losowa Y, ktora
spelnia zalozenia Definicji 1.1. Zmienna ta jest jednak okreslona jednoznacznie z doktadnoscig do
zbioru miary zero.! Od teraz bedziemy uzywaé¢ symbolu E[X|G] na oznaczenie warunkowej wartosci
oczekiwanej z Definicji 1.1.

Zdefiniujmy warunkows warto$é oczekiwang zmiennej losowej X wzgledem innej zmiennej loso-
wej.

Definicja 1.2 (Warunkowa wartosé¢ oczekiwana wzgledem zmiennej losowej). Warunkowsa war-
tos¢ oczekiwang X wzgledem zmiennej losowej Y definiujemy jako

EX]Y] = E[X]|o(Y)],

gdzie o(Y') jest o—algebra generowana przez Y.

Whprost z Definicji 1.1 dostajemy, ze E[X Y] jest o(Y')-mierzalna. Ponadto, z lematu Dooba—Dynkina
wynika, ze

EX[Y] = g(Y),

dla pewnej (borelowsko) mierzalnej funkcji g: R — R. Od teraz bedziemy uzywaé konwencji
EX]Y =y]:=9g(y), yeR,

na oznaczenie warunkowej wartosci oczekiwanej pod warunkiem zdarzenia {Y = y}. Zdarzenie
{Y = y} ma czesto miare zero, wiec nie mozna tutaj uzy¢ standardowej definicji warunkowej wartosci
oczekiwanej wzgledem zdarzenia o dodatniej mierze. Oczywidcie, jezeli P{Y = y}] > 0, to definicje
te sie pokrywaja, co ilustruja ponizsze przyktady.

'To znaczy, jezeli Y oraz V spetniaja warunki Definicji 1.1, to zachodzi P[Y = V] = 1.



Przyklad 1.3. Niech G = o({A1, Aa, ..., A,}), gdzie {A;}7, jest skoticzonym rozbiciem 2.2 Wte-
dy, dla kazdej catkowalnej zmiennej losowej X dostajemy

B[4, X]  jezeli w € A; oraz P[A;] > 0;
E[X|G](w) = {P[AJ

(1.1)
0 jezeli w € A; oraz P[A4;] = 0.

Warto tutaj zauwazy¢, ze w (1.1) mozemy zastapi¢ 0 przez dowolng liczbe rzeczywista, dla kazdego

i€ {l,...,n} takiego, ze P[A;] = 0. Uzywajac konwencji % = 0 mozemy réwniez zapisaé¢ (1.1) jako
n
E[L4,X]
EX|g) =S LAy,
X191= 3 g

Dowdd. Podzielmy dowdd (1.1) na trzy kroki.

1) Pokazemy, ze
g:{UAi:IQ{l,Z,...,n}}. (1.2)

iel

Niech G oznacza praws strone (1.2). Poniewaz G zawiera rodzine zbiorow {Ay, ..., A,}, dostajemy
od razu G C G. Z drugiej strony wiemy, ze dla kazdego I C {1,...,n} zachodzi | J;c; A; € G, a wigc
g2g.

2) Pokazemy, ze zmienna Y jest G-mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy Y jest stala (tj. jest funkcja
stala) na kazdym zbiorze A;. Skupimy sie na dowodzie implikacji w prawa strone (implikacje w
lewa pozostawiamy jako proste ¢wiczenie domowe). Zaldzmy, ze istnieje taka zmienna losowa Y
oraz ig, ze Y jest G—mierzalna oraz Y nie jest stala na A;,. Wtedy istnieje punkt x € R taki, ze dla
B = (—o0, z] zachodzi

Y UB)NAy, #0 oraz Y Y(B°)NA; #0.

To juz przeczy (1.2), gdyz Y ~1(B) N A;, jest (istotnym) podzbiorem A4;,, ktory nalezy do G.
3) Pokazmy (1.1). Z poprzednich krokéw wiemy, ze zachodzi

E[XIG] = Y aila,.
=1

dla pewnych liczb rzeczywistych aq, ..., a,. Uzywajac Definicji 1.1 i zauwazajac, ze dla i # j mamy
T14,14; = 1a,na; =0, dostajemy

E[14,X]=E

co koriczy dowod (1.1). O

Przyklad 1.4. Niech Y bedzie dyskretna zmienng losowa przyjmujaca skonczenie wiele wartosci
{y1,...,yn} — kazde z dodatnim prawdopodobieristwem. Wtedy, dla kazdej zmiennej losowej X
dostajemy

— EfLpy =y X]

EX|Y] = wﬂ{yzyi}'

(1.3)

=1

2Skoniczonym ciggiem zdarzen takim, ze A; N A; =0 dlai # j oraz Q = A1 U... U A,.



Mozemy réowniez zapisaé (1.3) jako

1 SIRT .
L E[ly_, 1 X liy=y d e{1,...,n},
I e e

0 Jezeh Yy ¢ {yla"'ayn}'

Dowaod. Wiemy, ze
oY)=0({A41,...,An})

gdzie A; :={Y =y;} dlai =1,...,n. Latwo rowniez zauwazy¢, ze {Ai,..., Ay} jest rozbiciem €.
Jest to wiec specjalny przypadek sytuacji z Przyktadu 1.3, co konczy dowdd. O

Przedstawmy teraz podstawowe wtasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej; pomijamy ich do-
wod.

Twierdzenie 1.5 (Podstawowe wlasnosci warunkowej wartoéci oczekiwanej). Niech X,Y € L1
oraz niech G bedzie pod o-algebra F. Wtedy,

1) Jezeli X jest G—mierzalna, to E[X|G] = X;

\V)

Jezeli X jest G-mierzalna oraz XY € L', to E[XY|G] = XE[Y|G];

w

Jezeli X jest niezalezna od G,* to E[X|G] = E[X];

W

Jezeli X jest niezalezna od G, oraz H jest pod o—algebra F, to E[X|o(G,H)] = E[X|H];

S Ot

Dla kazdego a,b € R zachodzi E[aX + bY'|G] = aE[X|G] + bE[Y'|G];

N

Jezeli H jest pod o-algebra G, to E[X|H] = E[E[X|F] |H];

0¢)

)

)

)

)

) Jezeli G = {Q,0}, to E[X|G] = E[X];
)

)

) Jezeli X > 0, to E[X|G] > 0;

)

9) Jezeli X > Y, to E[X|G] > E[Y|F].

“To znaczy o(X) oraz G sa niezalezne: dla kazdego A € o(X) oraz B € G, zachodzi P[A N B] = P[A] P[B].

1.2 Przydatne klasyczne twierdzenia

Przedstawimy teraz wybrane klasyczne twierdzenia znane z rachunku prawdopodobieristwa, dla
warunkowej wersji wartosci oczekiwanej. Pomijamy wiekszo$¢ dowodow, gdyz sa one bardzo podobne
do tych z przypadku bezwarunkowego, zob. [Bil12].

Twierdzenie 1.6 (Twierdzenie o zbieznosci monotonicznej). Niech (X,,) bedzie ciagiem nie-
ujemnych i niemalejacych zmiennych losowych zbieznych (prawie na pewno) do X. Wtedy, dla
kazdej pod o-algebry G dostajemy

E[X,|G] &5 E[X|G],  n— oo




Twierdzenie 1.7 (Twierdzenie o zbieznosci zmajoryzowanej). Niech (X)) bedzie ciagiem
zmiennych losowych zbieznych (prawie na pewno) do X oraz takim, ze dla kazdego n € N
zachodzi |X,| < Y, gdzie Y jest calkowalna zmienna losowa. Wtedy zmienna losowa X jest
catkowalna oraz dla kazdej pod o-algebry G dostajemy

E[X,|G] 2% E[X|g], n — 00.

Twierdzenie 1.8 (Lemat Fatou). Niech (X,,) bedzie ciagiem nieujemnych i catkowalnych
zmiennych losowych. Wtedy, dla kazdej pod o-algebry G dostajemy

E[liminf X, |G] < lim inf E[X,,|G].
n—oo n—oo

Warto rowniez przypomnie¢, ze jezeli X jest zmienna calkowalna z kwadratem (tzn. X €
L?(Q, F,P), to warunkowa warto$¢ oczekiwang wzgledem pod o-algebry G mozna traktowaé jako
rzut ortogonalny zmiennej X na podprzestrzeii L?(Q, G, P).? Stad wynika, ze E[X|G] jest najlepsza
catkowalng z kwadratem aproksymacja zmiennej X, ktora jest G—mierzalna. W szczeg6lnosci, jezeli
zinterpretujemy G jako ogodlna informacje/wiedze o danym systemie (np. indeksie gietdowym na
danym rynku akcji), a X jako zmienng losowa powiazang z tym systemem (np. cena konkretnej
akcji), to mozemy potraktowaé E[X|G] jako najlepsza prognoze wartosci X majac dane pochodzace
z G; zob. Twierdzenie 1.9.

Twierdzenie 1.9 (Warunkowa warto$¢ oczekiwana jako najlepszy predyktor). Niech X bedzie
catkowalng z kwadratem zmienng losowa, a G pod g-algebra F. Wtedy, dla kazdej catkowalnej
z kwadratem oraz G-mierzalnej zmiennej losowej Z dostajemy

E[(X - E[X|9])’] <E[(X - 2)7. (1.4)

Dowdd. Niech Z bedzie catkowalng z kwadratem i G-mierzalng zmienng losowa. Korzystajac z prawa
wiezy, dostajemy

E[(X - 2)’] = E[(X — E[X|]) + (E[X|F]) - 2))?]
(X — E[X|G])’] + 2E[(X — E[X|F])(E[X|G)) - 2)]

E
= E[(X - E[X|6]))*] - 2E[(X - E[X|g])Z].

v

Ponadto, zachodzi

E[(X — E[X|g])Z] = E[E[(X — E[X|G])Z|G]]
=E[ZE[(X —E[X|G)) |9
= E[Z (E[X|G] - E[X|G])]
=0,
co koriczy dowdd. -

3W istocie mozna pokazaé, ze L?(Q, F,P) jest przestrzenia Hilberta (z iloczynem skalarnym (X,Y) = EXY') oraz
L?*(Q,G,P) jest jej liniowa podprzestrzenia.



2 Wprowadzenie do procesé6w stochastycznych

W tym rozdziale bedziemy uzywaé¢ T od oznaczenia czasu. W przypadku dyskretnym, T zazwy-
czaj odpowiada uporzadkowanemu zbiorowi dni albo lat indeksowanego liczbami catkowitymi, tzn.
T ={1,2,...,T} dla ustalonego T € N, T = N lub T = Z. W przypadku ciaglym T zazwyczaj
utozsamiamy z (pod-)zbiorem R dla rozwazanego okresu czasu, tzn. T = [0, 7] dla jakiegos T' € R,
T=Ry lub T=R.

2.1 Podstawowe definicje i wlasnosci

Na poczatku zdefiniujmy formalnie proces stochastyczny.

Definicja 2.1 (Proces stochastyczny). Rodzine zmiennych losowych X = (X;)ier okreslona
na tej samej przestrzeni probabilistycznej (2, F,P) indeksowana parametrem ¢ € T nazywamy
procesem stochastycznym.

Mozemy patrzeé¢ na proces stochastyczny, jak na funkcje X: T x Q — R. Czasami bedziemy tez
rozwazaé wielowymiarowa wersje procesu stochastycznego, zwana wektorowym procesem stochastycz-
nym, jezeli wartosci X beda w R", tzn. dla kazdego t € T mamy do czynienia z wektorem losowym
X; : Q = R” dla pewnego R™. Obie te rzeczy bedziemy jednak w uproszczeniu nazywaé prosami
stochastycznymi majac na uwadze, ze wymiar procesu bedzie wynikatl z kontekstu.

Dla ustalonego w € ), mozemy patrzeé¢ na (X¢(w))ier, jak na deterministyczng funkcje zalezng
od czasu, ktéra jest konkretna realizacjg procesu stochastycznego.

Definicja 2.2 (Trajektoria procesu stochastycznego). Niech X bedzie procesem stochastycz-
nym. Trajektorig procesu stochastycznego X dla zdarzenia elementarnego w € ) nazywa-
my funkcje t — X;(w), gdzie t € T.

Zazwyczaj bedziemy wymagaé dodatkowych wlasnosci od procesu stochastycznego takich jak
ciagtosé trajektorii. Niektore z przydatnych wtasnosci sa podsumowanie w Definicji 2.3. Dla uprosz-
czenia, od teraz ograniczymy sie do czasu ciagtego. O ile niektore z wlasnosci w sposob naturalny
przenosza sie na czas dyskretny (np. catkowalnosé) o tyle inne wymagaja dodatkowych komentarzy

(np. ciaglosc).



Definicja 2.3 (Podstawowe wtasnosci proceséw stochastycznych). Niech X bedzie procesem
stochastycznym w czasie ciaglym. Méwimy, ze X jest

1) mierzalnym, jezeli odwzorowanie X : T x Q — R jest F x B(T)-mierzalne;

2) ciagly (odp. lewostronnie ciagly, prawostronnie ciagly), jezeli wszystkie trajektorie X sa
cigglte (odp. lewostronnie ciagte, prawostronnie ciagte);

3) stochastycznie ciagly, jezeli dla kazdego ¢t € T zachodzi X; — Xy, s — t, wedlug praw-
dopodobienistwa, tzn. jezeli

Vesodsso0: P[| Xt — Xs| > €] <e, dlase T takich, ze |t — s| < 6;
4) cadlag, jezeli X jest prawostronnie ciagly oraz wszystkie trajektorie maja lewostronne gra-
nice dla kazdego t € T;*
5) caltkowalny, jezeli E|X;| < oo dla kazdego t € T;
6) calkowalny z kwadratem, jezeli E|X;|? < oo dla kazdego t € T;

7) catkowalny z p-ta potega, jezeli E|X;|P < oo dla ustalonego p € N i kazdego t € T.

“fr. continu d droite at limites d gauche

Chcieliby$my réwniez powiazaé ze sobg procesy dla ktorych trajektorie sa w pewnym sensie
takie same.

Definicja 2.4 (Rozroznialnosé procesow stochastycznych). Niech X, Y beda dwoma procesami
stochastycznymi okreslonymi na tej samej przestrzeni probabilistycznej. Mowimy, ze

1) Y jest nierozroznialny od X jezeli P[X; =Y;,Vt € T| = 1.
2) Y jest modyfikacja X jezeli dla kazdego t € T zachodzi P[X;, = Y] = 1.

3) Y ma te same rozklady skoriczenie wymiarowe co X, jezeli dla kazdego n € N, skori-
czonej liczby punktow (tq,...,t,) € T", oraz A € B(R"), dostajemy

P[(Xy,,...,X;,) € A =P[(Ys,,...,Y; ) € A

Czasami, zamiast moéwié, ze Y jest modyfikacjg procesu X bedziemy mowié, ze Y jest wersjg X.
Warto przy tym zauwazy¢, ze jezeli X oraz Y sa (prawie) wszedzie ciagle oraz sa swoimi modyfi-
kacjami, to sa nierozréznialne (¢w. do domu). Pokazmy teraz przyktad procesow, ktore sa swoimi
modyfikacjami, ale jednak nie sg nierozréznialne.

Przyktad 2.5. Niech T = [0, 1] oraz niech Q = [0, 1] wyznacza standardowa przestrzeri probabili-
styczna. Definiujemy X poprzez X; = 0, dla kazdego t € T, oraz Y poprzez

Yi(w) =

1 jezelit = w,
0 jezelit # w.

Wtedy, dla kazdego t € T dostajemy P[X; = Y| =P[Q\ {t}] =1 oraz P[X; =Y;, Vt € T] = 0.



Na koniec tego rozdziatu zdefiniujmy trzy wlasnosci, ktoére sa uzywane do zadania pewnych uzytecz-
nych klas proceséw stochastycznych; wtasnosci te mozna w tatwy sposob przeformutowaé w czasie
dyskretnym.

Definicja 2.6 (Stacjonarno$¢ procesu stochastycznego). Niech X bedzie procesem stochastycz-
nym dla czasu ciaglego. Méwimy, ze X jest procesem

1) stacjonarnym, jezeli dla kazdego (dopuszczalnego) przesuniecia h € T, procesy (Xi)ier
oraz (X;ip)teT maja te same rozklady skoriczenie wymiarowe;

2) slabo stacjonarnym, jezeli dla kazdego (dopuszczalnego) przesuniecia h € T procesy
(Xt)ter oraz (Xiin)teT maja skonczenie wymiarowe rozktady o tych samych (skonczonych)
pierwszych dwoch momentach;

3) o niezaleznych przyrostach jezeli dla kazdego skoriczonego zbioru punktow t; < to <
... <ty (z T), zmienne losowe zadajace przyrosty procesu, dane przez

th - Xt17 th - tha R th - Xt

n—17?
sa niezalezne.

Ponadto, jezeli rozktady dla wszystkich przyrostow X; — X zaleza tylko od ¢ — s, to méwimy,
ze X ma niezalezne i stacjonarne przyrosty.

Warto zauwazy, ze o ile wlasnosé 1) jest dosy¢ mocna i zazwyczaj wymaga sie jej do dowodow wlasno-
§ci teoretycznych, o tyle wlasno$é 2) mozna czesto zbadaé¢ empirycznie, np. za pomocé odpowiednich
testow statycznych. Jest to szczegdlnie wazne w dziedzinie matematyki stosowanej zwanej przetwa-
rzaniem sygnalow (ang. signal processing). Dodajemy, ze staba stacjonarnosé¢ implikuje, ze $rednia
warto$¢ procesu jest taka sama (tzn. nie zalezy od punktu w czasie), a funkcje auto-kowariancji
dana przez

Cx(t,s) :== Cov(Xy, Xs),
dla t,s € T, zalezy tylko od r6znicy miedzy ¢ i s.

2.2 Ciagle modyfikacje i twierdzenia Kolmogorowa

Na poczatku tego podrozdziatu pokazemy, ze jezeli proces ma ciggla modyfikacje, to musi by¢é ciagly
wedtug prawdopodobieristwa.

Propozycja 2.7. Niech X bedzie procesem stochastycznym dla ktorego istnieje ciagta mody-
fikacja. Wtedy X jest ciggly wedtug prawdopodobieristwa.

Dowdd. Niech X oznacza ciggla modyfikacje procesu X. Ustalmy ¢ € T oraz € > 0. Niech
A, = {w € Q: istnieje s € T takie, ze [t — s| < 1 oraz | X (w) — Xy(w)] > €}
Z ciagtosci X wiemy, ze zbior A, jest mierzalny poniewaz mozna go przedstawi¢ jako

A, = {w € Q: istnieje s € T NQ takie, ze [t — s| < L oraz | Xi(w) — Xy(w)| > €}
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Ponadto, tatwo zauwazy¢, ze rodzina zbioréw (A,).en jest zstepujaca® oraz P[(,en An] = 0.
Istnieje wiec ng € N takie, ze
P[4y, 2.1)

<e.
Poniewaz X jest modyfikacjg X oraz X, — X, = (X't - X))+ (X — X))+ (X5 — Xs) dostajemy
P X; — X,| > €] = P[|X; — X,| > €]. (2.2)

Laczac (2.1) oraz (2.2) dostajemy, ze dla kazdego § < nio oraz s € T, ktore spelniaja nieréwnosc
|t — s| <9, zachodzi

P X; — X, > €] = P[|X; — X,| > €] <P[A,,] <,

co koriczy dowdd wobec dowolnosci wyboru ¢ € T oraz € > 0. O

7 Propozycji 2.7 wynika w szczegdlnodci, ze kazdy proces ciagly jest procesem ciaglym wedlug
prawdopodobienistwa; w istocie kazda modyfikacja proces ciaglego jest ciaglta wedtug prawdopodo-
bieristwa. Pokazmy teraz przykltad procesu ciggltego wedlug prawdopodobienistwa, dla ktérego nie
istnieje ciggta modyfikacje.

Przyktad 2.8. Niech T = [0, 1] oraz niech Z ~ U]0, 1]. Niech X = (X;);eT bedzie zadany przez

Xi(w) = 1o, z(w)) (1),

dla t € [0,1] oraz w € €. Latwo pokaza¢, ze nie istnieje ciagta modyfikacja procesu X, cho¢ jest on
ciagly wedlug prawdopodobieristwa (¢w. do domu).

Zanim sformutujemy (bez dowodu) dwie uproszczone wersje twierdzenia Kotmogorowa o ciaglo-
$ci przypomnijmy tzw. warunek Holdera zwigzany z ciggltosdcia funkcji.

Definicja 2.9 (Warunek Hoéldera). Mowimy, ze funkcja f: I — R spelnia warunek Holdera
na I = [a,b] z wykladnikiem o € (0,1), jezeli istnieje dodatnia stala C' € R taka, ze dla
dowolnych z,y € I zachodzi

[f(x) = f(y)] < Clz —y|*.

Oczywiscie kazda funkcja spetniajaca warunek Holdera jest réowniez ciggta. Dodatkowo, jezeli f
spelnia warunek Holdera z wyktadnikiem « € (0, 1), to spetnia go réwniez dla wyktadnika ~, gdy
v < «. Przedstawmy teraz pierwsze twierdzenie Kolmogorowa o ciagtosci, ktére podamy bez do-
wodu, zob. [KS12, Twierdzenie 2.8|. Bedziemy mowié, ze proces X jest ciagly w sensie Holdera
z danym wykladnikiem, gdy (prawie wszystkie) jego trajektorie spelniaja warunek Holdera z tym
wyktadnikiem.

Twierdzenie 2.10 (Twierdzenie Kolmogorowa o ciagtosci 1). Niech T = [a,b] oraz niech X
bedzie procesem stochastycznym. Wtedy, jezeli istnieja stale p, K, e > 0 takie, ze dla kazdego
t,s € T mamy

E|X; — X.|P < K|t — s|'T¢, (2.3)

to X ma modyfikacje, ktore jest ciagta w sensie Holdera dla kazdego wykladnika o € (0, €¢/p).

Y.e. An, D Anyi dla kazdego n € N
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O ile zalozenie o zwartosci przedziatu czasowego T = [a,b], moze wyglada¢ restrykcyjnie, o tyle
czesto sie go uzywa (i potem rozszerza), zeby udowadniaé istnienie ciagltych modyfikacji. W istocie
Twierdzenie 2.11 jest niemal bezposrednim wnioskiem z Twierdzenia 2.10, zob. rowniez [Oksl13,
Twierdzenie 2.2.3|.

Twierdzenie 2.11 (Twierdzenie Kolmogorowa o ciagtosci 2). Niech T = R, oraz niech X
bedzie procesem stochastycznym. Zalézmy, ze dla kazdego T € T istnieja state p, K, e > 0 dla
ktorych spetniony jest warunek (2.3), s,t < T. Wtedy istnieje ciagta modyfikacja procesu X.

Jestesmy gotowi aby zaprezentowaé drugi typ Twierdzenia Kolmogorowa (o rozszerzeniu). Majac
dany rozktad skoniczenie wymiarowy dla kazdego skoriczonego zbioru punktow (w czasie) chcieliby-
$my sprawdzié, czy istnieje proces stochastyczny o takich rozktadach. Aby sformulowaé¢ powiazane
twierdzenie, musimy najpierw sformalizowaé¢ pojecie rozktadéw skorniczenie wymiarowych.

Definicja 2.12 (Rozklady skonczenie wymiarowe). Niech X bedzie procesem stochastycznym.
Odwzorowanie Px : Br — [0, 1], ktore zadaje rozklady skoriczenie wymiarowe dla X, dane
jest przez

Px[A] =P[{w e Q: (X¢, (w),..., Xy, (w)) € T},

gdzie A = {z € RT : (24,....,74,) € T'} jest zbiorem cylindrycznym?®, a Br jest rodzina
wszystkich zbioréw cylindrycznych na T.

zbior A C RT nazywamy zbiorem cylindrycznym jezeli A = {x € RT : (z4,,...,24,) € I'}, gdzie n € N,
(ti)i=1 jest rosnacym ciagiem (skonczonych) punktéw w czasie T, a I' jest zbiorem mierzalnym na R™.

Oczywiscie jezeli proces Y jest modyfikacja X to ich rozktady skoiiczenie wymiarowe sa sobie
rowne (¢w. do domu). Zauwazmy, ponadto ze By jest zawsze algebra, ale nie musi by¢ o-algebra.

Majac dane odwzorowanie Px zdefiniowane na zbiorach cylindrycznych By, cheieliby$my (jed-
noznacznie) rozszerzyé je do miary probabilistycznej na B(RT), aby dostaé¢ rozktad powiazanego
(kanonicznego) procesu stochastycznego. Innymi stowy, chcemy sprawdzié, czy generyczne odwzo-
rowanie Px moze byé¢ uzyte do zdefiniowania jakiegos procesu X. Okazuje sie, ze mozna to zrobié,
jezeli odwzorowanie Px spetnia tzw. wlasno$é zgodnosci. Zanim sformutujemy odpowiednie twier-
dzenie, musimy wprowadzié¢ dodatkowa notacje.

Dla zadanego zbioru T, niech 7 oznacza zbiér wszystkich skoriczonych podzbiorow T z czescio-
wym porzadkiem zadanym przez relacje zawierania. Zal6zmy, ze mamy dana rodzine (Pr);e7 miar
probabilistycznych P; zadanych na (R, B(R!)). Dla I C Iy C T oraz A € B(R!*) definiujemy

Crn(A) :={weR2: {wt);t e} € A},
Cr,(A) :=={w e R : {w(t);t € I} € A}.

Zauwazmy, ze Cy, 1, : B(R™Y) — B(R2) oraz Cp, : B(R™Y) — B(RT).5 Méwimy, ze rodzina (Pr);er
jest zgodna, jezeli dla kazdych zbioréow I; C Iy C T zachodzi

Pr, [A] =Py, [012711 (A)]

dla kazdego A € B(R'). JesteSmy teraz gotowi na sformulowanie twierdzenia Kolmogorowa o
rozkladach zgodnych, ktérego dowod pomijamy, zob. [KS12, Twierdzenie 2.2].

W powyzszych definicjach uzywamy skrotowego (nieformalnego) zapisu {w(t);t € L} = (w(t1),...,w(ts)),
gdy I = (t1,...,tn), dla n € N i podobnie w przypadku nieprzeliczalnym. Zakladamy dodatkowo, ze nie tracimy
informacji o porzadku, tj. wspotrzedne w € R™2 sy wcigz zwigzane z wartosciami wektora Io.

w2

W3
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Twierdzenie 2.13 (Twierdzenie Kolmogorowa o rozkladach zgodnych). Niech (Pr)re7 bedzie
zgodna rodzina miar probabilistycznych. Wtedy istnieje doktadnie jedna miara probabilistyczna
P na (RT, B(RT)) taka, ze

P[C1(A)] =P[4],

dla kazdego I € T oraz A € B(RY).

Warto zauwazy¢, ze wlasno$é zgodnodci zalozona w Twierdzeniu 2.13 jest naturalna. Chcemy
zachowaé¢ rozktad w przypadku, gdy usuniemy pewien zbiér punktéw z wyjsciowego zbioru I, za-
wezajac go do zbioru I;. Twierdzenie 2.13 méwi nam w szczegdlnosci, ze majac dany proces stocha-
styczny X i powiazang funkcje rozktadéw skoriczenie wymiarowych Px, mozemy ja jednoznacznie
rozszerzy¢ do miary na RT (zdefiniowanej na o-algebrze zbioréw borelowskich na RT).

2.3 Filtracja i adaptowalnosé

Zacznijmy od podstawowych definicji.

Definicja 2.14 (Filtracja). Filtracja przestrzeni probabilistycznej (2, F,P) nazywamy nie-
malejaca rodzine F := (F;)ier pod o—algebr F indeksowana czasem.®

“%j. Fs C Fy, dla s <t, gdzie t,s € T.

Zazwyczaj Jy mozna interpretowaé jako nasza wiedze¢ o danym systemie do chwili ¢. Przestrzen
probabilistyczna (2, F,P) razem z filtracja F czasami bedziemy nazywac¢ skrotowo przestrzeniq z
filtracjg i oznaczaé skrotowo przez (2, F,F,P). W czasie ciaglym, bedziemy zazwyczaj wymagac of
filtracji prawostronnej ciggtosci

Definicja 2.15 (Prawostronna ciaglosé filtracji). Filtracje F nazywamy prawostronnie cig-
gla, jezeli dla kazdego t € T zachodzi
Ft = Ft+7

gdzie F;, = ﬂs>t,s€T Fs.

W teorii proceséw stochastycznych mozna czesto spotkaé¢ sformutowanie, ktore mowi, ze prze-
strzen z filtracja spelia tzw. zwykte warunki (ang usual conditions). Zazwyczaj odnosi sie to do
prawostronnej cigglosci i zupelosci filtracji.

Jak juz wspomnieli$émy, filtracja reprezentuje nasza ogdlng wiedze o systemie, natomiast proces
stochastyczny odpowiada realizacji pewnego zjawiska zwiazanego z tym systemem. Aby sformalizo-
wadé te intuicje, wprowadzmy teraz pojecie adaptowalnosci.

Definicja 2.16 (Proces adaptowany do filtracji). Mowimy, ze proces stochastyczny X jest
adaptowany do filtracji F (albo F-adaptowany), jezeli X; jest Fy—mierzalny dla kazdego
teT.

Oczywiscie, nasza ogblna wiedza o systemie moze by¢ niejako wbudowana w sam proces, to daje
nam nastepna definicje.

Stzn. zarowno F oraz Fi, dla t € T, zawieraja w sobie wszystkie podzbiory F-mierzalnych zbioréw miary zero
wzgledem P; przestrzen probabilistyczna (§2, X, P) nazywamy zupelna, gdy dla kazdego S C Q takiego, ze S C N oraz
N jest mierzalnym zbiorem miary zero N (N € ¥ oraz P[N] = 0) zachodzi S € X.
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Definicja 2.17 (Filtracja generowana przez proces stochastyczny). Niech X bedzie procesem
stochastyczny. Filtracje FX := (]—'tX )teT zadang przez

FX =0(Xs,s<t,s€T)

nazywamy filtracja generowang przez proces stochastyczny X.

Innymi stowy, filtracja jest generowana przez proces X, jezeli dla kazdego t € T, o-algebra
F{X jest najmniejsza o-algebra wzgledem ktorej X, jest FX-—mierzalny, dla kazdego czasu s € T,
spetniajacego s < t.

Warto zauwazy¢, ze filtracje generowane przez procesy prawostronnie ciggle w ogdlnosci nie-
koniecznie sa prawostronnie ciggle.” Implikacja odwrotna réwniez w ogolnoci nie jest prawdziwa,
tj. filtracja generowana przez proces, ktory nie jest prawostronnie ciggly moze by¢ prawostronnie
ciggta.® Tak czy inaczej, przy pewnych dodatkowych warunkach natozonych na proces (np. Fellera)
definicje te sg juz ze sobg Scislej zwigzane.

Znajac pojecie filtracji, mozemy zdefiniowaé pojecie progresywnej mierzalnosci.

Definicja 2.18 (Progresywna mierzalno$é¢). Proces stochastyczny X zdefiniowany na prze-
strzeni (2, F,F,P) nazywamy progresywnie mierzalnym jezeli jest on F-adaptowany oraz
dla kazdego t € T odwzorowanie (T N (—o0o,t]) x @ — R zadane przez (s,w) — Xs(w) jest
B(T N (—o0,t]) x F; mierzalne.

Moéwiac intuicyjnie, chieliby$smy, aby proces okrojony do czasu t € T byt mierzalny wzgledem in-
formacji dostepnej do czasu t. Pokazmy teraz na prostym przyktadzie, ze pojecia mierzalnosci oraz
progresywnej mierzalnosci nie sa tozsame.

Przyklad 2.19. Niech (92, F,P) bedzie standardowa przestrzenia probabilistyczna z Q = [0, 1].
Niech
A:=0(N C[0,1] : #N < 00)
zadaje o-algebre przeliczalnych zbiorow (i ich dopekien). Dla T = [0,400) zdefiniujmy filtracje
F = (Ft)ter jako
_JA dlatelo,1);
b {]—" dla t € [1,00).

Zadajmy nastepnie proces stochastyczny X = (Xy)ier poprzez

1 jezelit = t<1/2
Xy(w) = Ta(tw) = 41 = worazt SI/2 g
0 wpp.

gdzie A == {(t,t) : t € [0, 3]} jest podzbiorem zbioru T x .

"Niech X = (Xt)se[o,1) bedzie zadany przez X, = tZ, dla ustalonej zmiennej losowej Z ~ U0, 1].
®Niech Z bedzie scisle dodatnia zmienna losows i niech X = (X;)icr, bedzie taki, ze X; = Z dlat € [0, 1]U(2, +00)
oraz X; =0dlat ¢[0,1] U (2,+00)
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Latwo zauwazy¢, ze X jest procesem mierzalnym, gdyz A € B([0,1]) x F. Jest on takze F-
adaptowany, poniewaz dla kazdego t > 0 oraz A € B(R) mamy

(0 jezeli t € [0,400), 0 & A, oraz 1 & A,
{t} jezelit € [0,1/2],0 ¢ A, oraz 1 € A,
[0,1]\ {t} jezelite€[0,1/2],0€ A, oraz 1 ¢ A,
[0,1] jezelit € [0,1/2],0 € A, oraz 1 € A,
[0,1] jezelit € [1/2,400), 0 € A.

X;71(A) =

co daje nam X;'(A) € F;. Pokazmy teraz, ze X nie jest progresywnie mierzalny. Ustalmy 7' = 1/2
i pokazemy, ze

A ¢ B([0,1/2]) x Fij, (2:4)
tj. A € B([0,1/2]) x A. Zaktadajac, ze (2.4) nie zachodzi dostaliby$my

Aco(Ay,:neN)xo(D,:neN),

dla pewnych ciagow (Ap)nen oraz (Dp)nen, bedacych pozbiorami B([0,1/2]) oraz AN [0,1/2]. Z
Twierdzenia Fubiniego i definicji A dostajemy, ze dla (prawie) kazdego ustalonego ¢ € [0,1/2] musi
zachodzi¢

{t}={weQ: (wt)e A} €a(D,:neN).?

Definiujac D := J,,cy Dn oraz zauwazajac, ze
0(Dp:neN)C{AecQ:A=T1lub A=TU(Q\ D), gdzie ' C D},
dostajemy, ze dla (prawie) kazdego ¢ € [0,1/2] mamy {t} C {J,cy Dn, co w konsekwencji daje nam
[0,1/2] ¢ D.1°

Whniosek ten przeczy zalozeniu, ze rodzina D, jest przeliczalna, jako przeliczalna suma przeliczalnej
liczby elementdow.
Warto tutaj rowniez zauwazy¢, ze proces Y = 0 jest progresywnie mierzalng modyfikacjg procesu
X poniewaz
PX; =0 =P{w € Q: Xy(w) =0] =P[Q\ {t}] =1.

Jak wspomnieli$my, w wielu przypadkach progresywna mierzalnosé i mierzalnosé mozna w pew-
nym sensie ze soba utozsamié¢, na przyktad poprzez zdefiniowanie odpowiedniej modyfikacji procesu.
Przyktadowo, jezeli proces X jest mierzalny i adaptowany do filtracji, to ma on progresywnie mie-
rzalna modyfikacje, zob. [KS12, Propozycja 1.12]. Jezeli proces X jest adaptowany do filtracji i
prawostronnie (lub lewostronnie) ciagly, to jest on rowniez progresywnie mierzalny, zob. [KS12,
Propozycja 1.13].

Na konicu tego podrozdziatu, zdefiniujmy wtasnosé prognozowalnosci.

“Latwo to zrozumie¢ rysujac zbiér A na kwadracie jednostkowym [0, 1]2.
10, doktadnoscia do zbioru miary zero
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Definicja 2.20 (Prognozowalos$¢). Niech Pr okresla o-algebre na T x €2, ktora jest generowana
przez wszystkie lewostronnie ciagle oraz adaptowane procesy stochastyczne, tj. najmniejsza
o-algebre, ktéra zawiera zbiory

A x (s,t], s,t €T, s<t,Ae Fs.
Wtedy,
e Pr nazywamy prognozowalng o-algebra.

e proces stochastyczny X nazywamy prognozowalnym, jezeli jest Pr—mierzalny.

Czasami wprowadza sie tez obiekt Or, tj. o-algebre na T x €2, ktéra jest generowana prze prawo-
stronnie ciagte i adaptowane procesy (ang. optional o-algebra). Mozna w tatwy sposob pokazaé, ze
o-algebra Pr jest w istocie generowana przez ciagte i adaptowane procesy, co implikuje O C Pr.
Na koniec podajmy (bez dowodu) twierdzenie Dellacherie-Meyera, zob. [PZ07, Propozycja 3.21].

Twierdzenie 2.21 (Twierdzenie Dellacherie-Meyera). Niech filtracja F bedzie prawostronnie
ciggta. Wtedy dla kazdego mierzalnego, adaptowanego oraz stochastycznie ciagtego procesu
istnieje prognozowalna modyfikacja.

2.4 Momenty stopu

Zaktadajac, ze proces stochastyczny odzwierciedla warto$¢ w pewnej grze (albo cene akcji, czy port-
fela na rynku finansowym), chcieliby$Smy zdefiniowa¢ zmienng losowa, ktora w pewien sposob zada
nam moment zatrzymania. Moze sie to odnosi¢ do sytuacji w ktorej nasza stopa zwrotu inwestycji
przekroczy jaki§ prog lub wielko$é poniesionych strat przekroczy pewien pultap (np. warto$é port-
fela spadnie ponizej pewnej wartosci). Podajmy teraz definicje momentu stopu, ktory moze do tego
shuzyé

Definicja 2.22 (Moment stopu). Niech (2, F,F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna z fil-
tracja. Zmienna losowa 7 o wartosciach w zbiorze T U {400}, tj.

7:0Q = TU{+o0}

nazywamy momentem losowym. Moment losowy 7 nazywamy momentem stopu (lub F-
momentem stopu, momentem zatrzymania, momentem Markowa) jezeli

{’TSt}E.Ft.

dla kazdego t € T.

Moéwiac intuicyjnie, moment losowy jest momentem stopu, jezeli mozemy zmierzyé, czy zdarzeni
{r <t} zaszlo (lub nie) bazujac na informacji dostepnej do chwili ¢ € T. Momenty stopu wyznacza
nam regule zatrzymania, ktora moze wplywaé na nasze strategie inwestycyjne (e.g. zada¢ moment
wycofania kapitalu z rynku, jezeli osiagniety przez nas zysk przekroczy pewien pulap). Dla uprosz-
czenie od teraz bedziemy zawsze zaktadac (o ile nie bedzie napisane wprost inaczej, ze moment
stopu jest skoriczony, tzn. spetlniony jest warunek

P[{r = +o0}] = 0.
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Zalozenie to jest przyjete gléwnie w celach technicznych, np. aby skréci¢ wypowiedz niektoérych
twierdzeri. W odniesieniu do momentéw stopu bedziemy réwniez uzywaé konwencji

inf ) = +oo0,

tj. jezeli nigdy nie bedziemy w stanie spelni¢ warunkéw zatrzymania, to warto$é odpowiedniego
momentu stopu bedzie rowna 400, co odpowiada sytuacji, w ktorej sie nie zatrzymujemy.

Pokazmy teraz prosty przyktad momentu stopu, ktéry obrazuje uzyteczno$é wprowadzonego
pojecia.

Przyktad 2.23 (Pierwszy moment wejscia do zbioru). Niech T = N oraz niech X bedzie F-
adaptowanym procesem stochastycznym. Wtedy, dla kazdego B € B(R) zmienna losowa

g :=inf{t € T: X; € B},
okreslajaca pierwszy moment wejécia procesu X do zbioru B, jest momentem stopu.

Dowdd. Dla kazdego t € T mamy

{r<ty= |J {X.eB}

seT:s<t

Poniewaz X jest F-adaptowany, wiemy, ze {Xs € B} € F i w rezultacie {Xs € B} € F;. Poniewaz
Fi jest o-algebra, wiec suma przeliczalnej rodziny zbiorow { X, € B} € F; nalezy do Fi, co koriczy
dowod. O

Mozna zadan sobie réwniez pytanie, czy ostatni moment wejscie do zbioru, tj. zmienna losowa
p =sup{t € T : X; € B}, jest momentem stopu. Niestety, nie jest to prawda (poza pewnymi
zdegenerowanymi przypadkami). Mowiac intuicyjnie, musieliby$my mie¢ wiedze o przysztych war-
tosciach X, aby wiedzie¢, ze proces ten nie wroci juz do zbioru B (¢éw. do domu). Zastanéwmy
sie teraz przy jakich dodatkowych zatozeniach Przyktad 2.23 mozna rozszerzyé¢ do czasu ciagtego.
Zanim je sformutujemy, przedstawmy kilka uzytecznych faktow.

Propozycja 2.24. Niech F bedzie filtracja, a 7 : 0 — T okreslonym na niej momentem stopu.
Wtedy, dla kazdego ¢ € T, zdarzenia {7 > t}, {T < t}, oraz {7 > t} sa Fy-mierzalne.

Dowdd. Poniewaz F; jest o—algebra oraz dla kazdego ¢t € T zachodzi {T <t} € F, wiec dopelnienie
tego zbioru jest réwniez F; mierzalne, tj.

{r >t} ={r <t}°e F.

Wiemy réwniez, ze zachodzi

{r<ty= | {r<sh

s<t,seQNT

gdzie Q jest zbiorem liczb wymiernych, co daje nam {7 < t} € F;. Wynika stad w szczegolnosci, ze
{r=t}={r<t}\{r <t} e F.
O

W ogdlnosci, w czasie ciaglym warunku {7 < t} € F, ¢t € T, nie da sie zastapi¢ warunkiem
{r <t} € Frlub {r =t} € F;, t € T. Mozna to jednak zrobi¢ przy pewnych dodatkowych
zalozeniach nalozonych na filtracje.

W3

W4
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Propozycja 2.25. Niech T = Ry oraz niech filtracja F bedzie prawostronnie ciggta. Wtedy,
zmienna losowa 7: 2 — T jest momentem stopu wtedy i tylko wtedy, gdy dla ¢ € T zachodzi

{T < t} € Fi. (25)

Dowdd. Pierwsza czesé dowodu (implikacja w lewa strone) jest przedstawiona w Propozycji 2.24.
Zalozmy teraz, ze zmienna 7 spekia (2.5). Wtedy, dla kazdego t € T oraz sy > t dostajemy

{r <t} = ﬂ {r <s}eFs.

s>t,s€QNT

Wynika stad, ze {T < t} € Fiy, co konezy dowod, gdyz z zalozeni wiemy, ze Fry = Fi. O

Warto réwniez, przypomnieé, ze dla czasu dyskretnego 7 jest momentem stopu wtedy i tylko wtedy,
gdy {r =t} € 4, t € T (¢w. do domu). Na koniec pokazemy, ze dla dowolnego ciagu momentow
stopu (7 )nen ich supremum jest réwniez momentem stopu. Przy dodatkowych warunkach natozo-
nych na filtracje F momentem stopu jest rowniez ich infimum, granica dolna oraz granica goérna. Dla
uproszczenia, zamiast pisa¢ sup, ey 7 bedziemy uzywaé skroconej notacji sup 7, (gdzie supremum
jest zdefiniowane po w-ch dla n — o0).

Propozycja 2.26. Niech F bedzie filtracja, a (7,)nen bedzie ciggiem F-momentéw stopu.
Wtedy sup 7, jest F-momentem stopu. Dodatkowo, jezeli F jest prawostronnie ciagla, to zmienne
losowe inf 7,,, lim sup 7,,, oraz liminf 7,, s3 réwniez momentami stopu.

Dowdd. Latwo zauwazy¢, ze sup 7, jest zmienna losowa (¢w. do domu) oraz dla kazdego ¢t € T
zachodzi
{supr, <t} = ﬂ {m, <t} € Fu
neN
Zaloézmy teraz, ze F jest prawostronnie ciagta. Z Propozycji 2.25 wystarczy pokazaé¢ warunek mo-
mentu stopu dla silnych nieréwnosci. Ustalajac t € T oraz biorac dopekienie zbioru {inf 7, < t}
dostajemy
{infr, >t} = ({m 2t} = {m <t} e R,
neN neN
skad wynika juz {inf 7,, < t} € F;. Zachodzi rowniez
o o0 (o.9]
{limsupm, < t} = U ﬂ U {Tm <t—1/k} € Fi,
k=1n=1m=n
oo oo oo
{liminf 7, >t} = U U ﬂ {Tm >t+1/k} € F,
k=1n=1m=n

co koriczy dowdd. O

Przedstawmy teraz przyktad analogiczny do Przyktadu 2.23, ale dla czasu ciggtego.

Przyktad 2.27. Niech T = R, oraz niech X bedzie F-adaptowanym procesem stochastycznym.
Zalozmy, ze X oraz F sa prawostronnie ciagle. Wtedy dla kazdego otwartego (lub domknietego)
zbioru B € B(R) zmienna losowa

g :=inf{t € T: X; € B}

okreslajaca pierwszy moment wejscia procesu X do zbioru B, jest momentem stopu.
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Dowdd. Niech B bedzie otwartym podzbiorem R. Z Propozycji 2.5 wiemy, ze wystarczy pokazaé, ze
dla kazdego t € T zachodzi {rp > t} = {75 < t} € F;. Poniewaz X jest prawostronnie ciagly, dla
kazdego t € T zachodzi

{rp>t}={X,eBsecTs<tt= ()| {X.€B}eF.
s<t,seTNQ

co konczy dowdd w przypadku, gdy B jest zbiorem otwartym. Zaldézmy teraz, ze B jest zbiorem
domknietym. Dla € > 0, niech B, oznacza e-otoczke zbioru B, tj. zbiér punktéow takich, ze ich
odlegltod¢ od zbioru B jest silnie mniejsza od e. Poniewaz B, jest zbiorem otwartym, wiemy, ze 7p.
jest momentem stopu. Korzystajac z Propozycji 2.26 oraz zauwazajac, ze

T = lim 7p_,
e—0t )

dostajemy, ze Tp jest momentem stopu, co koiiczy dowdd. O

Podobnie jak w czasie dyskretnym, zmienna losowa powstala przez dokonanie pewnych operacji
na momentach stopu, rowniez jest momentem stopu.

Propozycja 2.28. Niech 7, p beda momentami stopu (dla pewnej filtracji ). Wtedy,
1) 7+ p jest momentem stopu;”
2) 7 A p:=min{7, p} jest momentem stopu;

3) 7V p:=max{T,p} jest momentem stopu.

“Zakltadajac, ze T oraz p sa nieujemne oraz p + T przyjmuje wartosci w T.

Dowdd. Aby dowiesé 1) wystarczy zauwazy¢, ze

{T+p>t}:{7:0}m{p>t}}u[ U {T>s}m{p>t—s}]eﬂ.
s€TNQN[0,+00)

Aby dowies¢ 2) oraz 3) wystarczy zauwazy¢, ze
{TAp<t}={r<t}u{p<tteF oraz {rVvp<t}={r<t}n{p<t}eF.
O

Zdefiniujmy teraz pewne obiekty, ktére wiaza nam proces stochastyczny z momentem stopu.
Dla uproszczenia, od teraz bedziemy zakladaé, ze rozwazane momenty stopu sa progresywnie mie-
rzalne wzgledem zadanej filtracji. Jak wspomnieliémy, momenty stopu moga byé¢ wykorzystane, aby
zastopowaé proces, albo zdefiniowa¢ warto$é procesu dla losowego czasu. Mozna réwniez zdefinio-
wal o—algebre, ktora bedzie w sobie zawiera¢ informacje dostepne do losowej chwili odpowiadajacej
pewnemu momentowi stopu.
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Definicja 2.29 (Losowa proba z procesu, proces zatrzymany). Niech 7 bedzie (skoriczonym)
momentem stopu (dla pewnej filtracji F) oraz niech X bedzie progresywnie mierzalnym proce-
sem stochastycznym.

1) Losowa probe (wzgledem czasu) z procesu X w chwili 7 oznaczamy przez X, i defi-
niujemy jako
Xr(w) = Xry (W), dla w € Q.

2) Proces zatrzymany w chwili 7 oznaczamy przez X7 = (X7 )ier 1 definiujemy jako

XtT = Xinr, dla t € T.

3) o—algebre generowang przez moment zatrzymania 7, oznaczamy przez J, i definiu-
jemy jako

Fri={AeF:An{r <t} € F;, dla kazdego t € T}.

Zauwazmy, ze w ogolnym przypadku funkcja X, : @ — R nie musi by¢ mierzalna (czy F.—
mierzalna). W przypadku progresywnej mierzalnosci procesu X, funkcja X, jest jednak zmiennag
losowa. Nalezy rowniez pokazaé, ze F; jest w istocie o—algebra.

Propozycja 2.30. Niech 7 bedzie (skoniczonym) momentem stopu (dla filtracji F). Wtedy
rodzina zbiorow JF; jest o—algebra oraz 7 jest zmienng Fr—mierzalng. Dodatkowo, jezeli X jest
progresywnie mierzalnym procesem stochastycznym, to X, jest Fr-mierzalng zmienng losowa,
a X7 jest procesem F-adaptowanym.

Dowdd. Pokazmy najpierw, ze F, jest o-algebra. Wprost z definicji dostajemy, ze €2 € F., poniewaz
{r <t} € F; dla kazdego t € T. Jezeli A € F., to dla kazdego t € T, zachodzi

An{r <t} ={r <t} \(An{r <t}) € F,

a wiec A € F;. Dla zbioru zdarzen (Ay)nen, takiego, ze A, € Fr, n € N, dostajemy z kolei

<U An>m{T§t}_ U Ann{r <t} e,

neN neN

dla kazdegot € T, co daje nam | J,,cy An € Fr. Warunki te pokazuja, ze F jest w istocie o—algebra.
Latwo réwniez zauwazy¢, ze Fr C F, jako podrodzina zbioréw F.

Aby pokazaé, ze T jest Fr—mierzalna (i jest zmienna losowa) wystarczy pokazaé, ze dla kazdego
s € R zdarzenie {7 < s} nalezy do F.. Bez straty ogolnosci zatozmy, ze s € T (poniewaz T przyjmuje
wartosci w T). Wtedy, dla Ay = {7 < s} dostajemy

AN {r <t} ={1 <tAs} e Fins C F,

dla kazdego t € T, co konczy te czesé¢ dowodu.

Zalozmy teraz, ze X jest procesem progresywnie F-mierzalnym i pokazmy, ze proces X7 jest
adaptowany, tzn. dla kazdego ¢ € T zmienna X/ jest Fi-mierzalna. Ustalmy ¢ € T. Poniewaz 7A? jest
momentem stopu, dostajemy, ze funkcja Z : Q@ — Q x [0, ] zdefiniowana jako Z(w) = (w, 7(w) A1),
jest F-mierzalna (gdyz jej brzegi sa funkcjami mierzalnymi).!! Z progresywnej mierzalnosci X

'y istocie odwzorowanie jest zachowuje réwniez F;—mierzalnosé.
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wiemy rowniez, ze funkcja W : Q x [0,f] — R zdefiniowana jako W (w,s) = Xs(w) jest funkcja
Fi x B(R)-mierzalna. Wynika stad, ze funkcja V : Q — R zdefiniowana jako

V(w) = W(Z(w)) = XT(w)/\t(w>7

jest Fi—mierzalna, co pokazuje, ze X7 jest adaptowany.
Pozostaje nam pokazaé, ze X, jest funkcja F; mierzalna. W tym celu wystarczy pokazaé, ze dla
kazdego I' € B(R) zachodzi { X, € I'} € F, czyli, ze dla kazdego I € B(R) oraz t € T zachodzi

{X; eT}n{r <t} e F.
Korzystajac z funkcji wezesniej zdefiniowanych, dla kazdego I' € B(R) oraz t € T dostajemy
(X,eTin{r <t} ={X, pneT}In{r <t} =V IO n{r <t} e F,
co koriczy dowdd. O

Oczywiscie w przypadku dyskretnym progresywna mierzalnosé jest rownowazna mierzalnosci,
wiec Definicja 2.30 jest rowniez dobrze postawiona, gdy zalozymy mierzalnosé¢ procesu X (éw. do
domu).

2.5 Martyngaly

Podrozdzial ten zaczniemy od sformutowanie definicji wlasnosci martyngatowej w przypadku cia-
glym.

Definicja 2.31 (Martyngal). Niech X bedzie catlkowalnym procesem stochastycznym adapto-
wanym dla filtracji F. Méwimy, ze:

1) X jest martyngaltem dla filtracji F, jezeli dla kazdych s,t € T, takich, ze s < t, zachodzi

E[X|Fs] = Xs;

2) X jest submartyngatem (lub podmartyngatem) dla filtracji F, jezeli dla kazdych s,t € T,
takich, ze s < t, zachodzi
E[Xt’]:s] Z Xs;

3) X jest supermartyngalem (lub nadmartyngatem) dla filtracji F, jezeli dla kazdych s, t € T,
takich, ze s < t, zachodzi
E[X¢|Fs] < Xs.

Czasami, dla uproszczenia, bedziemy mowié, ze X jest F-martyngatem (odp. F-submartyngatem, F-
supermartyngatem) albo, jezeli filtracja jest okreslona z gory, po prostu martyngatem (odp. submar-
tyngalem, supermartyngatem). Korzystajac z prawa wiezy, latwo udowodni¢ ponizsza propozycje
(¢w. do comu).
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Propozycja 2.32. Niech X bedzie adaptowanym catkowalnym procesem stochastycznym dla
pewnej filtracji F. Wtedy

1) Jezeli X jest martyngatem, to E[X;] = E[X,] dla ¢, s € T;
2) Jezeli X jest podmartyngatem, to E[X;] > E[X,] dla ¢,s € T, takich, ze t > s;
3) Jezeli X is supermartyngatem, to E[X;] < E[X;] dla ¢,s € T, takich, ze t > s.

Dodatkowo, jezeli X jest martyngalem wzgledem F (odp. podmartyngatem, supermartynga-
tem), to jest on rowniez martyngatem wzgledem swojej naturalnej filtracji.

W klasie martyngatow wyrdznia sie tez tzw. reqularne martyngaly.

Definicja 2.33 (Regularny martyngal). Niech X bedzie martyngatem. Wtedy X nazywamy
regularnym martyngaltem jezeli istnieje zmienna losowa 7 taka, ze dla kazdego t € T zachodzi

Jezeli czas jest skoriczony, to tatwo pokazaé, ze kazdy martyngat jest w istocie regularnym martyn-
gatem (¢w. do domu).

Propozycja 2.34. Niech T = [0,7] dla pewnego T' € R} oraz niech X bedzie martyngatem
filtracji F. Wtedy X; = E[Xp|F;] dla kazdego t € T.

“lub T = {1,2,...,T} dla T € N.

W ogdélnym przypadku istnieja oczywiscie martyngaly, ktére nie sa regularne. Najprostszym
przyktadem jest spacer losowy (z naturalna filtracja). Podobnie jak w czasie dyskretnym, nier6wnosé
Jensena pozwala nam zachowa¢ wlasno$é podmartyngaly przy obtozeniu procesu funkcja wypukta.

Propozycja 2.35 (Twierdzenie o oblozeniu martyngatu funkcja wypukla). Niech X bedzie
martyngatem, a f: R — R funkcja wypukta. Wtedy proces (f(X;))ter jest podmartyngatem
(zaktadajac, ze jest catkowalny).

Dowdd. Korzystajac z warunkowej nieréwnosci Jensena, dla kazdego t,s € T, takiego, ze t > s,
dostajemy f(Xs) = f(E[X:|Fs]) > E[f(X¢)|Fs), co koniczy dowod. O

Nastepne twierdzenie pokazuje nam, ze zastopowany martyngal jest réwniez martyngatem. Dla
uproszczenia, twierdzenie (i dowdd) formutujemy tylko dla czasu dyskretnego. W przypadku ciagltym
wlasnosé ta jest rowniez zachowana dla procesoéw prawostronnie ciaglych, zob. [KS12, Problem 3.24].

Twierdzenie 2.36 (Twierdzenie o zastopowanym martyngale dla czasu dyskretnego). Niech
T = N oraz niech X bedzie martyngatem (odp. submartyngatem, supermartyngatem). Wtedy,
dla kazdego momentu stopu 7, zastopowany proces X7 jest martyngatem (odp. submartynga-
tem, supermartyngatem).
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Dowdd. Pokazemy dowdd dla submartyngatu (pozostale przypadki sa analogiczne). Niech X bedzie
submartyngatem, a 7 momentem stopu. Dla czasu dyskretnego wystarczy pokazaé, ze

E[Xg—i-l’]:n] > X;z—a n € N.

Dla kazdego n € N zachodzi

n—1

Xonnr = Z ]]-{T:k}Xk + ]l{TZn}Xna
k=1

Wynika stad, ze zastopowany proces X7 jest catkowalny. Poniewaz

X(nJrl)/\T — Xoar = :[1{7->n} (Xn—i-l - Xn)7 (26)
zachodzi rowniez
n—1 n—1
Xonr = X1+ Y (Xppnar — Xinr) = X1+ D Loy (X1 — Xp).
k=1 k=1

Proces X7 jest wiec F-adaptowany. Zauwazajac, ze {1 > n} = {r < n}¢ € F,, oraz korzystajac z
(2.6) dotajemy

E[X(ntv)arlFrl = E[Xnar + X(ng)ar — Xoar|Fal
= E[Xpnr + IL{r>n}(Xn+1 — Xn)|Fnl
= Anar + IL{7->n}IE[Xn-&-1 — X |Fn)
> Xonr-

co koniczy dowdd. O

W4

Nieréwnosci martyngatowe przedstawione w Propozycji 2.32 sg réwniez prawdziwe dla momen- .

tow stopu, co wynika z Twierdzenia Dooba o warunkowym stopowaniu, zob. |[KS12, Twierdzenie
3.22|. Udowodnijmy teraz te wlasnos¢ dla czasu dyskretnego.

Twierdzenie 2.37 (Twierdzenia Dooba o warunkowym stopowaniu dla czasu dyskretnego).
Niech T = N oraz niech X bedzie martyngatem (odp. submartyngatem, supermartyngatem).
Niech 71 < 7 beda dwoma ograniczonymi momentami stopu.® Wtedy zachodzi

E[X,,|Fr] = X-, (odp. >1lub <).

“moment stopu nazywamy ograniczonym, jezeli istnieje taka stala N € R, ze 7 < N.

Dowdd. Pokazemy dowdd dla submartyngalu (pozostale przypadki sa analogiczne). Z Propozy-
cji 2.30 wiemy, ze dla ¢ = 1,2, zmienne losowe X, sa Fr,—mierzalne, oraz F;, jest c-algebra. Niech
N € N bedzie stalg dla ktorej 7 < N (moment stopu 75 jest ograniczony). Wiemy, ze X, oraz X,
sa calkowalne, gdyz dla ¢ = 1,2 zachodzi

E[X-| < Z’r]y:l E|Xy| < o0
Nalezy pokazaé, ze dla kazdego A € F,, zachodzi

E[14X-] < E[14X,,].
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Zauwazajac, ze A = Ufj:l Ap, gdzie A = {1 = k} N A oraz, ze zbiory Ay sa JF—mierzalne,
wystarczy pokazaé, ze
E[]]‘AkXTl] < E[ﬂAkXTz]‘

dla kazdego k =1,2,..., N. Ustalmy k € N (k < N) oraz zdefiniujmy
L(n) :=E[1a, Xnrr), forn=kk+1,...,N.

Pokazmy teraz, ze funkcja L jest niemalejaca. Zakoriczy to dowod, gdyz, korzystajac z faktu, ze
71 < T9, dostaniemy

E[14, X7 ] = E[14, X7 Ary] = E[1a, Xinr,] = L(k) < L(N) = E[14, Xnnr,] = E[14, X7,].
Dla kazdego n =k +1,..., N mamy
L(n+1) = L(n) = E[La,(X(ns1ym — Xnnrs)] = E[Layrrgrasn) (Xns1 — Xo)]
Poniewaz X jest submartyngatem, wystarczy pokazaé, ze dla kazdego n zachodzi
AN {re >n} € Fp.
Poniewaz 71 oraz 75 sa momentami stopu, wiemy, ze zachodzi {72 > n} € F,, oraz
Ap=An{n =k} =An{n <k}\An{n <k-1}.

Poniewaz A € F,, , wiemy, ze AN{r <k} € F oraz AN{m < k—1} € Fj_1, co daje nam lacznie
A N{m >n} € F,, gdyz dla k — 1 < k < n zachodzi F_; C Fj, C Fp,. O

Warto wspomnieé, ze w literaturze istnieje w istocie wiele wersji Twierdzenia Dooba o warun-
kowym stopowaniu przy réznych zalozeniach. Ponadto czesto przedstawia sie je w bezwarunkowej
postaci, tzn. rozwazajac po obu stronach bezwarunkowe wartosci oczekiwane, oraz zaktadajac, ze in-
teresuje nas wartos¢ startowa procesu, tzn. ktadac 7 = 1. Przyktadowe alternatywne sformutowanie
dla czasu dyskretnego podajemy w Twierdzeniu 2.38.

Twierdzenie 2.38 (Twierdzenia Dooba o warunkowym stopowaniu dla czasu dyskretnego —
alternatywna wersja). Niech T = N oraz niech X bedzie martyngatem (odp. submartyngatem,
supermartyngatem). Niech 7 bedzie skoniczonym momentem stopu takim, ze zmienna X, jest
catkowalna oraz E[X,,1(;~n] — 0, gdy n — 0. Wtedy zachodzi

E[X;] = E[X;] (odp. >1lub <).

Dowdd. Korszystajac, z tego, ze X, jest zmienng catkowalna oraz zauwazajac, ze dla kazdego n € N
zachodzi X; = Xoan + (X7 — Xp) 175,y dostajemy

E[XT] = E[XT/\n] + ]E[XTH{T>TL}] - E[Xnﬂ{7.>n}]

Z Twierdzenia 2.36 mowiacego, ze zastopowany martyngal jest martyngatem, dostajemy E[X rp] =
E[X1]. Korzystajac z zalozeni, dla n — oo, zachodzi wiec

Pozostaje pokaza¢, ze E[ X 1;~,1] — 0, gdy n — oo. Dla kazdego n € N dostajemy
(X, Lpom) = S0, 0 EXiL ).

Korzystajac z zalozen wiemy, ze suma ta jest w istocie (ogonowa) suma czesciowa zbieznego szeregu
E[X,] = Y22 E[Xil{;—4], a wigc musi zmierza¢ do zera, gdy n — oo, co koticzy dowod. O
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Na koniec sformulujmy jeszcze rezultaty dla czasu dyskretnego, ktory zwany jest tozsamoscig
Walda.

Propozycja 2.39 (Tozsamos¢ Walda). Niech T = N oraz niech X bedzie catkowalnym proce-
sem stochastycznym adaptowanym dla filtracji F. Zatézmy, ze dla n € N, zmienne X,, maja taki
sam rozktad, sa catkowalne, oraz zmienna X, ;1 jest niezalezna od F,,. Wtedy dla dowolnego
momentu stopu 7, takiego, ze E[7] < oo, zachodzi

E[X1 + ...+ X;] = E[r]E[X].¢

“Zmienng X1 + ...+ X, formalnie definiujemy jako S := > 77 1= (X1 4+ ... + Xy).

Dowdd. Niech S; := X1 + ...+ X;. Korzystajac z tego, ze dla kazdego ¢ € N zmienne X; oraz
1y75;-1) sa niezalezne dostajemy

E[S-) < 3252 S ey Bl Xk Lir—iy) = X2 BlIXil Lrsiy] = S0 BIIXG| Lirsioy]
=2 E[IXG[[P(r > i — 1) = 322, E[|Xq[|P(7 > i — 1) = E[|X1]]E[r] < o0,

Wiedzac, ze zmienna S; oraz moment stopu 7 sa catkowalne i postepujac podobnie jak powyzej

dostajemy
E[S;| =ED._, Xi]=... =Y EXi]P(r > i — 1) = E[7]E[X}],

co konczy dowdd; wyjasnienie dlaczego mozemy zmieniaé¢ kolejno$é sumowania w szeregu, itd.,
pozostawione jest jako ¢wiczenie do domu. Warto zauwazy¢, ze mozna przeprowadzié¢ alternatywy
dowod i skorzysta¢ z Twierdzenia 2.38 dla procesu S; = Y)'_, X; — tE[X1], ktory to proces jest
martyngatem. O

Na koniec tego podrozdziatu wypowiemy (bez dowodéw) wersje Twierdzenia 2.36 oraz Twierdze-
nia 2.37 dla czasu ciagltego, w przypadku procesow cadlag, zob. [KS12, Problem 3.24| oraz [KS12,
Twierdzenie 3.22].

Twierdzenie 2.40 (Twierdzenie o zastopowanym martyngale dla czasu ciaglego). Niech T =
R oraz niech proces X bedzie procesem cadlag, ktory jest martyngatem (odp. submartyngatem,
supermartyngatem). Wtedy, zastopowany proces X7 jest martyngatem (odp. submartyngatem,
supermartyngatem).

Twierdzenie 2.41 (Twierdzenia Dooba o warunkowym stopowaniu dla czasu ciagltego). Niech
T = Ry oraz niech proces X bedzie procesem cadlag, ktory jest martyngatem (odp. submar-
tyngalem, supermartyngatem). Niech 7 < 79 beda dwoma ograniczonymi momentami stopu.
Wtedy zachodzi

E[XT2|]:71] = Xﬁ (Odp. > lub < )

Warto réwniez wspomnieé, ze dla stochastycznie ciagtych martyngalow istnieje ich modyfikacja
cadlag, co pozwala ostabi¢ powyzsze zalozenia, zob [Kal02].

Twierdzenie 2.42. Niech T = Ry oraz niech X bedzie stochastycznie ciaglym martyngatem
(odp. submartyngalem, supermartyngatem). Wtedy istnieje modyfikacja cadlag procesu X.
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2.6 Dekompozycja Dooba-Meyera

Zacznijmy of sformutowania i dowodu twierdzenia dekompozycyjnego w czasie dyskretnym.

Twierdzenie 2.43 (Dekompozycja Dooba dla czasu dyskretnego). Niech T = N oraz niech X
bedzie submartyngatem (odp. supermartyngatem). Wtedy istnieje jednoznaczna dekompozycja

Xy = My + Ay,

dla t > 0, gdzie M = (M)t oraz A = (Ay)ter sa procesami stochastycznymi takimi, ze M
jest martyngatem, a A jest niemalejacym (odp. nierosnacym) procesem prognozowalnym oraz
Ag=0.7

“W czasie dyskretnym prognozowalnosé odpowiada zalozeniu, ze X, jest Fi—1 mierzalny.

Dowdd. Niech X bedzie submartyngatem. Wtedy A oraz M mozemy zdefiniowaé¢ bezposrednio,
zadajac Ag := 0, My := X, oraz dlat € N,

At = 22:1<E[Xk‘fk71] - Xk*1)7
My = Xo + b1 (X — E[Xg| Fr1],

Latwo pokazaé, ze dla ¢t € N zachodzi X; = M; + A;. Dodatkowo, poniewaz X jest submartyngatem,
dostajemy, ze A jest niemalejacy. Dla kazdego t € N zachodzi réwniez

E[Mt - Mtfl‘]:t] = E[Xt - E[Xk|fk—1]] =0,

co pokazuje, ze M jest martyngatem. Jednoznacznosé tej dekompozycji pozostawiamy jako proste
¢wiczenie. 0

Usuwajac zalozenie o monotonicznosci nalozonej na proces A, mozna dokonaé¢ (prawie na pewno
jednoznacznej) dekompozycji Dooba dla kazdego adaptowanego i catkowalnego procesu stochastycz-
nego dyskretnego.

Zanim sformutujemy odpowiednik Twierdzenia 2.43 w przypadku ciagtym potrzebujemy zdefi-
niowaé kilka powiazanych pojeé¢. Zacznijmy od pojecia jednostajnej ciaglosci.

Definicja 2.44 (Jednostajna ciaglosé¢). Niech X = {X,}aer bedzie rodzina zmiennych loso-
wych indeksowang zbiorem I. Méwimy, ze rodzina X jest jednostajnie calkowalna jezeli

Vesodms>o : SHII)E [Lgixa >0y Xal] <e
ac

Wprowadzmy teraz dwie klady procesow stochastycznych, tzw. klase (D) oraz (DL). Dla uproszecze-
nia notacji, dla kazdego s € T U {+o0} bedziemy oznaczaé przez 3 rodzine wszystkich momentow
stopu (wzgledem zadanej z gory filtracji F) o wartosciach mniejszych lub rownych s, tj

Yo ={r:7 <s}.
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Definicja 2.45 (Klasy procesow stochastycznych). Niech X bedzie prawostronnym submar-
tyngatem. Wtedy, moéwimy, ze

e X nalezy do klasy (D) jezeli rodzina zmiennych losowych { X : 7 € ¥} jest jednostajnie
catkowalna,

e X nalezy so klasy (DL) jezeli dla kazdego ¢ € T rodzina { X, : 7 € 3;} jest jednostajnie
catkowalna.

Mozna patrze¢ na klasy (D) oraz (DL) jako na uogoélnienia pojecia jednostajnej catkowalnosci dla
procesow stochastycznych. O ile na pierwszy rzut oka Definicja 2.45 moze wyglada na zawoalowana,
o tyle jest one w istocie uogélnieniem prostej i intuicyjnej wtasnosci: z Twierdzenia 2.41 widaé, ze
dla procesu X bedacego martyngatem i procesem cadlag, t € T, oraz ograniczonego momentu stopu
7 < t, dostajemy

E[Xt|"r7'] = X;. (27)

Poniewaz rodzing warunkowych wartosci oczekiwanych dla zadanej zmiennej losowej (wzgledem
roznych sub o-algebr) jest jednostajnie catkowalna, warunek klasy (DL) jest wtedy spelniony. Sfor-
mulujmy teraz formalnie i udowodnijmy ten fakt.

Propozycja 2.46. Niech X bedzie procesem stochastycznym typu cadlag oraz martyngatem.
Wtedy X nalezy do klasy (DL).

Dowdd. Ustalmy t € T. Poniewaz dla kazdego momentu stopu 7 spelniajacego warunek 7 < ¢
zachodzi (2.7), wystarczy pokazaé, ze rodzina zmiennych losowych

Y :={Y : Y = E[X{|B] dla pewnego B, gdzie B jest pod o—algebra F}

jest jednostajnie catkowalna. Z warunkowej nieréwnosci Jensena, dla Y € Y i powiazanej o-algebry
B dostajemy
E[[Y]] = E[[E[X:|B][] < E[E[|X¢|[B]] = E[| X:]], (2.8)

do daje nam calkowalnos¢ zmiennej Y. Z catkowalnosci | X;| wiemy rowniez, ze dla kazdego € > 0
istnieje stata 0 > 0, taka, ze dla kazdego A € F spelniajacego P[A] < ¢ zachodzi E[14]X;|] < e.

Ustalmy € > 0 i oznaczmy przez 6 > 0 powiazang stala (niezalezna od Y). Dla a := w oraz
zbioru A := {|Y| > a}, korzystajac z nieréwnosci Markowa oraz (2.8), dostajemy
1 1
PlA] = BJY| > o] < ~E[|Y[] < E[|X[] = 6
Zauwazajac, ze A € B, dostajemy wiec
E[la- Y]] =E[1a-|E[X;|B]]]

<E[1a-E[X:|[B]]

=E[E[14-[X:[|B]

= E[14]X:]]

<e
Koriczy to dowdd, gdyz dla ustalonego t € T wybor a nie zalezal od Y. O

Mozemy teraz sformutowaé (bez dowodu) jedna z uproszczonych wersji dekompozycji Dooba-
Meyera dla czasu ciagltego, zob. [KS12, Twierdzenie 4.10]
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Twierdzenie 2.47 (Dekompozycja Dooba-Meyera w czasie ciagtym). Niech X bedzie procesem
stochastycznym typu cadlag oraz submartyngatem nalezacym do klasy (DL). Wtedy istnieje
jednoznaczna dekompozycja

Xt = My + Ay,

dla t > 0, gdzie M = (My)ier oraz A = (Ay)ier sa procesami stochastycznymi takimi, ze M
jest martyngalem, a A jest niemalejacym (odp. nierosnacym) procesem prognozowalnym oraz

Ay = 0.

Dekompozycja Dooba-Meyer jest pomocna do charakteryzacji tzw. wariacji kwadratowej (lub
wahania kwadratowego) procesu X, ktora, jezeli istnieje, jest okreslona jako

n

<X7X>t = ”},1”120 (th - th—1)27 (29)
k=1

gdzie P jest rozbiciem (partycja) zbioru [0,t], ||P| odpowiada dlugosci najdtuzszego z odcinkow
(I - || to tzw. mesh norm), a granice w (2.9) nalezy rozumie¢, jako granice w sensie zbieznosci
wedtug prawdopodobienistwa. Istotnie, mozna pokazaé, ze jezeli X jest catkowalnym z kwadratem
procesm cadlag oraz martyngatem, wtedy X? jest submartyngalem klasy (DL). Dowéd tego faktu
pozostawiamy jako proste ¢wiczenie (wystarczy uzy¢ nierownosci Jensena). Wariacja kwadratowa
jest wtedy prognozowalna czescia dekompozycji.?

Propozycja 2.48. Niech X bedzie catkowalnym z kwadratem procesem stochastycznym typu
cadlag oraz martyngatem. Wtedy wariacja kwadratowa procesu X zadana jest przez

(X, X) = X7 — M;,

gdzie (M;)ser jest martyngalem z Twierdzenia 2.47 (dla procesu (X7?)ier).

3 Wazne klasy procesé6w stochastycznych w czasie cigglym

W rozdziale tym przedstawimy wazne przyktady proceséw stochastycznych. Jezeli nie napisano
inaczej, bedziemy zawsze zaktadaé czas ciagly z punktem startowym, tj. T = R;. W Definicji 2.6
wprowadziliémy wlasnos¢ procesu stochastycznego zwiazana ze stacjonarnoscia i niezaleznoscia jego
przyrostow. Wychodzac od tej wtasnosci mozna zdefiniowaé wazng klase proceséw stochastycznych.

Definicja 3.1 (Proces Lévy’ego). Niech T = R,. Moéwimy, ze proces stochastyczny X jest
procesem Lévy’ego jezeli

1) XO :0;

2) X jest stochastycznie ciagly;

3) X ma niezalezne i stacjonarne przyrosty.

12Dlaczego rozwazamy pojecie wariancii kwadratowej i dlaczego jest ono interesujace? Wyjasni sie to potem, gdy
bedziemy jej potrzebowaé do catkowania przez czesci i zamiany zmiennych w lemacie Ito.
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Klasa proceséw Lévy’ego jest wazna zardéwno z teoretycznego, jak i praktycznego punktu widze-
nia. Na procesy te mozna patrzeé¢, jak na uogdlnienie spaceru losowego w czasie ciggltym. Istotnie,
dla procesu Lévy’ego X, okreslonego kroku czasowego h > 0 oraz k € Ny zachodzi

k
Xih = Z(Xi = X(i—1)n),
i=1
gdzie (X;n — X (i—l)h)f:l jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie.

Klasa proceséw Lévy’ego spetnia rowniez wiele innych przydatnych wlasnoéci, takich ja wlasnosé
Markowa (ktora formalnie zdefiniujemy po6zniej), ktora razem ze stochastyczng ciagloscia implikuje
istnienie modyfikacji cddlag. Uproszczone sformulowanie tego wniosku podajemy bez dowodu w

Propozycji 3.2, zob. [PZ07, Twierdzenie 3.23].

Propozycja 3.2. Kazdy proces Lévy’ego posiada modyfikacje cadlag.

Zazwyczaj bedziemy wymagaé, aby przyrosty procesu miaty okreslony rozktad, np. rozktad
normalny, czy rozktad Poissona wraz z zadana struktura zaleznosci. Dow6d istnienie procesu o za-
danych wtlasnosciach czesto wykorzystuje Twierdzenie Kotmogorowa o rozkladach zgodnych, zob.
Twierdzenie 2.13. Aby udowodnié istnienie modyfikacji cadlag czesto korzysta sie z kolei z Twier-
dzenie Kolmogorowa o ciaglosci, zob. Twierdzenie 2.11. Inna wazng klasa proceséw stochastycznych
sa tzw. procesy gaussowskie.

Definicja 3.3 (Proces Gaussowski). Niech T = R. Proces stochastyczny X = (X;)ier nazy-
wamy procesem gaussowskim jezeli jego rozklady skoniczenie wymiarowy sa gaussowskie, t;j.
dla kazdego n € Noraz 0 < t; < ...t, < oo wektor losowy (X, X¢,, ..., Xy, ) ma wielowymia-
rowy rozktad Gaussa.

Najbardziej znanymi przyktadami proceséw gaussowkich jest ruch Browna oraz most Browna,
zob [PZ07]. W nastepnym rozdziale zdefiniujemy formalnie ruch Browna, ktory jest zaréwno proce-
sem gaussowskim, jak i proces Lévy’ego.

3.1 Ruch Browna

W tym podrozdziale zdefiniujemy ruch Browna, czesto nazywany tez procesem Wienera oraz omo-
wimy jego podstawowe wlasnosci i rézne charakteryzacje. Proces ten jest kluczowym pojeciem w
analizie stochastycznej i jest uzywany w wielu dziedzinach matematyki finansowej, ekonomii, czy

fizyki.

Definicja 3.4 (Ruch Browna). Niech T = R. Proces stochastyczny W = (W;)seT nazywamy
standardowym ruchem Browna (lub procesem Wienera), jezeli spelnia on nastepujace
waurnki:

1. Wy =0;
2. W jest procesem ciagltym (p.n.);
3. W ma niezalezne przyrosty;*

4. Wy — Ws ~ N(0,t — s) dla kazdych 0 < s < ¢.

“j. dlan € Noraz 0 <t; <...t, < co zmienne losowe Wy,, Wy, — Wy, ..., Wy, — Wy, |, sa niezalezne.
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7 Definicji 3.4 tatwo wywnioskowaé, ze ruch Browna jest procesem Lévy’ego, w ktorym przyrosty
zadane sa przez zmienne o rozkladzie Gaussa ze stala (zerowa) $rednig oraz wariancja zalezng
od przyrostu czasu. Warto tutaj zauwazyé¢, ze o ile przyrosty procesu sg stacjonarne, o tyle sam
proces nie jest stacjonarny. Zanim udowodnimy, ze ruch Browna jest dobrze okreslony (na razie nie
udowodnili$my, ze proces taki istnieje!) przedstawmy kilka jego podstawowych wlasnoscei.

Propozycja 3.5 (Charakterystyki ruchu Browna). Niech W bedzie ruchem Browna. Wtedy
1. W jest procesem gaussowskim;
2. EW) =0, dlateT;
3. Cw(t,s) = Cov(Wy, Wy) =tAs, dlat,seT.

Ponadto zachodzi tez charakteryzacja odwrotna, tj. kazdy ciagly proces, ktéry spetnia wyzej
wymienione warunki, jest ruchem Browna.

Dowdéd Propozycji 3.5 pozostawiamy jako ¢wiczenie do domu; warto tutaj przypomnieé ze wek-
tory gaussowskie sa jednoznacznie okreslone przez swoje pierwsze dwa momenty, wektor ztozony z
niezaleznych zmiennych o rozktadzie Gaussa ma wielowymiarowy rozktad Gaussa, oraz kombinacje
liniowe wektoréw gaussowskich sa rowniez wektorami gaussowskimi.

Zakladajac, ze nasza przestrzen probabilistyczna (przestrzen mierzalna) ma odpowiednio bogata
strukture pokazmy, ze mozemy na niej zdefiniowaé¢ ruch Browna.

Twierdzenie 3.6 (Istnienie ruchu Browna). Niech T = R, oraz (2, F) = (RT, B(RT)). Wtedy
istnieje taka miara probabilistyczna P okreslona na (2, F) oraz proces stochastyczny W taki,
ze W jest ruchem Browna.

Dowdd. Pokazemy tylko szkic dowodu; pelny dowod mozna znalezé w [KS12, Rozdziat 2.2|. Bedzie-
my uzywaé¢ I = {ti,t2...,t,} € T do oznaczenia (dowolnego) skoriczonego zbioru punktéw z T
takich, ze 0 < t; < t2 < ... < t,, dla n € N. Dodatkowo, niech u; oznacza gaussowska miare pro-
babilistyczna na (R™, B(R™)) o wektorze §rednich réwnym zero oraz macierzy wariancji-kowariancji
(n x n) zadanej przez

My = [t; A tj]i7j61'13

Uzywajac notacji z Rozdziatu 2.2, dla kazdego I = {t1,t2...,t,} oraz I' € B(R™) definiujemy
C(I,T) :={we: (w(tr),...,w(t,) €T}

Niech F; := {C(I,T) : T' € B(R™)} oznacza o-algebre wszystkich zbioréw cylindrycznych dla
ustalonego I € T oraz niech P; oznacza powiazana miare probabilistyczna na (2, Fr) zadana przez

PAC(,T)] = (L), T e BR).

Mozna pokazaé¢, ze tak zadana rodzina miar (Pj);e7 jest zgodna; dowod tego faktu pozostawia-
my, jako éwiczenie do domu. Mozemy wiec skorzystajaé¢ z Twierdzenia Kotmogorowa o rozktadach

13Dowodd, ze M; zadaje poprawnie okreslons macierze wariancji-kowariancji dla kazdego I € T zostawiamy jako
¢éwiczenie domowe.

W5

W6
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zgodnych, tj. Twierdzenia 2.13. Mowiac $cislej, wiemy, ze istnieje miara probabilistyczna na (€2, F),
oznaczmy ja przez P, taka, ze dla kazdego I = {t1,...,t,} € T oraz I' € B(R") zachodzi

P[C(1,T)] = By[C(I,T)].
Na przestrzeni (Q, F,P) = (RT, B(RT),P) zdefiniujmy proces W = (W;)seT zadany przez
Wi(w) = w(t), dlat e T oraz w € Q.

Latwo pokazaé, ze W jest procesem Gaussowskim, Wy = 0, oraz jego funkcja autokowariancji
pokrywa sie z ta zadana w Propozycji 3.5. Latwo z tego wywnioskowaé, ze przyrosty procesu W sa
niezalezne oraz zachodzi W; — W, ~ N(0,+/t — s), dla kazdych 0 < s < t. Oczywiécie wlasnosci te
sa tez spelnione dla dowolnej modyfikacji procesu W.

Aby zakoniczy¢ dowdd pozostaje wiec pokazaé, ze istnieje ciagta modyfikacja procesu W. Za-
uwazajac, ze dla dowolnych ¢, s € T oraz p € N zachodzi

(W—W> B (X,

|t — 5]

gdzie X ~ N(0,1) oraz definiujac staly K, := E[|X|?]'4, dostajemy wtasnosé
E|W; — Ws|* = K|t — s’, t,s€T. (3.1)

Wynika stad, ze proces W speklia zatozenia Twierdzenia Kolmogorowa o ciaglosci, tj. Twierdze-
nia 2.11, dla stalej okreslonej przez ¢ = p—1. Z twierdzenia tego wynika istnienie modyfikacji procesu
W, ktora jest ciagta. Modyfikacja ta spetnia wszystkie wtasnosci przedstawione w Definicji 3.4 a
wiec jest ruchem Browna. O

O ile Twierdzenie 3.6 gwarantuje nam istnienie ruchu Browna, o tyle przedstawione przez nas
dowdd nie jest konstruktywny, tzn. pokazalismy, ze na przestrzeni mierzalnej (RT, B(RT) istnieje
jakag miara P oraz jakas modyfikacja procesu kanonicznego, ktora jest ruchem Browna. Istnienie ru-
chu Browna mozna réwniez pokazaé¢ w sposob bardziej konstruktywny korzystajac np. z konstrukcyi
Lévy-Cliesielskiego. W konstrukeji tej korzysta sie z funkcji Haara okreslonych na [0, 1] oraz pokazuje
zbieznos$¢ odpowiedniego ciagu niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie Gaussa. Konstrukcja
ta wymaga tylko, aby na danej przestrzeni probabilistycznej istnial ciag niezaleznych zmiennych
losowych o rozkladzie Gaussa, zob. [KS12, Rozdzial 2.3|.

Przedstawmy teraz kilka wtasnosci ruchu Browna. Na poczatek podsumujemy, jakie transforma-
cje ruchu Browna sa wcigz ruchami Browna.

Propozycja 3.7 (Transformacje ruchu Browna). Niech W bedzie ruchem Browna. Wtedy,
nastepujace transformacje procesu W sg réwniez ruchami Browna:

e Przesuniecie wzgledem czasu, tzn. dla kazdego s > 0, proces W = Wirs — Wy jest
ruchem Browna;

e Dodatnie skalowanie, tzn. dla ¢ > 0, proces W; = cW, /2 jest ruchem Browna,;

e Odwroécenie czasu, tzn. proces Wy = 0 oraz W, = tWi, (dla t > 0) jest ruchem
Browna;

e Odbicie $ciezek, tzn. proces W, = —W; jest ruchem Browna.

1YWarto sobie przypomnieé, ze wszystkie momenty dla standardowego rozkladu Gaussa istnieja i sa skonczone,
wiec stata K, jest skoniczona dla dowolnego p € N
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Dowd6d Propozycji 3.7 pozostawiamy jako ¢wiczenie do domu. Przedstawmy teraz wtasnosci ruchu
Browna zwiazane z ciagloscia.

Propozycja 3.8 (Wlasnosci zwiazane z ciagloscia ruchu Browna). Niech W bedzie ruchem
Browna. Wtedy

1. W jest ciagly w sensie Holdera z wyktadnikiem o < 1/2;¢

2. W nie jest ciagly w sensie Holdera z wyktadnikiem o = 1/2 na dowolnym przedziale
czasu;

3. Trajektorie W sa wszedzie nier6zniczkowalne;

4. Trajektorie W maja nieskoriczone wahanie na dowolnym przedziale czasu.

%j. istnieje modyfikacja, ktéra spelnia te wlasnosé

Dowdd. Niech W bedzie ruchem Browna.

1) Przypominajac wtasnosé (3.1) z dowodu Twierdzenia 3.6 wiemy, ze zachodzi
E|[W; — W,|*? = K|t — s|’, t,s€T,

dla kazdego p € N. Zauwazajac, ze dla € = p — 1 zachodzi

€ p—l_)l N
— =—— — — pIZ 00
% % 5 przy p )

oraz uzywajac Twierdzenia 2.10 wiemy, ze mozemy znalez¢ modyfikacje W, ktora jest ciagla w sensie
Holdera dla dowolnego wyktadnika o < 1/2.

: C
2) Niech By

kiem a = 1/2 na przedziale [a, b] ze stala C € Ry, tzn.

bedzie zbiorem wszystkich trakejtori, ktére spetniaja warunek Holdera z wyktadni-

B[%;b} = {w € QY sefap : Wie(w) — Wi(w)| < CJt — |2}

Pokazmy najpierw, ze dla kazdego C' € Noraz a,b € Q (a < b) dostajemy P [B[ b]} = 0. Poniewaz W
ma stacjonarne i niezalezne przyrosty, zamiast przedziatu [a, b] mozemy rozwazaé przedzial [0,b—al.
Dla kazdego n € N i powiazanego rozbicia 0 < 1(b—a) < ... < "=L(b—a) < b — a dostajemy

n

<oy/i=e, dlai:1,2,...,n}]
n
<c b—a}]
n

PHIW| < C}"
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Niech a,, = P[{|W1] < C}". Z faktu, ze a, \( 0 (gdy n — oo) dostajemy P[ @, bﬂ = 0. Aby
zakonczy¢ dowdd wystarczy zauwazyé, ze

PlU U By <ZZP[ ab]}

CeN a<bd CeN a<b
a,beQ a,beQ

3) Przedstawimy tylko szkic dowodu, zob. [KS12, Twierdzenie 9.18]. Ustalmy w € Q i zalozmy, ze
trajektoria W (w) jest rézniczkowalna w punkcie s € T. Wtedy musi istnie¢ € > 0 oraz K € N taki,
ze dla t € [s, s + €) zachodzi

[Wi(w) — Ws(w)| < K(t—s). (3.2)

Mozna tatwo pokazaé, ze z (3.2) wynika, ze dla kazdego odpowiednio duzego n € N istnieje i € N,
takie, ze i < ns oraz dla k = 0,1, 2 zachodzi

K
|W(i+k+1)/n(w) - W(z+k /n( )| <T7T—. (33)

n
Dla M € N niech Aj,; oznacza zbior trajektorii, dla ktorych stnieje co najmniej jeden punkt w
[0, M) taki, ze W jest w tym punkcie rozniczkowalny. Z wtasnosci (3.3) wiemy, ze

00 oo Mn 2

awc U U N UN {Weamn—Wemnl <75}

K=1ng=1n=ng =0 k=0

Korzystajac z wlasnosci /nW,; /m ~ N(0,1) oraz stacjonarnosci i niezaleznosci przyrostow, dla
kazdego ustalonego ng € N oraz K € N dostajemy

oco Mn 2 K
P [ ﬂ U ﬂ {’W(i—&-k-l-l)/n — Wiitry/nl < 7n}

K 3
< limsup(Mn + 1)P [|W1/n\ < 7}
n=ng =0 k=0 n

n—o0

K13
< limsup MnP [|W1| < T—=
msup M ||13] < 7

| o 9 /71{/\/5 1, | 3
< limsu n|— e 2 T
- n—>o<>p V2 Jo

o [TK/VR 3
<limsupMn [ — / 1dx
B n—>oop vV 27 0

2 TK\®
<limsupMn | ——
o n—)oop (\/271’\/5)

< lim sup —,
n—00 n

gdzie C := M

oraz korzystajac

3
jest stala zalezna tylko od M oraz K. Zauwazajac, ze limsup,,_, . % =0,

/_\
Ah\»
~—

przeliczalnej) addytywnosci miary dostajemy, ze P[Aps] = 0.

4) Funkcja f: R — R ma skoriczone wahanie na przedziale [a, b], jezeli

sup Z\f i+1) (ti)| < oo,

teP[a,b] ;4
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gdzie Pla,b] jest zbiorem wszystkich rozbi¢ [a,b], tj. t = (t1,...,t,) dla pewnego n € N i &cisle
rosnacego ciagu liczb spelniajacego t; = a oraz t, = b. Rozumujac podobnie jak poprzednio,
wystarczy pokazaé, ze dla a,b € Q4 (a < b) oraz C € N zachodzi

<cl

Dla ustalonego n € N zdefiniujmy X,, := Y ", ‘Wi'(bfa) — Wﬂ(b_a)

=0.

ot T [{2 W im0 = Wit

. Przypominajac, ze dla zmien-

nej Z ~ N(0,1) zachodzi E[|Z]] = \/g oraz Var(|X|) =1 — 2 dostajemy

B =3/ 2Bl = 20,
=1

Var [X,,] = i\/ar {

| = nvar|

bea
n

Z nier6wnosé¢ Czebyszewa-Bienaymé wiemy, ze dla kazdego r > 0 zachodzi

Var | X,
P[X,, — E[X,] < —r] < P[| X, — E[X,)]| > 1] < W
Zauwazajac, ze E[X,,] > 0 i ustalajac r = IE[)Q(”], dostajemy

b [Xn . E[an _ VarlX,) _4b-a)(1-2) 2m(1-2)

s
2 | T E[X,]? 2(b—a)in n
Poniewaz E[X,] — oo (dla n — o0), a wiec dla kazdego C' € N istnieje ng € N takie, ze dla n > ng
zachodzi

™

IN

]P’[XnSC]SP[XnSE[Xn]] 27r(1_2)'

n

Stad wynika juz, ze lim,_,~ P[X,, < C] = 0 dla kazdego C € N. O

Na koniec przedstawmy tez charakterystyki zwiazane z wtlasnosciami martyngatowymi ruchu
Browna.

Propozycja 3.9 (Charakterystyki martyngalowe ruchu Browna). Niech W bedzie ruchem
Browna. Wtedy

L. (Wi)ier, jest martyngatem (wzgledem swojej naturalnej filtracji).

2. (W — t)ier, jest martyngalem (wzgledem filtracji generowanej przez W).

Ponadto zachodzi tez charakteryzacja odwrotna, tj. kazdy ciagly i startujacy z zera proces,
ktory spelnia powyzsze wlasnodci, jest ruchem Browna.

Dowoéd wlasnosci martyngatowych pozostawiamy jako ¢wiczenie do domu. Dowéd charaktery-
zacji odwrotnej mozna znalez¢ w [KS12, Twierdzenie 3.16].

Na koniec tego rozdziatu warto wspomnieé, ze ruch Browna wraz z dryfem jest w pewnym sensie
jedynym porzadnym cigglym odpowiednikiem spaceru losowego, co wynika np. z dekompozycji
Lévy’ego-1to, zob. [App09, Theorem 2.4.16|. w6

w7
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3.2 Proces Poissona

Przedstawmy teraz drugi wazny przyktad proceu Lévy’ego, jakim jest proces Poissona. Zanim przed-
stawimy definicje, warto przypomnieé, ze zmienna losowa X ma rozkitad Poissona z parametrem
intensywnosci A > 0, co zapisujemy jako X ~ P(A), jezeli jej rozklad jest zadany przez

PX =kl =2re ™, k=0,1,2,3,...

Zdefiniujmy teraz formalnie proces Poissona.

Definicja 3.10 (Proces Poissona). Niech T = R,.. Proces stochastyczny N = (INV;)¢eT nazywa-

my procesem Poissona z intensywnoscia A > 0, jezeli spelnia on nastepujace warunki:
1 No = 0;

3) N ma niezalezne przyrosty;

)

2) N jest procesem cadlag;
)
)

4) Ny — Ng ~ P(A(t —s)), dla kazdego t > s > 0.

Warto zauwazyé, ze rozktad przyrostéw zadany w Definicji 3.10 wraz z prawostronng ciagloscia
trajektorii implikuje stochastyczna ciggtosé. Dodatkowo, przyrosty procesu Poissona sg stacjonarne
z czego wynika, ze proces Poissona jest istotnie procesem Lévy’ego. Podajmy teraz podstawowe
charakterystyki Procesu Poissona; dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie domowe.

Propozycja 3.11 (Charakterystyki Procesu Poissona). Niech N bedzie procesem Poissona.
Wtedy

1. E[N] = At, dlat € T;
2. On(t,s) = Cov(Ng, Ng) = At As), dlat,s eT.

Uzywajac twierdzen Kolmogorowa o rozszerzeniu oraz przypominajac, ze dla procesow Lévy’ego
zawsze istnieje modyfikacja cadlag mozemy pokazaé, ze istnieje proces spetniajacy wlasnosci zadane
w Definicji 3.10. Zamiast tego podajmy jednak inna definicje (reprezentacje) procesu Poissona ba-
zujaca na teorii odnowy, ktora jest bardziej konstruktywna. Zacznijmy od definicji procesu odnowy.

Definicja 3.12 (Proces odnowy). Niech T = R . Proces stochastyczny N = (N¢)seT nazywamy
procesem odnowy (lub strumieniem odnowy), jezeli mozemy go przedstawi¢ jako

Ny =max{n e N: S, <t}, teRy,

gdzie So = 0, S, = X1+ ...+ X, dlan > 1, oraz (X,)nen jest ciagiem niezaleznych i
nieujemnych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie.

Zazwyczaj zmienna S,, w Definicji 3.12 utozsamia sie z czasem (losowym) n-tego zajscia okreslonego
zdarzenia (np. pojawienie sie czastki, czy uszkodzenie maszyny), podczas gdy X, wyznacza czas
pomiedzy kolejnymi zdarzeniami. Korzystajac z tej interpretacji, dla kazdego t € T, zmienna losowa
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Ny informuje nas jak wiele razy zaszlo zdarzenie na przedziale czasu [0,t]. Mamy tutaj do czynie-
nia ze powracajacymi zdarzeniami dla ktérych czasy pomiedzy ich zajsciami sg opisane ciagiem
niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie.

Kluczowa cecha danego procesu odnowy jest rozklad czasu pomiedzy zaj$ciem kolejnych zda-
rzen. Naturalnym rozkladem przyrostéw jest tutaj rozklad wyktadniczy ktory, jako jedyny w klasie
rozktadow cigglych, spelnia wtasnosé Markowa. Innymi stowy, aby proces odnowy byt procesem
Markowa, czas pomiedzy kolejnymi zdarzeniami powinien by¢ opisany przez rozktad wyktadniczy.
To nam jednoznacznie identyfikuje proces Poissona, co pokaze nastepne twierdzenie.

Twierdzenie 3.13 (Proces Poissona jako proces odnowy). Niech T = R. Proces stochastycz-
ny N = (Ny)er jest procesem Poissona z intensywnoscia A > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
jest on procesem odnowy dla ktoérego czas pomiedzy zajéciem kolejnych zdarzen ma rozktad
wyktadniczy z parametrem A > 0.¢

%j. w Definicji 3.12 ciag zmiennych losowych (X, ),en ma rozklad wyktadniczy z parametrem A > 0.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze N jest procesem Poissona z intensywnoscig A > 0. Dla n € N| niech
Spi=X1+ ...+ X, gdzie (X,)nen to ciag zmiennych losowych zadany przez

Xy:=inf{teT: N, =1}

Xp=inf{t e T: Ny=n} —inf{t € T: Ny =n—1}.
Dla k € N, zauwazajac, ze Sy = inf{t € T : N; = k}, oraz przypominajac, ze zmienna N; jest
nieujemna dla kazdego ¢t € T, dostajemy

{Ni =k} ={S1 <t}n...n{Sp <t} N{Sk41 >t} = {mali]({Sngt}:k},
ne
co daje nam
Ny =max{n € N: S, <t}

Chcemy teraz pokazaé¢, ze ciag (X,,) jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie
wyktadniczym z parametrem A > 0. Dowdd tego faktu oparty jest o indukcje; przedstawmy jego
szkic. Dla kazdego t; > 0 mamy

P[X| > t1] = P[N;, = 0] = e~ ™1,

a wiec X1 ma rozkltad wyktadniczy z parametrem A > 0. Nastepnie, dla t;1,t3 > 0, rozwazajac
warunkowe prawdopodobieristwo, dostajemy

]P[XQ > 19 | X = tl]

]P)[SQ > to 411 | X = tl]
[Nt1+t2 =1 | X1 = tl]
[Nt2+t1 — Ny, =0 ‘ X1 = tl]

P
P

Zauwazajac, ze przyrost Ny,i¢ — Ny, jest niezalezny od o(Ns,s < t1) a zdarzenie {X; = t1} jest
o(Ng, s < t1) mierzalne, dostajemy

P[Xy > to]| X; = t1] = P[Niyit, — Niy = 0] = e 2,

To pokazuje, ze zmienna losowa X jest w istocie niezalezna od X; oraz ma rozktad wykladniczy
z parametrem A. Podobne rozumowanie moze by¢ zastosowane, aby pokazaé, ze X,, jest niezalezne
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od X,,—1,Xn—2,..., oraz X7, co konczy te czes¢ dowodu. Dokladnie oméwiony dowod tego faktu
mozna znalez¢ w [Bil12, Twierdzenie 23.1].
Zalozmy teraz, ze N jest procesem odnowy z wykladniczym ciagiem (Xg)ren, tj.

N; = max{n € N: S, <t},

gdzie S,, := X1 + ...+ X,, oraz (Xj)ken sa niezaleznym zmiennymi o rozkladnie wyktadniczym
z parametrem A > 0. Bedziemy uzywacé (F;)ier na oznaczenie naturalnej filtracji procesu (INV¢)ier.
Latwo pokazaé, ze proces przez nas zdefiniowany (p.n.) startuje z zera oraz ma trajektorie cadlag. Dla
uproszczenia przedstawmy tylko szkic dowodu pozostalych wlasnosci; pelny dowoéd mozna znalezé
w [Bil12, Twierdzenie 23.1].

1) Dla kazdego s € T zdefiniujmy
Ts := inf{t > 0: Ngyy — Ns > 0}.

Zauwazajac, ze dlan € Nis € T zachodzi {Ns; =n} = {5, < s} N{S, + Xpn41 > s} € F, oraz
{Sn + Xnt1 > s} = {Ns > n} € Fs, dla kazdego t € T, korzystajac z wlasnosci braku pamieci,
dostajemy

P[Ts>tyfs]:P[U{Ts>t}m{zvs:n}\f8]

neN

:P[U{Ns+t:”}ﬂ{Ns:”}|fS]

neN

= Z H{stn}P[Sn +Xn+1 >t+s | f"s]
neN

= Z :H-{stn}]P)[Xn-‘rl > (S — Sn) +t | fs]
neN

et P[Xpi1 > (s — Sp) +t | F
Ne=n} TP IX, > (5 — Sp) | Fol

neN

= Z IL{NS:n}]P) [Xn+1 > t]
neN

=2 Ave=me ™

neN
R

)

Wynika stad w szczegdlnosci, ze dla t, s € T zmienna losowa zadana przez min{N; — Ny, 1} jest

niezalezna od Fj, oraz to zmienna o standardowym rozktadzie Bernoulliego z prawdopodobieri-

stwem sukcesu rownym 1 — e AE=5),

2) Nastepnie, dla kazdego ustalonego t,s € T, oraz n € N, rozwazamy podzial (partycje) odcinka
[t, s] na n rownych kawatkow o krancach t7,... ¢ | oraz dlai=1,2,...,n definiujemy

f? = min{Nt?H - Nt?, 1}

3) Dla okreslonego n € N i powiazanego podziatu definiujemy zmienng Z,, dang przez

n
I = Z &
i=1
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Latwo zauwazy¢, ze Z, ~ B(n,1 — e_’\(t_s)/”), tj. Z, ma rozklad dwumianowy dla n prob i
prawdopodobieristwie sukcesu rownego 1 — e~ 2(t=3)/n,

4) Mozna pokazac, ze
lim Z, = N, — Ns, (p.n.)

n—oo

poniewaz na skoriczonym przedziale czasu nie moze wystapi¢ nieskoriczonie wiele skokdéw, a war-
tos¢ kazdego skoku w naszym przypadku wynosi 1. Poniewaz dla kazdego n € N zmienna losowa
Zy jest niezalezna od Fj, wiec zmienna Ny — N jest rOwniez niezalezna od F;. To daje nam juz
niezalezno$¢ przyrostow N.

5) Dla n — oo dostajemy n(1 — e 2=9)/7) 5 \(t — s), tj. liczba prob w pomnozona przez prawdo-
podbienistwo sukcesu dla zmiennej Z,, dazy do statej. Z rachunku pradopodobienstwa wiemy, ze
ciag (Zn)nen dazy (wdg. rozkladu) do zmiennej losowej o rozkladzie Poissona o intensywnosci
A(t — s), zob |Bill12, Twierdzenie 23.2]. To pokazuje, ze przyrosty sa stacjonarne i maja rozktad
Poisson o zadanych parametrach.

Rozktad N; mozna tez obliczy¢ bardziej bezposrednio zauwazajac, ze dla kazdego k& € N, zmienna
losowa S ma rozktad I' o gestosci g : R — R4 danej przez

DN LS VS,
gr(r) = )‘ﬁe , Jezelir > 0.
0 W p.p..

Dowdd tego faktu pozostawiamy jako éwiczenie do domu; gestosc te mozna wyliczyé bezposredni
korzystajac z funkcji splotu zastosowanej do kolejnych przyrostow. Wynika stad, ze dla £ € N
zachodzi

P[N; = k] = Plmax{n e N: S,, <t} = k] = P[Sk <t < Sk + Xp11]

/ /{r<t<r+z} g1(z)drdz = /Ot [ /t jo 9(2) dz} gi(r) dr

A" t
— )\( ) d - —At/ n—ld
(& e r T

)"
T ¢

co daje nam Ny ~ P(At). O

Jak wspomnieliSmy w dowodzie Twierdzenia 3.13, ilo$¢ skokow dla procesu Poissona na skon-
czonym przedziale jest prawie na pewno skoriczona a pojedyncze skoki sa jednostkowe (p.n.).

Propozycja 3.14 (Intensywnos$é¢ i wielkos¢é skokéw procesu Poissona). Niech N = (NVi)ier
bedzie procesem Poissona. Wtedy

P[{Nt — N, = O} U {Nt — N, = 1}] =1, dla kaZdego teT,

2. limy 1 oo % = (p.n.).

w17

w8
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Dowod Propozycji 3.14 pozostawiamy jako ¢wiczenie domowe. Warto zaznaczy¢, ze proces Pois-
sona (podobnie jak kazdy proces odnowy) jest przyktadem procesu zliczajacego, tzn. mozna go
przedstawié¢ w postaci

[e.9]
Ny = Z Ler, <t}
n=1

gdzie (T),)nen jest cisle rosnacym ciggiem zmiennych losowych o wartosciach w Ry U {o0}.'® Po-
dobnie, jak dla ruchu Browna, przedstawmy teraz charakterystyki martyngalowe procesu Poissona.

Propozycja 3.15 (Charakterystyki martyngatowe procesu Poissona). Niech N bedzie proce-
sem Poissona z intensywnoscia A > 0. Wtedy

1. (Nt — At)ier,, jest martyngatem (wzgledem swojej naturalnej filtracji).
2. (N — M)ier, jest martyngalem (wzgledem filtracji generowanej przez N).

Ponadto zachodzi tez charakteryzacja odwrotna, tj. kazdy startujacy z zera proces zliczajacy
spelniajacy pierwszy warunek powyzej jest procem Poissona z intensywnoscia A > 0.

Dowd6d wlasnosci przedstawionych w Propozycji 3.15 pozostawiamy jako é¢wiczenia domowe. Dowod
odwrotnej charakteryzacji nosi czasami w literaturze nazwe charakteryzacji Watanabe, dowdd mozna
znalezé np. w [Bré75]. Podobnie jak Ruch Browna, proces Poissona w pewnym sensie jest unikalny,
tzn. jest on jedynym procesem zliczajacym, ktérego przyrosty sa stacjonarne, niezalezne i maja
jednostkowe skoki), zob. [App09, Twierdzenie 2.2.13].

Na koniec tego rozdziatu przedstawmy inny przyktad procesu, zwiazanego z procesem Poissona,
tzw. zlozonego procesu Poissona.

Definicja 3.16 (Zlozony proces Poissona). Niech T = R,. Proces stochastyczny L = (L¢)¢er
nazywamy zlozonym procesem Poissona z intensywnoscia A > 0, jezeli mozna go przedsta-
wié jako

Ny
Lt = Z Xi7
=1

gdzie N = (Ny)ier jest procesem Poissona z intensywnoscia A > 0, a X = (X;);en jest ciagiem
niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkltadzie takim, ze N oraz X sa niezalezne.

Latwo pokazaé, ze zlozony proces Poissona jest réwniez procesem Lévy’ego. Ponadto, jezeli proces
Lévy’ego jest przedziatami staly, jest on ztozonym procesem Poissona, a wiec klasa ta w pewnym
sensie opisuje procesy Lévy’ego, w ktorych wystepuja skoki. Nie charakteryzuje to jednak wszystkich
niecigglych proceséw Lévy’ego, np. takich dla ktéry miara Lévy’ego jest nieskoriczona, co opiszemy
w nastepnym podrozdziale.

3.3 Procesy Lévy’ego — miara skokéw i dekompozycja

Dla procesu Poissona rozwazalismy wielkosé i czestosé jego skokéw. Sprobujmy teraz sformalizowaé
pojecie skoku dla ogblnego procesu cadlag.

15¢7n. cigg jest Scisle rosnacy, jezeli jego wartosci sa skonczone
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Definicja 3.17 (Skoki procesu cadlag). Niech X = (X;)ier bedzie procesem cadlag. Wtedy
skok procesu X w chwili ¢t € T oznaczamy przez

AXt = Xt - Xt,;

gdzie X;_ to lewostronna granica procesu w chwili £.

Majac dany ogolny proces Lévy’ego i rozwazajac jego modyfikacje cadlag, mozemy chcieé¢ badac,
jak wygladaja jego skoki. W nastepnej definicji bedziemy uzywaé¢ By do oznaczenia wszystkich
zbioré6w Borelowskich na R, ktérych domkniecia nie zawierajg zera.

Definicja 3.18 (Losowa miara Poissona i miara skokow Lévy’ego). Niech X bedzie procesm
Lévy’ego typu cadlag. Wtedy

1) Losowa miara Poissona (lub miara skokéw) procesu X nazywamy odwzorowanie ITx : T x
By x 2 — N dane przez

x(t,U)(w) := Z Liax,evy(W); (3.4)

s:0<s<t

2) Miarg Lévy’ego procesu X nazywamy odwzorowanie vy : By — R dane przez

vx(U) == E[Ilx (1, U)]. (3.5)

Odzworowanie IIx (U, t) mierzy ile skokow o wielkosci ze zbioru U wystapito na przedziale czaso-
wym [0, t], podczas gdy vx(U) mierzy $rednia intensywnosé¢ skokow o wielkosci ze zbioru U, ktore
nastapily w unormowanym przedziale [0, 1]. Warto podkresli¢, ze wartos¢ IIx jest (p.n,) skoriczona
dla kazdego U € By oraz t € T co wynika z wtasnosci cadlag.

Propozycja 3.19. Niech X bedzie procesem Lévy’ego typu cadlig. Wtedy odwzorowanie I1x
jest skonczone.

Dowdd. Ustalmy U € By. Niech 77 := inf{t > 0: AX; € U}. Poniewaz U jest oddzielone od zera,
wiec istnieje € > 0 taki, ze dla kazdego u € U zachodzi u > €. Wykorzystujac prawostronna ciagtosé
X wiemy tez, ze lim,_,q+ Xy = Xo = 0, z czego wynika, ze 77 > 0 (p.n.). Dla n € N, mozemy teraz
zdefiniowaé rekurencyjnie zadany ciag

The1 =inf{t >0: AXy, € U oraz t > T),}.

Rozumujac podobnie jak poprzednio dostajemy, ze T;,+1 > T,. Aby zakonczy¢ dowod, wystarczy
wiec pokazaé, ze dla n — oo zachodzi T,, — oo (p.n.), tj. czas dazy do nieskoriczonosci, gdy
zwiekszamy liczbe skokéw. Zatézmy, ze tak nie jest. Istnieje wtedy zbiér dodatniej miary D taki, ze
dla kazdego w € D zachodzi T),(w) — T, (n — o0), gdzie T, < oo jest jakas stata. Wynika stad, ze
dla ustalonego w € D oraz T,, < oo granica lim, T X;(w) nie moze istnie¢, co przeczy wlasnosci
cadlag. O

Pokazmy teraz zwiazek miedzy losowa miara Poissona i miara Lévy’ego oraz procesem Poissona;
dowod Propozycji 3.20 mozna znalezé w [App09, Twierdzenie Theorem 2.3.5].
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Propozycja 3.20. Niech X bedzie procesm Lévy’ego typu cédlag. Wtedy, dla ustalonego
U € By, proces NXU = (NtX’U)teT dany przez

NV (w) = Ty (1, U) (w),

jest procesem Poissona o intensywnosci A = vx (U).

W szczegolnoscei, jezeli X jest procem Poissona z intensywnoscia A > 0, oraz 1 € U, wtedy dostajemy
IIx(t,U) = X oraz vx(U) = A.

Okazuje sie, ze mozna dokonaé¢ dekompozycji procesu Lévy’ego na czesé ciagla, oraz odpowiednie
czesei skokowe. Przedstawmy teraz ten fakt bez dowodu, zob. [App09, Twierdzenie 2.4.16].

Twierdzenie 3.21 (Dekompozycja Lévy’ego—1td). Niech X bedzie procesm Lévy’ego typu
cadlag. Wtedy

Xt—bt—l-UWt-i-/

ull(t, du) + / ull(t, du),
{lul<1}

{lul>1}

gdziebe R, c e Ry, W = (Wi)ter jest ruchem Browna, IT jest pewna losowa miara Poissona,
niezalezna od W, a II(dt,du) = II(dt,du) — v(dz)dt jest tzw. skompensowana losowa miara
Poissona, gdzie v jest miara Lévy’ego zdefiniowana jak w (3.5).

Twierdzenie 3.21 mowi nam, ze kazdy proces Lévy’ego mozna zdekomponowaé na: (1) determini-
stryczny dryf; (2) przeskalowany ruch Browna modelujacy ciagta czesé procesu; (3) skompensowany
uogolniony Proces Poissona, tj. proces o przeliczalnej ilosci skokow, ktorych wielkosé jest gory ogra-
niczone, ktory to proces jest jednocze$nie martyngatem (dzieki kompensacji); (4) zlozony proces
Poissona modelujacy duze skoki (przekraczajace 1). Po wiecej informacji na ten temat odsytamy
do [App09, Rozdzial 2.4|. Warto przy okazji wspomnie¢, ze charakterystyki procesu Lévy’ego sa
okreslone jednoznacznie przez parametr dryfu (b), zmiennos¢ czesci ciaglej (o) oraz miare Levy’ego

(vx), zob. [App09, Wniosek 2.4.21].

3.4 Procesy Markowa

W poprzednich podrozdziatach rozwazaliSmy réowne przyktady proceséw Levy’ego, ktérych kon-
strukcja byta oparta o niezalezno$é i stacjonarnosé przyrostéw. Procesy te byly konstruowane w ten
sposob, ze w kazdym punkcie czasu wystarczyto dysponowaé informacja o biezacej wartosci procesu,
aby moéc konstruowaé przyszte realizacje, czy prognozowaé przyszta warto$é procesu. Wiasnosé ta
w literaturze czesto nosi nazwe wtasnosci Markowa. Skupimy sie na oméwieniu tej wlasnosci w cza-
sie cigglym. Definicje podane w tym rozdziale mozna w tatwy sposéb przenie$¢ na czas dyskretny.
Dyskretne procesy (tancuchy) Markowa i ich wlasnosci powinny zosta¢ oméwione na innym kursie.

Definicja 3.22 (Wtasnos¢ Markowa). Niech T = R oraz niech X = (X;);er bedzie procesem
F-adaptowalnym. Méwimy, ze X spelnia wlasno$é Markowa (wzgledem F) jezeli dla kazdego
A € B(R) oraz s,t € T, takich, ze t > s, zachodzi

PX; € A| F.]=P[X, € A| X,.°

“Jezeli filtracja nie jest wcze$niej zadana, to przyjmuje sie naturalng filtracje procesu X.




41

Czasami w literaturze mozna spotkaé stwierdzenie, ze proces X, ktéry spetnia wtasnosé Markowa
jest procesem Markowa. W tym wyktadzie proces markowa bedziemy jednak definiowaé sie w
oparciu o tzw. funkcje przejscia (w czasie dyskretnym byla to tzw. macierz przejscia); zwiazek
miedzy tymi definicjami wyjasni sie wkrétce. Zanim podamy formalng definicje procesu Markowa,
zdefiniujmy kilka przydatnych poje¢. Dla uproszczenia, rozwazamy jednowymiarowy przypadek oraz
proces przyjmujacy wartosci w (R, B(R)); wiekszo$¢ poje¢ mozna stosunkowo latwo przenies¢ na
przypadek wielowymiarowy i inne przestrzenie.

Definicja 3.23 (Prawdopodobienstwo przejscia). Ustalmy ¢,s € T takie, ze t > s. Wtedy
prawdopodobienstwem przejScia (z chwili s do chwili ¢) nazywamy odwzorowanie

Pos: R x B(R) — [0,1]
takie, ze
e dla kazdego € R odwzorowanie A — Ps;(x, A) jest miarg probabilistyczna na (R, B(R));

e dla kazdego A € B(R) odwzorowanie x — Ps(x, A) jest mierzalne.

Dla s = 0, prawdopodobienistwo przejicia (do chwili ¢) bedziemy oznaczac jako P, := Py .

Idea stojaca ze definicja prawdopodobieristwa przejscia jest intuicyjna: dla kazdych dwoch punk-
tow s 1t cheieliby$Smy zna¢ prawdopodobieristwo znalezienia sie w chwili ¢ w zbiorze A przy zalozeniu,
ze w chwili s byliémy w stanie pewnym stanie . Innymi stowy chcemy znaé¢ zachowanie procesu w
chwili ¢ przy zalozeniu, Ze wystartowal on z punktu = (w czasie s). W celu ujednolicenia notacji dla
kazdego t € T definiujemy roéwniez prawdopodobienistwo przejscia P ¢, ktore jest zadane jako

Ptt(m,A) = ]l{x}(A) (36)

Aby w pelni opisa¢ ewolucje procesu potrzebowalibysmy cala rodzine prawdopodobienistw przej-
$cia dla wszystkich czaséow t,s € T. Dla uproszczenia, skupimy sie na przypadku jednorodnymi,
czyli takim w ktory prawdopodobienstwa przejscia (z chwil s do chwil ¢) zalezaly tylko od po-
wiazanych przyrostéw ¢t — s. Innymi slowy, chcemy, aby dla kazdego ¢ > 0 oraz h > 0 zachodzita
réwnos¢ Py = Py ¢4n. W takim przypadku, aby opisa¢ ewolucj¢ procesu, wystarczy rozwazy¢ rodzi-
ne¢ prawdopodobietistw przejscia (Pi)ier, gdzie P, = Py Od teraz ograniczymy si¢ do przypadku
jednorodnego i bedziemy uzywaé uproszczonej notacji.'6

Zanim zdefiniujemy tzw. funkcje przejécia, ktéra bedzie zbiorem prawdopodobienistw przejscia,
wprowadzmy podstawowsg notacje uzywang w teorii proceséw Markowa, ktéora pozwala nam patrzeé
na zadane prawdopodobienistwo przejscia jak na operator. Niech C(R) bedziemy oznaczaé przestrzen
wszyskich ograniczonych i mierzalnych funkcji f : R — R. Traktujac prawdopodobienistwo przejscia
P, jako operator, dla kazdej funkcji f € C(R) oraz = € R definiujemy

Pf(z) = /R F () Po(a, dy) 17

Majac dane P; oraz Ps; mozemy rozwazy¢ takze ich ztozenia. Dla kazdego f € C(R) oraz = € R
definiujemy ztozenie P; oraz P; jako

PP f(x) = /R /R £(2)Pu(y, d2) Po(z, dy),

167Zatozenie to w istocie nie jest zbyt restrykcyjne — majac dany niejednorodny w czasie proces Markowa, mozna
zdefiniowaé nowy dwuwymiarowy proces stochastyczny ((¢, X¢)):er, ktory bedzie jednorodny.
17Zatozylismy, ze Pi(x,-) jest miara, wicc definicja jest dobrze postawiona

w8

w9
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i uzywamy P;P; do oznaczenia uzyskanego w ten sposdéb prawdopodobienistwa przejscia. Warto
tutaj zauwazy¢, ze Pf € C(R) dla f € C(R), wiec operator ten przeksztalca funkcja mierzalne
i ograniczone w funkcje mierzalne i ograniczone. Mozemy teraz zdefiniowaé¢ jednorodna w czasie
funkcje przejscia

Definicja 3.24 (Funkcja przejscia). Jednorodna w czasie funkcja przejscia bedziemy nazy-
wac rodzine prawdopodobienstw przejscia P := (P;)¢er takich, ze dla kazdego ¢, s € T zachodzi

PP, = Py (3.7)

Wilasnosé (3.7) w literaturze zazwyczaj nazywa sie rownaniem Chapmana-Kotmorogowa. Réwnanie
to zapewnia zgodno$¢ w czasie ewolucji procesu, co mozna wyrazi¢ w jezyku warunkowych wartosci
oczekiwanych i powiazanego prawa wiezy. Aby moéwié wiec o funkcji przejscia, rodzina prawdopodo-
bieristwa przejscia (P;) e musi spelnia¢ warunki z Definicji 3.23, Warunek (3.6) oraz Warunek (3.7).
Zanim przejdziemy to wytlumaczenia zwigzku miedzy funkcja przejscia, a ogolna definicja procesu
markowa, zdefiniujmy co rozumiemy przez Proces Markowa z funkcja przejscia.

Definicja 3.25 (Proces Markowa z funkcja przejscia). Niech X bedzie F-adaptowalnym pro-
cesem stochastycznym. Moéwimy, ze proces X jest procesem Markowa z funkcja przejscia
P (wzgledem filtracji F) jezeli dla kazdego f € C(R) oraz t,s € T, takich, ze t > s, zachodzi

E[f(Xt)|-FS] = Ptfsf(Xs)- (38)

Z Definicji 3.25 widaé¢ w szczegolnosci dlaczego spetnianie réwnania Chapmana-Kolmorogowa jest
wymagane dla zgodnosci w czasie. Dla procesu z Definicji 3.25, z prawa wiezy, dla dowolnych ¢, s, u €
T, dostajemy

E[ (Xt+s+u)|]'—]

E[ [ (Xt+s+u)’]:t+u]|]:u]
B[P f(Xitu) [ Ful

PP, f(X,).

Pt+sf(Xu)

Proces X bedziemy nazywaé tez skrotowo procesem Markowa, jezeli jest on procesem Markowa
dla pewnej funkcji przejscia i swojej naturalnej filtracji. W istocie klasa tych proceséw sprowadza
sie do klasy procesow spelniajacych wlasnos¢ Markowa (Definicja 3.22).

Propozycja 3.26 (Proces Markowa a wlasno$¢ Markowa). Niech X bedzie procesem Markowa
z funkcja przejscia P. Wtedy X spelnia wlasno$é Markowa.

Dowdd. Niech F = FX. Ustalmy ¢, s € T takie, ze t > s oraz A € B(R). Niech f € C(R) bedzie dana
przez f(z) := Lyca). Korzystajac z (3.8) dostajemy dwie rownosci

P[Xt €A | -Fs] = E“{X,«,EA}’-FS] = E[f(Xt)“Fs] = Pt—sf(Xs) = Pt—s(Xs’A)
P[Xt €A ’ XS] - E[E[l{XteA}U:SHXS] - E[Pt—S(X&A)’XS] = Pt_S(XS,A),

ktore koncza dowod. O
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Dla przestrzeni Borelowskich implikacja w druga strone jest rowniez prawdziwa, tj. jezeli proces
X speklia wlasnosé Markowa, to istnieje funkcja przejscia taka, ze X jest procesem Markowa dla tej
funkcji przejscia. Doktadne wyjasnienie tego faktu wykracza jednak poza material tego wyktadu,
zob. [App09, Rozdziat 3.1]. W zwiazku z tym w literaturze pojecie wtasnosci Markowa oraz procesu
Markowa sa czesto ze sobg utozsamiane, co bedziemy réwniez robi¢ w dalszej czesci tego wyktadu.
Mozna pokazaé¢ rowniez, ze procesy Lévy’ego sa procesami Markowa.

Propozycja 3.27 (Proces Lévy’ego jest procesem Markowa). Niech X bedzie procesem Lévy’ego
typu cadlag. Wtedy X jest procesem Markowa.

Dowo6d Propozycji 3.27 mozna znalezé w [App09, Rozdziat 3.1]. Przypominajac, ze przyrosty
procesu Lévy’ego sa stacjonarne i niezalezne, funkcje przejécia dla procesu Lévy’ego mozna w istocie
zadaé poprzez

Pz, A) :=P[Xys € Al X5 = 2,

dlat €T, z € R, A € B(R) oraz pewnego (dowolnego) s > 0. W praktyce jednak bardzo trudno
jest uzyska¢ jawny wzor na funkcje przejscia P;. Zazwyczaj definiuje sie ja w oparciu o rozwiazanie
réwnania rézniczkowego w ktérym zamiast prawdopodobienistwa przejécia podaje sie tzw. generator
infinityzymalny. Dokladne omoéwienie tego tematu wykracza jednak poza material tego wyktadu,
zob. [App09, Rozdzial 3.2.]. Z Propozycji 3.27 wynika w szczegdlnosci, ze zaré6wno ruch Browna, jak
i proces Poissona sa procesami Markowa.

Na koniec tego rozdzialu pokazmy, ze majac zadana funkcje przejscia, jesteSmy w stanie skon-
struowa¢ powiazany proces Markowa. Dla uproszczenia, zalézmy, ze poczatkowy stan procesu (w
chwili 0) jest ustalony; punkt startowy mozna w tatwy sposob zamieni¢ na rozklad poczatkowy.

Twierdzenie 3.28 (O istnieniu procesu Markowa). Niech T = Ry oraz niech (Q,F) =
(RT, B(RT). Niech X = (X;)ser bedzie kanonicznym procesm stochastycznym, tj. niech X; :
Q — R bedzie zadany przez X;(w) = w(t), oraz niech F = FX. Wtedy, dla kazdej funkcji
przejsci P oraz punktu startowego x € R istnieje miara probabilistyczna P na (2, F) taka, ze
X jest procesem Markowa z funkcja przejscia P o poczatkowym stanie x.

Dowo6d Twierdzenie 3.28 wykorzystuje znane nam juz Twierdzenie Kolmogorowa o rozktadach zgod-
nych, zob. Twierdzenie 2.13. Pelny dowod Twierdzenia 3.28 mozna znalezé w [App09, Twierdzenie
3.1.7]. Warto tez zauwazy¢, ze jezeli mamy dwa procesy o tym samym stanie poczatkowym oraz
tych samych funkcjach przejscia, to ich rozklady skoriczenie wymiarowe sg sobie rowne; dowod tego
faktu pozostawiamy jako ¢wiczenie domowe.

4 Wazne klasy proceséw stochastycznych w czasie dyskretnym

W rozdziale tym przedstawimy pewne klasy proceséw stochastycznych, ktére przydaja sie do mo-
delowania wielu zjawisk w czasie dyskretnym. Poniewaz wyktad ten skupiony jest w gtéwnej mierze
na czasie ciggltym, wiec przedstawimy tylko ogélne idee.

4.1 FLancuchy Markowa

W Rozdziale 3.4 wprowadziliémy ogdlng klase proceséw Markowa. W przypadku, gdy czas jest dys-
kretny, np. T := N procesy Markowa czesto nazywa sie taricuchami Markowa. W dodatku tym omo-
wimy podstawowe wtasnosci taricuchow Markowa oraz wprowadzimy rézne charakterystyki stanéw,
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skupiajac sie na sytuacji, gdy liczba stanéw procesu jest skoniczona lub przeliczalna. Dla uproszcze-
nia zaktadamy, ze T := N i bedziemy uzywaé¢ n € N do uzywania n-tej wartosci procesu. Bedziemy
rowniez zaktadac, ze nasz proces przyjmuje wartosci na skoriczonej (lub przeliczalnej) przestrzeni
E, nazywanej czesto przestrzeniq standw, tj. dla n € N mamy X,, : Q@ — E. Przez p;;(k)bedziemy
rozumie¢ prawdopodobienstwo przejscia ze stanu i € E do stanu j € E w k € N krokach. Czesto
bedziemy tez uzywaé uproszczonego zapisu p;; := p;;(1).

W przypadku (jednorodnego) tanicucha Markowa zamiast rozwazaé funkcje przejscia dla réznych
dtugodci krokéw wystarczy zdefiniowaé ewolucje systemu w jednym kroku, por. Definicja 3.24. W
przypadku, gdy mamy do czynienia z dyskretna przestrzenia stanéw, mozna to zrobi¢ przy pomocy
tzw. macierzy stochastycznej.

4.1.1 Definicja i podstawowe wlasnosci

Zacznijmy od formalne definicji macierzy stochastycznej.

Definicja 4.1 (Macierz stochastyczna). Macierz P = [p;;](; j)e Ex p Nazywamy macierza sto-
chastyczna, jezeli dla i, j € E zachodzi p;; € [0,1] oraz ZjeE pij = 1.

Majac dang macierz stochastyczna w ktorej p;; zadane nam prawdopodobieristwo przejscia ze
stanu ¢ € E do stanu j € F w jednym kroku jesteSmy gotowi na formalna definicje farnicucha
Markowa.

Definicja 4.2 (Lancuch Markowa). Niech X = (X,,)nen bedzie pr. stochastycznym o warto-
sciach w . Méwimy, ze proces X jest lanncuchem Markowa z macierza przejscia P jezeli
dla kazdego n € N oraz 4,j € E zachodzi P[X, 41 = j|X,, = i| = p;; oraz X spelnia wlasnosc
Markowa.

4j. P[Xnt1 = §|1Xn = ,Xn-1 = an-1,..., X0 = ao] = P[Xny1 = j|Xn = i] dla dowolnego ciagu
(ao,...,an-1,1) € E"*1 takiego, ze PX, =i, Xn-1=an-1,...,X0 = ao] > 0.

W tancuchu Markowa X wyrdzniamy zmienng Xj, ktora odpowiada wartosci poczatkowej (lub
rozktadowi poczatkowemu). Oczywiscie dla taricuchow Markowa wlasnosé Markowa mozna réwno-
waznie sformutowaé jako

P[Xn+1|Xn7 ceey XO] - an]7

gdzie px, ; = P[X, 11 = j|X,]. Latwo tez zauwazy¢, ze Definicja 4.2 jest w istocie analogiczna do
Definicji 3.25, lecz w przypadku dyskretnym nie ma potrzeby operowania na funkcjach testowych.

Propozycja 4.3 (Laricuch Markowa a funkcje testowe). Niech X bedzie taricuchem Markowa
z macierza przejscia P. Wtedy dla kazdej f € C(E) oraz n € N zachodzi

E[f (Xns1)[ X0, - Xn] = D F(7)Px0i-

JjeEE

Dowdd. Ustalmy n € N oraz niech F,, = 0(Xo, ..., X,). Dostajemy

E[f(Xn )| Fal = Y Ellx, ey FOFal = D FOPXnsr = §|1Fa] =D F()px,s-

jeEE jeEE jeEE
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Oczywiscie mnozac ze soba macierz P dostajemy macierze stochastyczne odpowiadajace wiecej niz
jednemu krokowi w czasie, dla ktérych automatycznie spetniony jest dyskretny odpowiednik réwnan
Chapmana-Kolmogorowa, zob. Definicja 3.24. Dla k € N elementy macierzy P* bedziemy oznaczaé
przez [pij (k)] j)eEx E> @ sama macierz nazywa¢ macierzq przejécia w k krokach.

Propozycja 4.4 (Macierz przejscia w k krokach i réwnania Chapmana-Kolmogorowa). Niech
X bedzie taicuchem Markowa z macierza przejscia P. Wtedy dla n,k € N zachodzi p;j(k) =

P Xk = Xy = d] oraz pij(k +n) = > cppa(k)piy(n).

Dow6d Propozycji 4.4 pozostawiamy jako proste ¢wiczenie do domu. Oczywiscie, podobnie jak
w Twierdzeniu 3.28 mozna pokazaé¢ istnienie tanicucha Markowa. Sformutujmy teraz bez dowodu
odpowiednie twierdzenie dla (co najwyzej) przeliczalnej przestrzeni stanow E.

Twierdzenie 4.5 (O istnieniu laiicucha Markowa). Niech E bedzie dyskretnym zbiorem sta-
néw, P powiazang macierza stochastyczna, a m pewnym rozkladem probabilistycznym na E.
Wtedy istnieje przestrzen probabilistyczna i okreslony na niej proces stochastyczny X, taki, ze
X jest tancuchem Markowa o macierzy przejécia P i rozktadzie poczatkowym .

Pelny dowdd Twierdzenia 4.5 mozna znalezé w [Bil12, Twierdzenie 8.1]

4.1.2 Klasyfikacja stanéw

W przypadku tanicuchéw Markowa czesto dokonuje sie tzw. klasyfikacji stanéw, aby lepiej zrozumieé
dynamike procesu stochastycznego. Bedziemy uzywaé oznaczen

pij(n) = P[X,, = j|Xo = 1]

fij(n) = P[Xn = j, X1 # J,..., X1 # j| Xo =1].
mi =3 o2y nfi(n).
d; == NWD{n >1: p;;(n) > 0}

Oczywiscie p;;j(n) oznacza prawdopodobieristwo przejscia ze stanu ¢ € E do stanu j € E wn € N
krokach f;j(n) oznacza prawdopodobienistwo zdarzenia w ktorym startujac ze stanu i € E osiggamy
stan j € E po raz pierwszy w n € N krokach, m; to éredni czas powrotu do stanu ¢ € E, a d;
odpowiada za tzw. okresowosé stanu. Dla stanéw ¢, j € E bedziemy mowié, ze: stan j jest osiggalny
ze stanu i jezeli p;;(n) > 0 dla pewnego n € N; stany 4,j sie komunikujg jezeli sa wzajemnie
osiagalne. Zbiér Stanow S C F nazywamy zamknietym jezeli dla ¢ € S oraz j € S, stan j nie jest
osiaggalny ze stanu i. Laricuch nazywamy nieredukowalnym (lub nieprzywiedinym), jesli wszystkie
stany komunikuja sie ze soba. Uzywajac powyzszych oznaczen zdefiniujmy pewne klasy stanow.
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Definicja 4.6 (Klasyfikacja stanow). Niech X bedzie jednorodnym taricuchem Markowa z
macierza przejscia P. Wtedy, stan ¢ € E nazywamy

1) powracajgcym, gdy P[X,, =i dla pewnego n > 1| Xy =i] = 1;

2) przechodnim, gdy P[X, =i dla pewnego n > 1|Xy =] < 1;

3) pochtaniajgcym, jezeli zbior {i} jest zamkniety.

W

niezerowym, gdy jest powracajacy oraz m; < o0;

t

(=)

okresowym, gdy d(i) > 1 ()

~J

)

)

)

)

) zerowym, gdy nie jest niezerowy;
)

) nieokresowym, gdy d(i) = 1;

)

8) ergodycznym, gdy jest powracajacy, niezerowy i nieokresowy.

W nieredukowalnym taiicuchu Markowa albo wszystkie stany sa okresowe i maja wspoélny okres,
albo zaden ze stanéw nie jest okresowy. W pierwszym z tych przypadkéw moéwimy, ze taricuch
Markowa jest okresowy, a jego okresem jest okres kazdego jego stanu. W drugim przypadku méwimy,
ze tancuch jest nieokresowy.

4.1.3 Rozklad stacjonarny i twierdzenie ergodyczne

Rozktad stacjonarny, to taki rozktad, ktory sie nie zmienia, gdy zadzialamy na niego operatorem
przejscia, przedstawmy teraz jego formalna definicje.

Definicja 4.7 (Rozklad stacjonarny). Niech E bedzie zbiorem stanoéw, a P powiazana macierza
stochastyczng. Rozklad (miare) m na E nazywamy stacjonarnym (lub niezmienniczym), jezeli
zachodzi ré6wnosé

TP =mr.°

“Innymi slowy, startujac z rozkladu 7 po jednym kroku rozktad si¢ nie zmieni; dla wszystkich j € E zachodzi
Dicp TiPij = Tj-

Jednym z wazniejszych twierdzen zwiagzanych z tanicuchami Markowa (dla skoriczonej liczby
stanow) jest tzw. Twierdzenie ergodyczne.

Twierdzenie 4.8 (Twierdzenie ergodyczne). Niech X bedzie taricuchem Markowa okreslonym
na skonczonej przestrzeni stanéw. Zalézmy, ze tanicuch ten jest nieredukowalny oraz nieokreso-
wy. Wtedy istnieje (doktadnie jeden) rozklad stacjonarny 7 na E. Dodatkowo, rozklad ten jest
ergodyczny, tzn. dla ¢, j € E zachodzi

lim pij(n) = ;.

Dowod Twierdzenia 4.8 mozna znalezé w [Bil12, Twierdzenie 8.9
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4.2 Procesy typu ARMA

Wiele proceséw stochastycznych mozna konstruowaé wychodzac od tzw. bialego szumu, a nastepnie
komplikujac jego dynamike poprzez okreslenie struktury zaleznosci w czasie. Dla uproszczenia, w
rozdziale tym bedziemy zakladaé, ze T = Z i nie podawaé¢ wartosci startowej procesu.

Definicja 4.9 (Bialy szum). Niech T = Z. Proces stochastyczny € = (€;)ier nazywamy bia-
lym szumem, jezeli jest on stabo stacjonarnym, liniowo nieskorelowanym procesem o zerowej
sredniej, tj. dla t € Z, j € N oraz pewnego parametru o > 0 zachodzi E[e;] = 0 oraz

o? j=0,

Covle, 5] = {0 P20

Najprostszym przyktadem bialego szumu jest ciag niezaleznych od siebie zmiennych losowych o tym
samym rozktadzie, zerowej $redniej i skoriczonej (Scisle dodatniej) wariancji. Wychodzac od procesu
bedacego bialym szumem mozna budowaé wiele réznych typéw proceséw. Przedstawmy teraz kilka
popularnych przyktadéw tzw. proceséw liniowych.

Pierwsza klase proceséw konstruuje sie poprzez uwzglednienie poprzednich wartosci procesu w
jego biezacej wartosci.

Definicja 4.10 (Proces typu AR). Niech T = Z oraz p € N. Proces stochastyczny X = (X;)¢er
nazywamy procesem autoregresyjnym rzedu p lub procesem typu AR(p) jezeli mozna
go przedstawi¢ w postaci

Xe=p1Xp 1+ +0p Xy p + €y

gdzie € = (& )ier jest bialym szumem, (¢1,...,¢,) € RP, oraz ¢, # 0.

Zazwyczaj (dodatkowo) wymaga si¢ aby wspotezynniki proces AR(p) spelialy warunki impliku-
jace stacjonarnosé (oraz skonczona srednia i odchylenie procesu). Warunek konieczny i wystarczajacy
zwigzany jest z pierwiastkami rownania (tzw. funkcji charakterystycznej) zadanego przez

aP — praPt - — Pp—12 — ¢p = 0. (4.1)

Mowiac $cislej wymagamy, aby pierwiastki (potencjalnie zespolone) powyzszego réwnania lezaly
wewnatrz okregu jednostkowego, zob. [Hay00, Propozycja 6.4].
Druga klase proceséw mozna skonstruowaé poprzez uwzglednienie poprzednich wartosci szumu.

Definicja 4.11 (Proces typu MA). Niech T = Z oraz q € N. Proces stochastyczny X = (X;)er
nazywamy procesem Sredniej ruchomej rzedu ¢ lub procesem typu MA(q) jezeli mozna
go przedstawi¢ w postaci

Xt = 916751 + ...+ 9qet,q + €t,

gdzie € = (& )ser jest biatym szumem (61, ...,6,) € R?, oraz 6, # 0.

Procesy typu MA(q) sa zawsze procesami stacjonarnymi.
Poprzednie dwie klasy czesto taczy sie jedng klase proceséw i nazywa procesami ARMA.
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Definicja 4.12 (Proces typu ARMA). Niech T = Z oraz p,q € N. Proces stochastyczny
X = (X}t)ter nazywamy procesem typu ARMA (p,q) jezeli mozna go przedstawi¢ w postaci

X =1 Xp1+ ...+ 0pXip + 016, + ..+ Oy g + €,

gdzie € = (e)ser jest bialym szumem, (¢1, ..., ¢p,01,...,04) € RPTI ¢, # 0 oraz 6, # 0.

Wiecej na temat proceséw typu ARMA i ich ekonometrycznych zastosowan mozna znalezé np.
w ksiazce [Hay00].

4.3 Procesy typu ARCH i GARCH

Rozwazmy teraz klase proceséw stochastycznych w ktéry zmiennosé procesu w danej chwili zalezy
od przesztych realizacji procesu i jest wyrazona rownaniem rekurencyjnym

Definicja 4.13 (Proces typu ARCH). Niech T = Z oraz p € N. Proces stochastyczny X =
(Xt)teT nazywamy procesem autoregresji z heteroskedastycznosciag warunkowsa rzedu
p lub procesem typu ARCH(p) jezeli mozna go przedstawi¢ w postaci

Xi = o€y,
_ 2 2
O = /Wt 1€, 4 +...+ozpet7p

gdzie € = (e)ser jest bialym szumem (o, ..., ap) € RY, oraz w > 0.

Warto zauwazy¢, ze w definicji procesu ARCH(p) dla dowolnej chwili ¢ € T zmienna losowa oy jest
Fi-1, gdzie F = (F})ter oznacza naturalng filtracje procesu X. Proces X mozna wiec traktowaé jako
modyfikacje biatego szumu, w ktorej warunkowa wariancja procesu jest zmienna w czasie. Podobnie
jak wczesniej, mozemy tez dopuscié¢ sytuacje, w ktorej warunkowa wariancja zalezy od poprzednich
wartodci procesu, tj. poprzednich warunkowych wariancji.

Definicja 4.14 (Proces typu GARCH). Niech T = Z oraz p,q € N. Proces stochastyczny
X = (Xt)ter nazywamy uogdlnionym procesem autoregresji z heteroskedastycznoscia
warunkowsg rzedu (p,q) lub procesem typu GARCH(p,q) jezeli mozna go przedstawi¢ w
postaci

Xt = o€y,
o = \/w +(aref  + .+t ) + (Brof | + ..+ Beoi )

gdzie € = (e)ser jest bialym szumem (a1, ..., ap, b1, ..., 3¢) € RPTY, oraz w > 0.

Podobnie jak wczesniej zazwyczaj wymaga sie, aby wspotczynniki procesu spetniaty wlasnosci powo-
dujace, ze bedziemy mieli kontrole nad procesem (np. bedzie istniata dtugookresowa bezwarunkowa
wariancja procesu). Zazwyczaj wymagamy aby wspotczynniki sumowaly sie do liczby mniejszej od
1. Wiecej na temat procesow typu GARCH i ich praktycznych zastosowari mozna znalezé np. w
ksiazce [Ale09).
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5 Calka stochastyczna 1to

W rozdzialem pokazemy, jak zdefiniowaé catke stochastyczng z procesu stochastycznego wzgledem
zadanego ruchu Browna W, tj. nada¢ sens wyrazeniu

t
/XdeS, t>0. (5.1)
0

Na pierwszy rzut oka mozna by sprobowaé zdefiniowaé catke (5.1) korzystajac z klasycznych method,
np. dla kazdego w € 2 zdefiniowaé (5.1) jako calke Lebesgue’a-Stieltjesa. Niestety z Propozycji 3.8
wynika, ze ruch Browna ma nieskoriczone wahanie na dowolnym przedziale czasu, co uniemozliwia
tego typu konstrukcje.

O ile konstrukcja catki stochastycznej It6 w wielu miejscach przypomina klasyczna konstrukcje
calki, o tyle w kilku miejscach istotnie sie od niej rézni. Gtéwng réznica w konstrukeji jest fakt, ze
nie mozemy wybraé¢ dowolnego punktu z wczesniej ustalonej partycji i p6zniej przejsé do granicy po
podziatach (zmniejszajac ich dtugosc). Okazuje si¢ jednak, ze gdy wezmiemy jaki$ ustalony punkt,
w tym wypadku lewy koniec przedzialy, to definicja taka bedzie dobrze postawiona co pokazemy w
dalszej czesci tego rozdziatu.'®

Podobnie jak w przypadku klasycznym zaczniemy od definicji catki stochastycznej po procesach
prostych, ktoére sg naturalnym odpowiednikiem funkcji prostych dla proceséw. Nastepnie bedziemy
rozszerzaé definicje na inne procesy.

W rozdziale tym bedziemy zakladaé¢, ze czas jest ciggly, tj. T = Ry, a zadana filtracja F jest
filtracja generowana przez ustalony z gory ruch Browna W = (W)ser, tj. F = F. Dla uproszczenie
skupimy sie definicji catki na przedziale [0,t). Definicje ta tatwo rozszerzy¢ do dowolnego innego
przedzialu biorac na przyktad réznice miedzy catkami.

5.1 Calka Ito z procesu prostego

Procesy proste sa naturalnym rozszerzenie funkcji prostych.

Definicja 5.1 (Proces prosty). Proces stochastyczny & = (&;)ier nazywamy (prognozowal-
nym) procesem prostym jezeli mozemy go przedstawi¢ jako

n—1

&= 2Ly (1) + Y ZiLigy i) (8), 20, (5.2)
=0

gdzie Z jest Fgp—mierzalnag zmienng losowa, ciag punktéw 0 =g < t; < ... < t, < 0o jest Scisle
rosnacy, n € N, a Z, dla k = 0,1,...,n, jest calkowalng z kwadratem F;, -mierzalng zmienng
losowa. Klase wszystkich proceséw prostych bedziemy oznaczaé przez P.¢

“Czasami w literaturze mozna spotka¢ ogolniejsza definicje procesu prostego nie zakladajaca jego calkowal-
noéci z kwadratem. W tym wykladzie bedziemy to jednak dla uproszczenia robié¢, gdyz dla takich proceséw
latwiej jest zdefiniowaé caltke stochastyczna.

Klasa procesow prostych (niekoniecznie catkowalnych z kwadratem) odpowiada klasie procesow
lewostronnie ciagltych, adaptowanych. statych na przedziatach (tg,tx41], dla k = 1,...,n oraz row-
nych zero na przedziale (t,,00). Procesy te sa prognozowalne oraz generuja Pr, tzn prognozowalna

18W teorii mogliby$my tez wzia¢ inny ustalony punkt np. rodek przedzialu. Wtedy jednak dostaliby$my inny typ
calki stochastycznej, ktory w literaturze nazywa sie calka stochastyczna Stratonowicza (ang. Stratonovich integral).
Doktadna analiza tej catki wykracza jednak poza material tego wykladu; w zastosowaniach finansowych uzywa sie
gltownie catki Ito.
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o-algebre. Latwo réwniez zauwazy¢, ze klasa P jest domknieta wzgledem liniowych kombinacji i
mnozenia oraz, ze dla kazdej mierzalnej funkcji f proces f(§) jest rowniez procesem prostym. Zde-
finiujmy teraz caltke Itd z procesu prostego.

Definicja 5.2 (Calka Itd z procesu prostego). Niech £ € P. Wtedy catke Ité z procesu
prostego ¢ oznaczamy przez I(£) i definiujemy jako

n—1

16) = /0 T AW, =3 Zu(Wiy,, — W), (5.3)
k=0

gdzie ciag punktow (t3);_, oraz ciag zmiennych losowych (Zk)gié jest zadany w Definicji 5.1.
Dodatkowo, catke Itd z procesu prostego £ od chwili s € T do chwili ¢t € T, gdzie t > s,
oznaczmy przez I4(£) 1 definiujemy jako

t
L) = / €odW, = I(1j €)."

Dla s = 0 catke te bedziemy oznacza¢ skrotowo przez I;(€) := Ip(§).

“gdzie (1[0,4€)s = Ljo,4(s)és dla s €T

Zauwazmy, ze (I;(§)ieT jest procesem stochastycznym dla kazdego £ € P, a calka It6 (do chwili
t € T) jest zmienng losowa. Mozna w stosunkowo latwy sposob pokazaé, ze Definicja 5.2 jest
poprawnie postawiona, tzn. nie zalezy od konkretnej reprezentacji (5.2) procesu £ € P; dowdd
tego faktu pozostawiamy jako ¢éwiczenie do domu — wystarczy zauwazyé, ze dla kazdych dwoch
réznych podzialéw istnieje pod-podzial, ktory jest gestszy od kazdego z wyjsciowych podziatow.
Przedstawmy teraz podstawowe wlasnosci catki It6 dla proceséw prostych.

Twierdzenie 5.3 (Podstawowe wtasnosci catki Itd z procesow prostych). Niech & ¢ € P.
Wtedy

1. Dla o, B € R oraz t > 0 zachodzi I;(a€ + By) = ali(&) + BL(p).
2. Dla t > s > 0 zachodzi I1(§) = Is(§) + Is(§), gdzie I54(§) = I(1}54§).
3. Proces (I(§))ter ma ciagle trajektorie.

4. Proces (I;(€))ser jest calkowalnym z kwadratem martyngalem (wzgledem FB) takim ze

E[I,(€)] =0, teT. (5.4)

5. Proces (It(§))ier spetnia warunek izometrii Ito, tj. zachodzi réownosé

E[L;(¢))] = E [/Ot £2 ds} , teT. (5.5)

Dowdd. Dowod wlasnosci 1) oraz 2) pozostawiamy jako ¢wiczenie do domu; warto tutaj zauwazyc,
ze jezeli £, € P, to dla a, f € R mamy af + S € P.

w9
—
W10
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3) Zauwazmy, ze (skonczona) suma procesow o ciaglych trajektoriach jest procesem o ciaglych
trajektoriach. Wystarczy wiec pokazaé¢, ze kazdy skladnik sumy w (5.3) jest ciagly. Bez straty
ogolnosci wystarczy ograniczy¢ si¢ do k = 1, tzn. pokazaé, ze dla procesu £ = (& )wer danego przez

§ = Z11(y, 1y(1), teT, (5.6)

gdzie Z; jest JFi,-mierzalna zmienna losowa (catkowalna z kwadratem) oraz to > t; > 0, wyraze-
nie (I;(§))teT ma ciaglte trajektorie. Ciaglosé ta wynika bezposrednio z ciagtosei trajektorii ruchu
Browna. Istotnie, wprost z definicji, dla dowolnego t € T dostajemy proces o ciaglych trajektoriach
dany przez

0 t e [0, tl],
I(§) = § Z1(Wy = Wyy)  t € (t1,t2), (5.7)
Zl(WtQ — th) te [tg, OO)
4) Poniewaz suma martyngalow catkowalnych z kwadratem jest martyngatem catkowalnym z kwa-
dratem, mozemy bez straty ogolnosci zatozy¢, ze proces & = (& )ier jest postaci (5.6) i ograniczy¢
sie do pokazania wlasnosci dla (I4(§))ter. Po pierwsze, zauwazmy, ze proces ([¢(€))ter jest adapto-
wany do filtracji generowanej przez ruch Browna, gdyz zmienna Z; jest F;,—mierzalna. Po drugie,

proces ten jest calkowalny, gdyz dla kazdego t € T, zmienne I;(§) jest iloczynem dwoch zmiennych
catkowalnych z kwadratem. Pozostaje nam wiec pokazaé¢ warunek martyngatu tzn. warunek

E[L(§) | Fs] = (), t>s>0. (5.8)
Ustalmy s € T i rozwazmy trzy przypadki: (a) 0 < s <t1; (b) t; < s < tg; (c) s > ta.

(a) Przypadek 1: 0 < s < t;. W przypadku tym dostajemy I4(§) = 0. Jezeli ¢ < t1, to rownosé
w (5.8) jest spetniona, gdyz I;(§) = 0. Dla t € (t1,t2), korzystajac z (5.7) oraz zauwazajac, ze
Fs C Fi,, dostajemy

Dla t € [ta, 00) dowdd jest analogiczny, jak w przypadku ¢ € (1, t2).

(b) Przypadek 2: t; < s < tg. Niech t € (s,t2]. Korzystajac z (5.7), niezaleznosci przyrostow W
oraz tego, ze Z jest zmienng Fs—mierzalna, dostajemy

E[I(§) | Fs] = E[Z1(Wy — W) | Fs]
= Z1E[Wy — Wy, | Fs
= Z1E[(Wy — Ws) + (Ws — W) | F]
= Z1(Ws — Wy,)
= Is(&)

Dla t € [ta, 00) dowdd jest analogiczny, jak w przypadku t € (s, t2).

(c) Przypadek 3: s > to. W przypadku tym zachodzi I;(§) = I5(§), a wiec rownosé¢ (5.8) jest
spetniona.
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Laczac (a), (b) i (c) dostajemy dowod wlasnosci martyngatu. Pozostaje nam pokazaé (5.4), tj. ze
dla t > 0 zachodzi E[I;(£)] = 0. Bedziemy ponownie korzystaé¢ (bez straty ogolnosci) z uproszczonej
wersji procesu (5.6). Dla t < ¢; dostajemy I;(§) = 0, co daje nam natychmiast (5.4). Dla ¢ > ¢
dostajemy natomiast

E[L(§)] = E[E[L(E) | F1,]] = E[Z1E[Wint, — Wi, | F,]] = 0.

co konczy dowod (5.4).
5) Chcemy pokaza¢ warunek (5.5), tj. wlasnosé

i) = [ €as].

Niestety w tym przypadku nie wystarczy rozwazy¢ uproszczonego procesu zadanego w (5.4), gdyz
przeksztalcenie (-)? jest nieliniowe. Skorzystamy z pelnej reprezentacji procesu & € P przedstawionej
w (5.2), tj. zalozmy, ze

n—1
&t = Zl{o}(ﬂ + Z Zk]l(tk7tk+1](t)’
k=0

Niech t > 0 oraz M := {0,1,2,...,n — 1}. Rozwazmy trzy przypadki: (1) ¢t = 0; (2) t > t,; (3)
t € (0,ty,).

(a) Przypadek 1: t = 0. W przypadku tym mamy I;(§) = 0, wiec rownosé w (5.5) jest spelniona.

(b) Przypadek 2: t > t,. W przypadku tym zachodzi I,(€) = I(€) = Y02 Zk(Wiy,, — Wy, co
daje nam

E[It(E)Q] = Z E [ZJ'Zk(WtHl - Wtj)(Wtk+1 - Wtk)]

J,keM
= Z E [le(WtkH - Wtk)2] +2 Z E [ZjZk(Wth - Wtj)(WtkH - Wtk)] (5'9)
keM >k

J,keM

Dla ustalonych j,k € M, j > k, z niezaleznosci przyrostow procesu W dostajemy

E [ZjZk(Wth - Wtj)(Wtk+1 - Wtk)] =E [E [ZjZk(Wtj+1 - Wtj)(Wtk+1 - Wtk) ’ ]:tj]]
=E [ZjZk(Wtk+1 - Wy, )E [Wtj+1 - Wy | ]:tj]]
=E [ZjZk(Wtk+1 - Wtk)E [Wtj+1 - Wtj“
= 0. (5.10)

7 Propozycji 3.9 wiemy réwniez, ze dla dowolnego k € M zachodzi

E[(Wthrl B Wtk)2|]:tk] E[Wt21<+1 - 2Wtk+1Wtk + Wti | ]'—tk]
E[Wt21c+1 - Wti ’ ‘Ftk]
E[Wt2k+1 — g1 ’ ‘Ftk] + itk — Wt2k

= Wti — g+ tht1 — Wti

= tg41 — tk,
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co daje nam

D B[ Wiy =Wy "] = > E[E[ZE(Wa, = W) | Fy]]

keM keM
= Y E[Z2E [(Wy,, — Wi,)? | Fu,]]
keM
= Z E [Z}(tgs1 — th)] (5.11)
keM

Laczac (5.9), (5.10) oraz (5.11) dostajemy
n—1

E[L(£)*] = ZE (23 (tesr — th)] -
k=0

Zauwazajac nastepnie, ze dla t > t,, zachodzi

t t [n=1 n—1
/0 £2ds = / Z Zk (tstira] (8 ] ds = Z Zk/ Lty tp 4] (s) ds = Z Zi(tryr — ),
k=0

dostajemy ostatecznie E[I;(£)?] = E [fg €2 ds} , co konczy dowod tego przypadku.
(c) Przypadek 3:t € (0,t,). Wiemy, ze istnieje j € M takie, ze t € (t;,t;41], oraz zachodzi rownosé

E[;(€)’] =E [(Itj &) + Itj,t(‘£>)2]
=E [Itj (5)2} +2E [Itj (f)ltj,t(g)] +E [Itﬂ"t(g)Z] ) (5.12)

Zastandwmy sie teraz, ile wynosi kazdy sktadnik tej sumy. Postepujac podobnie, jak w poprzed-
nim przypadku, dla pierwszego sktadnika sumy dostajemy

2
E[I,(¢)*] =E [/ €2 ds] : (5.13)
0
Poniewaz (I;(§))ter jest martyngatem, tatwo obliczy¢ wartosé drugiego sktadnika, tj.

E [Itj(ﬁ)ftj,t(f)] =E[E [It ()11, 4(8) | F,]]
E [t () B [, 4( )|ft 1]
[It [ B j( ) | ]:tj”
[Itj [Itj Itj (5) ‘ ftj”
=0. (5.14)

Aby obliczyé trzeci sktadnik postepujemy podobnie jak w poprzednim przypadku, tj. zauwaza-
jac, ze t € (t;,tj41], dostajemy

E 12 ()] = E [Z3(W: - W,)?]
=E[E[Z}(W, - W) | Fy, ]
=E[Z]E[(W, — W,)* | F,]]
=E[Z;(t - t;)]

/tt €2 ds] . (5.15)

Wstawienie (5.13), (5.14) 1 (5.15) do (5.12) koriczy dowod tego przypadku.
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Laczac (a), (b) 1 (c¢) konczymy dowod (5.5). O

5.2 Calka Itd z procesu klasy £?

Naszkicujemy teraz, jak rozszerzyé¢ definicje catki Itd6 na klase proceséw catkowalnych z kwadra-
tem, tj. klase £2. Poniewaz dokladne omoéwienie tego tematu wykracza poza zakres tego wykladu,
skupimy sie na og6lnej intuicji, bez przedstawiania pelnych dowodow, itd.

Definicja 5.4 (Proces klasy £2). Méwimy, ze proces stochastyczny X jest klasy £2 (X €
L£?), jezeli X jest procesem adaptowanym, (progresywnie) mierzalnym oraz dla kazdego t > 0

zachodzi .
E [/ X2 ds] < o0.
0

Na przestrzeni £2, dla kazdego ¢t € T definiujemy semi-norme

t
1 X ||z :=E U X2 ds]
0

oraz powiazana metryke
o]
pr2(X,Y) =) 27| X =Ygz nl), XY €L
n=1

Latwo wykazaé, ze p,2 jest w istocie metryka oraz (L2, p,2) jest przestrzenia polska (tzn. zupena
i osrodkowa przestrzenia metryczna), dowod tego faktu pozostawiamy jako ¢wiczenie do domu.

Pokazemy teraz, ze kazdy proces z £2 mozemy aproksymowaé za pomoca proceséow z P, tzn.
proceséw prostych.

Propozycja 5.5 (Aproksymacja procesu klasy £2 za pomoca proceséw prostych z klasy P).
Klasa proceséw P jest gesta w L2, tzn. dla kazdego X € L? istnieje ciag (£")%2, proceséow

prostych (z P) taki, ze £" P2 X dlan — .

Dowdd Propozycji 5.5 zazwyczaj odbywa sie w kilku krokach: (1) pokazanie, ze klasa P jest gesta
w podprzestrzeni £2 proceséw ograniczonych o zerowej wartosciach poza skonczonym przedziatem
czasowym; (2) pokazanie, ze klasa P jest gesta na podprzestrzni £2 proceséw ciagtych, a nastepnie
podprzestrzeni proceséw progresywnie mierzalnych; (3) pokazanie, ze klasa P jest gesta w £2. Warto
zauwazy¢, ze majac wlasnos¢ (2), w ostatnim kroku wystarczy skorzysta¢ z Twierdzenia 2.21 i
rozwazaé progresywnie mierzalng modyfikacje wyjsciowego procesu. Pelny dowdéd Propozycji 5.5
wykracza poza material tego kursu, zob. [KS12, Propozycja 2.8].

Nastepnie nalezy zbadaé, czy dla kazdego ciggu z P aproksymujacego X € L2, powiazane calki
[t6 z procesow prostych maja granice i czy zbiegaja do tej samej granicy (dla réznych ciagow) w
normie srednio-kwadratowe;j.
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Propozycja 5.6 (Granica calek It6 dla proceséw prostych). Niech X € £2 oraz niech (£7)°
bedzie ciagiem proceséw prostych (z P) takim, ze £" P2 X dlan — oo Wtedy

1) Dla kazdego t € T, ciagg zmiennych losowych (I;(£"))neny ma granice w L2(Q, F, P).

2) Dla kazdego t € T oraz ciagu (v™)22, proceséw prostych (z P) spelniajacego v PR x , gdy
n — oo, zachodzi
lim I;(&") = lim I,(v"), w L*(Q,F,P).
n—oo n—oo

Dowdd Propozycji (5.6) jest w istocie wnioskiem wynikajacym z izometrii It6 oraz tego, ze (£2, pp2)
jest przestrzenia polska; pozostawiamy go jako ¢wiczenie domowe. JesteSmy teraz gotowi, aby for-
malnie zdefiniowa¢ calke Ito dla procesoéw klasy £2; dla uproszczenia skupmy sie tylko na przypadku
catki do okreslonej chwili ¢ € T.

Definicja 5.7 (Calka It6 z procesu klasy £2). Niech X € £2. Wtedy calke Itd z procesu
X do chwili ¢t € T oznaczamy przez I;(X) lub fg XsdWs; i definiujemy jako granice w normie
L? ciagu zmiennych losowych (I;(£7%))2,, gdzie (€)%, jest (dowolnym) ciagiem proceséw
prostych z P takim, ze £" N &

*Qczywiscie w podobny sposéb mozna zdefiniowaé caltke na dowolnym przedziale.

Podajmy teraz kilka podstawowych wlasnosci calki Itd z procesu klasy £2. Warto zauwazy¢, ze sa
one w istocie odzwierciedleniem wtlasnosci podanych juz w Twierdzeniu 5.3.

Twierdzenie 5.8 (Podstawowe wtasnosci catki Ité z proceséw klasy £2). Niech X,Y € £2.
Wtedy

1. Dla o, B € R oraz t > 0 zachodzi I;(aX + BY) = aly(X) + SL(Y).
2. Proces (I;(X))ier ma ciagle trajektorie startujace z zera, tzn. Ip(X) = 0.

3. Proces (I;(X))ter jest catkowalnym z kwadratem martyngalem (wzgledem F5) takim ze

E[(X)] =0, teT.
4. Proces (I;(X))ter spetnia warunek izometrii Ité, tj. zachodzi rownosé

E[[(X))] =E [/Ot X2 ds] , teT. (5.16)

5. Dla dowolnych ¢,k € T takich, ze t > k, zachodzi

E[It(X)It(Y)]:IE[/OtXSYSds] oraz ]E[(It(X)—Ik(X))Q |]-"k} :/I:X?ds.

Dowo6d Twierdzenia 5.8 mozna znalezé w [KS12, Propozycja 2.10].
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Uwaga 5.9 (Wlasnosci calki It6 w zapisie catkowym). Wtasnosci z Twierdzenia 5.8 podane w 3.,
4.1 5. w zapisie catkowym przyjmuja postaé

E [y X.aW,| =0, E [(fgxsdws—fo’“xsdwsf \]—"8] = [I X2ds,

E[(jgxsdwsﬂ :E[/Otdes}, E[(/OtXSdWS> (/Otysdwsﬂ :EU;XSYSds],

Uwaga 5.10 (Dalsze rozszerzenia catki Itd). Typowym kolejnym krokiem jest rozszerzenie calki
It6 z klasy do klasy P?, tj. klasy proceséw mierzalnych i adaptowanych spetniajacych warunek

t
P[/ X2ds < o0, dla kaZdegotET] =1
0

Calke stochastyczng mozna tez zdefiniowaé¢ w bardziej ogélnym przypadku, a nie tylko dla ruchu

Browna, zob. [KS12]. Nie bedziemy si¢ jednak tym zajmowaé na tym kursie.
W10
Na koniec tego rozdzialu pokazmy dwa przyklady pokazujgce, jak liczy¢ calki stochastyczne |, ,

wprost z definicji. W praktyce nalezy znalezé ciag aproksymujacy proceséw prostych i zbadaé jego
granice.

Przyklad 5.11 (Calka stochastyczna z funkcji statej). Niech X = ¢ oraz t € T. Rozwazajac proces
prosty ¢ - 1o dostajemy wprost definicji

[y cdWy = e(W; — W) = W

Przyktad 5.12 (Calka stochastyczna z ruchu Browna). Niech X = W oraz t € T. Rozwazmy
zageszczajacy sie ciag podzialow odcinka [0, t] oznaczony przez (m,)nen taki, ze ||m,| — 0, gdy

n — 00, gdzie ||-|| wyznacza dtugos¢ najdtuzszego odcinka w podziale. Niech (7, ..., ¢}, ) odpowiada

podziatowi zadanemu przez m, dla pewnego m, € N. Wtedy, rozwazajac granice w normie L2,
dostajemy

Je W AW, = timg e [ Wi (Wi — Wi )]
= limp 00 [ ! (% (Wtz};H - WtQE) —3 (thﬂ N Wtﬁ)Qﬂ
=3Wi -3

5.3 Procesy It6 oraz wzoér 1td

W rozdziale tym omowimy pokrotce klase proceséw zwana, procesami Ito oraz sformutujemy twier-
dzenie zwane wzorem Ito.
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Definicja 5.13 (Proces It6). Niech T = Ry. Proces stochastyczny X = (X;)ier nazywamy
procesem It6, gdy mozna go przedstawi¢ w postaci

t t
X = Xy —|—/ bsds +/ osdW,, teT, (5.17)
0 0

gdzie X jest Fp-mierzalng zmienng losowa oraz b = (by)ier 1 0 = (0¢)ter sa mierzalnymi
adaptowanymi procesami stochastycznymi takimi, ze dla kazdego ¢t € T zachodzi

t ¢
IP’(/ \b5]d3<oo>:1, P</02ds<oo>:1.
0 0

Rownosé (5.17) czesto zapisuje sie w tzw. w stochastycznej postaci rézniczkowej piszac skrotowo

dXt = bt dt + Ot th

Okazuje sie, ze dla dostatecznie gtadkiej funkcji, mozemy nig obtozyé proces Itd i dostaé inny proces
It6. Kolejne twierdzenie, zwane wzorem [t6 mowi nam, jak odzyskaé¢ bezposrednia postac (5.17) dla
procesu oblozonego funkcja, majac dang funkcje oraz wyjsciowy proces.

Twierdzenie 5.14 (Wzor 1t6). Niech X bedzie procesem It6 oraz niech F': R x T — R bedzie
funkcja klasy C>!(R x T). Wtedy proces F(X) := (F(Xy,t))ser jest procesem Ito takim, ze

oF oF 2 92F
dF(Xy,t) = <(Xt7t) + b (X¢,t) + %@

ot ox

(Xt,t)> dt+0’taai(Xt,t) th, (518)

gdzie b = (b)ter oraz o = (0y)ter to parametry dla procesu X.

Dowdd ten opiera sie na rozwinieciu procesu w szereg Taylora. Pelny dowdéd Twierdzenia 5.14 mozna
znalez¢ w |[KS12, Twierdzenie 3.3]. Latwo zauwazy¢, ze w przypadku, gdy funkcja F' nie zalezy od
czasu, tzn. F : R — R oraz F € C?(R), dostajemy uproszczony wzor

1
dF(Xt) = <th,(Xt) + 20-t2F”(Xt)> dt + O'tF,(Xt) th (519)

Pokazmy teraz na kilku przyktadach, jak wykorzysta¢ wzor It6 do obliczeniu

Przyklad 5.15 (Wzor Ito dla funkcji kwadratowej). Niech X = W oraz niech F(z) = z%. Latwo
zauwazy¢, ze X jest procesem Itd, zob. Przyktad 5.11. Stosujac wzor [t0, dostajemy wiec

AW? = (0-2W, + 317 - 2) dt + 1 - 2W, AW, = dt + 2W, AW,
W jawnej postaci wzor ten przyjmuje posta¢ W2 = fg 1ds + 2 fg WsdWs skad od razu dostajemy
t
/ W, dW, = w7 — L.
0

Zauwazmy, ze dostaliSmy rownosé pokazana bezposrednio w Przyktadzie 5.12.
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Przyktad 5.16 (Wzor 1t6 dla geometrycznego ruchu Browna). Rozwazmy proces X dany przez
dXt = Xt,u dt + XtO' th,

dla p € R oraz o > 0. Zakladajac, ze X; > 0 (mozna to w istocie pokazac), oblozmy proces X
funkcja F(-) = In(-). Stosujac wzor 1td6 dostajemy
1 1

AP = (i) - + 3 (Xio )

-1

1 1 2
XE> dt + Xio o AW, = (= 50°) dt 40 AW,

W jawnej postaci wzor ten przyjmuje postaé log(X;) = log(Xo) + (1 — 302)t + oW,. Oblozenie obu
stron réwnoéci eksponenta daje nam

X: = Xpexp (UWt + (p— %UQ)t) .

Wiecej na temat procesow Itd, ich zastosowaniach (np. w finansach), itd., mozna uzyska¢ idac
na kurs zwiazane analizq stochastyczng.
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A Dodatek: Ro6zne rodzaje zbieznosci zmiennych losowych
W dodatku tym przypomnijmy podstawowe typy zbieznosci i ogélne zwiazki miedzy nimi. Po wiecej
informacji odsytamy do [Pit22].

Ciag zmiennych losowych X,,, jako ciag funkcji, moze dazy¢ do pewnej zmiennej losowej X. Spro-
bujmy teraz scharakteryzowaé rézne typy zbieznosci i zastanowié sie, czy, sie one od siebie réznia.

Definicja A.1 (Rozne typu zbieznosci zmiennych losowych). Niech (X, )nen bedzie ciagiem
zmiennych losowych okreslonych na (€2, 3, P) oraz niech X bedzie zmienna losowa okreslona na
tej samej przestrzeni. Méwimy, ze ciag zmiennych (X,,) dazy do X:

1) prawie na pewno, ozn. X, POX lub X, 25 X, gdy

P({w € lim X,(w) :X(w)}) =1

n—o0

2) stochastycznie (wedlug prawdopodobienstwa), ozn. X, X b X, = X, gdy

Ve >0: le P(| X, — X| >¢) = 0;

3) wedlug momentu rzedu p (dla p > 0), ozn, X, N X, gdy

lim E(|X, — X|) = 0;°
n—oo

4) wedlug rozkladu (wedlug dystrybuanty, staba zbieznosé¢), ozn. X, NS e , gdy

Vt e R: (F jest ciagla w t) = lim F,(t) = F(t),

n—oo

gdzie F(t) == P(X <t)oraz F,,(t) :==P(X,, <t),neN.

“w przypadku p = 11 p = 2 zbiezno$¢ te nazywamy sie czasami odpowiednio zbieznoscia wedlug srednich
oraz zbiezno$cia Sredniokwadratowa.

Latwo zauwazy¢, ze zbieznosci 1), 2) oraz 3) sa bezposrednim odpowiednikiem nieréwnosci roz-
wazanych na kursie teorii miary i calki (odp. zbieznosé prawie wszedzie, zbieznosé wedtug miary,
oraz zbieznosé w normie LP). Zbieznosé 1) rozwazaliSmy przy okazji mocnego prawa wielkich liczb,
zbieznos¢ wedtug prawdopodobienistwa przy okazji stabego prawa wielkich liczb, a zbieznos¢ wedtug
rozktadu przy okazji CTG. Sprobujmy teraz pokrotce opisaé kazdy z tych typdéw zbieznosci uwypu-
klajac roznice miedzy nimi, po bardziej szczegdtowy opis odsytamy do Rozdziatu 7.1 w [GSO01].

Zbiezno$¢ prawie na pewno mozna traktowaé jako odpowiednik zbieznosci punktowej dostosowa-
nej do rachunku prawdopodobieristwa. Chcieliby$my, aby poza pewnym zbiorem A o mierze zero (tj.
takim, ze P(A) = 0), ciag liczb X,,(w) dazyl do liczby X (w) dla kazdego elementu w € 2\ A. Warto
tutaj zaznaczy¢, ze wymaganie zbieznosci dla wszystkich elementéw zbioru ktécitoby sie z tym, ze
chcieliby$my identyfikowaé ze sobg zmienne losowe, ktore sa sobie réwne poza zbiorem miary zero
— zbiezno$¢ prawie na pewno jest naturalnym nastepstwem tej konwencji. Warto zauwazy¢, ze w
definicji nie odnosimy sie bezposrednio do rozktadéw zmiennych losowych, a zbieznosé ta jest Scisle
zwiazana z przestrzenig probabilistyczna €.
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Zbiezno$é stochastyczna odpowiada zbieznosci wedtug miary. Majac zmienne X, i X zbioér punk-
tow odleglych od siebie o co najmniej € mozna zdefiniowac jako A = {w € Q: | X, (w) — X (w)| > €},
co daje nam naturalne oszacowanie z uzyciem miary P, tj. P(|X,, — X| > ¢) = [, 1dP. Chcieli-
bys$my, aby odlegtosé da dazylta do zera niezaleznie od wyboru € > 0, co definiuje juz zbieznosé
stochastyczna.

Zbieznosé wedtug momentu rzedu p odpowiada klasycznej zbieznosci w normie LP znanej z
analizy matematycznej. Istotnie, norma w przestrzeni L? zadana przez | X ||, := ([, | X [P dP)Y/? jest
zwiazana bezposrednio ze zbieznoscia wedtug momentu rzedu p. Jest to typowa zbieznosé oparta o
warunek catkowy. Wiecej informacji o przestrzeniach LP mozna znalezé w Dodatku C w [JS04].

Zbiezno$é wedtug rozkladu jest waznym typem zbiezno$é w rachunku prawdopodobienstwa i
pozwala na formutowanie wnioskéw podobnych do tych przedstawionych w CTG. Warto zauwazyé,
ze zbieznosé ta jest zwiagzana tylko z rozktadami zmiennych losowych, a nie ich samymi warto$ciami —
w pewnym sensie zbieznosé ta nie zalezy od wyboru przestrzeni €2, itd.. W zwiazku z tym zazwyczaj
bedzie istnialo nieskoriczenie wiele granic X dla ciagu (X, )nen; w literaturze zbieznosé ta jest
czasami przedstawiana osobno i definiowana jako zbieznos$¢ wedtug rozktadow, a nie zbieznosé ciggow
zmiennych losowych.

Podstawowe zaleznosci miedzy réznymi typami zbieznosci losowych mozna znalezé w Twier-
dzeniu A.2. Doktadniejszy opis zaleznosci, wraz zomowieniem innych implikacji (w szczegdlnych
przypadkah) mozna znalez¢ w [Pit22].

Twierdzenie A.2 (Ogoblna zalezno$é miedzy réznymi typami zbieznosci zmiennych losowych).
Niech (X, )nen bedzie ciagiem zmiennych losowych okreslonych na (€2, 3, P) oraz niech X bedzie
zmienng losowa okredlong na tej samej przestrzeni. Wtedy zachodza nastepujace implikacje

X, "5 X P d
EX" L X; 2 (Xn — X) = (X, -5 X).
—
n

Dodatkowo, dla p > ¢ > 1 zachodzi (X, — X) = (X, =5 X).




B Notacja

=AY D0

X

=

ENES

A/,AC

B(X)

TAp

(X, X)¢

Ustalony (z gory) zbiér. Elementy Q nazywamy zdarzeniami elementarnymi.
o-algebra okreslona na €2

Pod o-algebra F

Miara probabilistyczna (prawdopodobienstwo) okreslone na (9, F)

Filtracja przestrzeni probabilistycznej, F = (F¢)¢eT

Naturalna filtracja procesu X, FX = (.Ft‘x)te']r

Zdarzenie elementarne, element zbioru 2, w € Q.

Zdarzenie (mierzalne), A € F. Uzywamy tez innych duzych liter.

Zdarzenie przeciwne do A, dla A € &, tzn. A" :=Q\ A.

Zbiér pusty, domyslenie okreslajacy zdarzenie puste (niemozliwe), § € X.
Rodzina zbioréw Borelowskich na przestrzeni X

Rodzina zbioréw Borelowskich na przestrzeni R, ktérych domkniecia nie zawieraja zera.
n-wymiarowa miara Lebesgue’a

najmniejsza o-algebra zawierajaca w sobie rodzineg zbioréw F (podzbioréw Q)
najmniejsza o-algebra generowana przez zmienna X

funkcja charakterystyczna zbioru A

przeciwobraz funkcji na zbiorze, tzn. X ~1(A) := {w € Q: X (w) € A}
dystrybuanta zmiennej X

wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X

odchylenie standardowe zmiennej losowej X

rozklad jednopunktowy w punkcie ¢ € R

rozklad dwumianowy z parametrami n € Nip € (0,1)

rozklad Poissona z parametrem A > 0

rozklad jednostajny na odcinku [a, b]

rozklad normalny z parametrami p € Rio >0

gestos¢ standardowego rozkltadu normalnego w punkcji x € R

dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego w punkcji x € R
zazwyczaj suma zadanych zmiennych losowych X1, Xa,..., Xn

zbiezno$¢ prawie na pewno
zbieznos¢ stochastyczna
zbieznos$¢ wedlug p-tego momentu

zbiezno$¢ wedlug rozkladu, staba zbieznosé

Zbior okreslajacy czas, dyskretny lub ciagly, np. T=R4 lub T =N
Odwzorowanie zadajace rozklady skoriczenie wymiarowe procesu X
Rodzina wszystkich zbioréw cylindrycznych na T

Moment zatrzymania, moment stopu

minimum momentéw stopu, tj. 7 A p = min{r, p}

maksimum momentéw stopu, tj. 7V p = max{t, p}

zbiér ograniczonych momentéw stopu, tj. X = {7: 7 < s}

losowa proba (wzgledem czasu) z procesu X w chwili 7

proces zatrzymany w chwili 7

o—algebre generowang przez moment zatrzymania 7

rodzina wszystkich momentéw stopu ograniczonych przez t, ¥s := {7 : 7 < s}
Rodzina wszystkich ograniczonych momentéw stopu, Yoo := |, eRy pI
wariacja (wahanie) kwadratowe procesu X, (X, X) := (X, X)t)ter,.
standardowy ruch Browna (proces Wienera), W := (W¢)ier

Proces Poissona, N := (N¢)ter,

Skok procesu (typu cadlag) w chwili t € T, AXy = X¢ — X¢_,

Miara Poissona (miara skokéw) procesu X.

Miara Lévy’ego procesu X

Prawdopodobienstwo przejscia z chwili s to chwili ¢
Prawdopodobienstwo przejscia do chwili ¢

Funkcja przejscia, rodzina prawdopodobieristw przejscia P = (P¢)¢eT
Przestrzen ograniczonych i mierzalnych funkcji f: R — R.

Catka It6 (od 0 do oo) dla procesu &

Calka It6 (od s do t) dla procesu &

Calka It6 (od 0 do t) dla procesu &
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