Sprawy organizacyjne

Literatura

Wyklad bedzie w zasadzie ,samowystarczalny”. Oto kilka pozycji przydatnej literatury uzupelniajacej (wszyst-
kie pozycje zostaly wydane przez PWN):

Andrzej Birkholc, Analiza matematyczna.

Grigorij Michajlowicz Fichtenholz, Rachunek rézniczkowy i catkowy, t. I-IIL.
Franciszek Leja, Rachunek rézniczkowy i catkowy.

Witold Kotodziej, Analiza matematyczna.

Kazimierz Kuratowski, Rachunek rézniczkowy i catkowy.

Stanistaw Lojasiewicz, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych.

Krzysztof Maurin, Analiza, t. I-1L

Walter Rudin, Podstawy analizy matematycznej.

Walter Rudin, Analiza rzeczywista i zespolona.

Laurent Schwartz, Kurs analizy matematycznej, t. I-11.

Program wykladu

(1) Symbolika logiczna. Zbiory. Relacje. Odwzorowania.
(2) Grupy, ciala, ciala uporzadkowane. Konstrukcja Cantora liczb rzeczywistych.
(3) Kresy.
(4) Zbiory przeliczalne.
(5) Nieprzeliczalnosé R.
(6) Funkcje monotoniczne i okresowe.
(7) Rozszerzony zbidr liczb rzeczywistych.
(8) Liczby zespolone.
(9) Ciagi liczbowe.
(10) Pierwiastkowanie i potegowanie.
(11) Liczba e.
(12) Granice gorne i dolne.
(13) Przestrzenie metryczne.
(14) Przestrzenie zwarte.
(15) Metryka Czebyszewa.
(16) Przestrzenie spojne.
(17) Hoczyn kartezjanski przestrzeni metrycznych.
(18) Funkcje ciagle.
(19) Granica w punkcie.
(20) Wtasnosci funkcji ciagtych.
(21) Krzywe.
(22) Przestrzenie unormowane.
(23) Funkcje polciagte.
(24) Odwzorowania liniowe ciagte.
(25) Odwzorowania dwuliniowe ciagte.
(26) Iloczyn skalarny.
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(27) Kategorie Baire’a.
(28) Funkcje oddzielnie ciggle.
(29) Podstawowe wlasnosci pochodnych.
(30) Twierdzenia o warto$ciach $rednich.
(31) Regula de L’'Hopitala.
(32) Twierdzenie o przyrostach skonczonych.
(33) Pochodne wyzszych rzedow.
(34) Wzdr Taylora.
(35) Rézniczkowanie ciaggu wyraz po wyrazie.
(36) Funkcje wypukle.

Kontynuacje

W semestrze letnim bedzie wyklad z Analizy Matematycznej 2 (60 godzin), za§ w przyszlym roku akade-
mickim — wyklady z Analizy Matematycznej 3 (60 godzin) i 4 (60 godzin).

Zaliczanie éwiczen

W semestrze jest 60 godz. ¢wiczen. Limit nieobecnoéci to 20 godzin, w tym limit nieobecnosci nieusprawie-
dliwionych to 8 godzin.

W przypadku przekroczenia ktéregokolwiek z tych limitow student otrzymuje oceng NZAL i nie jest do-
puszczony do egzaminéw.

Egzaminy

Student, ktory uzyskal z zaliczenia ocene > 4,5 otrzymuje automatycznie taka sama ocene konicows z
egzaminu, z tym ze student, ktéry ma 4,5 moze z wlasnej woli pisa¢ egzamin pisemny, aby poprawic sobie ocene
na 5,0.

Terminy egzamindéw pisemnych:

e 31.01.2022, godz. 9:00-11:00, sala 1094; termin gléwny.

e 21.02.2022, godz. 9:00-11:00, sala 1094; termin poprawkowy.

Egzamin bedzie sie sktadac z 5 zadan i bedzie oceniany w skali 0-50 punktow.

Egzamin 21.02.2022 jest dla 0s6b dopuszczonych do zdawania, ktoére badz nie zdaly egzaminu w gtéwnym
terminie, badz z jakiego$ powodu do niego nie przystapily w glownym terminie.

Studenci, ktorzy uzyskaja > 26 pkt | Studenci, ktorzy uzyskaja > 34 pkt

i mieli zaliczenie na ocene > 3,0 i mieli zaliczenie na ocene 2,0
otrzymuja ocene koncowsa otrzymuja ocene konicowa
wedlug nastepujacej tabeli: wedlug nastepujace;j tabeli:

Punkty | Ocena

26-32 [ 30 _Punkty | Ocena_
33-37 | 35 34-41 | 30
38-42 | 40 " 42-46 | 35
S 43-46 | 45 S 47-50 | 40

47-50 5,0 -

— Pozostali piszacy egzamin otrzymuja ocene koricowa 2,0.
— Studenci, ktorzy otrzymali z egzaminu 2,0 i mieli zaliczenie na 4,0 moga si¢ ubiega¢ o dodatkowy egzamin
ustny.
Uwaga: W przypadku przejécia na zdalny system nauczania:
— w standardowym miejscu znajdziecie Panstwo sukcesywnie umieszczane pliki zawierajace:
e wyklad w formacie pdf (tak jak obecnie, ale z podzialem na poszczegdlne wyktady),
e wybrane (trudniejsze) fragmenty wykladu w wersji wideo;
— egzaminy pisemne zostana zastapione egzaminami ustnymi na platformie MSTeams (zasada, Ze student,
ktoéry uzyskal z zaliczenia oceng > 4, 5 otrzymuje automatycznie taka sama ocene konicowsa z egzaminu pozostaje
bez zmian).



ROZDZIAL 1

Wstep

1.1. Symbolika logiczna

Podstawy logiki i teorii zbioréw sg przedmiotem osobnego wyktadu. Z tego tez powodu ograniczamy sie
ponizej do podstawowych definicji i oznaczen.

Bedziemy rozwazac zdania, o ktérych mozemy zawsze stwierdzié, czy sa prawdziwe, czy falszywe. Z punktu
widzenia logiki istotne jest wylacznie to, czy dane zdanie jest prawdziwe, czy falszywe.

Fakt, iz zdanie p jest prawdziwe zapisujemy p = 1, za$, gdy jest falszywe piszemy p = 0. Jezeli p = 1, to
mowimy, ze p ma wartos¢ logiczna 1, jezeli p = 0, to p ma wartos¢ logiczna 0.

Zaprzeczenie (negacje) zdania p oznaczamy ~ p. Oczywiscie, p = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ~ p = 1.
Parom zdan (p, ¢) mozemy przy pomocy pewnych regut (funktoréw) e przyporzadkowywaé nowe zdania p e q.
W tym celu wystarczy poda¢ warto$¢ logiczna zdania p e g w zaleznosci od wartosci logicznych zdan p i g. Trzeba
wiec wypelni¢ tabelke:

(plafpreq

| | N

0
1
0
1

gdzie w miejscach pytajnikow nalezy wpisac 1 lub 0 (ich uklad wyznacza jednoznacznie funktor ). Latwo widac,
ze mamy 2% = 16 mozliwosci. Podstawowe funktory to:

(1) Alternatywa (suma logiczna) p V g, inaczej oznaczana ,Jub”.

(2) Koniunkcja (iloczyn logiczny) p A g, inaczej oznaczana ,i”, lub samym przecinkiem.

(3) Implikacja (wynikanie) p = q (p nazywamy poprzednikiem, ¢ nazywamy nastgpnikiem).

(4) Rownowaznosc (wtedy i tylko wtedy) p <= q.

[plallpVva] [plal[pha] (plallp=4a] [plalp=d]
0|0 0 0|0 0 010 1 010 1
0|1 1 0|1 0 01 1 0|1 0
110 1 110 0 10 0 1]0 0
1|1 1 111 1 1|1 1 1|1 1

Przy pomocy funktoréw ~, V, A, = i <= mozemy tworzy¢ bardziej skomplikowane zdania,
np. (~p) Ag,czytez (p Aq) Vr.

Cwiczenie 1.1.1. Udowodni¢, ze za pomocg {~, e}, gdzie o jest dowolnym elementem z {A,V, =} mozna
wyrazi¢ wszystkie funktory {A,V,=, <=}.

Kwantyfikatory:

o Kwantyfikator (duzy) ,,dla kazdego” ¥, np. Vyen : 12 > 0.

o Kwantyfikator (maly) ,istnieje” 3, np. J,en : n? = 4.

o Istnieje doktadnie jeden 3!, np. 3!,,cn : n? = 4.

Prawa de Morgana (*) dla kwantyfikatorow:

(1) Augustus De Morgan (1806-1871).
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~(Veex : W(z)) <= Fpex : ~W(z).

Przy definiowaniu nowych obiektéw stosujemy nastepujace oznaczenia:
»:="0znacza rowno$¢ z definicji; obiekt definiowany := obiekt definiujgcy, np. f(x) := 22, aletez 2% =: f(x);
»:<=" oznacza réwnowazny z definicji, np. (p <= q) <= ((p = ¢) N (¢ = p)).

1.2. Zbiory

Pojecia zbioru oraz nalezenia do zbioru sa pierwotne i nie sg definiowane. Zbiér pusty to zbidr, do ktérego
nie nalezy zaden element; oznaczamy go przez &.

e Zawieranie (inkluzja) zbioréw: A C B :<= V,c 4 : © € B. Bedziemy tez pisa¢ A D B, jezeli B C A.

® Rownosc zbiorow: A = B :<= A C B, B C A.Bedziemy pisa¢ A & B, jezeli A C Bi A # B.

e Zbibr wszystkich podzbioréw zbioru (potega zbioru) X: P(X) :={A: A C X}.

Np.jezeli X = {1,2},to P({1,2}) = {2, {1}, {2}, {1,2}}.Jezeli zbior X ma N elementéw, X = {x1,..., 2N},
zj # xy, dla j # k, to zbiér P(X) ma 2V elementow.

o Suma zbioréw: Jezeli A, B C X, to AUB = {zx € X : . € AV € B}. Jezeli A C P(X), to
UA={z e X :34ca:z €A}

e Iloczyn (przecigcie) zbiorow: Jezeli A, B C X,to ANB:={x € X :x € A, x € B}.Jezeli A C P(X),
to(A :={z € X :Vaca :z € A}.

® Réznica zbiorow: Jezeli A, B C X, to A\ B:={zx € A:z ¢ B};

e Dopelnienie zbioru A:Jezeli A C X, to A := X \ A.

Prawa de Morgana dla zbiorow:

Jezeli A C P(X), to (JA)® = A, gdzie A° := {A°: A € A}.

Analogicznie, (| A)¢ = | JA°.

e Iloczyn kartezjariski dwoch zbiorow: Jezeli A, B # @, to A x B := {(x,y) : « € A, y € B}, gdzie
(z,y) == {{z},{z,y}}. Ponadto, A x B:= @ oile A= lub B = 0.
Cwiczenie: Udowodnié, ze (z/,y') = (z”,y") <= 2/ = 2", v = v".

Jezeli A = B, to zamiast A x A piszemy A2

o Zbiory liczbowe:

N — zbior liczb naturalnych 1,2, ..., Ng :=NU {0}, Ny, :={n e N:n > k} (k € N),

Z — zbidr liczb catkowitych,

Q — zbidr liczb wymiernych,

R — zbidr liczb rzeczywistych,

C — zbiér liczb zespolonych.

Oczywiscie NC Ny CZCQCRcC.

o A, = A\{0}hnp. Qs Ay :={zx € A:2 > 0},np. Z+(= Ny); Aso := {x € A: 2 > 0}, np. Ro.
Podobnie definiujemy A_, A-.

1.3. Relacje
Definicja 1.3.1. Relacjg (dwuargumentowq) w zbiorze X nazywamy dowolny zbiér R C X x X. Zamiast pisa¢
(z,y) € R piszemy zwykle x Ry. Relacje R nazywamy réwnowaznosciowg, jezeli:
(i) (zwrotnosé) Viex : xRz,
(ii) (symetryczno$é) ¥y yex @ (tRy = yRx),
(iii) (przechodnio$é)¥g y .cx : ((zRy, yRz) = xzRz).
Jezeli R C X x X jestrelacja rownowaznosciowa, to dla dowolnego x € X definiujemy klase rownowaznosci
(abstrakcji) x wzgledem R
[z]r :={y € X : zRy}.
Rodzing X/R := {[z|r : € X} C P(X) nazywamy przestrzenig ilorazowq.
Oczywiscie, x € [x]g oraz [z]g = [y|r <= xRy (CWICZENIE).

Dla przyktadu, jezeli X = Z, xRy <= 2|(z — y), to Z/R = {[0]r, [1]r}; [0]r to zbiér wszystkich liczb
calkowitych parzystych, za$ [1] g — nieparzystych.
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1.4. Odwzorowania

Definicja 1.4.1. Dane niech beda zbiory X oraz Y. Zbiér f C X x Y nazywamy odwzorowaniem (funkcjq),
jezeli Voex Jlyey @ (x,y) € f.Jezeli f C X x Y jest odwzorowaniem, to piszemy f : X — Y. Zamiast
pisa¢ (z,y) € f, piszemy y = f(x). Jest to zgodne z tradycyjna definicja odwzorowania f : X — Y jako
przyporzadkowania kazdemu elementowi z € X pewnego elementuy = f(z) € Y; X >z +— f(x) €Y.

e Dla A C X definiujemy obraz A poprzez f jako zbior f(A) := {f(x) : x € A}. Jest widoczne, ze dla
A € P(X) mamy f(JA) = U f(A), gdzie f(A) :={f(A) : A € A}, oraz f((NA) C [ f(A).

CWICZENIE: Znalez¢ przyklad funkcji f : R — R oraz zbioréw A, B C R takich, ze @ = f(AN B) &
f(A) N f(B) # 2).

e Dla B C Y definiujemy przeciwobraz B poprzez f jako zbiér f~1(B) := {x € X : f(x) € B}
Zamiast pisa¢ f~1({b}) piszemy f~1(b). Jest widoczne, ze dla B C P(Y) mamy f~1(|JB) = U f~1(B), gdzie
f7HB):={f""(B): Be B} oraz f{(NB) =N f(B).

o Jezeli f : X — Y oraz g : Y — Z, to odwzorowanie g o f : X — Z dane wzorem (g o f)(x) :=

9(f(z)), z € X, nazywamyzlozeniem odwzorowan f oraz g.
x 1oy 4,7
gof

Cwiczenie: Skladanie odwzorowar jest taczne, tzn. ho (go f) = (hog)o f.
(hog)of
hog
f vy 9,7 3wy
gof

X

ho(gof)
o Jezeli f : X — Y, todla A C X okre$lamy zaciesnienie (zawgzenie, restrykcje) odwzorowania f do A
jako odwzorowanie f|4 : A — Y dane wzorem f|4(z) := f(z), x € A.
o Jezeli f; : X; — Y, j = 1,2, 0raz fi|x,nx, = f2|x;nx,, to odwzorowanie fi U fo : X; UXy — Y

dane wzorem (f1 U f2)(x) = {2237 iji; E i;

jezeli A C P(X)oraz f4 : A — Y, A € A, sa odwzorowaniami takimi, ze f4|anp = fB|anp dla dowolnych
A, B € A, to definiujemy sklejenie odwzorowan fa, A € A, jako odwzorowanie |J fa : [JA — Y dane

nazywamy sklejeniem odwzorowan fi i fo. Ogoblniej,

AcA
wzorem ( |J fa)(x):= fa(z),x € A€ A
AcA
[ ]
Definicja 1.4.2. Iloczynem kartezjariskim Ay X --- x A, zbioréw Ay, ..., A, nazywamy zbioér wszystkich od-
wzorowad a : {1,...,n} — U A; takich, ze a(j) € Aj, j = 1,...,n. Odwzorowanie a utozsamiamy ze
j=1
skoriczonym ciggiem (aq,...,an), czyli Ay X -+ x A, = {(a1,...,a,) 1 a1 € A1,...,a, € Ay}, Jezeli
A == A, = A, to zamiast A x --- x A piszemy AF.
—_——
kx
o Jezeli f; : X — Y;,j = 1,..., N, to odwzorowanie (fi,...,fn) : X — Y7 x --- x Yy dane
wzorem (f1,..., fn)(z) = (fi(z)..., fn(z)) nazywamy zestawieniem odwzorowari f1, ..., fn. Oczywiscie,

dla dowolnego odwzorowania f : X — Y7 X -+ x Yy istnieja f; : X — Y}, 7 = 1,..., N takie, ze
f:(f17"'7fN)'

e Jezeli zbior f(X) jest jednopunktowy, to moéwimy, ze f jest odwzorowaniem stalym.

o Odwzorowanie X 5 z <% z € X nazywamy odwzorowaniem identycznosciowym. Niech id4 x :=
idx |A, AcCX.

Jezeli A C X, to przez x4, x : X — {0, 1} oznaczamy funkcje charakterystycznq zbioru A,

1, gdyze A

xax(®) = {o, gdyze X\ A

Jezeli zbior X nie budzi watpliwosci, to bedziemy pisac x 4.
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e Odwzorowanie f : X — Y nazywamy:

— surjekcjg, jezeliY = f(X);

— injekcjg (odwzorowaniem réznowartosciowym), jezeli dowolnych 1,20 € X z tego, ze f(x1) = f(x2)
wynika, ze £1 = xo (rOwnowaznie: jezeli 1 # x2, to f(z1) # f(z2));

— bijekcjq, jezeli jest rownoczesnie injekcja i surjekcja.

e Dla bijekcji f : X — Y definiujemy odwzorowanie odwrotne (funkcje odwrotng) f~! : Y — X przy
pomocy przepisu f 1 (y) = z :<= y = f(z). Innymi stowy: f~ := {(y,z) €Y x X : (2,9) € f}.

o CwiczeNie: Odwzorowanie f : X — Y jest bijekcja wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwzorowanie
g:Y — X takie,ze go f =idx oraz f o g = idy.

o CwiczeNik: Jezeli f : X — Y ig:Y — Z sa injekcjami (odp. surjekcjami, bijekcjami), to g o f jest
injekcja (odp. surjekcja, bijekcja).

o CwiczeNiE: Jezeli f i g sa bijekcjami, to (go f)~t = f~Log™ L

o Cwiczenie: Jezeli f : X — Y jest bijekcja, to f~1 : Y — X jest rowniez bijekcja, (f~1)~! = f oraz
f~Y(B) = f~1(B), gdzie zbiér po lewej stronie rozumiemy jako przeciwobraz zbioru B poprzez f, za$ zbiér po
prawej — jako obraz zbioru B poprzez 1.

Definicja 1.4.3. Kazde odwzorowanie f : N — X nazywamy ciggiem w X. Zwykle kladziemy f, := f(n),
n € N, ipiszemy (f,)2%; C X lub (fn)nen C X, np. (1/n)22, C Q. Podciagiem ciagu f : N — X
jest nazywany dowolny ciag postaci f o ¢ : N — X, gdzie ¢ : N — N jest odwzorowaniem takim, ze
p(1) < ¢(2) < ... (zauwazmy, ze ® musi by¢ injekcja). Kladac ny, := @(k), k € N, piszemy wtedy, ze (fp, )32,
jest podciagiem ciagu (fp,)22 ;.

Definicja 1.4.4. Kazde odwzorowanie f : I — P(X) nazywamy indeksowang rodzing zbioréw (o zbiorze
indeksoéw I). Rodzine A := {f(¢) : @ € I} bedziemy zapisywa¢ wtedy jako (A;);er, gdzie A; := f(i),i € I.
Ponadto, |J A4, :=JAoraz (] A4; := [ A. Oczywiscie kazdarodzina A C P(X) moze by¢ uwazana za rodzing

i€l iel
indeksowana.
N o
Jezelil = {k,k+1,...,N}, topiszemy |J A;.Jezelil = {k,k+1,...},topiszemy |J A;. Podobnie
=k =k

N oo
jak dla sumy zbioréw definiujemy (| 4,1 () A;.
j=k j=k

1.5. Konstrukcja Cantora liczb rzeczywistych
1.5.1. Grupy, ciala, ciala uporzadkowane.

Definicja 1.5.1. Grupq przemienng (abelowg) nazywamy dowolng pare (G, o), gdzie G jest zbiorem niepustym,
za$ @ : G X G — @ jest dzialaniem spelniajacymi nastepujace warunki:
(@) Vabcec : (aeb)ec=ae(bec) (lacznosd),
(b) Jeci Vaea : a ® e = e ® a = a (element neutralny),
(€) Voeq Jarec : aed’ = a’ ea = e (element odwrotny; jezeli spelnione sg warunki (a), (b) i (c), to méwimy,
ze (G, o) jest grupq),
(d) Yapec : a®b=1Dea (przemiennosc).
Ciatem nazywamy dowolna trojke (F, +, -), gdzie F jest niepustym zbiorem, za$
+:FxF—F, - :FxXF—F
sg dzialaniami spelniajacymi nastepujace warunki:
(a) (F,+) jest grupa przemienng (element neutralny wzgledem + oznaczamy przez 0, za$ element odwrotny
przez —a),
(b) (F,-) jest grupa przemienng (element neutralny wzgledem - oznaczamy przez 1, za$ element odwrotny
przez a 1),
(¢) Yabeer:a-(b+c)=a-b+ a-c(rozdzielno¢ mnozenia wzgledem dodawania).
Moéwimy, ze czworka (F, +, -, <) jest cialem uporzqdkowanym jezeli (F, +, -) jest cialem, za$ < jest relacjg
w F' taka, ze:
(P1) Yq,ber : zachodzi dokladnie jedna z mozliwosci: a < b, a = b, b < a (spbjnosc),
P2)Vapecer : ((@a <b, b <c) = a < c) (przechodnios¢),
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P3) Vabcer : (b<c= a+b<a+ c) (zgodnos¢ relacji z dodawaniem),

P Vapeer: (0<a, b<c)= a-b< a-c(zgodnosé relacji z mnozeniem).

Moéwimy, ze cialo uporzadkowane (F,+, -, <) spelia aksjomat cigglosci (aksjomat Dedekinda (2) ), jezeli
niemozliwe jest przedstawienie ' = A U B, gdzie

(C1) A, B # 92,

(C2) Vaca, bep :a < b,

(C3)Vaea Jarea ta < d,

(C4) vbeB Hb'eB (b <.

Obserwacja 1.5.2. (Q, +, -, <) jest cialem uporzadkowanym, ktore nie spelnia aksjomatu Dedekinda.

Istotnie, Q = {z € Q: (z <0)V(z >0, 22 <2)}U{z €Q: 2 >0, 22 > 2}.

1.5.2. Konstrukcja Cantora. Zakladamy, ze znamy cialo uporzadkowane (Q, +, -, <) wraz ze standardo-
wa warto$cig bezwzgledna | | : Q — Q..
Definicja 1.5.3. Mowimy, ze ciag a = (a,)52; C Q jest ciggiem Cauchy’ego (5) , jezeli

VEEQ>0 ElNeN me)]\/ : |an — am\ < e.
Dla ciaggéw a = (a,)5%, b = (b,)52; C Q definiujemy relacje
a~b:i<= Vg, Inen Ynxn : |an —by| <e.
Niech
C:={a = (an);2; C Q: a jest ciagiem Cauchy’ego}.

Latwo wida¢, ze ~ jest relacja rownowaznosci w C. Definiujemy zbior liczb rzeczywistych
R:=¢C/~.
Obserwacja 1.5.4. Dla dowolnych a = (an)pl;, b = (by)pZ; € Cmamy @ ~ b <= J(n,)> podcigg’
(@ )72y ~ (b, )32, Istotnie, implikacja (=) jest oczywista. Dla dowodu implikacji (<=) niech ¢ € Qs 1
niech N € N beda takie, ze dla dowolnych k, m,n > N mamy |a,, — am| < /3, |by, —bm| < €/3, |an, —bn, | <
e/3. Wtedy n, k > N (odnotujmy, ze ny, > k) mamy |ay, — by| < |an — an,| + |@n, — bny | + [bn — b, | < e

Konstrukcja 1.5.5 (Budowa struktury zbioru liczb rzeczywistych — Cwiczenig). Ponizej a = (a,,)%%;, b =
(bn)nzy, € = (cn)pZy, d = (dn)pZ, € C

(@ a+b:=(an+by)32, €C.Jezelia ~ corazb~d,toa+b~c+d.

(b) Istnieje M € Q4 takie, ze |an| < M, n € N. Istotnie, biorgc w definicji ciggu Cauchy’ego, ¢ = 1
wnioskujemy, ze istnieje N € N takie, ze |a, — ay| < 1 dlan > N. w takim razie wystarczy wzig¢ M :=
max{|ai|,...,|an—1|, lan| + 1}.

(¢) a-b:= (a,by)$2, € C.Istotnie, niech M € Q. bedzie takie, ze |a,|, |b,] < M dlan € N. Wtedy
|anbn — @mbm| < M(|an — am| + [bn — bim).

(d) Jezelia ~ corazb ~ d,to a - b ~ c - d. Istotnie, niech M € Q bedzie takie, ze |b,|, |c,| < M dla
n € N. Wtedy |a,b, — cndpn| < M(|ay, — cn| + |bn — dn)).

(e) Powyzsze wlasnosci pozwalajg zdefiniowaé w €/ ~ dzialania dodawania i mnozenia:

[a]~ + [b]~ :=[a + b]~,
]~ - [b]~ := [a - b]..
Jest oczywiste, Ze dziatania te sa faczne i przemienne. Ponadto, mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

(f) Dlar € Q przez r rozumiemy ciag staly r,, :== r, n € N. Oczywiscie r € C. Teraz definiujemy 7 : Q —
R, 7(r) = [r]~, r € Q. Zauwazmy, ze T jest injektywne oraz 7(r1+r2) = 7(r1)+7(r2), 7(r1-12) = 7(r1)-7(r2),
czyli 7 jest zgodne z dziataniami.

(g) Elementy 7(0) = [0]~ oraz 7(1) = [1]~ sa neutralne odp. wzgledem dodawania i mnozenia. Latwo
tez wida¢, ze element [—a]~ jest odwrotny do [a]. wzgledem dodawania, gdzie —a := (—a,)%2 ;. Krotko:
(]~ = [~a]..

2) Julius Dedekind (1831-1916).

3) Augustin Cauchy (1789-1857).
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(h) a 76 b= 3506Q>0, NeN : (vn>N S 2 by + 50) \ (anN tbp > an + 50)~

Istotnie, implikacja (<=) jest oczywista. Dla dowodu implikacji (=) przypusémy, ze V.cq., YNeN TnzN :
|an, — by | < €. Dla dowolnego € € Qs istnieje wiec podciag (ng)52 ; taki, ze |a,, — by, | < €. Teraz wystarczy
skorzystaé¢ z Obserwacji 1.5.4.

(i) Niech @ ¢ 0iniech ey € Qs oraz N € N beda takie, ze |a,| = €p dlan > N. Zdefiniujmy a* =
(en)q,cn:=0dlal <n<N-—1lic,:=1/a,dlan > N.Wtedy a* € Coraz [a]~. - [a*]. = [1]~, czyli, ze
[a*]~ = [a]Z".

Istotnie, dla m,n > N mamy |1/a, — 1/am| < %\an — .

(j) Wykazalismy, ze (R, +, ) jest cialem.

(k) Wprowadzamy porzadek: [a]~ < [b]~ <= Jecg.,, NeN : VN : Gn + € < by

Jest to relacja poprawnie okreslona, spéjna, przechodnia i zgodna z dziataniami.

Istotnie, jezelia ~ ¢, b ~ d, oraz a,, + € < b, dlan > N, to dobieramy N; > N takie, ze |a, — ¢,| < €/3,
|by, — dn| < e/3dlan > Ni. Wtedy, dlan > Ny mamy ¢, +¢/3 < ay, +2¢/3 < b, — /3 < d,.

(P1) wynika natychmiast z (h) (4).

(P2): Jezelia, +e1 < by dlan > Nyib, +¢e; < ¢, dlan > Ny, to biorac € := min{e;, ey}, dla
n > max{Ny, No}, mamy a,, + 2 < b, + € < ¢y.

(P3): Jezelib, + e < cpdlan > N,toa, + b, +e < a, +c,dlan > N.

(P4): Jezeli 0+ 1 < ap dlan > Njorazb, +e2 < ¢, dlan > Nay,todlac :=¢;1 - e5in > max{Ny, No}
mamy ay, - by, + € < an(by, +€2) < an-c,dlan > N.

() (R,+,-, <) jest cialem uporzagdkowanym.

(m) Dlary, 7o € Q mamy r; < ro < 7(r1) < 7(r2), co oznacza, ze T jest zgodnie z relacjami <.

(n) Utozsamiamy Q z 7(Q). w szczegdlnosci, piszemy 0, 1 zamiast 7(0), 7(1).

(0) w R wprowadzamy relacje <, >, > oraz wartos¢ bezwzgledng | | : R — R:

a<b:<= (a=0b)V(a<b),

a>bi=b<a,

az2b:<= (a=0b)V(a>Db),

a, jezelia > 0
la] :== < 0, jezelia =0,
—a, jezelia <0

(p) Oczywiscie powyzsza warto$¢ bezwzgledna zgadza sie na Q z wyjsciowa wartoscig bezwzgledna dla liczb
wymiernych (|7(r)| = |r| dlar € Q). Latwo mozna sprawdzi¢ (CwiczeNiE), ze dlaa, b € R mamy |a-b| = |a|-|b
la+ 0] < a| + [b].

(@) Wprowadzamy przedzialy:

[a,0] :={zeR:a<z<b}dlaa<b,

[a,0) : ={x eR:a<z<b}, (a0, 0] :={xeR:a<z<b},(a,b):={xeR:a<z<bldlaa<b,
[a,+0) :={z e€R:z >a}, (a,400):={x €R:2z>a}dlaa R,

(=00, b :i={z eR:ax<b}, (—0,a) ={xeR:z<b}dlabeR,

,Fo0) =R, 2,

R4 :=[0,400), Ry := (0,4+00), R_ := (—00,0], Reg := (—00,0).

(r) Jezelia,b € R, a < b, to istnieje r € Q takie, ze r € (a, b) (gestos¢ Q w R).

Niech a,, + &€ < b, dlan > Nj. Dobieramy N takie, ze |a, — an|, |by — bm| < e/4 dlan,m > Ns.
Niech N = max{N;, N}, r := ay +¢/2.Dlan > N mamya, +¢/4 < ay +¢/2 =r < r+¢e/d =
(an +¢/2)+e/4 < by —e/4 < by,

(s) Spelniony jest aksjomat Dedekinda.

5

(4) Przypomnijmy, ze:

(P1) Y4 peF : zachodzi doktadnie jedna z mozliwosci: a < b,a = b,b < a,
P2)Vapeer: ((a<b, b<c)=a<c),

P3)Vapecr: (b<c=a+b<a+c),

(P4)va,b,c€F : (0 <a, b< C) —a-b<a-c
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1.6. Kresy "

Istotnie, przypusémy, ze R = A U B is spelnione sg (C1) - (C4) (5) Korzystajac z tych warunkéw oraz (r),
whnioskujemy, ze istnieja liczby r1, s1 € Q, 11 < s, takie, ze r1 € A, s1 € B.Rozwazmy, punkt ¢ := %(rl +51).
Lezy on albo w A albo w B. Jezeli w A to definiujemy 13 = ¢, $o := 1. Jezeli lezy w B, to kladziemy o = 1,
S := g. Powtarzamy procedure. Dostajemy ciagi 7 = (r,)52;, 8 = (s,)22, C Q takie, ze 7, € A, s,, € B,
rI<re< ... <1y <8, <Sp1<...<8118, —1p = 2%1(51 —ry) dla dowolnegon € N.Dlan,m > N
mamy |r, — 7| < Sy — rn. Wynika stad natychmiast, ze » € C. Podobnie s € €. Oczywiscie, r ~ s, a wiec
[r]~ = [s]~ =: c. Przypuéémy, ze ¢ € A. Niech ¢’ € A bedzie takie, ze ¢ < ¢’. Wobec (r), musi istnie¢ t € Q
takie, ¢ < t < ¢/. Oznacza to w szczegdlnosci, ze istnieja e € Qs i N € Ntakie, zer, +e <t < s,dlan > N,
co daje sprzeczno$é. Przypadek, gdy ¢ € B jest analogiczny (CWICZENIE).

(t) (R,+,, <) jest ciatem uporzadkowanym spelniajacym aksjomat Dedekinda.

Mozna pokazaé, ze (R, +, -, <) jest jedynym cialem uporzagdkowanym spelniajacym aksjomat Dedekinda
takim, ze istnieje odwzorowanie injektywne 7 : QQ — R, ktére jest zgodne z dzialaniami i relacjami. Do-
kladniej, jezeli (]IN%, +,7, <) jest ciatem uporzadkowanym speliajacym aksjomat Dedekinda takim, ze istnieje
odwzorowanie injektywne 7 : Q — R, ktore jest zgodne z dziataniami i relacjami (<, <), to istnieje bijekcja
p: R—R zgodna z dzialaniami i relacjami (< i <) taka, ze p o 7 = T.

1.6. Kresy

Definicja 1.6.1. Niech A C R. Méwimy, ze A jest ograniczony od gory, jezeli istnieje M € R takie, ze ¢ < M
dla dowolnego x € A. Kazda taka liczbe M nazywamy ograniczeniem gornym (majorantq) zbioru A. Zbioér
wszystkich ograniczen goérnych zbioru A oznaczamy (roboczo) Maj A.

Moéwimy, ze A jest ograniczony od dolu, jezeli istnieje m € R takie, ze m < z dla dowolnego = € A. Kazda
taka liczbe m nazywamy ograniczeniem dolnym (minorantq) zbioru A. Zbiér wszystkich ograniczen dolnych
zbioru A oznaczamy Min A.

Moéwimy, ze A jest ograniczony, jezeli jest jednoczesnie ograniczony od dotu i od gory.

Mowimy, ze element a* € A jest maksimum zbioru A, jezeli x < a* dla dowolnego = € A. Piszemy
a* = max A.

Moéwimy, ze element a, € A jest minimum zbioru A, jezeli a, < x dla dowolnego = € A. Piszemy a, =
min A.

Jezeli zbiér Maj A # @ ma element minimalny, to nazywamy go supremum (kresem gérnym) zbioru A
i oznaczamy sup A. To znaczy, ze sup A := min(Maj A).

Jezeli zbiér Min A # & ma element maksymalny, to nazywamy go infimum (kresem dolnym) zbioru A
i oznaczamy inf A. To znaczy, ze inf A := max(Min A).

Obserwacja 1.6.2. (@) Jezelia e MajAib>a,tob e MajA.Jezelia € Min Aib < a,to b € Min A.
(b) MajR = MinR = @.
(c) O jest ograniczony, ale nie ma kreséw.
(d) sup Aiinf A sag wyznaczone jednoznacznie.
(e) Jezeli max A (odp. min A) istnieje, to max A = sup A (odp. min A = inf A).

(f) Kazdy niepusty zbiér skonczony A C R ma maksimum i minimum.

(g) max A = —min(—A), sup A = —inf(—A), gdzie —A := {—z : © € A}. Jezeli A jest ograniczony od
gory (odp. od dotu), to —A jest ograniczony od dotu (odp. od gory).
(h) @ # A C R jest ograniczony od gory (odp. od dotu) i ag € R, to nastepujace warunki sa rownowazne:

e ag =sup A (odp. ag = inf A);

e ag € MajAorazV.sg Jaca : a > ag — € (odp. ag € Min A oraz Ve~ Jaca : a < ap + €).
Twierdzenie 1.6.3. Kazdy niepusty zbior A C R ograniczony od gory (odp. od dotu) ma supremum (odp. infimum).
Dowép. Zaldzmy, ze @ # A C R jest ograniczony z gory. Niech P := R\ Maj 4, @ := Maj A. Wtedy:

PUQ =R

P, Q # . Istotnie, P # @ bo A # &, za§ Q # & bo A jest ograniczony z gory.

(5) Przypomnijmy, ze:
(C1) A,B # @,

(C2) VQEA, veB a < b,
(C3)Vaca Jgrcaa<da,
(C4) Vyep Fyep : b < b.
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Jezelia € P,b € Q, to a < b. Istotnie, gdyby a > b, to wtedy a € Q.

Jezelia € P, to istnieje b € A takie, ze a < b. Istotnie, gdyby b < a dla dowolnego b € A, to a € Q.

Biorgc a < @’ < b dostajemy o’ € P takie, ze a < a’. Istotnie, gdyby a’ € @, to a’ > b.

Z zasady ciaglosci wynika, ze istnieje by € () takie, ze by < b dla dowolnego b € @, czyli by = sup A.
Przypadek infimum przebiega analogicznie (CWICZENIE). ]

Obserwacja 1.6.4. Zbior I C R jest przedziatem wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych z,y € I, z < y,
mamy [x,y] C I.

Oczywiscie kazdy przedzial ma wyzej wymieniona wlasnos¢. Zalézmy teraz, ze @ # I C R ma te wlasnosé.

e Jezeli I jest ograniczony, to definiujemy a := inf I, b := supI. Gdy a = b, to I = {a} = [a, a]. Jezeli
a < b, to, w zaleznosci od tego, czy a i/lub b naleza do I, mamy I € {[a,b], (a,b], [a,b), (a,b)}.

e Jezeli I jest ograniczony od gory, ale nie jest ograniczony od dolu, to definiujemy b := sup I. Wtedy
I € {(—00,b], (—o0,b)}.

e Jezeli I jest ograniczony od dolu, ale nie jest ograniczony od gory, to definiujemy a := inf I. Wtedy
I € {[a,+0), (a,+0)}.

o Jezeli I nie jest ograniczony ani od géry ani od dotu, to I = R.

1.7. Zbiory przeliczalne
Twierdzenie 1.7.1 (Zasada minimum). Niech @ # A C N. Wtedy 3y ca Viea : ko < k, tzn. kg = min A.

Dowdp. Zbidr A, jako podzbiodr R, jest ograniczony z dotu, a wiec ma infimum ko. Gdyby kg ¢ A, to korzystajac
z Obserwacji 1.6.2(h), dla dowolnego ¢ > 0 mieliby$my (ko, ko + ) N A # &, co daje sprzecznosé. U

Twierdzenie 1.7.2 (Zasada indukcji matematycznej). Niech A C Ny. Jezeli0 € A oraz
Vien, (k€ A= k+ 1€ A),
to A = Np.

Dowép. Przypusémy, ze A & Ny iniech kg := min(N \ A) (na podstawie zasady minimum). Wobec definicji
ko musi by¢ kg — 1 € A. Stad, korzystajac z zalozen, wnioskujemy, ze kg € A; sprzeczno$é. O

Definicja 1.7.3. Dwa zbiory X oraz Y nazywamy réownolicznymi, jezeli istnieje bijekcja ¢ : X — Y. Zbior
A nazywamy skoriczonym, jezeli A = & lub A jest rownoliczny ze zbiorem {1,...,n} dla pewnegon € N
(wtedy méwimy, ze A jest n-elementowy). Zbiory nieskoriczone to takie, ktore nie sa skoriczone. Méwimy, ze
A jest przeliczalny, jezeli A jest rownoliczny z N; zapisujemy to jako #A = Y. Zbidér A nazywamy co naj-
wyzej przeliczalnym, jezeli jest skoniczony lub przeliczalny; zapisujemy to jako #A < Ng. Zbiér A nazywamy
nieprzeliczalnym, jezeli nie jest co najwyzej przeliczalny.

Obserwacja 1.7.4. (a) Relacja rownolicznosci zbioréw jest relacja rdwnowaznosciowa.
(b) Zbidr jest przeliczalny, jezeli wszystkie wyrazy tego zbioru mozna ustawic¢ w cigg réznowarto$ciowy.
(c) Ny, Z sa przeliczalne.

Lemat 1.7.5. (a) Kazdy nieskoriczony zbior C C N mozna ustawi¢ w cigg Scisle rosngcy a : N — C,
tzn.a(n) < a(n+1),n e N.

(b) Dowolny nieskoriczony podzbiér B zbioru przeliczalnego A jest przeliczalny.

(c) Jezeli A jest przeliczalny, zas f : A — B jest surjekcjq, to B jest co najwyzej przeliczalny.

Dowop. (a) Korzystajac z zasady minimum definiujemy
a(l) :==minC, a(n) := min(C \ {a(1),...,a(n=1)}), n>=2.

Trzeba tylko pokazaé, ze a : N — C' jest odwzorowaniem surjektywnym. Oczywiscie a(1) < a(2) < ....
Przypusémy, ze ¢p € C' \ a(N) € C\ {a(1),...,a(n — 1)}. Wtedy n < a(n) < ¢ dla dowolnego n € N, co
daje sprzecznosé.

(b) Poniewaz A jest przeliczalny, istnieje bijekcja ¢ : N — A. Niech C := »~1(B); jest to zbiér nieskon-
czony oraz ¢|c : C' — B jest bijekcja. Wiemy, ze C' mozna ustawi¢ w ciag $cisle rosnacy a : N — C'. Teraz
1 := @ o a jest bijekcja N — B.

(c) Mozemy zatozy¢, ze A = N oraz, ze B jest nieskoriczony. Zauwazmy, ze rodzina { f ~1(b) : b € B} sklada
sie z niepustych zbioréw parami roztacznych. Dla b € B niech g(b) := min f~1(b) (zasada minimum). Wtedy
g : B — Njest injekcja, a wigc B jest przeliczalny. ]
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Twierdzenie 1.7.6. (a) Zbior N x N jest przeliczalny.
(b) Zbior Q jest przeliczalny.

Dowép. (a) Zbiér N x N ustawiamy w nieskonficzong tablice

(1,1) — (1,2 1,3) — (1,4
! T !

(2,1) — (2,2) (2,3) (2,4)
! T !
31 — (32 — 33 (3,4)
!

(4,1) — (42) — (*3) — (449

!

i teraz wszystkie elementy zbioru N x N ustawimy w ciag zgodnie ze strzatkami.
(b) Wobec (a) zbidr Z x N jest przeliczalny. Odwzorowanie Z x N 3 (¢, m) — % € Q jest surjekcja. Teraz
korzystamy z Lematu 1.7.5(c). O

Twierdzenie 1.7.7. (@) Zatézmy, ze rodzina (A;);cr C P(X) jest taka, ze I # @, #1 < Vg oraz #A; < Vo,
i € I. Wtedy zbiér A := | A, jest co najwyzej przeliczalny.

i€l
(b) Jezeli X1,..., X, sq conajwyzej przeliczalne, to X1 x - -- x X,, jest co najwyzej przeliczalny.
Dowob. (a) Jezeli zbior I jest skoficzony, to mozemy przyja¢ I = {1,...,N}. Jezeli I jest przeliczalny, to

mozemy przyjaé, ze I = N. Niech ¢; : B; — A, bedzie bijekcja dla pewnego B; C N, ¢ € I. Na podstawie
Twierdzenia 1.7.6(a) zbior C := |J {i} x B; C N x N jest przeliczalny. Poniewaz odwzorowanie ¢ : C' — A,
icl

(i, a) := @;(a), jest surjektywne, zbidr A jest co najwyzej przeliczalny (Lemat 1.7.5(c)).

(b) Indukcja wzgledem n. Przypadek n = 1 jest oczywisty. Przechodzimy do kroku indukcyjnego n ~» n—+1.
Wtedy

Xy X x Xpy1 = U X1 x - x Xy, X {zpy1}
Tpr1€Xn41

i mozemy zastosowac (a) ]

1.8. Nieprzeliczalnos¢ R
oo
Twierdzenie 1.8.1 (Twierdzenie Cantora (6) ). NiechI, :=[an,b,] CR, 41 CIy,n €N Weedy () I, # 2.
n=1
Dowép. Dla dowolnych m, n mamy a,, < b,,. Niech A := {ay,as, ... }.Jest to zbiér ograniczony z gory. Niech
a := sup A. Wtedy a,, < a < by, dla dowolnego n. Stada € () Ip,. O
n=1
Cwiczenie 1.8.2. Jezeli w twierdzeniu Cantora V.o Iyen : by —ay < &, to () I, musiby¢ jednopunktowy.
n=1
Twierdzenie 1.8.3. Dowolny przedziat I C R taki, ze #1 > 2 jest zbiorem nieprzeliczalnym.
Dowép. Przypusémy, ze I = {ci1,co,...}. Ustalmy a,b € I, a < b. Jezelicy ¢ Iy := [a,b], to kladziemy
Iy := Iy. Jezeli ¢; € Ip, to dobieramy mniejszy przedziat Iy = [a1,b1] C I taki, ze a1 < by icy ¢ 7. Jezeli

co ¢ I, to kladziemy Io := I;. Jezeli ¢ € Iy, to dobieramy mniejszy przedziat Io = [ag,bs] C Iy taki, ze
as < baice ¢ Io. Powtarzamy rozumowanie. Dostajemy zstepujacy ciag przedziatow I,, = [ay, by, arn < by,

o0
n € Ntaki, ze ¢y, ...,¢, ¢ I,,n € N. Wynika stad, ze (| I, = & — sprzecznos¢. O
1

n=

Twierdzenie 1.8.4 (Cantor). Zbiér X wszystkich ciggow N — {0, 1} jest nieprzeliczalny.

(®) Georg Cantor (1845-1918).
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Dowdp. Oczywiscie X jest nieskonczony. Przypu$émy, ze ustawilismy go w ciag a : N — X. Teraz zdefiniu-
jemy pewien element z € X:

z(n) :=1-a(n)(n), neN.

Poniewaz, x ¢ a(N) dostajemy sprzecznos¢. O

Powyzsza metoda dowodu nosi nazwe metody przekqgtniowej.

Cwiczenie 1.8.5. Udowodnié¢ Twierdzenie 1.8.3 w oparciu o Twierdzenie 1.8.4.

1.9. Funkcje monotoniczne i okresowe

Definicja 1.9.1. Niech @ # A C Ri f : A — R. Mowimy, ze f jest rosngca (odp. silnie rosngca), jezeli dla
dowolnych z,y € A stad, ze < y wynika, ze f(z) < f(y) (odp. f(z) < f(y)).

Moéwimy, ze f jest malejgca (odp. silnie malejgca), jezeli dla dowolnych x,y € A stad, ze x < y wynika, ze
F(@) > f(y) (odp. f(z) > f(y).

Funkcje rosnace lub malejace nazywamy monotonicznymi. Funkcje silnie rosnace lub silnie malejace nazy-
wamy silnie monotonicznymi.

Oczywiscie, powyzsze definicje dotycza tez ciagéw f: N — R.

Moéwimy, ze funkcja f : A — B jest okresowa jezeli istnieje liczba w > 0 (zwana okresem) taka, ze:

o Vocn:r+w, x—we€EA,

* Veea: flz+w)=f(z)

Jezeli istnieje okres minimalny, to nazywamy go okresem zasadniczym (podstawowym,).

Widad, ze f jest rosnaca (odp. silnie rosnaca) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja — f jest malejaca (odp. silnie
malejaca).

Przyklad 1.9.2. Funkcja f := xq,r jest okresowa (dowolna liczba w € Qs jest jej okresem), ale f nie posiada
okresu zasadniczego.

1.10. Uzupelniony (rozszerzony) zbior liczb rzeczywistych

R := R U {—00, +00}, gdzie —00, +00 ¢ R i —0c0 # +00. Dodawanie i mnozenie rozszerzamy na R tylko
czesciowo:

a,beER=a+b= a,beER=a-b=
[ b\a [[ —00 [Reo [0 R0 | 00|
[b\a [-oo] R [+00] —00 || 400 | 400 | ? | —o0 | —o0
—0 || —o0 | —© ? Reg |40 |a-b|0|a-b|—0
R —00 | a+b| +oo 0 ? 0 0 0 ?
+00 ? 400 | 400 Rsg || —0c0|a-b|0|a-b|+oo
+o0 || —o0 | —o0 | ? | +00 | +00

Dalej rozszerzamy relacje < na z,y € R:

r<y:<= (r,yeR, z<y)V(zx=—o00,y € RU{+o0})V (r € RU{-00}, y = +00).

Dostajemy relacje spojna i przechodnia (CWICZENIE). Mozemy wiec rozszerzy¢ na R relacje <, > i >. Dla
dowolnych a,b € R, a < b, definiujemy przedzialy [a, ], (a,b], [a,b), (a,b). Ponadto, definiujemy | + oo| :=
+00.

Pojecia Maj A, Min A, max A, min A, sup A4, inf A przenosimy na A C R. Poniewaz —c0 < z < +00
dla dowolnego = € R, zatem wszystkie zbiory A C R s3 ograniczone. Ponadto, jezeli A # @, to sup A i inf A
istnieja. Istotnie:

jezeli zbiér A N R jest niepusty i ograniczony od gory, to przyjmujemy sup A := sup(A N R) (po prawej
stronie bierzemy supremum w ,starym” sensie);

jezeli zbior A N R jest niepusty i nieograniczony od gory, to przyjmujemy sup A := +o0;

jezeli +o0o0 € A, to sup A := +o0;

jezeli A = {—o0}, to sup A := —c0.

Podobnie dla infimum (Cwiczenig). Odnotujmy, ze sup @ := —oo, inf @ := +o0.
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Cwiczenie 1.10.1. Odwzorowanie ¢ : R — [—1,1],

oo, jezeliz € R
pla) = q T2 )
+1, jezeli z = +o0

jest $cisle rosnaca bijekcja.

1.11. Liczby zespolone

W zbiorze C := R x R wprowadzamy dziatania:
e dodawanie: (z,y) = (u,v) := (z + u,y + v),
e mnozenie: (2,y) - (u,v) := (zu — yv, xv + yu).

Cwiczenie 1.11.1. (C, +, ) jest cialem, przy czym:

e (0,0) jest elementem neutralnym dla dodawania.

hd *(l’,y) = (7*737 7y)'

e (1,0) jest elementem neutralnym dla mnozenia.
(2.9) 7 = (7. — 57 ) dia (2,) # (0,0).

e Odwzorowanie R 3 z — (z,0) € C jest injekcjg zgodna z dzialaniami, co pozwala utozsamiaé R
z podzbiorem C. w konsekwencji z = (x,0) dlaz € R,np. 0 = (0,0), 1 = (1,0).

e Niech i := (0,1) € C; i nazywamy jednostkq urojonq. Wtedy i2 = —1 oraz (z,y) = (z,0) + (0,1) -
(y,0) = = + iy.

e ¥ =7 (prosze ustali¢ wzor).

Jezeli z = x + iy to:

x =: Re z nazywamy czesciq rzeczywistq z,

y =: Im z — czesciq urojonq z,

|z| := /2% + y? — modutem (wartoscig bezwzgledng) z,
Z = x — iy — liczbq sprzezong z z.

Cwiczenie 1.11.2. Niech w, z = x + iy € C. Wtedy:

(a) z= 2.
(b) 2=Z <= z=x€R.
() z=Rez=3(z+2),y=Imz= 2%(2 —Z).
@ [z] = |zl.
@ |z2=z2 %

(f) operator sprzezenia C 5 z —— Z € C jest zgodny z dzialaniami, tzn. w + 2z =W+ Z oraz W -z = W - Z;
ponadto, g = % dla z # 0.

@ |wz] = |w]|z].

(h) [z <[]+ |y|.

(@) max{la], [yl} < |2| < vV2max{|z], [y[}.

(j) (Nieréwnosé trojkgta) ||w| — |2|| < |w + 2| < |w| + |2].

(k) Funkcja o(z,w) := |z — w| jest odlegto$cia Euklidesowa na C.

(1) Zbioér K (a,r) := {2z € C: |z — a| < r} jest kolem otwartym o $rodku w punkcie a i promieniu r.

(m) Zbiér K (a,r) := {z € C: |z — a| < r} jest kolem domknietym o srodku w punkcie a i promieniu 7.
Standardowe oznaczenia: K (r) := K(0,7), K(r) :== K(0,7),D:= K(1),T={2 € C: |z| = 1}.

Dlaz =z +iy € Czbiérargz := {p € R: z = |z| cos ¢, y = |2|sin ¢} nazywamy argumentem z (7).
Obserwacja 1.11.3. (a) arg0 =R.

(b) z = |z|(cos ¢ +ising), ¢ € arg z; jest to tzw. postaé trygonometryczna z.

(c) Jezeli z # 0, to 1,02 € argz <= %2 ¢ 7. w konsekwencji, jezeli z # 0, to istnieje doktadnie
jedna liczba ¢ € argz N (—m, 7. Nazywamy ja argumentem glownym z i oznaczamy Arg z. Mamy argz =
{Arg z 4 2kw : k € Z}. Ponadto przyjmujemy Arg0 := 0.

(d) a-b=allbl(cos(a+ B) +isin(a + f)),a,b € C, « € arga, § € argb.

(7) Uwaga: precyzyjne definicje funkcji trygonometrycznych zostang podane w podrozdziale 6.6.
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(e) (Wzér de Moivre’a (%)) 2™ = |z|"(cos(ny) + isin(ng)), z € C, ¢ € argz,n € N.
Dlaz € Cin € N, zbiér {/z := {w € C: w" = z} nazywamy pierwiastkiem zespolonym z liczby z.

Cwiczenie 1.11.4.  (a) /0 = {0}.
(b) ¥z= {\"/|z|(cos%2]m+isin%2k”) :k=0,...,n— 1},z eC,p:=Argz,neN. (9)
(c) Dlan > 3 zbior {/1 to wierzchotki n-kata foremnego wpisanego w okrag jednostkowy T.
(d) Czy prawdziwa jest rowno$¢ %/ /z = "{/z,tzn. |y w = "/z?

we Yz
Twierdzenie 1.11.5 (Nieréwno$¢ Schwarza (10) ). Dla dowolnych ay,...,a, € C,by,...,b, € C mamy
n _ 2 n n
‘ Zajbj’ <Y laiP Y 1bl%
j=1 j=1 j=1

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory (a1, . .., a,) oraz (b1, ..., b,) sq C-liniowo zalezne.

n n n —
Dowép. Niech 4 := 3" |a;|?, B := Y [bj|%, C := 3" a;b;. Jezeli AB = 0, to twierdzenie jest oczywiste.

j=1 j=1 j=1
Zalozmy wiec, ze AB > 0. Mamy:
0< Y |Ba;—Cb|> =) (Ba; — Cb;)(Ba; — Cb;) =
j=1 j=1

n n n n
= B2 Z la;|? — Bézaﬁj - CBijEJ- + |C? Z b;|? =
j=1 j=1 j=1 j=1

= B?A - BCC -~ CBC + |C|*B = B*A - B|C|> = B(BA - |C|?).

Wynika stad natychmiast, ze |C|?> < AB oraz, ze réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Ba; = Cb;,
j=1,...,n (]

8) Abraham de Moivre (1667-1754).
9 Uwaga: istnienie pierwiastka arytmetycznego ¥/a, a > 0, zostanie wykazane w Twierdzeniu 2.2.1.
10) Hermann Schwarz (1789-1857).



ROZDZIAL 2

Ciagi liczbowe

2.1. Ciagi liczbowe

W tym rozdziale bedziemy rozwaza¢ tylko ciagi liczbowe (a,)52; C K (czy tez (a,)52, C K), gdzie

K € {R,C}. W przypadku, gdy K = C mowimy o ciggach zespolonych, za$ w przypadku K = R — o ciggach
rzeczywistych.

Obserwacja 2.1.1. W praktyce ciag mozemy zadaé¢ na nastepujace sposoby:

e Wzorem ogblnym, np. a,, := 1/nlub a,, := n.

o Wzorem rekurencyjnym, np.

a1 1= a, Gn41 = a, + 7, n € N (ciag arytmetyczny), lub

a1 = @, Ap41 ‘= angq, n € N (ciag geometryczny), lub

Fy:=0,F:=1,F,1 = F,_1 + F,, n € Ny (ciag Fibonacciego ('), 0,1,1,2,3,5,8,13,21,...).

Oczywiscie, bardzo czesto ciag dany wzorem rekurencyjnym moze by¢ réwniez zadany wzorem ogélnym
(@p. a, == a+ (n — 1)r, czy a, := ag™~ '), choé wzér rekurencyjny jest na ogét prostszy.

e Poprzez opis, np. a,, := n-ta liczba pierwsza.

Obserwacja 2.1.2. Jako dygresje rozwazmy ogélny cigg dany przez jednorodng rekurencje liniowq. Jest to ciag
(an)22, spelniajacy dla pewnych k € N, ¢1, ..., ¢ € C, ¢ # 0, warunek rekurencyjny a,, = c1an—1 + -+ +
ckan—k, 1 € N. Dla przykladu, ciag Fibonacciego, to k = 2, ¢c; = ¢o = 1. Przypadek k£ = 1 jest trywialny, wiec
dalej bedziemy zakladaé, ze k > 2.

Pokazemy, ze jezeli 2% — (c12* 2+ +¢) = (2 —71) - (2 — 7)), gdzie r; # rj dlai # j, to ciag (a,)5%

jest opisany wzorem ogélnym a,, = b1 + --- + bgrp, n € N, dla pewnych by,...,b; € C.

Istotnie, dla dowolnych by,...,bg, jezeli x,, = bir{ + --- + by, to v, = c1Tp—1 + -+ + CLTn—i,
n € N (Cwiczenig). Pozostaje wiec dobraé by, . .., by tak ze ap, = bir + - + bpr?,n =0,...,k — 1. Jest to
kwadratowy uklad réwnan o wyznaczniku

1,...,1
1y Tk .
det . = H (ri —r;) #0, (CWICZENIE).
: 1<i<j<k
r’f_l, . r,lz_l

w przypad}fu ciagu Fibonaccie;go mamy 2% — z — 1 = (z — 3(1 + V5))(z — $(1 — V/5)), a wiec F,, =
by (%(1 + \/5)) + bg(%(l — \/5)) . Biorac n = 0, 1 dostajemy by = %, by = —%r).
Definicja 2.1.3. Mowimy, ze ciag (a,)52; C C jest zbiezny do liczby a € C, jezeli

Veso Inen Vnzn :lan —al <e. (2) )

Piszemy wtedy a = hlf ay lub a,, — a, a liczbe a nazywamy granicq ciggu.
n—-+oo

Moéwimy, ze ciag (a,,)2; C C jest ciggiem Cauchy’ego, jezeli

Vz-:>0 3NEN Vn,m}N : ‘an - am| <e.

1) Leonardo Fibonacci (1175-1250).
2) Innymi stowy: Veso Inen VasN ¢ an € K(a,e). Zauwazmy, ze warunek (*) jest réwnowazny warunkowi

VE>0 ElNeN Vn}N : |an — al < €.

17
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Obserwacja 2.1.4. Jest rzecza widoczna, iz skoniczona liczba poczatkowych wyrazéw ciagu nie ma wptywu na
jego zbieznoé¢ (i na granice) oraz na to, czy ciag jest Cauchy’ego. Mowimy, ze wlasnos¢ W zachodzi dla prawie
wszystkich wyrazéw ciggu (a,)S2,, jezeli istnieje N € N takie, ze a,, ma wlasnos¢ W dlan > N. Z tego tez
powodu ponizej, gdy zakltadamy, ze jaka$ wlasnos¢ zachodzi dla wszystkich wyrazéw ciagu, mozemy zalozyc,
ze zachodzi dla prawie wszystkich wyrazow.

Obserwacja 2.1.5 (CWICZENIE). (a) Ciag moze by¢ zbiezny tylko do jednej granicy.
(b) Jezeli a,, = ¢ = const, n € N, to a,, — c.
(¢) 1/n — 0.
(d) Kazdy ciag zbiezny jest ciagiem Cauchy’ego.
Istotnie, |a, — an| < |an — a| + |am — al.
(e) Kazdy ciag Cauchy’ego jest ograniczony, tzn. istnieje C' > 0 takie, ze |a,| < C' dlan € N.

Istotnie, jezeli [ap, — amm| < 1dlan,m > N, to [a,| < max{|ai],..., |lan—1] lan[ + 1}, n €N
(f) Jezeli a,, — a, to |a,| — |al.
Istotnie, Han\ - |aH <lan —al.

(g) Jezelia,, — aoraz |a,| < C,n € N, to |a|] < C.
Istotnie, |a| < |an| + |an, — a| < C + |a, — al.

(h) Jezeli a,, — a, to aa,, — aa dla dowolnego o € C.
Istotnie, |aa, — aal = |a||a, — al.

(i) Jezeli a,, — a, b, — a,to a, + b, — a +b.

Istotnie, |a,, + b, — (a +b)| < |a, — a| + |b, — b|.

(j) Dla (a,)22 4, (b,)22; C Roraz a,b € R mamy: a,, + ib,, — a + ib < a,, — a, b, — b.

Podobnie, ciag (@, +ib,, )22 1 (an, by € R, n € N) jest ciggiem Cauchy’ego wtedy i tylko wtedy, gdy (a,,)52
i(bn)S2; sg ciggami Cauchy’ego.

Istotnie, |a,, + ib, — (a + ib)| < |ap, — a| + |by, — b| oraz max{|a, — al, |b, — b|} < |ayn, + ib, — (a + ib)|.

(k) Jezeli a,, — a, b, — a, to a,b, — ab.

Istotnie, wiemy, ze ciagi (a, )52 1 1 (b, )72, s ograniczone. Niech |ay, |, |b,]| < C,n € N. Wtedy |a,,b,—ab| <
lan — al|ba| + lallbn — b < C(lan — a| + [bn — b]).

() Jezelia, — aia #0,to1/a, — 1/a.

Istotnie, istnieje N € N takie, ze |a,| > |a|/2, n > N. Wtedy dla n > N mamy |a% -1 =

el <
ﬁ |an — al.

(m) Dla (a,)22 4, (bn)52; C Roraz a,b € R, jezelia, — a,b, — bia < b, to a, < b, dla prawie
wszystkich n € N.

(n) Dla (an)5%;, (bn)22, C Roraz a,b € R, jezeli a,, — a, b, — bia, < by, dla prawie wszystkich
neNtoa <b.

(o) (Twierdzenie o trzech ciagach) Jezeli a,, < b, < ¢, dla prawie wszystkich n € N, oraz a,, — ¢
ic, — g, tob, — g.

(p) Jezeli ciag (an)S2; C R jest rosnacy i ograniczony od gory, to jest zbiezny oraz

lim a, =sup{ai,az,...}
n—-+00

(q) Jezeli ciag (an)$2; C R jest malejacy i ograniczony od dolu, to jest zbiezny oraz

lim a, = inf{ay,as,...}.
n—-4oo

(r) Jezeli a,, — a, to a,, — a dla dowolnego podciagu (an, )72 ;.
Istotnie, jezeli |a,, — a| < edlan > N, to |ay,, —a| <edlak > N (poniewaz ny > k).
(s) Jezeli ciag (an)52; C R jest monotoniczny, to nastepujgce warunki sg réwnowazne:
(i) ciag (an )52, jest zbiezny;
(ii) ciag (a,)S2; jest ograniczony;
(ili) istnieje podciag (an, )7, zbiezny;
(iv) istnieje podciag (an, )72 ; ograniczony.
(t) Podciag ciagu Cauchy’ego jest ciggiem Cauchy’ego.
(u) Jezeli (an)32, jest ciagiem Cauchy’ego oraz a,, — a,to a, — a.
Istotnie, jezeli |a,, — an| < e/2dlan,m > Nila,, —a| <e/2dlak > N, to|a, —a|] < |an — any|+
|any —a] <edlan > N.
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(v) Jezeli N = AU B, gdzie AN B = @, A = {n1,ng,...},n1 < na < ..., B = {my,ma,...},
my; < mg < ...,0raz @y, — @iamy,, — a,toa, — a.

Obserwacja 2.1.6 (CwiczeNIE). Rozwazmy cigg geometryczny (q")52,, gdzie ¢ € C. Wtedy:
dla |q| < 1 ciag jest zbiezny do 0,

dla |g| > 1 ciag jest rozbiezny,

dla ¢ = 1 ciag jest zbiezny do 1,

dla ¢ = —1 ciag jest rozbiezny.

Cwiczenie* 2.1.7. Niech g € T. Kiedy zbiér {¢" : n € Z} jest gesty w T, tzn. dla dowolnych zy € Tie > 0
istnieje n € Z takie, ze |¢" — zo| < e.

Twierdzenie 2.1.8 (Twierdzenie Bolzano (3) ~Weierstrassa (4)). Z dowolnego ciggu ograniczonego mozna wy-
brac podciqg zbiezny.
W szczegblnosci, kazdy cigg Cauchy’ego jest zbiezny.

Dowép. Wystarczy rozwazy¢ cigg rzeczywisty (a,)22; C R. Istotnie, zalozmy, ze to wiemy i niech (a,, +
b, )52 1 bedzie zespolonym ciagiem Cauchy’ego. Wiemy, ze (a,)5% 1 1 (b,)5  sa rzeczywistymi ciggami Cau-
chy’ego. W takim razie a,, — a dla pewnego podciagu (ny)72 ;. Ciag (b,, )72, jest rowniez ciggiem Cau-
chy’ego. w takim razie istnieje jego podciag (b,w )72, zbiezny do pewnego b. Oczywiscie, an,, — a. Ostatecz-
nie, ay,, + iby,, — a +ib.

Wracamy do ciagu rzeczywistego. Mozemy zalozy¢, ze —c < a, < ¢, n € N, dla pewnego ¢ > 0. Niech
I = [p1,q1] == [—¢,¢], n1 = 1. Ktory$ z przedziatéow [—c, 0] lub [0, +c] musi zawiera¢ nieskoriczenie wiele
wyrazow ciggu. Oznaczamy go przez I = [pa, ¢2] i wybieramy no > 1 takie, ze an, € I. Teraz dzielimy I
na pot i powtarzamy rozumowanie. Dostajemy zstepujacy cigg przedzialow I, = [pg,qi], & € N, i podciag
Pr < an, < qr, k € N. Zauwazmy, ze ciag (py)72, jest rosnacy i ograniczony, za$ ciag (qx)52 ; jest malejacy
i ograniczony. Wiemy, ze py — p, gy — ¢ Oraz gy — pr = 5=z Stad p = q. Teraz z twierdzenia o trzech
ciagach wnioskujemy, ze a,,, — p. O

Definicja 2.1.9. Niech (a,,)°; C R. Mowimy, ze ciag (a,, )3 ; jest zbiezny do +00 (odp. —o0), jezeli
Varer IneN Yoz @ an = M (odp. a, < M);

piszemy wtedy lirf Gy = 400 (odp. —00), lub a,, — 400 (odp. —0).
n—-1+0o0o

Obserwacja 2.1.10. Korzystajac z Obserwacji 1.6.2(h) dostajemy nastepujacy wazny wynik.
Niech @ # A C R bedzie ograniczony z gory (odp. z dotu). Wtedy istnieje ciag rosnacy (odp. malejacy)
(an)$2, C A taki, ze a,, — sup A (odp. a,, — inf A).

Niech (a,,)%%;, (b,)%%; C R, a, — a € R, b, — b € R. Pojawiaja si¢ naturalne pytania, czy i do czego
sg zbiezne ciagi a, + by, anby, an /by,

Obserwacja 2.1.11. (a) Jezeli a + b ma sens, to a,, + b, — a +b.

Istotnie, przypadek a = b = £o00 jest oczywisty. Przypadek a,b € R jest nam juz znany. Przyjmijmy, Ze
np.a € R, b = +00. Wtedy a+b = +o00. Ciag (a,)52 ; musi by¢ ograniczony, |a,,| < C,n € N. Jezelib,, > 2M
dlan > N idlapewnego M > C,toa, +b, >2M —C > M,n > N, awiec a,, + b, — +00.

Podobnie postepujemy w przypadkach (@ = +o0,b € R), (@ € R,b = —00), (@ = —00,b € R) — CWICZENIE.

Jezelia = 00, b = FFoo dostajemy symbol nieoznaczony oo —0o. Nieoznaczonosé tego symbolu rozumiemy
w ten sposob, ze:

— dla dowolnego g € R istnieja ciagi (a,,) 1, (b,)22; C R takie, ze a, — +00,b, — —00ia,+b, —
9,

— istnieja ciagi (a,)5%;, (bn)22, C R takie, ze @, — +00, b, — —o0 i ciag (a, + by)
zbiezny (ani do granicy skoriczonej, ani nieskorniczonej).

CwiczeNIE: Zilustrowaé powyzsze przypadki konkretnymi przyktadami.

(b) Jezelia - b ma sens, to a, - b, — a - b.
Jezeli (a = 0, b = +00) lub (a = +00, b = 0) dostajemy symbol nieoznaczony 0 - co.

o0 .
n—1 hie jest

3) Bernhard Bolzano (1781-1848).
4) Karl Weierstrass (1815-1897).
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(c) Jezeli § ma sens, to 3= — 7.
Jezeli a = b = 0, dostajemy symbol nieoznaczony %. Jezeli a,b € {—00, +00}, dostajemy symbol nieozna-

czony 2.
Cwiczenie: w (b) i (c) uzupeié dowody oraz zilustrowaé ,nieoznaczonos¢” stosownymi przyktadami.

2.2. Pierwiastkowanie i potegowanie
Twierdzenie 2.2.1. Dla dowolnych a € Ry in € N istnieje doktadnie jedna liczba p € R taka, ze a = p™.
Piszemy p =: {/a i nazywamy p pierwiastkiem n-tego stopnia z a.

Dowop. Przypadek a = 0 jest oczywisty. Zakladamy, ze @ > 0 oraz n > 2. Jedynos$¢ wynika z tego, ze jezeli
0 < p1 < po, to p? < py (korzystamy z (P4)). Przypadek a = 1 jest oczywisty, wiec zakladamy dalej, ze
a # 1. Zauwazmy, ze mozemy réwniez zalozy¢, ze a > 1. Istotnie, jezeli przyjmiemy, ze umiemy juz obliczaé
pierwiastek n-tego stopnia dla @ > 1 i weZmiemy 0 < a < 1, to wtedy wiemy, Ze istnieje ¢ € R takie, ze
q" = 1/a,astad (1/¢)™ = a. Niech wiec a > 1. Aby wykazac¢ istnienie p definiujemy
A:={qeRsp:q" <a}.
Oczywiscie, 1 € A. Ponadto, jezeli ¢ € A, to ¢ < a (dla ¢ > a, na podstawie (P4) mamy ¢" > a™ > a), a wiec
A jest ograniczony z gory. Niech p := sup A. Wiemy, ze istnieje rosnacy ciag (¢s)52; C A taki, ze ¢ — p.
Stad ¢! — p" < a, a wiec p € A. Pokazemy, ze gdyby bylo p" < a, to wtedy dla pewnego i > 0 mieliby$my
(p+ h)™ < a, co prowadzi do sprzecznosci. Istotnie,
(p+h)" =p" =h((p+h)"""+(p+h)"Pp+-+p"h) <nh(p+h)""
Biorac h := min {1, M:%f)z,l}, dostajemy (p + h)" < p" + hn(p+ h)" ! < a. O

Obserwacja 2.2.2 (Cwiczenig). Dla a,b > 0 oraz m,n € N mamy:

(a) ¥ab= /ai/b.

b) “a=%/a

seli n/a _ Na

(c) Jezelib > 0, to \/% = \/%

(d) Jezelia < b, to /a < V/b.

(e) JezeliRy 3 as — a, to /a; — ¥a.

Istotnie, przypadek a = 0 jest elementarny (CwiczeNiE). Jezeli a > 0, to istnieje N € N takie, ze a5 > a/2
dlas > N.Wtedy dla s > N mamy

las — a las —a

Vas — Va| = X :
| \/7 \Fl (%)”71 + (%)n—2 W+ R ({L/&)nfl n( n a/2)"*1
(f) Jezeli0 < a < 1,to ¥/a < "*Va.
(g) Jezelia > 1,to {/a > "a.

Obserwacja 2.2.3. Jezeli n jest nieparzyste, to definicje {/a mozna rozszerzy¢ do a < 0, kladac {/a := — {/—a.
Istotnie, (— {/—a)™ = (—1)" - (—a) = a. Nie bedziemy korzysta¢ z tego rozszerzenia.

Definicja 2.2.4. Dlaa > 0iq:=¢/m € Q, £ € Z, m € N, kladziemy a? := ( ¥/a)".

Latwo sprawdzi¢ (CWICZENIE), ze definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od przedstawienia liczby ¢ w po-
staci utamka.

Obserwacja 2.2.5 (Cwiczenig). Dlaa,b > 01iq,q1, g2 € Q mamy:

(@) 17=1.

() a® =1.

(¢) (a-b)?=a?-b9.

(d) a9 = g9 . a92; w szczegblnoéci, a=9 = 1/ad.

(e) (a(h)(& = 9192

(f) Jezeliq > 0ia < b,to a? < b?; w szczegdlnosci, dla ¢ € Q~, funkcjaR~g 2 z —— 2?7 € Ry jest Scisle
rosnaca.

(g) Jezelig < 0ia < b,to a? > b%; w szczegdlnosci, dla ¢ € Q«, funkcjaR~g 3 z —— 27 € Ry jest Scisle
malejaca.
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h) Jezelia > 1iq; < g9, to a? < a%2; w szczegdlnosci, dla a > 1, funkcja Q > x —— a® € Ry jest Scisle
g ] J
rosngca.
(i) Jezeli0 < a < 1liq < g2, toa® > a?; w szczegdlnoscei, dla 0 < a < 1, funkcjaQ > x — a” € Ry
jest $cisle malejaca.

Obserwacja 2.2.6. Teraz stoimy przed pewnym wyborem dotyczacym definicji a” dlaxz € R. Mamy dwie drogi:
e Odlozy¢ definicje a® do momentu wprowadzenia funkcji eksponens w podrozdziale 6.6 i zdefiniowaé
a® :=e*Me p c R
e Zdefiniowa¢ juz teraz a”, by¢ moze mniej elegancko, ale za to uzyskujac juz teraz mozliwos¢ korzystania
z takich poteg.

Wybieramy druga droge.
Definicja 2.2.7. Dlaliczb a > 1, x € R definiujemy
a” :=sup{a?:q€eQ:q¢< 2}

(CWICZENIE: zbiér po prawej stronie jest niepusty i ograniczony od géry). Dla 0 < a < 1, z € R, definiujemy
= ()
W wyrazeniu a” liczbe a nazywamy podstawg, za$ liczbe x wyktadnikiem potegi a”.

Obserwacja 2.2.8. (a) Jezeliz € Q, to powyzsze a” zgadza si¢ z poprzednig definicja.

(b) 1¥ =1 dla dowolnego x € R.

(c) Dlaa > 1 oraz x € R istnieje ciag (¢, )52, C Q taki, ze ¢,, /" x oraz a9 /" a*.

Istotnie, przypadek x € Q jest trywialny. Jezeli z ¢ Q, to, wobec definicji a”, istnieje ciag (¢,)52; C Q taki,
ze a?" /" a”. Wobec, Obserwacji 2.2.5(h) musi by¢ ¢, < ¢n+1,n € N. Gdyby ¢, — 2* < z,todlab,c € Q,
x* < b < ¢ < x mieliby$Smy a® > ab > a?, n €N, awieca® > a® > a®; sprzecznosé.

Twierdzenie 2.2.9. Niecha > 0, (b,)22, C Q.
(@) /a— 1.

(b) JFezelib,, — +o0, toal/tn — 1.
(©) Jezelib, — 0, toa — 1.
(d) Fezelib,, — = € R, toab» — a®.

Dowép. (a) Przypadek a = 1 jest trywialny. Transformacja a® = (%)*x sprowadza dowéd do przypadku a > 1.
Niech ¢/a = 1+ §,,, n € N. Chcemy pokazaé, ze §,, — 0. Mamy a = (1 + J,,)" > 1 + nd,,. Wynika stad, ze
0 <, < (a—1)/n,n € N,iteraz wystarczy skorzysta¢ z twierdzenia o trzech ciaggach.

(b) Mozemy zatozy¢, ze a > 1, b, — +00. Mozemy rowniez zalozy¢, ze b, > 1, n € N. Niech k,, € N
bedzie takie, ze k, < b, < k, + 1, n € N. Zauwazmy, ze k, — +00. Wobec (a) dostajemy al/kn
Poniewaz 1 < a'/*» < a'/*n, wystarczy skorzystac z twierdzenia o trzech ciagach.

(c) Wynika z (b) — wyrazy ciggu (b,,)52; dzielimy na trzy grupy: wyrazy dodatnie, réwne zero i ujemne.
Jezeli grupa dodatnia jest nieskoficzona, to stosujemy do niej (b). Jezeli grupa ujemna jest nieskonczona, to
korzystamy z (b) dla wyrazow przeciwnych — zob. Obserwacja 2.1.5(v).

(d) Wobec definicji a* mozemy zalozy¢, ze a > 1. Niech (g, )% ; C Q bedzie taki, jak w Obserwacji 2.2.8(c).
Wtedy, na podstawie (c), mamy a’» = a? - P~ — o®, O

— 1.

Przyklad 2.2.10. Niech aq,...,ar > 0. Wtedy lim Q/a’f +af +---+a} =max{ai,...,ar}.
n—oo

Istotnie, mozemy zalozy¢, ze max{as,...,a;} = ar. Wtedy

ap < Y/al +ay + - +ap < Yka} = Vkar, — ay,.

W kolejnym kroku uogélnimy Twierdzenie 2.2.9 na dowolne ciagi (b,)5°; C R.

Twierdzenie 2.2.11. Niecha > 0, (b,)52; C R.
(a) Dla dowolnego ciggu (b,,)S_,, jezeli b,, — 400, to a'/
(b) Dla dowolnego ciggu (b,,)%2 4,
(¢) Fezelib, — b, to ab» — ab.

b — 1.

% jezelib, — 0, toab» — 1.

(d) Fezeli cigg (b,)22, jest ograniczony i a, — 1, to alr — 1.

(e) Jezelib, — b, a, — a, to al,’L" —ab.
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Dowop. (a) Mozemy zalozy¢, zea > 1ib,, > 1,n € N. Niech k,, € N bedzie takie, ze k,, < b, < k,+1,n € N.
Zauwazmy, ze k,, — +00. Poniewaz 1 < a'/®» < a'/*», wystarczy skorzystaé z twierdzenia o trzech ciagach.
(b) wynika z (a).
(c) Mozemy zalozy¢, ze a > 1. Niech q,, € Q, |q, — b| < 1/n,n € N. Wtedy ¢,, — b. Wobec Twierdzenia
2.2.9(d) mamy a9 — a®. Teraz, na podstawie (b), a’» = a‘» - ab» =9 — o,
(d) Wyrazy ciggu (a,,)°2 ; dzielimy na trzy grupy: wyrazy > 1, wyrazy = 1 i wyrazy < 1. Wystarczy zaja¢
sie wyrazami pierwszej grupy. Niech b,, € [k, ], n € N, gdzie k,¢ € Z. Wtedy a* < a’» < a%,n € N,
i korzystamy z twierdzenia o trzech ciagach.
(e) Korzystamy z (c) i (d): a’* = (a,/a)’" - a®» — a®. O
Teraz, korzystajac z Twierdzen 2.2.9(d) i 2.2.11(e), przenosimy Obserwacje 2.2.5 na dowolne potegi rzeczy-
wiste.
Obserwacja 2.2.12 (Cwiczenig). Dlaa,b > 0iz, 21,22 € R mamy:
(@ (a-b)* =a*-b",
(b) a®1 T2 = ¢%1 . q®2; w szczegdlnodci, a % = 1/a%,
(C) (awl)xg — awlmg’
(d) jezeliz > 0ia < b, to a” < b”; w szczegblnosci, p € Ry, funkcja Ry 3  —— 2P € Ry jest Scisle
rosnaca,
(e) jezelixz < 0ia < b, to a® > b"; w szczegdlnosci, dla p € Rog, funkcja Ryg 3 2 —— 2P € Ry jest
Sci$le malejaca,
(f) jezelia > liz < xo,to a™ < a®2; w szczegblnosci, dla a > 1, funkcja R 3 x —— a® € Ry jest §cisle
rosnaca,
(g) jezeliO < a < 1ixy < xa,toa”™ > a®; w szczegbdlnosci, dla0 < a < 1, funkcjaR 3 & — a® € Ry
jest $cisle malejaca.
W kontekscie Twierdzenia 2.2.11(e), powstaje naturalne pytanie
((xn)ff’:l CR, (a,)2, CRsp, 2, — 2 €R, a, — a € [0,—1—00]) = "EIEOO agr =7

Prowadzi ono do kolejnych trzech symboli nieoznaczonych 1°°, 0° i oo?:

‘ x\a H 0 ‘ (0,1) ‘ 1 ‘ (1,400) ‘ 400 ‘
—00 400 | +o0 | 1*° 0 0
(=00,0) || +00 | a® 1 a® 0
0 00 1 1 1 o
(0,+0c0) || O a® 1 a® +00
+00 0 0 1% 400 +o00

Twierdzenie 2.2.13. (@) /n— 1.
1/an

(b) Fezelia,, — +oo, toa, " — 1.
Dow6p. (a) Niech {/n =1+ 6,, n € N. Chcemy pokazaé, ze 5, —> 0. Mamy n = (1+6,)" > 1+ (})d2,a

n’
stad 0 < 6, < \/%

(b) Mozemy zalozy¢, ze a,, > 1.Niech k,, € N, k,, < a,, < ky, +1. Wtedy, korzystajac z (a) oraz Twierdzenia
2.2.11(e) dostajemy.

Ep 1

lgai/“"g((kmrl)ﬁ) ACENNEE O

Cwiczenie 2.2.14. Znalez¢ przyktady ilustrujace ,nieoznaczonos¢” symboli 1°°, 0° i oo®

2.3. Liczba e
Twierdzenie 2.3.1. (a) Niech
1\
ey = (1—&—7) , nelN.
n

Wtedy e, < ent1 < 3, n € N. w konsekwencji, na mocy Obserwacji 2.1.5(p), cigg (en)>2, jest zbiezny. Jego
granice oznaczamy przez e.
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(b) Niech

1
Sp 1= R n € Ng.
k=0
Wtedy s, — e.

(c) Dla dowolnegon > 2 istnieje t,, € (0, 1) takie, ze

n
e=58y,+ —.
nln
@ e¢Q
(e) ]eZelian—>:|:oo,to(l+é)“"—>e‘
(f) JezeliO # a, — 0, to (1 + a,)"/* — e.
(® (1 ﬁ)"—W‘”fEER
0 e = i 5w 20.0)
(i) Dla dowolnego ciggu (hi)72, C R, takiego, zehk%OmamykErfm%i’ew:ex,meR
Dowo6p. (a) Wobec wzoru Newtona dostajemy
"L /n\ 1 1 nn-1)1 n(n—l)...(n—k+1)1 nin—1)...2-11
— = -1 B T T S
cn kzo<k>n L T A k! P n! nn
1 1 1 1 2 k—1 1 1 2 n—1
=1+1+-1-=-)+-+=01-=)1—-=)...(1— et —=1-=)1-=)...(1— .
Fl (e ) (s (1= 2) (= ) ek (1= (1= ) (1= )
Wrynika stad, ze jest to ciag silnie rosnacy. Ponadto,
1 1 1 1 1
2L e <l gkt S KU T4 S oy <1 %:3.
(b) Wiemy, ze e,, < s, oraz dlan > k dostajemy
1 1 1 1 2 k-1
21+1+—(177>+~-+—(177)(17f)...(1f )
2! n k! n n n
co przy n — +00, daje e > s.
(c) Mamy
Lo, 1 (1+ Lo 1 )
Sn /—S,’: e = .o
T 1) (n+k)!  (n+1) n+2 (n+2)...(n+k)
< 1 (1+ 1 T >< 1 1 _ 1 n+2
S (n+1)! n+2 (n+2)k-1 (n—i—l)'l—71Jr2 (n+1)n+1’
co przy k — +o0 daje
1
€e—8sp < n—&-QZLn(n—i—Q).
m+1)!In+1 nln(n+1)>2
Pozostaje zauwazy¢, ze 7(L(T-5L-J{)22) < 1.
(d) Jest oczywiste, ze e ¢ N. Gdyby e = ™ (n > 2), to na podstawie (c) mielibysmy nle — nls, ', przy

czym lewa strona jest liczbg calkowitg, zas prawa — liczba z przedziatu (0, 1); sprzecznosé.
(e)Jezeli a,, — +00, to mozemy zatozy¢, ze a,, > 1,n € N.Niech k,, € Nbedzie taki, ze k,, < a, < kp+1;
oczywiscie k,, — +00. Mamy

( 1 kn+1

1+W) 1\ an 1\ Fn 1

e:§<_+11<<1+7) <(1+—) -<1+—)—>e-1:e.
1 1+k—+1 an kn, ky,

(5) Uwaga: w przyszlosci dowiemy sig, ze wzor ten zachodzi dla wszystkich © € R — Przyklad 5.6.11(a).
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Jezeli a,, = —b,, — —00, to korzystamy z przeksztalcenia

1yan 1 1 \ba—1\ 52y
) e = () )T
(+an 1 bn +bn71

(1-3)
(f) Wynika z (e).
(g) Korzystamy z () z ay, := x/n: ep(2) == (1 4+ )" = ((1+ %)%)z — ",

(h) Niech s, (z) := Y % Podobnie jak w dowodach (a) i (b), mamy:

k=0
enl(z )—1+x+21'<1—%)$2+-- +;,(1—%)(1—%)...(1—kT_ll)x’“+...
—I—%(l—%)(l—%)...(l—ngl)xnésn(az), x> 0.

Z drugiej strony, dla n > k dostajemy:

en() 2 1+x+211(17%%2*”'*kl'(l*%)(l*%)m(lfkgl)x’v,

co przy n — 400 i uzyciu (g), daje e* > si(x), x > 0.

. . . oTthg __x - e hp
(i) Poniewaz € h’c € —e”t ; L wystarczy tylko rozwazy¢ przypadek z = 0, czyli pokaza¢, ze lim ¢ Z L=
k k k—4oco Tk

1. Mozemy zalozy¢, ze 0 < hk 1, k € N. Korzystajac z (g) (h) oraz (b), dla h = hj, mamy:

0<6 ! 1(1‘m h* 1 ) . < h lim E =h lim ( 2) < h( 2)

< = - — =1 1 = 1 —2) < —2),
h h, n—>1 oo ﬁ' n—>oo n— oo n—»oo 5n ¢

skad natychmiast Wynika teza. O

Obserwacja 2.3.2. (a) e ~ 2.718281828.

(b) Sn przybliia e z bledem mniejszym niz ﬁ Np. dla n = 6 mamy % = 720  <000lisg =1+1+
2 + 5T 24 + 120 + 720 ~ 2.7181.

CWICZENIE Dla jakiego n liczba e,, daje przyblizenie e z bledem < 0.001?

2.4. Granice gorne i dolne

Niech a = (a,,)22, C R bedzie dowolny i niech §(a) := {g € R : an, )32, * Gn, — g} Zauwazimy, ze:

— jezeli cigg jest nieograniczony od gory, to +oo € 8(a),

— jezeli jest nieograniczony od dolu, to —co € 8(a),

— jezeli jest ograniczony, to na podstawie Twierdzenia Bolzano-Weierstrassa 2.1.8, 8(a) # &.
Definiujemy granice gorng i dolng ciagu a jako

limsup a,, :=sup8(a), liminfa, :=inf8(a).
n—+oo n—+00

Czasami uzywa si¢ symboli lim a,i lim a,.

n—-+00 n—-4oo
Obserwacja 2.4.1. (@) hm 1nf a, < limsup a,.
n—-+ n—-4oo
(b) Jeieh hm a, = g € R, to liminf a,, = limsupa, = g.
n—+4o0o n—-+oo
(c) limsup a,, hm 1nf an € 8(a).
n—-4oo
Istotnie, niech g := hm sup a,. Jezeli g = —oo, to 8(a) = {—oo} i wtedy a,, — g¢.
n—-+oo

Jezeli g € R, to dla dowolnego s € N znajdziemy ¢’ € 8(a) takie, ze g — 1/s < ¢’ < g. Wiemy, ze istnieje
podciag (an, )52, taki, ze a,, — ¢'. Znajdziemy wiec wiec ky € N takie, ze |a,, — ¢'| < 1/sdlak > ko.
Biorac s = 1,2, ..., budujemy podciag (a,, )52, taki, ze |a;, — g| < 2/s,s € N.

Jezeli g = 400, dla dowolnego s € N znajdziemy ¢’ € S(a) takie, ze ¢’ > 2s. Wiemy, ze istnieje podciag
(an, )32, taki, ze an, — ¢'. Znajdziemy wiec wiec ko € N takie, ze a,, > sdlak > ko. Bioracs =1,2,...,
budujemy podciag (as,)S2; taki, ze as, > s, s € N.

Dowdd dla lim inf przebiega analogicznie.
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(d) Jezeli liminf a,, = limsupa, =: g, to hm ap = g.
n—-+00 n—-+o0 — o0

(e) Jezeli g := limsupa, < +4oo, to dla dowolnego R 3 M > g istnieje N € N takie, ze a, < M dla
n—-+oo
n > N.
(f) Jezelig := limlnf an > —00, to dladowolnego R 5 M < gistnieje N € N takie, ze a,, > M dlan > N
Twierdzenie 2.4.2. Niech (an)ff,o C Ry. Wtedy

an, a
lim inf < liminf /a,, < limsup {/a, < limsup ntl

n—+oo  ap ""‘FOC n—+o0 n—+oo On

W szczegblnosci, jezeli ““+2 — g € [0, 4-00], to /an, — g.

Dow¢p. Jezeli g := liminf Z“ > 0, to ustalamy dowolnie 0 < g1 < g2 < g_. Wiemy, ze istnieje N € N

n—-4o0o n

takie, ze a"“ > godlan > N.Stad ay,r > angh, k € Ny, a wiec a, > aNgng, > N. Wynika stad, ze

Yay, = go /—N, n > N. Poniewaz n/g—N — 1, zatem istnieje N7 > N takie, ze {/a, > g1,n = Ni.
2

Jezeli g4 := limsup “+ < 400, to ustalamy dowolnie g < g5 < gi < 00 i rozumujgc jak powyzej

n—+00
wnioskujemy, ze /a,, < g1, n > Nj. O
Przyklad 2.4.3. (a) Jezelia, := w, to {/a, — 3, ale ciag (a"tl )52, jest rozbiezny.
(b) hm Nl
Istotnle, bierzemy a, := % i mamy “** = (1+ 1)" — e
(c) nEIEoo Y] =1dla dowolnego a € C\ Ny, gdzie (%) := W
Istotnie, [6:H) =loe=nl g

Ol

n






ROZDZIAL 3

Przestrzenie metryczne

3.1. Przestrzenie metryczne
Definicja 3.1.1. Przestrzeniq metryczng nazywamy pare (X, o), gdzie X jest zbiorem, zas o : X x X — R,
jest funkcjg taka, ze:
(@) (oznaczono$é) Yy yex : (o(z,y) =0 <=z =y),
(b) (symetria) Vo yex : o(z,y) = o(y, ),
(¢) (nierownosé trojkqta) ¥y 4 -cx = 0(2, 2) < o(z,y) + o(y, 2).
Funkcje p nazywamy metrykq (odlegtosciq). Jezeli wiadomo o jaka metryke chodzi, to piszemy X zamiast (X, g).

Obserwacja 3.1.2. (a) (R, gr) jest przestrzenig metryczna, gdzie gr(z,y) := |z — y|.
(b) (R, o) jest przestrzenia metryczna, gdzie oz (z,y) = |o(x) — ¢(y)|, zas ¢ : R — [—1,1] jest bijekcja
dana wzorem (zob. Cwiczenie 1.10.1).

o) = %III’ jezeliz € R
' +1, jezeli x = +o00

Dla (a,)%, C Ria € R mamy:

anp — a, jezelia € R

an,a) — 0 <= .
og(an; @) {an—>:|:oo7 jezelia = o0

(¢) (C, oc) jest przestrzenia metryczng, gdzie oc(z, w) := |z — w|, z,w € C.
(d) Dowolny zbiér mozna zamieni¢ w przestrzen metryczng przy pomocy metryki dyskretnej

(2,1) 0, jezelix =y
z,y) = .
gl y 1, jezeliz #y

Przyklad 3.1.3 (Sfera Riemanna). Jako zbior sfera Riemanna (1) toC:=CuU {o0}. Rozszerzamy dzialania na
C:

00 + a = a + 00 := oo dla dowolnego a € C,

a-00 =00 -a:= oo dladowolnego a € @*,

1/0:= 00, 1/00 := 0.

Sfera Riemanna C jest bijektywna z dwuwymiarows sferg euklidesowa

§ = {(wv,w) €R ¥ + 0+ (- 1P = (3%}

poprzez rzut stereograficzny R : § — C,

u v

R(u,v,w) := , (u,v,w) € S\ {N}, R(N) := o0,
( )

l—w'l-w
gdzie N := (0,0, 1). Istotnie (CWICZENIE),

z y |22
T+ 22 1422 14|22

Rfl(z):< ), z=ux+1iy € C, R™'(c0) := N.

(1 ) Bernhard Riemann (1826-1866).
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N(0,0,1)

W szezegélnosci, ox(a,b) = ors(R™Y(a), R71(D)), a,b € C, gdzie ggs oznacza odlegloé¢ euklidesowsy

w R3 (2), jest metryka w C. Nosi ona nazwe metryki sferycznej. Mozna pokazaé (CWICZENIE), ze

0, jezelia = b= oo
1 T
—_— jezelia € C, b= o0
V1tla? .
éC(a’b) = 11“)‘2, jezelia = 00, be C’ a,beC.
+

la—b]
V/1+|al2y/1+b]2’
Dla ciagu (2,)%2, C C oraz 2y € C mamy (CWICZENIE):
0¢(2n, 20) — 0 <= 2z, — 2o (W zwyklym sensie).
0¢(2n,00) — 0 <= |2z,| — +o0.

jezelia,b e C

Definicja 3.1.4. Niech (X, ) bedzie przestrzenig metryczna. Dla a € X ir > 0 definiujemy:

o kule otwartq By(a,r) = B(a,r) :=={z € X : p(a,z) < r},

o kulg domknigtq B,(a,r) = B(a,r) :== {z € X : o(a,z) < r}.

Mowimy, ze zbior A C X jest otwarty, jezeli dla dowolnego a € A istnieje r > 0 takie, ze B(a,r) C A.
Rodzine wszystkich podzbioréw otwartych nazywamy fopologig i oznaczamy top o lub top X, gdy metryka jest
znana. Zbidér A C X nazywamy domknigtym, jezeli zbior X \ A jest otwarty. Rodzine wszystkich podzbioréw
domknietych oznaczamy cotop g lub cotop X, gdy metryka jest znana.

Obserwacja 3.1.5 (CWICZENIE). (a) W przestrzeni metrycznej (R, or) mamy: B(a,r) = (a — r,a + 1),
Ba,r)=la—7r,a+7]

(b) Dla A C R mamy: A € top og <= ANR € top gg oraz

400 € A= Jpser: (M,+OO] C A,

—00 € A= Jpyer : [-00, M) C A.

(c) W przestrzeni metrycznej (C, oc) mamy: B(a,r) = K(a,r) = kolo otwarte o $rodku w punkcie a
i promieniu 7; B(a,r) = K (a,r) = koto domkniete o §rodku w punkcie a i promieniu r.

~

q & B C, jezelir > 1 .
W przestrzeni (C, mam 00,T) = .Ja
@ Wp (€ e¢) v B( ) {oo}U{ZG(C:|z\>\/%2—1}, jeieli()<7"<1J
wygladajg kule B(a,r), a € C?

(e) W przestrzeni z metryka dyskretng mamy

an= {0 <l (0 <t
X, jezelir > 1 X, jezelir > 1

(f) W dowolnej przestrzeni metrycznej (X, g), dladowolnych a,b € X, a # b, jezelir := Q(‘g’b) ,to B(a,r)N
B(b,r) = @.

Istotnie, dla x € B(a,r) iy € B(b,r) mamy o(z,y) > o(a,b) — o(a,x) — o(b,y) > 5.

(g) W dowolnej przestrzeni metrycznej (X, o) kule otwarte sg otwarte, za$ kule domkniete sg domkniete.

Istotnie, jezeli 9 € B(a,r), to dlax € B(xg,r — o(a, zo)) mamy o(a,z) < o(a, zo) + o(xo, z) < 7, czyli
B(zo,r — 0(a,x0)) C B(a,r).

(2) ops(@,9) == /(@1 —41)? + (22 — y2)? + (23 — y3)%, @ = (21, 22,23), ¥ = (y1,¥2,u3) € R
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Jezeli zg € X \ B(a,r), to dla z € B(x, o(a,zo) — r) mamy o(a,z) > o(a,zo) — o(zo,x) > 7, czyli
B(xzg, 0(a,z0) — 1) C X \ B(a,r).
(h) Rodzina 7 := top p¢ ma nastepujace wlasnosci:
o . XeT,
e U,...UneT=UnNn---NUny€eT,
° (Ui)ie[CT:> UUIET
iel
(i) Rodzina F := cotop p ma nastepujace wlasnosci:
o O X eF,
o F,...FNneF= FiU---UFy€eUF,
o (FilierCF= FeF
iel
(j) Jezeli g jest metryka, to d := min{1, o} jest rowniez metryka oraz top ¢ = top d.
(k) W topologii dyskretnej (tzn. topologii generowanej przez metryke dyskretna) mamy top g4 = P(X) =
cotop ogq-
()" Niech d := ¢ o p, gdzie ¢ : Ry — R, jest dowolng funkcja rosnacy taka, ze:
e p(x)=0<=2x=0,
e o jest wklesta (zob. § 5.8), tzn. o(tz + (1 — t)y) = tp(z) + (1 — t)p(y) dla dowolnych z,y € R
it €10,1] (mp. p(z) := V).
Wtedy d jest metryka. Kiedy top o = top d?

Definicja 3.1.6. (1) Dla dowolnego zbioru A C X definiujemy:

wnetrze A:  int A = A° := U U,
o UctopX: UCA
domknigcie A: clA=A:= N F,

. Fecotop X: ACF
brzeg A: 0A:= A\ int A.

(2) Kazdy zbior otwarty U C X taki, ze a € U nazywamy otoczeniem otwartym punktu a. Kazdy zbior
A C X taki, ze a € int A nazywamy otoczeniem punktu a.

(3) Méwimy, ze zbiér A C X jest

o gesty,jezeli A = X,

o brzegowy, jezeliint A = @,

o nigdziegesty, jezeli int A = @,

e ograniczony, jezeli istniejg a € X 17 > 0 takie, ze A C B(a,r).

(4) Dla zbioru A C X definiujemy jego Srednice diam A := sup p(A x A), przy czym diam & := 0.

(5) Dla@ # A C X iz € X kladziemy g(z, A) := inf{o(x,a) : a € A}.

(6) Moéwimy, ze punkt a jest punktem skupienia zbioru A, jezeli dla dowolnego otoczenia U tego punktu
mamy AN (U \ {a}) # @. Zbiér wszystkich punktéw skupienia oznaczamy A’. Punkty z A \ A’ nazywamy
punktami izolowanymi zbioru A.

(7) Moéwimy, ze cigg (a,)22, C X jest zbiezny do punktu a € X, jezeli dla dowolnego otoczenia U punktu

a istnieje N € N takie, ze a,, € U dlan > N. Piszemy wtedy liIJIrl an = a,lub a, -2, a,lub a, — a.
n—-—+oo
(8) Moéwimy, ze ciag (1,)02, C X jest ciggiem Cauchy’ego, jezeli
V5>0 EINEN vn,m}N : Q(xnaxm) <e.

(9) Méwimy, ze (X, o) jest przestrzenia zupelna, jezeli kazdy ciag Cauchy’ego jest zbiezny.

(10) Méwimy, ze dwie metryki 01, 02 : X X X — R sa rownowazne (01 ~ 02), jezeli top 01 = top o2. Jest
to relacja rownowaznosci. Wlasnosci niezmiennicze wzgledem metryk réwnowaznych (np. zbieznos¢, cigglosc)
nazywamy wilasnosciami topologicznymi przestrzeni metrycznej (X, o).

(11) Méwimy, ze dwie metryki 01,02 : X x X — Ry sa poréwnywalne, jezeli o1 < c105" 1 02 < 2072
dla pewnych statych ¢y, ¢z, o1, g > 0. Porownywalno$¢ metryk jest rowniez relacjg rownowaznosciowa. Wia-
snosci niezmiennicze wzgledem metryk poréwnywalnych (np. ograniczonos¢, jednostajna ciagltos¢) nazywamy
wlasnoSciami metrycznymi przestrzeni (X, p).
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Obserwacja 3.1.7. (a) Dladowolnycha,b € X, a # b, istniejg otoczenia otwarte U,, U, takie, ze U,NU;, =
@, czyli kazda przestrzen metryczna jest przestrzeniq Hausdorffa (3) .

(b) ActopX <= A=int A.

(c) a€int A<= 3,59: Bl(a,r) C A

(d) A€cotopX < A=A

() a € A<=V,50: Bla,r)NA#3.

Istotnie, przypuéémy, ze B(a,7)N A = @ dla pewnego a € A. Wtedy X \ B(a, r) jest zbiorem domknietym
zawierajacym zbiér A. Stad A C X \ B(a,r) — sprzecznos¢. Niech teraz a bedzie punktem majacym wlasnosé
po prawej stronie i przypusémy, ze a ¢ A. Wtedy istnieje zbiér domkniety F' O A taki, ze a ¢ F. Musi wiec
istnie¢ r > 0 takie, ze B(a,r) C X \ F' C X \ A — sprzecznoé¢.

() zp — a <= Ves0 Inen Vo @ an € B(a,€) < o(zn,a) — 0.
(g) Ciag moze mie¢ tylko jedna granice.
(h) a € A — El(mn)‘;":JCA DXy — a.
(i) ae A <~ H(In)ﬁllCA\{a} DTy — Q.
(j) Nastepujace warunki sa réwnowazne:
(i) top g1 C top o
(i) Vaex Veso 350 : By, (a,0) C By, (a,€);
(iii) v(zn)f:OCX : (‘T’n = To == Tn 2 IE()).
Istotnie, jest oczywiste, ze (i) <= (ii). Przypusémy, ze (ii) zachodzi oraz x,, = a. Niech § > 0 bedzie dobrane
do € > 0 przy pomocy warunku (ii). Wtedy z,, € B,,(a,0) dlan > N, co daje z,, € B,,(a,e) dlan > N.
Oznacza to, ze x,, 2.
Teraz zalézmy, ze (iii) zachodzi. Przypusémy, ze dla pewnych a € X ie > 0 warunek (ii) nie zachodzi,

tzn. istnieje ciag , € By, (a,1/n)\ By, (a, ). Znaczy to, ze =, > a, ale a:nﬁgé a; sprzecznosé.
(k) Metryki porobwnywalne sa réwnowazne (ale nie odwrotnie — np. ¢ ~ min{p, 1}, ale metryki te nie musza
by¢ poréwnywalne).
() Niech @ # A C X. Wtedy 2 € A <= o(x, A) = 0.
(m) |o(z,A) — oy, A)| < o(z,y), z,y € X.
Istotnie, na podstawie nieréwnosci trojkata dla @ € A mamy: o(x, A) < o(z,a) < o(x,y) + o(y, a). Stad
o(z, A) < o(z,a) < o(x,y) + o(y, A). Teraz wystarczy zamieni¢ miejscami z i y.
(n) |o(a,b) — o(d, ") < o(a,a’) + o(b,b), a,a’,b,b € X.
(0) Jezeli a, — a, b, — b, to g(ay,b,) — o(a,b).
(p) Zbidr A jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy diam A < +o0.
(@) Kazdy cigg Cauchy’ego jest ograniczony.
(r) Kazdy ciag zbiezny jest ciagiem Cauchy’ego.
(s) Jezeli ciag Cauchy’ego ma podciag zbiezny, to jest caly zbiezny.
(t) (K, gk) jest przestrzenia zupelna.

Definicja 3.1.8. Niech (X, p) bedzie przestrzenig metryczna. Z dowolnego zbioru Y C X robimy przestrzen
metryczng z metrykq indukowang |y xy .

Obserwacja 3.1.9. (a) Dlaa € Y mamy By, (a,r) = By(a,r) NY.
(b) A€ tOp(Q|yXy) <~ EIUEtopg : A=UnNY.
(c) A€ COtOp(Q|Y><Y) <~ 3FECotopg c A=FnNnY.
(d) Jezeli (Y, 0|y xy) jest przestrzenia zupelng, to Y jest domkniete w X.
(e) Jezeli (X, o) jest przestrzenia zupelna i Y jest domkniete w X, to (Y, g|y xv ) jest przestrzenig zupelna.
(f) Jezeli F' C R jest domkniety, to jest przestrzenia zupelna.

3.2. Przestrzenie zwarte

Definicja 3.2.1. Mowimy, ze przestrzen metryczna (X, o) jest zwarta jezeli dla dowolnego ciagu (a,,)22 ; C X
istnieje podciag (an, )72 ; oraz punkt a € X takie, ze a,, — a.

(?) Felix Hausdorff (1868-1942).
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Dla dowolnej przestrzeni metrycznej (X, ), jezeli (Y, oy xy ) jest przestrzenia zwarta, to méwimy, ze Y
jest zwartym podzbiorem X.

Obserwacja 3.2.2. (a) Dowolna przestrzen zwarta jest zupelna.

(b) Jezeli Y C X jest zbiorem zwartym, to Y jest domkniete w X.

(c) Jezeli (X, o) jest przestrzenia zwarta i Y jest domkniete w X, to Y jest zbiorem zwartym.

(d) Jezeli X jest przestrzenig zwarta to dla dowolnych ciagéw (a,)22,, (b,)22, C X istniejg podciagi
(@ )72 15 (bpy )72, oraz a,b € X takie, ze an, — a, by, — .

(e) Jezeli (X, o) jest przestrzenig zwarta, to diam X = max o(X x X) < +o0.

(f) Zbior K C R™ jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety o ograniczony.

(e (R, 0p) jest przestrzenia zwarta.

(h) ((E, 0¢) jest przestrzenig zwarta.
Twierdzenie 3.2.3 (Cantor). Niech (K )5, bedzie ciggiem niepustych zbioréw zwartych w przestrzeni metrycz-
[o.°]

nej (X, o) takim, ze K, +1 C K., n € N. Wtedy zbior K := [\ K, jest niepustym zbiorem zwartym oraz
n=1
diam K,, — diam K. W szczegdlnosci, jezeli diam K,, — 0, to K musi by¢ jednopunktowy.

Dowép. Oczywiscie K jest zwarty. Niech a,, b, € K, beds takie, ze diam K,, = o(an,b,), n € N. Wobec
zwartosci K istnieja podciagi (an, )72, (b, )32, oraz a,b € K, takie, ze a,, — a, b,, — b. Poniewaz
Gn, by € Ky dlan > N, zatem musi by¢ a,b € K. Oznacza to w szczegdlnosci, ze K # @. Ponadto, diam K >

o(a,b) = lirf 0(any s bn, ) = lir+n diam K,, > diam K. O

Przyklad 3.2.4 (Zbiér Cantora). Niech Cj := [0, 1]. Dzielimy Cj na trzy roéwne przedzialy domkniete i wy-

rzucamy wnetrze $rodkowego. Niech Cy := [0, 3] U [2, 1]. W kolejnym kroku, z kazdego z dwéch przedzialéw

tworzacych C} wyrzucamy wnetrze srodkowego z trzech réwnych przedzialéw, na ktore dzielimy ten przedziat,
on

tzn. Cy := [0, 3%] U [3%, 3%} U [3%, 312] U [3%, %} Kontynuujemy: C,, :== |J Cy,j, gdzie Cy, ;, 5 =1,...,2", 53
j=1

przedziatami domknietymi, parami roztacznymi, kazdy o dtugosci 3% Oczywiscie, C,, # @ oraz Cp41 C Cy,

n € Ng.

oo

Teraz zbiér Cantora definiujemy jako C' := [ C),. Na podstawie Twierdzenia Cantora 3.2.3, C jest niepu-
n=0

stym zbiorem zwartym.

Twierdzenie 3.2.5. Przestrzeri metryczna (X, o) jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy z dowolnego pokrycia otwar-
tego U = (U;);cr tej przestrzeni (tzn. X = |J U;) mozna wybraé podpokrycie skoriczone.
i€l

Dowoép. Oczywiscie mozemy zatozyé, ze X jest zbiorem nieskoriczonym.

(<=): Przypusémy, ze (a,)52; C X jest ciagiem, z ktorego nie da sie wybra¢ podciagu zbieznego. Mo-
zemy zalozy¢, ze a,, # a,, dla dowolnych n # m. Niech U,, := X \ {an,an41,...}, n € N. Oczywiscie

oo N

U, CUpsy1, UU, = Xoraz | U, = Uy & X dla dowolnego N € N. Wystarczy jeszcze zauwazy(, ze

n=1 n=1
kazdy zbior U, jest otwarty, co da sprzecznos¢. Istotnie, przypusémy, ze dla pewnychn € Nia € U, ma-

my B(a,r) ¢ U, dla dowolnego r > 0. W szczegdlnosci, istnieje n; > n takie, ze a,, € B(a,1). Niech
0 < ry < min{3, o(a, {an, ..., an, })}. Wtedy znajdziemy a,,, € B(a,rz). Musi byé¢ ny > ny. Ogélnie, niech
0 < ry <min{i, o(a,{an,...,an,_,})} ian, € B(a,rs), ns > n,_1. Zbudowalismy podciag (an, )3, taki,
ze ap, — a — sprzecznos¢.
(==): Przypusémy, iz z pokrycia otwartego U nie da si¢ wybraé podpokrycia skonczonego. Przypus¢my na
chwile, ze udato si¢ nam wykaza¢ nastepujacy warunek
J5>0 Vaex Jier + B(a,d) C U;. ")
Najwieksza liczbe § > 0 o powyzszej wlasnosci nazywamy liczbq Lebesgue’a (4) dla pokrycia U. Zauwazmy, ze

N
dla dowolnych ay,...,ay € X mamy |J B(a,,9) ¢ X.
n=1

(4) Henri Lebesgue (1875-1941).
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n—1
Niech a; € X bedzie dowolne. Wybierzmy as € X \ B(aj,0) i daleja, € X\ | B(a;,6),n € Ns.
j=1

Oczywiscie o(ay,, a,,) = 6 dla dowolnych n # m. Z takiego ciagu nie da sie wybra¢ podciagu zbieznego.
Pozostaje wykaza¢ (*). Przypu$émy, ze takiego ¢ nie ma. Wtedy istnieje ciag (a,)52; C X taki, ze kula
B(an, 1) nie jest zawarta w zadnym zbiorze U;. Z ciagu (a,, )32, wybieramy podciag zbiezny a,,, — a. Niech
a € Us,. Z otwartosci Uy, wynika, ze B(a,r) C Uy, dla pewnego r > 0.Niech a,,, € B(a,5)dlak > N. Wtedy
L) C B(a, 5 + %) C B(a,r) C U;, — sprzecznosc. O

dla dostatecznie duzych k mamy B(an,, ;-

3.3. Metryka Czebyszewa

Definicja 3.3.1. Niech X bedzie dowolnym (niepustym) zbiorem i niech (Y, gy ) bedzie dowolng przestrzenia
metryczng. Zdefiniujmy B(X,Y) := {f : X — Y : zbiér f(X) jest ograniczony}. W zbiorze B(X,Y)
wprowadzamy metryke Czebyszewa (°)

8(f,9) = sup{oy (f(z),9(z)) : z € X}.

Twierdzenie 3.3.2. Niech f,, : X — Y, n € N. Zalozmy, ze przestrzenn Y jest zupetna. Wtedy nastepujqce
warunki sq rOwnowazne:

(i) fn — fojednostajnie na X, tzn.

Veso0 Inen Veex 1 0y (fu(2), fo(z)) <e,
dla pewnej funkcji, fo : X — Y.
(ii) (fn)S2, spetnia warunek Cauchy’ego zbieznosci jednostajnej, tzn.

Ves0 INeN YimnzN Veex 0y (fu(2), fm(2)) < e
Dowop. (i) = (ii): Jezeli spelniony jest warunek (i), to
VimnnzN Veex 0y (fo(2), fn(7)) < 2e.
(if) = (i): Jezeli spelniony jest warunek (ii), to dla dowolnego x € X ciag (fn(2))52; C Y spelnia zwykly

warunek Cauchy’ego, a wiec jest zbiezny. Definiujemy fo(x) := liIJP folz), v € X. Jezelim — 400
n—-—+oo
w warunku (ii), to dostajemy oy (f,,(z), f(z)) < e,z € X,n > N, co oznacza, ze (i) zachodzi. O

Obserwacja 3.3.3. (a) CWICZENTIE: § jest metryka na B(X,Y).
(b) Dla (fn)2, C B(X,Y) mamy: f, LN fo <= fn — fo jednostajnie na X ().

(c) Przestrzen B(X,Y) jest zupelna wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen Y jest zupelna.

Istotnie, kazdy cigg Cauchy’ego (b,)22; C Y mozemy utozsamia¢ z ciggiem Cauchy’ego odwzorowan
statych (b,)52; C B(X,Y). Stad, jezeli B(X,Y) jest zupelna, to Y jest zupelna. W druga strone korzystamy z
Twierdzenia 3.3.2 i dostajemy fp : X — Y takie, ze f,, — fo jednostajnie. Pozostaje jeszcze sprawdzi¢, ze f
jest odwzorowaniem ograniczonym: niech fx(X) C B(yo, R). Wtedy fo(X) C B(yo, R+ ¢).

3.4. Przestrzenie spojne

Definicja 3.4.1. Przestrzen metryczng (X, ) nazywamy spdjng, jezeli z tego, ze X = U UV, gdzie UiV sg
zbiorami otwartymi takimi, ze U NV = & wynika, ze U = @ lubV = @.
Zbiér Y C X nazywamy spojnym, jezeli Y z metryka indukowanag jest przestrzenig spojna.

Twierdzenie 3.4.2. Niech @ # P C R. Wtedy zbior P jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy P jest przedziatem.

Dowop. (= ): Przypusémy, ze P nie jest przedzialem. Wtedy istniejg a,b € P, a < b, oraz ¢ € (a,b) \ P.
Bioragc U := PN (—00,¢), V := PN (¢, +00), dostajemy sprzeczno$¢ ze spojnoscia.

(<=): Przypusémy, ze przedzial P nie jest spdjny, czyli istnieja otwarte w P, niepuste zbiory A oraz B takie,
ze ANB = P oraz P = AUB.Niecha € A,b € B.Bez straty ogdlno$ci mozemy zalozy¢, ze a < b. Zdefiniujmy
c:=sup{r € A: x < b}. Oczywiscie, a < ¢ < b, a wiec ¢ € P. Mamy dwie mozliwo$ci:

e ce€ A Wtedy ¢ < b. Z otwartosci zbioru A w P istnieje ¢ > 0 takie, ze [¢c,c+¢) C Aorazc+e <b—
sprzecznosc¢.

5) Pafnutij Czebyszew (1821-1894).
6) Zauwazmy, ze pojecie zbieznosci jednostajnej jest ogdlniejsze i moze dotyczy¢ dowolnych odwzorowan X —— Y (ktore nie

musza by¢ ograniczone).
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3.5. Iloczyn kartezjanski przestrzeni metrycznych

e ¢ € B.Wtedy, podobnie jak poprzednio, dostajemy istnienie £ > 0 takiego, ze (c—e,¢] C Bic—e > a
— sprzecznos¢. O

3.5. Iloczyn kartezjanski przestrzeni metrycznych

Definicja 3.5.1. Niech (X1, 01), ..., (Xn,on) beda niepustymi przestrzeniami metrycznymi i niech X :=
X1 X+ xXy.Dlaz = (x1,...,25),y = (Y1,---,yn) € X niech

o(z,y) == o1(x1,91) + -+ on (TN, YN)-

Obserwacja 3.5.2. (@) (X, o) jest przestrzenia metryczna.

(b) Dla dowolnego ciagu (a,)52y C X, ap = (@n1; .- -, an,N), mamy:
an iuzo = an,j i>CL0J—, j=1...,N.
(c) Dla dowolnego ciggu (a,)52; C X, ay, = (an1,. .., 0y, N), mamy:

an )02y jest ciagiem Cauchy’ego w (X, 0) <= (ay j)oe jest ciagiem Cauchy’ego w (X;,0;), j=1,...,N.
n=1) g y €g JIn=11] g yeg 79 &7

(d) Niech ¢ : Rf — R bedzie taka, ze dla dowolnych &, 7 € ]Rf mamy:
(@) ¢ =0+=¢=0,
(i) £ <n= (&) < e ()
(ii)) ©(§ +n) < (&) + ¢(n).
Zdefiniujmy
d(z,y) == ¢(o1(z1,91),. .-, on(zN,yN)), == (21,...,2N), Y= (y1,.--,yn) € X.

Wtedy (X, o) jest przestrzenig metryczng. Istotnie, jedyna watpliwo$¢ moze budzi¢ nieréwno$¢ tréjkata.
Mamy

d(z,z) +d(z,y) = p(o1(x1,21),...,on(xN, 2n)) + ©(01(21,91), - - on (2N, YN))
(iii)
> p(o1(x1,21) + 01(21,01), - - s on (2N, 2v) + on (2w, YUN))
(i)
> @(Ql(ﬂf’laylL DR QN(J:N7yN)) = d(mvy)

Cwiczenie: Kiedy d ~ o? Kiedy d i o sa poréwnywalne?

Twierdzenie 3.5.3. Niech

N 1
@P(g) = (Z§f> pv 9900(5) = max{€17" '7§N}7 € = (617" 761\/) e RﬁV p E [17—’_00)
Jj=1

Wtedy
al 11
ijﬁj <ep(©pe(m), &EneRY, pge(l,+o0], » + i 1 (nieré6wnoé¢ Holdera),
j=1
ep(E+1) < pp(&) +9p(n), &neRY, pe[l,+o0] (nierdwnosé Minkowskiego).
Ponadto:

e dlal < p,q < +00,&n € RY, réwnosé w nieréwnosci Holdera zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy dla
pewnegot >0 mamygé7 = tnjq-,j =1,...,N.

o dlal <p<+o0o,&neRY, réwnosé w nieréwnosci Minkowskiego zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy dla
pewnegot > 0 mamy § = tn.

Obserwacja 3.5.4. (a) lirf ©p(€) = poo (&) (por. Przykiad 2.2.10).
p—+oo

(b) Z nieréwnosci Holdera dla p = ¢ = 2 wynika nieréwno$¢ Schwarza (por. Twierdzenie 1.11.5).

(7) (&1, éN) < (M1, N) =& <mj, j=1,...,N.
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3. Przestrzenie metryczne

Dowéd Twierdzenia 3.5.3. Nier6wno$¢ Holdera: Nieréwnos$¢ jest oczywista jezeli (p, q) € {(1, +oo) (400,1)}.
Mozemy wiec zatozyé, ze 1 < p7q < 4o0. Ponadto mozemy zalozy¢, ze { > 0in; > 0,5 = 1,...,N
sprowadzamy dowdd do przypadku ¢, (&) = ¢q(n) =

(CwiczENIE). Zastepujac € przez oraz 1 przez

®p (é)
1. Skorzystamy z dwoch wlasnosci funkcji  — e”
— funkcjaR 3 z —— e € (0, +00) jest surjektywna (Wniosek 4.4.21),
— funkcja R 3 o —— €” jest silnie wypukla, tzn.

fa (n)’

Ty < e 4 (1—p)eY, z,yeR, x4y, pe(0,1). *)
Istotnie (*) sprowadza sie do nieréwnosci e*! < pet +1—p,t > 0, u € (0,1). Ta za$ nieréwnos¢, na podstawie
Twierdzenia 2.3.1(h), jest rOwnowazna oczywistej nierdwnosci § (k= — 1)% <0,t>0,u€(0,1).
Niech ¢; = €%/P, n; = e%/9,j = 1,..., N. Mamy wiec o

N N

N N 1 1 1 1 11
Zgjnj — Zetj/eru]/q < Z (,eta’ + ,euj> — Z (7551 + 777;1) =4+ -=1.
= pt =\p q —~ \p q P q

Rozwazmy teraz problem réwnosci w nieréwnosci Holdera. Jezeli spetniony jest warunek ff = tTI?, ] =
., N, to wtedy

N
Z &my = Z tl/pn;{/p-,_l =¢!/P Z 77?'
j=1

Jj=1
Z drugiej strony,

N ip, XN 1/q 1 N
eol©ealm) = (3o wm) T (Dont) =y
j=1 j=1 j=1

W druga strone, jezeli w nieréwnosci Holdera zachodzi rownos¢, to na podstawie (*) w postaci zredukowanej
musi by¢ t; = u;, j = 1,...,N. Oznacza to, ze ff = 77?, j = 1,..., N, dla postaci zredukowanej. Stad

P q
% = %,j =1,..., N, dla postaci wyjsciowej.

Nieréwno$¢ Minkowskiego: Po pierwsze zauwazmy, ze dla p = 1 nieréwno$¢ Minkowskiego jest oczywista.
N
Mozemy wiec zalozy¢, ze p > 1 oraz j;l(fj + n;)? > 0. Niech ¢ := ﬁ. Wtedy % + % = 1. Na podstawie

nieréwnosci Holdera mamy wiec

i(gj +77] Z€J &; +77] +Z7IJ &; +77]) !
j=1 Jj=1 Jj=1
(52 (e ) (30 (3206 )
i=1 — i=1 =
NJ Nj 1 1/4q N i/p N B 1/q
= (;55) (; & +15) ) + (;nf) (;(53 +77j)p) . )

Dzielac obie strony przez ( Zjvzl (& +m;)P) l/a dostajemy zadana nieréwno$¢ Minkowskiego.
Przechodzimy do problemu réwno$ci w nieréwnosci Minkowskiego. Jezeli & = t1), to

ep(§+m) = (L+t)pp(n) = p(tn) + ¢p(n) = vp(&) + @p(n).

W drugg strone, jezeli w nieréwnosci Minkowskiego zachodzi réwnosé, to w (**) w obu miejscach, w ktérych
stosowalismy nier6wno$¢ Holdera musi by¢ réwnos¢, a wiee £ = ¢1(§; +1;)P~14 oraz ny = t2(§; +n;)P~V,
j=1,...,N,dlapewnycht;,ts > 0. Wynika stad natychmiast, ze £ = tn dla pewnego ¢ > 0.

Cwiczenie 3.5.5. Znalez¢ warunki konieczne i dostateczne na réwnosé w nieréwnosci Holdera (odp. Minkow-
skiego) bez zalozenia, ze {;,1; > 0,5 =1,..., N.
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3.6. Metryka Hausdorffa »

Whniosek 3.5.6. Niech (X1, 01), ..., (X, on) bedq niepustymi przestrzeniami metrycznymi i niech X := X; x
-+ X X . Wtedy funkcje

N

dw) = (Clesam)r)’ . et o),

j=1
dOC(xay) L= max{gl(mhyl)? .. '7QN(xN7yN)}7 T = (551,. . '7$N)a Y= (yla s 7yN) € X7
sq metrykami na X . Ponadto:
o do <dp, < NYPd,p € [1,400). wszczegolnosci, metrykid, i do, sq poréwnywalne.
o di = 0 (zob. Definicja 3.5.1). W szczegolnosci, metryki d,, i do zadajq topologie iloczynu kartezjariskiego.
Obserwacja 3.5.7. (a) Metryka d,, nosi nazwe metryki (7.

(b) Metryka do nosi nazwe metryki £°° lub tez metryki maksimum.
() Jezeli (Xj, 05) = (K, 0x),j = 1,..., N, to

dyla,y) : = (im )’
j=1

doo(z,y) : = max{|zy —vul,..., lox —ynl}, = (21,...,28), y = (y1,...,yn) €KV,
(d) Szczegdlnie wazna jest metryka dy. Dla przykladu, w przypadkuy, gdy (X, 0;) = (K, ¢x),j =1,..., N,
N
standardowg metryka w K jest metryka euklidesowa da(z,y) := | > |x; — y;|2
j=1
Dowdd Whiosku 3.5.6. Stosujemy Obserwacje 3.5.2(d). O

Twierdzenie 3.5.8. (@) (X, 0) jest zupelna wtedy i tylko wtedy, gdy (X, 0;) jest zupetna, j = 1,...,N.
W szczegolnosci, RY jest przestrzeniq zupelng.

(b) (X, o) jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy (X, 0;) jest zwarta, j =1,...,N.

(¢) (X, o) jest spojna wtedy i tylko wtedy, gdy (X, 0;) jest spéjna, j =1,..., N.

Dowép. (a), (b) — CWICZENIE.
(c) — CWICZENIE®. O

3.6. Metryka Hausdorffa

Dla przestrzeni metrycznej (X, o), niech ¥ = F(X) oznacza rodzine wszystkich niepustych, domknietych
i ograniczonych podzbioréw X. Zdefiniujmy metryke Hausdorffa

h(A,B) = max{sup{,g(x,B) cx € A}, sup{o(y,A) :y € B}}, A,Bed.

Obserwacja 3.6.1. Ponizej A, B,C € ¥.

(a) Przypomnijmy, ze a € C' <= dist(a,C) = 0.

(b) Jezeli h(A,B) =0,t0 A C B oraz B C A, to oznacza, ze A = B.

(c) h(A,B) = h(B,A).

(d) h(A, B) < +o0.

Istotnie, jezeli A, B C B(a,r),todlaxz € Amamy o(z, B) = inf{o(x, 2) : z € B} < inf{o(z,a)+0(a, 2) :
z € B} < 2r.Podobnie, g(z, A) < 2r,z € B.

(e) h(AvB) = Sup{'@(va) - Q(va)| HEUES X}

Istotnie, wystarczy pokaza¢, ze sup{o(z, A) — o(z,B) : © € X} = sup{o(y, A) : y € B}. Nierdbwnos¢
,=" jest oczywista. Ustalmy zg € X oraz wezmy dowolne a € A, b € B. Wtedy o(zo,a) — o(zo,b) < o(a,b).
Biorac inf,e 4 dostajemy g(zo, A) — 0(20,b) < 0(b, A) < sup{e(y, A) : y € B}. Biorac teraz infy,c g dostajemy
poszukiwang nierownos¢.

(f) h(A,B) < h(A,C) + h(C, B). W szczegdlnosci, (F, h) jest przestrzenig metryczna.

(8 h(A,B) <r <= AC B" oraz B C A", gdzie C") := {z € X : dist(z,C) < r}.

Cwiczente: Czy C7) jest zwarty dla C' zwartego? Czy C(") € F dla C € F?
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(h) |diam(A) — diam(B)| < 2h(A, B).
Istotnie, wystarczy pokaza¢, ze diam(A) — diam(B) < 2h(A, B). Ustalmy =,y € A. Wtedy

36

) ) 317(m)
o(z,y) — diam(B) = ulq{l&(@(a y) — o(u,v)) < ulilefs(@(x’ u) + o(y,v))
< o(z,B) + o(y, B) < 2sup o(z, B) < 2h(A4, B).
zEA

Teraz wystarczy wziac SUP; yecA-



ROZDZIAL 4
Ciaglos¢

4.1. Funkcje ciggle

Definicja 4.1.1. Niech (X, 0x), (Y, oy ) beda przestrzeniami metrycznymi, f : X — Y ia € X. Powiemy, ze
funkcja f jest ciggla w punkcie a, jezeli

Ves0 3s>0 1 f(B(a,0)) C B(f(a),e).
Roéwnowaznie:
v5>0 36>0 vaX : QX(xva) <d= QY(f(x)vf(a)) <e.

Jest to tzw. definicja Cauchy’ego cigglosci. Piszemy wtedy f € C(X,Y;a) — jest to oznaczenie niestandardowe,
dla potrzeb naszego wyktadu.

Moéwimy, ze f : X — Y jest ciggla, jezeli jest ciagla w kazdym punkcie. Piszemy wtedy f € C(X,Y).
Ponadto, C(X) := C(X,R).

Méwimy, ze f jest jednostajnie ciggta, jezeli

v<€>0 EI§>O vx,yeX : QX(may) <= QY(f(‘T)a f(y)) <e.

Méwimy, ze f spelnia warunek Holdera z wykladnikiem « > 0, jezeli istnieje stala M > 0 taka, ze

oy (f(x), f(y) < M(ox(z,y))*, =z,yeX.

Dla oo = 1, warunek Holdera nosi nazwe warunku Lipschitza (1) .
Méwimy, ze odwzorowanie bijektywne f : X — Y jest homeomorfizmem, jezeli f € C(X,Y), f~! €
C(Y, X).

Obserwacja 4.1.2. (a) Kazde odwzorowanie jednostajnie ciagte jest ciagle.
(b) Kazde odwzorowanie spelniajace warunek Holdera jest jednostajnie ciagle.

Cwiczenie 4.1.3. (a) Znale7¢ przyktad odwzorowania ciaglego, ktore nie jest jednostajnie ciggle.

(b) Znalez¢ przyklad odwzorowania jednostajnie ciaglego, ktore dla dowolnego o > 0 nie spelnia warunku
Holdera z wykladnikiem c.

(c) Udowodni¢, ze odwzorowanie f : X — Y spelnia warunek Hoéldera z wykladnikiem o wtedy i tylko
wtedy, gdy

Sup{@y(f(ﬂf%f(y))
(ox (z,y))
(d) Znalez¢ przyktad ciagtego odwzorowania bijektywnego f : X — Y takiego, ze f~! nie jest ciagle.

:x,yEX,x;éy}<+oo.

Twierdzenie 4.1.4. Niech f : X — Y, a € X. Wtedy nastepujqce warunki sq rownowazne:
(i) feC(X,Y;a);
(ii) dla dowolnego otoczenia V' punktu f(a) istnieje otoczenie U punktu a takie, ze f(U) C V;
(iii) dla dowolnego otoczenia V punktu f(a) zbior f~(V') jest otoczeniem punktu a;
(iv) dla dowolnego ciggu x,, — a mamy f(z,) — f(a); jest to tzw. definicja Heinego (?) ciaglosci.

Dowép. (i) = (ii): Niech B(f(a),e) C V iniech § > 0 bedzie dobrane zgodnie z (i). Wtedy U := B(a, ) jest
otoczeniem punktu @ oraz f(U) C B(f(a),e) C V.
(if) = (iii): Oczywiste.

1) Rudolf Lipschitz (1832-1903).
2) Eduard Heine (1821-1881).

37
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(iii) = (iv): Dla dowolnego ¢ > 0 kule V' := B(f(a),¢) jest otoczeniem f(a). Zatem istnieje 6 > 0
taka, ze B(a,8) C f~(V). Niech z,, € B(a,6) dlan > N. Wtedy f(z,) € B(f(a),e) dlan > N, czyli

f(@n) — fl(a).
(iv) = (i): Przypuséémy, ze dla pewnego ¢ > 0 nie istnieje § > 0 takie, ze f(B(a,0)) C B(f(a),c). Wtedy
istnieje ciag (x,)52; taki, ze x,, € B(a,1/n), oy (f(zn), f(a)) > &; sprzecznosé. O

Cwiczenie 4.1.5. Niech f : X — R. Wykazaé, ze f jest ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego o € R
zbiory {z € X : f(z) < a}, {z € X : f(x) > a} sa otwarte.

Twierdzenie 4.1.6 (Skladanie odwzorowan ciaglych). Jezeli f € C(X,Y;a)ig € C(Y,Z; f(a)), togo f €
C(X, Z:a).

Dowép. CWICZENIE. O

Twierdzenie 4.1.7. Niech f : X — Y. Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) feC(X,Y);
(i) dla dowolnego zbioru otwartego V. C Y zbiér f~1(V') jest otwarty;
(ili) dla dowolnego a € X oraz dla dowolnego ciggu x,, — a mamy f(x,) — f(a).

Dowép. CWICZENIE. 0
Twierdzenie 4.1.8 (Skladanie odwzorowan ciagtych). Jezeli f € C(X,Y)ige C(Y,Z), togo f € C(X, Z).
Dow6p. CWICZENIE. O

Whniosek 4.1.9. Niech f : X — Y iniechg : Y — Z bedzie homeomorfizmem. Wtedygof € C(X, Z;a) —
fel(X,Y;a).

Cwiczenie 4.1.10 (Zob. Obserwacja 3.1.2(b)). Niech ¢ : R — [—1,1],

oo, jezeliz € R
pla) = 4 -
+1, jezeli z = *o0

Udowodnié, ze ¢ jest homeomorfizmem. W szczegdlnosci, na podstawie Wniosku 4.1.9 mamy f € C(X,R; a) <=
@ o f € C(X7 [_17 1]7 a‘)'

Twierdzenie 4.1.11. Niech A, B C R.
(a) Fezeli dodawanie A x B > (x,y) — x +y € R jest dobrze okreslone, to jest odwzorowaniem cigglym.
(b) Jezeli mnozenie A x B > (x,y) — x - y € R jest dobrze okreslone, to jest odwzorowaniem ciggtym.
(c) Jezeli dzielenie A x B > (x,y) — % € R jest dobrze okreslone, to jest odwzorowaniem cigglym.
(d) Jezeli A C Rsq and B C R, to potggowanie A X B 5 (z,y) — z¥ € R jest odwzorowaniem cigglym.
W szczegélnosci:
o FunkcjaR > x —— a” jest ciggta dla dowolnego a > 0.
e FunkcjaRs( 2 x — a2 jest ciggta dla dowolnego o € R.

Dowop. Por. § 2.2. O

Twierdzenie 4.1.12. (a) Jezeli f,g € C(X,R;a) i f(x) + g(x) jest okreslone dla dowolnego x € X, to
f+geC(X,R;a).

(b) Jezeli f,g € C(X,R;a) i f(x) - g(x) jest okreslone dla dowolnegox € X, to f - g € C(X,R;a).

(c) Jezeli f,g € C(X,R;a) i % Jjest okreslone dla dowolnego x € X, to 5 € C(X,R;a).

(d) Jezelif: X — Ry ig: X — R sq ciggle w punkcie a, to f9 € C(X,R; a).

Dowop. Jest wniosek z Twierdzen 4.1.81 4.1.11. O

Przyklad 4.1.13. (a) Dowolny wielomianp : K — K, p(z) := ag+- - -+an2", gdzien € Ny, ag, ..., an €
K, jest ciagly.
(b) Dladowolnych wielomianéw p, ¢ : K — K, g # 0, funkcja wymierna % jest ciagta na zbiorze K\ g ~1(0).
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4.2. Granica w punkcie

(c) Funkcje trygonometryczne sa ciagle (3) Mamy 0 < sint < ¢ dla 0 <t < 7. Stad funkcja sin jest ciagta
w zerze i w konsekwencji wszystkie funkcje trygonometryczne s3 ciagte — CWICZENIE.
(d) Funkcja signum (znak) sgn : R — {—1,0,+1},

1, jezeliz > 0
sgnx = sgn(z) := ¢ 0, jezeliz =0,
-1, jezeliz <O
jest ciggla w kazdym punkcie poza zerem.
(e) Funkcja Dirichleta (4) d := xq,r nie jest ciagla w Zadnym punkcie.
(f) Niech h(z) := zd(x), z € R. Wtedy h jest ciagla tylko w = = 0.
(g) Funkcja modut, K 5 z — |z| € Ry, jest funkcja spelniajaca warunek Lipschitza.
(h) Funkcja cecha (lub czg$é catkowita) | | : R — Z, |z] :=sup{k € Z : k < z},z € R, jest ciggla
w kazdym punkcie zbioru R \ Z, ale nie jest ciggta w zadnym punkcie zbioru Z.
(i) Niech [z] := inf{k € Z : k > x}. Gdzie jest ciggla funkcja z — [2]? — CWICZENIE.
(j) Funkcja Riemannar : R — [0, 1],

() 0, jezeliz ¢Q
r(z) = ,
5 Jezelize€Q x="2 geN, peZ (pg) =1
jest ciggla w punktach zbioru R \ Q, ale nie jest ciagta w zadnym punkcie zbioru Q.
4.2. Granica w punkcie

Definicja 4.2.1. NiecchAC X, f: A — Y,a € A, b € Y. Wtedy méwimy, ze f ma w punkcie a granice b,
jezeli dla dowolnego ciggu (,)52; C A\ {a} mamy f(x,) — b. Piszemy wtedy lim f(x) = 0.

f(z), jezelix € A\ {a}.

Obserwacja 4.2.2. (@ lim f(z) =b< f € C(AU{a},Y;a), gdzie f(z) := {b sl
T—a s jezellr = a

(b)Dlaf: X —Yiaec Xmamy f € C(X,Y;a) < lim f(x) = f(a).

Twierdzenie 4.2.3. Jezeli lim f(x) =big € C(Y,Z;b), to lim g o f(z) = g(b).
Dow6p. CWICZENIE. O

Cwiczenie 4.2.4. Pokazaé, ze nastepujace twierdzenie nie jest prawdziwe.
Niechf: A— BCY,ac A,be B, lim f(z) =b, lin%)g(y) = c. Wtedy lim go f(z) =c.
z—a y— T—a

Definicja 4.2.5. W przypadku f : A — R mozna réwniez mowié o granicy gérnej i dolnej funkcji f w punkcie
a:
limsup f(x) :=sup8(f,a), liminf f(x):=inf8(f,a),

gdzie
8(f,a) :=={9 €R: 3, )> cafa} : Tn — a, f(zn) — g}

n=1

Obserwacja 4.2.6. (a) Niech f : N — R. Wtedy powyzisze pojecia redukuja sie do poprzednio wprowa-
dzonych lim sup f(n) ilim Jirnf f(n).
n—-—+0oo

() T in (2) < limsup f(a),

(c) Jezeli lim f(=) ;;ae R, to lim jgf f(z) =limsup f(z) = g.
(@ limsup f(2), liminf f(x) € S(f,a). o

() Jereli liminf f(x) = limsup f(2) = g.to lim f(z) = g.

3) Uwaga: precyzyjne definicje funkcji trygonometrycznych zostana podane w podrozdziale 6.6.
4) Peter Dirichlet (1805-1859).
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() Jezeli g := limsup f(z) < +o0, to dla dowolnego R > M > g istnieje r > 0 takie, ze f(z) < M dla
r—a

x € AN (B(a,r)\ {a}).
(g) Jezeli g := liminf f(z) > —oo, to dla dowolnego R 3 M < g istnieje r > 0 takie, ze f(z) > M dla

x € An(B(a,r)\ {a}).
Definicja 4.2.7. Jezeli X = R, A C [~o0,a], f : A — Y ia € A, to lim f(x) nosi nazwe granicy
lewostronnej i piszemy wtedy Il_lgl_ f(x). Analogicznie definiujemy granice praﬁ:():;onnq 11_1>121+ f(x),gdy A C
[a,+o0]ia € A
Definicja 4.2.8 (Modul cigglosci). Dla f : X — Y definiujemy modut ciggtosci funkeji f:
wr :Rsg — [0, 400, wy(0) :=sup{oy (f(2), f(y)) : #,y € X, ox(w,y) <}
Zauwazmy, ze jezeli f spelnia warunek Holdera z wykladnikiem « (Definicja 4.1.1), to wy(§) < Mo<.

Cwiczenie 4.2.9. Pokazaé, ze f jest jednostajnie ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy 51i%1+ wr(d) =0.

4.3. Twierdzenie Banacha o punkcie stalym

Twierdzenie 4.3.1 (Banach (°)). Niech (X,d) bedzie zupelng przestrzeniq meiryczng i niech f : X — X
bedzie odwzorowaniem zwezajacym, tzn. takim, ze d(f(x), f(y)) < 0d(z,y), z,y € X, gdzie § € [0,1). Wtedy
dla dowolnego punktu xo € X cigg (z,)2%, zdefiniowany rekurencyjnie wzorem x,+1 = f(z,), n € Ny, jest
zbiezny do jedynego punktu stalego odwzorowania f, tzn. do punktu z* € X takiego, ze f(z*) = x*.

Dowo6p. Odwzorowanie f spelnia warunek Lipschitza ze stala 0. Jest wiec w szczegdlnosci ciagle. Jezeli ciag
(2r)5% jest zbiezny do pewnego z* € X, to musi to by¢ punkt staly, co wynika ze zwigzku z,+1 = f(2n)
oraz cigglosci f. Punkt staly jest jedyny. Jezeli bowiem a,b € X bylyby dwoma réznymi punktami staltymi, to
d(a,b) = d(f(a), f(b)) < 0d(a,b) < d(a,b), co daje sprzeczno$¢. Pozostaje wiec pokazaé, ze ciag (z,,)52, jest
zbiezny. Poniewaz przestrzen jest zupelna wystarczy pokazaé, ze spelnia warunek Cauchy’ego. Mamy

d(-rnJrla xn) = d(f(wn)a f(xnfl)) < Gd(:rn, mnfl) < GQd(-Z'nflwran) <...< 6md(mla 1'0)7 n € N.
W takim razie

d(anrk? -Z'n) g d($n+k7 anrkfl) + d(mn+k’717 xn+k72) + -+ d(anrl» mn)

L0 0" d( ) < L 0" d( ) keN
T1,T X 7 5 x1,%o), n, ’
-0 L) S Ty 1,To
skad natychmiast wynika, ze (2,)52 jest ciagiem Cauchy’ego. O
Przyklad 4.3.2. Niech X := (0,1) C Riniech f : X — X, f(z) =
Wtedy f jest odwzorowaniem zwezajacym (|22 — y?| = |z — y||z + y| < 5|z — y|) bez punktu statego.

< (9n+k*1 + 97L+k*2 + 4 Q")d(ml, fL'O) =

x2; X nie jest przestrzenia zupeina!

4.4. Wlasnosci funkgcji ciaglych

Twierdzenie 4.4.1. Niech f,, : X — Y, n € N,oraz f : X — Y. Zalézmy, ze f,, — f jednostajnie na X.
Wtedy:

(a) Jezelif,, e C(X,Y;a),neN,tof€C(X,Y;a).

(b) Jezeli f, € C(X,Y),neN,to f € C(X,Y).

Dowop. (a) Wykorzystamy nieréwnoscé

oy (f(x), f(a)) < oy (f(2), fny(2)) + 0y (fro (%), fro (@) + 0y (fno (@), f(a)).

Ustalmy ¢ > 0. Wiemy, Ze istnieje ng € N takie, ze oy (fn(z), f(x)) < § dla dowolnychn > ngiz € X.

Korzystajac z ciagloéci funkcji f,,, w punkcie a otrzymujemy istnienie 0 > 0 takiego, ze oy (fn, (), fn,(a)) < §

dla dowolnego x € Bx(a,d). A stad oy (f(z), f(a)) < € dla dowolnego = € Bx(a,?).
(b) wynika natychmiast z (a).

O

Cwiczenie 4.4.2. Niech f,, — f jednostajnie. Wtedy, jezeli f,, jest jednostajnie ciagta dla dowolnego n € N,
to f jest jednostajnie ciagla.

(°) Stefan Banach (1892-1945).
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Cwiczenie 4.4.3 (Zbieznos¢ w sposéb ciagly). Niech f,, : X — Y. Méwimy, ze f,, — fo w sposob ciggly,
jezeli dla dowolnego zbieznego ciggu (z,)5>; C X, x,, — x9, mamy f,(x,) — fo(zo).

(a) Jezeli f,, — fo w sposdb ciagly, to f,,, — fo w sposdb ciagly dla dowolnego podciagu (n;)72 ;.

(b) Jezeli f,, — fo w sposob ciagly, to f,, — fo punktowo i fj jest ciagla.

Istotnie, niech xg € X, x, — x¢. Poniewaz fy(xy) = nEIJIrloo fn(zk), zatem istnieje podciag (ng)52 , taki,
ze 0y (fn, (zk), fo(xr)) < 1/k. Stad fn, (zr) — fo(xo) i w konsekwencji fo(zx) — fo(zo).

(c) Jezeli f,, — fo jednostajnie i fj jest ciagla, to f,, — fo w sposéb ciagly.

Istotnie, dla 2, — xo mamy oy (fn(2a)), fo(20)) < oy (fu(an), fo(zn)) + oy (fo(zn), fo(zo)).

(d) Jezeli X jest zwarta to f,, — fo jednostajnie i fj jest ciagla wtedy i tylko wtedy, gdy fr, — fo w
sposob ciagty.

Istotnie, przypusmy, ze f,, nie zmierza jednostajnie do fy. Wtedy istnieja ¢ > 0, podciag nx > k oraz
xy, € X takie, ze 9y (fn, (zk), fo(zk)) > €. Poniewaz X jest zwarta mozemy wybra¢ podciag x,, — xo. Wobec
ciaglej zbieznosci dostajemy [, (zx,) — fo(zo)- Stad, € < oy (fu, (zk. ), fo(zr,)) < oy ([, (@k,), fo(zo)) +
oy (fo(zo), fo(zk,)) — O; sprzecznosé.

Twierdzenie 4.4.4 (Dini (°)). Zatozmy, ze (X, ) jest przestrzeniq zwartq, f,, € C(X), fos1(x) < fo(z).n €N,
x € X. Niech f € C(X) i niech f,, — [ punktowo na X, tzn. f,,(x) — f(z) dla dowolnego x € X. Wtedy
fn — f jednostajnie na X.

Dow0p. Zastepujac fy, przez f, — f sprowadzamy problem do przypadku f = 0. Ustalmy ¢ > 0 i niech
K, :={x € X : fo(x) =2 €}, n € N. Wtedy K, jest zbiorem zwartym oraz K, 1 C K,, n € N. Gdyby
K, # @ dla dowolnego n € N, to z Twierdzenia Cantora 3.2.3 istnieje punkt a € (2, K,,. Wtedy f,(a) > ¢
dla dowolnego n, co przeczy zbieznosci punktowej. W takim razie istnieje ng takie, ze K,, = @ dlan > ng, co
oznacza, ze 0 < f,, < ¢ dladowolnegon > ngiz € X. O

Obserwacja 4.4.5. Wszystkie zalozenia twierdzenia Diniego sg istotne.
0, jezelixz €]0,1)
1, jezeliz=1

(@) f niejestciggla: Niech f,, : [0,1] — [0, 1], fn(z) := 2™, f(z) = { Wtedy fr, \,

punktowo, ale nie jednostajnie.

b) X nie jest zwarta: Niech f,, : [0,1) — [0,1), fn(z) := 2". Wtedy f, "\, 0 punktowo, ale nie jednostaj-

J y p J ]

nie.

(c) Ciag nie jest monotoniczny: Niech f,, : [—-1,1] — R, f,(x) := —25—. Wtedy f,, — 0 punktowo, ale

g y Trn2z y p

nie jednostajnie.

(d) Funkcje f,, nie sa ciagle: Niech [0,1] N Q = {q1, ¢, . . . }. Zdefiniujmy f, : [0,1] — R,

f (il,') — 0’ ]ezehx S (R\Q)U{q17vqn}7
n ]‘7 ]ezeh T € {qn+17 dn+2,- - - }
Wtedy f,, “\, 0 punktowo, ale nie jednostajnie.

Twierdzenie 4.4.6. Niech X bedzie przestrzeniq zwartq i niech f : X — Y bedzie funkcjg cigglq. Wtedy f(X)
Jest przestrzeniq zwartq (z metrykq indukowang z Y ).

Dowép. Niech (y,)32, C f(X), yn = f(zn), n € N. Poniewaz X jest zwarta, istnieje podciag (z,, )72, oraz
xo € X takie, ze x,, — . Wobec ciaglosci f mamy y,,, = f(zn,) — (o). O

Obserwacja 4.4.7. Niech K C R bedzie niepustym zbiorem zwartym. Wtedy inf K, sup K € K.
Jako wniosek dostajemy.

Twierdzenie 4.4.8 (Twierdzenie Weierstrassa o osiaganiu kreséw). Niech X bedzie niepustq przestrzeniq zwartq
oraz niech f : X — R bedzie funkcjq cigglq. Wtedy istniejq punkty x4 € X takie, ze f(x4) = sup f(X),
f(z—) = inf f(X).
Obserwacja 4.4.9. Niech C,(X,Y) :=C(X,Y)NB(X,Y).

(a) Cp(X,Y) =C(X,Y), gdy X jest przestrzenia zwarta.

(b) Cp(X,Y) jest domkniety podprzestrzenig przestrzeni B(X,Y).

(®) Ulisse Dini (1845-1918).
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(c) Przestrzen Cp(X,Y) jest zupelna wtedy i tylko wtedy, gdy Y jest zupena.

Twierdzenie 4.4.10. Jezeli f € C(X Y'), to dla dowolnego zbioru zwartego K C X spetniony jest warunek:
Veso 3550 Vaer @ f(Box(a,8)) C By, (f(a),e). W szczegdlnosci, jezeli X jest przestrzeniq zwartg, to f jest
Jednostajnie ciggle.

Dow6p. Poniewaz f jest ciagla, zatem dla dowolnego a € K istnieje r(a) > 0 takie, ze f(B,y (a,r(a))) C
EQY (f(a), 1&). Wobec zwartosci zbioru K, istnieje skoficzona liczba punktéw ay, ..., ay € K takich, ze K C

U1 By, (ai, 37(a;)).Niech § := $ min{r(a1),...,r(ay)}. Wezmy dowolny punkta € K,a € B, (ai,, 57(ai,)),

i niech » € B,l(a, 5) Mamy ox (z,a;,) < ox(z,a) + ox(a,a;,) < 0 + 37(ai,) < r(a;,). Wynika stad, ze
oy (f(z), flai,)) < ¢ iostatecznie oy (f(z), f(a)) < oy (f(2), fai,)) + oy (f(a), f(ai,)) < e. O

Twierdzenie 4.4.11. Niech X bedzie przestrzeniq zwartq i niech f : X — Y bedzie cigglq bijekcjg. Wtedy f~!
Jest ciggta, czyli f jest homeomorfizmem.

Dowdp. Niech y,, — Yo, Tn, := £~ (yn), To := f~1(yo). Chcemy pokazaé, ze x,, — x. Przypusémy, ze
Zn -~ T, co oznacza, ze istnieje €9 > 0 oraz podciag (z,, )72, takie, ze ox (zn,,%0) = €0, k € N. Wobec
zwarto$ci X mozemy zalozy¢, ze x,, — x*. Wynika, stad, ze ox (z*,z9) > €¢. Z drugiej strony f(x,,) —
f(z*), skad wynika, ze f(z*) = f(x¢) — sprzecznosc.

Whniosek 4.4.12. Rzut stereograficzny R : § — @jest homeomorfizmem (por. Przyktad 3.1.3).

Twierdzenie 4.4.13. Niech X bedzie przestrzeniq spojng i niech f : X — Y bedzie funkcjq cigglq. Wtedy f(X)
Jest przestrzeniq spojng (z metrykq indukowanq z'Y').

Dowdp. Przypusémy, ze f(X) = U UV, gdzie U, V s niepuste, roztaczne i otwarte. Wtedy X = f~1(U) U
F7YH(V), gdzie f~1(U), f~1(V) sa niepuste, rozlaczne i otwarte (wobec ciaglosci) — sprzecznoéé. O

Definicja 4.4.14. Niech X bedzie przestrzenig sp6jna i niech f : X — R. Méwimy, ze f ma wlasno$¢ Darboux
(7). jezeli dla dowolnych a = f(a), 3 = f(b), @ < f3, i dla dowolnego v € (a,3) istnieje ¢ € X takie, ze
f(c) = ~; innymi stowy: f przyjmuje wszystkie wartosci posrednie.

Twierdzenie 4.4.15. Niech X bedzie przestrzeniq spojnq i niech f : X — R bedzie funkcjq cigglq. Wtedy f ma
wiasno$¢ Darboux.
Obserwacja 4.4.16. Istnieja funkcje nieciagle, posiadajace wlasno$é Darboux (zob. Przykiad 5.2.13).
Cwiczenie 4.4.17. Wykaza¢, ze kazdy wielomian rzeczywisty stopnia nieparzystego posiada miejsce zerowe.
Obserwacja 4.4.18. Niech f : (a,b) — R, gdzie —oc0 < a < b < o0, bedzie funkcjg rosnaca. Wtedy
liril f(z) =sup f((a,b)) oraz 1im+f(x) = inf f((a,b)).

Twierdzenie 4.4.19. Niech f : P — R, gdzie P C R jest przedzialem, bedzie funkcjq monotoniczng. Wtedy:

(a) funkcja f nie jest ciggta w co najwyzej przeliczalnej liczbie punktow;

(b) jezeli f nie jest ciggla, to zbiér f(P) nie jest spdjny.
Dowo6p. Mozemy zalozy¢, ze f jest rosnaca.

(a) Niech

N(f):={x € P: f nie jest ciagla w x}.
Dla dowolnego punktu ¢ € int P niech L(c) := lim f(z), R(c) := llim+ f(z). Jezeli lewy koniec ¢ przedzialu
P nalezy do niego, to ktadziemy L(c) := f(c), R(c) := lim+ f(x). Jezeli prawy koniec ¢ przedzialu P nalezy
r—cC
do niego, to kladziemy L(c) := lim f(x), R(c) := f(c).
T—Cc—
Wtedy —oco < L(c¢) < R(¢) < oo oraz dla dowolnych ¢1,¢2 € P, ¢1 < ¢, mamy R(c1) < L(cz), a stad
(L(e1), RB(c1)) N (Lea), R(e2)) = 2.

W takim razie ¢ € N(f) <= L(c) < R(c) <= Jyc)can(L(e), R(e))- Zbudowali$my injekcje N(f) — Q.

(b) Przypuéémy, ze a € N(f) # @.Z poprzednich rozwazan istnieje ¢ € (L(a), R(a))\{f(a)}. Zdefiniujmy

U:=(—00,¢)Nf(P),V :=(q,+0) N f(P). Zbiory U oraz V sa otwarte w f(P), U,V # &, UNV = & oraz
U UV = f(P), co oznacza, ze f(P) nie jest zbiorem spdjnym. O

(7) Jean Darboux (1842-1917).
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Twierdzenie 4.4.20. Niech f : P — R, gdzie P C R jest przedzialem, bedzie cigglq injekcjq. Wtedy:
(a) f jest silnie monotoniczna;
(b) funkcja odwrotna f=1 : f(P) — P jest ciggla.

Dowdp. (a) Wystarczy pokaza¢, ze dla dowolnego przedziatu [a, b] C P, a < b, funkcja f|}4,4) jest Scisle mono-
toniczna. Ustalmy a, b i przypuéémy, ze f(a) < f(b) (przypadek f(a) > f(b) jest analogiczny — CWICZENIE).
Z twierdzenia Weierstrassa istniejg c_, ¢4 € [a, b] takie, ze f(c—) = min f([a,b]) oraz f(cy) = max f([a, b]).
Pokazemy, ze c. = a oraz cy = b. Przypuéémy, ze np. a < c_ (przypadek c. < b jest analogiczny — Cwi-
czeNIE). Wtedy f(c_) < f(a) < f(b). Z wlasnosci Darboux funkcji f wynika istnienie ¢ € (c_, b) takiego, ze
f(c) = f(a), co daje sprzecznos¢.

Zatemc_ =aicy =0.

Ustalmy a < o < y < b. Przypusémy, f(z) > f(y). Wtedy f(a) < f(y) < f(z) < f(b). Wobec wlasnosci
Darboux, istnienie ¢ € [a, 2] taki, ze f(c) = f(y), co daje sprzecznos¢.

(b) Oczywiécie f~! : f(P) — P jest funkcja $cisle monotoniczna oraz f(P) jest przedziatem. Poniewaz
F~Y(f(P)) = P, wiec z Twierdzenia 4.4.19(b) wnioskujemy, ze f ! jest funkcja ciagta. O

Wnhniosek 4.4.21. Dla dowolnego a > 1 (odp. a € (0,1)) funkcja wykladnicza R 5 = —— a® € Ry jest
bijektywna i Scisle rosnqgca (odp. malejqca). W szczegélnosci, jest ona homeomorfizmem, funkcjg do niej odwrotng
jest funkcja logarytmiczna Ry 3 z +—— log, z € R.

Piszemy In z := log, x.
Cwiczenie 4.4.22. Korzystajac z whasnoéci funkeji wyktadniczej wyprowadzié¢ nastepujace whasnosci funkeji
logarytmicznej log, dlaa > 0, a # 1.

(a) log,(x122) = log, x1 + log, w2, 1,22 > 0.

(b) log,(b*) = xlog, b, b >0,z € R.

(c) a® =e®e z c R

d) log, z = 282 > 0,b#£ 1,2 > 0.

log;, a’
Whiosek 4.4.23. (a) Funkcja [-%,%] 2 v — sinx € [—1,1] jest bijektywna i Scisle rosngca. W szczegol-
nosci, jest ona homeomorfizmem; funkcjq do niej odwrotng jest [—1,1] 3 2 — arcsinz € [, §].

(b) Funkcja [0, 7] > x — cosx € [1, 1] jest bijektywna i Scisle malejgca. W szczegdlnosci, jest ona homeomor-
fizmem; funkcjg do niej odwrotng jest [—1,1] © & — arccosz € [0, 7).

(c) Funkcja (—%,%) > 2 — sinz € R jest bijektywna i icisle rosngca. W szczegélnosci, jest ona homeomor-
fizmem; funkcjq do niej odwrotng jest R > x — arctgz € (=3, %).

(d) Funkcja (0,7) > x — ctgz € R jest bijektywna i Scisle malejgca. W szczegélnosci, jest ona homeomorfi-
zmem; funkcjg do niej odwrotng jest R 5 x — arcctgx € (0, ).

Cwiczenie 4.4.24 (Funkcje hiperboliczne). Definiujemy:

e sinus hiperboliczny: R 5 x S efme T 7— €R,
; . . S
e cosinus hiperboliczny: R 3 z &5 ¢ £e ~ +2‘ € [1,400),

. . tgh g o_g-s
e tangens hiperboliczny: R > x % = o= €(-11),

e cotangens hiperboliczny: R, > x crel % = Zzt::: e R\ [-1,1].
(a) Ktore ze wzordéw trygonometrycznych, po ewentualnej zmianie znakow, pozostaja prawdziwe dla funkcji
hiperbolicznych?, np. cosh? — sinh? = 1 (jedynka hiperboliczna).
(b) Odwzorowania sinh : R — R, cosh [g, : Ry — [1,+00), tgh: R — (—1,1), ctgh|r>0 : Ry —
(1, 400) sa homeomorfizmami. Funkcje odwrotne do nich to odpowiednio:
o arsinhz =In(z+vz2+1),z €R,
e arcoshz =In(z++vz2—1),z>1,

e artghz = $In{te |z| <1,
° arctghx:%ln%,az>1.

4.5. Krzywe

Definicja 4.5.1. Niech (X, g) bedzie przestrzenig metryczna. Kazde odwzorowanie ciagle v : [a,b] — X
nazywamy krzywq. Zbior v* := v([a, b]) nazywamy obrazem geometrycznym krzywej ~;
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~* jest zbiorem zwartym spojnym.
W przyszlosci bedziemy zawsze utozsamia¢ krzywa v : [a, ] — X z dowolng krzywa
vyoo:le,d — X,

gdzie o : [¢,d] — [a, b] jest bijekcja rosnacy (zwang zmiang parametryzacji). Oczywiscie, zmiana parametry-
zacji nie zmienia obrazu geometrycznego krzywej. W szczegdlnosci, mozna si¢ zawsze ograniczy¢ do krzywych
sparametryzowanych w przedziale [0, 1]. Jezeli v : [a,b] — X jest krzywa, to:
~(a) nazywamy poczgtkiem krzywej,
~(b) nazywamy koricem krzywej,
jezeli y(a) = ~(b), to méwimy, ze 7 jest zamknieta,

jezeli v jest odwzorowaniem injektywnym, to méwimy, ze v jest tukiem Jordana (8) — wtedy v :
[a,b] — ~* jest homeomorfizmem,

e Jezelio : T — X jest odwzorowaniem ciagtym injektywnym, to krzywa zamknieta v : [0, 27] — X,
~(t) := o(cost,sint), nazywamy krzywgq Jordana.

Dla krzywej 7 : [a,b] — X definiujemy krzywa przeciwng

67 :[a, 0] — X, o) =v(a+b-1).

Widaé, ze (©7)* = ~*.

Dla krzywych y; : [0,1] — X, j = 1,2, takich, ze v, (1) = 72(0) definiujemy ich sume
v1(2t) dla0<t<
Y2t —1) dlag <t<

1
M2 [0,1] — X, (1 ®72)(1) :={ 1
jest to oczywiscie krzywa i (v1 @ v2)* =77 U~3. (°)

Definicja 4.5.2. Méwimy, ze X jest fukowo spdjna, jezeli dla dowolnych z,y € X istnieje krzywa v : [a, b] —
X taka, ze y(a) =z, v(b) = y.

Kazda przestrzen tukowo spojna jest spojna (ale nie odwrotnie — CWICZENIE).
Obserwacja 4.5.3. Dla X; # @, ..., Xy # & mamy:
Xq,..., XN saprzestrzeniami lukowo spéjnymi <= X; x --- x Xy jest przestrzenia tukowo spdjna.
4.6. Przestrzenie unormowane

Definicja 4.6.1. Przestrzenig unormowang nad cialem K (K € {R, C}) nazywamy dowolna pare (E, || ||), gdzie

E jest przestrzenig wektorowa nad K, za$ || || : E — R jest funkcja spelniajaca nastepujace trzy warunki:
(@) Voep: ||z =0<= 2 =0,
(b) Vack, v : [zl = |afllz],

© Voyer : llz+yll <zl + llyll
Funkcje || || nazywamy normg.

Obserwacja 4.6.2. (@) (K,||) jest przestrzeniag unormowang.
®) [zl = llylll < [lz — y[| dla dowolnych z,y € E.
(c) Zdefiniujmy o(z,y) = ¢y (z,y) = [lv —yl, v,y € E. Wtedy ¢ : E X E — Ry jest metryka

generowangq przez norme. Oczywiscie

o |
x, — x9 < ||z, — x0|| — 0.

(d) Méwimy, ze dwie normy || |1, || ||l2 : £ — Ry sa réwnowazne, jezeli o) |, ~ 0| ||,-

(e) B(a,r) ZPH\\ | (a,l) ={r € E:|z—a|l <r} Bla,r) = By (a,7) ={z € E: |z —al <r},
B(r) :== B(0,r), B(r) := B(0,r).

(f) B(a,r) = B(a,r),r > 0.

Istotnie, wystarczy pokaza¢ inkluzje D. W tym celu zauwazmy, ze jezeli 2o € B(a,r), to a + 0(zo — a) €

B(a,r) dla dowolnego 6 € [0, 1).

Egg Camille Jordan (1838-1922).
9

Oznaczenia © i @ maja charakter roboczy i nie musimy si¢ do nich zbyt przywiazywac.



Marek Jarnicki, Wykifady z Analizy Matematycznej I, wersja z 27 stycznia 2022
4.6. Przestrzenie unormowane

45

(g) Dzialania w przestrzeni unormowanej sg ciagte. Istotnie,

[z +y) = (x0 + yo)ll < [lz = zoll + lly — wol,
o — agzol| < | — aolllzo| + |af[|a — zol|.
Obserwacja 4.6.3. (a) Podobnie jak dla metryk w iloczynie kartezjaiiskim przestrzeni unormowanych (E1, | |1),
..., (En, | |N) mozemy wprowadzi¢ wiele norm. Niech ¢ : RY — R bedzie funkcja taka, ze:
@) p(§) =0+=¢=0,

(i) & <n = (&) <)

(iii) ©(&+mn) < (&) +e(n),

(iv) o(t§) =tp(&) dlat € Ry.
Wtedy funkcja dana wzorem

x| == e(lz1|1s-- -y |lzn|N), == (x1,...,2Nn) € E1 X --- X En,

jestnormana F; X - -- X Ey — CWICZENIE.
(b) Jezeli (E1,| |1),---,(EN,| |n) saprzestrzeniami unormowanymi, to w F1 X - - - X 'y mamy nastepujace
klasyczne normy (CWICZENIE):

N 1/p
lally == (Y layly) " = normat?, p>1,
j=1

|z]loo := max{|x1|1,...,|zN|N} = norma £>° = norma maksimum.
W szczegblnosci, normami sg funkeje:

|zl = |z1]1 + - - - + |zn|Nn = norma suma,
N 1/2

[zll2 = (Z |acJ|J2) = norma euklidesowa.
=1

Zauwazmy, ze metryki generowane przez te normy odpowiadaja metrykom dy,, d, d1 i do (utworzonym dla
(E1,01,),---(En, 0] |x) — por. Wniosek 3.5.6. W szczegdlnoéci, sa to normy réwnowazne, zadajace topologie
iloczynu kartezjanskiego.

(c) Dla przykladu, K jest przestrzenia unormowang przez norme euklidesowq

Dla kul w przestrzeni R” w normie euklidesowej rezerwujemy specjalne oznaczenia B(a, r), B(a, r), B(r), B(r).

Definicja 4.6.4. Niech (F, || ||) bedzie przestrzenia unormowana. Dla A, B C E niech
A+B:={z+y:z€ A, ye B}, ABCE,
A-B:={ax:a€ A, € B}, ACK, BCE.
Ponadto przyjmujemy a+ B := {a} + B, a- B := {a} - B (*°). Mamy nastepujaca wlasno$¢ translatywnosci

kul: B(a,r) = a + B(r), B(a,r) = a + B(r). Ponadto, B(r) = r - B(1), B(r) = r - B(1).

Dla dowolnych z,y € E definiujemy segment o koncach z, y:

[z,y] :={z+tly —=): t € [0,1]}.

Odnotujmy, ze [z,y] = [y, z] oraz [x,z] = {x}. Zauwazmy, ze [z, y] jest obrazem geometrycznym krzywej
[0,1] 5 t — = + t(y — ). W szczegdlnosci, segment jest zbiorem zwartym i spojnym.

Zbiér A C E nazywamy:

o wypuklym, jezeli [z,y] C A dla dowolnych z,y € A;

o gwiazdzistym wzgledem punktu a € A, jezeli [a, z] C A dla dowolnego x € A.
Kazdy zbiér wypukly jest gwiazdzisty wzgledem dowolnego punktu a € A.

(10) Oczywiécie a + B = Ty (B), gdzie T, : E — E oznacza translacje t — a + x.
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Obserwacja 4.6.5 (Zbiory wypukle). (a) A jest wypukly wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego n € Ny i
dla dowolnych z1,...,z, € A, t1,...,t, € Ry, dla ktérycht; + -+ +t, = 1 mamy t;21 + - -- + t,z, € A
Wyrazenie t1x1 + - - - + t, o, € A nazywamy kombinacjg barycentryczng punktow 1, . .., Tp.

(b) Kule B(a,r)iB(a,r) sa wypukte. Istotnie,

[+ 1ty —x) —all = |(L = t)(x —a) + t(y — a)|| < 1 = B)[[x — al| + t[ly —al.
(c) Dla dowolnej rodziny zbioréw wypuklych (4;);er C F zbidr [ A; jest wypukly. W szczegélnosci, dla
iel
dowolnego zbioru A C F istnieje najmniejszy zbior wypukly conv A = conv(A) C E zawierajacy A.
n
(d) conv A = { YtizjineNy, z; €A t;eRy, j=1,...,n, t1+--~—|—t":1}.
j=1

e) (Twierdzenie Carathéodory’ego (') — Cwiczenie*) Jezeli A C RY, to
(e) ( yeg

d+1
COHVAI{Zt]‘(L']'ZlL'jGA7 tj€R+, 7=1,...,d+1, t1+~--+td+1=1}.
j=1

(f) (Cwiczenig) Dla dowolnego d > 2 istnieje zbior A C R? taki, ze
d
conv A D { YotizjrixieA t;eRy, j=1,...,4, t1+-~+td:1}.
j=1

(g) conv(A x B) = (conv A) x (conv B).

(h) Jezeli A jest wypukly, to A jest wypukly.

Istotnie, jezeli x,, — 20 1Yn — Yo, to Ty, + t(yn, — Tn) — o + t(yo — x0), t € [0, 1].

(i) Jezeli A jest wypukly, to int A jest wypukty.

Istotnie, jezeli B(a,r), B(b,r) C A, to
[a,0] + B(r) ={(1—t)a+th+x:t€[0,1], z € B(r)}

={1—-t)(a+z)+t(b+z):te]0,1], x € B(r)} C conv(B(a,r) UB(b,1)) C A,
co dowodzi, ze [a, b] C int A.
(j) Jezeli A jest wypukly iint A # &, to dla dowolnych a € int Ai1b € A mamy
[a,0) :=={(1 —t)a+tb:t€[0,1)} Cint A.

W szczegblnosei, A C int A.
Istotnie, jezeli B(a,r) C A, to

B((1-t)a+tb,r(1—1t)) C conv(B(a,7)U{b}) C A, te€]0,1).

Definicja 4.6.6. Dla dowolnych xy,...,xx € E definiujemy tamang o wierzchotkach zg, ...,z
[0, ..., xN] = [xo,z1] U - UxN_1,2N].
Zauwazmy, ze kazda tamana jest zbiorem tukowo spdjnym (Definicja 4.5.2). Lamang [z, . . ., 2] mozemy

utozsamiaé z krzywg bedaca suma odcinkow.

Twierdzenie 4.6.7. Dla dowolnego zbioru otwartego D C E nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) D jest obszarem (tzn. zbiorem otwartym i spojnym);
(i) dla dowolnych x,y € D istnieje tamana [zg,...,zN]| C D taka, zexo =z izn = y.

Dowop. Dowodu wymaga jedynie implikacja ((i) = (ii)). Ustalmy o € D i niech Dy oznacza zbiér tych
wszystkich z € D, dlaktérych istnieje lamana [z, . . ., 2] C D taka, ze y = . Problem polega na pokazaniu,
ze Do = D oile D jest obszarem. Wystarczy pokaza¢, ze D jest niepusty, otwarty i domkniety w D. Oczywiscie
Dy 7é &, bo xg € Dy.

Jezelia € Dy i B(a,r) C D (D jest otwarty), to B(a,r) C Dy, bo jezeli [zg, ..., zy] ,dochodzi” do a, to

[0, ..., 2zN,x] dochodzi do x dla dowolnego x € B(a,r).
Jezeli b jest punktem skupienia Do w D i B(b,r) C D, to bierzemy dowolny punkt a € B(b, )N Dy i teraz,
jezeli [xo, ...,z n] dochodzi do a, to [zo, . .., zN, b] dochodzi do b, czyli b € Dy. O

(1 1 ) Constantin Carathéodory (1873-1950).
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Niech D C E bedzie obszarem. Dla dowolnych punktéw z,y € D, niech

QiD(x,y) = inf{z lz; — -1 : [0, ..., 2n] C D, zo =2, zny = y}
j=1
Dostajemy funkcje ¢4, : D x D — R,

Obserwgcja 4.6.8. (2) Na podstawie nieréwnosci trojkata, mamy 0% (z,y) = ||z — yl|.
(b) o) jest metryka. Jest to tzw. metryka wewnetrzna dla obszaru D.
(c) Jezeli [z,y] C D, to o (z,y) = ||z — y||. W szczegdlnosci, oF, jest cigglta w wyjéciowej topologii.
(d) Jezeli D jest ograniczonym obszarem gwiazdzistym wzgledem punktu a, to
0p(#,y) < [lo —all + |y — al| < 2diam D.

(e) Istnieja obszary ograniczone D C R? takie, ze 0%, nie jest funkcja ograniczong — CWICZENIE.

Definicja 4.6.9. Przestrzet unormowang (E, || ||) nazywamy przestrzeniq Banacha, jezeli przestrzef metryczna
(E, 0 ) jest zupetna.

Obserwacja 4.6.10. (a) Niech X # @ bedzie dowolnym zbiorem i niech E bedzie przestrzenia unormowa-
na. Wtedy B(X, E) (') z normq Czebyszewa

[fllx :=sup{llf(z)[le:x € X}, fe€B(X,E),

ma naturalng strukture przestrzeni unormowanej (CWICZENIE); odnotujmy, Ze powyzsza norma generuje me-
tryke Czebyszewa (Definicja 3.3.1).
Ponadto, F jest Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy B(X, E) jest Banacha (por. Obserwacja 3.3.3(c)).
(b) Jezeli E jest przestrzenig Banacha, to przestrzen Cp,(X, F) wraz z norma Czebyszewa jest przestrzenia
Banacha.

4.7. Funkcje pélciagte
Niech X bedzie dowolna przestrzenia topologiczna.

Definicja 4.7.1. Powiemy, ze funkcja u : X — R jest pétciggla z gory na X, jezeli dla dowolnego t € R zbidr
{z € X : u(x) < t} jest otwarty. Zbidr wszystkich funkcji polcigglych z gory na X bedziemy oznaczaé przez
CT(X,R).

Powiemy, ze u jest potciggta z dotuna X (u € CH(X,R)), jezeli —u € CT(X,R).

Dla dowolnego przedziatu A C R niech CT(X, A) := {u € CT(X,R) : u(X) C A}. Podobnie definiujemy
CH(X, A).

Obserwacja 4.7.2. Jezeli A C X jest zbiorem domknietym, to jego funkcja charakterystyczna x 4, x jest pot-
ciagta z gory. Jezeli A C X jest zbiorem otwartym, to x4 € C+(X).

Obserwacja 4.7.3. (a) Funkcja u : X — R jest potciagla z dotu na X, jezeli dla dowolnego ¢t € R zbiér
{z € X : u(z) >t} jest otwarty.
(b) Dla dowolnych przedziatéw A, A’ C R, dla dowolnej scisle rosnacej bijekeji ¢ : A — A’ idla dowolnej
funkeji u : X — R mamy:
ueCl(X,A) <= pouecCl(X,A).
W szczegolnosei, u € C1 (X, R) <= arctgu € C1 (X, [-Z, Z]).

i 272
Istotnie, zapiszmy R w postaci sumy trzech rozlacznych przedzialow
R=LUA UR,

gdzie L jest przedzialem ,na lewo” od A’, za§ R — przedzialem ,na prawo” od A’; nie wykluczamy przypadkow
gdy L lub R jest pusty. Dla ¢t € R mamy

{zeX ulx) <pl(t)}, jezelite A’
{reX:(pou)(z) <t} =<, jezelit € L .
X, jezelit € R

(12) Odnotujmy, 7e B(X, E) := {f : X — E: 3ps0 : f(X) C B(R)}.
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(c) C(X,R) =C1(X,R)nC*X,R).

Inkluzja C jest oczywista. Dla dowodu inkluzji O ustalmy v € CT(X,R) N C!(X,R) oraz a € X. Jezeli
u(a) € R, to dla dowolnego ¢ > 0, zbiér {x € X : u(z) < u(a) +e}N{z € X : u(x) > u(a) — €} jest
otwartym otoczeniem punktu a, co dowodzi cigglosci u w punkcie a.

Jezeli u(a) = 400, to dla dowolnego M > 0 zbior {z € X : u(x) > M} jest otwartym otoczeniem punktu
a, co daje ciaglo$é¢ w a. Przypadek u(a) = —oo jest analogiczny (CWICZENIE).

(d) Jezeli f : Y — X jest odwzorowaniem ciagtym, to uo f € C1(Y,R) dla dowolnej funkcjiu € CT(X,R).

Istotnie, {y € Y : (uo f)(y) <t} = f1({zr € X : u(x) < t}).

(e) Ruo-CT(X,R) = CT(X,R).

(f) Dla dowolnych u,v € CT(X, R), jezeli u(z) + v(x) ma sens dla kazdego x € X, tou +v € CT(X,R).

Istotnie, {fu +v <t} = J{u<}n{v<t—6}.

0cR

(g) Dla dowolnych u,v € CT(X,R), jezeli u(z) - v(z) ma sens dla kazdego z € X, tou - v € CT(X,R).

Istotnie, dla t > O mamy: {uv-v <t} = |J {u<8}n{v<t/6}.
0cR~0

(h) Jezeliu,v € CT(X,R), to max{u,v} € CT(X,R).

Istotnie, {max{u, v} <t} = {u <t} N {v <t}

(i) Jezeli (ua)aca C CT(X,R), tou := inf{u, : a € A} € CT(X,R).

W szczegélnoécei, jezeli CT(X, R) > u,, \, u punktowo na X, tou € C1(X,R).

Istotnie, {u <t} = | {ua <t}
acA

(j) Jezeli CT(X,R) > u,, — u jednostajnie na X, tou € C'(X,R).

Istotnie, niech u(a) < ¢t — 2¢ < tiniech N € N bedzie takie, ze |[uy — u| < € na X. W szczegdlnosci,
un(a) < t—e. Poniewaz funkcja u jest polciagla z gory, zatem istnieje otoczenie U punktu a takie, ze uy < t—¢e
na U. W konsekwencji, u < tna U.

Twierdzenie 4.7.4 (Twierdzenie Weierstrassa). Niech X bedzie przesirzeniq topologiczng zwartq i niech f €
C'(X,R). Wtedy istnieje punkt xo € X taki, ze f(xo) = sup f(X).

Dowép. Niech M := sup f(X). Jezeli M = —oo, to f = —oo i wynik jest oczywisty. Zatézmy wiec, ze
M > —o0. Przypus$émy, ze f(z) < M dla dowolnego = € X. Ustalmy ciag M /" M, —oo < My < M, s € N.
Z pélciaglosci funkeji f wynika, ze kazdy ze zbioréow Us := {z € X : f(z) < M} jest otwarty. Wobec definicji
M mamy Us; & X, s € N. Z naszego przypuszczenia wynika, ze U; " X. Teraz, korzystajac ze zwartosci X
wnioskujemy, ze musi by¢ X = Uy, dla pewnego sg — sprzecznos¢. 0

Twierdzenie 4.7.5. Niech (X, o) bedzie przestrzeniq metryczng i niechu : X — R. Wtedy

u € C1(X,R) <= Vaex : limsupu(z) = u(a). (**)

Dowép. (=>): Wezmy a € X. Jezeli u(a) = +00, to prawa strona jest oczywista. Niech wiec u(a) < +oo0.
Wezmy ¢t > u(a) i niech U bedzie takim otoczeniem punktu a, ze u < t w U. Niech teraz z,, — a. Wtedy
w(xy) < tdlan > 1. Stad lim sup u(z,) < t, co wobec dowolnosci ¢, daje zagdana nier6wnosc.
n—-4oo

(«<=):Niechu(a) < tiprzypusémy, ze w dowolnym otoczeniu U punktu a istnieje punkt x taki, ze u(x) > t.

Wtedy, bez trudu, konstruujemy ciag x,, — a taki, ze u(z,) > t,n € N. W takim razie, lim sup u(z,) >t >
n—-—4oo

u(a); sprzecznosc. O

Twierdzenie 4.7.6 (Twierdzenie Baire’a). () Niech (X, 0) bedzie przestrzeniq metryczng. Wtedy dla dowolnej
funkcjiu € CT(X, R) istnieje cigg (un)5%; C C(X,R) taki, ze u,, \, u punktowo na X (por. Obserwacja 4.7.3(i)).
Ponadto, jezeliu € C1(X, [—00, +00)), to cigg (1), mozna wybraé wC(X,R).

n=1

(13) Uwaga: W tym wzorze, przy braniu lim sup u(z) dopuszczamy w definicji zbioru 8(u, a) ciagi stale z,, = a, n € N. Innymi
z—a
stowy, zawsze mamy u(a) € $(u,a), a wiec zawsze jest limsupu(z) > u(a) oraz liminfu(z) < wu(a). Jezeli nie chcemy zmienia¢
Tr—a Tr—a
definicji lim sup u(x), to wtedy prawg strone nalezy rozumie¢ jako Ve x/ : limsup u(z) < u(a).
Tr—a

Tr—a
(14) René-Louis Baire (1874-1932).
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4.8. Odwzorowania liniowe ciaglte

Dow0p. Zastepujac u poprzez % arctg u (por. Obserwacja 4.7.3(b)), sprowadzamy problem do przypadku, gdy
u € C1(X,[~1,1]) (odpowiednio, u € CT(X,[—1,1))), a funkcji aproksymujacych poszukujemy w C(X, [-1,1])
(odpowiednio, C(X, (—1,1))).

Zdefiniujmy

@a,n(l‘)::u(a)_ng(‘r7a)v anv IEX7
Uy, : =sup{pgn:a€ X}, nel
Na wstepie sprawdzimy, ze u,, € C(X), n € N. Mamy
|90a,n(‘75l) - ‘Pa,n(m//)‘ = n|9(xlv a) - Q({L'”, a)| < TLQ($/7$/I), :L'/, ‘T“ € X7

astad |un (') — un (") < no(z’, "), 2’ 2" € X. W szczegblnosci, u,, jest ciggla.

Jest rzecza widoczna, ze @q nt1 < Pa,n, skad wynika, ze up41 < uy. Ponadto, ¢, »(z) = u(zx), a zatem
—1 <u(@) = pzn(z) <un(z) <1,z € X. W szczegdlnosei, lirf Up = U.

Ustalmy zg € X orazt > u(zg) (jezeli u(xp) < 1, to dobieramy ¢ tak, by u(xo) < ¢t < 1). Niechd > 0

bedzie takie, ze u(x) < t dla z € B(xo,d). Wtedy

Yan(To) = u(a) —no(zg,a) < max{t,1 —ndé}, acX, neN.
Wynika stad, ze u,(r9) < max{t,1 —nd}, n € N (jezeli u(zo) < 1, to un(z9) < 1, n € N). Przechodzac do
granicy dostajemy lirf un (o) < t, co dowodzi, ze u, (zg) — u(xp).

W przypadku gdy u(X) C [—1,1), wystarczy jeszcze tylko zastapi¢ u, przez max{u,,—1+ 1}, n € N.O
Obserwacja 4.7.7. Mozna pokazaé (15), ze Twierdzenie 4.7.6 pozostaje prawdziwe dla przestrzeni topologicznej
X wtedy i tylko wtedy, gdy X jest przestrzenia doskonale normalng, tzn. dla dowolnych rozlacznych zbioréw
domknietych A, B C X istnieje funkcja ciagta f : X — [0,1] taka, ze A = f=1(0), B = f~1(1).

Zauwazmy, ze jezeli (X, o) jest przestrzenia metryczna, to warunek ten speinia funkcja f () :
x € X, czyli kazda przestrzen metryczna jest doskonale normalna.

_ o(z,B)
~ o(z,A)+o(x,B)’

4.8. Odwzorowania liniowe ciagle

Niech E, F', G, ...beda przestrzeniami unormowanymi nad K.

Definicja 4.8.1. Przez Hom(FE, F) bedziemy oznacza¢ przestrzen wszystkich odwzorowan K-liniowych L :
E — F.Niech E* := Hom(E,K). Przez L(E, F') oznaczamy przestrzen wszystkich odwzorowan liniowych
iciaglych L : E — F.Niech E' := L(FE,K).

Obserwacja 4.8.2. Odnotujmy, ze jezeli E jest przestrzenia nieskoriczenie wymiarows, to moze by¢ E' ¢ E*.

Na przyklad, niech E oznacza przestrzen wszystkich wielomianéw rzeczywistych jednej zmiennej rzeczywistej,
niech ||f|| := sup{|f(z)| : = € [0,1]}, f € E,iniech L : E — R, L(f) := f(3). Oczywiscie L € E*.
Zauwazmy, ze ||(£)¥|| = (3)¥ — 0. Z drugiej strony L((%£)*) = (3)* — +00. Oznacza to, ze L ¢ E'.
Obserwacja 4.8.3. Niech L € Hom(E, F).
(@) Jezeli F =Fy; x -+ x Fy, L= (Lq,...,Ly), to
LEﬁ(E,Fl X XFN) <:>Lj Gﬁ(E,Fj), j=1,...,N.
(b) Jezeli E = Ey x --- x En, Lj : E; — F, Lj(z;) := L(0,...,0,2;,0,...,0),j = 1,...,N, to
—— ——
(3-1) x (N—j) x
LeL(Eyx---xEN,F)<= L; € L(E;,F), j=1,...,N.Zauwazmy, ze L(z) = Ly(z1)+---+ Ln(zn)
dlaz = (z1,...,2n5) € By X -+ X Ep.
(c) Wiadomo, ze zbiér Hom (K", F) sklada sie ze wszystkich odwzorowan postaci
KN > (.731,...,1‘1\/) — 2101+ - +axyay € F,
gdzie aj,...,ay € F. Wynika stad, ze Hom(K™, F) = L(KN, F) ~ FN
Wiadomo réwniez, ze Hom (K", K™) = L(K", K™) ~ M(m X n; K) = K[m x n] = przestrzet macierzy
wymiaru m X n o wyrazach z K. Izomorfizm Hom(K", K™) ~ M(m x n;K) dany jest nastepujacym prze-
pisem. Odwzorowaniu liniowemu L : K" — K™ przyporzadkowujemy macierz, ktorej i-ta kolumna sklada

(15) Zob. M. Katétov, On real-valued functions in topological spaces, Fund. Math. 38, (1951), 85-91; H. Tong, Some characterizations of
normal and perfectly normal spaces, Duke Math. J. 19, (1952), 289-292.
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sie ze wspolrzednych wektora L(e;) = L(0,...,0,1,0,...,0). Izomorfizm odwrotny to odwzorowanie, ktére

przypisuje macierzy A € M(m x n;K) odwzorowanie liniowe postaci K" 5 z —— A.x € K™, gdzie A.x
oznacza wynik mnozenia macierzy A przez wektor x utozsamiany z macierza kolumnowa n x 1.

Twierdzenie 4.8.4. Niech L € Hom(E, F'). Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:

() L € L(E,F);

(ii) odwzorowanie L jest ciggte w 0;

(iii) istnieje punkt a € E taki, ze odwzorowanie L jest ciggle w a;

(iv) istniejga € E, r > 0 takie, ze L(B(a,r)) jest zbiorem ograniczonym (°);

(v) istnieje C' > 0 takie, ze |L(z)||r < C||lz|| g dla dowolnego x € E.
Dowdp. Jedyny problem to implikacja (iv) == (v). Niech L(B(a, r)) C B(R). Wystarczy pokaza¢, ze || L(z)|| <
C dla ||z|| = 1. Wezmy dowolne x € F takie, ze ||z|| = 1. Mamy:

1 1 1 2R
IL(@) = ~lILtra)ll = ~l[L(a +rz) = L(a)| < ~([L(a +ra)[| + L)) < — =: C. O

Przypomnijmy, ze normy ||
lz—y

|| ll2 + B — Ry s rownowazne, jezeli o) ||, ~ 0| ||, gdzie o) |, (%, y) :=
l;, j = 1,2. Piszemy wtedy || [|1 ~ || ||2.

Whiosek 4.8.5. || [|1 ~ || [|2 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje C' > 1 takie, ze 5| |1 < || |2 < C| ||1-

Powyzszy wynik oznacza, iz w kategorii metryk zadanych przez normy réwnowaznosc¢ takich metryk jest
réwnowazna ich poréwnywalnosci.

Dowdp. Stosujemy Twierdzenie 4.8.4 do identycznoéci idg : (E, || ||1) — (E,]| ||2)- O
Whniosek 4.8.6. L(E, F) jest przestrzeniq unormowang przez funkcje
1Ll = 1Ll e py = sup{lIL(2) ]| « ||zl <1}, L € L(E, F).
Obserwacja 4.8.7. Niech L € L(E, F).
(@) Jezeli E # {0}, to | L|| = sup { L@ . 5 E} = sup{[|L(2)| : ||z]| = 1}.

[l

(b) ||L|| jest najmniejsza stata C' > 0 taka, ze Twierdzenie 4.8.4(v) zachodzi. W szczegdlnoéci, ||L(x)|| <
ILlel, o€ B

(c) L|§(1) € B(B(1), F') (Obserwacja 4.6.10(a)) oraz || L|| jest identyczna z norma Czebyszewa odwzorowa-
nia L|§(1) w B(B(1), F)

(d) Jezeli A € L(E,F), B € L(F,G),to Bo A € L(E,G), ||Bo Al < |B||A|. W szczegolnosci, jezeli
A€ L(E,E),toAF:=Ao--.0Ac L(E,E)i|A%| < | Al

—_—
kx

Twierdzenie 4.8.8. Jezeli F jest przestrzeniq Banacha, to L(E, F') jest przestrzeniq Banacha.

Dowép. Jezeli (L,)52; C L(E, F) jest ciggiem Cauchy’ego, to (Ln|§<1));’fz1 C B(B(1), F) jest ciagiem Cau-
chy’egow B(B(1), F') wraz z norma Czebyszewa (Obserwacja 4.8.7(c)). Przypomnijmy, ze przestrzen B(B(1), F)
wraz z normg Czebyszewa jest przestrzenig Banacha (Obserwacja 4.6.10(a)). W takim razie istnieje odwzorowa-
nie @ € B(B(1), F) takie, ze Ln|§(1) — @ w B(B(1), F). Pozostaje wykaza¢, ze ¢ = L|§(1) dla pewnego
L € Hom(E, F). W tym celu zauwazmy, ze jezeli x # 0, to L, (z) = ||x||Ln(HZT‘) — ||x\|d5(”i—u) Oznacza to,

ze L, — L punktowo na F, L. = & na B(1). Oczywiscie L : E — F jest operatorem liniowym. O

Definicja 4.8.9. Niech Isom(F, F) oznacza rodzine wszystkich izomorfizméw algebraicznych L : E — F
takich, ze L i L~" s3 ciagle (tzn. L jest rowniez izomorfizmem topologicznym).

Obserwacja 4.8.10. (a) JezeliIsom(E, F') # &, to E jest przestrzenia Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy F’
jest przestrzenia Banacha.

(b) Jezeli L € Tsom(E, F)i E # {0}, to ||[L7]| > ||L|~L.

Istotnie, 1 = ||idg || = ||[L= o L|| < |7 Y||IL]|-

Ew; Oczywiécie warunek ten jest rownowazny temu, ze istniejg a € E, r > 0 takie, ze L(B(a, r)) jest zbiorem ograniczonym.

16) A, := A\ {0}.
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Twierdzenie 4.8.11. Zatézmy, zel < d := dim F < oo. Wtedy:
(a) Wszystkie normy w E sq rownowazne.
(b) Isom(K9, F) # @.
(¢) L(E,F) =Hom(E, F) dla dowolnej przestrzeni unormowanej F.
(d) E jest przestrzeniq Banacha.

Dowép. (a) Niech || || bedzie ustalong norma na E i niech ey, ..., e, bedzie dowolng bazg E. Zdefiniujmy
L:K*— E, L(t1,...,tq) :==t1e1 + -+ + tgeq; L jest izomorfizmem algebraicznym. Ponadto L jest odwzo-
rowaniem ciggtym bowiem ||L(t)|| < max{|le1||, .-, [leall}|t]1 = C|t]1,t € K.

Zauwazmy, ze funkcja g : E — Ry, q¢(z) := ||[L~1(x)||1, jest norma na E. Wystarczy pokazaé, ze || || ~ q.
Wiemy, ze || || < Cq. Wystarczy wiec pokazaé, ze ¢ < const || || (co jest rownowazne ciagtosci L~1). Chcemy
pokazaé, ze ||L=1(z)||1 < const||z|, x € E.Innymi stowy, ||t]|1 < const||L(t)|, t € K% co z kolei jest
réwnowazne pokazaniu, ze || L(¢)|| = const > 0dla ||t||; = 1.Teraz wystarczy juz tylko skorzysta¢ z twierdzenia
Weierstrassa o osigganiu kreséw (wobec faktu, ze L jest ciagle, a sfera {||t||; = 1} jest zwarta).

(b) L € Tsom(K%, E).

(c) i (d) wynikaja z faktu, ze Isom(K?, E) # @, a dla E = K? wlasnoéci (c) i (d) sa oczywiste. O
Wniosek 4.8.12. Niech W C E bedzie skoriczenie wymiarowq podprzestrzeniq wektorowg E. Wtedy W jest
przestrzeniq Banacha. W szczegélnosci, W jest domknigta.

Twierdzenie 4.8.13. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) dim F < oo;

(il) VacE, r>0 @ B(a,r) jest zbiorem zwartym;
(iil) Jaer, r>0: B(a,r) jest zbiorem zwartym.
Dowop. Implikacje (i) = (ii) = (iii) sa oczywiste. Pozostaje do wykazania (iii) => (i). Korzystajac z trans-
latywnoéci kul, widzimy, ze (iii) = (ii). Poniewaz kula B(0, 2) jest zwarta, istnieje skoficzona liczba punktéow
_ _ N
ai,...,an € B(0,2) taka, ze B(0,2) C |J B(a;,1). Niech V oznacza podprzestrzen generowang przez wek-
j=1
tory ai,...,an. Na podstawie Wniosku 4.8.12, jest to podprzestrzen domknieta. Pokazemy, ze £ = V. Ustal-
my a € E. Zamierzamy pokaza¢, ze a € V. Mozemy zalozy¢, ze |la|| < 1. Poniewaz a € B(0,2), istnieja
71 €{1,...,N}oraz z; € B(0,1) takie, ze a = aj, + x1 =: by + z;. Powtarzajac to samo dla wektora 2z1,
wnioskujemy, ze a = by + 32, gdzie by € V i ||22|| < 1. Po k krokach dostajemy: a = by, + g5, gdzie
b € Vi ||zg|| < 1. W szczegélnosci, a € V. O

4.9. Odwzorowania dwuliniowe ciagle

Definicja 4.9.1. Przez Hom(F, I'; G) oznaczamy przestrzen wszystkich odwzorowan dwuliniowych B : E x
F — G.Jezeli E = F, to piszemy Hom?(E, G) zamiast Hom(E, E; G).

Przez L(E, F; G) oznaczamy zbiér wszystkich ciagtych odwzorowan dwuliniowych E x F' — G. Niech
L%(E,Q) := L(E, E; G). Oczywiscie, L(E, F'; G) jest K-przestrzenia wektorowa.

Obserwacja 4.9.2. Przypomnijmy pewien fakt algebraiczny. Niech
Hom(E, F;G) > B+2- (E 5 2+ B(z,-) € Hom(F, G)) € Hom(E, Hom(F, G));
& jest dobrze okreslone, liniowe, bijektywne i ¥ = ¢~ ! jest dane wzorem
Hom(E,Hom(F,G)) > A WL (E x F 3 (z,y) — A(z)(y) € G) € Hom(E, F; G).
Tak wiec Hom(E, F'; G) ~ Hom(E, Hom(F, G)). W identyczny sposob mozna pokazaé, ze
Hom(E, F; G) ~ Hom(F,Hom(FE, G));
Hom(E, F;G) 5 B — (F >y B(-,y) € Hom(E, G)) ¢ Hom(F, Hom(E, G)).

Twierdzenie 4.9.3. Niech B € Hom(FE, F'; G). Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) Be L(E,F;G);
(ii) odwzorowanie B jest ciggle w (0,0);
(ili) istnieje punkt (a,b) € E x F taki, ze odwzorowanie B jest ciggle w (a, b);
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(iv) istniejq (a,b) € E x F ir > 0 takie, ze B(B(a,r) x B(b, 7)) jest zbiorem ograniczonym ('7);
(v) istnieje C' > O takie, ze || B(z,y)|lc < Cllz||e||lyllr dla dowolnego (x,y) € E x F.

Dowép. Implikacje (i) = (ii) = (iii) = (iv) s3 oczywiste.
(iv) = (v): Niech B(B(a,r) x B(b,r)) C B(R).
Wystarczy pokazaé, ze | B(z,y)|| < C dla||z|| = |ly|| = 1. Weimy (z,y) € E x F, ||z|]| = |ly|| = 1:
1 1
1Bz, )| = B(rz, ry)l = 5|B(a +rz,b+ry) — Bla,b+ry) — Bla + rz,b) + B(a, b)|

1 4R
< 2(IBla+rz,b+ry)ll +[Bla, b+ ry)ll + [|Bla+rz,b)| +[|Bla, b)) < —5 =: C.

V) = (@): [|B(x,y) — B(zo,y0)ll = | B(x = z0,y) + B(wo,y — yo) || < C(llz — zollllyll + llzolllly — woll)
< Cmax{|[zol[, lyll} (2, y) — (x0,0)l1-

Obserwacja 4.9.4. (a) L(E, F;G) wraz z norma
Bl = Bllcce.ric) == sup{l Bz, y)| « |z <1, lyll <1}, B e L(E,F;G)
jest przestrzenia unormowana.

(b) Jezeli E # {0} i F' # {0}, to

_ o fIB@yl . el = 1. ]l =
1B =sup { L0 () € Bx = sup{l B« el = 1, )l = 1.

(c) ||B|| jest najmniejsza stalg C' > 0 taka, ze Twierdzenie 4.9.3(v) zachodzi. W szczegdlnosci,
Bz, Il < IBllllzlllyll, (z.y) € ExF.

Przyktad 4.9.5 (Przyklady odwzorowan dwuliniowych). @) L(E,F)xE > (L,z)+2s L(z) € F, | B|| <
1. Ponadto (Cwiczenie*), jezeli E # {0} i F # {0}, to || B|| = 1.

(b) L(F,G) x L(E,F) 3 (Q,P) 2> Qo P € L(E,G), | B|| < 1. Ponadto (Cwiczenie*), jezeli E # {0},
F#{0}iG # {0}, to || B]| = 1.

Twierdzenie 4.9.6. (a) Odwzorowanie L(E, F;G) > B V2, (E>a+— B(z,-) € L(F,G)) € L(E,L(F,G))
jest dobrze okreslone, izomorficzne i izometryczne, tzn.

@ € Tsom(L(E. F;G), L(E.L(F.G))), |#(B)| =Bl B € L(E.F:G). (*)

(b) Jezeli £ i F' sq skoriczenie wymiarowe, to L(E, F'; G) = Hom(E, F; G).

Analogiczne wlasnosci przystuguja odwzorowaniu L(E, F;G) 2 B+ (F >y — B(-,y) € L(E,G)) €
L(F,L(E,G)).

Dowop. (a) Jest oczywiste, ze B(z,-) € L(F,G) dla dowolnego zz € E. Ponadto, || B(z, )| < || B]|||z|. Stad
®(B) € L(E,L(F,G))i||®(B)| < ||B||- Ostatecznie ® € L(L(E, F;G), L(E,L(F,G))) 12| < 1.
Teraz przechodzimy do odwzorowania ¥ = ¢~ 1:

L(E,L(F,G)) 5 AL (E X F 3 (2,y) — Az)(y) € G) € L(E, F;Q).

Poniewas. | A(@)(v)ll < [A@) Iyl < IA4][2]5]] zatem #(4) € L(E, F;G), |#(A)] < [[A]. Wynika stad,
e W € LIL(E,L(F,Q)),L(E,F;G)i|¥| < 1.

(b) Na podstawie (a) i Twierdzenia 4.8.11 mamy: L(E, F;G) ~ L(E, L(F,G)) = Hom(E, Hom(F, G)) ~
Hom(E, F; G). O

Whniosek 4.9.7. Jezeli G jest przestrzeniq Banacha, to L(E, F'; G) jest przestrzeniq Banacha (19).

(17) Rownowaznie: istnieja (a,b) € E X F'ir > 0 takie, ze B(B(a,r) x B(b, )) jest zbiorem ograniczonym. Uwaga: dla unikniecia
kolizji oznaczen piszemy chwilowo B(a, r) zamiast B(a, r).

18) W szczegolnosci, ||@|| = ||@~ || = 1 oile E # {0}, F # {0}iG # {0}.

Elgg Bo L(E, L(F,Q)) jest przestrzenia Banacha.



Marek Jarnicki, Wykiady z Analizy Matematycznej I, wersja z 27 stycznia 2022

4.10. Iloczyn skalarny »

4.10. Iloczyn skalarny
Niech H bedzie dowolng przestrzenia wektorowg nad K € {R, C}.

Definicja 4.10.1. Odwzorowanie (, ) : H x H — K nazywamy semi-iloczynem skalarnym, jezeli:
(a) odwzorowanie H 3 z — (x,y) jest K-liniowe dla dowolnego y € H,
(b) (z,y) = (y,x) dla dowolnych z,y € H, (20)
(¢) (z,z) € Ry dla dowolnego z € H.

Jezeli ponadto
(d) (z,z) > 0dlax # 0,
to mowimy, ze { , ) : H x H — K jest iloczynem skalarnym, a pare (H,( , )) nazywamy przestrzeniq
unitarng.

Dla przykladu, odwzorowanie K" x K" 3> (z,w) —— (z,w) := Xn: zjW; jest standardowym iloczynem
skalarnym w K”. =
Twierdzenie 4.10.2 (Nierowno$¢ Schwarza). Jezeli S spetnia (a), (b) i (c), to
(. 9)* < (z,2)(y,y), zyeH,

przy czym réwnos¢ zachodzi, gdy x iy sq liniowo zalezne.
Jezeli (, ) spetnia dodatkowo (d), to rownos¢ zachodzi jedynie, gdy x iy sq liniowo zalezne.

Dowdp. Niech z,y € H. Mozna zatozyé, ze (x,y) # 0.Dla & = te? € K (t,6 € R) (21) mamy:
0< (€x+y o +y) = [¢*(z,2) + 2Re(E(z,y) + (y,y)-

Dobierajac 0 tak, by e (z,y) = |(z,y)|, dostajemy ¢?(x, ) + 2t|{z,y)| + (y,y) > 0,t € R, co oznacza, ze

LA= ({2, )2~ (o, 2) () <0
Jezeliy = tx, to [(z, y)|? = |t|*(z, z)? = (x, 2)(y, y).

Zalézmy teraz, ze zachodzi (d) oraz |(z,y)|> = (x,z)(y,y). Mozemy zalozy¢, ze (x,y) # 0. Rownoéé
[{z,y)|? = (z,x){y,y) oznacza, ze A = 0, skad wynika istnienie pierwiastka i dalej, istnienie £ € K takiego, ze
(&x +y,&x + y) = 0. Teraz, korzystamy z (d) i wnioskujemy, ze £x + y = 0. O

Twierdzenie 4.10.3. Jezeli ( , ) jest semi-iloczynem skalarnym na 'H, to funkcja

]l = V{x,z), xeH,

jest seminormg takq, ze |(z,y)| < ||z||||yll, x,y € H. Jezeli { , ) jest iloczynem skalarnym, to || || jest normgq.
Dowob. Jedyna watpliwo$é moze budzi¢ nieréwnos¢ trojkata. Korzystamy z nieréwnosci Schwarza:

|z +yl|> = (z +y,2 +y) = (,2) + 2Re(z,y) + (y,y)
<l + 20, y)| + lyll> < lll® + 2/l lyll + vl = (=) + ly])>. O

Definicja 4.10.4. Jezeli przestrzen unitarna z norma dang przez iloczyn skalarny jest zupelna, to nazywamy ja
przestrzeniq Hilberta (22) .

Obserwacja 4.10.5. (a) Norma dana przez iloczyn skalarny spelnia regute rownolegtoboku:
lz 4+ ylI? + |z —ylI* = 2()|z|]® + ly|*), =z,y €H (CwiczeNiE).
(b) Dlan > 2norma || ||, : K® — R4 (1 < p < +00) spelnia regule réwnolegloboku wtedy i tylko wtedy,
gdyp=2.
Istotnie, niech x = e1, y = ey. Wtedy:
2-22/P — 4 jezelil < p < 400

z+yl? + ||z —yl® — 2|z + 3 =
T R O Bk SN

(20) W szczegodlnosci, wobec (a), (x, o'y’ +a'y") = &z, y')+a” (z, y"'). Wlasnosci (a) i (b) sa czasem nazywane pétoraliniowoscig.
Zauwazmy, ze dla K = R odwzorowanie ( , ) jest po prostu dwuliniowe symetryczne.

21) JezeliK = R, to 6 € {0, 7}.

EQQ% Dawid Hilbert (1862-1943).
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i 4. Ciaglosé

Twierdzenie 4.10.6. Jezeli norma (w przestrzeni unormowanej) spetnia regute rownolegtoboku, to jest dana przez
iloczyn skalarny okreslony wzorem Frécheta—Jordana—von Neumanna (23)(24)(25)

(lz +yl* = lz = yl?), jezeliK = R,

. . . . .. . ) 'Z.)y 6 H'
(lz+yl? = llz = yl* +ille +iy|* —ille —iy||*), jezeliK =C

1

SK(x’ y) = S(.ZL', y) = {il

4

Dowdp. Jest widoczne, ze S(z,7) = ||z|% S(y, ) = S(z,9), S(z,0) = 0, S(—x,y) = —S(x,y) oraz ze S

jest odwzorowaniem ciaglym. Ponadto, Sc(iz,y) = iSc(z,y). Caly problem polega na pokazaniu, ze S(-,y)

jest addytywne. Jezeli bowiem tak jest, to najpierw dowodzimy indukcyjnie, ze S(nx,y) = nS(x,y),n € Z, a
nastepnie, ze S(ax,y) = aS(x,y), a € Q. Stad, wobec cigglosci dostajemy S(az,y) = aS(z,y), a € K.

Przechodzimy do addytywno$ci. Mamy S¢(x,y) = Sr(x,y) — iSr(ix, y). Wystarczy wiec udowodnié ad-

dytywno$¢ w przypadku rzeczywistym. Z reguty rownolegloboku dostajemy

lz £ 2+ yl* + llo £ 2 = yl* = 2o £ 20 + ly]*), 2,92 €K,
co po odjeciu stronami daje S(z + y,2) + S(z — y,2) = 25(z,2). Biorac z := 1 (2' +y/), y == 2(2' — ¥)

mamy S(z',2) + S(y, 2) =25(3 (2’ +¥/),2), 2.y, 2 € H. W przypadku y/ = 0 daje to S(a’, z)—QS(% 2),
a',z € H. Ostatecznie, S(2/,2) + S(v/, 2) = S(a’' + ¢/, 2), ', ¢y, 2 € H. O

4.11. Kategorie Baire’a

Ponizej (X, o), (Y, d) itd. oznaczaja przestrzenie metryczne.

Definicja 4.11.1. Zbiory postaci U A, gdzie kazdy zbiér A,, C X jest nigdziegesty, nazywamy zbiorami I

kategorii Baire’a. Zbiory mebe;dqce zb10ram1 I kategorii Baire’a nosza nazwe zbioréw II kategorii Baire’a.

Twierdzenie* 4.11.2 (Twierdzenie Baire’a). Niech X # & bedzie przestrzeniq zupetng. Wtedy:

(a) Jezeli 2, C X jest zbiorem otwartym i gestym w X, n € N, to zbiér (| (2, jest gesty w X.
neN
(b) Jezeli A C X jest zbiorem I kategorii Baire’a, toint A = &, w szczegdlnosci, A & X.

Obserwacja 4.11.3. Powyzsze warunki (a), (b) sa rOwnowazne.
(b) = (a): Niech A4,, := X \ £2,,. Wtedy A,, jest domkniety oraz int A,, = &, n € N. Wobec (b) mamy
@ =int U Ap, =int(X\ N 2n).

n 1

(a) = (b): Niech A = U Ay, przy czymint A,, = @,n € N.Niech £2,, := X \ A,,. Wtedy (2, jest zbiorem

n=1
otwartym i gestym w X, n € N. Wobec (a) mamy @ = int(X \ ﬂ 2,) = int U A, Dint U A, =int A.
n=1 n=1 n=1
Definicja 4.11.4. Funkcja f : X — R jest I klasy Baire’a, jezeli istnieje ciag (f,)S%; C C(X,R) taki, ze
fn — [ punktowo na X. Powiemy, ze funkcja f jest n—tej klasy Baire’a, jezeli istnieje ciag (fs)32; funkeji
(n — 1)-szej klasy Baire’a taki, ze fs — f punktowo na X.

Obserwacja 4.11.5. Kazda funkcja f Iklasy Baire’a jest granica punktows funkcji z C(X).

Istonie, jezeli f, — f punktowo dla pewnego ciagu (f,)52; C C(X,R), to g, — f, gdzie g, :=
max{—n, min{n, f,}}.
Twierdzenie 4.11.6 (Punkty niecigglosci funkcji I klasy Baire’a). Niech (X, o) bedzie przestrzeniq zupeing i niech

f : X — R bedzie I-klasy Baire’a. Oznaczmy przez N (f) zbiér punktéw nieciggtosci f. Wtedy N (f) jest zbiorem
I kategorii Baire’a.

Dowop. Niech f = hm [, gdzie ()52, C C(X). Zdefiniujmy

Ape i ={2 € X :Voss: 05(ful@), fo(z)) < 1/}, kLN

23) René Fréchet (1878-1973).
24) Pascual Jordan (1902 - 1980).
25) John von Neumann (1903 - 1957).
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4.12. Funkcje oddzielnie ciggle %

Zbior Ay, ¢ jest domkniety, zbidr Fy, ¢ := Ay ¢ \ int Ay, ¢ jest domkniety i nigdziegesty. Wystarczy wiec pokazad,

z2e N(f) € U Fy. Ustalmy punkt 79 € N(f). Poniewaz (f,(70))32 jest ciagiem Cauchy’ego w R, zatem
k,LeN

dla dowolnego k € N istnieje £(k) takie, ze 29 € Ay, ¢(r). Gdyby zo € int Ay ) dla dowolnego k € N, wtedy,

dla dowolnego k € N, istniatoby r), > 0 takie, ze B(zo, %) C A, ¢(r)- Oznaczato, ze ox(fn(), fe(x)) < 1/k

dlaz € B(xo,r)in > £(k). W szczegdlnosci, ox(f(x), few(x)) < 1/kdlaz € B(xg,ry). Dlax € B(xo,s)

mamy wiec

or(f(x), f(20)) < og(f(®), fory () + og(fer) (@), foar) (®0)) + 0x(fer) (o), f(20))
< 7+ og(foy (@), fogry (20)),
co, wobec ciaglosci fy (1), dawaloby ciagtosé funkeji f w punkcie x¢. Tak wigc xo € Fj, 4(x) dla pewnego k € N.[J

4.12. Funkcje oddzielnie ciagle

Definicja 4.12.1. Funkcje f : X X Y — Z nazywamy oddzielnie cigglq, jezeli:
o f(z,-) € C(Y,Z) dla dowolnego x € X,
e f(,y) €C(X,Z)dladowolnegoy €Y.
. s, jezeli 0,0
Cwiczenie 4.12.2. Udowodni¢, ze funkcja f(x,y) := § =T’ fezeli (z,y) 7 (0,0) jest oddzielnie ciagla,
0, jezeli (z,y) = (0,0
ale nie jest ciagta.

Twierdzenie 4.12.3 (Funkcje oddzielnie ciagle). Dla dowolnej oddzielnie cigglej funkcji f : R x Y — R istnieje
cigg (fs)22, C C(R x Y) taki, ze fs — f, tzn. dowolna funkcja oddzielnie cigglta f : R x Y — R jest I klasy
Baire’a. W szczegolnosci, zbior N (f) jest I kategorii Baire’a.

Dowob.
E+1

k
b, ok
falwyy) = () ) + () F(Ey), E<o<i yeY ke

n

k k+1 . .
*2]). Jest rzecza widoczna, ze

(dla dowolnego y € Y, fn(-,y) jest funkcja afiniczng na kazdym przedziale [,
funkcja f,, jest ciagta (bo jest ciggta na kazdym ,pasie” [£, #-1] x Y). Ponadto,

n’ n

k1l _ _k

Falesy) = F@y)l = | (2—) (1) = @) + (F72) (L y) - )|

< Hlax{|f(%7y) _f(xyy”v |f(%7y) _f(lvy)”v % Sz < kni,lv Y€ va ke Z.

Teraz dla ustalonego punktu (zg,yo) € R X Y oraz e > 0, dobierzmy § > 0 takie, ze | f(z,y0) — f(z0,y0)| < €
dla |z — 2| < 0. Niech n > 1/4 i niech % < xp < Bl Wtedy z poprzedniego oszacowania dostajemy

| fr(xo,y0) — f(x0,90)| < &, co dowodzi, ze f,, — f punktowo. O
Pojawia sie naturalne pytanie czy dowolna funkcja oddzielnie ciggla f : R™ x --- x R™ — R (tzn.

flx1, ..., xj—1, Tjq1,...,x) € C(R™) dladowolnych z; € R™, ...,z € R™ ij € {1,...,k}) jest I klasy
Baire’a ? Prawdziwy jest nastepujacy wynik:

Twierdzenie 4.12.4. Niech f : R x --- x R x R"~* R bedzie funkcjq oddzielnie cigglq ({ > 2). Wted
‘wierdzenie iech f — edzie funkcjg oddzielnie cigglq ( ). Wtedy f

£x
Jest {—tej klasy Baire’a.

Okazuje sie, ze dla £ > 2 wynik ten nie moze by¢ poprawiony, tzn. istnieja przyklady oddzielnie ciaglych
funkeji f, ktore nie sa (¢ — 1)-szej klasy Baire’a (%9).

(26) Zob. H. Lebesque, Sur les fonctions représentables analytiquement, J. math. pures appliqués (1905), 139-215.






ROZDZIAL 5

Pochodna

5.1. Podstawowe pojecia

W tym rozdziale P C R bedzie nietrywialnym przedzialem nieredukujacym si¢ do punktu, za§ E — prze-
strzenia unormowang nad cialem K € {R,C}, E # {0}.

Definicja 5.1.1. Niech f : P — E, a € P. Powiemy, ze f ma w punkcie a pochodng, jezeli istnieje granica

fla)= tim Teth-flo) @)= f)

P—a3h—0 h T—a r—a

ek,

gdzie P—a = {x—a : ¢ € P} (zauwazmy, ze P —a jest przedzialemi0 € P—a). Piszemy wtedy f € D(P, E; a)
— jest to oznaczenie niestandardowe, dla potrzeb naszego wykladu. W przypadku F = R piszemy f € D(P;a).
Jezeli a jest prawym koncem przedziatlu P, to wtedy mamy tu do czynienia z granicg lewostronng i méwimy
o0 pochodnej lewostronnej
. +h)— f(a)
! = 1 —f(a .
f_ (a) P*aérl?ﬁof h

Podobnie dla pochodnych prawostronnych.
Niech D(P,E) := () D(P,E;a) = {f : P — E : Vaep : f'(a) istnieje} — jest to oznaczenie niestan-
acP
dardowe, dla potrzeb naszego wyktadu. Jak zwykle D(P) := D(P,R).

Przyktad 5.1.2. Niech f(z) := |z|, z € R. Wtedy f’ (0) = —1 oraz f} (0) = +1.

Twierdzenie 5.1.3. Niech f : P — E, a € P. Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:
(@) f'(a) istnieje;
(ii) istnieje ¢ € E oraz funkcjac : P — a — E taka, ze

f(a+h):f(a)+€h+a(h)hdlaheP—aomzP 11;% Oa(h):O.

Wyrazenie «(h)h zapisujemy krotko o(h) przy h — 0.

M—f’(a)7 jezelih € P —a, h#0

0, jezelih =0 '

(i) = (i) Le=L@ — gy o (n). O

Dowép. (i) = (ii): £ := f'(a), a(h) := {

Obserwacja 5.1.4 (Interpretacja geometryczna pochodnej). Niech f,g: P — E, a € int P. Mowimy, ze f, g

sq styczne w punkcie a, jezeli lim W =0.

W tym jezyku, dla a € int P, mamy: f’(a) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego ¢ € F odwzoro-
wania f i P >z — f(a) 4+ {(z — a) sg styczne w punkcie a.

Twierdzenie 5.1.5. D(P, E;a) C C(P, F;a).

Dow6p. lim (f(a+h) — f(a)) = lim (Lleth) =@y — f/(a) -0 = 0. O
Twierdzenie 5.1.6. (@) Jezeli L € L(E,F) oraz f € D(P,E;a),to Lo f € D(P,F)i(Lo f)(a) =
L(f'(a)).

(b) ]eZeliE:El XX En if:(fl,...,fN) :P—>E1 X -+ X En to:

feDP B x---x En;a) <= fj € D(P,Ej;a),j=1,...,N.

(c) Niech f,g € D(P, E;a). Wtedy f + g € D(P, E;a) oraz (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).

57
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8 5. Pochodna

(d) Fezeli I\, F5 sq przestrzeniami unormowanymi, f; € D(P,Fj;a), j = 1,2, oraz B € L(Fy, Fy; E), to
B(f1, f2) € D(P, E;a) oraz (B(f1, f2))'(a) = B(fi(a), f2(a)) + B(fi(a), f3(a)).

W szczegblnosci:

—jezeli f € D(P,K;a), g € D(P, Fsa), to f - g € D(P, F;a) oraz (f - g)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g/(a);

— jezeli (H, (, )) jest przestrzeniq unitarng (zob. Definicja 4.10.1), f,g € D(P, H;a), to (f,g) € D(P,K;a)
i((f,9)) (a) = (f'(a), g(a)) + (f(a), g (a)).

(e) Niech f € D(P,FE;a), g € D(P,K;a), g(x) # 0,z € P. Wtedy§ € D(P,FE;a) oraz (5)’((1) =

I (a)g(a) f(a)g'(a)
g*(a)

Dowép. (a, b, ¢) CWICZENIE.

@ tim BUL@ 1) folat 1) = B(fi(a). fo(@)

h—0 h

= %%B(MJQW + h)) + ALIT%)B<f1(a)a

= B(fi(a), f2(a)) + B(f1(a), f3(a))-
(e) Wystarczy rozwazy¢ przypadek f = 1.

fala+h) — f2(a)>
h

1 _ 1 at+h)—g(a
N e R e B A )
lim = — lim = T O
h—0 h h—0 g(a+ h)g(a) 9*(a)

Twierdzenie 5.1.7 (Twierdzenie o pochodnej ztozenia). Niech ¢ : Q — P, gdzie Q) jest przedziatem nieredu-
kujgcym sig do punktu i niechty € Q, a := p(to), ¢ € D(Q;to) i f € D(P,E;a). Wtedy f o p € D(Q, E;to)
oraz (f o ¢)'(to) = f'(a)¢'(to).

Dowép. Mamy
fla+h) = f(a) + f'(a)h + a(h)h, h € P —a, gdzie 1im a(h) =0,

P(to +1) = p(to) +¢'(to)t + B(t)t, t € Q —to, gdzie hm B(t) = 0.

Wynika stad, ze

flo(to +1)) = fla) + f(a)(e(to +t) — p(to)) + ale(to +1) — @(to)) (¢ (to + 1) — ©(to))
= f(a) + f(a)(¢'(to)t + B(1)t) + alp(to + 1) — p(to)) (¢ (to)t + B(1)2)
= fla) + f'(a)¢' (to)t + ()2,

gdzie v(t) := f'(a)B(t) + alp(to+1t) — p(to)) (¢’ (to) + 5(¢)). Pozostaje zauwazy¢, ze v(t) — 0 gdy t — 0.0
Twierdzenie 5.1.8 (Twierdzenie o pochodnej funkcji odwrotnej). Niech f : P — (@ bedzie bijekcjqg, gdzie
P,Q C R sq przedzialami, a € P, b := f(a) i niechg := f~! : Q — P. Zalézmy, ze f'(a) istnieje. Wtedy
nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) ¢'(b) istnieje;

(ii) g jest ciggta w punkcie b oraz f'(a) # 0.

Ponadto, ¢'(b) = ﬁ
Dowép. (i) = (ii): Ciaglo$¢ g w punkcie b jest oczywista. Poniewaz, g o f = idp, z twierdzenia o rézniczko-
waniu zlozenia dostajemy ¢'(b) f'(a) = 1. Wynika stad, ze f'(a) # 0 oraz ze ¢'(b) = ﬁ

(ii) = (i): Niech ¢t € @Q — b iniech h(t) := g(b + t) — g(b). Wobec cigglosci funkcji g w punkcie b
wnioskujemy, ze }g% h(t) = 0. Wida¢, ze t = f(a + h(t)) — f(a). Mamy

. gb+1t)—g(b) h(t) 1 1
lim = lim = .
N P ot h(0) ~ F@)  Jun TaTOT@  Fi(a)
t—0 g

Przyklad 5.1.9 (Pochodne funkcji elementarnych). (a) const’ = 0.

®) (z") =nz" L,z eR,neN.

Dowoéd indukeyjny. Dla n = 1 wzor jest oczywisty.

n o~ n+ 1: ( n+l) (IE" . x)/ — (.CL’")/ . +£L’" — nx”’lzr + " = (n+ 1){3"
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. : P . . 59
5.2. Twierdzenia o warto$ciach $rednich

(© (") =na" 'z € R,,n € Zg.
Niech n = —k. Wtedy (2") = () = —k”;i;l =na" L.
(d) (") = e", z € R (Twierdzenie 2.3.1(i)).

(e) (a*) =a®lna,xz € R,a > 0.

(ax)/ — (ea'lna) —ethnaly g = g% 1na.

(f) (log,z) = ——,2>0,a>0,a # 1.

Niech y := log, x. Wtedy (log, )" = (ai), ==L

(g (x*) =ax® L >0,a R

(:L‘a)' _ (ealnm)/ _ (ealnm)i = ar® 1

(h) (sinz)" = cos.

. . . sin(z+h)—sinx 2sin & cos(z+ %) .. . sint . )

Istotnie, poniewaz 7 = " , wystarczy pokazac, ze th%lJr =5+ = 1, co z kolei wynika
z oszacowan sint <t < tgtdla0 <t < 7.

(i) (arcsinz) = ﬁ,m € (-1,1).

Niech y := arcsin z. Wtedy (arcsinz)’ = m = ﬁ = \/l—lsinzy = \/11_12.

(j) (cosz) = —sina.

(k) (arccosz) = *ﬁ’ x € (—1,1).

O (tg2) = oz

(m) (arctgz) = Hlmg.

() (ctgz) = g,,}aT
(o) (arcctgzx) =

1+12

(p) (sinhz)" = coshz.
_ 1

(q) (arsinhz) = —
(r) (coshz) =sinha.
(s) (arcoshz) = wi_l, x>1
(t) (tgh:ﬂ), = Cos:}llzx
(w) (artghz) = = LQ, lz] < 1.
) (ctghz) = — g
(w) (arctghz) = 2171, >1

5.2. Twierdzenia o wartosciach $rednich

Definicja 5.2.1. Niech f : X — R, gdzie X jest przestrzeniag metryczna, i niech a € X. Méwimy, ze f ma
w punkcie a maksimum lokalne (odp. minimum lokalne), jezeli istnieje otoczenie U punktu a takie, ze f(x) <
f(a) (odp. f(z) = f(a))dlax € U. Jezeli f ma w punkcie a maksimum badz minimum lokalne, to méwimy, ze
ma ekstremum lokalne.

Moéwimy, ze f ma w punkcie a silne maksimum lokalne (odp. silne minimum lokalne), jezeli istnieje otoczenie
U punktu a takie, ze f(z) < f(a) (odp. f(z) > f(a))dlaz € U\ {a}.Jezeli f ma w punkcie a silne maksimum
badz silne minimum lokalne, to méwimy, ze ma silne ekstremum lokalne.

Twierdzenie 5.2.2 (Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego). Niech f : P — R ma w punkcie
a € int P ekstremum lokalne i f'(a) istnieje. Wtedy f'(a) = 0.

Dowép. Rozwazmy przypadek maksimum lokalnego: niech f(a + h) < f(a) dla |h| < 6. Wtedy
fla+h) - f(a) {> 0, jezelih € (—5,0)

)

h <0, jezelih € (0,0)
a poniewaz powyzszy iloraz réznicowy ma granice, gdy h — 0, to musi by¢ f’(a) = 0. 0

Przyklad 5.2.3. Warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji nie jest wystarczajacy. Na przykiad, funkcja
f(z) = 23,7 € R, spetnia w x = 0 warunek konieczny istnienia ekstremum, ale nie posiada w = = 0 ekstremum
lokalnego.
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Twierdzenie 5.2.4 (Twierdzenie Rolle’a () o wartoéci éredniej). Niech f € C([a,b]) N D((a,b)) bedzie taka,
ze f(a) = f(b). Wtedy istnieje § € (a, b) takie, ze f'(£) = 0.
Dowop. Na podstawie twierdzenia Weierstrassa, istnieja c_, ¢y € [a, ] takie, ze

m:=min f = f(c-), M :=maxf = f(c;)€R.

Jezelim = M, to f jest funkcja stala, a wiec f/ = 0. Mozemy wigc zalozy¢, ze m < M. Wtedy c— € (a,b)
lub ¢ € (a,b). Przyjmijmy, ze £ := ¢4 € (a,b). Poniewaz f osigga w & maksimum, wiec z Twierdzenia 5.2.2
wynika, ze f/(£) = 0. O

Twierdzenie 5.2.5 (Twierdzenie Lagrange’a (?) o wartosci éredniej). Niech f € C([a,b]) N D((a,b)). Wredy
istnieje £ € (a, b) takie, ze

1oy J(0) = fla)
P& ===
Dowop. Korzystamy z twierdzenia Rolle’a dla funkecji
o) = f(z) - (W(x—a)Jrf(a)), z € [a,0] O

Twierdzenie 5.2.6 (Twierdzenie Cauchy’ego o wartosci $redniej). Niech f,g € C([a,b]) N D((a,b)). Wtedy
istnieje £ € (a, b) takie, ze

(f(0) = f(a)g'(§) = (9(b) — g(a)) £ (&)

Jezeli ponadto ¢'(z) # 0, x € (a,b), to z Twierdzenia Rolle’a wynika, ze g(a) # g(b), a zatem mamy klasyczng
postaé twierdzenia Cauchy’ego o wartosci Sredniej:

f1©) _ fb) - f(a)
g€ gb)—gla)

Dla g(x) = x dostajemy twierdzenie Lagrange’a.

Dowop. Jezeli g(a) = g(b), to z Twierdzenia Rolle’a dostajemy £ € (a, b) taki, ze ¢’(§) = 0 i wzor zachodzi.
Jezeli g(a) # g(b), to stosujemy twierdzenie Rolle’a do funkeji

p(a) = f(z) = —s——<(9(x) — g(a)), € la,b]. O

Twierdzenie 5.2.7. Niech f € D(P) i f' = 0. Wtedy f = const.

Dowép. Wezmy dowolne a,b € P, a < b. Z twierdzenia Lagrange’a wynika istnienie £ € (a,b) takiego, ze
0= f/(§) = HH=E Astad f(a) = f(D). 0

Obserwacja 5.2.8. Niech f : (0,1) U (1,2) — R, f(z) :=0dlaz € (0,1), f(z) := 1dlaz € (1,2). Wtedy
ff=o.
Twierdzenie 5.2.9. Niech f € D(P) i|f'(z)| < M,z € P. Wtedy

If(x) — f(y)| < M|z —y|, x,y€P.

Dow6p. Ustalmy z,y € P, x < y. Z twierdzenia Lagrange’a istnieje £ € (z, y) taki, ze f'(§) = w

O

Twierdzenie 5.2.10. Niech f € D(P). Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) f jest rosngca (odp. malejgca);
(i) f'(x) =0 (odp. f'(x) < 0) dla dowolnego x € P.

1) Michel Rolle (1652-1719).
2) Joseph de Lagrange (1736-1813).



Marek Jarnicki, Wykiady z Analizy Matematycznej I, wersja z 27 stycznia 2022

5.3. Regula de L’Hopitala o

Dowdp. Rozwazymy przypadek funkcji rosnace;j.
(i) = (ii): Ustalmy x € P. Jezeli x nie jest prawym koricem przedziatu, to
. +h) — f(z)
! =1 f(w— > 0.
f(z) hLI(IJl-k h

Jezeli x jest prawym koncem przedziatu, to

/ - fl@—h) - fz)
= —_ 2 >0.
fl@) o, —h >0
(ii) = (i): Niech z,y € P, x < y. Na podstawie twierdzenia Lagrange’a mamy 0 < f/(£) = W
Przypadek funkcji malejacej jest analogiczny — CWICZENIE. 0

Twierdzenie 5.2.11. Niech f € D(P). Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) f jest silnie rosngca (odp. silnie malejqca);
(i) f'(x) =0 (odp. f'(x) < 0) dla dowolnegox € P orazint({z € P: f'(x) = 0}) = @.

Dowdp. Rozwazymy przypadek funkcji Scisle rosnacej.

(i) = (ii): Poniewaz f jest rosnaca, wiec f'(x) > 0 dla dowolnego = € P. Przypu$émy, ze (a,b) C {z €
P: f'(z) =0}, a < b. Wtedy f jest stala w (a, b) — sprzecznos¢.

(if) = (i): Wiemy, ze f jest rosnaca. Przypu$émy, istniejg a, b € P takie, ze a < boraz f(a) = f(b), a wiec
/ jest stala w [a, b], czyli (a,b) C {z € P: f'(x) = 0} — sprzecznos¢.

Przypadek funkeji Sciéle malejacej jest analogiczny — CWICZENIE. O

Twierdzenie 5.2.12. Niech f € D(P). Wtedy f' ma wlasnosé Darboux.

Dow6p. Niech a,b € P,a < b, f'(a) < v < f'(b). Niech g(z) := f(x) — yx. Wtedy g € D(P), g'(a) < 0
oraz ¢'(b) > 0. W szczego6lnosci, minimum globalne funkeji g w przedziale [a, b] musi by¢ przyjete w pewnym
punkcie ¢ € (a, b) (Cwiczenig). Wtedy ¢'(c) = 0, czyli f'(c) = 7.

Przypadek f'(a) > v > f'(b) jest analogiczny (g osiaga maksimum globalne w [a, b] w punkcie ¢ € (a, b))
— CWICZENIE. O

Przyklad 5.2.13. Funkcja
2?sind,  jezeliz € R,
fz) = { o
0, jezelix =0

jest rozniczkowalnana R, f/(0) = 0, f/(z) = 2zsin L + 2% cos 1 (— %) = 2zsin 2 —cos 1,z # 0.
f/ nie jest ciggta w 0 (CwiczeNIE), choé ma wlasnos¢ Darboux.

5.3. Regula de L’Hoépitala

Twierdzenie 5.3.1 (Regula de L’Hépitala (3) ). Niech f,g: (a,b) — R, —00 < a < b < oo, bedg rézniczko-
walne i takie, ze g(z) # 0, ¢'(z) # 0 dlax € (a,b). Niechc € {a, b}. Zalozmy, ze spelniony jest jeden z ponizszych
warunkow:

(@) lim f(z) = lim g(z) = 0;

(ii) lim lg(z)| = +oo.

Wtedy hmlnf f( < lim 1nff— < limsup fa) < limsup % I (x)
¢ glx) = g(@) S 0 @)

r—cC T—cC

Wszczegolnoscz Jjezeli istnieje granica hm L Ex) € R, to lim ;Ewg lim g,/((g

Dowép. Wystarczy pokazad, ze jezeli (z,)22; C (a,b), z, — ¢, jest taki, ze lim féj"; = d € R, to istnieje
I’

n—-+oo 9\Tn
ciag (£,)52; C (a,b), &, — c, taki ze llrf (5 & =d

(3) Guillaume de L’Hopital (1661-1704).
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Zauwazmy, ze na mocy twierdzenia Cauchy’ego, dla ustalonych dwoch punktow z,y € (a,b), © # y,
istnieje £ = &(z,y) € (x,y) (tutaj (z,y) oznacza zwykly przedzial, gdy = < y, oraz przedziat (y, z), gdy y < x)

€ _ f@)=f(y)
g9’ (&) — g(x)—g(w)’

takie, ze czyli

N2
=

&) _ 4@ ~ 9@

/ 9\y)
g  1-29

(= fly
T
)

N

@)

Ustalmy ciag (z,)5%2; C (a,b), x, — c, taki ze lirf ’;g;n; =deR
Przypadek (i): Dobieramy ciag (v, )52, C (a,b) \ {z,, : n € N} taki ze y,, — coraz lim Lm)

n—-+o0o 9(@n)
fzn) _ f(yn)

nEI_EOO g((gzg = 0.Niech &, := &(zn,yn),n € N.Wtedy {,, — coraz, wobec (*),nll)riloc 7552:; = nBI-Pm 7"(“;"39(1;'775’)“") =

d g(xn)
Przypadek (ii): z ciagu (z,,)52; wybieramy podciag (z,)22 , taki ze: lim Hen) — g 2lzn) —
n—-+oo g(zn) n— oo 9(zn)
oraz z, # xn, n € N. Niech &, := &(z,2,), n € N. Wtedy &, — ¢ oraz, wobec (*), liIE g,gg")) =
n—+oo n
. [en) _ fen)
Jim et = d. -
9(zn)
Przyklad 5.3.2. (a) Korzystajac n—krotnie z reguly de L’Hopitala dostajemy:
" n!
lim — £ lim - =o.
z—+oo ¥ z—+o0 ¥
W konsekwencji, lim 2Z- =0 oraz lim z®Inz = 0 dla dowolnego o > 0 (CWICZENIE).
z——o00 € z—0+
. 1— . H ;. i H . sx 1
) tiny e 2 s 2 g g =
() lim ZERT — 1 ale granica lim 2 pie jstnieje.
r—+00 z xr—+00 x
1
@ lim rlnz= lim 222 Lim o =0, ale
x—0+ z—0+ = z—04+ T2
lim zlnz = lim = Z lim L = — lim zln*z = ... iproblem jest jeszcze bardziej skompli-

—04 t—0+ 7 20+ ~TmTs —04
kowany niz na poczatku.
5.4. Twierdzenie o przyrostach skoniczonych
Przyklad 5.4.1. Twierdzenie Rolle’a nie zachodzi dla odwzorowan o wartosciach w R2. Dla przyktadu, niech
f:00,27] — R?,  f(z):= (cosz,sinx).
Wtedy f(0) = f(2m) = (1,0), ale f'(£§) = (—sin&,cos&) # (0,0), € € [0, 2]
Twierdzenie 5.4.2 (Twierdzenie o przyrostach skoficzonych). Niech
fila,b) — E, ¢:la,b] — R

bedq funkcjami ciggltymi takimi, ze f! (x) i ¢ (x) istniejq dla x € [a,b] \ S, gdzie #S < Ro. Wtedy, jezeli
|| f4 ()| < ¢, (x) dla dowolnego x € [a,b] \ S, to

[17(6) = fla)|| < ¢(b) = ¢(a).
Twierdzenie pozostaje prawdziwe, jezeli pochodne prawostronne zastgpimy przez pochodne lewostronne.
Dowdép. Mozemy zalozyé, ze #S = Ng oraz a,b € S. Niech S = {a1,aqs, ... }. Wezmy € > 0 i niech

P(z) := |f(z) = fla)]| = (p(x) = p(a)) —e(z —a) —¢,
U(z):=¢ Z %, z € [a,b] (Z...::O), *)

n: an<T

I'={xz€[a,b]: P(z) <¥(z)}, c:=supl.
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5.4. Twierdzenie o przyrostach skonczonych

Wystarczy pokazac, ze b € I (a nastepnie € — 0).
Odnotujmy, ze @ jest funkcja ciagla, zas ¥ jest funkcja niemalejaca.
Zauwazmy, ze a € I (bo @(a) = —¢) oraz [a,a+ 9] C I dla pewnego ¢ > 0 (z ciaglosci @). W szczegdlnoscei,
¢ > a. Ponadto, c € 1.
Istotnie, niech I 3 z,, /" ¢, wtedy
b(zy,) < ¥(x,) <¥(c), neN.

Teraz n — o0 i korzystamy z cigglosci @.

Przypusémy, ze ¢ < b. Mamy dwa mozliwe przypadki:

e c=ay, €85.Zcigglosci ® wynika, ze istnieje & > 0 taka, ze D(z) < D(c) +¢/2™ dlaz € [c,c+ d] C
[a,b]. Wtedy, dla z € (¢, ¢ + 6] mamy

Wynika stad, ze [c, ¢ + 0] C I; sprzecznos$é.
e ¢ ¢ S. Niech

fle+h)=fo) + filo)h+ a(h)h, lc+h) = p(c) + ¢ (c)h + B(h)h,
gdzie hh%l a(h) =01 hli%l B(h) = 0. Wynika stad, ze dla matych A > 0 mamy
04 —0+

P(c+h)=|flct+h) = fla)| = (plc+h) —pla)) —elc+h—a)-¢
< O(e) +[|f(e+h) = F(O)ll = (ple+h) = p(c)) —eh
<) + £ @lIh+ lla(h) | = ¢l ()h = B(h)h — eh
<¥(c+h)+ ([|e(h)]| = B(h) —€)h.

W takim razie [¢, ¢ + h] C I dla malych h > 0; sprzeczno$c.

W przypadku pochodnych lewostronnych definiujemy
g:la,b) — E, 9:]a,b] — R,
g(x) :=—fla+b—=), (x):=—-pla+b-ux).
Bez trudu sprawdzamy, ze ¢/, (z) = fl(a+b—2)i¢)(z) = ¢ (a+b— z) oraz ||¢} (z)|| < ¢/ (x) dla
x € [a,b] \ 9, gdzie S := a + b — S. Stad, na podstawie wersji z pochodnymi prawostronnymi, mamy

17(0) = Fa)] = [I = 9(a) + g(B)]| < P(b) — ¥(a) = —p(a) + ¢(b). U

Whiosek 5.4.3 (por. Twierdzenie 5.2.10). Jezeli ¢ : [a,b] — R jest funkcjq cigglq takq, ze ', (x) > 0 dla
x € [a,b]\ S, gdzie #5 < Ry, to ¢ jest niemalejgca. Wynik pozostaje prawdziwy dla pochodnych lewostronnych.
W szczegolnosci, jezeli ¢ : [a,b] — R jest funkcjq cigglq takq, ze ¢ (x) = 0 dlax € [a,b] \ S, gdzie #5 < No,
to ¢ = const.

Dowdp. Niechz',z" € [a,b], 2" < 2. Stosujemy twierdzenie o przyrostach skonczonych dla f := 01 @[z 5.0

Whniosek 5.4.4. Jezeli f : [a,b] — E jest odwzorowaniem ciggltym takim, ze f' (x) istnieje dla x € [a,b] \ S,
gdzie #5S < Wy, to dla dowolnego ¢ € E mamy

1£(b) = f(a) = £(b — a)|| < sup{|[f}.(z) — ]| : 2 € [a,0] \ S}(b — a).
W szczegolnosci,
1£®) = fa)ll < sup{[lf} (@) : @ € [a,b] \ S}(b - a).
Wrynik pozostaje prawdziwy dla pochodnych lewostronnych.

Dowop. Zastepujac f przez [a,b] 5 x — f(z) — {x, redukujemy twierdzenie do £ = 0.
Jezeli M := sup{|| f,.(z)|| : « € [a,b] \ S} < 400, to stosujemy twierdzenie o przyrostach skoniczonych do
funkcji f i p(z) := Mz, x € [a,b]. O

(4) Poniewaz nie dysponujemy jeszcze pojeciem szeregu, sume Z 2% (dla A C N) rozumiemy jako sup{ Z 2% :BCAB
neA neB
skor’lczony}. Wiemy, ze Z 2% = 1, wiec funkcja ¥ jest poprawnie okre$lona.
neN
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Whniosek 5.4.5. Jezeli f : [a,b] — E jest odwzorowaniem ciggtym takim, ze f! (x) istnieje dla x € [a,b] \ S,
gdzie #5 < Ny, oraz || fi.(z)|| < M,z € [a,b] \ S, to

If(") = f@)| < Mla" — 2", a',2" € [a,b],

tzn. f spelnia warunek Lipschitza ze stalq M.
Wynik pozostaje prawdziwy dla pochodnych lewostronnych.

Whniosek 5.4.6. Niech f : P — E bedzie funkcjq cigglq i rozniczkowalng w P\ {a} dla pewnego a € P. Jezeli
£:= lim f'(z) istnieje, to f'(a) istnieje i f'(a) = L.
Dowép. Na podstawie Wniosku 5.4.4 mamy f(a + h) = f(a) + €h + a(h)h, gdzie

le(r) || < sup{[|f'(z) = €Il : = € (a,a+ hl} ~— 0. O

5.5. Pochodne wyzszych rzedéw

Definicja 5.5.1. Niech f : P — FE, a € P i zaldzmy, ze f'(z) istnieje dla x € U C P, gdzie U jest
pewnym relatywnym otoczeniem punktu a. Wtedy mozna rozwazac drugq pochodnq funkcji f w punkcie a:
f"(a) := (f")(a). Ogdlnie, jezeli f(*~1(z) istnieje dla 2 € U, to mozemy rozwaza¢ n-tq pochodng funkcji f
w punkcie a: £ (a) := (f*~1)(a). Niech

D"(P,E;a):={f: P — E: f("(a) istnieje}, a € P,
D™(P,E) : = ﬂ D"(P,E;a) = {f : P — E : f")(a) istnieje dla dowolnego a € P},

acP

C'(P.E):={f €D"(P.E): f €C(P.E)}, C’(P,E):=C(P.E), C*(P,E):=()C"(P.E);
n=1
D"(P, E;a), D™ (P, E) to oznaczenia niestandardowe. Jak zwykle, D" (P; a) := D*(P,R; a), D"(P) := D(P,R),
C"(P) := C"(P,R), C*(P) := C*(P,R).
Obserwacja 5.5.2 (CwiczeNie).  (a) D"*Y(P,E) C C"(P,E) Cc D"(P,E) Cc C" (P, E).
(6) C*(P,E) = ) D"(P,B).
n=1

© f,9€D"(P,E;a) = f+g € D"(P, E;a) oraz (f + g)™(a) = f™(a) + g (a).
d) f,ge D"(P,FE) = f+g € D" (P, E).

(e) f,geC"(P,E)= f+geC"(P,E) (n e NU{oo}).

(f) Dla funkcji f; : R — R,

zfsin(L), jezeliz #0
filay = { G ST A0 g
0, jezeliz =0
mamy:
o feeC®R,), L eN,,
* fo ¢ C(R),

o fa—1 €CF(R)\ DF(R),
o far € DF(R)\ C*(R).
(g) Niech f : R — R,
f@) = {07 jezeliz <0

e V7 ezeliz >0
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0, jezeli |z| > 1
flx) = { S .

e =22 jezeli|z| <1

65

(h) Niech f : R — R,

Wtedy f € C>®(R). Zauwazmy, ze f(*)(4+1) = 0 dla dowolnego &k € Nj.
)
/{ x

(i) Z (g) i (h) wynika, ze dla dowolnego przedzialu (a,b) C R istnieje funkcja f € C>*(R, [0, 1]) taka, ze
{zr eR: f(z) > 0} = (a,b).

(j) Wiadomo, ze dla kazdego zbioru domknietego F' C R, zbior R \ F jest suma co najwyzej przeliczalnej
rodziny parami rozlacznych przedziatéw otwartych. Stad, na podstawie (i), dla dowolnego zbioru domknietego
F C Ristnieje funkcja f € C®(R, [0, 1]) taka, ze {x € R: f(z) = 0} = F, f¥)(2) = 0 dla dowolnych z € F
oraz j € N.

(k) Dla dowolnych z¢ € R, cq,...,c, € F istnieje wielomian p : R — FE stopnia < n taki, ze p(])(xo) =

n
¢, j =0,...,n. Istotnie, wystarczy przyjaé p(z) := > ﬁ(;r — ).
j=0"

() Niech f € C"(P,E), gdzie P € {la,b],[a, +00), (—00,b]}. Wtedy (na podstawie (k)) C"(P, E) =
C"(R, B)p.
(m) Dla dowolnych 0 < a < b < 400 istnieje f € C*(R, [0, 1]) taka, ze
=1, jezeliz<a
f(x)§ >0, jezelia<z<b.
=0, jezeliz>b

Y

(n) Dla dowolnych —c0 < a < p < ¢ < b < 400 istnieje f € C(R, [0, 1]) taka, ze

=0, jezelixz<a
f(@) =1, jezelip<z<q.
=0, jezeliz>10

Y

Twierdzenie 5.5.3 (Wzor Leibniza (°)). Niech B € L(Fy,Fy; E). Jezeli f; € D*(P,Fj;a), j =,1,2, to
B(FY, f2) € D*(P, E;a) oraz

(B(fr, 1)) g() Ba), 15079 (a).

(°) Gottfryd Leibniz (1646-1716).
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W konsekwencji,
o jezeli f; € D™(P,F;), j = 1,2, to B(f1, f2) € D™(P, E),
o jezeli f; € C"(P,F;),j =1,2,t0 B(f1, f2) € C"(P,E).
W szczegolnosci, jezeli f € DF(P,K;a), g € D*(P, E;a), to f - g € D¥(P, F;a) oraz
)™ (q) = <”> ®) ()™ (q).
(fg)();]kf()g (a)
Ponadto,
o jezelif € D"(P,K),g € D"(P,E), to f - g € D"(P, E),
o jezelif € C"(P,K),g € C*(P,E),tof-g€C"(P,E).
Dow6p. Wynik jest nam znany dla n = 1 (Twierdzenie 5.1.6(d)).
n~n+ 1:Mamy (B(f1, f2))(x) = B(fi(2), f2(x)) + B(f1(2), f5(2)), « € U, gdzie U jest relatywnym
otoczeniem punktu a. Jezeli f; € D"T(P, Fj;a), j = 1,2, to f; € D™(P, Fy;a), j = 1,2. Zatem z zalo-
zenia indukeyjnego B(f', ), B(f,g') € D"(P, E;a). Stad (B(f1, f2))" € D"(P, E;a), a wiec B(f1, f2) €
Dn*Y(P, E;a). Ponadto,

(B 2@ = Y- (1) (B @5 @)+ B @055 )

k=0

¢ n+1 n+ 1
WICZENIE k n+l1—k
=" ( i )B( M (a), 5 (@), O
k=0 ’
Twierdzenie 5.5.4. Niech f: P — FE, p : Q — R, gdzie Q) jest przedziatem, ¢(Q) C P, tg € Q, a := ¢(to).
Wtedy:
(a) Jezeli f € D™(P, E;a) ip € D"(Q;to), to f o p € D™(Q, Ej to).
(b) Jezeli f € D™(P,E) i € D"(Q), to fop € D"(Q, F).
(c) Jezelif €e C"(P,E) i@ €C™(Q),tofopelC™(Q,FE).
Wzér na (f o )™ (ty) wyprowadzimy w Twierdzeniu 5.6.12.
Dowép. (a) Wynik jest nam znany dlan = 1.
n ~ n+ 1: Wiemy, ze (f o ¢)'(z) = f'(p(2))¢'(z), x € U, gdzie U jest otoczeniem punktu tg. Jezeli
feD(P E;a)ip € D"FL(Q;tp), to z zatozenia indukcyjnego f/ o p € D™(Q, E; tp). Na podstawie wzoru
Leibniza (f' o ¢) - ¢’ € D™(Q, E; o). W takim razie f o ¢ € D"1(Q, E; to).

(b) wynika z (a).
(c) Dlan = 1 wystarczy wykorzysta¢ zwiazek (f o )’ = (f' o) - ¢'. Krok indukcyjny pozostawiamy jako
CWICZENIE. O

Twierdzenie 5.5.5. Niech U,V C R bedq przedziatami otwartymi i niech f : U — V bedzie bijekcjq klasy
C™(U) (1 € n < +00). Wtedy jezeli f'(a) # 0 dla pewnego a € U, to funkcja g := f~* jest klasy C™ w pewnym
otoczeniu punktu b := f(a).
Dowop. Wiemy, ze f jest $ciSle monotoniczna oraz g jest ciggla (Twierdzenie 4.4.20). Jezeli f/(a) # 0,to f/(x) #
0 dla pewnego otoczenia punktu a. Mozemy wiec zalozy¢, ze f/(x) # 0dlax € U.Z Twierdzenia 5.1.8 wynika, ze
g y) = m = ho flog(y),y € V,gdzie h(z) := 1 (h € C*(R.)). Przypuéémy, ze juz wiemy, ze g € C¥(V')
dla pewnego k € {0,...,n — 1} (wiemy, ze tak jest dla k = 0). Wtedy h o f’ o g € C¥(V) (Twierdzenie 5.5.4), a
wiec ¢’ € C¥(V). Stad g € Ck+1(V). Indukcja koticzy dowéd. d
5.6. Wzor Taylora

Obserwacja 5.6.1. Niech p : R — F bedzie wielomianem stopnia < n, tzn. p(z) = pg + p12- - + ppz”,
gdzie pg, .. .,pn € E.Niech a € R. Wtedy:

@ pr = £p™(0), k =0,...,n (CWICZENIE).

() p(z) = pa) +'(a)(x —a) + 5p"(a)(z — @) + -+ Jp™(a)(z — )",z € R.

Istotnie, niech ¢() := p(a+ ). Zauwazmy, ze ¢) (z) = p\¥) (a+1), j € N. Wtedy na podstawie (a) mamy

platz) = q(z) = q(0)+q (0)z+3¢" (0)x?+- - -+ ¢ (0)2™ = p(a) +p' (a)z+3p" (a)x®+- - -+ L p™ (a)z™,
z € R.
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Definicja 5.6.2. Niech f € D"(P, E;a), przy czym, jezelin > 2, to f(*~1(z) istnieje dla dowolnego = € U,
gdzie U jest przedzialem bedacym relatywnym otoczeniem punktu a. Zdefiniujmy
1 1 ,
Ru(f,a,2) = f(2) = (£(@) + @)z =) + 5 /" (@@ =)+ + —fP(a)(w —a)"), z€P.
Ponadto kladziemy Ry(f,a,z) = f(z) — f(a), z € P.
Obserwacja 5.6.3.  (a) R,(f,a,a+h) = f(a+h)— (f(a) + f(a)h + 5 f"(a)h* + - - + %f(”)(a)h”),
h e P —a,czyli
1 1
flath) = f(a)+ [(@)h+ 5 f"(@h? 4 4 S [ a)h" + Ru(f,0,a+ ), heP—a.

(b) R.(f,a,)®(z) = Ry_(f®,a,2), 2 €U, k=0,...,n— 1.

(c) Jezeli f(™)(z) istnieje dla dowolnego = € U, to R,,(f,a,-)™ (z) = f™ () — f™(a) = Ro(f™,a, ),
xeU.

(d) Jezeli f(*+1)(z) istnieje dla dowolnego = € U, to R,,(f,a,-) "tV (z) = f*+V(x), z € U.

Twierdzenie 5.6.4 (Wzér Taylora (6) z reszta Peano (7) ). Niech f bedzie jak w Definicji 5.6.2. Wtedy

. Ru(f,a,a+h)
hm A —
P—a>h—0 h™

czyli R, (f,a,a+ h) = o(h™) przy P —a>h — 0 (n € N).

=0, neN,

Dowo¢p. Indukcja wzgledem n.
Dla n = 1 mamy definicje pochodnej: f(a + h) = f(a) + f'(a)h + R:1(f,a,a + h).
n ~» n + 1: Na podstawie twierdzenia o przyrostach skonczonych, dla matych 0 # h € U — a mamy:

1 1
T 1R (fraa + h)|| = o |1 Rnv1 (f,a,a + h) — Ryga (s a, 0|
|h|"* |h|"+

< #Sup{\anH(ﬁ 0. (@)] 2 € (a,a+h]}

< #sup{umu’,a,w@n L€ (0,h])
1

<sup {1

Twierdzenie 5.6.5 (Jednoznaczno$¢ wzoru Taylora). Niech f bedzie jak w Definicji 5.6.2 i niech p(x) = ag +
a1x + - -+ + a,x™ bedzie wielomianem R — FE takim, ze

fla+h) =p(h)+o(h") przy P —a 3 h — 0. (1)
Wtedy a; = %f(j)(a),j =0,...,n.

IR(f a0+ €| € € (o,h]}l:éo, 0

Dowobp. Ze wzoru Taylora z reszta Peano mamy
1 1
f(a)+ f'(a)h + 5f”(a)h2 +o 4 —'f(")(a)h" =ag +arh +ash® + -+ a,h™ + a(h)h",
! n!

przy czym linilL . a(h) = 0.Przy h — 0 wnioskujemy stad natychmiast, ze f(a) = ag. W konsekwencji
—a>h—

1 1
(@) + 5 f"(@)h+ o+ Eﬂ")(a)h"*l =a; +agh+-- +a,h" "t +a(h)h" 7!,
co przy h — 0 daje f’(a) = a;. Powtarzamy rozumowanie (CWICZENIE). O

Obserwacja 5.6.6. Dlan = 1 wzor () jest oczywiécie rownowazny istnieniu f’(a). Dlan > 2 tak by¢ nie musi.
Np.

Flz) = 2+ gin z,}+17 jezeliz # 0
0, jezeliz =0

6) Brook Taylor (1717-1783).
) Giuseppe Peano (1858-1932).
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wtedy dla a := 0 wzor (T) zachodzi z ag = -+ = a,, = 0, ale f”(0) nie istnieje. Istotnie, f'(0) = 0, f'(x) =
(n+1)(z"sin(1/2" ) — (1/z) cos(1/z" 1)) dlaz # 0, lin%) f/(x) nie istnieje.

xr—
Twierdzenie 5.6.7 (Wzdr Taylora dla funkeji klasy C"). Niech P = [a,b] C R i niech f € C"(P, E). Wtedy

(SUP{W:I,yER 0<|z—y\<6}):0,

Dowo¢p. Indukcja ze wzgledu na n. Przypadek n = 1 wynika z twierdzenia o przyrostach skoniczonych (Wniosek
5.4.4):

lim
6—0+

|‘R1(f7 a, a + h)”
sup {—‘h|
_ | f(a+h)— fla) = f'(a)h|
=sup { 1]

<sup{||f'(z) — f'(a)]| : a,a+h € P, x € [a,a+ h], 0 < |h] <5} " 0.

ta,a+heP, O<|h\§5}

:a,a+hep,o<|h\<5}

n ~+» n + 1: Podobnie, jak w dowodzie Twierdzenia 5.6.4 mamy:

[Rni1(fra,a+ h)||
sup{ |h|"+1

a,a+heP, O<\h|<6}

[1Rn(f",a,a+ &)l

e :a,a+5eP,0<\g|<6}—>o.

<sm =

O

Twierdzenie 5.6.8 (Wzor Taylora dla funkcji klasy D"*1). Jezeli f € D"(P, E) oraz
IF D@ <M, zePp,

to
M‘h|n+1

(n+1)°
Dow6p. Indukcja ze wzgledu na n. Przypadek n = 0 wynika z twierdzenia o przyrostach skoriczonych.
n ~» n + 1: Ustalmy a € P. Mamy

IR (f,a,a+ h)|| < a€ P, heP—a.

M|h‘"+1
W (f! M<-—""— heP-a.
[Rulf e+ W) < o hEPa
Niech
h) =R h h) = M h = (P NnR
g( )_ n+1(f7a7a+ )7 50( )_ mﬂ EQ_( 70’) +-

Wobec poprzedniej nieréwnoéci mamy ||¢'|| < ¢’ na Q. Stad, na podstawie twierdzenia o przyrostach skonczo-
nych,

R h h < olh M|
[Bny1(f,a,a+R)[| = llg(h) = g(0)]] < ¢(h) — ¢(0) = ICFSIk

W analogiczny sposéb traktujemy przypadek h < 0 (p(h) := =M (=h)"*2/(n +2),h € (P —a)NR_).

heQ.

0

Cwiczenie 5.6.9. Pokaza¢, ze jezeli f € D" (P, E) oraz | f("+1)| < M, to z Twierdzenia 5.6.8 wynika Twier-
dzenie 5.6.7.

Twierdzenie 5.6.10 (Wzor Taylora z reszta Schlomilcha (8) ). Zatézmy, ze f € D"TY(P),a € P,h € P —a,
p > 0. Wtedy istnieje § = 0,,(a, h,p) € (0,1) takie, ze
1
R, (f,a,a+h) = — " (a+ 0h)(1 — )1 -Ppmt
nlp

W przypadku p = n + 1 dostajemy resztg Lagrange’a:
1
(n+1)!

R, (f,a,a+h)= F* ) (a4 Oh)h" 1

(8) Oscar Xavier Schlomilch (1823-1901).
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W przypadku p = 1 dostajemy reszte Cauchy’ego:
1
Ru(f,a,a+h) = = fO) (a+0h)(1 - 0)"h" .
n!

Dowop. Ustalamy a i h € P — a, h # 0. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze h > 0 (przypadek h < 0 jest
analogiczny — Cwiczenig). Niech b = a + h,

o) = F0) — (£ + F OO =1+ L O6 1+ + - F OG- 1)),
Y(t):=(b—t)P, a<t<b
Wiedy p(a) = Bu(f, 0,0+ B), o(6) = 0, b(a) = 7, 1:(b) =
P(0) = —(f’(t) —JO+ 100~ SO0+ 5
OB = @ 07) = e -1

Y (t)=—-pb—t)P"!, a<t<b.

bt +. ..

Na podstawie twierdzenia Cauchy’ego o wartosci $redniej istnieje 6 € (0, 1) taka, ze

Ru(fia,a+h) o) —pla) _ ¢'(a+6h)  af" D (a+0h)(1—0)"n"
hp (b)) —¢(a) w’(a +60n) p(1— Q)p—1hp—1 :

a stad
1
R,(f,a,a+h) = — " (a+ 0h)(1 — o)1 PRt 0
nlp

Przyklad 5.6.11 (Przyklady uzycia wzoru Taylora z reszta Lagrange’a dla a = 0). (@) f(x) = e”: Wobec wzo-
ru Taylora mamy

eh:(i};]:)‘FRn(CXp:Oh) hER,nGNO,

przy czym R, (exp,0,h) = (n-s1-1)' e/hhn 1 gdzie § = A(h,n) € (0,1). Stad, dla dowolnego h € R dostajemy
|R(exp, 0, h)] < ‘(le:), IR - 0 (CwiczeNIE). Oznacza to, ze

n—-+4oo

k
= lim Z i =: Z %, x € R (por. Twierdzenie 2.3.1(h)) (9) .
k=0

(b) f(x) = sina: Zauwazmy, ze (sinz)®*+t1) = (—1)Fcosz, (sina)®*) = (—1)Fsinz. Wobec wzoru
Taylora mamy

n—1 ( 1)k
s - 2k+1 .
sinh = ( E 7(21@—&— 1)!h ) + Roy,—1(sin, 0, h),

przy czym Ra,_1(sin,0,h) = I sm(@h)hQ” gdzie 6 = 6(h,n) € (0,1). Stad, dla dowolnego h € R

(
dostajemy |Ra,—1(sin, 0, h)| < [l r  — 0. Oznacza to, ze
@2n)! i
o0
: (R
smxzziaj , x€R.
|
= (2k + 1)!
(c) (CwiczeNig) f(z) = cos
> (—l)k(EQk

z €R.

CosSx = E

QK1
k=0
o0
(9) Pojecie szeregu Z zostanie formalnie wprowadzone w Definicji 5.10.1.
k=0
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kE—1
d) f(z):=In(1+2),z>—1. Wtedy f*)(z) = %W, > —1,k €N, astad:
- n (_1)k71hk
(1 +h) = (; )+ Ralf,0, ),
przy czym R, (f,0,h) = (— 1)”%(1_‘_%)7&1, gdzie = 6(h,n) € (0,1). Stad, dla dowolnego h € [—3,1]
dostajemy |R,,(f,0,h)| < =25 e 0 (Cwiczenig). Oznacza to, ze

> -1 k—1,.k
e oSV
k=1
Uwaga: Mozna pokazaé, ze powyzsze przedstawienie funkcji # —— In(1 + z) zachodzi dla —1 < = < 1
(zob. Przyktad 7.3.4(c)).
) f(z):=(1+x)* x> —1,gdziea € R\ No: Mamy f*)(z) =a-(a—1)---(a—k+1)(1 +z)*F =

K1+ )7, astad
we - (G s s,

k=0
przy czym R, (f,0,h)

= 1+6h
(=3,1) dostajemy | R, (f,

(%) (@ + 8h) ()", gdzie § = 6(h,n) € (0,1). Stad, dla dowolnego / €
0,h) W 0 (CWICZENTE; zob. Przyklad 2.4.3(c)). Oznacza to, ze

o0
A+a)™ = (2)35'“, —i<z<l
k=0
Uwaga: Mozna pokazaé, ze R, (f,0,h) et 0 dla |h| < 1, a wiec powyzsze przedstawienie funkeji @ —
(14 x)* zachodzi dla |z| < 1.
Jezeli o € Ny, to oczywiscie (1 + z)* = ki (V)a*, z e R
=0

Twierdzenie 5.6.12 (Wz6r na pochodna zlozenia). (1°) Niech f € D"(P, E;a), ¢ € D™(Q;to), ¢(Q) C P,
w(to) = a. Wtedy

(Fo@)™t0) = 3 — el q) (ELody (L))

n!
a€cll,

gdziell,, := {a = (a1,...,a,) ENJ : a1 + 202+ - - - + nav,, = n}.

Dowop. Wiemy, ze fop € D™(Q, E; ty) (Twierdzenie 5.5.4). Wobec Twierdzenia 5.6.5, wystarczy wiec pokazad,
ze (fop)(to+1t) =ap+art+ -+ + ant™ + o(t") przy t — 0, gdzie

(s)

s!
a€cll,

Przyjmijmy oznaczenia:

1 . 1 ... .
pj = ﬁ@m(to)’ fi= ﬁf(ﬂ)(a), J=0,...,n

Wtedy
(1 + -+ a)!
as =) Wﬂ“* da,Pr el s=0,.,n.
aclly
Zauwazmy, ze jezeli o, ..., an € Ny oraz a3 + 2a9 + -+ + nay, = s,to ag4 = -+ = a, = 0. Stad

Z (0‘1 + o+ O‘n)

as = 0
ap!- - ay!

Qi —
fal+ +0¢7,901 o Pn 8*07"%”'

aq,...,an ENg
a1 +2az+-+nay=s

(10) Francesco Faa di Bruno (1825-1888).
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5.7. Rozniczkowanie ciggu wyraz po wyrazie

Wiemy, ze
fla+h) = Zflhﬂ—a "oty +t) = Z@thﬁ ",
J=0
gdzie }llim a(h) =0, 7}lm B(t) = 0. Przechodmmy do obliczen:

(fou)lto+1) = Zfl(ch]t“rﬁ ")+ alplto +1) = olto)) (X o5t + 8(0r")

j=1

A\ n g il a Qe o+ +na n
:Zfi(z%'“) *"(t)zzfi D e A o)
=0 j=1 i=0 . n-

ai,...,an €Ng
ai+-tan=1

Z” > Moo o) g5 o g
= ( ( ! n) f041+ +Otn<pl "@7zn)t +O(t ) u
s=0

a!ap!
aq,...,an €N 1 n
a1 +2az+-F+nan=s

Twierdzenie 5.6.13 (Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum lokalnego). Zatézmy, ze a € int P, f €
D™(P;a) oraz f'(a) = f"(a) = --- = f*V(a) = 0, fM)(a) # 0. Wtedy:

(i) Jezelim jest nieparzyste, to f nie posiada w punkcie a ekstremum lokalnego.

(ii) Fezelin jest parzyste, to f ma w punkcie a silne ekstremum lokalne. Dokladniej, jezeli f(")(a) < 0,tof ma
w punkcie a silne maksimum lokalne, zas jezeli f™)(a) > 0, to f ma w punkcie a silne minimum lokalne.

Dow6p. Korzystajac ze wzoru Taylora z resztg Peano otrzymujemy (dla matych § > 0):

Flat 1) = @) + D 4 an = pla) + p", bl <

gdzie }llirr%) a(h) = 0, zas B(h) jest tego samego znaku, co (™ (a). d

Przyklad 5.6.14. Niech f(z) := % + cosz, x € R. Zauwazmy, ze zachodzg réwnosci f/(0) = f”(0) =
f"(0) = 0 oraz f*)(0) = 1 > 0, a zatem funkcja f ma w punkcie # = 0 silne minimum lokalne.

5.7. Rozniczkowanie ciggu wyraz po wyrazie

Twierdzenie 5.7.1 (Twierdzenie o rézniczkowaniu ciggu wyraz po wyrazie). Niech E bedzie przestrzeniq Bana-
cha, niech P C R bedzie ograniczonym przedziatem nieredukujgcym sig do punktu, k € N i niech f,, € D*(P, E),
n € N. Zatézmy, ze:

) fﬁk) — gi. jednostajnie na P,

e istniejq punkty co, . ..,cr—1 € P takie, ze cigg (f )( ), jest zbiezny.

Wtedy:
. fy(Lj) — g; jednostajniena P,j =0,...,k —1,
o go€DH(P),
o g5 =g eli( lim f)0 = lm fi7j=1.. .k

n—-+4oo

Przyklad 5.7.2. (a) Zalozenie, ze P jest ograniczony jest istotne: Niech f,(z) := (z + L)% 2 € R. Wtedy
fl, — 2x jednostajnie na R, ale f,, — 2 tylko lokalnie jednostajnie na R (sup{|(z + )? — 2?| : 2 € R} =
+00).

(b) Niech fy,(z) := Lsin(nz), z € R. Wtedy f,, — 0 jednostajnie na R, ale ciag funkcyjny (f},)52; nie
jest nawet zbiezny punktowo

Dowod Twierdzenia 5.7.1. Zastosujemy indukcje wzgledem k.

k = 1:Dlam,n € Nzdefinivjmy F,, n, := fon — fn. Odnotujmy, ze F), ., € D(P, E) oraz F}, ,,, = f}, — f,.
Ustalmy € > 0. Ciag (f},)22; spekia jednostajny warunek Cauchy’ego. Zatem istnieje ng € N takie, ze dla
dowolnych m,n > ngiz € Pmamy ||F}, , (2)|| < sqmp oraz || Fy m(co)|| < §. W takim razie, na podstawie

twierdzenia o przyrostach skonczonych, dla dowolnych m,n > ng iz € P, mamy

| Fnm ()| < [|[Fom(z) = Fom(co)ll + | Fnm(co)ll < bup{H n,m ) : € € [z, col} diam P + % <



Marek Jarnicki, Wykiady z Analizy Matematycznej I, wersja z 27 stycznia 2022

& 5. Pochodna

Oznacza to, ze ciag (f, )52 spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego w P, zatem jest zbiezny jednostajnie na
P.

Ustalmy teraz g € P. Mamy
fn(zo + h) — fu(z0)

go(wo +h) —go(zo) . / o g —
h nHIEm Falwo) = nll»r-&r-loc ( h f”(xo)) o nBI-Eoo on(h),
heP—wy h+0.

Polozmy dodatkowo ,,(0) := 0. Wtedy ¢,, € C(P — o, E;0). Jezeli udowodnimy, ze ciagg (¢, )52 ; jest zbiezny
jednostajnie w P — x¢, to na podstawie Twierdzenia 4.4.1 jego granica bedzie ciagta w h = 0, co zakonczy
dowod.

Sprawdzimy jednostajny warunek Cauchy’ego. Ustalmy € > Oiniechng € N bedzie takie, ze dla dowolnego
m,n > ngix € P mamy |[F,, (z)]] < §. Teraz dla dowolnych n,m > ng, na podstawie twierdzenia o
przyrostach skonczonych, dostajemy

h)| = H Fom(zo +h) = Fym(20) _ F;L,m(xO)H

lm(h) )
< Sup{HFr/L,m(g) - F;zm(mo)u 1§ € [m(J?xO + h}} <e, heP—ua.

k — 1 ~> k: Stosujemy przypadek k = 1 do funkgji h,, := (6=1), Wiemy, ze cigg (h),)22  jest jednostaj-

nie zbiezny do funkcji gy oraz, ciag (h,(cp—1)52; jest zbiezny. Z przypadku k = 1 wynika, ze ciag (h,)>>
jest jednostajnie zbiezny do pewnej funkcji hg € D(P) oraz h{j = gi. Teraz mozemy skorzysta¢ z zalozenia
indukcyjnego (CWICZENTE). O

Definicja 5.7.3. Niech D¥(P, E) := {f € D*(P,E) : f) € B(P,E),j =1,...,k},CE(P,E) :==CF(P,E) N

k .
DE(P, E). W przestrzeni wektorowej Df (P, E)) wprowadzamy norme (Cwiczenig) ||fllpx == Y. |1 f9]p =
§=0

k
S~ sup{[|fY) (x)|| : € P} (zob. Obserwacja 4.6.10(a)).
j=0

Obserwacja 5.7.4. (a) Norma DF(P,E) > f +— max{||fW||p:j =0,...,k} jest rtownowazna normie
1Pk

(b) Jezeli P jest przedziatem zwartym, to Cf (P, E) = C*(P, E).

(c) CF(P, E) jest podprzestrzenia domknieta w D¥ (P, ).

(d) Jezeli E jest przestrzenia Banacha, to (D¥(P, E),|| ||px) jest przestrzenia Banacha i w konsekwencji
(CE(P,E), || || px) jest rtowniez przestrzenia Banacha.

Istotnie, niech (f,,)32, bedzie ciagiem Cauchy’ego w (D¥ (P, E), || ||px). Wtedy ( T(Lﬁ)ff:l) jest ciggiem
Cauchy’ego w B(P, E) dla dowolnego j € {0, ..., k}. Na podstawie Obserwacji 4.6.10(b) istnieje funkcja g; €
B(P, E) taka, ze fT(Lj) — g, jednostajnie na P, j = 0, ..., k. Korzystajac z Twierdzenia 5.7.1 wnioskujemy, ze
fi=go € D¥(P,E)orazg; = f9,j =1,...,k.Stad f, — fw (DF(P,E),| ||px)-

5.8. Funkcje wypukle
Niech P C R bedzie dowolnym nietrywialnym przedzialem nieredukujacym sie do punktu.
Definicja 5.8.1. Funkcje f : P — R nazywamy wypukiq (odp. silnie wypukiq), jezeli
fa+ 1 —=0)b) <tf(a)+ (1 —¢)fO), a,beP,a<b 0<t<1
(odp. f(ta+ (1 —t)b) < tf(a)+ (1 —1t)f(b), a,b€e P, a<b, te(0,1)).
Funkcje f nazywamy wklestq (odp. silnie wklestq), jezeli — f jest wypukia (odp. silnie wypukta).

Obserwacja 5.8.2. Warunek wypuklosci z Definicji 5.8.1 mozna zapisaé w réwnowaznej postaci:

(o) < flay + TO =@

Warunek (1) bedziemy nazywaé warunkiem wypuktosci funkcji f dla przedziatu [a,b] w punkcie x.

(x—a), a,beP,a<b a<z<b. )
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Istotnie, mamy x = ta+(1—t)b dla pewnego ¢ € [0, 1],a wiec (1) to f(ta+(1—¢)b) < f(a)—&—%(ta—i—
(1—=1)b—a) = f(a) + (f(b) — f(a))(1 — ) = tf(a) + (1 — ) f(b).
Cwiczenie 5.8.3. Udowodni¢, ze jezeli f : P — R jest wypukta, to
ftray + - +trar) <tif(ar) + - +teflag), K €Ng, ty,. .t 20, t1+---+t, =1, a1,...,a; € P.
Twierdzenie 5.8.4. Dla f : P — R nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) f jest wypukia (odp. silnie wypukta);
(ii) dla dowolnych a,b,c € P takich, zea < ¢ < b mamy

fle) = fla) _ f(b) — f(c) fle) = fla) _ f(b) — f(o)
c—a S b—c (odp. c—a < b—c )
Dowép. (i) = (ii): ¢ = Z:Za + £%b = ta + (1 — t)b, gdzie t = g:z € (0,1). Zatem z definicji wypuklosci
(odp. silnej wypuklosci) f otrzymujemy
b— — b— —
£(0) < o f(@) + = f(b) (odp. () < 7 fla) + T f (1)),

co daje (ii) (CWICZENIE).
(ii) = (i): Niech a,b € P,a < b, t € (0,1), c :=ta + (1 — t)b € (a,b). Wobec (ii) mamy

flta+(1-)b)—f(a) _ f(b)—f(tat+(1-1)b flta+(1-)b)—f(a)  f(b)—f(ta+(1-1)b)
TEDED b —a) (ode. TEDET b —a) ):

co daje warunek z Definicji 5.8.1 (CWICZENIE). O

Twierdzenie 5.8.5. Kazda funkcja wypukta f : P — R, gdzie P C R jest przedziatlem otwartym, spetnia
lokalnie warunek Lipschitza. W szczegblnosci, jest ciggta.

0, jezeliz €[0,1)

S jest wypukla (Cwiczenig). W
1, jezeliz =1

Obserwacja 5.8.6. Funkcja f : [0,1] — R, f(x) := {
szczeg6lnosci Twierdzenie 5.8.5 nie jest prawdziwe, gdy P nie jest otwarty.

Dowéd Twierdzenia 5.8.5. Niech pg < p < 2/ < 2" < q < qo, [po,qo] C P. Wtedy na podstawie Twierdzenia
5.8.4 mamy

4o 1) = o) fla) = ") _ flao) = 11a)

f@') = fp) _ f@@") = f(z')

< X < X =: B,
P=Po ' —p ' —af q—a" 9 —q
co daje | f(z") — f(2")] < L(z" — '), gdzie M := max{|A|, |B|}. Pokazalismy, ze funkcja f spelnia lokalnie
w P warunek Lipschitza. Jest wiec w szczegdlnosci ciagla. 0

Twierdzenie 5.8.7. Dla funkcji rozniczkowalnej f : P — R nastgpujqce warunki sq rownowazne:
(i) f jest wypukta (odp. silnie wypukia);
(ii) f’ jest rosngca (odp. silnie rosngca).

Dow6b. (ii) = (i): Na mocy Twierdzenia 5.8.4 wystarczy pokazaé, ze dla a,b,c € P, a < ¢ < b, mamy
f)=f(a) ~ f(bg—f(C) (odp =@
= —c ' c—a

g f(bl);f(c) )- Korzystamy z twierdzenia Lagrange’a w = f'(&),
IOZIE) — prg) dlaa < & <c< & <b.
(i) = (ii): Ustalmy a, b € P, a < b. Wiemy, ze (Twierdzenie 5.8.4)

fle) = fla) _ f(b) = f(¢)

~
c—a b—c

, a<c<b.

Biorac raz ¢ — a+, a drugi raz ¢ — b—, dostajemy f'(a) < f/(b).
W przypadku silniej wypuklosci, jezeli juz wiemy, ze f’ jest rosnaca, rowno$¢ f'(a) = f’(b) oznaczalaby,
ze f’ jest stala na [a, b]. Wynika stad, ze f(z) = ax + @ dlaz € [a, b], a taka funkcja nie jest silnie wypukta. O

Twierdzenie 5.8.8. Jezeli P jest przedziatem otwartym i f € D(P) jest funkcjq wypukig, to dla dowolnegoa € P
mamy

f@@) = f(a)+ f(a)(x —a), z€P
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Dowop. Korzystamy z Twierdzenia 5.8.4. Dla x < a < b mamy

fla) = f@) _ ()= J(a)

~
a—1x b—a

Biorac b — a+ dostajemy

xr—a
Dlab < a <  mamy
fla) = f(b) _ f(x) = f(a)
a—2b = T —a
Bioragc b — a— dostajemy

Twierdzenie 5.8.9. Dla f € D?(P) nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) f jest wypukia (odp. silnie wypukta);
(i) f"(z) 20,z € P (odp. f"(x) 20,z € P,orazint{z € P: f"'(z) =0} = @).

Dow6p. Wynika natychmiast z Twierdzen 5.8.7 oraz 5.2.11. O

Przyklad 5.8.10. Funkcja exp jest silnie wypukta. W konsekwencji:

etlzl+...+tnzn < t1611 4+ .4 tnez", n> 2’ T1,..., Ty € ]R7 t1,...,tn € [O’ 1] ty e+t = 1.
Biorac t; = - -+ = t, = 1/n i podstawiajac a; := a4, j = 1, ..., n, dostajemy

Waa, < u7 ai,...,an € Ry.
n

Twierdzenie 5.8.11. Jezeli f : P — R jest wypukia, to

(a) pochodne jednostronne f' (x), fi (x) istniejq dla dowolnego x € @) := int P,

(b) £ (a) < LD < f (b), a0 € Qa <,

(0 fL < [

@ lim f(@) < fl0).a € P\Q

Sxr—a
W szczegblnosci:
() f eC(@)
(f) fi jest funkcjq niemalejgcg,
() fL(x) = fi(x)dlax € Q\ S, gdzie S jest co najwyzej przeliczalny,
(b) f € CT(P).
Odwrotnie, jezeli funkcja f : P — R speinia (a), (c), (f), (h), to f jest wypukia. (11)
W szczegblnosci:
o jezeli f € D(Q)NCI(P), to f jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy f' jest niemalejgca w Q;
o jezeli f € D2(Q)NCT(P), to f jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy f" > 0 wQ.

Dowop. Na wstepie przyjrzyjmy sie warunkom (e), (f), (g), (h):

(e) wynika z (a).

(f) wynika z (a), (b) i (c).

Jezeli f jest niemalejaca, to f’ jest ciagla poza zbiorem co najwyzej przeliczalnym. Z (b) i (c) mamy
filaz—) < fL(z) < fi(z), z € Q (**). Wynika stad, ze pochodna f’(z) istnieje w kazdym punkcie ciaglosci
fi, co daje (g).

(h) wynika z (d).

Zalozmy, ze f : P — R jest wypukla. Korzystajac z wypuklosci funkcji f dla przedzialu [z, z+k] w punkcie
2 + h dostajemy
flx+h) = flz) _ flz+Fk) - fz)
h = k ’

r€Q,0<h<k x+keP.

EH; Oznacza to, ze f jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia (a), (b), (c), (d).
12

Tu i dalej bedziemy stosowa¢ klasyczne oznaczenie p(at) := lim:E p(z).
r—a
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Oznacza to, ze funkcja
flz+h) - f(x)

h
jest niemalejgca. Wynika stad, ze f! () istnieje, —oo < f} (x) < 400 oraz f/ (z) < w Uwaga:
poniewaz jeszcze nie wiemy, czy f! (x) € R, symbol f! () zostal tu uzyty w sposob niezupelnie écisty. Ponownie
korzystajac z wypukloéci dla przedzialu [z — k, z] w punkcie 2z — h, mamy

fle=h) = f(z) _ flz—Fk) — f(z)
h h k ’
Podobnie jak poprzednio wynika stad, ze f’ (z) istnieje, —oo < f’ (z) < 400 oraz W < fL(x).
Wiasnos¢ (b) jest wiec wykazana.
Przechodzimy do wilasnosci (c). Zauwazmy, ze wyniknie z niej natychmiast, ze f, () i f’ () sa skoficzone,
czyli dostaniemy (a). Kolejny raz skorzystamy z wypuklosci dla przedziatu [z — h, z + k] w punkcie z:
flx=h) = f(z) _ flz+k)— fz)
—h h k ’
astad [/ (x) < fi(z), z € Q.
Pozostaje wykazac (d). Przypusémy np., ze b € P jest prawym konicem przedzialu P. Najpierw pokazemy, ze
granica lewostronna f(b—) € R istnieje. Poniewaz f . jest funkcja niemalejaca, mamy nastepujace mozliwosci:
o fL<OwQIub f, > 0w Q: wtedy f jest monotoniczna w @, a stad granica f(b—) istnieje;
e istnieje punkt ¢ € @ taki, ze f} <O0w QN (—o0o,clif} > 0w QN [c,+00): wtedy f jest niemalejaca
w QN [¢, +00); w szczegdlnodci, f(b—) istnieje.
Teraz pokazemy, ze f(b—) < f(b). Niech b’ € P,V < b. Wtedy, korzystajac z wypuklosci dla przedziatu
[b/, b] w punkcie x, dostajemy

fla) < fO0) +

co przy  — b daje f(b—) < f(b).
Podobnie postepujemy, gdy a € P jest lewym koricem przedziatu P — CWICZENIE.

(0,k)> h+—

r€Q, 0<h<k x—keP

reQ, hk>0, z—hx+keP,

f(0) - f(v)

— (x=b), zelt, b,

Zalézmy teraz, ze warunki (a), (c), (f), (h) sa spelnione. Najpierw pokazemy, ze f jest wypukla w Q). Ustalmy
a,b C Q,a < b,iniech

01060, asas

plx) = f(z) = fla) -

Zauwazmy, ze p(a) = ¢(b) = 0. Chcemy pokazad, ze ¢ < 0. Zauwazmy, ze ¢ jest ciggla (wobec (a)). Przypuéémy,
ze p(c) = max[, ;) ¢ > 0 dla pewnego ¢ € (a,b). Mamy wiec M < 0,0 <h <1 astad ¢ (c) <0.
Podobnie, W%W > 0,0 < h < 1,astad ¢’ (c) > 0. Korzystajac z (c), dostajemy ¢’ (c) = 0. Stad, wobec
(f), ¢ jest funkcjg niemalejaca w przedziale [c, b] i w szczegdlnosci, 0 < ¢(c) < ¢(b) = 0 — sprzecznosé.

Teraz pokazemy, ze f jest wypukla w catym przedziale P. Niech a,b € P, a < b,0 < t < 1 beda ustalone.
Zauwazmy, ze ta + (1 — )b € Q. Wiemy, ze f(ta’ + (1 —6)b') < tf(a')+ (1 —t)f(¥)dlaa’, V'] CQ,d < V.
Korzystajac z (h) mamy

f(ta+ (1 —¢)b) < limsup f(ta’ + (1 —)b') < limsup (¢f(a’) + (1 —t) f(b'))

Q3ad' —a Q>a’'—a
Qb —b Q3 —b
< tlimsup f(a') + (1 — ¢) limsup f(b') < tf(a) + (1 —¢)f(b). O
Q3a'—a Q3 —b

5.9. Srednie uogoélnione

Ustalmy n € Ny oraz liczby ay,...,an,t1,...,t, > 0 takie, ze ay,. .., a, sg parami rézne oraz t; + - - - +
t, = 1.Niech a := (a1,...,a,),t := (t1,...,t,). Rozwazmy funkcje

Sa.t 1/z
R, >x+—> (tlaﬂl”+---+tnafl) € Ryg.

Uwaga: Formalnie mozna zrezygnowac z zatozenia, ze ay, . . ., a,, s3 parami rézne, poniewaz (poprzez zmiane n
ity,...,t,) zawsze mozna doprowadzi¢ do sytuacji, w ktérej badz n = 1, badz a4, . . ., a,, sa parami rézne.
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Lemat 5.9.1. () ZEI_POO Sat(z) = max{ar,...,an} =: Sgt(+00).
(b) Tim Sa¢(2) = ai' - ay =: 8a4(0).
(c) xEIEloo Sat(z) =minf{a,...,an} =: 4 t(—00).

Dowdp. (a) i (c) sa elementarne (CWICZENIE).
(b) Zauwazmy, ze S, = exp(¢p), gdzie (z) := LIn(t1a] + - - - + tnal). Granica lir% (x) jest symbolem
o

nieoznaczonym typu %. Stosujemy regule d’Hopitala

. H .. tiaflna; +---+t,al lna,
1 =1 & =t <ty Ilnay,. O
Jim, p() = lim, tiad + -+ tnal 1inag 4ot tn i an
Definicja 5.9.2. Funkcje S, ¢ : R — Ry nazywamy sredniq uogélniong liczb a1, .. . ,a, z wagamity, ..., t,.
Obserwacja 5.9.3. W przypadku, gdy t; = -+ = ¢, := 1/n, niech S, := S, ;. Wtedy dostajemy klasyczne
$rednie:
a% + e + a2
e 5,(2) =4/ ———" = érednia kwadratowa;
n
e S,(1)= it tan $rednia arytmetyczna;
n
e S,(0) = ¥/ay - a, = $rednia geometryczna;
e S, (—1)= % = $rednia harmoniczna.
a + e + o

Uwaga: Definiujac powyzsze Srednie rezygnujemy z zalozenia, ze a; # ay, dla j # k.
Twierdzenie 5.9.4 (CWICZENIE*). (a) Funkcja S,:: R — R jest klasy C*.

(b) Funkcja Sq jest Scisle rosngca.

(c) Istniejg liczby x+ € R takie, ze S, ¢ jest wypukla w przedziale (—co, z_) i wklesta w (x4, 4+00).
Obserwacja 5.9.5. Odnotujmy, ze problem wypuklosci funkcji S, ¢+ jest wysoce nietrywialny. Dla przyktadu,
korzystajac z pomocy komputera mozna tatwo, sprawdzi¢, ze dlan = 4, a; := 0.1635, a2 := 4.7965, a3 =
9.3668, ay := 1.7856, t; := 0.0455, ty := 0.1430, t3 := 0.0007, t4 := 0,8108, mamy co najmniej 5 punktéw
przegiecia.

5.10. Szeregi w przestrzeniach Banacha I

W tym rozdziale (E, || ||) bedzie ustalong przestrzenig Banacha nad K € {R,C}, E # {0}.

n
Definicja 5.10.1. Dla (a,)52, C E definiujemy S,, := Y ag, n € Ny. Pare ((a,,)22, (51)52) nazywamy
k=0

o0
szeregiem. Zwykle, zamiast powyzszej pary, piszemy » . a,,. Element a,, nazywamy n-tym wyrazem szeregu,
n=0

o0
za$ S, nazywamy n-tq sumq czeSciowq szeregu. Szereg » , @, nazywamy:

n=0
(o]
e zbieznym, jezeli S, — S € E. Element S nazywamy wtedy sumgq szeregu i oznaczamy przez » ., an;
n=0

szeregi, ktore nie sg zbiezne nazywamy rozbieznymi

o bezwzglednie zbieznym, jezeli szereg . ||a,|| jest zbiezny;
n=0

o
e bezwarunkowo zbieznym, dla dowolnej bijekcji o : Ny — Ny szereg > a,(,) jest zbiezny oraz
n=0

o0 o0
D Gon) = D Ans
n=0 n=0
e warunkowo zbieznym, jezeli jest zbiezny, ale nie jest bezwarunkowo zbiezny.
o0

OczywiScie mozna réwniez rozwazac szeregi » ., an, gdzie ng € Z.
n=ng

Obserwacja 5.10.2. (a) Nastepujace warunki sg rownowazne:
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(i) szereg > ay, jest zbiezny;
n=0

o0
(ii) dla dowolnego ng € Ny szereg > ay, jest zbiezny;

n=ng

o0
(ili) istnieje ng € Ny takie, ze szereg >, a,, jest zbiezny.

n=nqo
(b) Zob. Przyklad 5.6.11:
o = Z Hak e R;
e sinz = Z (2k+1),m2k+1, r €R;
o cosx =), ((;Bk .z €R;
k=0

x —k-l 1
e In(l4+2z)= Z k ", |z| < 353

!
o (I+a)*=3 (})a" 1(aeR).

k=0

(c) Jezeli (an)S%y C Ry, to nastepujace warunki sa rOwnowazne:
(i) szereg > ay, jest zbiezny;
n=0
(ii) ciag (Sn)S2 jest ograniczony;
(iii) pewien podciag ciagu (S,,)5% jest zbiezny;
(iv) pewien podciag ciagu (S,,)52, jest ograniczony.
W przypadku, gdy (a,,)22, C ]R+,

oo
e zamiast pisac, ze szereg Z ay, jest zbiezny bedziemy pisa¢ Y a, < +00,
nO=OO n=(())o
e zamiast pisaé, ze szereg Y, a, jest rozbiezny bedziemy pisa¢ . a, = +o0.
=0 =0
o0 o0 " " oo
(d) Jezeli szeregi > an, > by sa zbiezne, to dla dowolnych o, 5 € K szereg > (aay, + (by,) jest zbiezny
n=0 n=0 n=0

o0 oo o0
oraz Y (aa, + Bby) =a > an+ 0> by.
n=0 n=0 n=0
(e) Pojecie bezwzglednej zbieznosci nie zalezy od wyboru norm réwnowaznych.

(f) Niech L € L(E,F) (F jest przestrzenig Banacha nad K). Jezeli szereg . a,, jest zbiezny do sumy
n=0

S (odp. bezwzglednie zbiezny, odp. bezwarunkowo zbiezny), to szereg > L(a,) jest zbiezny do sumy L(S)
n=0
(odp. bezwzglednie zbiezny, odp. bezwarunkowo zbiezny).

W konsekwencji, jezeli L € Isom(E, F'), to szereg > a, jest zbiezny (odp. bezwzglednie zbiezny, odp. bez-
n=0

o0
warunkowo zbiezny) wtedy i tylko wtedy, gdy szereg > L(a,,) jest zbiezny (odp. bezwzglednie zbiezny, odp. bez-
n=0

warunkowo zbiezny).

o0
Przyklad 5.10.3 (Szereg harmoniczny). % = +00. Istotnie,
n=1
s 1+1+(1+1)+ +( L +1) e
"= Z )+ (—— 4 = s i,
? 2 \3"1 =141 2n 2% 2n 2

CWICZENIE: Sjgs = 7,485, S1gs = 14,393, S1p0 = 21,301 z doktadnoscia do 0, 001.

Twierdzenie 5.10.4 (Warunek konieczny zbieznosci szeregdw). Fezeli szereg Z an, jest zbiezny, to hm Gp =
n=0
0.
Dowép. Niech S := hIE Sp. Wtedy a,, = S, — Spm1 — S — 5 =0. O
n—-—+0oo
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Przyklad 5.10.5. Szereg geometryczny Y. q", gdzie ¢ € C (0° := 1), jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy
n=0
n+1

lg| < 1. Wtedy Z "= 2> lg| < 1.Istotnie, jezeli |¢| < 1,to S, = 171(1_(1 — l%q. Gdy |gq| > 1, to nie jest

spetniony warunek komeczny zbieznosci szeregow.

o0

Twierdzenie 5.10.6 (Warunek Cauchy’ego zbieznosci szeregow). Szereg > a., jest zbiezny wiedy i tylko wtedy,
n=0

gdy

v5>0 ElnoENo vm>n2no : ||an+1 + -+ amH <e€

Dowop. Poniewaz Sy, — Sy, = an41 + - - - + ap, Wystarczy skorzystac z zupetnosci F. O

Twierdzenie 5.10.7 (Twierdzenie o tasowaniu szeregéw bezwzglednie zbieznych). Kazdy szereg bezwzglednie

zbiezny jest bezwarunkowo zbiezny (w szczegblnosci, jest zbiezny).

Dowép. Niech o : Ny — Ny bedzie dowolna bijekcja i niech ¢ > 0. Z warunku Cauchy’ego dla szeregu

o0
> |lan || wynika, ze istnieje Ny € N takie, ze dla dowolnego zbioru skoniczonego I C Ny, 11 mamy Y [|a,| <

n=0 TLEI

e. Niech N > Ny bedzie takie, ze {0, .. NO} C {0(0),...,0(N)}. Wtedy dla dowolnych m > n > N mamy

{o(n+1),...,0(m)} C Np,11 a stad Z Hag(k)H €. W takim razie szereg Z g (n) spelnia warunek
k=n+ n=0

Cauchy’ego, a wiec Jest zbiezny.
Niech S,, := Z ay, ST = Z @o(k)- Niech € > 0 i niech No, N beda jak powyzej. Wtedy dlan > N
k=0

mamy

I1Sn =Spl < > el + > lak|l < 2. O
ke{No+1,...,n} ke{o(0),...,0(n) \{0,...,No}
Twierdzenie 5.10.8 (Kryterium poréwnawcze). (a) FezeliO0 < a, < by, n € Ny, oraz io b, < 400, to
ne
iﬂ ap < +00.
(b) FezeliO < a,, < by, n € Ny, oraz Zo a, = 400, to Z b, = +oo.
(c) Jezeliay,,b, > 0,n € Ny, < N to ze zbieznosci szeregu (b, )22, wynika zbieznosé

szeregu (a, )52 oraz z rozbieznosci szereg u(a ) 20 wymka rozbieznos¢ szeregu (b, )22 .

Dowép. (a)a0+---+angbo+.,.+bn.
(b)bO+ +b Z a9+ -+ ay, — +o00.
an

(c) Mozemy Zalozyc ze N = 0. Wtedy ¢= = U Onol .. a1 bn O

~
An—1 Qn—2 ao bo

Twierdzenie 5.10.9 (Kryterium asymptotyczne) Niech (an) 20 C Ry, (bn)22, C Rso.

(a) Jezeli Z bn < 400 orazlimsup §* < +00, to Z an < 4o00.

n= O n—+0o0 n=0

) Jezeli Z b, = 400 oraz hminf >0, to Z ay = ~+00.
n=0 n=0

o0 oo
(c) Fezeli (an)S%y, (bn)22y C Rsg oraz lir_sr_l 72 € (0,+00),t0 ) an < +00 <= ) b, < +oo0.
n—oo On n=0 n=0

Dowob. (a) Wobec Obserwacji 2.4.1(e), wnioskujemy, ze istnieje M > 0 takie, ze a,, < Mb,, n > 1. Mozemy
wiec skorzystaé z kryterium poréwnawczego.

(b) Wobec Obserwacji 2.4.1(f), wnioskujemy, ze istnieje M > 0 takie, ze a,, > Mb,,, n > 1,1zndéw mozemy
skorzysta¢ z kryterium poréwnawczego.

(c) wynika z (a) i (b). O

Twierdzenie 5.10.10 (Kryterium kondensacyjne). Jezeli 0 < a,4+1 < apn, n € Ny, to

oo oo
Z a, < 400 <= Z 2" agn < +00.
n=0 n=0
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5.10. Szeregi w przestrzeniach Banacha I

n n
Dowdp. Niech S, := > ag, S = > 2%ay.. Wtedy
k=0 k=0

1 1 1 1
Ja+ §S§L =5u+ §(al +2ag + 2%ag2 + -+ - 4+ 2%agn) = ay + ag + 2a4 + 4ag + - - - 4+ 2" Lagn

<ay+az+ (a3 +aq)+ (a5 +as+ar+ag) + -+ (agn-141 + -+ agn) = San —ag
=a1+ (a2 +a3) + (as +as +ag +az) + -+ (agn-1 + agn-1,1 + -+ agn_1) + agn

79

<ar+2as +4as+ -+ 2" Lagn-1 + 2agn = Sl O

Cwiczenie 5.10.11. Udowodnié¢, ze dla dowolnego p € Na, jezeli 0 < any1 < an, 1 € N, to

o0 o0
Z an < 400 <= Zp”apn < +o00.

n=0 n=0

o0
Przyk}ad 5.10.12 (Szereg harmoniczny rzedu o). Dla o € Rmamy Y L < 400 <= a > 1.
n=1

n

Rzeczywiscie, jezeli a < 1, to n% > % n € N.

(217(1)71'

18

o0
Jezeli @ > 1, to stosujemy kryterium kondensacyjne > 2" (2&)a

n=0 n=0

oo

Cwiczenie 5.10.13. Dla a, 3 € R zbada¢ zbieznoéé szeregu

1
nenf n’

Obserwacja 5.10.14. Korzystajac z Przykladu 5.6.11(d), wiemy sie, ze dla dowolnego h > —1 istnieje § = 6(h)
(0,1) taka, ze In(1+ h) = h — %% Wynika stad, ze 0 < h — In(1 + h) < $h2, h > 0. W szczegdlnosci,
1 1 1
0< f—ln(l—l-f) <, neN.
n n 2n?

Zatem szereg
oo

1 1
S(c-m(1+-))
n n
n=1
jest zbiezny. Zauwazmy, ze
N
1 2 3 N+1
1(1 —)*1 (f ....... 7):1N 1).
z::l AR A G N (N +1)

W szczeg6lnosci, ciag

N N
1 1 1 N+1
)N = (——1 (1 f)) 1
(;n) . ngl n . +n +tho N

jest zbiezny do granicy skonczonej zwanej stata Eulera (13) v~ 0,5772.

€

Twierdzenie 5.10.15 (Kryterium Cauchy’ego zbieznosci szeregow). Niech @ := limsup {/|lan| € [0, 00].
n—-—4oo

Wtedy:

(o]
(@) Jezeliaw < 1,10 Y. |lan| < +oo.

n=0

o0
(b) Jezeliow > 1, to szereg Y a, jest rozbiezny (nie jest spetniony warunek konieczny zbieznosci szeregow).
n=0
(c) Fezeliaw = 1, to nic nie wiadomo.

Dowép. (a) Niech g € («a, 1). Na podstawie Obserwacji 2.4.1(e) mamy {/||a,| < gdlan > N, czyli ||a,|| < ¢,

n > N, istosujemy kryterium poréwnawcze.
(b) Niech g € (1, «). Istnieje podciag (ng)32 , taki, ze "4/||an, || = ¢, k € Ny, a zatem ||a,, || > ¢™* —

k—+o0

+00. Nie jest wiec spelniony warunek konieczny zbieznosci szeregbw.
1 .
(©) an = 1, Gy i = 7

(13) Leonhard Euler (1707-1783).

€. O
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80 5. Pochodna

Twierdzenie 5.10.16 (Kryterium d’Alemberta (14) zbieznosci szeregdw). Niech (a,,)22, C E..

o0
(a) Jezelilimsu M <1, to Y |lan| < +oc.
n=0

M SUP T

o0
(b) Fezeli % > ldlan > no, to szereg > ay jest rozbiezny (nie jest spelniony warunek konieczny
" n=0
zbieznosci szeregow).

o0
M*f” > 1, to szereg > ay, jest rozbiezny (nie jest spelniony warunek konieczny zbieznosci

c) Jezeli lim
() j n—-+oo ”anl n—=0

szeregow).

Dowép. (a) Wystarczy zastosowaé Twierdzenie 2.4.2 i kryterium Cauchy’ego.
(b) Ham” = HanOH > 0dlam > no.
(c) wynika z (b). -

o0
Przyktad 5.10.17. Dla dowolnego z € C szereg ) Zy jest zbiezny.
n=0

Definicja 5.10.18. Definiujemy funkcje eksponens exp : C — C,

o0

e® = expz = exp(z) := Z

n=0

z’l’l

7'7 zeC.
n.

Funkcja ta jest rozszerzeniem na cale C znanej nam funkcji R 3 2 —— €%, co uzasadnia uzycie symbolu e*.
Funkcja exp zostanie szczegbtowo oméwiona w § 6.8.

Obserwacja 5.10.19. (a) W Twierdzeniu 5.10.16(c) nie mozna zastapic¢ hlf przez lim sup. Dla przyktadu,
n—To0 n—+o00
n oo
niech a,, := 2"‘(2;"1) Wtedy > a, < +oo, ale lim sup “;¢ =2>1
n=0 n—-4oo
(b) Kryterium Cauchy’ego jest istotnie mocniejsze niz kryterium d’Alemberta.
Np. w powyzszym przykladzie mamy lim sup {/a, = % <L

n—-+o00

(11) Jean d’Alembert (1717-1783).



