
Sprawy organizacyjne

Literatura

Wykªad b¦dzie w zasadzie �samowystarczalny�. Oto kilka pozycji przydatnej literatury uzupeªniaj¡cej
(wszystkie pozycje zostaªy wydane przez PWN):

Andrzej Birkholc, Analiza matematyczna.
Grigorij Michajªowicz Fichtenholz, Rachunek ró»niczkowy i caªkowy, t. I�III.
Franciszek Leja, Rachunek ró»niczkowy i caªkowy.
Witold Koªodziej, Analiza matematyczna.
Kazimierz Kuratowski, Rachunek ró»niczkowy i caªkowy.
Stanisªaw �ojasiewicz, Wst¦p do teorii funkcji rzeczywistych.
Krzysztof Maurin, Analiza, t. I�II.
Walter Rudin, Podstawy analizy matematycznej.
Walter Rudin, Analiza rzeczywista i zespolona.
Laurent Schwartz, Kurs analizy matematycznej, t. I�II.

Program wykªadu

(1) Symbolika logiczna. Zbiory. Relacje. Odwzorowania.
(2) Zbiory przeliczalne.
(3) Grupy, ciaªa, ciaªa uporz¡dkowane. Konstrukcja Cantora liczb rzeczywistych.
(4) Kresy.
(5) Nieprzeliczalno±¢ R.
(6) Funkcje monotoniczne i okresowe.
(7) Rozszerzony zbiór liczb rzeczywistych.
(8) Liczby zespolone.
(9) Ci¡gi liczbowe.
(10) Pierwiastkowanie i pot¦gowanie.
(11) Liczba e.
(12) Granice górne i dolne.
(13) Przestrzenie metryczne. Przestrzenie zwarte. Metryka Czebyszewa. Przestrzenie spójne. Iloczyn kar-

tezja«ski przestrzeni metrycznych.
(14) Funkcje ci¡gªe. Granica w punkcie. Wªasno±ci funkcji ci¡gªych. Krzywe. Przestrzenie unormowane.
(15) Szeregi liczbowe.
(16) Iloczyny szeregów.
(17) Iloczyny niesko«czone.
(18) Ci¡gi i szeregi funkcyjne.
(19) Iloczyny funkcyjne.
(20) Szeregi pot¦gowe.
(21) Przeliczalne rodziny sumowalne.
(22) Funkcje analityczne I.

Kontynuacje

W semestrze letnim b¦dzie wykªad z Analizy Matematycznej 2 (60 godzin), za± w przyszªym roku
akademickim � wykªady z Analizy Matematycznej 3 (60 godzin) i 4 (60 godzin).
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Sprawy organizacyjne

Zaliczanie ¢wicze«

W semestrze jest 60 godz. ¢wicze«. Limit nieobecno±ci to 20 godzin, w tym limit nieobecno±ci nie-
usprawiedliwionych to 8 godzin.

W przypadku przekroczenia któregokolwiek z tych limitów student otrzymuje ocen¦ NZAL i nie jest
dopuszczony do egzaminów.

Egzaminy

Student, który uzyskaª z zaliczenia ocen¦ > 4, 5 otrzymuje automatycznie tak¡ sam¡ ocen¦ ko«cow¡
z egzaminu, z tym »e student, który ma 4,5 mo»e z wªasnej woli pisa¢ egzamin pisemny, aby poprawi¢
sobie ocen¦ na 5,0.

Terminy egzaminów pisemnych:
• 29.01.2018, godz. 9:00�11:00, sale 0004 (grupy 1�4), 0089 (grupy 5�8); termin gªówny.
• 19.02.2018, godz. 9:00�11:00, sale 0004 (grupy 1�4), 0089 (grupy 5�8); termin poprawkowy.

Egzamin b¦dzie si¦ skªada¢ z 5 zada« i b¦dzie oceniany w skali 0�50 punktów.
Egzamin 19.02.2018 jest dla osób dopuszczonych do zdawania, które b¡d¹ nie zdaªy egzaminu w gªów-

nym terminie, b¡d¹ z jakiego± powodu do niego nie przyst¡piªy w gªównym terminie.
� Studenci, którzy uzyskaj¡ > 26 pkt i mieli zaliczenie na ocen¦ > 3, 0 otrzymuj¡ ocen¦ ko«cow¡

wedªug nast¦puj¡cej tabeli:

Punkty Ocena

26�32 3,0
33�37 3,5
38�42 4,0
43�46 4,5
47�50 5,0

� Studenci, którzy uzyskaj¡ > 34 pkt i mieli zaliczenie na ocen¦ 2,0 otrzymuj¡ ocen¦ ko«cow¡
wedªug nast¦puj¡cej tabeli:

Punkty Ocena

34�41 3,0
42�46 3,5
47�50 4,0

� Pozostali pisz¡cy egzamin otrzymuj¡ ocen¦ ko«cow¡ 2,0.
� Studenci, którzy otrzymali z egzaminu 2,0 i mieli zaliczenie na 4,0 mog¡ si¦ ubiega¢ o dodatkowy

egzamin ustny.



ROZDZIA� 1

Wst¦p

1.1. Symbolika logiczna

Podstawy logiki i teorii zbiorów s¡ przedmiotem wykªadu �Elementy logiki i teorii mnogo±ci�.
Z tego te» powodu ograniczamy si¦ poni»ej do podstawowych de�nicji i oznacze«.

B¦dziemy rozwa»a¢ zdania, o których mo»emy zawsze stwierdzi¢, czy s¡ prawdziwe, czy faªszywe.
Z punktu widzenia logiki istotne jest wyª¡cznie to, czy dane zdanie jest prawdziwe, czy faªszywe. Fakt, i»
zdanie p jest prawdziwe zapisujemy p = 1, za±, gdy jest faªszywe piszemy p = 0. Je»eli p = 1, to mówimy,
»e p ma warto±¢ logiczn¡ 1, je»eli p = 0, to p ma warto±¢ logiczn¡ 0.

Zaprzeczenie (negacj¦) zdania p oznaczamy ∼ p. Oczywi±cie, p = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ∼ p = 1.
Parom zda« (p, q) mo»emy przy pomocy pewnych reguª (funktorów) przyporz¡dkowywa¢ nowe zda-

nia. Podstawowe funktory to:

• Alternatywa (suma logiczna) p ∨ q, inaczej oznaczana �lub�.
• Koniunkcja (iloczyn logiczny) p ∧ q, inaczej oznaczana �i�, lub samym przecinkiem.
• Implikacja (wynikanie) p =⇒ q (p nazywamy poprzednikiem, q nazywamy nast¦pnikiem).
• Równowa»no±¢ (wtedy i tylko wtedy) p⇐⇒ q.

Kwanty�katory:

• Kwanty�kator (du»y) �dla ka»dego� ∀, np. ∀x∈R : x2 > 0.
• Kwanty�kator (maªy) �istnieje� ∃, np. ∃x∈R : x2 = 2.
• Istnieje dokªadnie jeden ∃!, np. ∃!x∈R : x > 0, x2 = 2.

Przy pomocy funktorów i kwanty�katorów mo»emy tworzy¢ bardziej skomplikowane zdania.
Przy de�niowaniu nowych obiektów stosujemy nast¦puj¡ce oznaczenia:
�:=� oznacza równo±¢ z de�nicji ; obiekt de�niowany := obiekt de�niuj¡cy, np. f(x) := x2, ale te»

x2 =: f(x);
�:⇐⇒� oznacza równowa»ny z de�nicji, np. A ⊂ B :⇐⇒ ∀x∈A : x ∈ B.

1.2. Zbiory

Analiza matematyczna korzysta z aksjomatyki ZFC (tzn. aksjomatyki Zermelo
(

1
)
�Fraenkla

(
2
)
+

pewnik wyboru C).
Poj¦cia zbioru oraz nale»enia do zbioru s¡ pierwotne i nie s¡ de�niowane. Zbiór pusty, tzn. zbiór, do

którego nie nale»y »aden element, oznaczamy przez ∅.
• Zawieranie (inkluzja) zbiorów: A ⊂ B :⇐⇒ ∀x∈A : x ∈ B. B¦dziemy te» pisa¢ A ⊃ B, je»eli B ⊂ A.
• Równo±¢ zbiorów: A = B :⇐⇒ A ⊂ B, B ⊂ A. B¦dziemy pisa¢ A  B, je»eli A ⊂ B i A 6= B.
• Zbiór wszystkich podzbiorów zbioru (pot¦ga zbioru) X: P(X) := {A : A ⊂ X}.

Je»eli X = {1, 2}, to P({1, 2}) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}}.
P(∅) = {∅}, P(P(∅)) = {∅, {∅}}, . . . .
Je»eli zbiór X ma N elementów, X = {x1, . . . , xN}, to zbiór P(X) ma 2N elementów.

• Suma zbiorów: Je»eli A,B ⊂ X, to A ∪ B := {x ∈ X : x ∈ A ∨ x ∈ B}. Je»eli A ⊂ P(X), to⋃
A := {x ∈ X : ∃A∈A : x ∈ A}.

(
1
)
Ernst Zermelo (1871�1953).(

2
)
Abraham Fraenkel (1891�1965).
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• Iloczyn (przeci¦cie) zbiorów: Je»eli A,B ⊂ X, to A ∩B := {x ∈ X : x ∈ A, x ∈ B}. Je»eli A ⊂ P(X),
to
⋂
A := {x ∈ X : ∀A∈A : x ∈ A}.

• Ró»nica zbiorów: Je»eli A,B ⊂ X, to A \B := {x ∈ A : x /∈ B};
• Dopeªnienie zbioru A: Je»eli A ⊂ X, to Ac := X \A.

Prawa de Morgana
(

3
)
dla zbiorów:

Je»eli A ⊂ P(X), to (
⋃
A)c =

⋂
Ac, gdzie Ac := {Ac : A ∈ A}.

Analogicznie, (
⋂
A)c =

⋃
Ac.

• Iloczyn kartezja«ski dwóch zbiorów: A×B := {(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}, gdzie (x, y) := {{x}, {x, y}}.
�wiczenie: Udowodni¢, »e (x′, y′) = (x′′, y′′)⇐⇒ x′ = x′′, y′ = y′′.
Je»eli A = B, to zamiast A×A, piszemy cz¦sto A2.

• Iloczyn kartezja«ski sko«czonej liczby zbiorów: A1×· · ·×An := {(x1, . . . , xn) : x1 ∈ A1, . . . , xn ∈ An},
gdzie (x1, . . . , xn) := {{x1}, {x1, x2}, . . . , {x1, . . . , xn}}.

�wiczenie: Udowodni¢, »e (x1, . . . , xn) = (y1, . . . , yn)⇐⇒ x1 = y1, . . . , xn = yn.
Je»eli A1 = · · · = Ak = A, to zamiast A× · · · ×A︸ ︷︷ ︸

k×

piszemy Ak.

• Zbiory liczbowe:
N � zbiór liczb naturalnych 1, 2, . . . , N0 := N ∪ {0}, Nk := {n ∈ N : n > k} (k ∈ N),
Z � zbiór liczb caªkowitych,
Q � zbiór liczb wymiernych,
R � zbiór liczb rzeczywistych,
C � zbiór liczb zespolonych.
Oczywi±cie N ⊂ N0 ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.

• A∗ := A \ {0}, np. Q∗;
A+ := {x ∈ A : x > 0}, np. Z+(= N0);
A>0 := {x ∈ A : x > 0}, np. R>0.
Podobnie de�niujemy A−, A<0.

1.3. Relacje

De�nicja 1.3.1. Relacj¡ (dwuargumentow¡) w zbiorze X nazywamy dowolny zbiór R ⊂ X×X. Zamiast
pisa¢ (x, y) ∈ R piszemy zwykle xRy. Relacj¦ R nazywamy równowa»no±ciow¡, je»eli:

(i) (zwrotno±¢) ∀x∈X : xRx,
(ii) (symetryczno±¢) ∀x,y∈X : (xRy =⇒ yRx),
(iii) (przechodnio±¢) ∀x,y,z∈X : ((xRy, yRz) =⇒ xRz).

Je»eli R ⊂ X ×X jest relacj¡ równowa»no±ciow¡, to dla dowolnego x ∈ X de�niujemy klas¦ równo-
wa»no±ci (abstrakcji) x wzgl¦dem R

[x]R := {y ∈ X : xRy}.
Rodzin¦ X/R := {[x]R : x ∈ X} ⊂ P(X) nazywamy przestrzeni¡ ilorazow¡.

Oczywi±cie, x ∈ [x]R oraz [x]R = [y]R ⇐⇒ xRy (�wiczenie).
�wiczenie: Je»eli X = Z, xRy :⇐⇒ 2|(x− y), to Z/R = {[0]R, [1]R}.

1.4. Odwzorowania

De�nicja 1.4.1. Dane niech b¦d¡ zbiory X oraz Y . Zbiór f ⊂ X × Y nazywamy odwzorowaniem
(funkcj¡), je»eli ∀x∈X ∃!y∈Y : (x, y) ∈ f . Je»eli f ⊂ X × Y jest odwzorowaniem, to piszemy f : X −→
Y . Zamiast pisa¢ (x, y) ∈ f , piszemy y = f(x). Jest to zgodne z tradycyjn¡ de�nicj¡ odwzorowania
f : X −→ Y jako przyporz¡dkowania ka»demu elementowi x ∈ X pewnego elementu y = f(x) ∈ Y ;
X 3 x 7−→ f(x) ∈ Y .
• Dla A ⊂ X de�niujemy obraz A poprzez f jako zbiór f(A) := {f(x) : x ∈ A}. Jest widoczne, »e dla
A ⊂ P(X) mamy f(

⋃
A) =

⋃
f(A), gdzie f(A) := {f(A) : A ∈ A}, oraz f(

⋂
A) ⊂ ⋂ f(A).

�wiczenie: Znale¹¢ przykªad funkcji f : R −→ R oraz zbiorów A,B ⊂ R takich, »e ∅ = f(A ∩
B)  f(A) ∩ f(B) 6= ∅).
(
3
)
Augustus De Morgan (1806�1871).
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• Dla B ⊂ Y de�niujemy przeciwobraz B poprzez f jako zbiór f−1(B) := {x ∈ X : f(x) ∈ B}. Zamiast
pisa¢ f−1({b}) piszemy f−1(b). Jest widoczne, »e dla B ⊂ P(Y ) mamy f−1(

⋃
B) =

⋃
f−1(B), gdzie

f−1(B) := {f−1(B) : B ∈ B}, oraz f−1(
⋂

B) =
⋂
f−1(B).

• Je»eli f : X −→ Y oraz g : Y −→ Z, to odwzorowanie g ◦ f : X −→ Z dane wzorem (g ◦ f)(x) :=
g(f(x)), x ∈ X, nazywamy zªo»eniem odwzorowa« f oraz g.

�wiczenie: Skªadanie odwzorowa« jest ª¡czne, tzn. h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .
• Je»eli f : X −→ Y , to dla A ⊂ X okre±lamy zacie±nienie (zaw¦»enie, restrykcj¦) odwzorowania f do
A jako odwzorowanie f |A : A −→ Y dane wzorem f |A(x) := f(x), x ∈ A.

• Je»eli fj : Xj −→ Y , j = 1, 2, oraz f1|X1∩X2 = f2|X1∩X2 , to odwzorowanie f1 ∪ f2 : X1 ∪X2 −→ Y

dane wzorem (f1 ∪ f2)(x) :=

{
f1(x), gdy x ∈ X1

f2(x), gdy x ∈ X2
nazywamy sklejeniem odwzorowa« f1 i f2.

• Je»eli fj : X −→ Yj , j = 1, . . . , N , to odwzorowanie (f1, . . . , fN ) : X −→ Y1 × · · · × YN dane wzorem
(f1, . . . , fN )(x) := (f1(x) . . . , fN (x)) nazywamy zestawieniem odwzorowa« f1, . . . , fN .

• Je»eli zbiór f(X) jest jednopunktowy, to mówimy, »e f jest odwzorowaniem staªym.

• Odwzorowanie X 3 x idX7−→ x ∈ X nazywamy odwzorowaniem identyczno±ciowym.
Je»eli A ⊂ X, to przez χA,X : X −→ {0, 1} oznaczamy funkcj¦ charakterystyczn¡ zbioru A,

χA,X(x) :=

{
1, gdy x ∈ A
0, gdy x ∈ X \A .

Je»eli zbiór X nie budzi w¡tpliwo±ci, to b¦dziemy pisa¢ χA.
• Odwzorowanie f : X −→ Y nazywamy:

� surjekcj¡, je»eli Y = f(X);
� injekcj¡ (odwzorowaniem ró»nowarto±ciowym), je»eli dowolnych x1, x2 ∈ X z tego, »e f(x1) =

f(x2) wynika, »e x1 = x2 (równowa»nie: je»eli x1 6= x2, to f(x1) 6= f(x2));
� bijekcj¡, je»eli jest równocze±nie injekcj¡ i surjekcj¡.

• Dla bijekcji f : X −→ Y de�niujemy odwzorowanie odwrotne (funkcj¦ odwrotn¡) f−1 : Y −→ X przy
pomocy przepisu f−1(y) = x :⇐⇒ y = f(x). Innymi sªowy: f−1 := {(y, x) ∈ Y ×X : (x, y) ∈ f}.

• �wiczenie: Odwzorowanie f : X −→ Y jest bijekcj¡ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwzorowanie
g : Y −→ X takie, »e g ◦ f = idX oraz f ◦ g = idY .

• �wiczenie: Je»eli f : X −→ Y i g : Y −→ Z s¡ injekcjami (odp. surjekcjami, bijekcjami), to g ◦ f jest
injekcj¡ (odp. surjekcj¡, bijekcj¡).

• �wiczenie: Je»eli f i g s¡ bijekcjami, to (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.
• �wiczenie: Je»eli f : X −→ Y jest bijekcj¡, to f−1 : Y −→ X jest równie» bijekcj¡, (f−1)−1 = f
oraz f−1(B) = f−1(B), gdzie zbiór po lewej stronie rozumiemy jako przeciwobraz zbioru B poprzez
f , za± zbiór po prawej � jako obraz zbioru B poprzez f−1.

De�nicja 1.4.2. Ka»de odwzorowanie f : N −→ X nazywamy ci¡giem w X. Zwykle kªadziemy fn :=
f(n), n ∈ N, i piszemy (fn)∞n=1 ⊂ X lub (fn)n∈N ⊂ X, np. (1/n)∞n=1 ⊂ Q. Podci¡giem ci¡gu f : N −→ X
jest nazywany dowolny ci¡g postaci f ◦ ϕ : N −→ X, gdzie ϕ : N −→ N jest odwzorowaniem takim, »e
ϕ(1) < ϕ(2) < . . . (zauwa»my, »e ϕ musi by¢ injekcj¡). Kªad¡c nk := ϕ(k), k ∈ N, piszemy wtedy, »e
(fnk)∞k=1 jest podci¡giem ci¡gu (fn)∞n=1.

De�nicja 1.4.3. Ka»de odwzorowanie f : I −→ P(X) nazywamy indeksowan¡ rodzin¡ zbiorów (o
zbiorze indeksów I). Rodzin¦ A := {f(i) : i ∈ I} b¦dziemy zapisywa¢ wtedy jako (Ai)i∈I , gdzie Ai :=
f(i), i ∈ I. Ponadto, ⋃

i∈I
Ai :=

⋃
A oraz

⋂
i∈I

Ai :=
⋂
A.

Oczywi±cie ka»da rodzina A ⊂ P(X) mo»e by¢ uwa»ana za rodzin¦ indeksowan¡.

Je»eli I = {k, k+1, . . . , N}, to piszemy
N⋃
j=k

Aj . Je»eli I = {k, k+1, . . . }, to piszemy
∞⋃
j=k

Aj . Podobnie

jak dla sumy zbiorów de�niujemy
N⋂
j=k

Aj i
∞⋂
j=k

Aj .

1.5. Zbiory przeliczalne

Twierdzenie 1.5.1 (Zasada minimum). Niech ∅ 6= A ⊂ N. Wtedy ∃k0∈A ∀k∈A : k0 6 k, tzn. k0 = minA.
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Dowód podamy na ko«cu � 1.8.

Twierdzenie 1.5.2 (Zasada indukcji matematycznej). Niech A ⊂ N0. Je»eli 0 ∈ A oraz

∀k∈N0 (k ∈ A =⇒ k + 1 ∈ A),

to A = N0.

Dowód . Przypu±¢my, »e A  N0 i niech k0 := min(N \ A) (na podstawie zasady minimum). Wobec
de�nicji k0 musi by¢ k0 − 1 ∈ A. St¡d, korzystaj¡c z zaªo»e«, wnioskujemy, »e k0 ∈ A; sprzeczno±¢. �

De�nicja 1.5.3. Dwa zbiory X oraz Y nazywamy równolicznymi, je»eli istnieje bijekcja ϕ : X −→ Y .
Zbiór A nazywamy sko«czonym, je»eli A = ∅ lub A jest równoliczny ze zbiorem {1, . . . , n} dla pewnego
n ∈ N (wtedy mówimy, »e A jest n-elementowy). Zbiory niesko«czone to takie, które nie s¡ sko«czone.
Mówimy, »e A jest przeliczalny, je»eli A jest równoliczny z N; zapisujemy to jako #A = ℵ0. Zbiór A
nazywamy co najwy»ej przeliczalnym, je»eli jest sko«czony lub przeliczalny; zapisujemy to jako #A 6 ℵ0.
Zbiór A nazywamy nieprzeliczalnym, je»eli nie jest co najwy»ej przeliczalny.

Obserwacja 1.5.4. (a) Relacja równoliczno±ci zbiorów jest relacj¡ równowa»no±ciow¡.
(b) Zbiór jest przeliczalny, je»eli wszystkie wyrazy tego zbioru mo»na ustawi¢ w ci¡g ró»nowarto±ciowy.
(c) N0, Z s¡ przeliczalne.

Lemat 1.5.5. (a) Ka»dy niesko«czony zbiór C ⊂ N mo»na ustawi¢ w ci¡g ±ci±le rosn¡cy a : N −→ C,
tzn. a(n) < a(n+ 1), n ∈ N.

(b) Dowolny niesko«czony podzbiór B zbioru przeliczalnego A jest przeliczalny.
(c) Je»eli A jest przeliczalny, za± f : A −→ B jest surjekcj¡, to B jest co najwy»ej przeliczalny.

Dowód . (a) Korzystaj¡c z zasady minimum de�niujemy

a(1) := minC, a(n) := min(C \ {a(1), . . . , a(n− 1)}), n > 2.

Trzeba tylko pokaza¢, »e a : N −→ C jest odwzorowaniem surjektywnym. Oczywi±cie a(1) < a(2) < . . . .
Przypu±¢my, »e c0 ∈ C \ a(N) ⊂ C \ {a(1), . . . , a(n− 1)}. Wtedy n 6 a(n) 6 c0 dla dowolnego n ∈ N, co
daje sprzeczno±¢.

(b) Poniewa» A jest przeliczalny, istnieje bijekcja ϕ : N −→ A. Niech C := ϕ−1(B); jest to zbiór
niesko«czony oraz ϕ|C : C −→ B jest bijekcj¡. Wiemy, »e C mo»na ustawi¢ w ci¡g ±ci±le rosn¡cy
a : N −→ C. Teraz ψ := ϕ ◦ a jest bijekcj¡ N −→ B.

(c) Mo»emy zaªo»y¢, »e A = N oraz, »e B jest niesko«czony. Zauwa»my, »e rodzina {f−1(b) : b ∈
B} skªada si¦ z niepustych zbiorów parami rozª¡cznych. Dla b ∈ B niech g(b) := min f−1(b) (zasada
minimum). Wtedy g : B −→ N jest injekcj¡, a wi¦c B jest przeliczalny. �

Twierdzenie 1.5.6. (a) Zbiór N× N jest przeliczalny.
(b) Zbiór Q jest przeliczalny.

Dowód . (a) Zbiór N× N ustawiamy w niesko«czon¡ tablic¦

(1, 1) −→ (1, 2) (1, 3) −→ (1, 4) . . .
↓ ↑ ↓ . . .

(2, 1) ←− (2, 2) (2, 3) (2, 4) . . .
↓ ↑ ↓ . . .

(3, 1) −→ (3, 2) −→ (3, 3) (3, 4) . . .
↓ . . .

(4, 1) ←− (4, 2) ←− (4, 3) ←− (4, 4) . . .
↓ . . .
· · · · · · · · ·

i teraz wszystkie elementy zbioru N× N ustawimy w ci¡g zgodnie ze strzaªkami.
(b) Wobec (a) zbiór Z×N jest przeliczalny. Odwzorowanie Z×N 3 (`,m) 7−→ `

m ∈ Q jest surjekcj¡.
Teraz korzystamy z Lematu 1.5.5(c). �

Twierdzenie 1.5.7. (a) Zaªó»my, »e rodzina (Ai)i∈I ⊂ P(X) jest taka, »e I 6= ∅, #I 6 ℵ0 oraz
#Ai 6 ℵ0, i ∈ I. Wtedy zbiór A :=

⋃
i∈I

Ai jest co najwy»ej przeliczalny.
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(b) Je»eli X1, . . . , Xn s¡ co najwy»ej przeliczalne, to X1 × · · · ×Xn jest co najwy»ej przeliczalny.

Dowód . (a) Je»eli zbiór I jest sko«czony, to mo»emy przyj¡¢ I = {1, . . . , N}. Je»eli I jest przeliczalny,
to mo»emy przyj¡¢, »e I = N. Dalej, mo»emy przyj¡¢, »e Ai ⊂ {i} ×N, i ∈ I. W takim razie A ⊂ N×N
i mo»emy skorzysta¢ z Twierdzenia 1.5.6(a).

(b) Indukcja wzgl¦dem n. Przypadek n = 1 jest oczywisty. Przechodzimy do kroku indukcyjnego
n n+ 1. Wtedy

X1 × · · · ×Xn+1 =
⋃

xn+1∈Xn+1
X1 × · · · ×Xn × {xn+1}

i mo»emy zastosowa¢ (a) �

Twierdzenie 1.5.8 (Cantor
(

4
)
). Zbiór X wszystkich ci¡gów N −→ {0, 1} jest nieprzeliczalny.

Dowód . Oczywi±cie X jest niesko«czony. Przypu±¢my, »e ustawili±my go w ci¡g a : N −→ X. Teraz
zde�niujemy pewien element x ∈ X:

x(n) := 1− a(n)(n), n ∈ N.
Poniewa», x /∈ a(N) dostajemy sprzeczno±¢. �

Powy»sza metoda dowodu nosi nazw¦ metody przek¡tniowej.

1.6. Grupy, ciaªa, ciaªa uporz¡dkowane

De�nicja 1.6.1. Grup¡ przemienn¡ (abelow¡) nazywamy dowoln¡ par¦ (G, •), gdzie G jest zbiorem
niepustym, za± • : G×G −→ G jest dziaªaniem speªniaj¡cymi nast¦puj¡ce warunki:

(a) ∀a,b,c∈G : (a • b) • c = a • (b • c) (ª¡czno±¢),
(b) ∃e∈G ∀a∈G : a • e = e • a = a (element neutralny),
(c) ∀a∈G ∃a′∈G : a • a′ = a′ • a = e (element odwrotny; je»eli speªnione s¡ warunki (a), (b) i (c), to

mówimy, »e (G, •) jest grup¡),
(d) ∀a,b∈G : a • b = b • a (przemienno±¢).

Ciaªem nazywamy dowoln¡ trójk¦ (F,+, ·), gdzie F jest niepustym zbiorem, za±

+ : F × F −→ F, · : F × F −→ F

s¡ dziaªaniami speªniaj¡cymi nast¦puj¡ce warunki:

(a) (F,+) jest grup¡ przemienn¡ (element neutralny wzgl¦dem + oznaczamy przez 0, za± element od-
wrotny przez −a),

(b) (F∗, ·) jest grup¡ przemienn¡ (element neutralny wzgl¦dem · oznaczamy przez 1, za± element od-
wrotny przez a−1),

(c) ∀a,b,c∈F : a · (b+ c) = a · b+ a · c (rozdzielno±¢ mno»enia wzgl¦dem dodawania).

Mówimy, »e czwórka (F,+, ·, <) jest ciaªem uporz¡dkowanym je»eli (F,+, ·) jest ciaªem, za± < jest
relacj¡ w F tak¡, »e:

(P1) ∀a,b∈F : zachodzi dokªadnie jedna z mo»liwo±ci: a < b, a = b, b < a (spójno±¢),
(P2) ∀a,b,c∈F : ((a < b, b < c) =⇒ a < c) (przechodnio±¢),
(P3) ∀a,b,c∈F : (b < c =⇒ a+ b < a+ c) (zgodno±¢ relacji z dodawaniem),
(P4) ∀a,b,c∈F : (0 < a, b < c) =⇒ a · b < a · c (zgodno±¢ relacji z mno»eniem).

Mówimy, »e ciaªo uporz¡dkowane (F,+, ·, <) speªnia aksjomat ci¡gªo±ci (aksjomat Dedekinda
(

5
)
),

je»eli niemo»liwe jest przedstawienie F = A ∪B, gdzie
(C1) A,B 6= ∅,
(C2) ∀a∈A, b∈B : a < b,
(C3) ∀a∈A ∃a′∈A : a < a′,
(C4) ∀b∈B ∃b′∈B : b′ < b.

(
4
)
Georg Cantor (1845�1918).(

5
)
Julius Dedekind (1831�1916).
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Obserwacja 1.6.2. (Q,+, ·, <) jest ciaªem uporz¡dkowanym, które nie speªnia aksjomatu Dedekinda.
Istotnie, Q = {x ∈ Q : (x 6 0) ∨ (x > 0, x2 < 2)} ∪ {x ∈ Q : x > 0, x2 > 2}.

1.7. Konstrukcja Cantora liczb rzeczywistych

Zakªadamy, »e znamy ciaªo uporz¡dkowane (Q,+, ·, <) wraz ze standardow¡ warto±ci¡ bezwzgl¦dn¡
| | : Q −→ Q+.

De�nicja 1.7.1. Mówimy, »e ci¡g a = (an)∞n=1 ⊂ Q jest ci¡giem Cauchy'ego
(

6
)
, je»eli

∀ε∈Q>0 ∃N∈N ∀m,n>N : |an − am| 6 ε.
Dla ci¡gów a = (an)∞n=1, b = (bn)∞n=1 ⊂ Q de�niujemy

a ∼ b :⇐⇒ ∀ε∈Q>0 ∃N∈N ∀n>N : |an − bn| 6 ε.
Niech

C = {a = (an)∞n=1 ⊂ Q : a jest ci¡giem Cauchy'ego}.

�atwo wida¢, »e ∼ jest relacj¡ równowa»no±ci w C. De�niujemy zbiór liczb rzeczywistych

R := C/∼ .

Konstrukcja 1.7.2 (Budowa struktury zbioru liczb rzeczywistych). Poni»ej a = (an)∞n=1, b = (bn)∞n=1,
c = (cn)∞n=1, d = (dn)∞n=1 ∈ C.

(a) a+ b := (an + bn)∞n=1 ∈ C. Je»eli a ∼ c oraz b ∼ d, to a+ b ∼ c+ d.
(b) Istnieje M ∈ Q+ takie, »e |an| 6M , n ∈ N.

Istotnie, bior¡c w de�nicji ci¡gu Cauchy'ego, ε = 1 wnioskujemy, »e istnieje N ∈ N takie, »e
|an − aN | 6 1 dla n > N . W takim razie wystarczy wzi¡¢ M := max{|a1|, . . . , |aN−1|, |aN |+ 1}.

(c) a · b := (anbn)∞n=1 ∈ C.
Istotnie, niech M ∈ Q+ b¦dzie takie, »e |an|, |bn| 6 M dla n ∈ N. Wtedy |anbn − ambm| 6

M(|an − am|+ |bn − bm|).
(d) Je»eli a ∼ c oraz b ∼ d, to a · b ∼ c · d.

Istotnie, niech M ∈ Q+ b¦dzie takie, »e |bn|, |cn| 6 M dla n ∈ N. Wtedy |anbn − cndn| 6
M(|an − cn|+ |bn − dn|).

(e) Powy»sze wªasno±ci pozwalaj¡ zde�niowa¢ w C/∼ dziaªania dodawania i mno»enia:
[a]∼ + [b]∼ := [a+ b]∼,
[a]∼ · [b]∼ := [a · b]∼.

Jest oczywiste, »e dziaªania te s¡ ª¡czne i przemienne. Ponadto, mno»enie jest rozdzielne wzgl¦dem
dodawania.

(f) Dla r ∈ Q przez r rozumiemy ci¡g staªy rn := r, n ∈ N. Oczywi±cie r ∈ C. Teraz de�niujemy
τ : Q −→ R, τ(r) = [r]∼, r ∈ Q. Zauwa»my, »e τ jest injektywne oraz τ(r1 + r2) = τ(r1) + τ(r2),
τ(r1 · r2) = τ(r1) · τ(r2), czyli τ jest zgodne z dziaªaniami.

(g) Elementy τ(0) = [0]∼ oraz τ(1) = [1]∼ s¡ neutralne odp. wzgl¦dem dodawania i mno»enia. �atwo
te» wida¢, »e element [−a]∼ jest odwrotny do [a]∼ wzgl¦dem dodawania, gdzie −a := (−an)∞n=1.
Krótko: −[a]∼ = [−a]∼.

(h) a 6∼ b⇐⇒ ∃ε0∈Q>0, N∈N : (∀n>N : an > bn + ε0) ∨ (∀n>N : bn > an + ε0).
Istotnie, implikacja �⇐=� jest oczywista. Dla dowodu implikacji �=⇒� wprost z de�nicji relacji ∼

wnioskujemy, »e istnieje ε ∈ Q>0 oraz ci¡g liczb (nk)∞k=1 ⊂ N takie, »e n1 < n2 < . . . i |ank−bnk | > ε.
Niech I+ := {k ∈ N : ank−bnk > ε}, I− := {k ∈ N : bnk−ank > ε}. Co najmniej jeden z tych zbiorów
musi by¢ niesko«czony. Przyjmijmy, »e I+. Zast¦puj¡c ci¡g (nk)∞k=1 stosownym podci¡giem, mo»emy
zaªo»y¢, »e I+ = N. Wobec de�nicji ci¡gu Cauchy'ego istnieje N ∈ N takie, »e |an − am| 6 ε/3
i |bn − bm| 6 ε/3 dla n,m > N . Ustalmy k ∈ N takie, »e nk > N . Wtedy dla n > N mamy

an − bn > ank − bnk − |an − ank | − |bn − bnk | > ε/3 =: ε0.

(
6
)
Augustin Cauchy (1789�1857).
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(i) Niech a 6∼ 0 i niech ε0 ∈ Q>0 oraz N ∈ N b¦d¡ takie, »e |an| > ε0 dla n > N . Zde�niujmy a∗ =
(cn)∞n=1, cn := 0 dla 1 6 n 6 N − 1 i cn := 1/an dla n > N . Wtedy a∗ ∈ C oraz [a]∼ · [a∗]∼ = [1]∼,
czyli, »e [a∗]∼ = [a]−1

∼ .
Istotnie, dla m,n > N mamy |1/an − 1/am| 6 1

ε20
|an − am|.

(j) Wykazali±my, »e (R,+, ·) jest ciaªem.
(k) Wprowadzamy porz¡dek: [a]∼ < [b]∼ :⇐⇒ ∃ε∈Q>0, N∈N : ∀n>N : an + ε 6 bn.

Jest to relacja poprawnie okre±lona, spójna, przechodnia i zgodna z dziaªaniami.
Istotnie, je»eli a ∼ c, b ∼ d, oraz an + ε 6 bn dla n > N , to dobieramy N1 > N takie, »e

|an − cn| 6 ε/3, |bn − dn| 6 ε/3 dla n > N1. Wtedy, dla n > N1 mamy cn + ε/3 6 an + 2ε/3 6
bn − ε/3 6 dn.

(P1) wynika natychmiast z (h).
(P2): Je»eli an + ε1 6 bn dla n > N1 i bn + ε1 6 cn dla n > N2, to bior¡c ε := min{ε1, ε2}, dla

n > max{N1, N2}, mamy an + 2ε 6 bn + ε 6 cn.
(P3): Je»eli bn + ε 6 cn dla n > N , to an + bn + ε 6 an + cn dla n > N .
(P4): Je»eli 0 + ε1 6 an dla n > N1 oraz bn + ε2 6 cn dla n > N2, to dla ε := ε1 · ε2 i

n > max{N1, N2} mamy an · bn + ε 6 an(bn + ε2) 6 an · cn dla n > N .
(l) (R,+, ·, <) jest ciaªem uporz¡dkowanym.

(m) Dla r1, r2 ∈ Q mamy r1 < r2 ⇐⇒ τ(r1) < τ(r2), co oznacza, »e τ jest zgodnie z relacjami <.
(n) Uto»samiamy Q z τ(Q). W szczególno±ci, piszemy 0, 1 zamiast τ(0), τ(1).
(o) W R wprowadzamy relacje 6, >, > oraz warto±¢ bezwzgl¦dn¡ | | : R −→ R:

a 6 b :⇐⇒ (a = b) ∨ (a < b),
a > b :⇐⇒ b < a,
a > b :⇐⇒ (a = b) ∨ (a > b),

|a| :=





a, je»eli a > 0
0, je»eli a = 0
−a, je»eli a < 0

,

(p) Oczywi±cie powy»sza warto±¢ bezwzgl¦dna zgadza si¦ na Q z wyj±ciow¡ warto±ci¡ bezwzgl¦dn¡ dla
liczb wymiernych (|τ(r)| = |r| dla r ∈ Q). �atwo mo»na sprawdzi¢ (�wiczenie), »e dla a, b ∈ R
mamy |a · b| = |a| · |b|, |a+ b| 6 |a|+ |b|.

(q) Wprowadzamy przedziaªy :
[a, b] := {x ∈ R : a 6 x 6 b} dla a 6 b,
[a, b) := {x ∈ R : a 6 x < b}, (a, b] := {x ∈ R : a < x 6 b}, (a, b) := {x ∈ R : a < x < b} dla a < b,
[a,+∞) := {x ∈ R : x > a}, (a,+∞) := {x ∈ R : x > a} dla a ∈ R,
(−∞, b] := {x ∈ R : x 6 b}, (−∞, a) := {x ∈ R : x < b} dla b ∈ R,
(−∞,+∞) := R, ∅,
R+ := [0,+∞), R>0 := (0,+∞), R− := (−∞, 0], R<0 := (−∞, 0).

(r) Je»eli a, b ∈ R, a < b, to istnieje r ∈ Q takie, »e r ∈ (a, b) (g¦sto±¢ Q w R).
Niech an+ ε 6 bn dla n > N1. Dobieramy N2 takie, »e |an−am|, |bn− bm| 6 ε/4 dla n,m > N2.

Niech N = max{N1, N2}, r := aN + ε/2. Dla n > N mamy an + ε/4 6 aN + ε/2 = r < r + ε/4 =
(aN + ε/2) + ε/4 6 bN − ε/4 6 bn.

(s) Speªniony jest aksjomat Dedekinda.
Istotnie, przypu±¢my, »e R = A ∪ B is speªnione s¡ (C1) � (C4). Korzystaj¡c z tych warunków

oraz (r), wnioskujemy, »e istniej¡ liczby r1, s1 ∈ Q, r1 < s1, takie, »e r1 ∈ A, s1 ∈ B. Rozwa»my,
punkt q := 1

2 (r1 + s1). Le»y on albo w A albo w B. Je»eli w A to de�niujemy r2 = q, s2 := s1.
Je»eli le»y w B, to kªadziemy r2 = r1, s2 := q. Powtarzamy procedur¦. Dostajemy ci¡gi r = (rn)∞n=1,
s = (sn)∞n=1 ⊂ Q takie, »e rn ∈ A, sn ∈ B, r1 6 r2 6 . . . 6 rn < sn 6 sn−1 6 . . . 6 s1

i sn − rn = 1
2n−1 (s1 − r1) dla dowolnego n ∈ N. Dla n,m > N mamy |rn − rm| 6 sN − rN .

Wynika st¡d natychmiast, »e r ∈ C. Podobnie s ∈ C. Oczywi±cie, r ∼ s, a wi¦c [r]∼ = [s]∼ =: c.
Przypu±¢my, »e c ∈ A. Niech c′ ∈ A b¦dzie takie, »e c < c′. Wobec (r), musi istnie¢ t ∈ Q takie,
c < t < c′. Oznacza to w szczególno±ci, »e istniej¡ ε ∈ Q>0 i N ∈ N takie, »e rn + ε 6 t < sn dla
n > N , co daje sprzeczno±¢. Przypadek, gdy c ∈ B jest analogiczny (�wiczenie).

(t) (R,+, ·, <) jest ciaªem uporz¡dkowanym speªniaj¡cym aksjomat Dedekinda.
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Mo»na pokaza¢, »e (R,+, ·, <) jest jedynym ciaªem uporz¡dkowanym speªniaj¡cym aksjomat Dede-
kinda takim, »e istnieje odwzorowanie injektywne τ : Q −→ R, które jest zgodne z dziaªaniami i relacjami.
Dokªadniej, je»eli (R̃, +̃, ·̃, <̃) jest ciaªem uporz¡dkowanym speªniaj¡cym aksjomat Dedekinda takim, »e
istnieje odwzorowanie injektywne τ̃ : Q −→ R̃, które jest zgodne z dziaªaniami i relacjami (<, <̃), to
istnieje bijekcja ϕ : R̃ −→ R zgodna z dziaªaniami i relacjami (<̃ i <) taka, »e ϕ ◦ τ̃ = τ .

1.8. Kresy

De�nicja 1.8.1. Niech A ⊂ R. Mówimy, »e A jest ograniczony od góry, je»eli istnieje M ∈ R takie, »e
x 6M dla dowolnego x ∈ A. Ka»d¡ tak¡ liczb¦ M nazywamy ograniczeniem górnym (majorant¡) zbioru
A. Zbiór wszystkich ogranicze« górnych zbioru A oznaczamy MajA.

Mówimy, »e A jest ograniczony od doªu, je»eli istnieje m ∈ R takie, »e m 6 x dla dowolnego x ∈ A.
Ka»d¡ tak¡ liczb¦m nazywamy ograniczeniem dolnym (minorant¡) zbioru A. Zbiór wszystkich ogranicze«
dolnych zbioru A oznaczamy MinA.

Mówimy, »e A jest ograniczony, je»eli jest jednocze±nie ograniczony od doªu i od góry.
Mówimy, »e element a∗ ∈ A jest maksimum zbioru A, je»eli x 6 a∗ dla dowolnego x ∈ A. Piszemy

a∗ = maxA.
Mówimy, »e element a∗ ∈ A jest minimum zbioru A, je»eli a∗ 6 x dla dowolnego x ∈ A. Piszemy

a∗ = minA.
Je»eli zbiór MajA 6= ∅ ma element minimalny, to nazywamy go supremum (kresem górnym) zbioru

A i oznaczamy supA. To znaczy, »e supA := min(MajA).
Je»eli zbiór MinA 6= ∅ ma element maksymalny, to nazywamy go in�mum (kresem dolnym) zbioru

A i oznaczamy inf A. To znaczy, »e inf A := max(MinA).

Obserwacja 1.8.2. (a) Je»eli a ∈ MajA i b > a, to b ∈ MajA. Je»eli a ∈ MinA i b < a, to b ∈ MinA.
(b) MajR = MinR = ∅.
(c) ∅ jest ograniczony, ale nie ma kresów.
(d) supA i inf A s¡ wyznaczone jednoznacznie.
(e) Je»eli maxA (odp. minA) istnieje, to maxA = supA (odp. minA = inf A).
(f) Ka»dy niepusty zbiór sko«czony A ⊂ R ma maksimum i minimum.
(g) maxA = −min(−A), supA = − inf(−A), gdzie −A := {−x : x ∈ A}. Je»eli A jest ograniczony od

góry (odp. od doªu), to −A jest ograniczony od doªu (odp. od góry).
(h) ∅ 6= A ⊂ R jest ograniczony od góry (odp. od doªu) i a0 ∈ R, to nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

• a0 = supA (odp. a0 = inf A);
• a0 ∈ MajA oraz ∀ε>0 ∃a∈A : a > a0 − ε (odp. a0 ∈ MinA oraz ∀ε>0 ∃a∈A : a < a0 + ε).

Twierdzenie 1.8.3. Ka»dy niepusty zbiór A ⊂ R ograniczony od góry (odp. od doªu) ma supremum
(odp. in�mum).

Dowód . Zaªó»my, »e ∅ 6= A ⊂ R jest ograniczony z góry. Niech P := R \MajA, Q := MajA. Wtedy:
P ∪Q = R.
P, Q 6= ∅. Istotnie, P 6= ∅ bo A 6= ∅, za± Q 6= ∅ bo A jest ograniczony z góry.
Je»eli a ∈ P , b ∈ Q, to a < b. Istotnie, gdyby a > b, to wtedy a ∈ Q.
Je»eli a ∈ P , to istnieje b ∈ A takie, »e a < b. Istotnie, gdyby b 6 a dla dowolnego b ∈ A, to a ∈ Q.
Bior¡c a < a′ < b dostajemy a′ ∈ P takie, »e a < a′. Istotnie, gdyby a′ ∈ Q, to a′ > b.
Z zasady ci¡gªo±ci wynika, »e istnieje b0 ∈ Q takie, »e b0 6 b dla dowolnego b ∈ Q, czyli b0 = supA.
Przypadek in�mum przebiega analogicznie (�wiczenie). �

Obserwacja 1.8.4. Zbiór I ⊂ R jest przedziaªem wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x, y ∈ I,
x < y, mamy [x, y] ⊂ I.

Oczywi±cie ka»dy przedziaª ma wy»ej wymienion¡ wªasno±¢. Zaªó»my teraz, »e ∅ 6= I ⊂ R ma t¦
wªasno±¢.
• Je»eli I jest ograniczony, to de�niujemy a := inf I, b := sup I. Gdy a = b, to I = {a} = [a, a].

Je»eli a < b, to, w zale»no±ci od tego, czy a i/lub b nale»¡ do I, mamy I ∈ {[a, b], (a, b], [a, b), (a, b)}.
• Je»eli I jest ograniczony od góry, ale nie jest ograniczony od doªu, to de�niujemy b := sup I.

Wtedy I ∈ {(−∞, b], (−∞, b)}.
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• Je»eli I jest ograniczony od doªu, ale nie jest ograniczony od góry, to de�niujemy a := inf I.
Wtedy I ∈ {[a,+∞), (a,+∞)}.
• Je»eli I nie jest ograniczony ani od góry ani od doªu, to I = R.

Dowód zasady minimum. Niech ∅ 6= A ⊂ N. Wtedy A, jako podzbiór R, jest ograniczony z doªu, a wi¦c
ma in�mum k0. Gdyby k0 /∈ A, to korzystaj¡c z Obserwacji 1.8.2(h), dla dowolnego ε > 0 mieliby±my
(k0, k0 + ε) ∩A 6= ∅, co daje sprzeczno±¢. �

1.9. Nieprzeliczalno±¢ R

Twierdzenie 1.9.1 (Twierdzenie Cantora). Niech In := [an, bn] ⊂ R, In+1 ⊂ In, n ∈ N. Wtedy
∞⋂
n=1

In 6= ∅.

Dowód . Dla dowolnych m,n mamy an 6 bm. Niech A := {a1, a2, . . . }. Jest to zbiór ograniczony z góry.

Niech a := supA. Wtedy an 6 a 6 bn dla dowolnego n. St¡d a ∈
∞⋂
n=1

In. �

�wiczenie 1.9.2. Je»eli w twierdzeniu Cantora ∀ε>0 ∃N∈N : bN − aN 6 ε, to
∞⋂
n=1

In musi by¢ jedno-

punktowy.

Twierdzenie 1.9.3. Dowolny przedziaª I ⊂ R taki, »e #I > 2 jest zbiorem nieprzeliczalnym.

Dowód . Przypu±¢my, »e I = {c1, c2, . . . }. Ustalmy a, b ∈ I, a < b. Je»eli c1 /∈ I0 := [a, b], to kªadziemy
I1 := I0. Je»eli c1 ∈ I0, to dobieramy mniejszy przedziaª I1 = [a1, b1] ⊂ I0 taki, »e a1 < b1 i c1 /∈ I1. Je»eli
c2 /∈ I1, to kªadziemy I2 := I1. Je»eli c2 ∈ I1, to dobieramy mniejszy przedziaª I2 = [a2, b2] ⊂ I1 taki,
»e a2 < b2 i c2 /∈ I2. Powtarzamy rozumowanie. Dostajemy zst¦puj¡cy ci¡g przedziaªów In = [an, bn],

an < bn, n ∈ N taki, »e c1, . . . , cn /∈ In, n ∈ N. Wynika st¡d, »e
∞⋂
n=1

In = ∅ � sprzeczno±¢. �

1.10. Funkcje monotoniczne i okresowe

De�nicja 1.10.1. Niech ∅ 6= A ⊂ R i f : A −→ R. Mówimy, »e f jest rosn¡ca (odp. silnie rosn¡ca),
je»eli dla dowolnych x, y ∈ A st¡d, »e x < y wynika, »e f(x) 6 f(y) (odp. f(x) < f(y)).

Mówimy, »e f jest malej¡ca (odp. silnie malej¡ca), je»eli dla dowolnych x, y ∈ A st¡d, »e x < y
wynika, »e f(x) > f(y) (odp. f(x) > f(y)).

Funkcje rosn¡ce lub malej¡ce nazywamy monotonicznymi. Funkcje silnie rosn¡ce lub silnie malej¡ce
nazywamy silnie monotonicznymi.

Oczywi±cie, powy»sze de�nicje dotycz¡ te» ci¡gów f : N −→ R.
Mówimy, »e funkcja f jest okresowa je»eli istnieje liczba ω > 0 (zwana okresem) taka, »e:
• ∀x∈A : x+ ω, x− ω ∈ A,
• ∀x∈A : f(x+ ω) = f(x).

Je»eli istnieje okres minimalny, to nazywamy go okresem zasadniczym (podstawowym).

Wida¢, »e f jest rosn¡ca (odp. silnie rosn¡ca) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja −f jest malej¡ca
(odp. silnie malej¡ca).

Przykªad 1.10.2. Funkcja f := χQ,R jest okresowa (dowolna liczba ω ∈ Q>0 jest jej okresem), ale f nie
posiada okresu zasadniczego.

1.11. Uzupeªniony (rozszerzony) zbiór liczb rzeczywistych

R := R ∪ {−∞,+∞}, gdzie −∞,+∞ /∈ R i −∞ 6= +∞. Dodawanie i mno»enie rozszerzamy na R
tylko cz¦±ciowo:

a, b ∈ R =⇒ a+ b =

b\a −∞ R +∞
−∞ −∞ −∞ ?
R −∞ a+ b +∞

+∞ ? +∞ +∞
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1. Wst¦p

a, b ∈ R =⇒ a · b =

b\a −∞ R<0 0 R>0 +∞
−∞ +∞ +∞ ? −∞ −∞
R<0 +∞ a · b 0 a · b −∞

0 ? 0 0 0 ?
R>0 −∞ a · b 0 a · b +∞
+∞ −∞ −∞ ? +∞ +∞

Dalej rozszerzamy relacj¦ < na x, y ∈ R:
x < y :⇐⇒ (x, y ∈ R, x < y) ∨ (x = −∞, y ∈ R ∪ {+∞}) ∨ (x ∈ R ∪ {−∞}, y = +∞).
Dostajemy relacj¦ spójn¡ i przechodni¡ (�wiczenie). Mo»emy wi¦c rozszerzy¢ na R relacje 6, > i >.

Dla dowolnych a, b ∈ R, a < b, de�niujemy przedziaªy [a, b], (a, b], [a, b), (a, b). Ponadto, de�niujemy
| ±∞| := +∞.

Poj¦cia MajA, MinA, maxA, minA, supA, inf A przenosimy na A ⊂ R. Poniewa» −∞ 6 x 6 +∞
dla dowolnego x ∈ R, zatem wszystkie zbiory A ⊂ R s¡ ograniczone. Ponadto, je»eli A 6= ∅, to supA
i inf A istniej¡. Istotnie:

je»eli zbiór A ∩ R jest niepusty i ograniczony od góry, to przyjmujemy supA := sup(A ∩ R) (po
prawej stronie bierzemy supremum w �starym� sensie);

je»eli zbiór A ∩ R jest niepusty i nieograniczony od góry, to przyjmujemy supA := +∞;
je»eli +∞ ∈ A, to supA := +∞;
je»eli A = {−∞}, to supA := −∞.

Podobnie dla in�mum (�wiczenie). Odnotujmy, »e sup∅ := −∞, inf ∅ := +∞.

�wiczenie 1.11.1. Odwzorowanie ϕ : R −→ [−1, 1],

ϕ(x) :=

{
x

1+|x| , je»eli x ∈ R
±1, je»eli x = ±∞

jest ±ci±le rosn¡c¡ bijekcj¡.

1.12. Liczby zespolone

W zbiorze C := R× R wprowadzamy dziaªania:
• dodawanie: (x, y) = (u, v) := (x+ u, y + v),
• mno»enie: (x, y) · (u, v) := (xu− yv, xv + yu).

�wiczenie 1.12.1. (C,+, ·) jest ciaªem, przy czym:
• (0, 0) jest elementem neutralnym dla dodawania.
• −(x, y) = (−x,−y).
• (1, 0) jest elementem neutralnym dla mno»enia.

• (x, y)−1 =
(

x
x2+y2 ,−

y
x2+y2

)
dla (x, y) 6= (0, 0).

• Odwzorowanie R 3 x 7−→ (x, 0) ∈ C jest injekcj¡ zgodn¡ z dziaªaniami, co pozwala uto»samia¢
R z podzbiorem C. W konsekwencji x = (x, 0) dla x ∈ R, np. 0 = (0, 0), 1 = (1, 0).
• Niech i := (0, 1) ∈ C; i nazywamy jednostk¡ urojon¡. Wtedy i2 = −1 oraz (x, y) = (x, 0) + (0, 1) ·

(y, 0) = x+ iy.

Je»eli z = x+ iy to:
x =: Re z nazywamy cz¦±ci¡ rzeczywist¡ z,
y =: Im z � cz¦±ci¡ urojon¡ z,
|z| :=

√
x2 + y2 � moduªem (warto±ci¡ bezwzgl¦dn¡) z,

z := x− iy � liczb¡ sprz¦»on¡ z z.

�wiczenie 1.12.2. Niech w, z = x+ iy ∈ C. Wtedy:

(a) z = z,
(b) z = z ⇐⇒ z = x ∈ R,
(c) x = Re z = 1

2 (z + z), y = Im z = 1
2i (z − z),

(d) |z| = |z|,
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(e) |z|2 = z · z,
(f) operator sprz¦»enia C 3 z 7−→ z ∈ C jest zgodny z dziaªaniami, tzn. w + z = w+z oraz w · z = w ·z;

ponadto, 1
z = 1

z dla z 6= 0.
(g) |wz| = |w||z|,
(h) max{|x|, |y|} 6 |z| 6

√
2 max{|x|, |y|}, |z| 6 |x|+ |y|,

(i) (nierówno±¢ trójk¡ta) ||w| − |z|| 6 |w + z| 6 |w|+ |z|,
(j) Funkcja %(z, w) := |z − w| jest odlegªo±ci¡ Euklidesow¡ na C.
(k) Zbiór K(a, r) := {z ∈ C : |z − a| < r} jest koªem otwartym o ±rodku w punkcie a i promieniu r.
(l) Zbiór K(a, r) := {z ∈ C : |z − a| 6 r} jest koªem domkni¦tym o ±rodku w punkcie a i promieniu r.

Twierdzenie 1.12.3 (Nierówno±¢ Schwarza
(

7
)
). Dla dowolnych a1, . . . , an ∈ C, b1, . . . , bn ∈ C mamy

∣∣∣
n∑

j=1

ajbj

∣∣∣
2
6

n∑

j=1

|aj |2
n∑

j=1

|bj |2,

przy czym równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory (a1, . . . , an) oraz (b1, . . . , bn) s¡ C-liniowo
zale»ne.

Dowód . Niech A :=
n∑
j=1
|aj |2, B :=

n∑
j=1
|bj |2, C :=

n∑
j=1

ajbj . Je»eli AB = 0, to twierdzenie jest oczywiste.

Zaªó»my wi¦c, »e AB > 0. Mamy:

0 6
n∑

j=1

|Baj − Cbj |2 =
n∑

j=1

(Baj − Cbj)(Baj − Cbj) =

= B2
n∑

j=1

|aj |2 −BC
n∑

j=1

ajbj − CB
n∑

j=1

bjaj + |C|2
n∑

j=1

|bj |2 =

= B2A−BCC − CBC + |C|2B = B2A−B|C|2 = B(BA− |C|2).

Wynika st¡d natychmiast, »e |C|2 6 AB oraz, »e równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Baj = Cbj ,
j = 1, . . . , n. �

(
7
)
Hermann Schwarz (1789�1857).





ROZDZIA� 2

Ci¡gi liczbowe

2.1. Ci¡gi liczbowe

W tym rozdziale b¦dziemy rozwa»a¢ tylko ci¡gi liczbowe (an)∞n=1 ⊂ K, gdzie K ∈ {R,C}. W przy-
padku, gdy K = C mówimy o ci¡gach zespolonych, za± w przypadku K = R � o ci¡gach rzeczywistych.

Obserwacja 2.1.1. W praktyce ci¡g mo»emy zada¢ na nast¦puj¡ce sposoby:

• Wzorem ogólnym, np. an := 1/n lub an := n.
• Wzorem rekurencyjnym, np.

a1 = a, an+1 := an + r, n ∈ N (ci¡g arytmetyczny), lub
a1 = a, an+1 := anq, n ∈ N (ci¡g geometryczny), lub
a1 := 0, a2 := 1, an+1 := an−1 + an, n ∈ N2 (ci¡g Fibonacciego

(
1
)
, 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . ).

Oczywi±cie, bardzo cz¦sto ci¡g dany wzorem rekurencyjnym mo»e by¢ równie» zadany wzorem
ogólnym (np. an := a+ (n− 1)r, czy an := aqn−1), cho¢ wzór rekurencyjny jest na ogóª prostszy.

�wiczenie. Znale¹¢ wzór ogólny dla ci¡gu Fibonacciego.
• Poprzez opis, np. an := n-ta liczba pierwsza.

De�nicja 2.1.2. Mówimy, »e ci¡g (an)∞n=1 ⊂ C jest zbie»ny do liczby a ∈ C, je»eli
∀ε>0 ∃N∈N ∀n>N : |an − a| 6 ε.

(
2
)

(*)

Piszemy wtedy a = lim
n→+∞

an lub an −→ a, a liczb¦ a nazywamy granic¡ ci¡gu.

Mówimy, »e ci¡g (an)∞n=1 ⊂ C jest ci¡giem Cauchy'ego, je»eli

∀ε>0 ∃N∈N ∀n,m>N : |an − am| 6 ε.
Obserwacja 2.1.3. Jest rzecz¡ widoczn¡, i» sko«czona liczba pocz¡tkowych wyrazów ci¡gu nie ma
wpªywu na jego zbie»no±¢ (i na granic¦) oraz na to, czy ci¡g jest Cauchy'ego. Mówimy, »e wªasno±¢ W
zachodzi dla prawie wszystkich wyrazów ci¡gu (an)∞n=1, je»eli istnieje N ∈ N takie, »e an ma wªasno±¢
W dla n > N . Z tego te» powodu poni»ej, gdy zakªadamy, »e jaka± wªasno±¢ zachodzi dla wszystkich
wyrazów ci¡gu, mo»emy zaªo»y¢, »e zachodzi dla prawie wszystkich wyrazów.

Obserwacja 2.1.4 (�wiczenie). (a) Ci¡g mo»e by¢ zbie»ny tylko do jednej granicy.
(b) Je»eli an = c = const, n ∈ N, to an −→ c.
(c) 1/n −→ 0.
(d) Ka»dy ci¡g zbie»ny jest ci¡giem Cauchy'ego.

Istotnie, |an − am| 6 |an − a|+ |am − a|.
(e) Ka»dy ci¡g Cauchy'ego jest ograniczony, tzn. istnieje C > 0 takie, »e |an| 6 C dla n ∈ N.

Istotnie, je»eli |an − am| 6 1 dla n,m > N , to |an| 6 max{|a1|, . . . , |aN−1|, |aN |+ 1}, n ∈ N.
(f) Je»eli an −→ a, to |an| −→ |a|.

Istotnie,
∣∣|an| − |a|

∣∣ 6 |an − a|.
(g) Je»eli an −→ a oraz |an| 6 C, n ∈ N, to |a| 6 C.

Istotnie, |a| 6 |an|+ |an − a| 6 C + |an − a|.
(
1
)
Leonardo Fibonacci (1175�1250).(

2
)
Innymi sªowy: ∀ε>0 ∃N∈N ∀n>N : an ∈ K(a, ε). Zauwa»my, »e warunek (*) jest równowa»ny warunkowi

∀ε>0 ∃N∈N ∀n>N : |an − a| < ε.

17
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(h) Je»eli an −→ a, to αan −→ αa dla dowolnego α ∈ C.
Istotnie, |αan − αa| = |α||an − a|.

(i) Je»eli an −→ a, bn −→ a, to an + bn −→ a+ b.
Istotnie, |an + bn − (a+ b)| 6 |an − a|+ |bn − b|.

(j) Dla (an)∞n=1, (bn)∞n=1 ⊂ R oraz a, b ∈ R mamy: an + ibn −→ a+ ib⇐⇒ an −→ a, bn −→ b.
Podobnie, ci¡g (an + ibn)∞n=1 (an, bn ∈ R, n ∈ N) jest ci¡giem Cauchy'ego wtedy i tylko wtedy,

gdy (an)∞n=1 i (bn)∞n=1 s¡ ci¡gami Cauchy'ego.
Istotnie, |an+ ibn−(a+ ib)| 6 |an−a|+ |bn−b| oraz max{|an−a|, |bn−b|} 6 |an+ ibn−(a+ ib)|.

(k) Je»eli an −→ a, bn −→ a, to anbn −→ ab.
Istotnie, wiemy, »e ci¡gi (an)∞n=1 i (bn)∞n=1 s¡ ograniczone. Niech |an|, |bn| 6 C, n ∈ N. Wtedy

|anbn − ab| 6 |an − a||bn|+ |a||bn − b| 6 C(|an − a|+ |bn − b|).
(l) Je»eli an −→ a i a 6= 0, to 1/an −→ 1/a.

Istotnie, istnieje N ∈ N takie, »e |an| > |a|/2, n > N . Wtedy dla n > N mamy | 1
an
− 1

a | =
|an−a|
|ana| 6

4
|a|2 |an − a|.

(m) Dla (an)∞n=1, (bn)∞n=1 ⊂ R oraz a, b ∈ R, je»eli an −→ a, bn −→ b i a < b, to an < bn dla prawie
wszystkich n ∈ N.

(n) Dla (an)∞n=1, (bn)∞n=1 ⊂ R oraz a, b ∈ R, je»eli an −→ a, bn −→ b i an 6 bn dla prawie wszystkich
n ∈ N, to a 6 b.

(o) (Twierdzenie o trzech ci¡gach) Je»eli an 6 bn 6 cn dla prawie wszystkich n ∈ N, oraz an −→ g
i cn −→ g, to bn −→ g.

(p) Je»eli ci¡g (an)∞n=1 ⊂ R jest rosn¡cy i ograniczony od góry, to jest zbie»ny i lim
n→+∞

an = sup{a1, a2, . . . }.
(q) Je»eli ci¡g (an)∞n=1 ⊂ R jest malej¡cy i ograniczony od doªu, to jest zbie»ny i lim

n→+∞
an = inf{a1, a2, . . . }.

(r) Je»eli an −→ a, to ank −→ a dla dowolnego podci¡gu (ank)∞k=1.
Istotnie, je»eli |an − a| 6 ε dla n > N , to |ank − a| 6 ε dla k > N (poniewa» nk > k).

(s) Je»eli ci¡g (an)∞n=1 ⊂ R jest monotoniczny, to nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
(i) ci¡g (an)∞n=1 jest zbie»ny;
(ii) ci¡g (an)∞n=1 jest ograniczony;
(iii) istnieje podci¡g (ank)∞k=1 zbie»ny;
(iv) istnieje podci¡g (ank)∞k=1 ograniczony.

(t) Podci¡g ci¡gu Cauchy'ego jest ci¡giem Cauchy'ego.
(u) Je»eli (an)∞n=1 jest ci¡giem Cauchy'ego oraz ank −→ a, to an −→ a.

Istotnie, je»eli |an−am| 6 ε/2 dla n > N i |ank −a| 6 ε/2 dla k > N , to |an−a| 6 |an−anN |+
|anN − a| 6 ε dla n > N .

(v) Je»eli N = A ∪ B, gdzie A ∩ B = ∅, A = {n1, n2, . . . }, n1 < n2 < . . . , B = {m1,m2, . . . },
m1 < m2 < . . . , oraz ank −→ a i amk −→ a, to an −→ a.

Obserwacja 2.1.5 (�wiczenie). Rozwa»my ci¡g geometryczny (qn)∞n=1, gdzie q ∈ C. Wtedy:
• dla |q| < 1 ci¡g jest zbie»ny do 0,
• dla |q| > 1 ci¡g jest rozbie»ny,
• dla q = 1 ci¡g jest zbie»ny do 1,
• dla q = −1 ci¡g jest rozbie»ny.

Twierdzenie 2.1.6 (Twierdzenie Bolzano
(

3
)
�Weierstrassa

(
4
)
). Z dowolnego ci¡gu ograniczonego

mo»na wybra¢ podci¡g zbie»ny.
W szczególno±ci, ka»dy ci¡g Cauchy'ego jest zbie»ny.

Dowód . Wystarczy rozwa»y¢ ci¡g rzeczywisty (an)∞n=1 ⊂ R. Istotnie, zaªó»my, »e to wiemy i niech (an +
ibn)∞n=1 b¦dzie zespolonym ci¡giem Cauchy'ego. Wiemy, »e (an)∞n=1 i (bn)∞n=1 s¡ rzeczywistymi ci¡gami
Cauchy'ego. W takim razie ank −→ a dla pewnego podci¡gu (nk)∞k=1. Ci¡g (bnk)∞k=1 jest równie» ci¡giem
Cauchy'ego. W takim razie istnieje jego podci¡g (bnk` )

∞
`=1 zbie»ny do pewnego b. Oczywi±cie, ank` −→ a.

Ostatecznie, ank` + ibnk` −→ a+ ib.

(
3
)
Bernhard Bolzano (1781�1848).(

4
)
Karl Weierstrass (1815�1897).
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Wracamy do ci¡gu rzeczywistego. Mo»emy zaªo»y¢, »e −c 6 an 6 c, n ∈ N, dla pewnego c > 0. Niech
I1 = [p1, q1] := [−c, c], n1 := 1. Który± z przedziaªów [−c, 0] lub [0,+c] musi zawiera¢ niesko«czenie wiele
wyrazów ci¡gu. Oznaczamy go przez I2 = [p2, q2] i wybieramy n2 > 1 takie, »e an2 ∈ I2. Teraz dzielimy
I2 na póª i powtarzamy rozumowanie. Dostajemy zst¦puj¡cy ci¡g przedziaªów Ik = [pk, qk], k ∈ N,
i podci¡g pk 6 ank 6 qk, k ∈ N. Zauwa»my, »e ci¡g (pk)∞k=1 jest rosn¡cy i ograniczony, za± ci¡g (qk)∞k=1
jest malej¡cy i ograniczony. Wiemy, »e pk −→ p, qk −→ q oraz qk − pk = c

2k−2 . St¡d p = q. Teraz
z twierdzenia o trzech ci¡gach wnioskujemy, »e ank −→ p. �

De�nicja 2.1.7. Niech (an)∞n=1 ⊂ R. Mówimy, »e ci¡g (an)∞n=1 jest zbie»ny do +∞ (odp. −∞), je»eli

∀M∈R ∃N∈N ∀n>N : an >M (odp. an 6M);

piszemy wtedy lim
n→+∞

an = +∞ (odp. −∞), lub an −→ +∞ (odp. −∞).

Obserwacja 2.1.8. Korzystaj¡c z Obserwacji 1.8.2(h) dostajemy nast¦puj¡cy wa»ny wynik.
Niech ∅ 6= A ⊂ R b¦dzie ograniczony z góry (odp. z doªu). Wtedy istnieje ci¡g rosn¡cy (odp. male-

j¡cy) (an)∞n=1 ⊂ A taki, »e an −→ supA (odp. an −→ inf A).

Niech (an)∞n=1, (bn)∞n=1 ⊂ R, an −→ a ∈ R, bn −→ b ∈ R. Pojawiaj¡ si¦ naturalne pytania, czy i do
czego s¡ zbie»ne ci¡gi an + bn, anbn, an/bn.

Obserwacja 2.1.9. (a) Je»eli a+ b ma sens, to an + bn −→ a+ b.
Istotnie, przypadek a, b ∈ R jest nam ju» znany. Przyjmijmy, »e np. a ∈ R, b = +∞. Wtedy

a+ b = +∞. Ci¡g (an)∞n=1 musi by¢ ograniczony, |an| 6 C, n ∈ N. Je»eli bn > 2M dla n > N i dla
pewnego M > C, to an + bn > 2M − C >M , n > N , a wiec an + bn −→ +∞.

Podobnie post¦pujemy w przypadkach (a = +∞, b ∈ R), (a ∈ R, b = −∞), (a = −∞, b ∈ R) �
�wiczenie.

Je»eli a = ±∞, b = ∓∞ dostajemy symbol nieoznaczony ∞−∞. Nieoznaczono±¢ tego symbolu
rozumiemy w ten sposób, »e:

� dla dowolnego g ∈ R istniej¡ ci¡gi (an)∞n=1, (bn)∞n=1 ⊂ R takie, »e an −→ +∞, bn −→ −∞
i an + bn −→ g,

� istniej¡ ci¡gi (an)∞n=1, (bn)∞n=1 ⊂ R takie, »e an −→ +∞, bn −→ −∞ i ci¡g (an + bn)∞n=1 nie
jest zbie»ny (ani do granicy sko«czonej, ani niesko«czonej).

�wiczenie: Zilustrowa¢ powy»sze przypadki konkretnymi przykªadami.
(b) Je»eli a · b ma sens, to an · bn −→ a · b.

Je»eli (a = 0, b = ±∞) lub (a = ±∞, b = 0) dostajemy symbol nieoznaczony 0 · ∞.
(c) Je»eli ab ma sens, to an

bn
−→ a

b .
Je»eli a = b = 0, dostajemy symbol nieoznaczony 0

0 . Je»eli a, b ∈ {−∞,+∞}, dostajemy symbol
nieoznaczony ∞∞ .

�wiczenie: W (b) i (c) uzupeªni¢ dowody oraz zilustrowa¢ �nieoznaczono±¢� stosownymi przy-
kªadami.

2.2. Pierwiastkowanie i pot¦gowanie

Twierdzenie 2.2.1. Dla dowolnych a ∈ R+ i n ∈ N istnieje dokªadnie jedna liczba p ∈ R+ taka, »e
a = pn.

Piszemy p =: n
√
a i nazywamy p pierwiastkiem n-tego stopnia z a.

Dowód . Przypadek a = 0 jest oczywisty. Zakªadamy, »e a > 0 oraz n > 2. Jedyno±¢ wynika z tego, »e
je»eli 0 < p1 < p2, to pn1 < pn2 (korzystamy z (P4)). Przypadek a = 1 jest oczywisty, wi¦c zakªadamy
dalej, »e a 6= 1. Zauwa»my, »e mo»emy równie» zaªo»y¢, »e a > 1. Istotnie, je»eli przyjmiemy, »e umiemy
ju» oblicza¢ pierwiastek n-tego stopnia dla a > 1 i we¹miemy 0 < a < 1, to wtedy wiemy, »e istnieje
q ∈ R>0 takie, »e qn = 1/a, a st¡d (1/q)n = a. Niech wi¦c a > 1. Aby wykaza¢ istnienie p de�niujemy

A := {q ∈ R>0 : qn 6 a}.
Oczywi±cie, 1 ∈ A. Ponadto, je»eli q ∈ A, to q 6 a (dla q > a, na podstawie (P4) mamy qn > an > a),
a wi¦c A jest ograniczony z góry. Niech p := supA. Wiemy, »e istnieje rosn¡cy ci¡g (qs)∞s=1 ⊂ A taki, »e
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qs −→ p. St¡d qns −→ pn 6 a, a wi¦c p ∈ A. Poka»emy, »e gdyby byªo pn < a, to wtedy dla pewnego
h > 0 mieliby±my (p+ h)n < a, co prowadzi do sprzeczno±ci. Istotnie,

(p+ h)n − pn = h
(
(p+ h)n−1 + (p+ h)n−2p+ · · ·+ pn−1) < nh(p+ h)n−1.

Bior¡c h := min
{

1, a−pn
n(p+1)n−1

}
, dostajemy (p+ h)n < pn + hn(p+ h)n−1 6 a. �

Obserwacja 2.2.2 (�wiczenie). Dla a, b > 0 oraz m,n ∈ N mamy:

(a) n
√
ab = n

√
a n
√
b.

(b) nm
√
a = m

√
n
√
a.

(c) Je»eli b > 0, to n
√

a
b =

n
√
a

n√
b
.

(d) Je»eli a < b, to n
√
a < n

√
b.

(e) Je»eli R+ 3 as −→ a, to n
√
as −→ n

√
a.

Istotnie, przypadek a = 0 jest elementarny (�wiczenie). Je»eli a > 0, to istnieje N ∈ N takie,
»e as > a/2 dla s > N . Wtedy dla s > N mamy

| n√as − n
√
a| = |as − a|

( n
√
as)n−1 + ( n

√
as)n−2 n

√
a+ · · ·+ ( n

√
a)n−1 6

|as − a|
n( n
√
a/2)n−1

.

(f) Je»eli 0 < a < 1, to n
√
a < n+1

√
a.

(g) Je»eli a > 1, to n
√
a > n+1

√
a.

Obserwacja 2.2.3. Je»eli n jest nieparzyste, to de�nicj¦ n
√
a mo»na rozszerzy¢ do a < 0, kªad¡c n

√
a :=

− n
√−a. Istotnie, (− n

√−a)n = (−1)n · (−a) = a. Nie b¦dziemy korzysta¢ z tego rozszerzenia.

De�nicja 2.2.4. Dla a > 0 i q := `/m ∈ Q, ` ∈ Z, m ∈ N, kªadziemy aq := ( m
√
a)`.

�atwo sprawdzi¢ (�wiczenie), »e de�nicja jest poprawna, tzn. nie zale»y od przedstawienia liczby
q w postaci uªamka.

Obserwacja 2.2.5 (�wiczenie). Dla a, b > 0 i q, q1, q2 ∈ Q mamy:
(a) 1q = 1.
(b) a0 = 1.
(c) (a · b)q = aq · bq.
(d) aq1+q2 = aq1 · aq2 ; w szczególno±ci, a−q = 1/aq.
(e) (aq1)q2 = aq1q2 .
(f) Je»eli q > 0 i a < b, to aq < bq; w szczególno±ci, dla q ∈ Q>0, funkcja R>0 3 x 7−→ xq ∈ R>0 jest

±ci±le rosn¡ca.
(g) Je»eli q < 0 i a < b, to aq > bq; w szczególno±ci, dla q ∈ Q<0, funkcja R>0 3 x 7−→ xq ∈ R>0 jest

±ci±le malej¡ca.
(h) Je»eli a > 1 i q1 < q2, to aq1 < aq2 ; w szczególno±ci, dla a > 1, funkcja Q 3 x 7−→ ax ∈ R>0 jest

±ci±le rosn¡ca.
(i) Je»eli 0 < a < 1 i q1 < q2, to aq1 > aq2 ; w szczególno±ci, dla 0 < a < 1, funkcja Q 3 x 7−→ ax ∈ R>0

jest ±ci±le malej¡ca.

Obserwacja 2.2.6. Teraz stoimy przed pewnym wyborem dotycz¡cym de�nicji ax dla x ∈ R. Mamy
dwie drogi:
• Odªo»y¢ de�nicj¦ ax do momentu wprowadzenia funkcji eksponens w � 5.6.1 i zde�niowa¢ ax := ex ln a,
x ∈ R.

• Zde�niowa¢ ju» teraz ax, by¢ mo»e mniej elegancko ni» w � 5.6.1, ale za to uzyskuj¡c ju» teraz mo»liwo±¢
korzystania z takich pot¦g.

Wybieramy drug¡ drog¦.

De�nicja 2.2.7. Dla liczb a > 1, x ∈ R de�niujemy

ax := sup{aq : q ∈ Q : q 6 x}
(�wiczenie: zbiór po prawej stronie jest niepusty i ograniczony od góry). Dla 0 < a < 1, x ∈ R,
de�niujemy ax :=

(
1
a

)−x
.

W wyra»eniu ax liczb¦ a nazywamy podstaw¡, za± liczb¦ x wykªadnikiem pot¦gi ax.
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Obserwacja 2.2.8. (a) Je»eli x ∈ Q, to powy»sze ax zgadza si¦ z poprzedni¡ de�nicj¡.
(b) 1x = 1 dla dowolnego x ∈ R.
(c) Dla a > 1 oraz x ∈ R istnieje ci¡g (qn)∞n=1 ⊂ Q taki, »e qn ↗ x oraz aqn ↗ ax.

Istotnie, przypadek x ∈ Q jest trywialny. Je»eli x /∈ Q, to, wobec de�nicji ax, istnieje ci¡g
(qn)∞n=1 ⊂ Q taki, »e aqn ↗ ax. Wobec, Obserwacji 2.2.5(h) musi by¢ qn 6 qn+1, n ∈ N. Gdyby
qn −→ x∗ < x, to dla b, c ∈ Q, x∗ < b < c < x mieliby±my ac > ab > aqn , n ∈ N, a wi¦c ab > ac > ax;
sprzeczno±¢.

Twierdzenie 2.2.9. Niech a > 0, (bn)∞n=1 ⊂ Q.
(a) n
√
a −→ 1.

(b) Je»eli bn −→ ±∞, to a1/bn −→ 1.
(c) Je»eli bn −→ 0, to abn −→ 1.
(d) Je»eli bn −→ x ∈ R, to abn −→ ax.

Dowód . (a) Przypadek a = 1 jest trywialny. Transformacja ax = ( 1
a )−x sprowadza dowód do przypadku

a > 1. Niech n
√
a = 1 + δn, n ∈ N. Chcemy pokaza¢, »e δn −→ 0. Mamy a = (1 + δn)n > 1 +nδn. Wynika

st¡d, »e 0 < δn 6 (a− 1)/n, n ∈ N, i teraz wystarczy skorzysta¢ z twierdzenia o trzech ci¡gach.
(b) Mo»emy zaªo»y¢, »e a > 1, bn −→ +∞. Mo»emy równie» zaªo»y¢, »e bn > 1, n ∈ N. Niech kn ∈ N

b¦dzie takie, »e kn 6 bn < kn + 1, n ∈ N. Zauwa»my, »e kn −→ +∞. Wobec (a) dostajemy a1/kn −→ 1.
Poniewa» 1 < a1/bn 6 a1/kn , wystarczy skorzysta¢ z twierdzenia o trzech ci¡gach.

(c) Wynika z (b) � wyrazy ci¡gu (bn)∞n=1 dzielimy na trzy grupy: wyrazy dodatnie, równe zero
i ujemne. Je»eli grupa dodatnia jest niesko«czona, to stosujemy do niej (b). Je»eli grupa ujemna jest
niesko«czona, to korzystamy z (b) dla wyrazów przeciwnych � zob. Obserwacja 2.1.4(v).

(d) Wobec de�nicji ax mo»emy zaªo»y¢, »e a > 1. Niech (qn)∞n=1 ⊂ Q b¦dzie taki, jak w Obserwacji
2.2.8(c). Wtedy, na podstawie (c), mamy abn = aqn · abn−qn −→ ax. �
Przykªad 2.2.10. Niech a1, . . . , ak > 0. Wtedy lim

n→∞
n
√
an1 + an2 + · · ·+ ank = max{a1, . . . , ak}.

Istotnie, mo»emy zaªo»y¢, »e max{a1, . . . , ak} = ak. Wtedy

ak 6 n
√
an1 + an2 + · · ·+ ank 6 n

√
kank = n

√
kak −→ ak.

W kolejnym kroku uogólnimy Twierdzenie 2.2.9 na dowolne ci¡gi (bn)∞n=1 ⊂ R.
Twierdzenie 2.2.11. Niech a > 0, (bn)∞n=1 ⊂ R.
(a) Dla dowolnego ci¡gu (bn)∞n=1, je»eli bn −→ +∞, to a1/bn −→ 1.
(b) Dla dowolnego ci¡gu (bn)∞n=1, je»eli bn −→ 0, to abn −→ 1.
(c) Je»eli bn −→ b, to abn −→ ab.
(d) Je»eli ci¡g (bn)∞n=1 jest ograniczony i an −→ 1, to abnn −→ 1.
(e) Je»eli bn −→ b, an −→ a, to abnn −→ ab.

Dowód . (a) Mo»emy zaªo»y¢, »e a > 1 i bn > 1, n ∈ N. Niech kn ∈ N b¦dzie takie, »e kn 6 bn < kn + 1,
n ∈ N. Zauwa»my, »e kn −→ +∞. Poniewa» 1 < a1/bn 6 a1/kn , wystarczy skorzysta¢ z twierdzenia o
trzech ci¡gach.

(b) wynika z (a).
(c) Mo»emy zaªo»y¢, »e a > 1. Niech qn ∈ Q, |qn − bn| 6 1/n, n ∈ N. Wtedy qn −→ b. Wobec

Twierdzenia 2.2.9(d) mamy aqn −→ ab. Teraz, na podstawie (b), abn = aqn · abn−qn −→ ab.
(d) Wyrazy ci¡gu (an)∞n=1 dzielimy na trzy grupy: wyrazy > 1, wyrazy = 1 i wyrazy < 1. Wystarczy

zaj¡¢ si¦ wyrazami pierwszej grupy. Niech bn ∈ [k, `], n ∈ N, gdzie k, ` ∈ Z. Wtedy akn 6 abnn 6 a`n,
n ∈ N, i korzystamy z twierdzenia o trzech ci¡gach.

(e) Korzystamy z (c) i (d): abnn = (an/a)bn · abn −→ ab. �
Teraz, korzystaj¡c z Twierdze« 2.2.9(d) i 2.2.11(e), przenosimy Obserwacj¦ 2.2.5 na dowolne pot¦gi

rzeczywiste.

Obserwacja 2.2.12 (�wiczenie). Dla a, b > 0 i x, x1, x2 ∈ R mamy:
(a) (a · b)x = ax · bx,
(b) ax1+x2 = ax1 · ax2 ; w szczególno±ci, a−x = 1/ax,
(c) (ax1)x2 = ax1x2 ,
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(d) je»eli x > 0 i a < b, to ax < bx; w szczególno±ci, p ∈ R>0, funkcja R>0 3 x 7−→ xp ∈ R>0 jest ±ci±le
rosn¡ca,

(e) je»eli x < 0 i a < b, to ax > bx; w szczególno±ci, dla p ∈ R<0, funkcja R>0 3 x 7−→ xp ∈ R>0 jest
±ci±le malej¡ca,

(f) je»eli a > 1 i x1 < x2, to ax1 < ax2 ; w szczególno±ci, dla a > 1, funkcja R 3 x 7−→ ax ∈ R>0 jest
±ci±le rosn¡ca,

(g) je»eli 0 < a < 1 i x1 < x2, to ax1 > ax2 ; w szczególno±ci, dla 0 < a < 1, funkcja R 3 x 7−→ ax ∈ R>0

jest ±ci±le malej¡ca.

W kontek±cie Twierdzenia 2.2.11(e), powstaje naturalne pytanie
(

(xn)∞n=1 ⊂ R, (an)∞n=1 ⊂ R>0, xn −→ x ∈ R, an −→ a ∈ [0,+∞]
)

=⇒ lim
n→+∞

axnn =?

Prowadzi ono do kolejnych trzech symboli nieoznaczonych 1∞, 00 i ∞0:

x\a 0 (0, 1) 1 (1,+∞) +∞
−∞ +∞ +∞ 1∞ 0 0

(−∞, 0) +∞ ax 1 ax 0
0 00 1 1 1 ∞0

(0,+∞) 0 ax 1 ax +∞
+∞ 0 0 1∞ +∞ +∞

Twierdzenie 2.2.13. (a) n
√
n −→ 1.

(b) Je»eli an −→ +∞, to a1/an
n −→ 1.

Dowód . (a) Niech n
√
n = 1 + δn, n ∈ N. Chcemy pokaza¢, »e δn −→ 0. Mamy n = (1 + δn)n > 1 +

(
n
2

)
δ2
n,

a st¡d 0 6 δn 6
√

2
n .

(b) Mo»emy zaªo»y¢, »e an > 1. Niech kn ∈ N, kn 6 an < kn + 1. Wtedy, korzystaj¡c z (a) oraz
Twierdzenia 2.2.11(e) dostajemy.

1 6 a1/an
n 6

(
(kn + 1)

1
kn+1

) kn+1
kn −→ 11 = 1. �

�wiczenie 2.2.14. Znale¹¢ przykªady ilustruj¡ce �nieoznaczono±¢� symboli 1∞, 00 i ∞0.

2.3. Liczba e

Twierdzenie 2.3.1. (a) Niech

en :=
(

1 +
1
n

)n
, n ∈ N.

Wtedy en < en+1 < 3, n ∈ N. W konsekwencji, na mocy Obserwacji 2.1.4(p), ci¡g (en)∞n=1 jest
zbie»ny. Jego granic¦ oznaczamy przez e.

(b) Niech

sn :=
n∑

k=0

1
k!
, n ∈ N0.

Wtedy sn −→ e.
(c) Dla dowolnego n > 2 istnieje tn ∈ (0, 1) takie, »e

e = sn +
tn
n!n

.

(d) Je»eli an −→ ±∞, to (1 + 1
an

)an −→ e.

(e) Je»eli an −→ 0, to (1 + an)1/an −→ e.
(f) (1 + x

n )n −→ ex, x ∈ R.
(g) e /∈ Q.
(h) ex > 1 + x, x > 0.
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Dowód . (a) Wobec wzoru Newtona dostajemy

en =
n∑

k=0

(
n

k

)
1
nk

= 1 + n
1
n

+
n(n− 1)

2!
1
n2 + · · ·+ n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
1
nk

+ · · ·+ n(n− 1) . . . 2 · 1
n!

1
nn

= 1 + 1 +
1
2!

(1− 1
n

) + · · ·+ 1
k!

(1− 1
n

)(1− 2
n

) . . . (1− k − 1
n

) + · · ·+ 1
n!

(1− 1
n

)(1− 2
n

) . . . (1− n− 1
n

).

Wynika st¡d, »e jest to ci¡g silnie rosn¡cy. Ponadto,

2 6 en < 1 + 1 +
1
2!

+ · · ·+ 1
n!
6 1 + 1 +

1
2

+ · · ·+ 1
2n−1 < 1 +

1
1− 1

2

= 3.

(b) Wiemy, »e en < sn oraz dla n > k dostajemy

en > 1 + 1 +
1
2!

(
1− 1

n

)
+ · · ·+ 1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
. . .
(

1− k − 1
n

)
,

co przy n −→ +∞, daje e > sk.
(c) Mamy

sn+k − sn =
1

(n+ 1)!
+ · · ·+ 1

(n+ k)!
=

1
(n+ 1)!

(
1 +

1
n+ 2

+ · · ·+ 1
(n+ 2) . . . (n+ k)

)

6 1
(n+ 1)!

(
1 +

1
n+ 2

+ · · ·+ 1
(n+ 2)k−1

)
<

1
(n+ 1)!

1
1− 1

n+2

=
1

(n+ 1)!
n+ 2
n+ 1

,

co przy k −→ +∞ daje

e− sn 6
1

(n+ 1)!
n+ 2
n+ 1

=
1
n!n

n(n+ 2)
(n+ 1)2 .

Pozostaje zauwa»y¢, »e n(n+2)
(n+1)2 < 1.

(d) Je»eli an −→ +∞, to mo»emy zaªo»y¢, »e an > 1, n ∈ N. Niech kn ∈ N b¦dzie taki, »e
kn 6 an < kn + 1; oczywi±cie kn −→ +∞. Mamy

e =
e

1
←−

(
1 + 1

kn+1

)kn+1

1 + 1
kn+1

6
(

1 +
1
an

)an
6
(

1 +
1
kn

)kn
·
(

1 +
1
kn

)
−→ e · 1 = e.

Je»eli an = −bn −→ −∞, to korzystamy z przeksztaªcenia
(

1 +
1
an

)an
=

1
(

1− 1
bn

)bn =
((

1 +
1

bn − 1

)bn−1) bn
bn−1

.

(e) Wynika z (d).
(f) Korzystamy z (e) z an := x/n: (1 + x

n )n =
(
(1 + x

n )
n
x

)x −→ ex.
(g) Jest oczywiste, »e e /∈ N. Gdyby e = m

n (n > 2), to na podstawie (c) mieliby±my n!e−n!sn = tn
n ,

przy czym lewa strona jest liczb¡ caªkowit¡, za± prawa � liczb¡ z przedziaªu (0, 1); sprzeczno±¢.

(h) Mamy
(
1 + x

n

)n
=

n∑
k=0

(
n
k

)
xk

nk
> 1 + x dla x > 0. Pozostaje skorzysta¢ z (f). �

Obserwacja 2.3.2. (a) e ≈ 2.718281828.
(b) sn przybli»a e z bª¦dem mniejszym ni» 1

n!n . Np. dla n = 6 mamy 1
6!6 = 1

720·6 < 0.001 i s6 =
1 + 1 + 1

2 + 1
6 + 1

24 + 1
120 + 1

720 ≈ 2.7181.
�wiczenie: Dla jakiego n liczba en daje przybli»enie e z bª¦dem < 0.001?

2.4. Granice górne i dolne

Niech a = (an)∞n=1 ⊂ R b¦dzie dowolny i niech S(a) := {g ∈ R : ∃(ank )∞
k=1

: ank −→ g}. Zauwa»my,
»e:

� je»eli ci¡g jest nieograniczony od góry, to +∞ ∈ S(a),
� je»eli jest nieograniczony od doªu, to −∞ ∈ S(a),
� je»eli jest ograniczony, to na podstawie Twierdzenia Bolzano�Weierstrassa 2.1.6, S(a) 6= ∅.
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De�niujemy granic¦ górn¡ i doln¡ ci¡gu a jako

lim sup
n→+∞

an := sup S(a), lim inf
n→+∞

an := inf S(a).

Czasami u»ywa si¦ symboli lim
n→+∞

an i lim
n→+∞

an.

Obserwacja 2.4.1. (a) lim inf
n→+∞

an 6 lim sup
n→+∞

an.

(b) Je»eli lim
n→+∞

an = g ∈ R, to lim inf
n→+∞

an = lim sup
n→+∞

an = g.

(c) lim sup
n→+∞

an, lim inf
n→+∞

an ∈ S(a).

Istotnie, niech g := lim sup
n→+∞

an. Je»eli g = −∞, to S(a) = {−∞} i wtedy an −→ g.

Je»eli g ∈ R, to dla dowolnego s ∈ N znajdziemy g′ ∈ S(a) takie, »e g− 1/s 6 g′ 6 g. Wiemy, »e
istnieje podci¡g (ank)∞k=1 taki, »e ank −→ g′. Znajdziemy wi¦c wiec k0 ∈ N takie, »e |ank − g′| 6 1/s
dla k > k0. Bior¡c s = 1, 2, . . . , budujemy podci¡g (a`s)

∞
s=1 taki, »e |a`s − g| 6 2/s, s ∈ N.

Je»eli g = +∞, dla dowolnego s ∈ N znajdziemy g′ ∈ S(a) takie, »e g′ > 2s. Wiemy, »e istnieje
podci¡g (ank)∞k=1 taki, »e ank −→ g′. Znajdziemy wi¦c wiec k0 ∈ N takie, »e ank > s dla k > k0.
Bior¡c s = 1, 2, . . . , budujemy podci¡g (a`s)

∞
s=1 taki, »e a`s > s, s ∈ N.

Dowód dla lim inf przebiega analogicznie.
(d) Je»eli lim inf

n→+∞
an = lim sup

n→+∞
an =: g, to lim

n→+∞
an = g.

(e) Je»eli g := lim sup
n→+∞

an < +∞, to dla dowolnego R 3 M > g istnieje N ∈ N takie, »e an 6 M dla

n > N .
(f) Je»eli g := lim inf

n→+∞
an > −∞, to dla dowolnego R 3 M < g istnieje N ∈ N takie, »e an > M dla

n > N .

Twierdzenie 2.4.2. Niech (an)∞n=0 ⊂ R>0. Wtedy

lim inf
n→+∞

an+1

an
6 lim inf

n→+∞
n
√
an 6 lim sup

n→+∞
n
√
an 6 lim sup

n→+∞

an+1

an
.

W szczególno±ci, je»eli an+1an
−→ g ∈ [0,+∞], to n

√
an −→ g.

Dowód . Je»eli g− := lim inf
n→+∞

an+1
an

> 0, to ustalamy dowolnie 0 < g1 < g2 < g−. Wiemy, »e istnieje N ∈ N
takie, »e an+1

an
> g2 dla n > N . St¡d aN+k > aNg

k
2 , k ∈ N0, a wi¦c an > aNg

n−N
2 , n > N . Wynika st¡d,

»e n
√
an > g2 n

√
aN
gN2

, n > N . Poniewa» n

√
aN
gN2
−→ 1, zatem istnieje N1 > N takie, »e n

√
an > g1, n > N1.

Je»eli g+ := lim sup
n→+∞

an+1
an

< +∞, to ustalamy dowolnie g+ < g′2 < g′1 < +∞ i rozumuj¡c jak powy»ej

wnioskujemy, »e n
√
an 6 g′1, n > N ′1. �

Przykªad 2.4.3. (a) Je»eli an := 2+(−1)n

2n , to n
√
an −→ 1

2 , ale ci¡g (an+1an
)∞n=1 jest rozbie»ny.

(b)

lim
n→∞

n
n
√
n!

= e.

Istotnie, bierzemy an := nn

n! i mamy an+1
an

= (1 + 1
n )n −→ e.



ROZDZIA� 3

Przestrzenie metryczne

3.1. Przestrzenie metryczne

De�nicja 3.1.1. Przestrzeni¡ metryczn¡ nazywamy par¦ (X, %), gdzie X jest zbiorem, za± % : X×X −→
R+ jest funkcj¡ tak¡, »e:

(a) (oznaczono±¢) ∀x,y∈X : (%(x, y) = 0⇐⇒ x = y),
(b) (symetria) ∀x,y∈X : %(x, y) = %(y, x),
(c) (nierówno±¢ trójk¡ta) ∀x,y,z∈X : %(x, z) 6 %(x, y) + %(y, z).

Funkcj¦ % nazywamy metryk¡ (odlegªo±ci¡). Je»eli wiadomo o jak¡ metryk¦ chodzi, to piszemy X zamiast
(X, %).

Obserwacja 3.1.2. (a) (R, %R) jest przestrzeni¡ metryczn¡, gdzie %R(x, y) := |x− y|.
(b) (R, %R) jest przestrzeni¡ metryczn¡, gdzie %R(x, y) := |ϕ(x)−ϕ(y)|, za± ϕ : R −→ [−1, 1] jest bijekcj¡

dan¡ wzorem (zob. �wiczenie 1.11.1)

ϕ(x) :=

{
x

1+|x| , je»eli x ∈ R
±1, je»eli x = ±∞

.

Dla (an)∞n=1 ⊂ R i a ∈ R mamy:

an
%R−→ a⇐⇒

{
an −→ a, je»eli a ∈ R
an −→ ±∞, je»eli a = ±∞ .

(c) (C, %C) jest przestrzeni¡ metryczn¡, gdzie %C(z, w) := |z − w|, z, w ∈ C.
(d) Dowolny zbiór mo»na zamieni¢ w przestrze« metryczn¡ przy pomocy metryki dyskretnej

%d(x, y) :=

{
0, je»eli x = y

1, je»eli x 6= y
.

Przykªad 3.1.3 (Sfera Riemanna). Jako zbiór sfera Riemanna to Ĉ := C∪{∞}. Rozszerzamy dziaªania
na Ĉ:
∞+ a = a+∞ :=∞ dla dowolnego a ∈ C,
a · ∞ =∞ · a :=∞ dla dowolnego a ∈ Ĉ∗,
1/0 :=∞, 1/∞ := 0.
Sfera Riemanna Ĉ jest bijektywna z dwuwymiarow¡ sfer¡ euklidesow¡

S := {(u, v, w) ∈ R3 : u2 + v2 + (w − 1
2 )2 = ( 1

2 )2}

poprzez rzut stereogra�czny R : S −→ Ĉ,

R(u, v, w) :=
( u

1− w,
v

1− w
)
, (u, v, w) ∈ S \ {N}, R(N) :=∞,

gdzie N := (0, 0, 1). Istotnie (�wiczenie),

R−1(z) =
( x

1 + |z|2 ,
y

1 + |z|2 ,
|z|2

1 + |z|2
)
, z = x+ iy ∈ C, R−1(∞) := N .

25



26
Marek Jarnicki, Wykªady z Analizy Matematycznej I, wersja z 23 stycznia 2018

3. Przestrzenie metryczne

W szczególno±ci, %Ĉ(a, b) := %R3(R−1(a), R−1(b)), a, b ∈ Ĉ, gdzie %R3 oznacza odlegªo±¢ euklidesow¡

w R3
(

1
)
, jest metryk¡ w Ĉ. Nosi ona nazw¦ metryki sferycznej. Mo»na pokaza¢ (�wiczenie), »e

%Ĉ(a, b) :=





0, je»eli a = b =∞
1√

1+|a|2
, je»eli a ∈ C, b =∞

1√
1+|b|2

, je»eli a =∞, b ∈ C
|a−b|√

1+|a|2
√

1+|b|2
, je»eli a, b ∈ C

, a, b ∈ Ĉ.

Dla ci¡gu (zn)∞n=0 ⊂ C mamy (�wiczenie):

zn
(Ĉ,%Ĉ)−→ z0 ∈ C⇐⇒ zn −→ z0 (w zwykªym sensie).

zn
(Ĉ,%Ĉ)−→ ∞⇐⇒ |zn| −→ +∞.

De�nicja 3.1.4. Niech (X, %) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Dla a ∈ X i r > 0 de�niujemy:
• kul¦ otwart¡ B%(a, r) = B(a, r) := {x ∈ X : %(a, x) < r},
• kul¦ domkni¦t¡ B%(a, r) = B(a, r) := {x ∈ X : %(a, x) 6 r}.
Mówimy, »e zbiór A ⊂ X jest otwarty, je»eli dla dowolnego a ∈ A istnieje r > 0 takie, »e B(a, r) ⊂ A.

Rodzin¦ wszystkich podzbiorów otwartych nazywamy topologi¡ i oznaczamy top % lub topX, gdy metryka
jest znana. Zbiór A ⊂ X nazywamy domkni¦tym, je»eli zbiór X \ A jest otwarty. Rodzin¦ wszystkich
podzbiorów domkni¦tych oznaczamy cotop % lub cotopX, gdy metryka jest znana.

Obserwacja 3.1.5 (�wiczenie). (a) W przestrzeni metrycznej (R, %R) mamy: B(a, r) = (a− r, a+ r),
B(a, r) = [a− r, a+ r].

(b) Dla A ⊂ R mamy: A ∈ top %R ⇐⇒ A ∩ R ∈ top %R oraz
+∞ ∈ A =⇒ ∃M∈R : (M,+∞] ⊂ A,
−∞ ∈ A =⇒ ∃M∈R : [−∞,M) ⊂ A.

(c) W przestrzeni metrycznej (C, %C) mamy: B(a, r) = {z ∈ C : |z − a| < r} = koªo otwarte o ±rodku
w punkcie a i promieniu r; B(a, r) = {z ∈ C : |z − a| 6 r} = koªo domkni¦te o ±rodku w punkcie a
i promieniu r.

(d) W przestrzeni (Ĉ, %Ĉ) mamy B(∞, r) =

{
Ĉ, je»eli r > 1

{∞} ∪ {z ∈ C : |z| >
√

1
r2 − 1}, je»eli 0 < r 6 1

. Jak

wygl¡daj¡ kule B(a, r), a ∈ C?
(e) W przestrzeni z metryk¡ dyskretn¡ mamy

B(a, r) =

{
{a}, je»eli r 6 1
X, je»eli r > 1

, B(a, r) =

{
{a}, je»eli r < 1
X, je»eli r > 1

.

(f) W dowolnej przestrzeni metrycznej (X, %), dla dowolnych a, b ∈ X, a 6= b, je»eli r := %(a,b)
3 , to

B(a, r) ∩B(b, r) = ∅.
Istotnie, dla x ∈ B(a, r) i y ∈ B(b, r) mamy %(x, y) > %(a, b)− %(a, x)− %(b, y) > r

3 .
(g) W dowolnej przestrzeni metrycznej (X, %) kule otwarte s¡ otwarte, za± kule domkni¦te s¡ domkni¦te.

Istotnie, je»eli x0 ∈ B(a, r), to dla x ∈ B(x0, r−%(a, x0)) mamy %(a, x) 6 %(a, x0)+%(x0, x) < r,
czyli B(x0, r − %(a, x0)) ⊂ B(a, r).

Je»eli x0 ∈ X \ B(a, r), to dla x ∈ B(x0, %(a, x0) − r) mamy %(a, x) > %(a, x0) − %(x0, x) > r,
czyli B(x0, %(a, x0)− r) ⊂ X \B(a, r).

(h) Rodzina T := top % ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:
• ∅, X ∈ T ,
• U1, . . . , UN ∈ T =⇒ U1 ∩ · · · ∩ UN ∈ T ,
• (Ui)i∈I ⊂ T =⇒ ⋃

i∈I
Ui ∈ F .

(i) Rodzina F := cotop % ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:
• ∅, X ∈ F ,
• F1, . . . , FN ∈ F =⇒ F1 ∪ · · · ∪ FN ∈ F ,

(
1
)
%R3 (x, y) :=

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2, x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) ∈ R3.
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• (Fi)i∈I ⊂ T =⇒ ⋂
i∈I

Fi ∈ F .

(j) Je»eli % jest metryk¡, to d := min{1, %} jest równie» metryk¡ oraz top % = top d.
(k) W topologii dyskretnej (tzn. topologii generowanej przez metryk¦ dyskretn¡) mamy top %d = P(X) =

cotop %d.
(l) ∗ Niech d := ϕ ◦ %, gdzie ϕ : R+ −→ R+ jest dowoln¡ funkcj¡ rosn¡c¡ tak¡, »e:

• ϕ(x) = 0⇐⇒ x = 0,
• ϕ jest wkl¦sªa (zob. � 6.8), tzn. ϕ(tx+(1− t)y) > tϕ(x)+(1− t)ϕ(y) dla dowolnych x, y ∈ R+

i t ∈ [0, 1] (np. ϕ(x) :=
√
x).

Wtedy d jest metryk¡. Kiedy top % = top d?

De�nicja 3.1.6. Dla dowolnego zbioru A ⊂ X de�niujemy:
wn¦trze A: intA = A◦ :=

⋃
U∈topX: U⊂A

U,

domkni¦cie A: clA = A :=
⋂

F∈cotopX: A⊂F
F,

brzeg A: ∂A := A \ intA.

Ka»dy zbiór otwarty U ⊂ X taki, »e a ∈ U nazywamy otoczeniem otwartym punktu a. Ka»dy zbiór
A ⊂ X taki, »e a ∈ intA nazywamy otoczeniem punktu a.

Mówimy, »e zbiór A ⊂ X jest
• g¦sty, je»eli A = X,
• brzegowy, je»eli intA = ∅,
• nigdzieg¦sty, je»eli intA = ∅,
• ograniczony, je»eli istniej¡ a ∈ X i r > 0 takie, »e A ⊂ B(a, r).
Dla zbioru A ⊂ X de�niujemy jego ±rednic¦ diamA := sup %(A×A), przy czym diam∅ := 0.
Dla ∅ 6= A ⊂ X i x ∈ X kªadziemy %(x,A) := inf{%(x, a) : a ∈ A}.
Mówimy, »e punkt a jest punktem skupienia zbioru A, je»eli dla dowolnego otoczenia U tego punktu

mamy A∩ (U \{a}) 6= ∅. Zbiór wszystkich punktów skupienia oznaczamy A′. Punkty z A\A′ nazywamy
punktami izolowanymi zbioru A.

Mówimy, »e ci¡g (an)∞n=1 ⊂ X jest zbie»ny do punktu a ∈ X, je»eli dla dowolnego otoczenia U
punktu a istnieje N ∈ N takie, »e an ∈ U dla n > N . Piszemy wtedy lim

n→+∞
an = a, lub an

%−→ a, lub
an −→ a.

Mówimy, »e ci¡g (xn)∞n=1 ⊂ X jest ci¡giem Cauchy'ego, je»eli

∀ε>0 ∃N∈N ∀n,m>N : %(xn, xm) 6 ε.
Mówimy, »e (X, %) jest przestrzeni¡ zupeªn¡, je»eli ka»dy ci¡g Cauchy'ego jest zbie»ny.
Mówimy, »e dwie metryki %1, %2 : X × X −→ R+ s¡ równowa»ne (%1 ∼ %2), je»eli top %1 = top %2.

Jest to relacja równowa»no±ci. Wªasno±ci niezmiennicze wzgl¦dem metryk równowa»nych (np. zbie»no±¢,
ci¡gªo±¢) nazywamy wªasno±ciami topologicznymi przestrzeni metrycznej (X, %).

Mówimy, »e dwie metryki %1, %2 : X × X −→ R+ s¡ porównywalne, je»eli %1 6 c1%
α1
2 i %2 6 c2%

α2
1

dla pewnych staªych c1, c2, α1, α2 > 0. Porównywalno±¢ metryk jest równie» relacj¡ równowa»no±ciow¡.
Wªasno±ci niezmiennicze wzgl¦dem metryk porównywalnych (np. ograniczono±¢, jednostajna ci¡gªo±¢)
nazywamy wªasno±ciami metrycznymi przestrzeni (X, %).

Obserwacja 3.1.7. (a) Dla dowolnych a, b ∈ X, a 6= b, istniej¡ otoczenia otwarte Ua, Ub takie, »e
Ua ∩ Ub = ∅, czyli ka»da przestrze« metryczna jest przestrzeni¡ Hausdor�a

(
2
)
.

(b) A ∈ topX ⇐⇒ A = intA.
(c) a ∈ intA⇐⇒ ∃r>0 : B(a, r) ⊂ A.
(d) A ∈ cotopX ⇐⇒ A = A.
(e) a ∈ A⇐⇒ ∀r>0 : B(a, r) ∩A 6= ∅.

Istotnie, przypu±¢my, »e B(a, r) ∩ A = ∅ dla pewnego a ∈ A. Wtedy X \ B(a, r) jest zbiorem
domkni¦tym zawieraj¡cym zbiór A. St¡d A ⊂ X \B(a, r) � sprzeczno±¢. Niech teraz a b¦dzie punk-
tem maj¡cym wªasno±¢ po prawej stronie i przypu±¢my, »e a /∈ A. Wtedy istnieje zbiór domkni¦ty
F ⊃ A taki, »e a /∈ F . Musi wi¦c istnie¢ r > 0 takie, »e B(a, r) ⊂ X \ F ⊂ X \A � sprzeczno±¢.

(
2
)
Felix Hausdor� (1868�1942).
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(f) xn −→ a⇐⇒ ∀ε>0 ∃N∈N ∀n>N : an ∈ B(a, ε)⇐⇒ %(xn, a) −→ 0.
(g) Ci¡g mo»e mie¢ tylko jedn¡ granic¦.
(h) a ∈ A⇐⇒ ∃(xn)∞n=1⊂A : xn −→ a.
(i) a ∈ A′ ⇐⇒ ∃(xn)∞n=1⊂A\{a} : xn −→ a.
(j) Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) top %1 ⊂ top %2;
(ii) ∀a∈X ∀ε>0 ∃δ>0 : B%2(a, δ) ⊂ B%1(a, ε);
(iii) ∀(xn)∞n=0⊂X : (xn

%2−→ a =⇒ xn
%1−→ a).

Istotnie, jest oczywiste, »e (i) ⇐⇒ (ii). Przypu±¢my, »e (ii) zachodzi oraz xn
%2−→ a. Niech δ > 0

b¦dzie dobrane do ε > 0 przy pomocy warunku (ii). Wtedy xn ∈ B%2(a, δ) dla n > N , co daje
xn ∈ B%1(a, ε) dla n > N . Oznacza to, »e xn

%1−→ a.
Teraz zaªó»my, »e (iii) zachodzi. Przypu±¢my, »e dla pewnych a ∈ X i ε > 0 warunek (ii)

nie zachodzi, tzn. istnieje ci¡g xn ∈ B%2(a, 1/n) \ B%1(a, ε). Znaczy to, »e xn
%2−→ a, ale xn

%1
6−→ a;

sprzeczno±¢.
(k) Metryki porównywalne s¡ równowa»ne (ale nie odwrotnie � np. % ∼ min{%, 1}, ale metryki te nie

musz¡ by¢ porównywalne).
(l) Niech ∅ 6= A ⊂ X. Wtedy x ∈ A⇐⇒ %(x,A) = 0.

(m) |%(x,A)− %(y,A)| 6 %(x, y), x, y ∈ X.
Istotnie, na podstawie nierówno±ci trójk¡ta dla a ∈ A mamy: %(x,A) 6 %(x, a) 6 %(x, y)+%(y, a).

St¡d %(x,A) 6 %(x, a) 6 %(x, y) + %(y,A). Teraz wystarczy zamieni¢ miejscami x i y.
(n) |%(a, b)− %(a′, b′)| 6 %(a, a′) + %(b, b′), a, a′, b, b′ ∈ X.
(o) Je»eli an −→ a, bn −→ b, to %(an, bn) −→ %(a, b).
(p) Zbiór A jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy diamA < +∞.
(q) Ka»dy ci¡g Cauchy'ego jest ograniczony.
(r) Ka»dy ci¡g zbie»ny jest ci¡giem Cauchy'ego.
(s) Je»eli ci¡g Cauchy'ego ma podci¡g zbie»ny, to jest caªy zbie»ny.
(t) (K, %K) jest przestrzeni¡ zupeªn¡.

De�nicja 3.1.8. Niech (X, %) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Z dowolnego zbioru Y ⊂ X robimy prze-
strze« metryczn¡ z metryk¡ indukowan¡ %|Y×Y .
Obserwacja 3.1.9. (a) Dla a ∈ Y mamy B%|Y×Y (a, r) = B%(a, r) ∩ Y .
(b) A ∈ top(%|Y×Y )⇐⇒ ∃U∈top % : A = U ∩ Y .
(c) A ∈ cotop(%|Y×Y )⇐⇒ ∃F∈cotop % : A = F ∩ Y .
(d) Je»eli (Y, %|Y×Y ) jest przestrzeni¡ zupeªn¡, to Y jest domkni¦te w X.
(e) Je»eli (X, %) jest przestrzeni¡ zupeªn¡ i Y jest domkni¦te wX, to (Y, %|Y×Y ) jest przestrzeni¡ zupeªn¡.
(f) Je»eli F ⊂ R jest domkni¦ty, to jest przestrzeni¡ zupeªn¡.

3.2. Przestrzenie zwarte

De�nicja 3.2.1. Mówimy, »e przestrze« metryczna (X, %) jest zwarta je»eli dla dowolnego ci¡gu (an)∞n=1 ⊂
X istnieje podci¡g (ank)∞k=1 oraz punkt a ∈ X takie, »e ank −→ a.

Dla dowolnej przestrzeni metrycznej (X, %), je»eli (Y, %|Y×Y ) jest przestrzeni¡ zwart¡, to mówimy,
»e Y jest zwartym podzbiorem X.

Obserwacja 3.2.2. (a) Dowolna przestrze« zwarta jest zupeªna.
(b) Je»eli Y ⊂ X jest zbiorem zwartym, to Y jest domkni¦te w X.
(c) Je»eli (X, %) jest przestrzeni¡ zwart¡ i Y jest domkni¦te w X, to Y jest zbiorem zwartym.
(d) Je»eli (X, %) jest przestrzeni¡ zwart¡, to diamX = max %(X ×X) < +∞.
(e) (R, %R) jest przestrzeni¡ zwart¡.

(f) (Ĉ, %Ĉ) jest przestrzeni¡ zwart¡.
(g) Je»eli X jest przestrzeni¡ zwart¡ to dla dowolnych ci¡gów (an)∞n=1, (bn)∞n=1 ⊂ X istniej¡ podci¡gi

(ank)∞k=1, (bnk)∞k=1 oraz a, b ∈ X takie, »e ank −→ a, bnk −→ b.
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Twierdzenie 3.2.3 (Cantor). Niech (Kn)∞n=1 b¦dzie ci¡giem niepustych zbiorów zwartych w przestrzeni

metrycznej (X, %) takim, »e Kn+1 ⊂ Kn, n ∈ N. Wtedy zbiór K :=
∞⋂
n=1

Kn jest niepustym zbiorem zwar-

tym oraz diamKn −→ diamK. W szczególno±ci, je»eli diamKn −→ 0, to K musi by¢ jednopunktowy.

Dowód . Oczywi±cie K jest zwarty. Niech an, bn ∈ Kn b¦d¡ takie, »e diamKn = %(an, bn), n ∈ N. Wobec
zwarto±ci K1 istniej¡ podci¡gi (ank)∞k=1, (bnk)∞k=1 oraz a, b ∈ K1 takie, »e ank −→ a, bnk −→ b. Poniewa»
an, bn ∈ KN dla n > N , zatem musi by¢ a, b ∈ K. Oznacza to w szczególno±ci, »e K 6= ∅. Ponadto,
diamK > %(a, b) = lim

n→+∞
%(ank , bnk) = lim

n→+∞
diamKn > diamK. �

Przykªad 3.2.4 (Zbiór Cantora). Niech C0 := [0, 1]. Dzielimy C0 na trzy równe przedziaªy domkni¦te
i wyrzucamy wn¦trze ±rodkowego. Niech C1 := [0, 1

3 ] ∪ [ 2
3 , 1]. W kolejnym kroku, z ka»dego z dwóch

przedziaªów tworz¡cych C1 wyrzucamy wn¦trze ±rodkowego z trzech równych przedziaªów, na które

dzielimy ten przedziaª, tzn. C2 := [0, 1
32 ]∪[ 2

32 ,
3
32 ]∪[ 6

32 ,
7
32 ]∪[ 8

32 ,
9
32 ]. Kontynuujemy: Cn :=

2n⋃
j=1

Cn,j , gdzie

Cn,j , j = 1, . . . , 2n, s¡ przedziaªami domkni¦tymi, parami rozª¡cznymi, ka»dy o dªugo±ci 1
3n . Oczywi±cie,

Cn 6= ∅ oraz Cn+1 ⊂ Cn, n ∈ N0.
Teraz zbiór Cantora de�niujemy jako

C :=
∞⋂

n=0

Cn.

Na podstawie Twierdzenia Cantora 3.2.3 C jest niepustym zbiorem zwartym.

Twierdzenie 3.2.5. Przestrze« metryczna (X, %) jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy z dowolnego po-
krycia otwartego U = (Ui)i∈I tej przestrzeni (tzn. X =

⋃
i∈I

Ui) mo»na wybra¢ podpokrycie sko«czone.

Dowód . Oczywi±cie mo»emy zaªo»y¢, »e X jest zbiorem niesko«czonym.
(⇐=): Przypu±¢my, »e (an)∞n=1 ⊂ X jest ci¡giem, z którego nie da si¦ wybra¢ podci¡gu zbie»nego.

Mo»emy zaªo»y¢, »e an 6= am dla dowolnych n 6= m. Niech Un := X \ {an, an+1, . . . }, n ∈ N. Oczywi±cie
Un ⊂ Un+1,

∞⋃
n=1

Un = X oraz
N⋃
n=1

Un = UN  X dla dowolnego N ∈ N. Wystarczy jeszcze zauwa»y¢, »e

ka»dy zbiór Un jest otwarty, co daje sprzeczno±¢.
(=⇒): Przypu±¢my, i» z pokrycie otwartego U nie da si¦ wybra¢ podpokrycia sko«czonego. Przypu-

±¢my na chwil¦, »e udaªo si¦ nam wykaza¢ nast¦puj¡cy warunek

∃δ>0 ∀a∈X ∃i∈I : B(a, δ) ⊂ Ui. (*)

Najwi¦ksz¡ liczb¦ δ > 0 o powy»szej wªasno±ci nazywamy liczb¡ Lebesgue'a
(

3
)
dla pokrycia U. Za-

uwa»my, »e dla dowolnych a1, . . . , aN ∈ X mamy
N⋃
n=1

B(an, δ)  X.

Niech a1 ∈ X b¦dzie dowolne. Wybierzmy a2 ∈ X \ B(a1, δ) i dalej an ∈ X \
n−1⋃
j=1

B(aj , δ), n ∈ N3.

Oczywi±cie %(an, am) > δ dla dowolnych n 6= m. Z takiego ci¡gu nie da si¦ wybra¢ podci¡gu zbie»nego.
Pozostaje wykaza¢ (*). Przypu±¢my, »e takiego δ nie ma. Wtedy istnieje ci¡g (an)∞n=1 ⊂ X taki,

»e kula B(an, 1
n ) nie jest zawarta w »adnym zbiorze Ui. Z ci¡gu (an)∞n=1 wybieramy podci¡g zbie»ny

ank −→ a. Niech a ∈ Ui0 . Z otwarto±ci Ui0 wynika, »e B(a, r) ⊂ Ui0 dla pewnego r > 0. Niech ank ∈
B(a, r2 ) dla k > N . Wtedy dla dostatecznie du»ych k mamy B(ank ,

1
nk

) ⊂ B(a, r2 + 1
nk

) ⊂ B(a, r) ⊂ Ui0
� sprzeczno±¢. �

3.3. Metryka Czebyszewa

Niech X b¦dzie dowolnym (niepustym) zbiorem i niech (Y, %Y ) b¦dzie dowoln¡ przestrzeni¡ me-
tryczn¡. Zde�niujmy B(X,Y ) := {f : X −→ Y : zbiór f(X) jest ograniczony}. W zbiorze B(X,Y )
wprowadzamy metryk¦ Czebyszewa

(
4
)

δ(f, g) := sup{%Y (f(x), g(x)) : x ∈ X}.
(
3
)
Henri Lebesgue (1875�1941).(

4
)
Pafnutij Czebyszew (1821�1894).
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3. Przestrzenie metryczne

Obserwacja 3.3.1. (a) �wiczenie: δ jest metryk¡ na B(X,Y ).

(b) fn
δ−→ f0 ⇐⇒ fn −→ f0 jednostajnie na X, tzn.

∀ε>0 ∃N∈N ∀x∈X : %Y (fn(x), f0(x)) 6 ε. (†)

(c) Przestrze« B(X,Y ) jest zupeªna wtedy i tylko wtedy, gdy przestrze« Y jest zupeªna.
Istotnie, ka»dy ci¡g Cauchy'ego (bn)∞n=1 ⊂ Y mo»emy uto»samia¢ z ci¡giem Cauchy'ego odwzo-

rowa« staªych (bn)∞n=1 ⊂ B(X,Y ). St¡d, je»eli B(X,Y ) jest zupeªna, to Y jest zupeªna.
W drug¡ stron¦: Je»eli (fn)∞n=1 ⊂ B(X,Y ) jest ci¡giem Cauchy'ego, to znaczy to, »e

∀ε>0 ∃N∈N ∀m,n>N ∀x∈X : %Y (fn(x), fm(x)) 6 ε. (‡)

Wtedy, dla dla dowolnego x ∈ X ci¡g (fn(x))∞n=1 ⊂ Y speªnia zwykªy warunek Cauchy'ego, a wi¦c
jest zbie»ny. De�niujemy f(x) := lim

n→+∞
fn(x), x ∈ X. Je»elim −→ +∞ w warunku (‡), to dostajemy

%Y (fn(x), f(x)) 6 ε, x ∈ X, n > N , co oznacza, »e (†) zachodzi. Pozostaje jeszcze sprawdzi¢, »e f
jest odwzorowaniem ograniczonym: niech fN (X) ⊂ B(y0, R). Wtedy f(X) ⊂ B(y0, R+ ε).

3.4. Przestrzenie spójne

De�nicja 3.4.1. Przestrze« metryczn¡ (X, %) nazywamy spójn¡, je»eli z tego, »e X = U ∪ V , gdzie U
i V s¡ zbiorami otwartymi takimi, »e U ∩ V = ∅ wynika, »e U = ∅ lub V = ∅.

Zbiór Y ⊂ X nazywamy spójnym, je»eli Y z metryk¡ indukowan¡ jest przestrzeni¡ spójn¡.

Twierdzenie 3.4.2. Niech ∅ 6= P ⊂ R. Wtedy zbiór P jest spójny wtedy i tylko wtedy, gdy P jest
przedziaªem.

Dowód . (=⇒): Przypu±¢my, »e P nie jest przedziaªem. Wtedy istniej¡ a, b ∈ P , a < b, oraz c ∈ (a, b)\P .
Bior¡c U := P ∩ (−∞, c), V := P ∩ (c,+∞), dostajemy sprzeczno±¢ ze spójno±ci¡.

(⇐=): Przypu±¢my, »e przedziaª P nie jest spójny, czyli istniej¡ otwarte w P , niepuste zbiory A oraz
B takie, »e A ∩ B = ∅ oraz P = A ∪ B. Niech a ∈ A, b ∈ B. Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e
a < b. Zde�niujmy c := sup{x ∈ A : x < b}. Oczywi±cie, a 6 c 6 b, a wi¦c c ∈ P . Mamy dwie mo»liwo±ci:
• c ∈ A. Wtedy c < b. Z otwarto±ci zbioru A w P istnieje ε > 0 takie, »e [c, c+ε) ⊂ A oraz c+ε < b

� sprzeczno±¢.
• c ∈ B. Wtedy, podobnie jak poprzednio, dostajemy istnienie ε > 0 takiego, »e (c − ε, c] ⊂ B

i c− ε > a � sprzeczno±¢. �

3.5. Iloczyn kartezja«ski przestrzeni metrycznych

De�nicja 3.5.1. Niech (X1, %1), . . . , (XN , %N ) b¦d¡ niepustymi przestrzeniami metrycznymi i niech
X := X1 × · · · ×XN . Dla x = (x1, . . . , xN ), y = (y1, . . . , yN ) ∈ X niech

%(x, y) := %1(x1, y1) + · · ·+ %N (xN , yN ).

Obserwacja 3.5.2. (a) (X, %) jest przestrzeni¡ metryczn¡.
(b) Dla dowolnego ci¡gu (an)∞n=0 ⊂ X, an = (an,1, . . . , an,N ), mamy:

an
%−→ a0 ⇐⇒ an,j

%j−→ a0,j , j = 1, . . . , N.

(c) Dla dowolnego ci¡gu (an)∞n=1 ⊂ X, an = (an,1, . . . , an,N ), mamy:

(an)∞n=1 jest ci¡giem Cauchy'ego w (X, %)⇐⇒ (an,j)∞n=1 jest ci¡giem Cauchy'ego w (Xj , %j), j = 1, . . . , N.

(d) Niech ϕ : RN+ −→ R+ b¦dzie taka, »e dla dowolnych ξ, η ∈ RN+ mamy:
(i) ϕ(ξ) = 0⇐⇒ ξ = 0,
(ii) ξ 6 η =⇒ ϕ(ξ) 6 ϕ(η),

(
5
)

(iii) ϕ(ξ + η) 6 ϕ(ξ) + ϕ(η).

(
5
)

(ξ1, . . . , ξN ) 6 (η1, . . . , ηN ) :⇐⇒ ξj 6 ηj , j = 1, . . . , N .
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Zde�niujmy

d(x, y) := ϕ(%1(x1, y1), . . . , %N (xN , yN )), x = (x1, . . . , xN ), y = (y1, . . . , yN ) ∈ X.
Wtedy (X, %) jest przestrzeni¡ metryczn¡. Istotnie, jedyn¡ w¡tpliwo±¢ mo»e budzi¢ nierówno±¢

trójk¡ta. Mamy

d(x, z) + d(z, y) = ϕ(%1(x1, z1), . . . , %N (xN , zN )) + ϕ(%1(z1, y1), . . . , %N (zN , yN ))
(iii)

> ϕ(%1(x1, z1) + %1(z1, y1), . . . , %N (xN , zN ) + %N (zN , yN ))
(ii)

> ϕ(%1(x1, y1), . . . , %N (xN , yN )) = d(x, y).

�wiczenie: Kiedy d ∼ %? Kiedy d i % s¡ porównywalne?

Twierdzenie 3.5.3. Niech

ϕp(ξ) :=
( N∑

j=1

ξpj

) 1
p

, ϕ∞(ξ) := max{ξ1, . . . , ξN}, ξ = (ξ1, . . . , ξN ) ∈ RN+ , p ∈ [1,+∞).

Wtedy
N∑

j=1

ξjηj 6 ϕp(ξ)ϕq(η), ξ, η ∈ RN+ , p, q ∈ [1,+∞],
1
p

+
1
q

= 1 (nierówno±¢ Höldera),

ϕp(ξ + η) 6 ϕp(ξ) + ϕp(η), ξ, η ∈ RN+ , p ∈ [1,+∞] (nierówno±¢ Minkowskiego).

Ponadto:
• dla 1 < p, q < +∞, ξ, η ∈ RN>0 równo±¢ w nierówno±ci Höldera zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy

dla pewnego t > 0 mamy ξpj = tηqj , j = 1, . . . , N .
• dla 1 < p < +∞, ξ, η ∈ RN>0 równo±¢ w nierówno±ci Minkowskiego zachodzi wtedy i tylko wtedy

gdy dla pewnego t > 0 mamy ξ = tη.

Obserwacja 3.5.4. (a) lim
p→+∞

ϕp(ξ) = ϕ∞(ξ) (por. Przykªad 2.2.10).

(b) Z nierówno±ci Höldera dla p = q = 2 wynika nierówno±¢ Schwarza (por. Twierdzenie 1.12.3).

Dowód Twierdzenia 3.5.3. Nierówno±¢ Höldera: Nierówno±¢ jest oczywista je»eli (p, q) ∈ {(1,+∞), (+∞, 1)}.
Mo»emy wi¦c zaªo»y¢, »e 1 < p, q < +∞. Ponadto mo»emy zaªo»y¢, »e ξj > 0 i ηj > 0, j = 1, . . . , N
(�wiczenie). Zast¦puj¡c ξ przez ξ

ϕp(ξ) oraz η przez η
ϕq(η) , sprowadzamy dowód do przypadku ϕp(ξ) =

ϕq(η) = 1. Poni»ej skorzystamy z dówch wªasno±ci funkcji x 7−→ ex, które poznamy w przyszªo±ci:
� funkcja R 3 x 7−→ ex ∈ (0,+∞) jest surjektywna (Twierdzenie 4.4.16),
� funkcja R 3 x 7−→ ex jest silnie wypukªa (� 6.8), tzn.

eµx+(1−µ)y < µex + (1− µ)ey, x, y ∈ R, x 6= y, µ ∈ (0, 1). (*)

Niech ξj = etj/p, ηj = euj/q, j = 1, . . . , N . Mamy wi¦c
N∑

j=1

ξjηj =
N∑

j=1

etj/p+uj/q 6
N∑

j=1

(1
p
etj +

1
q
euj
)

=
N∑

j=1

(1
p
ξpj +

1
q
ηqj

)
=

1
p

+
1
q

= 1.

Rozwa»my teraz problem równo±ci w nierówno±ci Höldera. Je»eli speªniony jest warunek ξpj = tηqj ,
j = 1, . . . , N , to wtedy

N∑

j=1

ξjηj =
N∑

j=1

t1/pη
q/p+1
j = t1/p

N∑

j=1

ηqj .

Z drugiej strony,

ϕp(ξ)ϕq(η) =
( N∑

j=1

tηqj

)1/p( N∑

j=1

ηqj

)1/q
= t1/p

N∑

j=1

ηqj .

W drug¡ stron¦, je»eli w nierówno±ci Höldera zachodzi równo±¢, to na podstawie (*) w postaci
zredukowanej musi by¢ tj = uj , j = 1, . . . , N . Oznacza to, »e ξpj = ηqj , j = 1, . . . , N , dla postaci

zredukowanej. St¡d
ξp
j

ϕp(ξ) =
ηq
j

ϕq(η) , j = 1, . . . , N , dla postaci wyj±ciowej.
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Nierówno±¢ Minkowskiego: Po pierwsze zauwa»my, »e dla p = 1 nierówno±¢ Minkowskiego jest oczy-

wista. Mo»emy wi¦c zaªo»y¢, »e p > 1 oraz
N∑
j=1

(ξj + ηj)p > 0. Niech q := p
p−1 . Wtedy 1

p + 1
q = 1. Na

podstawie nierówno±ci Höldera mamy wi¦c

N∑

j=1

(ξj + ηj)p =
N∑

j=1

ξj(ξj + ηj)p−1 +
N∑

j=1

ηj(ξj + ηj)p−1

Hölder
6

( N∑

j=1

ξpj

)1/p( N∑

j=1

(ξj + ηj)(p−1)q
)1/q

+
( N∑

j=1

ηpj

)1/p( N∑

j=1

(ξj + ηj)(p−1)q
)1/q

=
( N∑

j=1

ξpj

)1/p( N∑

j=1

(ξj + ηj)p
)1/q

+
( N∑

j=1

ηpj

)1/p( N∑

j=1

(ξj + ηj)p
)1/q

. (**)

Dziel¡c obie strony przez
(∑N

j=1(ξj + ηj)p
)1/q

dostajemy »¡dan¡ nierówno±¢ Minkowskiego.
Przechodzimy do problemu równo±ci w nierówno±ci Minkowskiego. Je»eli ξ = tη, to

ϕp(ξ + η) = (1 + t)ϕp(η) = ϕp(tη) + ϕp(η) = ϕp(ξ) + ϕp(η).

W drug¡ stron¦, je»eli w nierówno±ci Minkowskiego zachodzi równo±¢, to w (**) w obu miejscach, w
których stosowali±my nierówno±¢ Höldera musi by¢ równo±¢, a wi¦c ξpj = t1(ξj + ηj)(p−1)q oraz ηpj =
t2(ξj + ηj)(p−1)q, j = 1, . . . , N , dla pewnych t1, t2 > 0. Wynika st¡d natychmiast, »e ξ = tη dla pewnego
t > 0. �

�wiczenie 3.5.5. Znale¹¢ warunki konieczne i dostateczne na równo±¢ w nierówno±ci Höldera (odp. Min-
kowskiego) bez zaªo»enia, »e ξj , ηj > 0, j = 1, . . . , N .

Wniosek 3.5.6. Niech (X1, %1), . . . , (XN , %N ) b¦d¡ niepustymi przestrzeniami metrycznymi i niech
X := X1 × · · · ×XN . Wtedy funkcje

dp(x, y) : =
( N∑

j=1

(%j(xj , yj))p
) 1
p

, p ∈ [1,+∞),

d∞(x, y) : = max{%1(x1, y1), . . . , %N (xN , yN )}, x = (x1, . . . , xN ), y = (y1, . . . , yN ) ∈ X,
s¡ metrykami na X. Ponadto:
• d∞ 6 dp 6 N1/pd∞, p ∈ [1,+∞). W szczególno±ci, metryki dp i d∞ s¡ porównywalne.
• d1 = % (zob. De�nicja 3.5.1). W szczególno±ci, metryki dp i d∞ zadaj¡ topologi¦ iloczynu karte-

zja«skiego.

Obserwacja 3.5.7. (a) Metryka dp nosi nazw¦ metryki `p.
(b) Metryka d∞ nosi nazw¦ metryki `∞ lub te» metryki maksimum.
(c) Je»eli (Xj , %j) = (K, %K), j = 1, . . . , N , to

dp(x, y) : =
( N∑

j=1

|xj − yj |p
) 1
p

,

d∞(x, y) : = max{|x1 − y1|, . . . , |xN − yN |}, x = (x1, . . . , xN ), y = (y1, . . . , yN ) ∈ KN .
(d) Szczególnie wa»na jest metryka d2. Dla przykªadu, w przypadku, gdy (Xj , %j) = (K, %K), j =

1, . . . , N , standardow¡ metryk¡ w KN jest metryka euklidesowa d2(x, y) :=

√
N∑
j=1
|xj − yj |2.

Dowód Wniosku 3.5.6. Stosujemy Obserwacj¦ 3.5.2(d). �

Twierdzenie 3.5.8. (a) (X, %) jest zupeªna wtedy i tylko wtedy, gdy (Xj , %j) jest zupeªna, j = 1, . . . , N .
W szczególno±ci, RN jest przestrzeni¡ zupeªn¡.

(b) (X, %) jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy (Xj , %j) jest zwarta, j = 1, . . . , N .
(c) (X, %) jest spójna wtedy i tylko wtedy, gdy (Xj , %j) jest spójna, j = 1, . . . , N .
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Dowód . (a), (b) � �wiczenie.
(c) � �wiczenie∗. �

3.6. Metryka Hausdor�a

Dla przestrzeni metrycznej (X, %), niech F oznacza rodzin¦ wszystkich niepustych, domkni¦tych
i ograniczonych podzbiorów X. Zde�niujmy metryk¦ Hausdor�a

h(A,B) := max
{

sup{%(x,B) : x ∈ A}, sup{%(y,A) : y ∈ B}
}
, A,B ∈ F.

Obserwacja 3.6.1. Poni»ej A,B,C ∈ F.
(a) Przypomnijmy, »e a ∈ C ⇐⇒ dist(a,C) = 0.
(b) Je»eli h(A,B) = 0, to A ⊂ B oraz B ⊂ A, to oznacza, »e A = B.
(c) h(A,B) = h(B,A).
(d) h(A,B) < +∞. Istotnie, je»eli A,B ⊂ B(a, r), to dla x ∈ A mamy %(x,B) = inf{%(x, z) : z ∈ B} 6

inf{%(x, a) + %(a, z) : z ∈ B} 6 2r. Podobnie, %(x,A) 6 2r, x ∈ B.
(e) h(A,B) = sup{|%(x,A) − %(x,B)| : x ∈ X}. Istotnie, wystarczy pokaza¢, »e sup{%(x,A) − %(x,B) :

x ∈ X} = sup{%(y,A) : y ∈ B}. Nierówno±¢ �>� jest oczywista. Ustalmy x0 ∈ X oraz we¹my dowolne
a ∈ A, b ∈ B. Wtedy %(x0, a) − %(x0, b) 6 %(a, b). Bior¡c infa∈A dostajemy %(x0, A) − %(x0, b) 6
%(b, A) 6 sup{%(y,A) : y ∈ B}. Bior¡c teraz infb∈B dostajemy poszukiwan¡ nierówno±¢.

(f) h(A,B) 6 h(A,C) + h(C,B). W szczególno±ci, (F, h) jest przestrzeni¡ metryczn¡.
(g) h(A,B) 6 r ⇐⇒ A ⊂ B(r) oraz B ⊂ A(r), gdzie C(r) := {z ∈ X : dist(z, C) 6 r}. Zauwa»my, »e

C(r) ∈ F.
(h) |diam(A) − diam(B)| 6 2h(A,B). Istotnie, wystarczy pokaza¢, »e diam(A) − diam(B) 6 2h(A,B).

Ustalmy x, y ∈ A. Wtedy

%(x, y)− diam(B) = inf
u,v∈B

(%(x, y)− %(u, v))
Obs. 3.1.7(n)

6 inf
u,v∈B

(%(x, u) + %(y, v))

6 %(x,B) + %(y,B) 6 2 sup
z∈A

%(z,B) 6 2h(A,B).

Teraz wystaczy wzi¡¢ supx,y∈A.
(i) �wiczenie∗. Niech K ⊂ X b¦dzie ustalonym niepustym zbiorem zwartym i niech K := {A ∈ F :

A ⊂ K}. Wtedy (K, h) jest przestrzeni¡ zwart¡.





ROZDZIA� 4

Ci¡gªo±¢

4.1. Funkcje ci¡gªe

De�nicja 4.1.1. Niech (X, %X), (Y, %Y ) b¦d¡ przestrzeniami metrycznymi, f : X −→ Y i a ∈ X.
Powiemy, »e funkcja f jest ci¡gªa w punkcie a, je»eli

∀ε>0 ∃δ>0 : f(B(a, δ)) ⊂ B(f(a), ε).

Równowa»nie:
∀ε>0 ∃δ>0 ∀x∈X : %X(x, a) < δ =⇒ %Y (f(x), f(a)) < ε.

Jest to tzw. de�nicja Cauchy'ego ci¡gªo±ci. Piszemy wtedy f ∈ C(X,Y ; a) � jest to oznaczenie niestan-
dardowe, dla potrzeb naszego wykªadu.

Mówimy, »e f : X −→ Y jest ci¡gªa, je»eli jest ci¡gªa w ka»dym punkcie. Piszemy wtedy f ∈ C(X,Y ).
Ponadto, C(X) := C(X,R).

Mówimy, »e f jest jednostajnie ci¡gªa, je»eli

∀ε>0 ∃δ>0 ∀x,y∈X : %X(x, y) < δ =⇒ %Y (f(x), f(y)) < ε.

Mówimy, »e f speªnia warunek Höldera z wykªadnikiem α > 0, je»eli istnieje staªa M > 0 taka, »e

%Y (f(x), f(y)) 6M(%X(x, y))α, x, y ∈ X.
Dla α = 1, warunek Höldera nosi nazw¦ warunku Lipschitza

(
1
)
.

Mówimy, »e odwzorowanie bijektywne f : X −→ Y jest homeomor�zmem, je»eli f ∈ C(X,Y ),
f−1 ∈ C(Y,X).

Obserwacja 4.1.2. (a) Ka»de odwzorowanie jednostajnie ci¡gªe jest ci¡gªe.
(b) Ka»de odwzorowanie speªniaj¡ce warunek Höldera jest jednostajnie ci¡gªe.

�wiczenie 4.1.3. (a) Znale¹¢ przykªad odwzorowania ci¡gªego, które nie jest jednostajnie ci¡gªe.
(b) Znale¹¢ przykªad odwzorowania jednostajnie ci¡gªego, które dla dowolnego α > 0 nie speªnia warunku

Höldera z wykªadnikiem α.
(c) Udowodni¢, »e odwzorowanie f : X −→ Y speªnia warunek Höldera z wykªadnikiem α wtedy i tylko

wtedy, gdy

sup
{%Y (f(x), f(y))

(%X(x, y))α
: x, y ∈ X, x 6= y

}
< +∞.

(d) Znale¹¢ przykªad ci¡gªego odwzorowania bijektywnego f : X −→ Y takiego, »e f−1 nie jest ci¡gªe.

Twierdzenie 4.1.4. Niech f : X −→ Y , a ∈ X. Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) f ∈ C(X,Y ; a);
(ii) dla dowolnego otoczenia V punktu f(a) istnieje otoczenie U punktu a takie, »e f(U) ⊂ V ;
(iii) dla dowolnego otoczenia V punktu f(a) zbiór f−1(V ) jest otoczeniem punktu a;
(iv) dla dowolnego ci¡gu xn −→ a mamy f(xn) −→ f(a); jest to tzw. de�nicja Heinego

(
2
)
ci¡gªo±ci.

Dowód . (i) =⇒ (ii): Niech B(f(a), ε) ⊂ V i niech δ > 0 b¦dzie dobrane zgodnie z (i). Wtedy U := B(a, δ)
jest otoczeniem punktu a oraz f(U) ⊂ B(f(a), ε) ⊂ V .

(ii) =⇒ (iii): Oczywiste.

(
1
)
Rudolf Lipschitz (1832�1903).(

2
)
Eduard Heine (1821�1881).
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(iii) =⇒ (iv): Dla dowolnego ε > 0 kule V := B(f(a), ε) jest otoczeniem f(a). Zatem istnieje δ > 0
taka, »e B(a, δ) ⊂ f−1(V ). Niech xn ∈ B(a, δ) dla n > N . Wtedy f(xn) ∈ B(f(a), ε) dla n > N , czyli
f(xn) −→ f(a).

(iv) =⇒ (i): Przypu±¢my, »e dla pewnego ε > 0 nie istnieje δ > 0 takie, »e f(B(a, δ)) ⊂ B(f(a), ε).
Wtedy istnieje ci¡g (xn)∞n=1 taki, »e xn ∈ B(a, 1/n), %Y (f(xn), f(a)) > ε; sprzeczno±¢. �
Twierdzenie 4.1.5 (Skªadanie odwzorowa« ci¡gªych). Je»eli f ∈ C(X,Y ; a) i g ∈ C(Y,Z; f(a)), to
g ◦ f ∈ C(X,Z; a).

Dowód . �wiczenie. �
Twierdzenie 4.1.6. Niech f : X −→ Y . Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) f ∈ C(X,Y );
(ii) dla dowolnego zbioru otwartego V ⊂ Y zbiór f−1(V ) jest otwarty;
(iii) dla dowolnego a ∈ X oraz dla dowolnego ci¡gu xn −→ a mamy f(xn) −→ f(a).

Dowód . �wiczenie. �
Twierdzenie 4.1.7 (Skªadanie odwzorowa« ci¡gªych). Je»eli f ∈ C(X,Y ) i g ∈ C(Y,Z), to g ◦ f ∈
C(X,Z).

Dowód . �wiczenie. �
Twierdzenie 4.1.8. Niech A,B ⊂ R.
(a) Je»eli dodawanie A×B 3 (x, y) 7−→ x+y ∈ R jest dobrze okre±lone, to jest odwzorowaniem ci¡gªym.
(b) Je»eli mno»enie A×B 3 (x, y) 7−→ x · y ∈ R jest dobrze okre±lone, to jest odwzorowaniem ci¡gªym.
(c) Je»eli dzielenie A×B 3 (x, y) 7−→ x

y ∈ R jest dobrze okre±lone, to jest odwzorowaniem ci¡gªym.

(d) Je»eli A ⊂ R and B ⊂ R>0, to pot¦gowanie A × B 3 (x, y) 7−→ xy ∈ R>0 jest odwzorowaniem
ci¡gªym.

Dowód . Por. � 2.2. �
Twierdzenie 4.1.9. (a) Je»eli f, g ∈ C(X,R; a) i f(x) + g(x) jest okre±lone dla dowolnego x ∈ X, to

f + g ∈ C(X,R; a).
(b) Je»eli f, g ∈ C(X,R; a) i f(x) · g(x) jest okre±lone dla dowolnego x ∈ X, to f · g ∈ C(X,R; a).

(c) Je»eli f, g ∈ C(X,R; a) i f(x)
g(x) jest okre±lone dla dowolnego x ∈ X, to f

g ∈ C(X,R; a).

(d) Je»eli f : X −→ R i g : X −→ R>0 s¡ ci¡gªe w punkcie a, to gf ∈ C(X,R; a).

Dowód . Jest wniosek z Twierdze« 4.1.7 i 4.1.8. �
�wiczenie 4.1.10 (Zob. Obserwacja 3.1.2(b)). Niech ϕ : R −→ [−1, 1],

ϕ(x) :=

{
x

1+|x| , je»eli x ∈ R
±1, je»eli x = ±∞

.

(a) Udowodni¢, »e ϕ jest homeomor�zmem.
(b) Udowodni¢, »e f ∈ C(X,R; a)⇐⇒ ϕ ◦ f ∈ C(X, [−1, 1]; a).

Przykªad 4.1.11. (a) Dowolny wielomian p : K −→ K, p(z) := a0 + · · · + anz
n, gdzie n ∈ N0,

a0, . . . , an ∈ K, jest ci¡gªy.
(b) Dla dowolnych wielomianów p, q : K −→ K, q 6≡ 0, funkcja wymierna p

q jest ci¡gªa na zbiorze
K \ q−1(0).

(c) Funkcja signum (znak) sgn : R −→ {−1, 0,+1},

sgnx = sgn(x) :=





1, je»eli x > 0
0, je»eli x = 0
−1, je»eli x < 0

,

jest ci¡gªa w ka»dym punkcie poza zerem.
(d) Funkcja Dirichleta

(
3
)
d := χQ,R nie jest ci¡gªa w »adnym punkcie.

(
3
)
Peter Dirichlet (1805�1859).
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(e) Niech h(x) := xd(x), x ∈ R. Wtedy h jest ci¡gªa tylko w x = 0.
(f) Funkcja moduª, K 3 z 7−→ |z| ∈ R+, jest funkcj¡ speªniaj¡c¡ warunek Lipschitza.
(g) Funkcja cecha (lub cz¦±¢ caªkowita) [ ] : R −→ Z, [x] := sup{k ∈ Z : k 6 x}, x ∈ R, jest ci¡gªa

w ka»dym punkcie zbioru R\Z, ale nie jest ci¡gªa w »adnym punkcie zbioru Z. Czasami te» b¦dziemy
pisa¢ bxc zamiast [x].

(h) Niech dxe := inf{k ∈ Z : k > x}. Gdzie jest ci¡gªa funkcja x −→ dxe? � �wiczenie.
(i) Funkcja Riemanna

(
4
)
r : R −→ [0, 1],

r(x) :=

{
0, je»eli x /∈ Q
1
q , je»eli x ∈ Q, x = p

q , q ∈ N, p ∈ Z, (p, q) = 1
,

jest ci¡gªa w punktach zbioru R \Q, ale nie jest ci¡gªa w »adnym punkcie zbioru Q.

4.2. Granica w punkcie

De�nicja 4.2.1. Niech A ⊂ X, f : A −→ Y , a ∈ A′, b ∈ Y . Wtedy mówimy, »e f ma w punkcie a
granic¦ b, je»eli dla dowolnego ci¡gu (xn)∞n=1 ⊂ A\{a} mamy f(xn) −→ b. Piszemy wtedy lim

x→a
f(x) = b.

Obserwacja 4.2.2. (a) lim
x→a

f(x) = b⇐⇒ f̃ ∈ C(A∪{a}, Y ; a), gdzie f̃(x) :=

{
f(x), je»eli x ∈ A \ {a}
b, je»eli x = a

.

(b) Dla f : X −→ Y i a ∈ X mamy f ∈ C(X,Y ; a)⇐⇒ lim
x→a

f(x) = f(a).

Twierdzenie 4.2.3. Je»eli lim
x→a

f(x) = b i g ∈ C(Y, Z; b), to lim
x→a

g ◦ f(x) = g(b).

Dowód . �wiczenie. �

�wiczenie 4.2.4. Pokaza¢, »e nast¦puj¡ce twierdzenie nie jest prawdziwe.
Niech f : A −→ B ⊂ Y , a ∈ A′, b ∈ B′, lim

x→a
f(x) = b, lim

y→b
g(y) = c. Wtedy lim

x→a
g ◦ f(x) = c.

De�nicja 4.2.5. W przypadku f : A −→ R mo»na równie» mówi¢ o granicy górnej i dolnej funkcji f
w punkcie a:

lim sup
x→a

f(x) := sup S(f, a), lim inf
x→a

f(x) := inf S(f, a),

gdzie
S(f, a) := {g ∈ R : ∃(xn)∞n=1⊂A\{a} : xn −→ a, f(xn) −→ g}.

Obserwacja 4.2.6. (a) Niech f : N −→ R. Wtedy powy»sze poj¦cia redukuj¡ si¦ do poprzednio wpro-
wadzonych lim sup

n→+∞
f(n) i lim inf

n→+∞
f(n).

(b) lim inf
x→a

f(x) 6 lim sup
x→a

f(x).

(c) Je»eli lim
x→a

f(x) = g ∈ R, to lim inf
x→a

f(x) = lim sup
x→a

f(x) = g.

(d) lim sup
x→a

f(x), lim inf
x→a

f(x) ∈ S(f, a).

(e) Je»eli lim inf
x→a

f(x) = lim sup
x→a

f(x) =: g, to lim
x→a

f(x) = g.

(f) Je»eli g := lim sup
x→a

f(x) < +∞, to dla dowolnego R 3 M > g istnieje r > 0 takie, »e f(x) 6 M dla

x ∈ B(a, r) \ {a}.
(g) Je»eli g := lim inf

x→a
f(x) > −∞, to dla dowolnego R 3 M < g istnieje r > 0 takie, »e f(x) > M dla

x ∈ B(a, r) \ {a}.
De�nicja 4.2.7. Je»eli X = R, A ⊂ [−∞, a], f : A −→ Y i a ∈ A′, to lim

x→a−
f(x) nosi nazw¦ granicy

lewostronnej i piszemy wtedy lim
x→a−

f(x). Analogicznie de�niujemy granic¦ prawostronn¡ lim
x→a+

f(x), gdy

A ⊂ [a,+∞] i a ∈ A′.
(
4
)
Bernhard Riemann (1826�1866).
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Przykªad 4.2.8 (Moduª ci¡gªo±ci). Dla f : X −→ Y de�niujemy moduª ci¡gªo±ci funkcji f :

ωf : R>0 −→ [0,+∞], ωf (δ) := sup{%Y (f(x), f(y)) : x, y ∈ X, %X(x, y) 6 δ}.
Pokaza¢, »e f jest jednostajnie ci¡gªa wtedy i tylko wtedy, gdy lim

δ→0+
ωf (δ) = 0.

4.3. Twierdzenie Banacha o punkcie staªym

Twierdzenie 4.3.1 (Banach
(

5
)
). Niech (X, d) b¦dzie zupeªn¡ przestrzeni¡ metryczn¡ i niech f : X −→

X b¦dzie odwzorowaniem zw¦»aj¡cym, tzn. takim, »e d(f(x), f(y)) 6 θd(x, y), x, y ∈ X, gdzie θ ∈ [0, 1).
Wtedy dla dowolnego punktu x0 ∈ X ci¡g (xn)∞n=0 zde�niowany rekurencyjnie wzorem xn+1 = f(xn),
n ∈ N0, jest zbie»ny do jedynego punktu staªego odwzorowania f , tzn. do punktu x∗ ∈ X takiego, »e
f(x∗) = x∗.

Dowód . Odwzorowanie f speªnia warunek Lipschitza ze staª¡ θ. Jest wi¦c w szczególno±ci ci¡gªe. Je»eli
ci¡g (xn)∞n=0 jest zbie»ny do pewnego x∗ ∈ X, to musi to by¢ punkt staªy, co wynika ze zwi¡zku
xn+1 = f(xn) oraz ci¡gªo±ci f . Punkt staªy jest jedyny. Je»eli bowiem a, b ∈ X byªyby dwoma ró»nymi
punktami staªymi, to d(a, b) = d(f(a), f(b)) 6 θd(a, b) < d(a, b), co daje sprzeczno±¢. Pozostaje wi¦c
pokaza¢, »e ci¡g (xn)∞n=0 jest zbie»ny. Poniewa» przestrze« jest zupeªna wystarczy pokaza¢, »e speªnia
warunek Cauchy'ego. Mamy

d(xn+1, xn) = d(f(xn), f(xn−1)) 6 θd(xn, xn−1) 6 θ2d(xn−1, xn−2) 6 . . . 6 θnd(x1, x0), n ∈ N.
W takim razie

d(xn+k, xn) 6 d(xn+k, xn+k−1) + d(xn+k−1, xn+k−2) + · · ·+ d(xn+1, xn)

6 (θn+k−1 + θn+k−2 + · · ·+ θn)d(x1, x0) =
1− θk
1− θ θ

nd(x1, x0) 6 1
1− θ θ

nd(x1, x0), n, k ∈ N,

sk¡d natychmiast wynika, »e (xn)∞n=0 jest ci¡giem Cauchy'ego. �

Przykªad 4.3.2. Niech X := (0, 1
4 ) ⊂ R i niech f : X −→ X, f(x) = x2; X nie jest przestrzeni¡

zupeªn¡! Wtedy f jest odwzorowaniem zw¦»aj¡cym (|x2 − y2| = |x − y||x + y| 6 1
2 |x − y|) bez punktu

staªego.

4.4. Wªasno±ci funkcji ci¡gªych

Twierdzenie 4.4.1. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ zwart¡ i niech f : X −→ Y b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡.
Wtedy f(X) jest przestrzeni¡ zwart¡ (z metryk¡ indukowan¡ z Y ).

Dowód . Niech (yn)∞n=1 ⊂ f(X), yn = f(xn), n ∈ N. Poniewa» X jest zwarta, istnieje podci¡g (xnk)∞k=1
oraz x0 ∈ X takie, »e xnk −→ x0. Wobec ci¡gªo±ci f mamy ynk = f(xnk) −→ f(x0). �

Obserwacja 4.4.2. Niech K ⊂ R b¦dzie niepustym zbiorem zwartym. Wtedy inf K, supK ∈ K.

Jako wniosek dostajemy.

Twierdzenie 4.4.3 (Twierdzenie Weierstrassa o osi¡ganiu kresów). Niech X b¦dzie niepust¡ przestrzeni¡
zwart¡ oraz niech f : X −→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Wtedy istniej¡ punkty x± ∈ X takie, »e f(x+) =
sup f(X), f(x−) = inf f(X).

Obserwacja 4.4.4. Niech CB(X,Y ) := C(X,Y ) ∩ B(X,Y ).
(a) CB(X,Y ) = C(X,Y ), gdy X jest przestrzeni¡ zwart¡.
(b) CB(X,Y ) jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni B(X,Y ).
(c) Przestrze« CB(X,Y ) jest zupeªna wtedy i tylko wtedy, gdy Y jest zupeªna.
(d) Je»eli E jest przestrzeni¡ Banacha, to przestrze« CB(X,E) wraz z norm¡ Czebyszewa jest przestrze-

ni¡ Banacha.

Twierdzenie 4.4.5. Je»eli f ∈ C(X,Y ), to dla dowolnego zbioru zwartego K ⊂ X speªniony jest waru-
nek: ∀ε>0 ∃δ>0 ∀a∈K : f(B%(a, δ)) ⊂ Bd(f(a), ε). W szczególno±ci, je»eli X jest przestrzeni¡ zwart¡, to
f jest jednostajnie ci¡gªe.

(
5
)
Stefan Banach (1892�1945).
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Dowód . Poniewa» f jest ci¡gªa, zatem dla dowolnego a ∈ K istnieje r(a) > 0 takie, »e f(B%(a, r(a))) ⊂
Bd(f(a), 1

2ε). Wobec zwarto±ci zbioru K, istnieje sko«czona liczba punktów a1, . . . , aN ∈ K takich,

»e K ⊂
N⋃
i=1

B%(ai, 1
2r(ai)). Niech δ := 1

2 min{r(a1), . . . , r(aN )}. We¹my dowolny punkt a ∈ K, a ∈

B%(ai0 ,
1
2r(ai0)), i niech x ∈ B%(a, δ). Mamy %(x, ai0) 6 %(x, a)+%(a, ai0) 6 δ+ 1

2r(ai0) 6 r(ai0). Wynika
st¡d, »e d(f(x), f(ai0)) 6 1

2ε i ostatecznie d(f(x), f(a)) 6 d(f(x), f(ai0)) + d(f(a), f(ai0)) 6 ε. �
Twierdzenie 4.4.6. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ zwart¡ i niech f : X −→ Y b¦dzie ci¡gª¡ bijekcj¡.
Wtedy f−1 jest ci¡gªa, czyli f jest homeomor�zmem.

Dowód . Niech yn −→ y0, xn := f−1(yn), x0 := f−1(y0). Chcemy pokaza¢, »e xn −→ x0. Przypu±¢my,
»e xn 6−→ x0, co oznacza, »e istnieje ε0 > 0 oraz podci¡g (xnk)∞k=1 takie, »e %X(xnk , x0) > ε0, k ∈ N.
Wobec zwarto±ci X mo»emy zaªo»y¢, »e xnk −→ x∗. Wynika, st¡d, »e %X(x∗, x0) > ε0. Z drugiej strony
f(xnk) −→ f(x∗), sk¡d wynika, »e f(x∗) = f(x0) � sprzeczno±¢. �

Wniosek 4.4.7. Rzut stereogra�czny R : S −→ Ĉ jest homeomor�zmem (por. Przykªad 3.1.3).

Twierdzenie 4.4.8. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ spójn¡ i niech f : X −→ Y b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡.
Wtedy f(X) jest przestrzeni¡ spójn¡ (z metryk¡ indukowan¡ z Y ).

Dowód . Przypu±¢my, »e f(X) = U∪V , gdzie U , V s¡ niepuste, rozª¡czne i otwarte. WtedyX = f−1(U)∪
f−1(V ), gdzie f−1(U), f−1(V ) s¡ niepuste, rozª¡czne i otwarte (wobec ci¡gªo±ci) � sprzeczno±¢. �
De�nicja 4.4.9. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ spójn¡ i niech f : X −→ R. Mówimy, »e f ma wªasno±¢
Darboux

(
6
)
, je»eli dla dowolnych α = f(a), β = f(b), α < β, i dla dowolnego γ ∈ (α, β) istnieje c ∈ X

takie, »e f(c) = γ; innymi sªowy: f przyjmuje wszystkie warto±ci po±rednie.

Twierdzenie 4.4.10. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ spójn¡ i niech f : X −→ R b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡.
Wtedy f ma wªasno±¢ Darboux.

Obserwacja 4.4.11. Istniej¡ funkcje nieci¡gªe, posiadaj¡ce wªasno±¢ Darboux (zob. Przykªad 6.2.14).

�wiczenie 4.4.12. Wykaza¢, »e ka»dy wielomian rzeczywisty stopnia nieparzystego posiada miejsce
zerowe.

Obserwacja 4.4.13. Niech f : (a, b) −→ R, gdzie −∞ 6 a < b 6 ∞, b¦dzie funkcj¡ rosn¡c¡. Wtedy
lim
x→b−

f(x) = sup f((a, b)) oraz lim
x→a+

f(x) = inf f((a, b)).

Twierdzenie 4.4.14. Niech f : P −→ R, gdzie P ⊂ R jest przedziaªem, b¦dzie funkcj¡ monotoniczn¡.
Wtedy:

(a) funkcja f nie jest ci¡gªa w co najwy»ej przeliczalnej liczbie punktów;
(b) je»eli f nie jest ci¡gªa, to zbiór f(P ) nie jest spójny.

Dowód . Mo»emy zaªo»y¢, »e f jest rosn¡ca.
(a) Niech

N(f) := {x ∈ P : f nie jest ci¡gªa w x}.
Dla dowolnego punktu c ∈ intP niech L(c) := lim

x→c−
f(x), R(c) := lim

x→c+
f(x). Je»eli lewy koniec c

przedziaªu P nale»y do niego, to kªadziemy L(c) := f(c), R(c) := lim
x→c+

f(x). Je»eli prawy koniec c

przedziaªu P nale»y do niego, to kªadziemy L(c) := lim
x→c−

f(x), R(c) := f(c).

Wtedy −∞ < L(c) 6 R(c) <∞ oraz dla dowolnych c1, c2 ∈ P , c1 < c2, mamy R(c1) 6 L(c2), a st¡d

(L(c1), R(c1)) ∩ (L(c2), R(c2)) = ∅.

W takim razie c ∈ N(f)⇐⇒ L(c) < R(c)⇐⇒ ∃q(c)∈Q∩(L(c),R(c)). Zbudowali±my injekcj¦ N(f) −→ Q.
(b) Przypu±¢my, »e a ∈ N(f) 6= ∅. Z poprzednich rozwa»a« istnieje q ∈ (L(a), R(a)) \ {f(a)}.

Zde�niujmy U := (−∞, q)∩ f(P ), V := (q,+∞)∩ f(P ). Zbiory U oraz V s¡ otwarte w f(P ), U, V 6= ∅,
U ∩ V = ∅ oraz U ∪ V = f(P ), co oznacza, »e f(P ) nie jest zbiorem spójnym. �
Twierdzenie 4.4.15. Niech f : P −→ R, gdzie P ⊂ R jest przedziaªem, b¦dzie ci¡gª¡ injekcj¡. Wtedy:

(
6
)
Jean Darboux (1842�1917).
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(a) f jest silnie monotoniczna;
(b) funkcja odwrotna f−1 : f(P ) −→ P jest ci¡gªa.

Dowód . (a) Wystarczy pokaza¢, »e dla dowolnego przedziaªu [a, b] ⊂ P , a < b, funkcja f |[a,b] jest ±ci±le
monotoniczna. Ustalmy a, b i przypu±¢my, »e f(a) < f(b) (przypadek f(a) > f(b) jest analogiczny
� �wiczenie). Z twierdzenia Weierstrassa istniej¡ c−, c+ ∈ [a, b] takie, »e f(c−) = min f([a, b]) oraz
f(c+) = max f([a, b]). Poka»emy, »e c− = a oraz c+ = b. Przypu±¢my, »e np. a < c− (przypadek c+ < b
jest analogiczny � �wiczenie). Wtedy f(c−) < f(a) < f(b). Z wªasno±ci Darboux funkcji f wynika
istnienie c ∈ (c−, b) takiego, »e f(c) = f(a), co daje sprzeczno±¢.

Zatem c− = a i c+ = b.
Ustalmy a 6 x < y 6 b. Przypu±¢my, f(x) > f(y). Wtedy f(a) 6 f(y) < f(x) 6 f(b). Wobec

wªasno±ci Darboux, istnienie c ∈ [a, x] taki, »e f(c) = f(y), co daje sprzeczno±¢.
(b) Oczywi±cie f−1 : f(P ) −→ P jest funkcj¡ ±ci±le monotoniczn¡ oraz f(P ) jest przedziaªem.

Poniewa» f−1(f(P )) = P , wi¦c z Twierdzenia 4.4.14 wnioskujemy, »e f−1 jest funkcj¡ ci¡gª¡. �
Twierdzenie 4.4.16. Dla dowolnego a > 1 (odp. a ∈ (0, 1)) funkcja wykªadnicza R 3 x 7−→ ax ∈ R>0

jest bijektywna i ±ci±le rosn¡ca (odp. malej¡ca). W szczególno±ci, jest ona homeomor�zmem, funkcj¡ do
niej odwrotn¡ jest funkcja logarytmiczna R>0 3 x 7−→ loga x ∈ R.

Piszemy lnx := loge x.

�wiczenie 4.4.17. Korzystaj¡c z wªasno±ci funkcji wykªadniczej wyprowadzi¢ nast¦puj¡ce wªasno±ci
funkcji logarytmicznej loga dla a > 0, a 6= 1.
(a) loga(x1x2) = loga x1 + loga x2, x1, x2 > 0.
(b) loga(bx) = x loga b, b > 0, x ∈ R.
(c) ax = ex ln a, x ∈ R.
(d) loga x = logb x

logb a
, b > 0, b 6= 1, x > 0.

4.5. Krzywe

Niech (X, %) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Ka»de odwzorowanie ci¡gªe γ : [a, b] −→ X nazywamy
krzyw¡. Zbiór γ∗ := γ([a, b]) nazywamy obrazem geometrycznym krzywej γ; γ∗ jest zbiorem zwartym
spójnym.

W przyszªo±ci b¦dziemy zawsze uto»samia¢ krzyw¡ γ : [a, b] −→ X z dowoln¡ krzyw¡

γ ◦ σ : [c, d] −→ X,

gdzie σ : [c, d] −→ [a, b] jest bijekcj¡ rosn¡c¡ (zwan¡ zmian¡ parametryzacji). Oczywi±cie, zmiana para-
metryzacji nie zmienia obrazu geometrycznego krzywej. W szczególno±ci, mo»na si¦ zawsze ograniczy¢
do krzywych sparametryzowanych w przedziale [0, 1].

Je»eli γ : [a, b] −→ X jest krzyw¡, to:
• γ(a) nazywamy pocz¡tkiem krzywej,
• γ(b) nazywamy ko«cem krzywej,
• je»eli γ(a) = γ(b), to mówimy, »e γ jest zamkni¦ta,
• je»eli γ jest odwzorowaniem injektywnym, to mówimy, »e γ jest ªukiem Jordana

(
7
)
� wtedy γ :

[a, b] −→ γ∗ jest homeomor�zmem,
• je»eli γ jest zamkni¦ta oraz γ|[a,b) jest odwzorowaniem injektywnym, to mówimy, »e γ jest krzyw¡
Jordana � wtedy funkcja σ : T −→ X, gdzie T oznacza okr¡g jednostkowy na pªaszczy¹nie, dana
wzorem σ(cos 2πt, sin 2πt) := γ(t), t ∈ [0, 1], jest homeomor�zmem.
Dla krzywej γ : [a, b] −→ X de�niujemy krzyw¡ przeciwn¡

	γ : [a, b] −→ X, 	γ(t) := γ(a+ b− t).
Wida¢, »e (	γ)∗ = γ∗.

Dla krzywych γj : [0, 1] −→ X, j = 1, 2, takich, »e γ1(1) = γ2(0) de�niujemy ich sum¦

γ1 ⊕ γ2 : [0, 1] −→ X, (γ1 ⊕ γ2)(t) :=

{
γ1(2t) dla 0 6 t 6 1

2

γ2(2t− 1) dla 1
2 6 t 6 1

;

(
7
)
Camille Jordan (1838�1922).
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jest to oczywi±cie krzywa i (γ1 ⊕ γ2)∗ = γ∗1 ∪ γ∗2 .
(

8
)

Mówimy, »e X jest ªukowo spójna, je»eli dla dowolnych x, y ∈ X istnieje krzywa γ : [a, b] −→ X taka,
»e γ(a) = x, γ(b) = y. Ka»da przestrze« ªukowo spójna jest spójna (ale nie odwrotnie � �wiczenie).

Dla X1 6= ∅, . . . , XN 6= ∅ mamy:

X1, . . . , XN s¡ przestrzeniami ªukowo spójnymi⇐⇒ X1 × · · · ×XN jest przestrzeni¡ ªukowo spójn¡.

4.6. Przestrzenie unormowane

De�nicja 4.6.1. Przestrzeni¡ unormowan¡ nad ciaªem K (K ∈ {R,C}) nazywamy dowoln¡ par¦
(E, ‖ ‖), gdzie E jest przestrzeni¡ wektorow¡ nad K, za± ‖ ‖ : E −→ R+ jest funkcj¡ speªniaj¡c¡
nast¦puj¡ce trzy warunki:
(a) ∀x∈E : ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0,
(b) ∀α∈K, x∈E : ‖αx‖ = |α|‖x‖,
(c) ∀x,y∈E : ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.

Funkcj¦ ‖ ‖ nazywamy norm¡.

Obserwacja 4.6.2. (a) (K, | |) jest przestrzeni¡ unormowan¡.
(b) |‖x‖ − ‖y‖| 6 ‖x− y‖ dla dowolnych x, y ∈ E.
(c) Zde�niujmy %(x, y) = %‖ ‖(x, y) := ‖x − y‖, x, y ∈ E. Wtedy % : E × E −→ R+ jest metryk¡

generowan¡ przez norm¦. Oczywi±cie

xν
%‖ ‖−→ x0 ⇐⇒ ‖xν − x0‖ −→ 0.

(d) Mówimy, »e dwie normy ‖ ‖1, ‖ ‖2 : R −→ R+ s¡ równowa»ne, je»eli %‖ ‖1 ∼ %‖ ‖2 .
(e) Dziaªania w przestrzeni unormowanej s¡ ci¡gªe. Istotnie,

‖(x+ y)− (x0 + y0)‖ 6 ‖x− x0‖+ ‖y − y0‖ = ‖(x, y)− (x0, y0)‖1,
‖αx− α0x0‖ 6 |α− α0|‖x0|+ |α|‖x− x0‖ 6 max{|α|, ‖x0‖}‖(α, x)− (α0, x0)‖1.

Obserwacja 4.6.3. (a) Podobnie jak dla metryk w iloczynie kartezja«skim przestrzeni unormowanych
(E1, | |1), . . . , (EN , | |N ) mo»emy wprowadzi¢ wiele norm. Niech ϕ : RN+ −→ R+ b¦dzie funkcj¡ tak¡,
»e:
(i) ϕ(ξ) = 0⇐⇒ ξ = 0,
(ii) ξ 6 η =⇒ ϕ(ξ) 6 ϕ(η),
(iii) ϕ(ξ + η) 6 ϕ(ξ) + ϕ(η),
(iv) ϕ(tξ) = tϕ(ξ) dla t ∈ R+.
Wtedy funkcja dana wzorem

‖x‖ := ϕ(|x1|1, . . . , |xN |N ), x = (x1, . . . , xN ) ∈ E1 × · · · × EN ,
jest norm¡ na E1 × · · · × EN � �wiczenie.

(b) W szczególno±ci, je»eli (E1, | |1), . . . , (EN , | |N ) s¡ przestrzeniami unormowanymi, to w E1×· · ·×EN
mamy nast¦puj¡ce klasyczne normy (�wiczenie):

‖x‖p :=
( N∑

j=1

|xj |pj
)1/p

= norma lp, p > 1,

‖x‖∞ := max{|x1|1, . . . , |xN |N} = norma `∞ = norma maksimum.

W szczególno±ci, normami s¡ funkcje:

‖x‖1 = |x1|1 + · · ·+ |xN |N = norma suma,

‖x‖2 =
( N∑

j=1

|xj |2j
)1/2

= norma euklidesowa.

Zauwa»my, »e metryki generowane przez te normy odpowiadaj¡ metrykom dp, d∞, d1 i d2 (utworzo-
nym dla (E1, %| |1), . . . (EN , %| |N ) � por. Wniosek 3.5.6. W szczególno±ci, s¡ to normy równowa»ne,
zadaj¡ce topologi¦ iloczynu kartezja«skiego.
(
8
)
Oznaczenia 	 i ⊕ maj¡ charakter roboczy i nie musimy si¦ do nich zbyt przywi¡zywa¢.
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(c) Dla przykªadu, KN jest przestrzeni¡ unormowan¡ przez norm¦ euklidesow¡

‖x‖ :=

√√√√
N∑

j=1

|xj |2, x = (x1, . . . , xN ) ∈ KN .

De�nicja 4.6.4. Dla a ∈ E, niech
B(a, r) := B%‖ ‖(a, r) = {x ∈ E : ‖x− a‖ < r}, 0 < r 6 +∞,
B(a, r) := B%‖ ‖(a, r) = {x ∈ E : ‖x− a‖ 6 r}, 0 6 r < +∞,

B(r) := B(0, r), B(r) := B(0, r).

Niech

A+B := {x+ y : x ∈ A, y ∈ B}, A,B ⊂ E,
A ·B := {αx : α ∈ A, x ∈ B}, A ⊂ K, B ⊂ E.

Ponadto przyjmujemy a+B := {a}+B, α ·B := {α} ·B
(

9
)
.

Dla dowolnych x, y ∈ E de�niujemy odcinek (niezorientowany) (segment) o ko«cach x, y:

[x, y] := {x+ t(y − x) : t ∈ [0, 1]}.
Zbiór A ⊂ E nazywamy wypukªym, je»eli [x, y] ⊂ A dla dowolnych x, y ∈ A.

Obserwacja 4.6.5. (a) B(a, r) = B(a, r), r > 0.
Istotnie, wystarczy pokaza¢ inkluzj¦ ⊃. W tym celu zauwa»my, »e je»eli x0 ∈ B(a, r), to a +

θ(x0 − a) ∈ B(a, r) dla dowolnego θ ∈ [0, 1).
(b) Mamy nast¦puj¡c¡ wªasno±¢ translatywno±ci kul:

B(a, r) = a+B(r), B(a, r) = a+B(r).

Ponadto, B(r) = r ·B(1), B(r) = r ·B(1).
(c) Odnotujmy, »e [x, y] = [y, x] oraz [x, x] = {x}. Odcinek jest zbiorem spójnym.
(d) Dla dowolnej rodziny zbiorów wypukªych (Ai)i∈I ⊂ E zbiór

⋂
i∈I

Ai jest wypukªy. W szczególno±ci,

dla dowolnego zbioru A ⊂ E istnieje najmniejszy zbiór wypukªy convA = conv(A) ⊂ E zawieraj¡cy
A.

(e) Je»eli A,B ⊂ E s¡ wypukªe, to

conv(A ∪B) = {ta+ (1− t)b : a ∈ A, b ∈ B, t ∈ [0, 1]} =: C.

Istotnie, oczywi±cie C ⊂ conv(A∪B). Pozostaje pokaza¢, »e C jest wypukªy. Dla a′, a′′ ∈ A, b′, b′′ ∈ B,
oraz t′, t′′ ∈ [0, 1], u ∈ (0, 1), mamy

x0 := (1− u)((1− t′)a′ + t′b′) + u((1− t′′)a′′ + t′′b′′) = (1− s)((1− p)a′ + pa′′) + s((1− q)b′ + qb′′),

gdzie

p :=
u(1− t′′)

(1− u)(1− t′) + u(1− t′′) , q :=
ut′′

(1− u)t′ + ut′′
, s := (1− u)t′ + ut′′

(je»eli (1 − u)(1 − t′) + u(1 − t′′) = 0, to t′ = t′′ = 1, x0 = (1 − u)b′ + ub′′ ∈ B; podobnie, je»eli
(1− u)t′ + ut′′ = 0, to t′ = t′′ = 0, x0 = (1− u)a′ + ua′′ ∈ A). St¡d x0 ∈ C.

(f) Je»eli A jest wypukªy, to A jest wypukªy. Istotnie, je»eli xν −→ x0 i yν −→ y0, to

xν + t(yν − xν) −→ x0 + t(y0 − x0), t ∈ [0, 1].

(g) Je»eli A jest wypukªy, to intA jest wypukªy. Istotnie, je»eli B(a, r), B(b, r) ⊂ A, to

[a, b] +B(r) = {(1− t)a+ tb+ x : t ∈ [0, 1], x ∈ B(r)}
= {(1− t)(a+ x) + t(b+ x) : t ∈ [0, 1], x ∈ B(r)} ⊂ conv(B(a, r) ∪B(b, r)) ⊂ A,

co dowodzi, »e [a, b] ⊂ intA.

(
9
)
Oczywi±cie a+B = Ta(B), gdzie Ta : E −→ E oznacza translacj¦ x 7−→ a+ x.
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(h) Je»eli A jest wypukªy i intA 6= ∅, to dla dowolnych a ∈ intA i b ∈ A mamy

[a, b) := {(1− t)a+ tb : t ∈ [0, 1)} ⊂ intA.

W szczególno±ci, A ⊂ intA.
Istotnie, je»eli B(a, r) ⊂ A, to

B((1− t)a+ tb, r(1− t)) ⊂ conv(B(a, r) ∪ {b}) ⊂ A, t ∈ [0, 1).

(i) W przestrzeni unormowanej kule B(a, r) i B(a, r) s¡ wypukªe. Istotnie,

‖x+ t(y − x)− a‖ = ‖(1− t)(x− a) + t(y − a)‖ 6 (1− t)‖x− a‖+ t‖y − a‖.
Przestrze« unormowan¡ (E, ‖ ‖) nazywamy przestrzeni¡ Banacha, je»eli przestrze« metryczna (E, %‖ ‖)

jest zupeªna.

Obserwacja 4.6.6. (a) Niech X 6= ∅ b¦dzie dowolnym zbiorem i niech E b¦dzie przestrzeni¡ unormo-
wan¡. Wtedy B(X,E)

(
10
)
z norm¡ Czebyszewa

‖f‖X := sup{‖f(x)‖E : x ∈ X}, f ∈ B(X,E),

ma naturaln¡ struktur¦ przestrzeni unormowanej (�wiczenie); odnotujmy, »e powy»sza norma ge-
neruje metryk¦ Czebyszewa.

Ponadto, E jest Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy B(X,E) jest Banacha.

(
10
)
Odnotujmy, »e B(X,E) := {f : X −→ E : ∃R>0 : f(X) ⊂ B(R)}.





ROZDZIA� 5

Szeregi

5.1. Szeregi liczbowe

De�nicja 5.1.1. Dla (an)∞n=0 ⊂ C de�niujemy Sn :=
n∑
k=0

ak, n ∈ N0. Par¦ ((an)∞n=0, (Sn)∞n=0 nazywamy

szeregiem. Zwykle, zamiast powy»szej pary, piszemy
∞∑
n=0

an. Liczb¦ an nazywamy n-tym wyrazem szeregu,

za± liczb¦ Sn nazywamy n-t¡ sum¡ cz¦±ciow¡ szeregu. W przypadku, gdy (an)∞n=0 ⊂ R mówimy o szeregu

rzeczywistym. Szereg
∞∑
n=0

an nazywamy zbie»nym, je»eli Sn −→ S ∈ C. Liczb¦ S nazywamy wtedy sum¡

szeregu i oznaczamy przez
∞∑
n=0

an. Szeregi, które nie s¡ zbie»ne nazywamy rozbie»nymi.

Oczywi±cie mo»na równie» rozwa»a¢ szeregi
∞∑

n=n0
an, gdzie n0 ∈ Z.

Obserwacja 5.1.2. Ogólnie, mo»na rozwa»a¢ szeregi
∞∑
n=0

an, gdzie an ∈ E, n ∈ N0, za± E jest prze-

strzeni¡ Banacha nad K. Takimi szeregami b¦dziemy si¦ zajmowa¢ w przyszªo±ci.

�wiczenie 5.1.3. Które z podanych w tym rozdziale wªasno±ci i twierdze« dotycz¡cych szeregów licz-
bowych przenosz¡ si¦ na szeregi elementów z przestrzeni Banacha?

Obserwacja 5.1.4. (a) Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) szereg
∞∑
n=0

an jest zbie»ny;

(ii) dla dowolnego n0 ∈ N0 szereg
∞∑

n=n0
an jest zbie»ny;

(iii) istnieje n0 ∈ N0 takie, »e szereg
∞∑

n=n0
an jest zbie»ny.

(b) Szereg
∞∑
n=0

(−1)n jest rozbie»ny.

(c) Szereg geometryczny
∞∑
n=0

qn, gdzie q ∈ C (00 := 1), jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy |q| < 1

i wtedy
∞∑
n=0

qn = 1
1−q . Istotnie, Sn =

{
1−qn+1

1−q , je»eli q 6= 1

n+ 1, je»eli q = 1
.

(d)
∞∑
n=0

1
n! = e (por. Twierdzenie 2.3.1(b)).

(e) Je»eli (an)∞n=0 ⊂ R+ nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) szereg
∞∑
n=0

an jest zbie»ny;

(ii) ci¡g (Sn)∞n=0 jest ograniczony;
(iii) pewien podci¡g ci¡gu (Sn)∞n=0 jest zbie»ny;
(iv) pewien podci¡g ci¡gu (Sn)∞n=0 jest ograniczony.
W przypadku, gdy (an)∞n=0 ⊂ R+,

• zamiast pisa¢, »e szereg
∞∑
n=0

an jest zbie»ny b¦dziemy pisa¢
∞∑
n=0

an < +∞,

• zamiast pisa¢, »e szereg
∞∑
n=0

an jest rozbie»ny b¦dziemy pisa¢
∞∑
n=0

an = +∞.

45
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(f) Je»eli szeregi
∞∑
n=0

an,
∞∑
n=0

bn s¡ zbie»ne, to dla dowolnych α, β ∈ C szereg
∞∑
n=0

(αan+βbn) jest zbie»ny

oraz
∞∑
n=0

(αan + βbn) = α
∞∑
n=0

an + β
∞∑
n=0

bn.

Twierdzenie 5.1.5 (Warunek konieczny zbie»no±ci szeregów). Je»eli szereg
∞∑
n=0

an jest zbie»ny, to

lim
n→+∞

an = 0.

Dowód . Niech S := lim
n→+∞

Sn. Wtedy an = Sn − Sn−1 −→ S − S = 0. �

Przykªad 5.1.6 (Szereg harmoniczny).
∞∑
n=1

1
n = +∞. Istotnie,

S2n = 1 +
1
2

+
(1

3
+

1
4

)
+ · · ·+

( 1
2n−1 + 1

+ · · ·+ 1
2n

)
> 1 +

1
2

+ 2
1
4

+ · · ·+ 2n−1 1
2n

= 1 +
n

2
−→ +∞.

�wiczenie: S103 = 7, 485, S106 = 14, 393, S109 = 21, 301 z dokªadno±ci¡ do 0, 001.

Twierdzenie 5.1.7 (Warunek Cauchy'ego zbie»no±ci szeregów). Szereg
∞∑
n=0

an jest zbie»ny wtedy i tylko

wtedy, gdy
∀ε>0 ∃n0∈N0 ∀m>n>n0 : |an+1 + · · ·+ am| 6 ε.

Dowód . Poniewa» Sm − Sn = an+1 + · · ·+ am wystarczy skorzysta¢ z zupeªno±ci C (Twierdzenie 2.1.6).
�

De�nicja 5.1.8. Mówimy, »e szereg
∞∑
n=0

an jest bezwzgl¦dnie zbie»ny, je»eli szereg
∞∑
n=0
|an| jest zbie»ny.

Mówimy, »e szereg
∞∑
n=0

an jest warunkowo zbie»ny, je»eli szereg ten jest zbie»ny, ale nie jest bezwzgl¦dnie

zbie»ny.

Twierdzenie 5.1.9 (Kryterium porównawcze). (a) Je»eli |an| 6 bn, n ∈ N0, oraz
∞∑
n=0

bn < +∞, to sze-

reg
∞∑
n=0

an jest zbie»ny oraz
∣∣∣
∞∑
n=0

an

∣∣∣ 6
∞∑
n=0

bn. W szczególno±ci, je»eli szereg
∞∑
n=0

an jest bezwzgl¦dnie

zbie»ny, to jest on zbie»ny oraz
∣∣∣
∞∑
n=0

an

∣∣∣ 6
∞∑
n=0
|an|.

(b) Je»eli 0 6 an 6 bn, n ∈ N0, oraz
∞∑
n=0

an = +∞, to
∞∑
n=0

bn = +∞.

Dowód . (a) |an+1 + · · ·+ am| 6 |an+1|+ · · ·+ |am|.
(b) b0 + · · ·+ bn > a0 + · · ·+ an −→ +∞. �

Twierdzenie 5.1.10 (Kryterium asymptotyczne). Niech (an)∞n=0 ⊂ C, (bn)∞n=0 ⊂ R>0. Wtedy:

(a) Je»eli
∞∑
n=0

bn < +∞ oraz lim sup
n→+∞

|an|
bn

<∞, to
∞∑
n=0
|an| < +∞.

(b) Je»eli an > 0, n ∈ N0,
∞∑
n=0

bn = +∞ oraz lim inf
n→+∞

an
bn
> 0, to

∞∑
n=0

an = +∞.

(c) Je»eli an > 0, n ∈ N0, oraz lim
n→+∞

an
bn
∈ (0,+∞), to

∞∑
n=0

an < +∞⇐⇒
∞∑
n=0

bn < +∞.

Dowód . (a) Wobec Obserwacji 2.4.1(e), wnioskujemy, »e istnieje M > 0 takie, »e |an| 6 Mbn, n ∈ N0.
Mo»emy wi¦c skorzysta¢ z kryterium porównawczego.

(b) Wobec Obserwacji 2.4.1(f), wnioskujemy, »e istnieje M > 0 takie, »e an > Mbn, n ∈ N0, i znów
mo»emy skorzysta¢ z kryterium porównawczego.

(c) wynika z (a) i (b). �
Twierdzenie 5.1.11 (Kryterium kondensacyjne). Je»eli 0 6 an+1 6 an, n ∈ N0, to

∞∑

n=0

an < +∞⇐⇒
∞∑

n=0

2na2n < +∞.
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Dowód . Niech Sn :=
n∑
k=0

ak, S′n :=
n∑
k=0

2ka2k . Wtedy

1
2
a1 +

1
2
S′n =

1
2
a1 +

1
2

(a1 + 2a2 + 22a22 + · · ·+ 2na2n)

= a1 + a2 + 2a4 + 4a8 + · · ·+ 2n−1a2n

6 a1 + a2 + (a3 + a4) + (a5 + a6 + a7 + a8) + · · ·+ (a2n−1+1 + · · ·+ a2n) = S2n − a0

= a1 + (a2 + a3) + (a4 + a5 + a6 + a7) + · · ·+ (a2n−1 + a2n−1+1 + · · ·+ a2n−1) + a2n

6 a1 + 2a2 + 4a4 + · · ·+ 2n−1a2n−1 + 2na2n = S′n. �

�wiczenie 5.1.12. Udowodni¢, »e dla dowolnego p ∈ N2, je»eli 0 6 an+1 6 an, n ∈ N0, to
∞∑

n=0

an < +∞⇐⇒
∞∑

n=0

pnapn < +∞.

Przykªad 5.1.13 (Szereg harmoniczny rz¦du α). Dla α ∈ R mamy
∞∑
n=1

1
nα < +∞⇐⇒ α > 1.

Rzeczywi±cie, je»eli α 6 1, to 1
nα >

1
n , n ∈ N.

Je»eli α > 1, to stosujemy kryterium kondensacyjne
∞∑
n=0

2n 1
(2n)α =

∞∑
n=0

(21−α)n.

�wiczenie 5.1.14. Dla α, β ∈ R zbada¢ zbie»no±¢ szeregu
∞∑
n=3

1
nα lnβ n .

Obserwacja 5.1.15. Korzystaj¡c z Przykªadu 6.6.11(a) dowiemy si¦, »e dla dowolnego h > −1 istnieje
θ ∈ (0, 1) taka, »e ln(1 + h) = h − 1

2
h2

(1+θh)2 . Wynika st¡d, »e 0 < h − ln(1 + h) < 1
2h

2, h > 0.
W szczególno±ci,

0 <
1
n
− ln

(
1 +

1
n

)
<

1
2n2 , n ∈ N.

Zatem szereg
∞∑

n=1

( 1
n
− ln

(
1 +

1
n

))

jest zbie»ny. Zauwa»my, »e
N∑

n=1

ln
(

1 +
1
n

)
= ln

(2
1
· 3

2
· · · · · N + 1

N

)
= ln(N + 1).

W szczególno±ci, ci¡g

( N∑

n=1

1
n

)
− lnN =

N∑

n=1

( 1
n
− ln

(
1 +

1
n

))
+ ln

N + 1
N

jest zbie»ny do granicy sko«czonej zwanej staª¡ Eulera γ ' 0, 5772.

Twierdzenie 5.1.16 (Kryterium Cauchy'ego zbie»no±ci szeregów). Niech α := lim sup
n→+∞

n
√
|an| ∈ [0,∞].

Wtedy:

(a) Je»eli α < 1, to
∞∑
n=0
|an| < +∞.

(b) Je»eli α > 1, to szereg
∞∑
n=0

an jest rozbie»ny (nie jest speªniony warunek konieczny zbie»no±ci szere-

gów).
(c) Je»eli α = 1, to nic nie wiadomo.

Dowód . (a) Niech q ∈ (α, 1). Na podstawie Obserwacji 2.4.1(e) mamy n
√
|an| 6 q dla n > N , czyli

|an| 6 qn, n > N , i stosujemy kryterium porównawcze.
(b) Istnieje podci¡g (nk)∞k=1 taki, »e nk

√
|ank | > 1, k ∈ N0, a zatem |ank | > 1, k ∈ N0. Nie jest wi¦c

speªniony warunek konieczny zbie»no±ci szeregów.
(c) an := 1

n , an := 1
n2 . �
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Twierdzenie 5.1.17 (Kryterium d'Alemberta zbie»no±ci szeregów).
(

1
)

(a) Je»eli lim sup
n→+∞

∣∣∣an+1an

∣∣∣ < 1, to
∞∑
n=0
|an| < +∞.

(b) Je»eli
∣∣∣an+1an

∣∣∣ > 1 dla n > n0, to szereg
∞∑
n=0

an jest rozbie»ny (nie jest speªniony warunek konieczny

zbie»no±ci szeregów).

Dowód . (a) Wystarczy zastosowa¢ Twierdzenie 2.4.2 i kryterium Cauchy'ego.
(b) |am| > |an0 | > 0 dla m > n0. �

Obserwacja 5.1.18. (a) Kryterium Cauchy'ego jest mocniejsze ni» kryterium d'Alemberta.

(b) Niech an := 2+(−1)n

2n . Wtedy
∞∑
n=0

an < +∞, ale lim sup
n→+∞

an+1
an

= 3
2 > 1.

(c) Kryterium Cauchy'ego jest istotnie mocniejsze ni» kryterium d'Alemberta.
W powy»szym przykªadzie mamy lim sup

n→+∞
n
√
an = 1

2 < 1.

De�nicja 5.1.19. Mówimy, »e szereg
∞∑
n=0

an jest bezwarunkowo zbie»ny, dla dowolnej bijekcji σ : N0 −→

N0 szereg
∞∑
n=0

aσ(n) jest zbie»ny oraz
∞∑
n=0

aσ(n) =
∞∑
n=0

an.

Twierdzenie 5.1.20 (Twierdzenie o tasowaniu szeregów bezwzgl¦dnie zbie»nych). Ka»dy szereg bez-
wzgl¦dnie zbie»ny jest bezwarunkowo zbie»ny.

Dowód . Niech
∞∑
n=0
|an| < +∞, niech σ : N0 −→ N0 b¦dzie dowoln¡ bijekcj¡ i niech ε > 0. Z warunku

Cauchy'ego dla szeregu
∞∑
n=0
|an| wynika, »e istnieje N ∈ N takie, »e dla dowolnego zbioru sko«czonego

I ⊂ NN+1 mamy
∑
n∈I
|an| 6 ε. Niech N1 ∈ N b¦dzie takie, »e {0, . . . , N} ⊂ {σ(0), . . . , σ(N1)}. Wtedy dla

dowolnych m > n > N1 mamy {σ(n + 1), . . . , σ(m)} ⊂ NN+1 a st¡d
m∑

k=n+1
|aσ(k)| 6 ε. W takim razie

szereg
∞∑
n=0
|aσ(n)| speªnia warunek Cauchy'ego.

Niech Sn :=
n∑
k=0

ak, S′n :=
n∑
k=0

aσ(k). Niech ε i niech N,N1 b¦d¡ takie, jak powy»ej. Wtedy dla

n > N1 mamy |Sn − S′n| 6 2
∑

i∈I(n)
|an| 6 2ε, gdzie I(n) ⊂ NN+1 jest pewnym zbiorem sko«czonym. �

Twierdzenie 5.1.21 (Twierdzenie Riemanna o tasowaniu szeregu warunkowo zbie»nego). Je»eli szereg

rzeczywisty
∞∑
n=0

an jest warunkowo zbie»ny, to dla dowolnych −∞ 6 α 6 β 6 +∞ istnieje bijekcja

σ : N0 −→ N0 taka, »e je»eli S′n :=
n∑
k=0

aσ(k), to lim inf
n→+∞

S′n = α i lim sup
n→+∞

S′n = β. W szczególno±ci, dla

dowolnego x ∈ R istnieje bijekcja σ : N0 −→ N0 taka, »e
∞∑
k=0

aσ(k) = x.

Dowód . Mo»na zaªo»y¢, »e an 6= 0, n ∈ N0 (�wiczenie). Ustalmy α, β oraz ci¡gi (αn)∞n=0, (βn)∞n=0 ⊂ R
takie, »e αn −→ α, βn −→ β, β0 > 0 oraz αn < βn, n ∈ N0.

Niech a+
n := max{an, 0}, a−n := max{−an, 0}. Oczywi±cie, |an| = a+

n + a−n , an = a+
n − a−n . Gdyby∞∑

n=0
a+
n < +∞ (odp.

∞∑
n=0

a−n < +∞), to wtedy
∞∑
n=0

a−n < +∞ (odp.
∞∑
n=0

a+
n < +∞), co daje

∞∑
n=0
|an| < +∞

� sprzeczno±¢. Wynika st¡d, »e
∞∑
n=0

a+
n =

∞∑
n=0

a−n = +∞.

Niech A := {n ∈ N0 : an > 0} = {k0, k1, . . . }, gdzie k0 < k1 < . . . , i analogicznie B := {n ∈
N0 : an < 0} = {`0, `1, . . . }, gdzie `0 < `1 < . . . . Oczywi±cie A ∩ B = ∅, A ∪ B = N0. Szereg

∞∑
s=0

aks

(
1
)
Jean d'Alembert (1717�1783).
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(odp.
∞∑
s=0

(−a`s) ró»ni si¦ od szeregu
∞∑
n=0

a+
n (odp.

∞∑
n=0

a−n ) tylko wyrazami zerowymi, wi¦c jest równie»

rozbie»ny.
Rozpoczynamy konstrukcj¦ bijekcji σ:
Krok 0: Niech p0 ∈ N0 b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ tak¡, »e T0 := ak0 + · · ·+ akp0 > β0 i niech q0 ∈ N0

b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ tak¡, »e U0 := T0 + a`0 + · · ·+ a`q0 < α0.
Krok 1: Niech p1 > p0 b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ tak¡, »e T1 := U0 + akp0+1 + · · ·+ akp1 > β1 i niech

q1 > q0 b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ tak¡, »e U1 := T1 + a`q0+1 + · · ·+ a`q1 < α1.
Rozbie»no±¢ szeregów gwarantuje to, »e procedura mo»e by¢ dowolnie kontynuowana.
Teraz de�niujemy

(σ(0), σ(1), . . . ) := (k0, . . . , kp0 , `0, . . . , `q0 , kp0+1, . . . , kp1 , `q0+1, . . . , `q1 , . . . ).

Zauwa»my, »e 0 < Ts − βs 6 akps oraz a`qs 6 Us − αs < 0. Wynika st¡d, »e Ts −→ β, Us −→ α.
W szczególno±ci, lim sup

n→+∞
S′n > lim sup

s→+∞
Ts = β oraz lim inf

n→+∞
S′n 6 lim inf

s→+∞
Us = α.

Na koniec wystarczy jeszcze zauwa»y¢, »e sumy po±rednie przy przechodzeniu od Us−1 do Ts le»¡
pomi¦dzy Us−1 i Ts, za± sumy po±rednie przy przechodzeniu od Us do Ts le»¡ pomi¦dzy Us i Ts. �

Wniosek 5.1.22. Szereg zespolony jest bezwarunkowo zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy jest bezwzgl¦dnie
zbie»ny.

Dowód . Implikacja (⇐=) wynika z Twierdzenia 5.1.20. Implikacja (=⇒) dla szeregów rzeczywistych

wynika z Twierdzenia 5.1.21. Je»eli szereg
∞∑
n=0

(an + ibn) jest bezwarunkowo zbie»ny, to szeregi
∞∑
n=0

an,

∞∑
n=0

bn s¡ bezwarunkowo zbie»ne, a st¡d
∞∑
n=0
|an + ibn| 6

∞∑
n=0
|an|+

∞∑
n=0
|bn| < +∞. �

Twierdzenie* 5.1.23 (Steinitz
(

2
)
). Niech (an)∞n=0 ⊂ C i niech

X := {z ∈ C : istnieje bijekcja σ : N0 −→ N0 taka, »e
∞∑

n=0

aσ(n) = z}.

Wtedy X = C, lub X jest pewn¡ prost¡ a�niczn¡, lub X jest punktem.

Zauwa»my, »e zbiór X jest punktem wtedy i tylko wtedy, gdy szereg
∞∑
n=0

an jest bezwarunkowo (a

wi¦c bezwzgl¦dnie) zbie»ny.
Oprócz poznanych dotychczas kryteriów jest bardzo wiele innych u»ytecznych kryteriów. Na przy-

kªad:

Twierdzenie 5.1.24. Niech (an)∞n=0 ⊂ R>0.

(a) (Kryterium Kummera
(

3
)
)
∞∑
n=0

an < +∞⇐⇒ ∃(bn)∞n=0⊂R>0, c>0, N∈N0 ∀n>N : bn an
an+1

− bn+1 > c.

(b) (Kryterium Raabego
(

4
)
) Je»eli n( an

an+1
− 1) > c > 1, n > N , to

∞∑
n=0

an < +∞.

Dowód . (a) Przypu±¢my, »e
∞∑
n=0

an < +∞ i niech Sn :=
n∑
k=0

ak −→ S. Niech bn := S−Sn
an

. Wtedy

bn
an
an+1

− bn+1 = S−Sn
an

an
an+1

− S−Sn+1
an+1

= 1.
Przypu±¢my teraz, »e warunek Kummera jest speªniony. Wynika st¡d, »e c(aN+1 + · · · + an+1) 6

aNbN − aN+1bN+1 + · · · + anbn − an+1bn+1 = aNbN − an+1bn+1 < aNbN , n > N , a st¡d
∞∑

k=N+1
ak 6

1
caNbN < +∞.

(b) We¹my w kryterium Kummera bn := n. Wtedy bn an
an+1
−bn+1 = n an

an+1
−n−1 = n( an

an+1
−1)−1 >

c− 1 > 0, n > N . �
(
2
)
Ernst Steinitz (1871�1928).(

3
)
Ernst Eduard Kummer (1810�1893).(

4
)
Joseph Ludwig Raabe (1801�1859).
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5.2. Iloczyny szeregów

Twierdzenie 5.2.1. Niech (an)∞n=0 ⊂ R, (bn)∞n=0 ⊂ C, Bn :=
n∑
k=0

bk, n ∈ N0. Wtedy:

(a) (Kryterium Dirichleta) Je»eli ci¡g (an)∞n=0 jest monotoniczny, lim
n→+∞

an = 0 oraz ci¡g (Bn)∞n=0 jest

ograniczony, to szereg
∞∑
n=0

anbn jest zbie»ny.

(b) (Kryterium Abela
(

5
)
) Je»eli ci¡g (an)∞n=0 jest monotoniczny i ograniczony oraz szereg

∞∑
n=0

bn jest

zbie»ny, to szereg
∞∑
n=0

anbn jest zbie»ny.

(c) (Kryterium Leibniza
(

6
)
) Je»eli ci¡g (an)∞n=0 ⊂ R>0 jest malej¡cy, to szereg

∞∑
n=0

(−1)nan jest zbie»ny

wtedy i tylko wtedy gdy lim
n→+∞

an = 0.

Dowód . (a) Niech |Bn| 6M , n ∈ N0. Zde�niujmy dodatkowo B−1 := 0. Zauwa»my, »e
m∑

n=0

anbn =
m∑

n=0

an(Bn −Bn−1) =
m∑

n=0

anBn −
m∑

n=0

anBn−1

=
m∑

n=0

anBn −
m−1∑

n=0

an+1Bn =
(m−1∑

n=0

(an − an+1)Bn
)

+ amBm. (*)

Powy»sze przeksztaªcenie nosi nazw¦ transformacji Abela. Poniewa» amBm −→ 0, wystarczy pokaza¢, »e
∞∑
n=0
|(an − an+1)Bn| < +∞. Istotnie, wobec monotoniczno±ci ci¡gu (an)∞n=0 mamy

m∑

n=0

|an − an+1||Bn| 6M |a0 − am+1|, m ∈ N0,

a ci¡g (M |a0 − am+1|)∞m=0 jest oczywi±cie ograniczony.
(b) Ci¡gi (am)∞m=0 i (Bm)∞m=0 maj¡ granice, am −→ a, Bm −→ B. St¡d amBm −→ aB. Teraz

korzystamy z (*) i rozumujemy jak w (a).
(c) Wynika z (a) i warunku koniecznego zbie»no±ci szeregów. �

Przykªad 5.2.2. (a) Na mocy kryterium Dirichleta szereg
∞∑
n=1

zn

n jest zbie»ny dla |z| 6 1, z 6= 1.

Istotnie, dla |z| < 1 mamy | znn | 6 |z|n, a ostatni szereg to zbie»ny szereg geometryczny. Dla

z ∈ T \ {1}, gdzie T := {z ∈ C : |z| = 1}, mamy |
n∑
k=1

zk| = |z 1−zn
1−z | 6 2

|1−z| .

(b) Na mocy kryterium Leibniza, dla dowolnego α > 0 szereg
∞∑
n=1

(−1)n

nα jest zbie»ny.

(c) Dla dowolnego α ∈ (0, 1] szereg
∞∑
n=1

(−1)n

nα jest warunkowo zbie»ny.

De�nicja 5.2.3 (Iloczyn Cauchy'ego szeregów). Niech (an)∞n=0, (bn)∞n=0 ⊂ C, cn :=
n∑
k=0

akbn−k, n ∈ N0.

Szereg
∞∑
n=0

cn nazywamy iloczynem Cauchy'ego szeregów
∞∑
n=0

an i
∞∑
n=0

bn.

Przyjmujemy nast¦puj¡ce oznaczenia:

An :=
n∑

k=0

ak, Bn :=
n∑

k=0

bk, Cn :=
n∑

k=0

ck, n ∈ N0,

A := lim
n→+∞

An =
∞∑

n=0

an, B := lim
n→+∞

Bn =
∞∑

n=0

bn, C := lim
n→+∞

Cn =
∞∑

n=0

cn,

(
5
)
Niels Abel (1802�1829).(

6
)
Gottfryd Leibniz (1646�1716).
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oczywi±cie przy zaªo»eniu, »e odpowiednie szeregi s¡ zbie»ne.
(

7
)

Twierdzenie 5.2.4. Zaªó»my, »e
∞∑
n=0
|an| < +∞. Wtedy:

(a) (Twierdzenie Mertensa
(

8
)
) Je»eli szereg

∞∑
n=0

bn jest zbie»ny, to szereg
∞∑
n=0

cn jest zbie»ny oraz C =

AB.

(b) Je»eli
∞∑
n=0
|bn| < +∞, to

∞∑
n=0
|cn| < +∞.

Dowód . (a) Niech M > 0 b¦dzie takie, »e |Bn| 6 M , |a0| + · · · + |an| 6 M , n ∈ N0. Ustalmy ε > 0.

Niech n0 ∈ N0 b¦dzie takie, »e
n∑

k=n0+1
|ak| 6 ε

8M dla n > n0 + 1. Niech dalej n1 > n0 b¦dzie takie,

»e |Bn−n0 − B| 6 ε
4M oraz |An − A| 6 ε

2M dla n > n1. Teraz dla n > n1 mamy |Cn − AB| 6
|Cn −AnB|+ |An −A||B| 6 |Cn −AnB|+ ε

2 . Pozostaje oszacowa¢ pierwszy skªadnik. Zauwa»my, »e

Cn = a0b0 + (a0b1 + a1b0) + · · ·+ (a0bn + · · ·+ anb0)

= a0(b0 + · · ·+ bn) + a1(b0 + · · ·+ bn−1) + · · ·+ an−1(b0 + b1) + anb0 =
n∑

k=0

akBn−k.

St¡d dla n > n1 dostajemy:

|Cn −AnB| =
∣∣∣
n∑

k=0

ak(Bn−k −B)
∣∣∣ 6

n∑

k=0

|ak||Bn−k −B| =
n0∑

k=0

|ak||Bn−k −B|+
n∑

k=n0+1

|ak||Bn−k −B|

6
n0∑

k=0

|ak||Bn+n0−k−n0 −B|+
n∑

k=n0+1

|ak|2M 6
n0∑

k=0

|ak|
ε

4M
+
ε

4
6 ε

2
.

(b)
m∑
n=0
|cn| 6

( m∑
n=0
|an|

)( m∑
n=0
|bn|
)
. �

Przykªad 5.2.5. W przypadku N -szeregów
∞∑
n=0

aj,n, j = 1, . . . , N , ich iloczyn Cauchy'ego
∞∑
n=0

cn ma

posta¢

cn =
∑

s1,...,sN∈N0
s1+···+sN=n

a1,s1 · · · aN,sN , n ∈ N0.

Na podstawie Twierdzenia 5.2.4, je»eli
∞∑
n=0
|aj,n| < +∞, j = 1, . . . , N , to

∞∑
n=0
|cn| < +∞ oraz

∞∑
n=0

cn =

∏N
j=1

∞∑
n=1

aj,n. W szczególno±ci, je»eli
∞∑
n=0
|an| < +∞, to

( ∞∑
n=0

an

)N
=
∞∑
n=0

∑
s1,...,sN∈N0
s1+···+sN=n

as1 · · · asN , przy

czym ostatni szereg jest zbie»ny bezwzgl¦dnie.

5.3. Iloczyny niesko«czone

De�nicja 5.3.1. Niech (an)∞n=1 ⊂ C. Powiemy, »e iloczyn niesko«czony
∞∏
n=1

jest zbie»ny, je»eli dla

pewnego p ∈ N ci¡g iloczynów cz¦±ciowych Ik :=
k∏

n=p
an, k ∈ Np, jest zbie»ny do granicy sko«czonej

i ró»nej od zera. W szczególno±ci, musi by¢ an 6= 0, n > p.

Oczywi±cie, badaj¡c zbie»no±¢ iloczynu niesko«czonego, zawsze mo»emy przyj¡¢, »e p = 1.

(
7
)
Przy uogólnianiu na szeregi o wspóªczynnikach w przestrzeni Banacha b¦dziemy zakªada¢, »e (an)∞n=0 ⊂ K,

(bn)∞n=0 ⊂ E.(
8
)
Franz Mertens (1840�1927).
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Przykªad 5.3.2. (a)
∞∏
n=2

(1− 1
n2 ) = 1

2 .

Istotnie, Ik =
k∏

n=2
(1− 1

n2 ) =
k∏

n=2

(n−1)(n+1)
n2 = 1·3

22 · 2·4
32 · · ·

(k−1)(k+1)
k2 = k+1

2k −→ 1
2 .

(b) Iloczyn
∞∏
n=1

(1 + 1
n ) jest rozbie»ny.

Istotnie, Ik =
∞∏
n=1

(1 + 1
n ) =

∞∏
n=1

n+1
n = 2

1 · 3
2 · · · k+1

k = k + 1 −→ +∞.

(c) Iloczyn
∞∏
n=2

(1− 1
n ) jest rozbie»ny.

Istotnie, Ik =
∞∏
n=2

(1− 1
n ) =

∞∏
n=2

n−1
n = 1

2 · 2
3 · · · k−1

k = 1
k −→ 0.

Obserwacja 5.3.3 (Warunek konieczny zbie»no±ci iloczynu niesko«czonego). Je»eli iloczyn
∞∏
n=1

an jest

zbie»ny, to an −→ 1.
Istotnie, an = In

In−1
.

Propozycja 5.3.4 (Warunek konieczny i dostateczny zbie»no±ci iloczynu niesko«czonego). Iloczyn
∞∏
n=1

an jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy ∀ε>0 ∃N∈N ∀n>N ∀k∈N : |an+1 · · · an+k − 1| 6 ε. (*)

Dowód . Je»eli iloczyn jest zbie»ny, to ci¡g (Ik)∞k=1 speªnia warunek Cauchy'ego. Poniewa» Ik −→ I 6= 0,
mo»emy zaªo»y¢, »e |Ik| > c > 0 dla N > N0 przy pewnym c > 0. Dobierzmy teraz N > N0 takie, »e
|In+k − Ik| 6 cε dla n > N i k ∈ N. Wtedy |an+1 · · · an+k − 1| = |In+k−Ik|

|Ik| 6 cε
c = ε.

Je»eli warunek (*) zachodzi, to bior¡c ε = 1
2 dostajemy 1

2 6 |an+1 · · · an+k| 6 3
2 , n > N , k ∈ N.

W szczególno±ci, 1
2 6 | IkIk0 | 6

3
2 dla k > k0 dla pewnego k0.

Ustalmy ε > 0. Na postawie (*) mamy | In+kIn
− 1| = |an+1 · · · an+k − 1| 6 2

3ε
1
|Ik0 |

dla n > N > k0

i k ∈ N. Wynika st¡d, »e |In+k−In| 6 2
3ε
|In|
|Ik0 |

6 ε dla n > N i k ∈ N. Oznacza to, »e ci¡g (Ik)∞k=1 speªnia
warunek Cauchy'ego. Jest wi¦c zbie»ny do pewnej granicy sko«czonej I. Pozostaje pokaza¢, »e I 6= 0, co
wynika z oszacowania 1

2 6 | IkIk0 | dla k > k0. �

Zgodnie z tradycj¡ wyrazy iloczynu niesko«czonego zapisujemy w postaci an = 1 + cn, przy czym
zakªadamy, »e cn −→ 0.

De�nicja 5.3.5. Mówimy, »e iloczyn niesko«czony
∞∏
n=1

(1 + cn) jest bezwzgl¦dnie zbie»ny, je»eli iloczyn

∞∏
n=1

(1 + |cn|) jest zbie»ny. Iloczyn zbie»ny, który nie jest bezwzgl¦dnie zbie»ny nazywamy zbie»nym wa-

runkowo. Iloczyn zbie»ny nazywamy bezwarunkowo zbie»nym, je»eli dla dowolnej bijekcji σ : N −→ N,
iloczyn niesko«czony

∞∏
n=1

(1 + cσ(n)) jest zbie»ny i jego warto±¢ nie zale»y od σ.

Propozycja 5.3.6. Je»eli iloczyn
∞∏
n=1

(1 + cn) jest bezwzgl¦dnie zbie»ny, to jest zbie»ny.

Dowód . Skorzystamy z Propozycji 5.3.4. Wystarczy zauwa»y¢ (�wiczenie), »e

|(1 + cn+1) · · · (1 + cn+k)− 1| 6 |(1 + |cn+1|) · · · (1 + |cn+k|)− 1|. �

Propozycja 5.3.7. Niech (cn)∞n=1 ⊂ R+, τ ∈ {−1, 1}. Wtedy iloczyn
∞∏
n=1

(1 + τcn) jest zbie»ny wtedy

i tylko wtedy, gdy
∞∑
n=1

cn < +∞.

W szczególno±ci, dla dowolnego ci¡gu (cn)∞n=1 ⊂ C, iloczyn
∞∏
n=1

(1 + cn) jest bezwzgl¦dnie zbie»ny

wtedy i tylko wtedy, gdy
∞∑
n=1
|cn| < +∞.
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Dowód . W przypadku τ = 1 niech Sk :=
∞∑
n=1

cn. Zauwa»my, »e ci¡g (Ik)∞k=1 jest rosn¡cy. Mamy Sk 6 Ik,

co daje implikacj¦ (=⇒). W drug¡ stron¦ mamy 1+x 6 ex, x > 0 (Twierdzenie 2.3.1(h)), a st¡d Ik 6 eSk .
W przypadku, gdy τ = −1 mo»emy zaªo»y¢, cn < 1, ∈ N. Mamy 1 − cn = 1

1+ cn
1−cn

. Pozostaje

udowodni¢, »e
∞∑
n=1

cn < +∞⇐⇒
∞∑
n=1

cn
1−cn < +∞ (�wiczenie). �

Propozycja 5.3.8. Je»eli iloczyn
∞∏
n=1

(1 + cn) jest bezwzgl¦dnie zbie»ny, to jest bezwarunkowo zbie»ny.

Dowód . Niech σ : N −→ N b¦dzie dowoln¡ bijekcj¡. Na podstawie Propozycji 5.3.7 i Twierdzenia 5.1.20

iloczyn
∞∏
n=1

(1+cσ(n)) jest bezwzgl¦dnie zbie»ny. Pozostaje wykaza¢ równo±¢ warto±ci. Niech I ′k :=
k∏

n=1
(1+

cσ(n)) −→ I ′. Chcemy pokaza¢, »e Ik
I′
k
−→ 1. Na podstawie Propozycji 5.3.4 dla dowolnego ε > 0 istnieje

N0 ∈ N takie, »e
( ∏
i∈A

(1 + |ci|)
)
− 1 6 ε dla dowolnego zbioru sko«czonego A ⊂ NN0 . Dobierzmy N > N0

takie, »e {1, . . . , N0} ⊂ {σ(1), . . . , σ(N)}. Wtedy dla k > N mamy Ik
I′
k

=

∏
i∈Ak

(1+|ci|)
∏
j∈Bk

(1+|cj |)
, gdzie Ak, Bk ⊂ NN0 .

W konsekwencji, 1
1+ε 6

Ik
I′
k
6 1 + ε. �

5.4. Ci¡gi i szeregi funkcyjne

De�nicja 5.4.1. Niech X b¦dzie dowolnym niepustym zbiorem. Rozwa»my ci¡g funkcji fn : X −→ C,
n ∈ N. Mówimy, »e ci¡g (fn)∞n=1 jest zbie»ny punktowo do funkcji f : X −→ C, je»eli fn(x) −→ f(x)
dla dowolnego x ∈ X. W przypadku, gdy X = {x0}, poj¦cie ci¡gu funkcyjnego redukuje si¦ do ci¡gu
liczbowego.

Mówimy, »e ci¡g (fn)∞n=0 jest zbie»ny jednostajnie do funkcji f , je»eli

∀ε>0 ∃n0∈N ∀n>n0 ∀x∈X : |fn(x)− f(x)| 6 ε. (†)
Przyjmijmy dodatkowo, »e (X, %) jest przestrzeni¡ metryczn¡. Mówimy, »e ci¡g (fn)∞n=1 jest zbie»ny

lokalnie jednostajnie do funkcji f , je»eli dowolny punkt a ∈ X posiada otoczenie U ⊂ X takie, »e
fn|U −→ f |U jednostajnie.

Mówimy, »e ci¡g (fn)∞n=1 jest zbie»ny niemal jednostajnie do funkcji f , je»eli dla dowolnego zbioru
zwartego K ⊂ X mamy fn|K −→ f |K jednostajnie.

Obserwacja 5.4.2. (a) fn −→ f jednostajnie na X wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

sup
x∈X
|fn(x)−f(x)| =

0.
(b) (fn −→ f jednostajnie) =⇒ (fn −→ f lokalnie jednostajnie) =⇒ (fn −→ f niemal jednostajnie) =⇒

(fn −→ f punktowo).
(c) Je»eli X jest przestrzeni¡ zwart¡, to zbie»no±¢ jednostajna, lokalnie jednostajna i niemal jednostajna

s¡ równowa»ne.
(d) Je»eli ka»dy punkt a ∈ X posiada otoczenie U ⊂ X takie, »e U jest zbiorem zwartym (np. X ⊂ Rn),

to zbie»no±¢ lokalnie jednostajna i niemal jednostajna s¡ równowa»ne.

Przykªad 5.4.3. (a) Niech fn : [0, 1] −→ R, fn(x) = xn, n ∈ N. Wtedy:

• fn −→ f punktowo, gdzie f(x) :=

{
0, je»eli x ∈ [0, 1)
1, je»eli x = 1

.

• sup{|fn(x) − f(x)| : x ∈ [0, 1]} = sup{xn : x ∈ [0, 1)} = 1; w szczególno±ci, zbie»no±¢ nie jest
jednostajna (nie jest równie» jednostajna na [0, 1)).
• Dla dowolnego θ ∈ (0, 1) mamy sup{|fn(x) − f(x)| : x ∈ [0, θ]} = θn; w szczególno±ci, fn −→ f

lokalnie jednostajnie na [0, 1).
(b) Niech fn : R→ [−1, 1], fn(x) := 2nx

n2+x2 , n ∈ N. Wtedy:
• fn −→ 0 punktowo na R.
• fn(n) = 1; w szczególno±ci, ci¡g nie jest zbie»ny jednostajnie.
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• Dla dowolnego M > 0 mamy sup{|fn(x)| : |x| 6M} = 2nM
n2+M2 ; w szczególno±ci, fn −→ 0 lokalnie

jednostajnie.
(c) Niech fn : R −→ R, fn(x) := nx

1+n2x2 , n ∈ N. Wtedy:
• fn −→ 0 punktowo na R.
• sup{|fn(x)| : x ∈ R} = |fn(± 1

n )| = 1
2 ; w szczególno±ci, ci¡g nie jest zbie»ny jednostajnie w »ad-

nym otoczeniu zera.

Twierdzenie 5.4.4 (Warunek Cauchy'ego zbie»no±ci jednostajnej ci¡gu). Niech (fn)∞n=1 b¦dzie ci¡giem
funkcyjnym. Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) istnieje funkcja f : X −→ C taka, »e fn −→ f jednostajnie na X;
(ii) speªniony jest jednostajny warunek Cauchy'ego, tzn.

∀ε>0 ∃n0∈N ∀n,m>n0 ∀x∈X : |fn(x)− fm(x)| 6 ε. (‡)
Dowód . (i) =⇒ (ii): Je»eli zachodzi (†), to |fn(x)− fm(x)| 6 2ε, x ∈ X, n,m > n0.

(i) =⇒ (ii): Je»eli zachodzi (‡), to dla dowolnego x ∈ X ci¡g liczbowy (fn(x))∞n=1 speªnia zwykªy
warunek Cauchy'ego, a wi¦c jest zbie»ny. De�niujemy f(x) := lim

n→+∞
fn(x), x ∈ X. Je»eli m −→ +∞

w warunku (‡), to dostajemy |fn(x)− f(x)| 6 ε, x ∈ X, n > n0, co oznacza, »e (†) zachodzi. �

De�nicja 5.4.5. Wszystkie poj¦cia, wprowadzone wy»ej dla ci¡gów funkcyjnych, przenosz¡ si¦ na szeregi

funkcyjne
∞∑
n=0

fn. Dodatkowo, dla szeregów funkcyjnych wprowadzamy poj¦cie zbie»no±ci bezwzgl¦dnej

jednostajnej, gdy szereg
∞∑
n=0
|fn| jest zbie»ny jednostajnie. Mo»na te» mówi¢ o zbie»no±ci bezwzgl¦dnej

lokalnie jednostajnej, czy te» o zbie»no±ci bezwzgl¦dnej niemal jednostajnej
Dla szeregów funkcyjnych rozwa»amy te» poj¦cie zbie»no±ci normalnej na X, gdy

∞∑

n=0

sup{|fn(x)| : x ∈ X} < +∞.

Zgodnie z ogólnym wzorcem mo»emy te» mówi¢ o zbie»no±ci lokalnie normalnej, czy te» o zbie»no±ci
niemal normalnej.

Wniosek 5.4.6 (Warunek Cauchy'ego zbie»no±ci jednostajnej szeregu). Nast¦puj¡ce warunki s¡ równo-
wa»ne:

(i) szereg funkcyjny
∞∑
n=0

fn jest zbie»ny jednostajnie;

(ii) speªniony jest jednostajny warunek Cauchy'ego, tzn.

∀ε>0 ∃n0∈N ∀m>n>n0 ∀x∈X :
∣∣∣

m∑

k=n+1

fk(x)
∣∣∣ 6 ε.

Wniosek 5.4.7. (a) Szereg zbie»ny bezwzgl¦dnie jednostajnie (odp. bezwzgl¦dnie lokalnie jednostajnie,
bezwzgl¦dnie niemal jednostajnie) jest zbie»ny jednostajnie (odp. lokalnie jednostajnie, niemal jedno-
stajnie).

(b) (Kryterium Weierstrassa zbie»no±ci jednostajnej szeregu funkcyjnego) Szereg zbie»ny normalnie (odp. lo-
kalnie normalnie, niemal normalnie) jest zbie»ny bezwzgl¦dnie jednostajnie (odp. lokalnie jednostaj-
nie, niemal jednostajnie).

Wiele twierdze« poznanych dla szeregów liczbowych mo»na uogólni¢ na szeregi funkcyjne. Dla przy-
kªadu:

Twierdzenie 5.4.8 (Twierdzenie o tasowaniu szeregów bezwzgl¦dnie jednostajnie zbie»nych). Przypu-

±¢my, »e szereg
∞∑
n=0

fn jest zbie»ny jednostajnie bezwzgl¦dnie na X. Niech σ : N0 −→ N0 b¦dzie dowoln¡

bijekcj¡. Wtedy szereg
∞∑
n=0

fσ(n) jest zbie»ny jednostajnie bezwzgl¦dnie na X
(

9
)
.

(
9
)
Oczywi±cie, na podstawie Twierdzenia 5.1.20 mamy

∞∑
n=0

fσ(n)(x) =
∞∑
n=0

fn(x), x ∈ X.
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Dowód . Niech ε > 0. Z jednostajnego warunku Cauchy'ego dla szeregu
∞∑
n=0
|fn| wynika, »e istnieje

N ∈ N takie, »e dla dowolnego zbioru sko«czonego I ⊂ NN+1 mamy
∑
n∈I
|fn(x)| 6 ε, x ∈ X. Niech

N1 ∈ N b¦dzie takie, »e {0, . . . , N} ⊂ {σ(0), . . . , σ(N1)}. Wtedy dla dowolnych m > n > N1 mamy

{σ(n + 1), . . . , σ(m)} ⊂ NN+1 a st¡d
m∑

k=n+1
|fσ(k)(x)| 6 ε, x ∈ X. W takim razie szereg

∞∑
n=0
|fσ(n)|

speªnia jednostajny warunek Cauchy'ego na X. �
Przykªad 5.4.9. Szereg

∞∑

n=0

zn

1− z2n , z ∈ X := C \ T,

jest zbie»ny lokalnie normalnie.
Istotnie dla dowolnego θ ∈ (0, 1) istnieje N ∈ N takie, »e dla n > N mamy

sup
{∣∣∣ zn

1− z2n

∣∣∣ : |z| 6 θ
}
6 2θn, sup

{∣∣∣ zn

1− z2n

∣∣∣ : |z| > 1
θ

}
6 2θn (�wiczenie).

�wiczenie 5.4.10. Niech gn : [0, 1] −→ R,

gn(x) :=





1− 1
n , je»eli 0 6 x 6 1

n+1
1
2 − 1

n + n+1
2 x, je»eli 1

n+1 6 x 6
1
n

1− 1
2n , je»eli 1

n 6 x 6 1,

.

Zde�niujmy fn := gn − gn−1, k ∈ N2. Wtedy szereg
∞∑
n=2

fn jest zbie»ny bezwzgl¦dnie jednostajnie, ale

nie jest zbie»ny normalnie.

Twierdzenie 5.4.11. Niech fn −→ f lokalnie jednostajnie. Wtedy:

(a) Je»eli dla pewnego a ∈ X mamy fn ∈ C(X,C; a), n ∈ N, to f ∈ C(X,C; a).
(b) Je»eli fn ∈ C(X,C), n ∈ N, to f ∈ C(X,C).

Dowód . (a) Wykorzystamy nierówno±¢

|f(x)− f(a)| 6 |f(x)− fn0(x)|+ |fn0(x)− fn0(a)|+ |fn0(a)− f(a)|.
Ustalmy ε > 0. Wiemy, »e istnieje n0 ∈ N takie, »e |fn(x) − f(x)| 6 ε

3 dla dowolnych n > n0 i x ∈ X.
Korzystaj¡c z ci¡gªo±ci funkcji fn0 w punkcie a otrzymujemy istnienie δ > 0 takiego, »e |fn0(x)−fn0(a)| 6
ε
3 dla dowolnego x ∈ B(a, δ). A st¡d |f(x)− f(a)| 6 ε dla dowolnego x ∈ B(a, δ).

(b) wynika z (a). �
�wiczenie 5.4.12. Niech fn −→ f jednostajnie. Wtedy, je»eli fn jest jednostajnie ci¡gªa dla dowolnego
n ∈ N, to f jest jednostajnie ci¡gªa.

Wniosek 5.4.13. Zaªó»my, »e szereg funkcyjny f :=
∞∑
n=0

fn jest lokalnie jednostajnie zbie»ny. Wtedy:

(a) Je»eli dla pewnego a ∈ X mamy fn ∈ C(X,C; a), n ∈ N, to f ∈ C(X,C; a).
(b) Je»eli fn ∈ C(X,C), n ∈ N, to f ∈ C(X,C).

Przykªad 5.4.14. Suma szeregu
∞∑
n=0

zn

1−z2n , z ∈ C \ T, jest funkcj¡ ci¡gª¡.

Twierdzenie 5.4.15 (Dini
(

10
)
). Zaªó»my, »e (X, %) jest przestrzeni¡ zwart¡, fn ∈ C(X), fn+1(x) 6

fn(x), n ∈ N, x ∈ X. Niech f ∈ C(X) i niech fn −→ f punktowo na X. Wtedy fn −→ f jednostajnie na
X.

Dowód . Zast¦puj¡c fn przez fn − f sprowadzamy problem do przypadku f ≡ 0. Ustalmy ε > 0 i niech
Kn := {x ∈ X : fn(x) > ε}, n ∈ N. Wtedy Kn jest zbiorem zwartym oraz Kn+1 ⊂ Kn, n ∈ N. Gdyby
Kn 6= ∅ dla dowolnego n ∈ N, to z twierdzenia Cantora istnieje punkt a ∈ ⋂∞n=1Kn. Wtedy fn(a) > ε
dla dowolnego n, co przeczy zbie»no±ci punktowej. W takim razie istnieje n0 takie, »e Kn = ∅ dla n > n0,
co oznacza, »e 0 6 fn 6 ε dla dowolnego n > n0 i x ∈ X. �

(
10
)
Ulisse Dini (1845�1918).
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Obserwacja 5.4.16. Wszystkie zaªo»enia twierdzenia Diniego s¡ istotne.

(a) f nie jest ci¡gªa: Niech fn : [0, 1] −→ [0, 1], fn(x) := xn, f(x) =

{
0, je»eli x ∈ [0, 1)
1, je»eli x = 1

. Wtedy

fn ↘ f punktowo, ale nie jednostajnie..
(b) X nie jest zwarta: Niech fn : [0, 1) −→ [0, 1), fn(x) := xn. Wtedy fn ↘ 0 punktowo, ale nie

jednostajnie.
(c) Ci¡g nie jest monotoniczny: Niech fn : [−1, 1] −→ R, fn(x) := nx

1+n2x2 . Wtedy fn −→ 0 punktowo,
ale nie jednostajnie.

(d) Funkcje fn nie s¡ ci¡gªe: Niech [0, 1] ∩Q = {q1, q2, . . . }. Zde�niujmy fn : [0, 1] −→ R,

fn(x) :=

{
0, je»eli x ∈ (R \Q) ∪ {q1, . . . , qn},
1, je»eli x ∈ {qn+1, qn+2, . . . }

.

Wtedy fn ↘ 0 punktowo, ale nie jednostajnie.

5.5. Iloczyny funkcyjne

Propozycja 5.5.1. Niech Ω ⊂ Rm b¦dzie zbiorem otwartym i niech (fn)∞n=1 ⊂ C(Ω,C). Je»eli szereg
∞∑
n=1
|fn| jest zbie»ny niemal jednostajnie w Ω, to iloczyn I :=

∞∏
n=1

(1+fn) jest zbie»ny niemal jednostajnie

w Ω (w szczególno±ci, I ∈ C(Ω,C)).

Dowód . Na podstawie Propozycji 5.3.6 i 5.3.7, dla dowolnego x ∈ Ω, iloczyn I(x) :=
∞∏
n=1

(1 + fn(x))

jest zbie»ny bezwzgl¦dnie. Pozostaje wykaza¢, »e Ik −→ I niemal jednostajnie. Ustalmy zbiór zwarty

K ⊂ Ω. Poniewa»
∞∑
n=1
|fn| ∈ C(Ω), zatem istnieje C > 0 takie, »e

∞∑
n=1
|fn(x)| 6 C, x ∈ K. St¡d dla

x ∈ K dostajemy |Ik(x)| 6 (1 + |f1(x)|) · · · (1 + |fk(x)|) 6 e|f1(x)|+···+|fk(x)| 6 eC .

Mamy In − In−1 = In−1fn. St¡d Ik = I1 +
k∑

n=2
(In − In−1) = I1 +

k∑
n=2

In−1fn. Wystarczy wi¦c

pokaza¢, »e szereg
∞∑
n=2
|In−1fn| jest zbie»ny jednostajnie naK. Wynika to z oszacowania |In−1(x)fn(x)| 6

eC |fn(x)|, x ∈ K. �

5.6. Szeregi pot¦gowe I

De�nicja 5.6.1. Szeregiem pot¦gowym o ±rodku w punkcie a ∈ C nazywamy szereg funkcyjny zmiennej
zespolonej postaci

∞∑

n=0

an(z − a)n,

gdzie (an)∞n=0 ⊂ C, z ∈ C (00 := 1). Oczywi±cie wszystkie wªasno±ci szeregu mo»na odczyta¢ badaj¡c

szereg
∞∑
n=0

anz
n, czyli zakªadaj¡c, »e a = 0. Tak te» zawsze b¦dziemy czyni¢.

Liczb¦

R :=
1

lim sup
n→+∞

n
√
|an|

∈ [0,+∞]

nazywamy promieniem zbie»no±ci szeregu pot¦gowego.
Niech K(a, r) := {z ∈ C : |z − a| < r}, K(a,+∞) := C, K(r) := K(0, r).

Twierdzenie 5.6.2. Rozwa»my szereg
∞∑
n=0

anz
n.

(a) Je»eli R > 0, to dla dowolnego 0 < r < R istniej¡ θ ∈ (0, 1) oraz M > 0 takie, »e |anzn| 6Mθn dla
dowolnego n ∈ N oraz |z| 6 r.

(b) Je»eli R > 0, to szereg
∞∑
n=0

anz
n jest zbie»ny lokalnie normalnie w kole K(R).
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(c) Je»eli R > 0 i f(z) :=
∞∑
n=0

anz
n, z ∈ K(R), to f ∈ C(K(R),C) (Wniosek 5.4.13(b)).

(d) Je»eli R < +∞, to dla z /∈ K(R) szereg
∞∑
n=0
|anzn| jest rozbie»ny.

(e) R = sup
{
|z| :

∞∑
n=0
|anzn| < +∞

}
= sup

{
|z| : sup

n∈N0
|anzn| < +∞

}
.

(f) Je»eli 0 < R < +∞, to o zbie»no±ci szeregu
∞∑
n=0

anz
n dla |z| = R nic nie mo»na powiedzie¢.

Dowód . (a) Dla |z| 6 r mamy |anzn| 6 |an|rn. Ponadto, lim sup
n→+∞

n
√
|an|rn = r

R < 1. Bior¡c r
R < θ < 1

wnioskujemy, »e istnieje N ∈ N takie, »e |an|rn 6 θn dla n > N . Teraz wystarczy tylko wzi¡¢ M :=
max{1, |an|(r/θ)n : n = 1, . . . , N}.

(b) wynika z (a).
(c) wynika z (b) i Wniosku 5.4.13.
(d) Poniewa» lim sup

n→+∞
n
√
|anzn| = |z|

R > 1, wystarczy skorzysta¢ z kryterium Cauchy'ego.

(e) Niech R1 := sup{|z| :
∞∑
n=0
|anzn| < +∞}, R2 := sup{|z| : sup

n∈N0
|anzn| < +∞}. Na podstawie (b)

i (d) mamy R = R1 6 R2. Je»eli sup
n∈N0

|anzn| < +∞, to dla dowolnego θ ∈ (0, 1) szereg
∞∑
n=0
|an(θz)n| jest

zbie»ny, a wi¦c R2 6 R1.
(f) Rozwa»my nast¦puj¡ce przykªady (R = 1):

•
∞∑
n=1

zn: dla dowolnego z ∈ T szereg jest rozbie»ny.

•
∞∑
n=1

zn

n2 : dla dowolnego z ∈ T szereg jest bezwzgl¦dnie zbie»ny.

•
∞∑
n=1

zn

n : dla z = 1 szereg jest rozbie»ny; dla z ∈ T \ {1} szereg jest zbie»ny na mocy kryterium

Dirichleta (Przykªad 5.2.2(a)). �

Obserwacja 5.6.3. Je»eli f(z) :=
∞∑
n=0

anz
n, z ∈ K(R) (R > 0), to a1 = lim

z→0

f(z)−f(0)
z .

Istotnie, f(z)−f(0)
z =

∞∑
n=1

anz
n−1 =

∞∑
n=0

an+1z
n, z ∈ K(R) \ {0}. Szereg pot¦gowy

∞∑
n=0

an+1z
n ma ten

sam promie« zbie»no±ci: lim sup
n→+∞

n
√
|an+1| = lim sup

n→+∞

(
n+1
√
|an+1|

)n+1
n = lim sup

n→+∞
n+1
√
|an+1|. W szczególno-

±ci, funkcja g(z) :=
∞∑
n=0

an+1z
n, z ∈ K(R), jest ci¡gªa. Mamy wi¦c a1 = g(0) = lim

z→0
g(z) = lim

z→0

f(z)−f(0)
z .

5.6.1. Funkcje ez, sin z, cos z.

De�nicja 5.6.4. De�niujemy funkcj¦ wykªadnicz¡ exp : C −→ C,

ez = exp z = exp(z) :=
∞∑

n=0

zn

n!
, z ∈ C.

Zauwa»my, »e promie« zbie»no±ci powy»szego szeregu pot¦gowego jest równy +∞, wi¦c funkcja jest
prawidªowo zde�niowana. Jest to funkcja ci¡gªa (Twierdzenie 5.6.2(c)).

Obserwacja 5.6.5. (a) exp(a+ b) = exp(a) exp(b) dla dowolnych a, b ∈ C.
Istotnie, korzystamy z iloczynu Cauchy'ego szeregów. Mamy

exp(a) exp(b) =
∞∑

n=0

n∑

k=0

ak

k!
bn−k

(n− k)!
=
∞∑

n=0

1
n!

n∑

k=0

(
n

k

)
akbn−k =

∑

n=0

1
n!

(a+ b)n = exp(a+ b).

(b) exp(0) = 1, exp z 6= 0, exp(−z) = (exp z)−1, z ∈ C.
(c) exp(x) = ex dla x ∈ R.
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Istotnie, poniewa» obie funkcje s¡ ci¡gªe, wystarczy wykaza¢ równo±¢ dla x ∈ Q. Mamy exp(1) =
e = e1, a st¡d exp(n) = (exp(1))n = en dla n ∈ Z. Je»eli x = p/q (p ∈ Z, q ∈ N), to (exp(p/q))q =
exp(p) = ep, a st¡d exp(p/q) = ep/q.

(d) Na podstawie Obserwacji 5.6.3 mamy lim
z→0

ez−1
z = 1.

De�nicja 5.6.6. De�niujemy:

sin z :=
exp(iz)− exp(−iz)

2i
, cos z :=

exp(iz) + exp(−iz)
2

, z ∈ C.

Obserwacja 5.6.7. (a) sin i cos s¡ funkcjami ci¡gªymi.
(b) exp(iz) = cos z + i sin z, z ∈ C.
(c) cos 0 = 1, sin 0 = 0, cos(−z) = cos z, sin(−z) = − sin z, z ∈ C.
(d) sin z =

∞∑
n=0

(−1)nz2n+1

(2n+1)! , cos z =
∞∑
n=0

(−1)nz2n

(2n)! , z ∈ C.
Istotnie,

sin z =
1
2i

( ∞∑

n=0

(iz)n

n!
−
∞∑

n=0

(−iz)n
n!

)
=

1
2i

∞∑

n=0

2(iz)2n+1

(2n+ 1)!
=
∞∑

n=0

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!
,

cos z =
1
2

( ∞∑

n=0

(iz)n

n!
+
∞∑

n=0

(−iz)n
n!

)
=

1
2

∞∑

n=0

2(iz)2n

(2n)!
=
∞∑

n=0

(−1)nz2n

(2n)!
.

(e) sin(a+ b) = sin a cos b+ sin b cos a oraz cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin b, a, b ∈ C. W szczególno±ci,
cos2 z + sin2 z = 1, z ∈ C (jedynka trygonometryczna).

Istotnie,

sin a cos b+ sin b cos a =
1
4i

(
(eia − e−ia)(eib + e−ib) + (eib − e−ib)(eia + e−ia)

)

=
1
2i

(eiaeib − e−iae−ib) =
1
2i

(ei(a+b) − e−i(a+b)) = sin(a+ b).

Drugi wzór pozostawiamy jako �wiczenie.
(f) sin(R) ⊂ [−1, 1], cos(R) ⊂ [−1, 1].
(g) Na podstawie Obserwacji 5.6.3 mamy lim

z→0
sin z
z = 1, lim

z→0
cos z−1

z = 0.

5.6.2. Liczba π. Zauwa»my, »e

cos 2 = 1− 22

2!
+
∞∑

n=2

(−1)n22n

(2n)!
< −1 +

∞∑

n=2

22n

(2n)!
< −1 +

24

4!

(
1 +

22

52 +
24

54 + . . .
)

= −1 +
16
24

1
1− 4

25

= −1 +
50
63

< 0.

W takim razie, z wªasno±ci Darboux funkcji ci¡gªych wynika, »e funkcja cos musi mie¢ zero w przedziale
(0, 2).

De�nicja 5.6.8. π := 2 inf{x > 0 : cosx = 0}.
Obserwacja 5.6.9. (a) 0 < π < 4, cos π2 = 0.
(b) 0 < cosx < 1 dla 0 < x < π

2 .
Ustalmy x ∈ (0, π2 ). Oczywi±cie 0 < cosx 6 1. Dla uzyskania ostrej nierówno±ci zauwa»my, »e

cosx = 1− x2

2!

(
1− x2

3 · 4
)
− x6

6!

(
1− x2

7 · 8
)
− · · · < 1.

(c) sin π
2 = 1 oraz 0 < sinx < 1 dla 0 < x < π

2 .
Ustalmy x ∈ (0, π2 ). Oczywi±cie sin π

2 ∈ {−1,+1}. Wystarczy pokaza¢, »e sinx > 0. Mamy

sinx = x
(

1− x2

2 · 3
)

+
x5

5!

(
1− x2

6 · 7
)

+ · · · > 0.
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(d) cosπ = cos 2π2 = cos2 π
2 − sin2 π

2 = −1,
sinπ = 2 sin π

2 cos π2 = 0,
cos(2π) = cos2 π − sin2 π = 1,
sin(2π) = 2 sinπ cosπ = 0.

(e) cos(z+2(k+1)π) = cos(z+2kπ) cos 2π−sin(z+2kπ) sin 2π = cos(z+2kπ), a st¡d cos(z+2kπ) = cos z,
sin(z + 2kπ) = sin z, z ∈ C, k ∈ Z (korzystamy z Obserwacji 5.6.7(e)).

(f) ex+iy = ex(cos y + i sin y), x, y ∈ R. W szczególno±ci, eπi = −1.
(g) ez+2kπi = ez, z ∈ C, k ∈ Z.

Istotnie,

ez+2πi = eze2πi = ez.

Twierdzenie 5.6.10. (a) Odwzorowanie

[0, 2π) 3 t Φ7−→ eit ∈ T = {z ∈ C : |z| = 1}
jest bijektywne.

(b) exp(C) = C \ {0}.
(c) ea = eb ⇐⇒ a−b

2πi ∈ Z.
(d) Dla x ∈ R funkcje sinx i cosx pokrywaj¡ si¦ z funkcjami znanymi z trygonometrii.

Dowód . (a) Wiemy, »e (1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0,−1) ∈ Φ([0, 2π)). Ponadto, wiemy, »e {(x + iy) ∈ T :
x > 0, y > 0} = Φ((0, π2 )). Z okresowo±ci wnioskujemy, »e T ⊂ Φ([0, 2π)). Pozostaje injektywno±¢.
Przypu±¢my, »e Φ(t′) = Φ(t′′), t′ < t′′. Niech 4t := t′′ − t′, t ∈ (0, π2 ), x + iy := eit ∈ T (x, y ∈ (0, 1)).
Mamy ei4t = 1, czyli 1 = (x + iy)4 = (x2 − y2 + 2ixy)2 = (x2 − y2)2 − 4x2y2 + 8ixy(x2 − y2). St¡d
x2 = y2, a wi¦c x2 = y2 = 1

2 . Ostatecznie dostajemy 1 = (x+ iy)4 = −1 � sprzeczno±¢.
(b) Mamy z = |z| · z|z| . Na podstawie (a) istnieje y ∈ [0, 2π) takie, »e eiy = z

|z| . Oczywi±cie istnieje

x ∈ R takie, »e ex = |z|. Ostatecznie wiec mamy z = ex(cos y + i sin y) = ex+iy.
(c) Niech c := a− b = α+ iβ. Mamy 1 = ec = eα(cosβ + i sinβ), St¡d sinβ = 0, a wi¦c, wobec (a),

β
2π ∈ Z. W konsekwencji 1 = eα, sk¡d wynika, »e α = 0. �

Z dowodu powy»szego twierdzenia wynika, »e ka»da liczba zespolona z 6= 0 mo»e by¢ przedstawiona
w postaci trygonometrycznej z = |z|(cosϕ + i sinϕ), gdzie ϕ ∈ R. Zawsze mo»emy wybra¢ ϕ ∈ (−π, π].
Wtedy ϕ nazywamy argumentem gªównym z i oznaczamy Arg z. Dodatkowo de�niujemy Arg 0 := 0.
Zbiór arg z := {Arg z + 2kπi : k ∈ Z} nazywamy argumentem z. Dodatkowo kªadziemy arg 0 := R. Dla
z ∈ C i n ∈ N, zbiór n

√
z := {w ∈ C : wn = z} nazywamy pierwiastkiem zespolonym z liczby z.

�wiczenie 5.6.11. (a) a · b = |a||b|(cos(α+ β) + i sin(α+ β)), a, b ∈ C, α ∈ arg a, β ∈ arg b.
(b) (Wzór de Moivre'a

(
11
)
) zn = |z|n(cos(nϕ) + i sin(nϕ)), z ∈ C, ϕ ∈ arg z, n ∈ N.

(c) n
√
z =

{
n
√
|z| exp(iϕ+2kπ

n ) : k = 0, . . . , n− 1
}
, z ∈ C, ϕ := Arg z, n ∈ N.

(d) Dla n > 3 zbiór n
√

1 to wierzchoªki n-k¡ta foremnego wpisanego w okr¡g jednostkowy T.

�wiczenie 5.6.12 (Funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych). (a) sin |[−π2 ,π2 ] : [−π2 , π2 ] −→ [−1, 1]
jest ±ci±le rosn¡c¡ bijekcj¡, a funkcja do niej odwrotna to

arc sin : [−1, 1] −→ [−π2 , π2 ].
(b) cos |[0,π] : [0, π] −→ [−1, 1] jest ±ci±le malej¡c¡ bijekcj¡, a funkcja do niej odwrotna to

arc cos : [−1, 1] −→ [0, π].
(c) tg |(−π2 ,π2 ) : (−π2 , π2 ) −→ R jest ±ci±le rosn¡c¡ bijekcj¡, a funkcja do niej odwrotna to

arctg : R −→ (−π2 , π2 ).
(d) ctg |(0,π) : (0, π) −→ R jest ±ci±le malej¡c¡ bijekcj¡, a funkcja do niej odwrotna to

arcctg : R −→ (0, π).

Obserwacja* 5.6.13. Mo»na wykaza¢, »e sinπz = πz
∞∏
n=1

(
1− z2

n2

)
, z ∈ C.

(
11
)
Abraham de Moivre (1667�1754).



60
Marek Jarnicki, Wykªady z Analizy Matematycznej I, wersja z 23 stycznia 2018

5. Szeregi

5.6.3. Funkcje hiperboliczne.

�wiczenie 5.6.14 (Funkcje hiperboliczne). De�niujemy:

• cosinus hiperboliczny : C 3 z cosh7−→ ez+e−z

2 ∈ C,
• sinus hiperboliczny : C 3 z sinh7−→ ez−e−z

2 ∈ C,
• tangens hiperboliczny : tgh := sinh

cosh .
(a) Które ze wzorów trygonometrycznych, po ewentualnej zmianie znaków, pozostaj¡ prawdziwe dla

funkcji hiperbolicznych?, np. cosh2− sinh2 = 1.
(b) Odwzorowania cosh |R+ : R+ −→ [1,+∞), sinh : R −→ R, tgh : R −→ (−1, 1) s¡ bijekcjami.
(c) Wyznaczy¢ wzory na funkcje odwrotne do funkcji hiperbolicznych.

5.7. Przeliczalne rodziny sumowalne

Poznane wcze±nie poj¦cie szeregu liczbowego bezwarunkowo zbie»nego b¦dziemy chcieli przenie±¢ na
szeregi funkcyjne postaci

∑
i∈I

fi, gdzie I jest dowolnym zbiorem przeliczalnym, X jest dowolnym zbiorem

niepustym, za± fi : X −→ C, i ∈ I, lub nawet fi : X −→ E, i ∈ I, gdzie E jest przestrzeni¡ Banacha.

Obserwacja 5.7.1. (a) Pami¦tajmy, »e w przypadku, gdy X = {x0} szereg
∑
i∈I

fi redukuje si¦ do sze-

regu liczbowego (ewentualnie szeregu elementów przestrzeni Banacha E).
(b) Istnieje te» mo»liwo±¢ badania szeregów

∑
i∈I

fi, gdzie I jest dowolnym zbiorem niesko«czonym, ale

nie b¦dziemy si¦ ni¡ zajmowa¢.

Niech I b¦dzie, niepustym zbiorem przeliczalnym, X � dowolnym niepustym zbiorem, za± E prze-
strzeni¡ Banacha nad ciaªem K ∈ {R,C}, E 6= {0}. Oznaczmy przez F(I) rodzin¦ wszystkich niepustych
sko«czonych podzbiorów I. Rozwa»my rodzin¦ funkcji fi : X −→ E, i ∈ I. Dla A ∈ F(I) zde�niujmy
fA :=

∑
i∈A

fi : X −→ E. Oczywi±cie f{i} = fi. Przyjmujemy, »e f∅ := 0.

Twierdzenie 5.7.2. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) rodzina (fi)i∈I jest jednostajnie sumowalna na X, tzn. istnieje funkcja fI : X −→ E taka, »e

∀ε>0 ∃S(ε)∈F(I) ∀A∈F(I): S(ε)⊂A ∀x∈X : ‖fA(x)− fI(x)‖ 6 ε;
(ii) rodzina (fi)i∈I speªnia jednostajny warunek Cauchy'ego, tzn.

∀ε>0 ∃C(ε)∈F(I)∀A∈F(I\C(ε)) ∀x∈X : ‖fA(x)‖ 6 ε;
(iii) rodzina (fi)i∈I jest jednostajnie bezwarunkowo sumowalna, tzn. dla dowolnej bijekcji σ : N0 −→ I

szereg
∞∑
n=0

fσ(n) jest zbie»ny jednostajnie na X i jego suma nie zale»y od σ, przy czym t¡ sum¡ jest

funkcja fI z warunku (i);

(iv) dla dowolnej bijekcji σ : N0 −→ I szereg
∞∑
n=0

fσ(n) jest zbie»ny jednostajnie na X.

Obserwacja 5.7.3. (a) Funkcja fI w warunku (i) jest wyznaczona jednoznacznie. Nazywamy j¡ sum¡
rodziny (fi)i∈I i oznaczamy przez fI =

∑
i∈I

fi.

(b) Je»eli X = {x0} sªowo �jednostajnie� pomijamy i mówimy o sumowalnej rodzinie elementów prze-
strzeni E.

(c) Zauwa»my, »e w warunku (i) (odp. (ii)) zbiór S(ε) (odp. C(ε)) mo»e by¢ powi¦kszony bez szkody
dla zachodzenia warunku.

Dowód Twierdzenia 5.7.2. (i) =⇒ (ii): Niech C(ε) := S(ε/2) := S. Wtedy dla A ∈ F(I \ S) i x ∈ X
mamy:

‖fA(x)‖ = ‖fA∪S(x)− fS(x)‖ 6 ‖fA∪S(x)− fI(x)‖+ ‖fS(x)− fI(x)‖ 6 ε.
(ii) =⇒ (i): Mo»emy zaªo»y¢, »e C( 1

n )  C( 1
n+1 ), n ∈ N. Niech sn := fC( 1n ), n ∈ N. Mamy

‖sn+k(x)− sn(x)‖ = ‖fC( 1
n+k )\C( 1n )(x)‖ 6 1

n
, n, k ∈ N, x ∈ X.
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Oznacza to, »e ci¡g funkcji (sn)∞n=1 speªnia jednostajny warunek Cauchy'ego na X. Poniewa» E jest
przestrzeni¡ Banacha, zatem sn −→ s jednostajnie na X (dla pewnej funkcji s : X −→ E). Poka»emy,
»e rodzina (fi)i∈I jest jednostajnie sumowalna do s.

Z poprzedniej nierówno±ci wynika, »e ‖sn(x) − s(x)‖ 6 1
n , n ∈ N, x ∈ X. Je»eli teraz A ∈ F(I)

i C( 1
n ) ⊂ A, to

‖fA(x) − s(x)‖ 6 ‖fA(x) − fC( 1n )(x)‖ + ‖fC( 1n )(x) − s(x)‖ 6 ‖fA\C( 1n )(x)‖ +
1
n
6 2

n
, x ∈ X.

(i) =⇒ (iii): Ustalmy bijekcj¦ σ : N0 −→ I oraz ε > 0. Niech N0 ∈ N b¦dzie takie, »e S(ε) ⊂
{σ(0), . . . , σ(N0)} Wtedy dla dowolnego N > N0 mamy S(ε) ⊂ {σ(0), . . . , σ(N)} =: A, a st¡d

∥∥∥
N∑

n=0

fσ(n)(x)− fI(x)
∥∥∥ = ‖fA(x)− fI(x)‖ 6 ε, x ∈ X.

Implikacja (iii) =⇒ (iv) jest oczywista.
(iv) =⇒ (ii): Przypu±¢my, »e dla pewnego ε > 0 warunek (ii) nie zachodzi. Ustalmy dowolne i0 ∈

I. Zbiór C(ε) := {i0} nie mo»e by¢ dobry. W takim razie istnieje zbiór F (1) ∈ F(I \ {i0}) taki, »e
supx∈X ‖fF (1)(x)‖ > ε. Zbiór C(ε) := F (1) te» nie mo»e by¢ dobry. Znajdziemy wi¦c F (2) ∈ F(I \F (1))
taki, »e supx∈X ‖fF (2)(x)‖ > ε. Teraz bierzemy C(ε) := F (1) ∪ F (2) i znajdujemy F (3) ∈ F(I \ (F (1) ∪
F (2))) taki, »e supx∈X ‖fF (3)(x)‖ > ε. Rozumuj¡c dalej znajdziemy ci¡g (F (k))∞k=1 parami rozª¡cznych
sko«czonych podzbiorów I taki, »e supx∈X ‖fF (k)(x)‖ > ε, k ∈ N.

Teraz skonstruujemy pewn¡ bijekcj¦ σ : N0 −→ I, któr¡ b¦dziemy uto»samia¢ z permutacj¡ zbioru
I.

Je»eli zbiór F (0) := I \
∞⋃
k=1

F (k) jest sko«czony, to na pocz¡tku ustawimy elementy zbioru F (0)

w dowolnej kolejno±ci, potem elementy zbioru F (1) (te» w dowolnej kolejno±ci), potem F (2) itd.

Niech N(k) := #F (k), k = 0, 1, 2, . . . . Zde�niujmy SN :=
N∑
n=0

fσ(n). Wtedy SN(0)+···+N(k) −
SN(0)+···+N(k−1) = fF (k), k ∈ N, a wi¦c ci¡g (SN )∞N=0 nie speªnia warunku Cauchy'ego; sprzeczno±¢.

W przypadku gdy zbiór F (0) jest niesko«czony, ustawiamy jego elementy w ci¡g i1, i2, . . . , a nast¦pnie
budujemy permutacj¦ σ nast¦puj¡co: stawiamy i1, potem elementy zbioru F (1), potem i2, potem F (2),
itd. Podobnie jak poprzednio, bez trudu widzimy, »e (SN )∞N=0 nie mo»e speªnia¢ warunku Cauchy'ego
bowiem SN(0)+···+N(k)+k−SN(0)+···+N(k−1)+k = fF (k), k ∈ N, a wi¦c (SN )∞N=0 nie mo»e speªnia¢ warunku
Cauchy'ego; sprzeczno±¢. �

De�niujemy ‖fi‖ : X −→ R, ‖f‖(x) := ‖f(x)‖, x ∈ X. Je»eli rodzina (‖fi‖)i∈I jest jednostajnie
sumowalna na X, to mówimy (z pewnym nadu»yciem terminologii), »e rodzina (fi)i∈I jest jednostajnie
bezwzgl¦dnie sumowalna na X.

Obserwacja 5.7.4. (a) Je»eli (fi)i∈I jest jednostajnie sumowalna na X, to dla dowolnego x0 ∈ X
rodzina (fi(x0))i∈I jest sumowalna. Czy odwrotnie? � �wiczenie.

(b) Je»eli rodzina (fi)i∈I jest jednostajnie sumowalna na X, to dla dowolnego niepustego niesko«czonego
zbioru J ⊂ I, rodzina (fi)i∈J jest jednostajnie sumowalna na X.

Istotnie, wystarczy skorzysta¢ z kryterium Cauchy'ego.
(c) Je»eli rodzina (‖fi‖)i∈I jest jednostajnie bezwzgl¦dnie sumowalna na X, to rodzina (fi)i∈I jest

jednostajnie sumowalna na X oraz ‖∑
i∈I

fi‖ 6
∑
i∈I
‖fi‖.

Istotnie, jednostajna sumowalno±¢ rodziny (fi)i∈I wynika z kryterium Cauchy'ego oraz faktu,
»e ‖fA‖ 6

∑
i∈A
‖fi‖, A ∈ F(I). Dla dowolnej bijekcji σ : N −→ I, korzystaj¡c z wªasno±ci szeregów,

mamy
∥∥∥
∑

i∈I
fi(x)

∥∥∥ =
∥∥∥
∞∑

n=1

fσ(n)(x)
∥∥∥ 6

∞∑

n=1

‖fσ(n)(x)‖ =
∑

i∈I
‖fi(x)‖, x ∈ X.

(d) Je»eli (fi)i∈I , (gi)i∈I s¡ rodzinami jednostajnie sumowalnymi na X dla dowolnych α, β ∈ K, rodzina
(αfi + βgi)i∈I jest jednostajnie sumowalna na X, a jej suma jest równa αfI + βgI .

(e) Je»eli rodzina (fi)i∈I jest jednostajnie sumowalna na X oraz wszystkie odwzorowania fi : X −→ E,
i ∈ I, s¡ ograniczone, to zbiór odwzorowa« {fA : A ∈ F(I)} jest jednostajnie ograniczony.
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Istotnie, dla dowolnego A ∈ F(I) mamy: fA = fA∩S(1) + fA\S(1), a wi¦c wystarczy pokaza¢, »e
zbiór {fA : A ∈ F(I \ S(1))} jest jednostajnie ograniczony. Dla A ∈ F(I \ S(1)) mamy

‖fA‖ = ‖fA∪S(1) − fS(1)‖ 6 ‖fA∪S(1) − fI‖+ ‖fS(1) − fI‖ 6 2.

Propozycja 5.7.5. Zaªó»my, »e (E, ‖ ‖) jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ unormowan¡ nad K,
E 6= {0} i niech e1, . . . , ed b¦dzie dowoln¡ baz¡ E. Wtedy istniej¡ staªe c1, c2 > 0 takie, »e

c1(|t1|+ · · ·+ |td|) 6 ‖t1e1 + · · ·+ tded‖ 6 c2(|t1|+ · · ·+ |td|), t1, . . . , td ∈ K.
W szczególno±ci, w przestrzeni sko«czenie wymiarowej wszystkie normy s¡ równowa»ne.

Dowód . Mamy ‖t1e1 + · · · + tded‖ 6 |t1|‖e1‖ + · · · + |td|‖ed‖ 6 c2(|t1| + · · · + |td|), gdzie c2 :=
max{‖e1‖, . . . ‖ed‖}.

Druga z nierówno±ci polega na pokazaniu, »e inf{‖t1e1+· · ·+tded‖ : |t1|+· · ·+|td| = 1} > 0. Poniewa»
dziaªania w przestrzeni unormowanej s¡ ci¡gªe, zatem funkcja Kd 3 (t1, . . . , td)

ϕ7−→ ‖t1e1 + · · ·+ tded‖ ∈
R+ jest ci¡gªa. Chcemy pokaza¢, »e inf{ϕ(t1, . . . , td) : (t1, . . . , td) ∈ S} > 0, gdzie S := {(t1, . . . , td) ∈
Kn : |t1|+ · · ·+ |td| = 1}. Wynika to natychmiast z Twierdzenia Weierstrassa o osi¡ganiu kresów, wobec
tego, »e zbiór S jest zwarty.

Je»eli ‖ ‖1, ‖ ‖2 s¡ dwiema normami w E, to wobec poprzedniej cz¦±ci dowodu istniej¡ staªe ci,j > 0
takie, »e

‖t1e1 + · · ·+ tded‖1 6 c1,2(|t1|+ · · ·+ |td|) 6
c1,2
c2,1
‖t1e1 + · · ·+ tded‖2

6 c1,2c2,2
c2,1

(|t1|+ · · ·+ |td|) 6
c1,2c2,2
c2,1c1,1

‖t1e1 + · · ·+ tded‖1, t1, . . . , td ∈ K,

sk¡d natychmiast wynika, »e ‖ ‖1, ‖ ‖2 s¡ równowa»ne. �

Wniosek 5.7.6. Zaªó»my, »e (E, ‖ ‖) jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ Banacha nad R, E 6= {0}
(np. E = C) i niech e1, . . . , ed b¦dzie dowoln¡ baz¡ E. Dla dowolnej rodziny funkcji fi : X −→ E
mamy fi(x) = fi,1(x)e1 + · · ·+fi,d(x)ed. Dostajemy w ten sposób d rodzin funkcji rzeczywistych (fi,j)i∈I ,
j = 1, . . . , d. Wtedy rodzina (fi)i∈I jest jednostajnie sumowalna na X (odp. jednostajnie bezwzgl¦dnie
sumowalna na X) wtedy i tylko wtedy, ka»da z rodzin (fi,j)i∈I , j = 1, . . . , d, jest jednostajnie sumowalna
na X (odp. jednostajnie bezwzgl¦dnie sumowalna na X).

Dowód . Niech c1, c2 b¦d¡ jak powy»ej. Wtedy

c1

(∣∣∣
∑

i∈A
fi,1(x)

∣∣∣+· · ·+
∣∣∣
∑

i∈A
fi,d(x)

∣∣∣
)
6 ‖fA(x)‖ 6 c2

(∣∣∣
∑

i∈A
fi,1(x)

∣∣∣+· · ·+
∣∣∣
∑

i∈A
fi,d(x)

∣∣∣
)
, x ∈ X, A ∈ F(I).

Je»eli wi¦c rodzina (fi)i∈I speªnia jednostajny warunek Cauchy'ego i ‖fA(x)‖ 6 c1ε, x ∈ X dla A ∈
F(I\C(c1ε)), to |

∑
i∈A

fi,j(x)| 6 ε, x ∈ X, j = 1, . . . , d, co oznacza, »e ka»da z rodzin (fi,j)i∈I , j = 1, . . . , d,

speªnia jednostajny warunek Cauchy'ego.
Odwrotnie, je»eli ka»da z rodzin (fi,j)i∈I , j = 1, . . . , d, speªnia jednostajny warunek Cauchy'ego

i | ∑
i∈A

fi,j(x)| 6 ε
dc2

, x ∈ X, A ∈ F(I \ Cj( ε
dc2

)), j = 1, . . . , d, to ‖fA(x)‖ 6 ε, x ∈ X dla A ∈
F(I \ (C1( ε

dc2
) ∪ · · · ∪ Cd( ε

dc2
))).

Przypadek rodziny bezwzgl¦dnie jednostajnie sumowalnej jest analogiczny. Mamy

c1

(∑

i∈A
|fi,1(x)|+ · · ·+

∑

i∈A
|fi,d(x)|

)
6
∑

i∈A
‖fi(x)‖ 6 c2

(∑

i∈A
|fi,1(x)|+ · · ·+

∑

i∈A
|fi,d(x)|

)
.

Reszt¦ dowodu pozostawiamy jako (�wiczenie). �

Twierdzenie 5.7.7. Zaªó»my, »e E jest sko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ Banacha nad R, E 6= {0}
(np. E = C). Wtedy dla dowolnej rodziny fi : X −→ E, i ∈ I, nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) rodzina (fi)i∈I jest jednostajnie sumowalna na X;
(ii) rodzina (‖fi‖)i∈I jest jednostajnie sumowalna na X;

(iii) istnieje permutacja σ : N0 −→ I taka, »e szereg
∞∑
n=0
‖fσ(n)‖ jest jednostajnie zbie»ny na X.
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Obserwacja 5.7.8. (a) Je»eli dimE = ∞, to implikacja (i) =⇒ (ii) nie musi by¢ prawdziwa. Dla
przykªadu, niech E := B(N,R) z norm¡ supremow¡, I := N, fi := 1

i (δi,j)
∞
j=1 ∈ B(I,R), i ∈ I.

Oczywi±cie,
∑
i∈N
‖fi‖ =

∑
i∈N

1
i , a wi¦c rodzina (‖fi‖)i∈N nie jest sumowalna. Z drugiej strony, niech

s := (1, 1
2 ,

1
3 , . . . ) ∈ B(N,R). Je»eli A ∈ F(N) i {1, . . . , n} ⊂ A, to ‖fA − s‖ 6 1

n . Oznacza to, »e
(fi)i∈N jest sumowalna i s = fI .

(b) Prawdziwe jest nast¦puj¡ce ogólne twierdzenie (zob. [Dvo-Rog 1950]).

Twierdzenie* 5.7.9. Niech (E, ‖ ‖) b¦dzie przestrzeni¡ Banacha. Wtedy nast¦puj¡ce warunki s¡
równowa»ne:
(i) dla dowolnego ci¡gu (fk)∞k=0 ⊂ E nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

• rodzina
∞∑
k=0
‖fk‖ < +∞,

• szereg
∞∑
k=0

fk jest zbie»ny bezwarunkowo;

(ii) dimE < +∞.

Dowód Twierdzenia 5.7.7. Implikacja (ii) =⇒ (i) wynika z Obserwacji 5.7.4(c).
(i) =⇒ (ii): Najpierw rozwa»my szczególny przypadek, gdy E = R. W tym przypadku twierdzenie

udowodniª w roku 1910 Wacªaw Sierpi«ski
(

12
)
. Przypu±¢my, »e dla pewnego ε > 0 rodzina (|fi|)i∈I

nie speªnia jednostajnego warunku Cauchy'ego. Ustalmy i0 ∈ I. Zbiór C(ε) := {i0} nie mo»e by¢ dobry.
W takim razie istnieje zbiór G(1) ∈ F(I \ {i0}) taki, »e supx∈X

∑
i∈G(1)

|fi(x)| > ε. Ustalmy, x1 ∈ X

taki, »e
∑

i∈G(1)
|fi(x1)| > ε. Zbiór G(1) mo»emy podzieli¢ na dwie rozª¡czne cz¦±ci F ′(1) := {i ∈ G(1) :

fi(x1) > 0}, F ′′(1) := G(1) \ F ′(1). Jest oczywiste, »e |fF ′(1)(x1)| > ε
2 lub |fF ′′(1)(x1)| > ε

2 . Niech F (1)
oznacza ten ze zbiorów F ′(1), F ′′(1), dla którego zachodzi powy»sza nierówno±¢ (je»eli zachodzi ona dla
obu zbiorów, to bierzemy którykolwiek z nich). Zbiór C(ε) := F (1) te» nie mo»e by¢ dobry. Powtarzaj¡c
powy»sze rozumowanie, znajdziemy zbiór F (2) ∈ F(I \ F (1)) taki, »e supx∈X |fF (2)(x)| > ε

2 . Teraz
bierzemy C(ε) := F (1) ∪ F (2) i znajdujemy F (3) ∈ F(I \ (F (1) ∪ F (2))) taki, »e supx∈X |fF (3)(x)| > ε

2 .
Rozumuj¡c dalej znajdziemy ci¡g (F (k))∞k=1 parami rozª¡cznych sko«czonych podzbiorów I taki, »e
supx∈X |fF (k)(x)| > ε

2 , k ∈ N.
Dalej post¦pujemy tak, jak w dowodzie implikacji (ii) =⇒ (iii) w Twierdzeniu 5.7.2.
W przypadku ogólnym, niech e1, . . . , ed oznacza baz¦ E. Mamy fi(x) = fi,1(x)e1 + · · · + fi,d(x)ed.

Dostajemy w ten sposób d rodzin funkcji rzeczywistych (fi,j)i∈I , j = 1, . . . , d. Stosujemy teraz Wniosek
5.7.6.

Implikacja (ii) =⇒ (iii) wynika z Twierdzenia 5.7.2.
(iii) =⇒ (ii): Wobec Twierdzenia 5.7.2 wystarczy pokaza¢, »e (iii) zachodzi dla dowolnej permutacji

σ. W tym celu wystarczy skorzysta¢ z Twierdzenia 5.4.8. �

Twierdzenie 5.7.10 (Twierdzenie o grupowaniu wyrazów). Niech I =
⋃
j∈J

I(j), gdzie I(j) 6= ∅ i I(j)∩

I(k) = ∅ dla j 6= k
(

13
) (

14
)
. Je»eli rodzina (fi)i∈I jest jednostajnie sumowalna na X, to rodzina

(fI(j))j∈J jest jednostajnie sumowalna na X
(

15
)
. Ponadto,

∑

j∈J
fI(j) = fI , czyli

∑

j∈J

( ∑

i∈I(j)
fi

)
=
∑

i∈I
fi.

Odnotujmy, »e oczywi±cie twierdzenie odwrotne nie zachodzi, np. E := R, I = J := N, I(j) :=
{2j − 1, 2j}, fi := (−1)i. Wtedy fI(j) = 0 dla dowolnego j ∈ N, ale rodzina (fi)i∈N nie jest sumowalna.

Dowód . Ustalmy ε > 0 i niech B(ε) := {j ∈ J : I(j) ∩ S( ε2 ) 6= ∅}, gdzie S( ε2 ) ∈ F(I) jest takie,
jak w Twierdzeniu 5.7.2(i). Poniewa» zbiory I(j), j ∈ J , s¡ parami rozª¡czne mamy B(ε) ∈ F(J).

(
12
)
Wacªaw Sierpi«ski (1882�1969).(

13
)
Pewne rodziny I(j) mog¡ by¢ sko«czone.(

14
)
Zauwa»my, »e #J 6 ℵ0. Zbiór J mo»e by¢ sko«czony.(

15
)
Na podstawie Obserwacji 5.7.4(b), fI(j) =

∑
i∈I(j)

fi jest poprawnie okre±lone dla dowolnego j ∈ J .
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Poka»emy, »e z punktu widzenia rodziny (fI(j))j∈J zbiór B(ε) b¦dzie peªni¢ rol¦ zbioru S(ε), tzn. ‖fI(x)−∑
j∈B

fI(j)(x)‖ 6 ε, x ∈ X, dla dowolnego B ∈ F(J) takiego, »e B(ε) ⊂ B.

Ustalmy B i niech N := #B. Dla dowolnego j ∈ J niech D(j) ∈ F(I(j)) b¦dzie takie, »e

A ∈ F(I(j)), D(j) ⊂ A =⇒ ‖fA(x)− fI(j)(x)‖ 6 ε

2N
, x ∈ X.

(
16
)

Mo»emy oczywi±cie zaªo»y¢, »e S( ε2 ) ∩ I(j) ⊂ D(j). Niech A :=
⋃
j∈B

D(j). Zauwa»my, S( ε2 ) ⊂ A, a wi¦c

‖fA(x)− fI(x)‖ 6 ε
2 , x ∈ X. Mamy:

∥∥∥fI(x)−
∑

j∈B
fI(j)(x)

∥∥∥ 6
∥∥∥fI(x)−

∑

j∈B
fD(j)(x)

∥∥∥+
∑

j∈B
‖fD(j)(x)− fI(j)(x)‖

6 ‖fI(x)− fA(x)‖+ ε/2 6 ε, x ∈ X. �

Twierdzenie 5.7.11 (Twierdzenie o mno»eniu rodzin sumowalnych). Niech (fi)i∈I b¦dzie jednostaj-
nie sumowaln¡ rodzin¡ odwzorowa« ograniczonych fi : X −→ C, i ∈ I, i niech (gj)j∈J b¦dzie jedno-
stajnie sumowaln¡ rodzin¡ odwzorowa« ograniczonych gj : X −→ E, j ∈ J . Je»eli co najmniej jedna
z tych rodzin jest bezwzgl¦dnie jednostajnie sumowalna, to rodzina (figj)(i,j)∈I×J jest jednostajnie sumo-
walna oraz

∑
(i,j)∈I×J

figj = fIgJ . Je»eli obie rodziny s¡ bezwzgl¦dnie jednostajnie sumowalne, to rodzina

(figj)(i,j)∈I×J jest bezwzgl¦dnie jednostajnie sumowalna.

Dowód . Zaªó»my, »e rodzina (gj)j∈J jest bezwzgl¦dnie jednostajnie sumowalna. Pozostaªy przypadek
pozostawiamy jako �wiczenie. Je»eli ju» b¦dziemy wiedzie¢, »e rodzina (figj)(i,j)∈I×J jest jednostajnie
sumowalna, to wzór na sum¦ b¦dzie natychmiast wynikaª z twierdzenia o grupowaniu rodzin sumowal-
nych. Istotnie, bior¡c I(j) := I × {j}, dostajemy

∑

(i,j)∈I×J
figj =

∑

j∈J

(∑

i∈I
figj

)
=
∑

j∈J
fi

(∑

i∈I
gj

)
=
∑

j∈J
figJ = fIgJ .

Przechodzimy do dowodu jednostajnej sumowalno±ci rodziny (figj)(i,j)∈I×J . Wiemy, »e istnieje staªa
M > 0 taka, »e dla dowolnych A ∈ F(I), B ∈ F(J) mamy: |fA(x)| 6 M ,

∑
j∈B
‖gj(x)‖ 6 M , x ∈ X.

W szczególno±ci, |fI(x)| 6M oraz
∑
j∈J
‖gj(x)‖ 6M , x ∈ X.

We¹my ε > 0 i niech zbiory S(ε) ∈ F(I), C(ε) ∈ F(J) b¦d¡ takie, »e |fA(x)− fI(x)| 6 ε, x ∈ X, dla
dowolnego A ∈ F(I) takiego, »e S(ε) ⊂ A oraz

∑
j∈B
‖gj(x)‖ 6 ε, x ∈ X, dla dowolnego B ∈ F(J \ C(ε)).

Niech teraz D ∈ F(I × J) b¦dzie taki, »e S(ε)×C(ε) ⊂ D. Dla dowolnego j ∈ J niech D(j) := {i ∈
I : (i, j) ∈ D}

(
17
)
. Mamy

∑

(i,j)∈D
figj − fIgJ =

∑

(i,j)∈D
figj −

∑

j∈J
fIgj =

∑

j∈J
(fD(j) − fI)gj

(f∅ := 0). Wynika st¡d, »e
∥∥∥
∑

(i,j)∈D
figj − fIgJ

∥∥∥ 6
∑

j∈C(ε)

|fD(j) − fI |‖gj‖+
∑

j /∈C(ε)

|fD(j) − fI |‖gj‖

6 ε
∑

j∈C(ε)

‖gj‖+ 2M
∑

j /∈C(ε)

‖gj‖ 6 3Mε.

Je»eli obie rodziny s¡ bezwzgl¦dnie jednostajnie sumowalne, to na podstawie pierwszej cz¦±ci do-
wodu rodzina (|fi|‖gj‖)(i,j)∈I×J jest jednostajnie sumowalna, co oznacza, »e rodzina (figj)(i,j)∈I×J jest
bezwzgl¦dnie jednostajnie sumowalna. �

(
16
)
Tzn. zbiór D(j) peªni wzgl¦dem rodziny (fi)i∈I(j) rol¦ zbioru S( ε

2N ). W przypadku, gdy rodzina I(j) jest

sko«czona przyjmujemy D(j) := I(j).(
17
)
Odnotujmy, »e S(ε) ⊂ D(j) dla j ∈ C(ε).
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De�nicja 5.8.1. Niech Ω ⊂ K b¦dzie zbiorem otwartym. Powiemy, »e funkcja f : Ω −→ C jest

analityczna na Ω (f ∈ Cω(Ω)), je»eli dla dowolnego a ∈ Ω istnieje szereg pot¦gowy
∞∑
n=0

an(z − a)n,

an ∈ C, n ∈ N0, o dodatnim promieniu zbie»no±ci taki, »e f(z) =
∞∑
n=0

an(z − a)n dla z z pewnego

otoczenia punktu a.
W przypadku, gdy Ω ⊂ C b¦dziemy równowa»nie mówi¢ o funkcji holomor�cznej i b¦dziemy pisa¢

f ∈ O(Ω).

Obserwacja 5.8.2. (a) Cω(Ω) jest przestrzeni¡ wektorow¡.
(b) Przypomnijmy, »e ka»dy szereg pot¦gowy jest zbie»ny niemal normalnie w swoim kole zbie»no±ci

(Twierdzenie 5.6.2). W szczególno±ci, Cω(Ω) ⊂ C(Ω).

(c) Je»eli f, g ∈ Cω(Ω), to fg ∈ Cω(Ω). Istotnie, je»eli f(z) =
∞∑
n=0

an(z− a)n oraz g(z) =
∞∑
n=0

bn(z− a)n,

z ∈ K(a, r), to korzystaj¡c z iloczynu Cauchy'ego szeregów mamy:

f(z)g(z) =
∞∑

n=0

( n∑

k=0

akbn−k
)

(z − a)n, z ∈ K(a, r).

(d) Funkcja C∗ 3 z 7−→ 1
z jest analityczna.

Istotnie, dla a 6= 0 i dla |z − a| < |a| mamy

1
z

=
1
a

1
1 + z−a

a

=
1
a

∞∑

n=0

(
− z − a

a

)n
.

(e) Je»eli f ∈ O(Ω), to f |Ω∩R ∈ Cω(Ω ∩ R).

Twierdzenie 5.8.3 (Zasada identyczno±ci dla funkcji analitycznych). Je»eli f, g ∈ Cω(Ω), gdzie Ω ⊂ K
jest obszarem (tzn. zbiorem otwartym i spójnym) i f = g na pewnym niepustym zbiorze maj¡cym punkt
skupienia w Ω, to f ≡ g.
Dowód . Zast¦puj¡c f, g przez f−g, 0, sprowadzamy dowód do przypadku g ≡ 0. Wiemy, »e istnieje punkt

a ∈ Ω oraz ci¡g (zs)∞s=1 ⊂ Ω \ {a} taki, »e zs −→ a i f(zs) = 0, s ∈ N. Wiemy, »e f(z) =
∞∑
n=0

an(z− a)n,

x ∈ K(a, r) ⊂ Ω. W przypadku K = R rozumiemy, »e K(a, r) := (a−r, a+r). Oczywi±cie, f(a) = a0 = 0.

Gdyby f 6≡ 0 w K(a, r), to dla pewnego p ∈ N mieliby±my f(z) =
∞∑
n=p

an(z−a)n, z ∈ K(a, r), przy czym

ap 6= 0. Wynika st¡d, »e f(z) = (z − a)p
∞∑
n=p

an(z − a)n−p =: (z − a)ph(z) i h(a) = ap 6= 0. Funkcja h

jako dana szeregiem pot¦gowym musi by¢ ci¡gªa w K(a, r). Poniewa» zs 6= a, wnioskujemy, »e h(zs) = 0,
s� 1 � sprzeczno±¢. Tak wi¦c f = 0 w K(a, r).

Niech Ω0 := {z0 ∈ Ω : f = 0 w pewnym otoczeniu otwartym punktu z0}. Wiemy, »e Ω0 6= ∅.
Wprost z de�nicji wynika, »e Ω0 jest otwarty. Pierwsza cz¦±¢ dowodu pokazuje, »e ka»dy punkt skupienia
zbioru Ω0 w Ω nale»y do Ω0. Znaczy to, »e Ω0 jest domkni¦ty w Ω. Poniewa» Ω jest spójny, musi by¢
Ω0 = Ω. �

�wiczenie 5.8.4. Je»eli
∞∑
n=0

an(z − a)n =
∞∑
n=0

bn(z − a)n, z ∈ K(a, r), to an = bn, n ∈ N0. Znaczy to,

»e lokalne rozwini¦cia funkcji analitycznych s¡ wyznaczone jednoznacznie.

Twierdzenie 5.8.5. Niech (an)∞n=0 ⊂ C i zaªó»my, »e promie« zbie»no±ci R szeregu pot¦gowego
∞∑
n=0

anx
n

jest dodatni. Niech

f(z) :=
∞∑

n=0

an(z − a)n, z ∈ K(a,R).

Wtedy f ∈ O(K(R)).
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Dowód . Ustalmy b ∈ K(a,R). Niech 0 < r < R− |b− a| i niech z ∈ K(b, r). Policzmy formalnie:

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − a)n =
∞∑

n=0

an(z − b+ b− a)n =
∞∑

n=0

an

n∑

s=0

(
n

s

)
an(z − b)s(b− a)n−s

=
∞∑

s=0

( ∞∑

n=s

an

(
n

s

)
an(b− a)n−s

)
(z − b)s.

Niech I := {(n, s) ∈ N2
0, n > s} i niech cn,s := an

(
n
s

)
(z − b)s(b − a)n−s, (n, s) ∈ I. Aby powy»szy

rachunek formalny byª poprawny wystarczy (na podstawie twierdzenia o grupowaniu wyrazów w ro-
dzinach sumowalnych), aby rodzina (cn,s)(n,s)∈I byªa sumowalna. Wiemy, »e wystarczy znale¹¢ bijekcj¦

σ : N0 −→ I tak¡, »e
∞∑
k=0
|cσ(k)| < +∞. Jako σ przyjmijmy nast¦puj¡ce ustawienie zbioru I w ci¡g:

(c0,0, c1,0, c0,1, . . . , cn,0, cn,1, . . . , cn,n, . . . ). Wtedy

∞∑

k=0

|cϕ(k)| =
∞∑

n=0

n∑

s=0

|an|
(
n

s

)
|z − b|s|b− a|n−s =

∞∑

n=0

|an|(|z − b|+ |b− a|)n < +∞

(korzystamy tu z tego, »e |b− a|+ |z − b| < R). �

Wniosek 5.8.6. (a) Ka»dy wielomian jest funkcj¡ holomor�czn¡ na C.
(b) exp, sin, cos, sinh, cosh ∈ O(C).

Twierdzenie 5.8.7 (Twierdzenie o zªo»eniu funkcji analitycznych). Niech Ω,U ⊂ K b¦d¡ otwarte i niech
f ∈ Cω(Ω), ϕ ∈ Cω(U) b¦d¡ takie, »e ϕ(U) ⊂ Ω. Wtedy f ◦ ϕ ∈ Cω(U).

Dowód . Ustalmy t0 ∈ U i niech a := ϕ(t0). Niech f(z) =
∞∑
n=0

an(z − a)n, z ∈ K(a, r) ⊂ Ω, oraz

ϕ(t) =
∞∑
k=0

bk(t − t0)k, t ∈ K(t0, τ) ⊂ U . Mo»emy zaªo»y¢, »e
∞∑
k=1
|bk||t − t0|k < r dla t ∈ K(t0, τ).

W szczególno±ci,
∞∑
n=1
|an|(

∞∑
k=1
|bk||t− t0|k)n < +∞, t ∈ K(t0, τ).

Caªy problem polega na poprawno±ci nast¦puj¡cego rachunku formalnego dla t ∈ K(t0, τ):

f(ϕ(t)) = a0 +
∞∑

n=1

an

( ∞∑

k=1

bk(t− t0)k
)n

= a0 +
∞∑

n=1

an

∞∑

k=1

( ∑

s1,...,sn∈N
s1+···+sn=k

bs1 · · · bsn
)

(t− t0)k

= a0 +
∞∑

k=1

( k∑

n=1

an
∑

s1,...,sn∈N
s1+···+sn=k

bs1 · · · bsn
)

(t− t0)k.

Aby wykaza¢ poprawno±¢ tego grupowania wyrazów wystarczy sprawdzi¢, »e rodzina
(
anbs1 · · · bsn(t− t0)k

)
k,n∈N, n6k, s1,...,sn∈N

s1+···+sn=k

jest sumowalna. Tak jest, bowiem (por. metoda dowodu Twierdzenia 5.8.5):

∞∑

k=1

k∑

n=1

∑

s1,...,sn∈N
s1+···+sn=k

|anbs1 · · · bsn ||t− t0|k 6
∞∑

n=1

|an|
( ∞∑

k=1

|bk||t− t0|k
)n

< +∞. �

Wniosek 5.8.8. Niech f, g ∈ Cω(Ω), M := g−1(0). Wtedy f
g ∈ Cω(Ω \M). W szczególno±ci:

• funkcje wymierne s¡ analityczne,
• funkcje tg, ctg, tgh s¡ analityczne.

Dowód . Korzystaj¡c z analityczno±ci funkcji z 7−→ 1
z i z Twierdzenia 5.8.7, wnioskujemy, »e 1

g ∈ Cω(Ω \
M). Teraz wystarczy ju» tylko skorzysta¢ z analityczno±ci iloczynu funkcji analitycznych. �
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Twierdzenie 5.8.9 (Twierdzenie o funkcji odwrotnej do funkcji analitycznej). Niech Ω,U ⊂ K b¦d¡
otwarte i niech f : Ω −→ U b¦dzie bijekcj¡ tak¡, »e f ∈ Cω(Ω). Przypu±¢my, »e dla pewnego a ∈ Ω

mamy f(z) =
∞∑
n=0

an(z − a)n, z ∈ K(a, r) ⊂ Ω, przy czym a1 6= 0. Niech a := g(t0). Wtedy funkcja

g := f−1 jest analityczna w otoczeniu t0.

Obserwacja 5.8.10. Caªy czas pami¦tajmy o bijekcji R 3 x 7−→ x3 ∈ R, dla której odwzorowanie
odwrotne nie jest analityczne.

Dowód Twierdzenia 5.8.9. Bez szkody dla ogólno±ci, po stosownych translacjach, mo»emy zaªo»y¢, »e
a = 0 = t0 (st¡d a0 = 0). Zast¦puj¡c funkcj¦ f funkcj¡ z 7−→ f( za1 ), mo»emy zaªo»y¢, »e a1 = 1.

Zmieniaj¡c znak przy wspóªczynnikach an, n > 2, mo»emy zaªo»y¢, »e f(z) = z −
∞∑
n=2

anz
n =:

∞∑
n=1

cnz
n.

Przypu±¢my, »e g(t) =
∞∑
n=1

bnt
n, t ∈ K(τ). Mamy f(g(t)) = t, ∈ K(τ). A st¡d:

t =
∞∑

n=1

cn

( ∞∑

k=1

∑

s1,...,sn∈N
s1+···+sn=k

bs1 · · · bsn
)
tk =

∞∑

k=1

( k∑

n=1

∑

s1,...,sn∈N
s1+···+sn=k

cnbs1 · · · bsn
)
tk,

czyli b1 = 1 oraz
k∑

n=1

∑
s1,...,sn∈N
s1+···+sn=k

cnbs1 · · · bsn = 0 dla k > 2. Zapiszmy ostatnie równanie w innej postaci:

bk =
k∑

n=2

∑

s1,...,sn∈N
s1+···+sn=k

anbs1 · · · bsn =: Pk(a2, . . . , ak, b1, . . . , bk−1), k = 2, 3, . . . ,

co daje rekurencyjny wzór na wspóªczynniki bk, k > 2. Zauwa»my, »e wspóªczynniki wielomianu Pk s¡
naturalne oraz, »e bk = Pk(a2, . . . , ak, b1, . . . , bk−1) > 0 dla an > 0, n > 2.

Umiemy wi¦c wyznaczy¢ formalnie wspóªczynniki szeregu funkcji g. Pozostaje sprawdzi¢, »e szereg
ten jest zbie»ny w pewnym otoczeniu zera. Zastosujemy metod¦ majoranty analitycznej.

Ustalmy C > 1 takie, »e |an| 6 Cn, n ∈ N (por. Twierdzenie 5.6.2) i niech F (z) := z−∑∞n=2 C
nzn =

z − C2z2

1−Cz , |z| < 1/C. Mamy F (0) = 0. Równanie F (z) = t, tzn. (C2 + C)z2 − (1 + Ct)z + t = 0 ma dla

maªych |t| jednoznaczne rozwi¡zanie G(t) =
(1+Ct)−

√
(1+Ct)2−4t(C2+C)
2(C2+C) takie, »e G(0) = 0. Przypu±¢my

na chwil¦, »e wiemy, »e G jest analityczna, G(t) = B1t +
∞∑
n=2

Bnt
n, |t| < τ . Powtarzaj¡c poprzednie

formalne rozumowanie, mamy B1 = 1 oraz

Bk =
k∑

n=2

∑

s1,...,sn∈N
s1+···+sn=k

CnBs1 · · ·Bsn = Pk(C2, . . . , Ck, B1, . . . , Bk−1), k = 2, 3, . . . ,

przy czym Bk > 0 oraz |bk| 6 Bk, k > 2. W konsekwencji, szereg z −
∞∑
k=2

bkt
k jest zbie»ny dla

|t| < τ . Wracamy do problemu analityczno±ci G. Zapiszmy G(t) =
(1+Ct)

(
1−
√

1− 4t(C2+C)
(1+Ct)2

)

2(C2+C) . Pami¦taj¡c
o twierdzeniu o skªadaniu funkcji analitycznych, wnioskujemy, »e problem le»y w pokazaniu, »e funkcja

u 7−→
√

1 + u jest analityczna w otoczeniu u = 0. Poka»emy, »e
√

1 + u =
∞∑
n=0

( 1
2
n

)
un dla u ∈ K(1), gdzie

(
α
n

)
:= α·(α−1)···(α−n+1)

n! dla α ∈ C (
(
α
0

)
= 1,

(
α
1

)
= α).

Istotnie, mamy ( α
n+1)
(αn)

= α−n
n+1 −→ −1 (dla dowolnego α ∈ C). St¡d, wobec Twierdzenia 2.4.2,

lim sup
n→+∞

n

√
|
(
α
n

)
| = 1. W szczególno±ci, szereg pot¦gowy

∞∑
n=0

(
α
n

)
un jest zbie»ny w kole K(1). Pozostaje
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wykaza¢, »e
n∑
k=0

( 1
2
k

)( 1
2

n−k
)

=

{
1, je»eli n 6 1
0, je»eli n > 2

. Wynika to natychmiast z identyczno±ci Chu
(

18
)
�

Vandermonde'a
(

19
)

n∑

k=0

(
α

k

)(
β

n− k

)
=
(
α+ β

n

)
, α, β ∈ C, n ∈ N0. (*)

W naszym przypadku α = β = 1
2 , a wi¦c

n∑
k=0

( 1
2
k

)( 1
2

n−k
)

=
(1
n

)
=

{
1, je»eli n 6 1
0, je»eli n > 2

.

W przypadku, gdy α, β ∈ N powy»sza identyczno±¢ (*) jest elementarna
(

20
)
. W przypadku ogólnym

niech

W (α, β) :=
( n∑

k=0

(
α

k

)(
β

n− k

))
−
(
α+ β

n

)
, α, β ∈ C.

Wiemy, »e W (α, β) = 0 dla α, β ∈ N. Dla dowolnego α ∈ N funkcja W (α, ·) jest wielomianem jednej
zmiennej, który zeruje si¦ na N. W takim razie W (α, β) = 0 dla (α, β) ∈ N × C. Dla dowolnego β ∈ C
funkcja W (·, β) jest wielomianem jednej zmiennej, który zeruje si¦ na N. St¡d W (α, β) = 0 dla (α, β) ∈
C2. �
�wiczenie 5.8.11. Udowodni¢ nast¦puj¡c¡ uogólnion¡ identyczno±¢ Vandermonde'a

∑

s1,...,sN∈N0
s1+···+sN=n

(
α1

s1

)
· · ·
(
αN
sN

)
=
(
α1 + · · ·+ αN

n

)
, N ∈ N, α1, . . . , αN ∈ C, n ∈ N0.

Wniosek 5.8.12. loga ∈ Cω(R>0) (a > 0, a 6= 1), arc sin ∈ Cω((−1, 1)), arc cos ∈ Cω((−1, 1)),
arctg Cω(R), arcctg Cω(R).

Dowód . loga: Wiemy, »e loga x = ln x
ln a . Wystarczy wi¦c udowodni¢, »e lnx ∈ Cω(R>0). Chcemy skorzysta¢

z Twierdzenia 5.8.9. W tym celu wystarczy sprawdzi¢, »e je»eli ex =
∞∑
n=0

an(x − a)n, x ∈ R, to a1 6= 0.

Skorzystamy z Obserwacji 5.6.5(d): a1 = lim
z→a

ez−ea
z−a = lim

z→0
ea+z−ea

z = ea 6= 0.

arc sin: Ten sam problem, co poprzednio. Korzystamy z Obserwacji 5.6.7(g): a1 = lim
z→a

sin z−sin a
z−a =

lim
z→0

sin(a+z)−sin a
z = 2 cos(a+ z

2 ) sin z
2

z = cos a 6= 0, a ∈ (−π2 , π2 ).

arc cos: a1 = lim
z→0

cos(a+z)−cos a
z = −2 sin(a+ z

2 ) sin z
2

z = − sin a 6= 0, a ∈ (0, π).

arctg: a1 = lim
z→0

tg(a+z)−tg a
z = lim

z→0
sin z

z cos(a+z) cos z = 1
cos2 a 6= 0, (−π2 , π2 ).

arcctg: �wiczenie. �

Obserwacja 5.8.13. W przyszªo±ci dowiemy si¦, »e je»eli f(x) =
∞∑
n=0

an(x − a)n, |x − a| < r, to

a1 = f ′(a), co oczywi±cie znacznie upro±ci powy»sze dowody.

(
18
)
Chu Shih�chieh (1260�1320).(

19
)
Alexandre�Théophile Vandermonde (1735�1796).(

20
)
Na ile sposobów z grupy licz¡cej α m¦»czyzn i β kobiet mo»na wybra¢ podgrup¦ licz¡c¡ n osób.


