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Sprawy organizacyjne

Literatura

Wyktad bedzie w zasadzie ,samowystarczalny”. Oto kilka pozycji przydatnej literatury uzupetniajacej

(wszystkie pozycje zostaly wydane przez PWN):

[y

—

Andrzej Birkholc, Analiza matematyczna.

Grigorij Michajlowicz Fichtenholz, Rachunek rézniczkowy i catkowy, t. I-III.
Franciszek Leja, Rachunek rozniczkowy i catkowy.

Witold Kotodziej, Analiza matematyczna.

Kazimierz Kuratowski, Rachunek rozniczkowy i catkowy.

Stanistaw Lojasiewicz, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych.

Krzysztof Maurin, Analiza, t. I-11.

Walter Rudin, Podstawy analizy matematycznej.

Walter Rudin, Analiza rzeczywista i zespolona.

Laurent Schwartz, Kurs analizy matematycznej, t. 1 I1.

Program wykladu

Symbolika logiczna. Zbiory. Relacje. Odwzorowania.

Zbiory przeliczalne.

Grupy, ciala, ciata uporzadkowane. Konstrukcja Cantora liczb rzeczywistych.
Kresy.

Nieprzeliczalnosé R.

Funkcje monotoniczne i okresowe.

Rozszerzony zbior liczb rzeczywistych.

Liczby zespolone.

Ciagi liczbowe.

Pierwiastkowanie i potegowanie.

Liczba e.

Granice gorne i dolne.

Przestrzenie metryczne. Przestrzenie zwarte. Metryka Czebyszewa. Przestrzenie spdjne. Iloczyn kar-
tezjaniski przestrzeni metrycznych.

Funkcje ciggte. Granica w punkcie. Wlasnosci funkeji cigglych. Krzywe. Przestrzenie unormowane.
Szeregi liczbowe.

Tloczyny szeregow.

Tloczyny nieskoriczone.

Ciagi i szeregi funkcyjne.

Tloczyny funkcyjne.

Szeregi potegowe.

Przeliczalne rodziny sumowalne.

Funkcje analityczne I.

Kontynuacje

W semestrze letnim bedzie wyktad z Analizy Matematycznej 2 (60 godzin), za§ w przyszlym roku

akademickim — wyklady z Analizy Matematycznej 3 (60 godzin) i 4 (60 godzin).
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Sprawy organizacyjne

Zaliczanie ¢éwiczen

W semestrze jest 60 godz. ¢wiczen. Limit nieobecnosci to 20 godzin, w tym limit nieobecnosci nie-
usprawiedliwionych to 8 godzin.

W przypadku przekroczenia ktoregokolwiek z tych limitow student otrzymuje ocene NZAL i nie jest
dopuszczony do egzamindow.

Egzaminy

Student, ktory uzyskal z zaliczenia ocene > 4,5 otrzymuje automatycznie taka sama ocene koncowa
z egzaminu, z tym ze student, ktory ma 4,5 moze z wtasnej woli pisa¢ egzamin pisemny, aby poprawic¢
sobie ocene na 5,0.

Terminy egzaminéw pisemnych:
e 29.01.2018, godz. 9:00-11:00, sale 0004 (grupy 1-4), 0089 (grupy 5-8); termin gtéwny.
e 19.02.2018, godz. 9:00-11:00, sale 0004 (grupy 1-4), 0089 (grupy 5-8); termin poprawkowy.

Egzamin bedzie sie sktada¢ z 5 zadan i bedzie oceniany w skali 0-50 punktéw.

Egzamin 19.02.2018 jest dla os6b dopuszczonych do zdawania, ktére badz nie zdaly egzaminu w gltow-
nym terminie, badz z jakiego§ powodu do niego nie przystapily w gtéwnym terminie.

— Studenci, ktorzy uzyskaja > 26 pkt i mieli zaliczenie na ocene > 3,0 otrzymuja ocene koncowa
wedlug nastepujacej tabeli:

Punkty | Ocena

26-32 | 3,0
3337 | 35
3842 | 4,0
4346 | 45
47-50 | 5,0

— Studenci, ktérzy uzyskaja > 34 pkt i mieli zaliczenie na ocene 2,0 otrzymuja ocene kornicowa
wedlug nastepujacej tabeli:

Punkty ‘ Ocena

3441 | 3,0
42-46 | 35
4750 | 4,0

— Pozostali piszacy egzamin otrzymuja ocene koncowa 2,0.
— Studenci, ktérzy otrzymali z egzaminu 2,0 i mieli zaliczenie na 4,0 moga sie ubiega¢ o dodatkowy
egzamin ustny.



ROZDZIAL 1

Wstep

1.1. Symbolika logiczna

Podstawy logiki i teorii zbioréw sa przedmiotem wyktadu , Elementy logiki i teorii mnogosci”.
Z tego tez powodu ograniczamy sie ponizej do podstawowych definicji i oznaczen.

Bedziemy rozwazaé zdania, o ktorych mozemy zawsze stwierdzié¢, czy sa prawdziwe, czy falszywe.
Z punktu widzenia logiki istotne jest wylacznie to, czy dane zdanie jest prawdziwe, czy falszywe. Fakt, iz
zdanie p jest prawdziwe zapisujemy p = 1, za§, gdy jest falszywe piszemy p = 0. Jezeli p = 1, to méwimy,
ze p ma wartos$¢ logiczng 1, jezeli p = 0, to p ma wartosé logicznag 0.
Zaprzeczenie (negacje) zdania p ozrnaczamy ~ p. Oczywiscie, p = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ~ p = 1.
Parom zdan (p,q) mozemy przy pomocy pewnych regut (funktoréw) przyporzadkowywac nowe zda-
nia. Podstawowe funktory to:
Alternatywa (suma logiczna) p V g, inaczej oznaczana ,Jub”.
Koniunkcja (iloczyn logiczny) p A q, inaczej oznaczana ,i”, lub samym przecinkiem.
Implikacja (wynikanie) p —> q (p nazywamy poprzednikiem, ¢ nazywamy nastepnikiem).
Rownowazno$é (wtedy i tylko wtedy) p < q.

Kwantyfikatory:
Kwantyfikator (duzy) ,dla kazdego” ¥, np. Vper : 2% > 0.
o Kuwantyfikator (maty) istnieje” 3, np. Jpep : 22 = 2.
o Istnieje doktadnie jeden 3!, np. 3lper 1 2 > 0, 22 = 2.

Przy pomocy funktoréw i kwantyfikatoréw mozemy tworzy¢ bardziej skomplikowane zdania.

Przy definiowaniu nowych obiektéw stosujemy nastepujace oznaczenia:

»i=" oznacza réwnosé z definicji; obiekt definiowany := obiekt definiujgcy, np. f(z) := 22, ale tez
2 = f(2)

”°

<" oznacza réownowaeziny z definicji, np. A C B :<= Vzeca : x € B.

1.2. Zbiory

Analiza matematyczna korzysta z aksjomatyki ZFC (tzn. aksjomatyki Zermelo <1> —Fraenkla (2) +
pewnik wyboru C).
Pojecia zbioru oraz nalezenia do zbioru s pierwotne i nie sa definiowane. Zbior pusty, tzn. zbioér, do
ktorego nie nalezy zaden element, oznaczamy przez &.
e Zawieranie (inkluzja) zbioréw: A C B :<=> V,ca : © € B. Bedziemy tez pisa¢ A D B, jezeli B C A.
e Rownosé zbioréw: A = B :<= A C B, B C A. Bedziemy pisa¢ A & B, jezeli AC Bi A # B.
o Zbior wszystkich podzbioréw zbioru (potega zbioru) X: P(X) :={A: A C X}.
Jezeli X = {1,2}, to P({1,2}) = {@, {1}, {2}, {1,2}}.
P(o) ={2}, P(P(@)) ={2,{o}},....
Jezeli zbior X ma N elementéw, X = {x1,...,7x}, to zbiér P(X) ma 2V elementow.
o Suma zbiorow: Jezeli A;B C X, to AUB = {x € X : x € AVzx € B}. Jezeli A C P(X), to
U.AZ:{.Z'EXZHAGAZJSEA}.

1) Ernst Zermelo (1871-1953).
2) Abraham Fraenkel (1891-1965).
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e Iloczyn (przeciecie) zbiorow: Jezeli A,B C X, to ANB:={xe€ X :x € A, € B}. Jezeli A C P(X),
toA:={x € X :Vaecu:z € A}
o Roznica zbioréw: Jezeli A,B C X,to A\ B:={z € A:z ¢ B};
e Dopetnienie zbioru A: Jezeli A C X, to A°:= X \ A.
Prawa de Morgana (3) dla zbiorow:
Jezeli A C P(X), to (JA)® = A°, gdzie A°:= {A°: A e A}.
Analogicznie, ((A)° = J A"
e Iloczyn kartezjaniski dwdch zbiorow: A x B := {(z,y) : x € A, y € B}, gdzie (z,y) := {{z}, {z,y}}.
CwiczeNie: Udowodnié, ze (2/,y) = (2",y") <= o' = 2", ¢ = y".
Jezeli A = B, to zamiast A x A, piszemy czesto A2.

o Iloczyn kartezjatiski skoticzonej liczby zbiorow: Ay X -+ X Ay = {(21,...,2n) 121 € A1,...,2n € Ay},
gdzie (21,...,25) = {{z1}, {z1, 22}, ... {21, zn )
CwiczeNIE: Udowodnié, ze (21,...,%n) = (Y1,-.-,Yn) <= T1 =Y1,- ., Tn = Yn.
Jezeli Ay =--- = A, = A, to zamiast A x --- x A piszemy AF.
—_—
kx

o Zbiory liczbowe:
N — zbior liczb naturalnych 1,2,..., Ng:=NU {0}, Ny :={neN:n >k} (k€ N),
Z — zbidr liczb catkowitych,
@Q — zbior liczb wymiernych,
R — zbiér liczb rzeczywistych,
C — zbidr liczb zespolonych.
Oczywiscie NC Ny CcZcCcQcRcC.
o A, :=A\{0}, np. Q;
Ay ={z€A:z >0}, np. Z; (= Np);
Aso:={x € A: x>0}, np. Rsy.
Podobnie definiujemy A_, Ag.

1.3. Relacje

Definicja 1.8.1. Relacjg (dwuargumentowq) w zbiorze X nazywamy dowolny zbior R C X x X. Zamiast
pisa¢ (x,y) € R piszemy zwykle xRy. Relacje R nazywamy réwnowaznosciowq, jezeli:

(1) (zwrotno$é) V.cx : xRz,

(ii) (symetrycznosé) Yq yex : (tRy = yRx),

(iii) (przechodnio$é) ¥y, .cx : ((xRy, yRz) = zRz).

Jezeli R C X x X jest relacja rownowaznosciowa, to dla dowolnego x € X definiujemy klase rowno-
waznosci (abstrakcji) x wzgledem R
[z]r :={y € X : zRy}.

Rodzine X/R := {[z]r : © € X} C P(X) nazywamy przestrzeniq ilorazowg.

Oczywiscie, x € [z]g oraz [v]gr = [y|r <= Ry (CWICZENIE).
CwiICzeNIE: Jezeli X = Z, xRy <= 2|(x — y), to Z/R = {[0]r, [1]r}

1.4. Odwzorowania

Definicja 1.4.1. Dane niech beda zbiory X oraz Y. Zbior f C X x Y nazywamy odwzorowaniem
(funkcjg), jezeli Voex yey @ (x,y) € f. Jezeli f C X x Y jest odwzorowaniem, to piszemy f : X —
Y. Zamiast pisa¢ (z,y) € f, piszemy y = f(z). Jest to zgodne z tradycyjna definicja odwzorowania
f : X — Y jako przyporzadkowania kazdemu elementowi 2z € X pewnego elementu y = f(x) € Y;
X>z+— f(x) €Y.

e Dla A C X definiujemy obraz A poprzez f jako zbior f(A) := {f(x) : x € A}. Jest widoczne, ze dla

A C P(X) mamy f(UA) =U f(A), gdzie f(A) :={f(A): A € A}, oraz f(NA) Cf(A).
CWICZENIE: Znalez¢ przyktad funkcji f : R — R oraz zbioréw A, B C R takich, ze & = f(AN
B) ¢ f(A) N f(B) # 2).

(*) Augustus De Morgan (1806-1871).
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e Dla B C Y definiujemy przeciwobraz B poprzez f jako zbiér f~1(B) := {x € X : f(x) € B}. Zamiast
pisa¢ f~1({b}) piszemy f~1(b). Jest widoczne, ze dla B C P(Y) mamy f~1(JB) = U f~(B), gdzie

f7H(B) = {f71(B): B € B}, oraz f~1(NB) =N f~'(B).

o Jezeli f: X — Y oraz g : Y — Z, to odwzorowanie go f : X — Z dane wzorem (g o f)(z) :

g(f(x)), =€ X, nazywamy zltozeniem odwzorowan f oraz g.
Cwiczenig: Skladanie odwzorowan jest taczne, tzn. ho (go f) = (hog)o f.

o Jezeli f: X — Y, todla A C X okreSlamy zaciesnienie (zawezenie, restrykcje) odwzorowania f do

A jako odwzorowanie f|4 : A — Y dane wzorem f|4(z) := f(x), z € A.

o Jezeli f; : X; — Y, j=1,2, oraz fi|x,nx, = f2|x,nx,, to odwzorowanie fi U fo : X1 U Xy, — YV

filz), egdyze X,

nazywamy sklejeniem odwzorowan fy i fs.
fa(z), gdy xz € X,

dane wzorem (f1 U f2)(z) := {

e Jezeli f; : X — Y, j=1,...,N, to odwzorowanie (fi,...,fn): X — Y7 X --- x Yy dane wzorem

(f1,-- - fn)(@) = (fi(z) ..., fn(x)) nazywamy zestawieniem odwzorowari fi,. .., fn.
e Jezeli zbior f(X) jest jednopunktowy, to méwimy, ze f jest odwzorowaniem statym.

e Odwzorowanie X 3 z 19% z € X nazywamy odwzorowaniem identycznosciowym.
Jezeli A C X, to przez xa,x : X — {0, 1} oznaczamy funkcje charakterystyczng zbioru A,
1, gdyrzeA

Xax(@)i= {0, gdyze X\ A'

Jezeli zbior X nie budzi watpliwoéci, to bedziemy pisa¢ x4.
e Odwzorowanie f : X — Y nazywamy:
— surjekejg, jezeli Y = f(X);

— injekcjg (odwzorowaniem réznowartosciowym), jezeli dowolnych zq, 25 € X 7 tego, ze f(x1) =

f(z2) wynika, ze 1 = xo (rOwnowaznie: jezeli x1 # xa, to f(x1) # f(x2));
— bijekcjq, jezeli jest rownoczesnie injekcja i surjekcja.

e Dla bijekcji f : X — Y definiujemy odwzorowanie odwrotne (funkcje odwrotng) f~!:Y — X przy

pomocy przepisu f~1(y) = 2 <= y = f(x). Innymi stowy: f~!:={(y,2) €Y x X : (z,y) € f}.

e CwiczeNIE: Odwzorowanie f : X — Y jest bijekcja wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwzorowanie

g:Y — X takie, ze go f =idx oraz fog=idy.

o CWICZENIE: Jezeli f: X — Y ig:Y — Z sa injekcjami (odp. surjekcjami, bijekcjami), to go f jest

injekcja (odp. surjekcja, bijekcja).
o CWICZENIE: Jezeli f i g sa bijekcjami, to (go f)~' = f~tog™ 1.

o CWICZENIE: Jezeli f : X — Y jest bijekcja, to f~' : ¥ — X jest rowniez bijekcja, (f~1)~! = f
oraz f~1(B) = f~1(B), gdzie zbiér po lewej stronie rozumiemy jako przeciwobraz zbioru B poprzez

f, za$ zbiér po prawej — jako obraz zbioru B poprzez f~!.

Definicja 1.4.2. Kazde odwzorowanie f : N — X nazywamy ciggiem w X. Zwykle ktadziemy f,

f(n), n € N,ipiszemy ()52, C X lub (fn)neny C X, np. (1/n)52; C Q. Podciagiem ciagu f: N — X

jest nazywany dowolny cigg postaci foy : N — X, gdzie ¢ : N — N jest odwzorowaniem takim,
w(1) < p(2) < ... (zauwazmy, ze ¢ musi by¢ injekcja). Ktadac ny := ¢(k), k € N, piszemy wtedy,
(fn )7y jest podciagiem ciagu (fn)Z-

Definicja 1.4.3. Kazde odwzorowanie f : I — P(X) nazywamy indeksowang rodzing zbioréw
zbiorze indeksoéw I). Rodzine A := {f(i) : ¢ € I} bedziemy zapisywaé wtedy jako (A;):cr, gdzie A;
f(i), i € I. Ponadto, |J A; :=|JA oraz [ 4; :=[)A.

i€l iel
Oczywiscie kazda rodzina A C P(X) moze by¢ uwazana za rodzine indeksowana.

ze
7e

(o

N o]
Jezeli I = {k,k+1,..., N}, to piszemy |J A;. Jezeli I = {k,k+1,...}, to piszemy |J A;. Podobnie
j=k =k

j=

N oo
jak dla sumy zbioréw definiujemy () A;1 () 4.
j=k =k

1.5. Zbiory przeliczalne

Twierdzenie 1.5.1 (Zasada minimum). Niech @ # A C N. Wtedy Jy,ca Viea : ko < k, tzn. kg = min A.
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Dowo6d podamy na koricu § 1.8.
Twierdzenie 1.5.2 (Zasada indukcji matematycznej). Niech A C Ny. Jezeli 0 € A oraz
Vien, (k€ A= k+1¢€ A),
to A =Np.

Dowdd. Przypusémy, ze A G Ny 1 niech kp := min(N \ A) (na podstawie zasady minimum). Wobec
definicji ko musi by¢ kg — 1 € A. Stad, korzystajac z zalozen, wnioskujemy, ze ko € A; sprzecznosé. [

Definicja 1.5.3. Dwa zbiory X oraz Y nazywamy rdwnolicznymi, jezeli istnieje bijekcja ¢ : X — Y.
Zbior A nazywamy skoriczonym, jezeli A = & lub A jest réwnoliczny ze zbiorem {1,...,n} dla pewnego
n € N (wtedy mowimy, ze A jest n-elementowy). Zbiory nieskoriczone to takie, ktore nie sa skonczone.
Mowimy, ze A jest przeliczalny, jezeli A jest réwnoliczny z N; zapisujemy to jako #A = Ng. Zbior A
nazywamy co najwyzej przeliczalnym, jezeli jest skonczony lub przeliczalny; zapisujemy to jako #A < No.
Zbior A nazywamy nieprzeliczalnym, jezeli nie jest co najwyzej przeliczalny.

Obserwacja 1.5.4. (a) Relacja rownolicznosci zbiordw jest relacja rownowaznosciows.
(b) Zbior jest przeliczalny, jezeli wszystkie wyrazy tego zbioru mozna ustawi¢ w ciag réznowartosciowy.
(c) No, Z sa przeliczalne.

Lemat 1.5.5. (a) Kazdy nieskoriczony zbior C C N mozna ustawié¢ w cigg Scisle rosngcy a : N — C,

tzn. a(n) < a(n+1), n € N.

(b) Dowolny nieskoriczony podzbior B zbioru przeliczalnego A jest przeliczalny.
(c) Jezeli A jest przeliczalny, za$ f : A — B jest surjekcjq, to B jest co najwyzej przeliczalny.
Dowdd. (a) Korzystajac z zasady minimum definiujemy

a(l) :==minC, a(n) :=min(C \ {a(1),...,a(n—1)}), n>2.
Trzeba tylko pokazaé, ze a : N — C' jest odwzorowaniem surjektywnym. Oczywiscie a(1) < a(2) <....
Przypusémy, ze cg € C'\ a(N) € C'\ {a(1),...,a(n—1)}. Wtedy n < a(n) < ¢ dla dowolnego n € N, co
daje sprzecznosc.

(b) Poniewaz A jest przeliczalny, istnieje bijekcja ¢ : N — A. Niech C := ¢~1(B); jest to zbiér
nieskoriczony oraz ¢|c : C — B jest bijekcja. Wiemy, ze C mozna ustawi¢ w ciag $ciSle rosnacy
a: N — C. Teraz ¢ := p o a jest bijekcja N — B.

(c) Mozemy zatozyé, ze A = N oraz, ze B jest nieskoniczony. Zauwazmy, ze rodzina {f~1(b) : b €
B} sklada sie z niepustych zbioréw parami roztacznych. Dla b € B niech g(b) := min f~1(b) (zasada
minimum). Wtedy ¢ : B — N jest injekcja, a wiec B jest przeliczalny. O

Twierdzenie 1.5.6. (a) Zbior N x N jest przeliczalny.
(b) Zbior Q jest przeliczalny.

Dowdd. (a) Zbior N x N ustawiamy w nieskoniczona tablice

(1,1) — (1,2) (1,3) — (L4
! T !

(2,1) — (2,2 (2,3) (2,4)
! T !

3,1) — (3,2) — (3,3 (3,4)
!

(4,1) — 4,2) — (4,3) — (4,4

!

i teraz wszystkie elementy zbioru N x N ustawimy w ciag zgodnie ze strzatkami.
(b) Wobec (a) zbior Z x N jest przeliczalny. Odwzorowanie Z x N 5 (¢, m) — % € Q jest surjekcja.
Teraz korzystamy z Lematu 1.5.5(c). O

Twierdzenie 1.5.7. (a) Zalozmy, zZe rodzina (A;)icr C P(X) jest taka, ze I # @, #I < Ny oraz

#A; <N, i € 1. Wtedy zbior A := | A; jest co najwyzej przeliczalny.
i€l
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(b) Jezeli X1,...,X, sq co najwyzej przeliczalne, to X1 X --- x X,, jest co najwyzej przeliczalny.
Dowdd. (a) Jezeli zbior I jest skoriczony, to mozemy przyja¢ I = {1,...,N}. Jezeli I jest przeliczalny,
to mozemy przyjac, ze I = N. Dalej, mozemy przyjac, ze A; C {i} x N, ¢ € I. W takim razie A C Nx N
i mozemy skorzysta¢ z Twierdzenia 1.5.6(a).

(b) Indukcja wzgledem n. Przypadek n = 1 jest oczywisty. Przechodzimy do kroku indukcyjnego
n ~»n+ 1. Wtedy

X1 XX Xpy1 = U X1 XX Xy X {zpi1}
Tny1€EXn41

i mozemy zastosowac (a) O

Twierdzenie 1.5.8 (Cantor (*)). Zbidr X wszystkich ciggow N — {0,1} jest nieprzeliczalny.

Dowdd. Oczywiscie X jest nieskoniczony. Przypusémy, ze ustawiliSmy go w ciag a : N — X. Teraz
zdefiniujemy pewien element z € X:

z(n):=1—-a(n)(n), neN.
Poniewaz, x ¢ a(N) dostajemy sprzeczno$c. O

Powyzsza metoda dowodu nosi nazwe metody przekgtniowej.

1.6. Grupy, ciala, ciala uporzadkowane

Definicja 1.6.1. Grupg przemienng (abelowg) nazywamy dowolna pare (G,e), gdzie G jest zbiorem
niepustym, za$ e : G x G — G jest dzialaniem spelniajacymi nastepujace warunki:
(a) Yabecec i (aob)ec=ae(bec) (lacznosc),
(b) Feeq Vace : a® e = e oa = a (element neutralny),
(¢) Yacg Jweg : aed = d' ea = e (element odwrotny; jezeli spelione sa warunki (a), (b) i (c), to
moéwimy, ze (G, e) jest grupg),
(d) Vapeq :a®b=">0ea (przemiennosc).
Ciatem nazywamy dowolng trojke (F,+,-), gdzie F jest niepustym zbiorem, zas
+:FxF—F, -:FxF—F

sa dzialaniami spelniajacymi nastepujace warunki:

(a) (F,+) jest grupa przemienna (element neutralny wzgledem + oznaczamy przez 0, za$ element od-
wrotny przez —a),

(b) (Fx,-) jest grupa przemienng (element neutralny wzgledem - oznaczamy przez 1, za$ element od-
wrotny przez a~!),

(c) Vapeer :a-(b+c)=a-b+a-c (rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania).

Mowimy, ze czworka (F,+,-, <) jest ciatem uporzgdkowanym jezeli (F,+,-) jest cialem, za§ < jest
relacja w F taka, 7e:
(P1) Y4 per : zachodzi dokladnie jedna z mozliwosci: a < b, a = b, b < a (spdjnosé),

(P2) Yapeer: ((a<b, b<c)= a < c) (przechodnios¢),
(P3) Yapeer: (b<c= a+b<a+c) (zgodnos¢ relacji z dodawaniem),
(P4) Yapeer: (0<a, b<c)= a-b<a-c (zgodnos¢ relacji z mnozeniem).

Mowimy, ze ciato uporzadkowane (F,+, -, <) spelnia aksjomat ciggtosci (aksjomat Dedekinda (5) ),
jezeli niemozliwe jest przedstawienie F' = AU B, gdzie

(C1) A,B # &,

(C2) Vaca, beB :a < b,

(C3) Yaeca Jarea ta < d,

(C4) VoeB Jrep i b < 0.
4) Georg Cantor (1845-1918).

5) Julius Dedekind (1831-1916).
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Obserwacja 1.6.2. (Q,+, -, <) jest cialem uporzadkowanym, ktore nie spetnia aksjomatu Dedekinda.
Istotnie, Q={z € Q: (x <0)V (2 >0, 22 <2)}JU{z € Q:2 >0, 22 > 2}.

1.7. Konstrukcja Cantora liczb rzeczywistych

Zakladamy, ze znamy cialo uporzadkowane (Q, +, -, <) wraz ze standardowa wartoscia bezwzgledna

[1:Q— Q4.
Definicja 1.7.1. Moéwimy, ze ciag a = (a,)52; C Q jest ciggiem Cauchy’ego (°), jezeli
Veeso INEN YmnznN & |an — am| < €.
Dla ciagow a = (an)2;, b = (b,)52; C Q definiujemy
a~b:i<=V.cg., Inen Ynzn i |an — by <e.

Niech
C={a=(an);2; CQ: a jest ciagiem Cauchy’ego}.

Latwo widaé, ze ~ jest relacja rownowaznosci w C. Definiujemy zbior liczb rzeczywistych
R:=C/~.

Konstrukcja 1.7.2 (Budowa struktury zbioru liczb rzeczywistych). Ponizej a@ = (a,)02, b= (b,)224,
c=(cn)nly, d=(dn)7Z, € C.
(a) a+b:=(an+b,)2,€C. Jezelia~corazb~d,toa+b~c+d.
(b) Istnieje M € Q4 takie, 7e |a,| < M, n € N.
Istotnie, biorac w definicji ciaggu Cauchy’ego, ¢ = 1 wnioskujemy, ze istnieje N € N takie, ze
lan, —an| < 1dlan > N. W takim razie wystarczy wzia¢ M := max{|a1|,...,|an—1|, lan|+ 1}
(¢) a-b:=(anby)?2, €C.
Istotnie, niech M € Q4 bedzie takie, ze |anl,|bn] < M dla n € N. Wtedy |anbn, — ambm| <
M(lan — am| + |bn — binl)-
(d) Jezelia ~corazb~d,toa-b~c-d.
Istotnie, niech M € Q. bedzie takie, ze |b,|, |c,| < M dla n € N. Wtedy |anb, — cnd,| <
M (lan — cn| + by, — dnl)-
(e) Powyzsze wlasnosci pozwalaja zdefiniowa¢ w €/~ dzialania dodawania i mnozenia:
@]+ (Bl i= [a+ Bl

[a]~ - [b]~ :=[a-b]..
Jest oczywiste, ze dzialania te sy taczne i przemienne. Ponadto, mnozenie jest rozdzielne wzgledem
dodawania.

(f) Dla r € Q przez r rozumiemy ciag staty r, := r, n € N. Oczywiscie r € C. Teraz definiujemy
7:Q — R, 7(r) = [r]~, r € Q. Zauwazmy, ze 7 jest injektywne oraz 7(r1 + r2) = 7(r1) + 7(r2),
T(ry - r2) = 7(r1) - 7(r2), czyli T jest zgodne z dziataniami.

(g) Elementy 7(0) = [0]~ oraz 7(1) = [1]. sa neutralne odp. wzgledem dodawania i mnozenia. Latwo
tez widaé¢, ze element [—a]. jest odwrotny do [a]. wzgledem dodawania, gdzie —a := (—a,)52,.
Krotko: —[a]. = [—a]~.

(h) adb<— 350€Q>0, NEN : (Vn>N tay 2 by + 80) \ (Vn>N by 2 an + 80).

Istotnie, implikacja ,,<<=" jest oczywista. Dla dowodu implikacji ,,=—" wprost z definicji relacji ~
wnioskujemy, ze istnieje ¢ € Qs oraz ciag liczb (ng)72; C Ntakie, ze n; <ng < ... 1|an, —bn,| > €.
Niech I} :={k € N:a,, —b,, >¢c}, I_ :={keN:b,, —a,, > ¢c}. Conajmniej jeden z tych zbioréw
musi by¢ nieskoriczony. Przyjmijmy, ze I . Zastepujac ciag (ny)32, stosownym podciagiem, mozemy
zatozy¢, 7e I, = N. Wobec definicji ciaggu Cauchy’ego istnieje N € N takie, ze |a, — a;,| < €/3
i|b, —bm| <e/3dlan,m> N. Ustalmy k € N takie, ze ni > N. Wtedy dla n > N mamy

ap — by 2 Ay, _bnk - |an _ank| - ‘bn _b"k| > 6/3 =:£&g.

(°) Augustin Cauchy (1789-1857).
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Niech @ o 0 i niech g9 € Qs oraz N € N beda takie, 7e |a,| > €¢ dla n > N. Zdefiniujmy a* =
(cn)Sq,cni=0dlal<n<N-1ic,:=1/a, dlan > N. Wtedy a* € € oraz [a]. - [a*]. = [1]~
czyli, ze [a*]~ = [a]Z!.

Istotnie, dla m,n > N mamy |1/a, — 1/an,| < %|an — Q-

Wykazalismy, ze (R, +,-) jest cialem.
Wprowadzamy porzadek: [a]~ < [b]~ <= Jecqu,, NeN : Vasn : an +€ < by.

Jest to relacja poprawnie okre§lona, spojna, przechodnia i zgodna z dzialaniami.

Istotnie, jezeli @ ~ ¢, b ~ d, oraz a, + ¢ < b, dla n > N, to dobieramy N; > N takie, ze
lan, — cn| < €/3, |bp — dn| < /3 dlan > Ny. Wtedy, dla n > Ny mamy ¢, +¢/3 < a, + 2¢/3 <
b —e/3 < d.

(P1) wynika natychmiast z (h).

(P2): Jezeli a,, + &1 < b, dlan > Ny ib, +¢e1 < ¢, dlan > Na, to biorac € := min{ey,e2}, dla
n > max{Ny, No}, mamy a,, + 2¢ < b, + ¢ < ¢,.

(P3): Jezelib, +e<c,dlan>N,toa,+b,+e<a,+c, dlan> N.

(P4): Jezeli 0 + &1 < a, dlan > Ny oraz b, + 63 < ¢, dlan > Ny, todlae := &1 -6 i
n > max{Ny, No} mamy a,, - b, + ¢ < an(by, +€2) < ap - ¢, dlan > N.

(R,+,, <) jest cialem uporzadkowanym.

Dla r1,r2 € Q mamy r1 < 1oy <= 7(r1) < 7(r2), co oznacza, ze T jest zgodnie z relacjami <.
Utozsamiamy Q z 7(Q). W szczegdlnosci, piszemy 0, 1 zamiast 7(0), 7(1).

W R wprowadzamy relacje <, >, > oraz warto$é bezwzgledng | | : R — R:

a<b:<= (a=b)V(a<b),

a>b:<=b<a,

azb:<= (a=0b)V(a>D),

a, jezelia >0
la| == ¢ 0, jezelia =0,
—a, jezelia <0
Oczywiscie powyzsza warto$¢ bezwzgledna zgadza sie na Q z wyjsciowa wartoscia bezwzgledna dla
liczb wymiernych (|7(r)| = |r| dla r € Q). Latwo mozna sprawdzi¢ (CWICZENIE), ze dla a,b € R
mamy |a - b = |a| - [b], |a + 0] < |a[ + [b].
Wprowadzamy przedziaty:
[a,b] :={zx eR:a<x<b}dlaa<hb,
[a,0) :={z eR: a<ﬂc<b} (a, b] —{xeR a<z<b}, (a,b)={zeR:a<z<b}daa<h,
[a,4o0) :={zeR:z> a}( oo):={zeR: x>a}dlaa€R,
(—o0,b] :={z eR: a:<b} ooa)::{:re]R:x<b}dlabe]R,
(—00,4+00) =R, @,
Ry :=[0,400), Rsg := (0,400), R_ := (—00,0], Rep := (—00,0).
Jezeli a,b € R, a < b, to istnieje r € Q takie, ze r € (a,b) (gestos¢ Q w R).

Niech a,, +¢ < b, dlan > N;. Dobieramy N takie, ze |a, — am], |bp, — bm| < €/4 dlan,m > Na.
Niech N = max{Ny, Na}, r := aN +¢/2.Dlan > N mamy a, +e/4 <any+¢e/2=r<r+e/d=
(aN +€/2) +€/4 <by—¢/4<
Spelniony jest aksjomat Dedekinda.

Istotnie, przypusémy, ze R = AU B is spelnione sa (C1) — (C4). Korzystajac z tych warunkéw
oraz (r), Wnioskujemy, ze istniejg liczby rq,s1 € Q, 1 < s1, takie, ze r; € A, s; € B. Rozwazmy,
punkt ¢ := (r1 + s1). Lezy on albo w A albo w B. Jezeli w A to definiujemy ro = ¢, s2 := s1.
Jezeli lezy w B to kladziemy ro = r1, s2 := q. Powtarzamy procedure. Dostajemy ciagi r = (r,)5 ;,
s = ($n)22, C Q takie, ze r,, € A, 8, € B, r1 <712 < ... <7 < Sy < S$p1 < ... < 851
is, —r, = %(81 — ry) dla dowolnego n € N. Dla n,m > N mamy |r, — rm| < sy — rn.
Wynika stad natychmiast, ze » € C. Podobnie s € €. Oczywidcie, r ~ s, a wiec [r]. = [s]. =: ¢
Przypusémy, ze ¢ € A. Niech ¢’ € A bedzie takie, ze ¢ < ¢’. Wobec (r), musi istnie¢ ¢ € Q takie,
¢ <t <. Oznacza to w szczegdlnosci, ze istnieja € € Q-9 i N € N takie, ze r,, + € < t < s, dla
n > N, co daje sprzecznoéé. Przypadek, gdy ¢ € B jest analogiczny (CWICZENIE).

(R, +,+, <) jest ciatem uporzadkowanym spelniajacym aksjomat Dedekinda.
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Mozna pokazaé, ze (R, +, -, <) jest jedynym ciatem uporzadkowanym speniajacym aksjomat Dede-
kinda takim, ze istnieje odwzorowanie injektywne 7 : Q — R, ktore jest zgodne z dziataniami i relacjami.
Doktladniej, jezeli (]lﬁé7 +,7, <) jest cialem uporzadkowanym spetniajacym aksjomat Dedekinda takim, ze
istnieje odwzorowanie injektywne 7 : Q — R, ktore jest zgodne z dzialaniami i relacjami (<, <), to
istnieje bijekcja ¢ : R — R zgodna z dzialaniami i relacjami (< i <) taka, ze o7 = 7.

1.8. Kresy

Definicja 1.8.1. Niech A ¢ R. Méwimy, ze A jest ograniczony od gory, jezeli istnieje M € R takie, ze
x < M dla dowolnego = € A. Kazda taka liczbe M nazywamy ograniczeniem gérnym (majorante) zbioru
A. Zbior wszystkich ograniczen goérnych zbioru A oznaczamy Maj A.

Mowimy, ze A jest ograniczony od dotu, jezeli istnieje m € R takie, ze m < x dla dowolnego = € A.
Kazda taka liczbe m nazywamy ograniczeniemn dolnym (minorantg) zbioru A. Zbior wszystkich ograniczen
dolnych zbioru A oznaczamy Min A.

Mowimy, ze A jest ograniczony, jezeli jest jednoczesnie ograniczony od dotu i od gory.

Mowimy, ze element a* € A jest maksimum zbioru A, jezeli z < a* dla dowolnego z € A. Piszemy
a* = max A.

Moéwimy, ze element a, € A jest minimum zbioru A, jezeli a, < x dla dowolnego = € A. Piszemy
asx = min A.

Jezeli zbior Maj A # @ ma element minimalny, to nazywamy go supremum (kresem gérnym) zbioru
A i oznaczamy sup A. To znaczy, ze sup A := min(Maj A).

Jezeli zbior Min A # @ ma element maksymalny, to nazywamy go infimum (kresem dolnym) zbioru
A 1 oznaczamy inf A. To znaczy, ze inf A := max(Min A).

Obserwacja 1.8.2. (a) Jezelia € MajAib>a,tobe MajA. Jezelia € MinAib < a, tobe Min A.

(b) MajR = MinR = &.

) @ jest ograniczony, ale nie ma kresow.

) sup A i inf A sa wyznaczone jednoznacznie.

e) Jezeli max A (odp. min A) istnieje, to max A = sup A (odp. min A = inf A).

) Kazdy niepusty zbioér skoniczony A C R ma maksimum i minimum.

) max A = —min(—A), supA = —inf(—A), gdzie —A := {—z : © € A}. Jezeli A jest ograniczony od

gory (odp. od dotu), to —A jest ograniczony od dotu (odp. od gory).

(h) @ # A C R jest ograniczony od gory (odp. od dotu) i ag € R, to nastepujace warunki sa rownowazne:
e g =supA (odp. ag = inf A);
e a9 € MajA oraz Vesg Jaca : a > ag—e (odp. ag € Min A oraz Vesg Jaea @ a < ag +¢).

Twierdzenie 1.8.3. Kazdy niepusty zbior A C R ograniczony od gory (odp. od dotu) ma supremum
(odp. infimum,).

Dowdd. Zaldimy, ze @ # A C R jest ograniczony z gory. Niech P := R\ Maj A, Q := Maj A. Wtedy:
PUQ =R
P, Q # &. Istotnie, P # @ bo A # &, za$ Q # @ bo A jest ograniczony z gory.
Jezeli a € P, b € @, to a < b. Istotnie, gdyby a > b, to wtedy a € Q.
Jezeli a € P, to istnieje b € A takie, ze a < b. Istotnie, gdyby b < a dla dowolnego b € A, to a € Q.
Biorac a < @’ < b dostajemy o’ € P takie, ze a < a’. Istotnie, gdyby o’ € Q, to a’ > b.
Z zasady ciaglosci wynika, ze istnieje by € @ takie, ze by < b dla dowolnego b € Q, czyli by = sup A.
Przypadek infimum przebiega analogicznie (CWICZENIE). O

Obserwacja 1.8.4. Zbiér I C R jest przedzialem wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych z,y € I,
x <y, mamy [z,y] C I.

Oczywiscie kazdy przedzial ma wyzej wymieniong wlasno$é. Zatozmy teraz, ze @ # I C R ma te
wlasnos¢.

e Jezeli I jest ograniczony, to definiujemy a := inf I, b := supl. Gdy a = b, to I = {a} = [a,qa].
Jezeli a < b, to, w zaleznosci od tego, czy a i/lub b naleza do I, mamy I € {[a,b], (a,b], [a,b), (a,b)}.

e Jezeli I jest ograniczony od gory, ale nie jest ograniczony od dotu, to definiujemy b := sup I.
Wtedy I € {(—o00,b], (—o0,b)}.
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o Jezeli I jest ograniczony od dotu, ale nie jest ograniczony od gory, to definiujemy a := inf I.
Wtedy I € {[a,+0), (a,+00)}.
e Jezeli I nie jest ograniczony ani od goéry ani od dotu, to I = R.

Dowdd zasady minimum. Niech @ # A C N. Wtedy A, jako podzbior R, jest ograniczony z dotu, a wiec
ma infimum ko. Gdyby ko ¢ A, to korzystajac z Obserwacji 1.8.2(h), dla dowolnego ¢ > 0 mieliby$my
(ko, ko + ) N A # &, co daje sprzecznosé. O

1.9. Nieprzeliczalnosé R
Twierdzenie 1.9.1 (Twierdzenie Cantora). Niech I, := [a,,b,] C R, In41 C I,, n € N. Wtedy
AL 4o
n=1

Dowdd. Dla dowolnych m,n mamy a,, < b,,. Niech A := {a1,a2,...}. Jest to zbior ograniczony z gory.

[ee]
Niech a := sup A. Wtedy a,, < a < b,, dla dowolnego n. Stad a € () I,,. (]
n=1

o0
Cwiczenie 1.9.2. Jezeli w twierdzeniu Cantora V.so Iyen : by —any < g, to () I, musi byé¢ jedno-
n=1

punktowy.
Twierdzenie 1.9.3. Dowolny przedziat I C R taki, zZe #1 > 2 jest zbiorem nieprzeliczalnym.

Dowdd. Przypusémy, ze I = {c1,c2,...}. Ustalmy a,b € I, a < b. Jezeli ¢ ¢ Iy := [a, b], to kladziemy

I := Iy. Jezeli ¢; € Iy, to dobieramy mniejszy przedzial I} = [a1,b1] C Ip taki, ze a1 < by icy ¢ Ih. Jezeli

co ¢ Iy, to kladziemy I := I. Jezeli co € I, to dobieramy mniejszy przedzial Iy = [ag,bs] C I taki,

7e ag < by 1 co ¢ I. Powtarzamy rozumowanie. Dostajemy zstepujacy ciag przedzialow I, = [an, by],
o0

apn, < by, n € N taki, ze ¢1,...,¢, ¢ I, n € N. Wynika stad, ze (] I, = @ — sprzecznosé. O
1

n=
1.10. Funkcje monotoniczne i okresowe

Definicja 1.10.1. Niech @ # A CR1i f: A — R. Mowimy, ze f jest rosngca (odp. silnie rosngca),
jezeli dla dowolnych x,y € A stad, 7e x < y wynika, ze f(x) < f(y) (odp. f(z) < f(y)).

Mowimy, ze f jest malejgca (odp. silnie malejgcea), jezeli dla dowolnych z,y € A stad, ze © < y
wynika, Ze f(z) = f(y) (odp. f(z) > f(y)).

Funkcje rosnace lub malejace nazywamy monotonicznymi. Funkcje silnie rosnace lub silnie malejace
nazywamy silnie monotonicznymi.

Oczywiscie, powyzsze definicje dotycza tez ciagéw f: N — R.

Mowimy, ze funkcja f jest okresowa jezeli istnieje liczba w > 0 (zwana okresem) taka, ze:

o Vocn:x+w, x—weA,

* Veea: flz+w)= f(x)

Jezeli istnieje okres minimalny, to nazywamy go okresem zasadniczym (podstawowym,).

Wida¢, ze f jest rosnaca (odp. silnie rosnaca) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja —f jest malejaca
(odp. silnie malejaca).
Przyklad 1.10.2. Funkcja f := xq g jest okresowa (dowolna liczba w € Q¢ jest jej okresem), ale f nie
posiada okresu zasadniczego.

1.11. Uzupelniony (rozszerzony) zbior liczb rzeczywistych

R := RU{—o00, +o0}, gdzie —oc0, +00 ¢ R i —0o # +oo. Dodawanie i mnozenie rozszerzamy na R
tylko czesciowo:
a,beR=a+b=

’b\aH—oo‘ R \—i—oo‘
—00 || —oo | —oo ?

R —0 |a+b |+
+o00 ? 400 | +00
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a,bER=a-b=

‘b\aH*OO‘R<0‘O‘R>0‘+OO‘
—00 || 00 | +00 | 7| —00 | —00

Reg||4+o0|a-b|0|a-b|—o0
0 ? 0 |0] O ?
Reog||—c0|a-b|0|a-b|+4oco
+o00 || —oo | —00 | ?7 | 400 | +00

Dalej rozszerzamy relacje < na z,y € R:

r<yi<—= (r,yeR, z<y)V(z=-00,y e RU{+00})V (z € RU{—00}, y = +00).

Dostajemy relacje spojna i przechodnia (CWICZENIE). Mozemy wiec rozszerzy¢ na R relacje <, > i >.
Dla dowolnych a,b € R, a < b, definiujemy przedziaty [a,b], (a,b], [a,b), (a,b). Ponadto, definiujemy
| + oo := +o0.

Pojecia Maj A, Min 4, max A, min A, sup 4, inf A przenosimy na A C R. Poniewaz —oco < z < +00
dla dowolnego = € R, zatem wszystkie zbiory A C R sa ograniczone. Ponadto, jezeli A # @, to sup A
i inf A istnieja. Istotnie:

jezeli zbior A N R jest niepusty i ograniczony od gory, to przyjmujemy sup A := sup(4 N R) (po
prawej stronie bierzemy supremum w ,starym” sensie);

jezeli zbior A NR jest niepusty i nieograniczony od gory, to przyjmujemy sup A := +o0;

jezeli +00 € A, to sup A := +o0;

jezeli A = {—o0}, to sup A := —o0.

Podobnie dla infimum (Cwiczenig). Odnotujmy, ze sup @ := —oo, inf @ := +o0.

Cwiczenie 1.11.1. Odwzorowanie ¢ : R — [—1,1],

o, Jezeliz € R
p(x) = q M
+1, jezeli x = +o0

jest Scisle rosnaca bijekcja.
1.12. Liczby zespolone

W zbiorze C := R x R wprowadzamy dziatania:
e dodawanie: (z,y) = (u,v) := (x + u,y + v),
e mnozenie: (z,y) - (u,v) := (zu — yv, 2V + Yyu).

Cwiczenie 1.12.1. (C,+,-) jest ciatem, przy czym:

e (0,0) jest elementem neutralnym dla dodawania.

b _(xvy): (—ZE, _y)'

e (1,0) jest elementem neutralnym dla mnozZenia.
(2.9)7! = (5 e ) dla (,9) # (0,0).

e Odwzorowanie R > z —— (z,0) € C jest injekcja zgodna z dzialaniami, co pozwala utozsamiac
R z podzbiorem C. W konsekwencji z = (x,0) dla z € R, np. 0 = (0,0), 1 = (1,0).

e Niech i:= (0,1) € C; i nazywamy jednostkq urojong. Wtedy i2 = —1 oraz (z,y) = (2,0) + (0,1) -
(y,0) = z + iy.

Jezeli z = x + iy to:
x =: Rez nazywamy czeSciq rzeczywistq z,
y =: Im 2z — czesciqg urojong z,
|z| := /2% + y?> — modutem (wartoscig bezwzgledng) z,
Z =1z — iy — liczbg sprzezong z z.
Cwiczenie 1.12.2. Niech w, z = z + iy € C. Wtedy:
(a) Z=7z,

(b) z=Z«=z=zcR,
() z=Rez=1(2+%2),y=Imz =5 (2 - 2),
(d) [2] = Iz,
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(e) 2> =27,
(f) operator sprquenia C > z+—— 7 € C jest zgodny z dzialaniami, tzn. w + z =wW+Z oraz W-z = W- Z;
ponadto, 1 = 1 dla z # 0.
(8) |wz| = |w||z],
(h) max{|z|, |y} < |2 < v2max{|z], [y}, [2] < |z[ + |yl,
(1) (nierdwnosé trajkgta) ||w| — |z|| < |w+ 2| < |w| + |z],
)
)
)

(j) Funkcja o(z,w) := |z — w| jest odlegloscia Euklidesowa na C.
(k) Zbior K(a, r) ={z€ C:|z—a| <r} jest kolem otwartym o $rodku w punkcie a i promieniu r.
(1) Zbiér K(a,r) := {z € C: |z — a| < r} jest kolem domknigtym o $rodku w punkcie a i promieniu r.

Twierdzenie 1.12.3 (Nieréwnos$¢ Schwarza ( )) Dla dowolnych a1, ...,a, € C, by,...,b, € C mamy

o[ < Z|aj| Zw i
j=1

przy czym réwnos$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wektory (a1,...,ayn) oraz (by,...,b,) sq¢ C-liniowo
zalezne.

n n n —
Dowdd. Niech A:= 3" |aj|?, B:= Y |b;]%, C:= Y a;b;. Jezeli AB = 0, to twierdzenie jest oczywiste.
j=1

j=1 j=1
Zalézmy wiec, ze AB > 0. Mamy:

Z|Ba1 Cb;|? = Z(Baj Cb;)(Ba; — Cb;) =

= B2 Z |aj\2 — Béz aij — CBijEj + |C|2 Z ‘bj|2 =
j=1 j=1 j=1 j=1
= B?*A - BCC -~ CBC + |C|*B = B*A - B|C|* = B(BA - |C|?).

Wynika stad natychmiast, ze |C|> < AB oraz, ze réwno§¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy Ba; = Cb;,
j=1...,n. O

(") Hermann Schwarz (1789-1857).






ROZDZIAL 2

Ciagi liczbowe

2.1. Ciagi liczbowe

oo

W tym rozdziale bedziemy rozwazaé tylko ciagi liczbowe (a,,)22, C K, gdzie K € {R,C}. W przy-
padku, gdy K = C méwimy o ciggach zespolonych, zas w przypadku K = R — o ciggach rzeczywistych.

Obserwacja 2.1.1. W praktyce ciag mozemy zada¢ na nastepujace sposoby:

o Wzorem ogdlnym, np. a, := 1/n lub a, :=n.

e Wzorem rekurencyjnym, np.
a1 = a, api1 = a, +r, n € N (ciag arytmetyczny), lub
a1 = a, apy1 = anq, n € N (ciag geometryczny), lub
a1 :=0, az :=1, an41 = an_1 + an, n € Ny (cigg Fibonacciego (1), 0,1,1,2,3,5,8,13,21,...).
Oczywiscie, bardzo czesto ciag dany wzorem rekurencyjnym moze by¢ rowniez zadany wzorem

ogblnym (np. a, :=a+ (n — 1)r, czy a, := ag"~ '), choé wzoér rekurencyjny jest na ogét prostszy.

CWICZENIE. Znalez¢ wzor ogolny dla ciagu Fibonacciego.

e Poprzez opis, np. a, := n-ta liczba pierwsza.

Definicja 2.1.2. Moéwimy, ze ciag (a,)52; C C jest zbiezny do liczby a € C, jezeli

Ves0 INeN Yoz : |an —a| < e. (2) *)

Piszemy wtedy a = lir_sr_l an lub a, — a, a liczbe a nazywamy granicg ciggu.
n— oo

Mowimy, ze ciag (a,)52; C C jest ciggiem Cauchy’ego, jezeli
v€>O 3NEN vn,’m)N : ‘an - am' <e.

Obserwacja 2.1.3. Jest rzecza widoczna, iz skoniczona liczba poczatkowych wyrazéw ciagu nie ma
wplywu na jego zbiezno$é (i na granice) oraz na to, czy ciag jest Cauchy’ego. Mowimy, ze wlasnos¢ W
zachodzi dla prawie wszystkich wyrazow ciggu (a,)52,, jezeli istnieje N € N takie, ze a,, ma wtasnos¢
W dlan > N. Z tego tez powodu ponizej, gdy zakladamy, ze jakas wlasno$é¢ zachodzi dla wszystkich
wyrazow ciagu, mozemy zatozy¢, ze zachodzi dla prawie wszystkich wyrazow.

Obserwacja 2.1.4 (CWICZENIE). (a) Ciag moze by¢ zbiezny tylko do jednej granicy.
(b) Jezeli a,, = ¢ = const, n € N, to a,, — c.
(¢c) 1/n — 0.
(d) Kazdy ciag zbiezny jest ciagiem Cauchy’ego.
Istotnie, |an, — am| < |an — a| + |am — al.
(e) Kazdy ciag Cauchy’ego jest ograniczony, tzn. istnieje C' > 0 takie, ze |a,| < C dlan € N.
Istotnie, jezeli |a, — am| < 1 dlan,m > N, to |a,| < max{|ai|,...,|lan—1],]an| + 1}, n € N.
(f) Jezeli ap, — a, to |a,| — |al-
Istotnie, ||a,| — |al| < |ay — al.
(g) Jezeli a,, — a oraz |a,| < C,n €N, to |a| < C.
Istotnie, |a| < |an| + |an —a| < C + |an, — al.

1) Leonardo Fibonacci (1175-1250).
2) Innymi stowy: Veso Inen Vasn @ an € K(a,e). Zauwazmy, ze warunek (*) jest réwnowazny warunkowi
V5>0 HNGN Vn)N : |an — a| < €.

17
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Jezeli a,, — a, to aa,, — aa dla dowolnego a € C.
Istotnie, |aa,, — aa| = |a||a, — al.
Jezeli a,, — a, b, — a, to a,, + b, — a + b.
Istotnie, |a,, + b, — (a + b)| < |ayn, — a| + |by, — b|.
Dla (an)22,, (bn)5>; C R oraz a,b € R mamy: a, + ib, — a + ib < a,, — a, b, — b.
Podobnie, ciag (an + ibn)22, (an,b, € R, n € N) jest ciagiem Cauchy’ego wtedy i tylko wtedy,
gdy (@)%, 1 ()22, sa ciagami Cauchy’ego.
Istotnie, |a,, +ib, — (a+ib)| < |a, —al+ |b, —b| oraz max{|a, —al, |b, —b|} < |an +ib, — (a+ib)|.
Jezeli a,, — a, b, — a, to a,b, — ab.
Istotnie, wiemy, ze ciagi (a,)5%, i (bn)5%; sa ograniczone. Niech |a,|,|b,| < C, n € N. Wtedy
lanby, — abl < |ay, — al[bn| + |al[bn, — b] < C(lan — a| + by — b]).
Jezeli a, — aia#0, to 1/a, — 1/a.
Istotnie, istnieje N € N takie, 7e |a,| > |a[/2, n > N. Wtedy dla n > N mamy |- - 1| =
lanzal < 414 —al.
lanal laf?
Dla (a,)5% 4, (b,)2%; C R oraz a,b € R, jezeli a,, — a, b, — bia < b, to a, < b, dla prawie
wszystkich n € N.
Dla (an)S% 4, (bn)22, C R oraz a,b € R, jezeli a,, — a, b, — b i a, < b, dla prawie wszystkich
n €N, toa <0
(Twierdzenie o trzech ciagach) Jezeli a, < b, < ¢, dla prawie wszystkich n € N, oraz a,, — ¢
icp, —g,tob, —g.
Jezeli ciag (a,,)22; C R jest rosnacy i ograniczony od gory, to jest zbiezny i ngrfw a, = sup{ay,ag, ... }.
Jezeli ciag (a,,)22; C R jest malejacy i ograniczony od dotu, to jest zbiezny i ngrfoo an, = inf{ay, as,...}.
Jezeli a,, — a, to a,, — a dla dowolnego podciagu (an, )52 ;.
Istotnie, jezeli |a, —a] < e dlan > N, to |a,, —a|] < e dlak > N (poniewaz ny, > k).
Jezeli ciag (a,); C R jest monotoniczny, to nastepujace warunki sa rownowazne:
(i) ciag (a,)22 jest zbiezny;
(ii) ciag (an)$2 jest ograniczony;
(iii) istnieje podciag (an, )52 zbiezny;
(iv) istnieje podciag (an, )72, ograniczony.
Podciag ciagu Cauchy’ego jest ciggiem Cauchy’ego.
Jezeli (a,)52 ;1 jest ciagiem Cauchy’ego oraz a,, — a, to a, — a.
Istotnie, jezeli |ap, —am| <e/2dlan > Ni|a,, —a| <e/2dlak > N, to|a, —a| < |ap —any |+
|any —a| <edlan>N.
Jezeli N = AU B, gdzie ANB = @, A = {ny,ng,...}, ng < ng < ..., B ={my,ma,...},
my <mg < ...,0Maz Ay, — @1 G, — a, to a, — a.

Obserwacja 2.1.5 (CWICZENIE). Rozwazmy cigg geometryczny (q™)22,, gdzie ¢ € C. Wtedy:

dla |g| < 1 ciag jest zbiezny do 0,
dla |q| > 1 ciag jest rozbiezny,
dla ¢ = 1 ciag jest zbiezny do 1,
dla ¢ = —1 ciag jest rozbiezny.

Twierdzenie 2.1.6 (Twierdzenie Bolzano (3) —Weierstrassa (4)). Z dowolnego ciggu ograniczonego
mozna wybraé podciqg zbiezny.

W szczegolnosci, kazdy cigg Cauchy’ego jest zbiezny.

Dowdd. Wystarczy rozwazy¢ cigg rzeczywisty (a,)%2, C R. Istotnie, zalézmy, ze to wiemy i niech (a,, +
b, )21 bedzie zespolonym ciagiem Cauchy’ego. Wiemy, ze (a,)52 1 1 (b,)52; sa rzeczywistymi ciagami
Cauchy’ego. W takim razie a,, — a dla pewnego podciagu (ny)52 ;. Ciag (b, )52, jest rowniez ciagiem
Cauchy’ego. W takim razie istnieje jego podciag (bn,, )72, zbiezny do pewnego b. Oczywiscie, an,, — a.
Ostatecznie, an,, + ibn,, — a+ib.

3) Bernhard Bolzano (1781-1848).

4) Karl Weierstrass (1815-1897).
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2.2. Pierwiastkowanie i potegowanie 1

Wracamy do ciagu rzeczywistego. Mozemy zalozyé, ze —c < a,, < ¢, n € N, dla pewnego ¢ > 0. Niech
I = [p1,q1] := [—¢, (], n1 := 1. Ktorys z przedziatow [—c, 0] lub [0, +c] musi zawiera¢ nieskoriczenie wiele
wyrazow ciagu. Oznaczamy go przez Io = [pe, q2] 1 wybieramy no > 1 takie, ze a,, € I5. Teraz dzielimy
I, na pél i powtarzamy rozumowanie. Dostajemy zstepujacy ciag przedzialow Iy = [pr,qx], k¥ € N,
i podciag pr < an, < gi, k € N. Zauwazmy, ze ciag (pr)72; jest rosnacy i ograniczony, zas ciag (qx)5,
jest malejacy i ograniczony. Wiemy, ze pr — p, g — q oraz qx — pp = zr=z. Stad p = ¢. Teraz
z twierdzenia o trzech ciggach wnioskujemy, ze a,,, — p. O

Definicja 2.1.7. Niech (a,)32,; C R. Mowimy, ze ciag (a,)32, jest zbiezny do +oo (odp. —o0), jezeli
Vavrer 3nen Vs 2 ap = M (odp. a, < M);

piszemy wtedy hr—P a, = +00 (odp. —00), lub a,, — 400 (odp. —0).

Obserwacja 2.1.8. Korzystajac z Obserwacji 1.8.2(h) dostajemy nastepujacy wazny wynik.
Niech @ # A C R bedzie ograniczony z gory (odp. z dotu). Wtedy istnieje ciag rosnacy (odp. male-
jacy) (an)22, C A taki, ze a,, — sup A (odp. a,, — inf A).

Niech (a,)%%;, (b,)%%; C R, a,, — a € R, b, — b € R. Pojawiaja sie naturalne pytania, czy i do
czego sa zbiezne ciagi an, + by, anbn, an/by.

Obserwacja 2.1.9. (a) Jezeli a + b ma sens, to a, + b, — a + b.

Istotnie, przypadek a,b € R jest nam juz znany. Przyjmijmy, ze np. a € R, b = +00. Wtedy
a+ b= +oo. Ciag (a,)52; musi by¢ ograniczony, |a,| < C, n € N. Jezeli b, > 2M dlan > N idla
pewnego M > C, to ap, +b, 22M —C > M, n > N, a wiec a,, + b, — +o0.

Podobnie postepujemy w przypadkach (a = +00, b € R), (a € R, b = —), (a = —0c0, b € R) —
CWICZENIE.

Jezeli a = 00, b = Foo dostajemy symbol nieoznaczony oo — co. Nieoznaczono§é tego symbolu
rozumiemy w ten sposéb, ze:

— dla dowolnego g € R istnieja ciagi (a,)%, (b,)32; C R takie, ze a, — +00, b, — —00
iap+b, — g,

— istnieja ciagi (a,)S2q, (b,)2; C R takie, ze a,, — 400, b, — —o0 i ciag (a, + by)
jest zbiezny (ani do granicy skonczonej, ani nieskonczonej).

CwICzENIE: Zilustrowaé powyzsze przypadki konkretnymi przyktadami.

oo

2 | nie

(b) Jezeli a - b ma sens, to a, - b, — a - b.
Jezeli (a = 0, b = +00) lub (@ = o0, b = 0) dostajemy symbol nieoznaczony 0 - co.
(c) Jezeli § ma sens, to 3= — ¢.
Jezeli a = b = 0, dostajemy symbol nieoznaczony %. Jezeli a,b € {—o00, 400}, dostajemy symbol
nieoznaczony 2.
CwiczeNIE: W (b) i (c) uzupeli¢ dowody oraz zilustrowaé ,nieoznaczono$é” stosownymi przy-

ktadami.

2.2. Pierwiastkowanie i potegowanie

Twierdzenie 2.2.1. Dla dowolnych a € Ry i n € N istnieje doktadnie jedna liczba p € Ry taka, Ze

7

a=p".
Piszemy p =: {/a i nazywamy p pierwiastkiem n-tego stopnia z a.

Dowdod. Przypadek a = 0 jest oczywisty. Zakladamy, ze a > 0 oraz n > 2. Jedyno$¢ wynika z tego, ze
jezeli 0 < p1 < po, to pt < p4 (korzystamy z (P4)). Przypadek a = 1 jest oczywisty, wiec zakladamy
dalej, ze a # 1. Zauwazmy, ze mozemy réwniez zalozy¢, ze a > 1. Istotnie, jezeli przyjmiemy, ze umiemy
juz obliczaé pierwiastek n-tego stopnia dla @ > 1 1 weZzmiemy 0 < a < 1, to wtedy wiemy, 7e istnieje
q € R takie, ze ¢" = 1/a, a stad (1/¢)™ = a. Niech wiec a > 1. Aby wykaza¢ istnienie p definiujemy

A:={q¢€eRsq:q" <a}.

Oczywiscie, 1 € A. Ponadto, jezeli g € A, to ¢ < a (dla ¢ > a, na podstawie (P4) mamy ¢" > a™ > a),
a wiec A jest ograniczony z gory. Niech p := sup A. Wiemy, ze istnieje rosnacy ciag (¢s)32, C A taki, ze
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qgs — p- Stad ¢ — p" < a, a wiec p € A. Pokazemy, ze gdyby bylo p™ < a, to wtedy dla pewnego
h > 0 mieliby$my (p 4+ h)"™ < a, co prowadzi do sprzecznosci. Istotnie,

(p+h)" =p"=h(p+h)"" +@+h)"p+-+p ") <nh(p+h)" T
. dostajemy (p+h)" < p" + hn(p+ h)"! < a. 0

Biorac h := min {1, %

Obserwacja 2.2.2 (CWICZENIE). Dla a,b > 0 oraz m,n € N mamy:
(a) Vab= /ai/b.
(v) "¥/a~ ¥/ ¥a
(c) Jezelib> 0, to /¢ = Va,
(d)

)

7
d) Jezeli a < b, to /a < Vb.
(e) Jezeli Ry 3 as — a, to /as — {a.
Istotnie, przypadek a = 0 jest elementarny (CWICZENIE). Jezeli a > 0, to istnieje N € N takie,
7e as > a2 dla s > N. Wtedy dla s > N mamy

, n las — al las — a
Vas, — Val = < .
Vo= VA= T (s (VS (/e
(f) Jezeli 0 < a < 1, to ¥a < "*/a.

(g) Jezelia > 1, to /a > "/a.

Obserwacja 2.2.3. Jezeli n jest nieparzyste, to definicje /a mozna rozszerzy¢ do a < 0, kladac ¥/a :=
— {/—a. Istotnie, (—{/—a)™ = (—1)" - (—a) = a. Nie bedziemy korzystac z tego rozszerzenia.

Definicja 2.2.4. Dlaa > 0iq:=£¢/m € Q, £ € Z, m € N, ktadziemy a9 := ( {/a)".

Latwo sprawdzi¢ (CWICZENIE), 7e definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od przedstawienia liczby
q w postaci utamka.

Obserwacja 2.2.5 (CwiczgNIE). Dla a,b > 01 q,¢1,¢2 € Q mamy:

(a) 19 =1.

(b) a® = 1.

(c) (a-b)1=a%- bi.

(d) a®t92 = g% . q92; w szczegblnosci, a=9 = 1/af.

(e) (am)qz = q0192

(f) Jezeli ¢ > 01a < b, to a? < b?; w szczegblnosci, dla ¢ € Qsg, funkcja Rug 3 & — 29 € Ry jest

Scisle rosnaca.

(g) Jezeli g < 01ia <b,toa? > bl w szczegolnosei, dla ¢ € Q«p, funkcja Rsg 3  —— 27 € Ry jest
Scisle malejaca.

(h) Jezelia > 11 q1 < ¢2, to a? < a®; w szczegolnosei, dla a > 1, funkcja Q > z — a® € Ry jest
$cisle rosnaca.

i) Jezeli0 <a < 1iq <qo,toa? >a?; w szczegbdlnosci, dla 0 < a < 1, funkcja Q 3 x — a® € Ry
g J

jest §cisle malejaca.

Obserwacja 2.2.6. Teraz stoimy przed pewnym wyborem dotyczacym definicji a® dla x € R. Mamy

dwie drogi:

e Odlozyé¢ definicje a® do momentu wprowadzenia funkcji eksponens w § 5.6.1 i zdefiniowaé a® := e*" @,
xz eR.

e Zdefiniowaé juz teraz a®, by¢ moze mniej elegancko niz w § 5.6.1, ale za to uzyskujac juz teraz mozliwos¢é

korzystania z takich poteg.
Wybieramy druga droge.
Definicja 2.2.7. Dla liczb a > 1, € R definiujemy
a® :=sup{a?:qe€Q:q< z}
(CWICZENIE: zbiér po prawej stronie jest niepusty i ograniczony od gory). Dla 0 < a < 1, = € R,
definiujemy a® := (l)ix.

a
W wyrazeniu a® liczbe a nazywamy podstawa, zas liczbe x wyktadnikiem potegi a”.
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Obserwacja 2.2.8. (a) Jezeli z € Q, to powyzsze a® zgadza sie z poprzednia definicja.
(b) 1* =1 dla dowolnego z € R.
(c) Dla a > 1 oraz x € R istnieje ciag (¢,)52; C Q taki, ze ¢, /" x oraz a® /" a®.

Istotnie, przypadek = € Q jest trywialny. Jezeli ¢ Q, to, wobec definicji ¥, istnieje ciag
(gn)2, C Q taki, ze a?" /" a®. Wobec, Obserwacji 2.2.5(h) musi byé¢ ¢, < gnt1, n € N. Gdyby
gn — ¥ < xz,todlab,c € Q, 2* < b < ¢ < x mielibySmy a® > a® > a%, n € N, a wiec a® > a® > a7;
sprzecznosc.

Twierdzenie 2.2.9. Niech a > 0, (b,)22, C Q.
(a) a— 1.

(b) Jezeli b, — +o0, to a'/» — 1.

(c) Jezeli b, — 0, to ab» — 1.

(d) Jezeli b, — x € R, to a’ — a®.

Dowdd. (a) Przypadek a = 1 jest trywialny. Transformacja a® = (%)_Z sprowadza dowod do przypadku

a > 1. Niech ¥/a =1+ 6,, n € N. Chcemy pokaza¢, ze d,, — 0. Mamy a = (1+6,)" > 1+ nd,. Wynika
stad, ze 0 < d,, < (a —1)/n, n € N, i teraz wystarczy skorzysta¢ z twierdzenia o trzech ciagach.

(b) Mozemy zaltozy¢, ze a > 1, b, — +00. Mozemy rowniez zatozy¢, ze b, > 1, n € N. Niech k,, € N
bedzie takie, ze k, < b, < k,, + 1, n € N. Zauwazmy, ze k,, — +0o. Wobec (a) dostajemy a'/*
Poniewaz 1 < '/’ < a'/*» wystarczy skorzystac z twierdzenia o trzech ciggach.

(c) Wynika z (b) — wyrazy ciagu (b,)52; dzielimy na trzy grupy: wyrazy dodatnie, réwne zero
i ujemne. Jezeli grupa dodatnia jest nieskoriczona, to stosujemy do niej (b). Jezeli grupa ujemna jest
nieskoriczona, to korzystamy z (b) dla wyrazéw przeciwnych — zob. Obserwacja 2.1.4(v).

(d) Wobec definicji a* mozemy zatozy¢, ze a > 1. Niech (g,)%2; C Q bedzie taki, jak w Obserwacji
2.2.8(c). Wtedy, na podstawie (c), mamy a’» = a - =% — qa®. O

n — 1.

Przyklad 2.2.10. Niech ay,...,a; > 0. Wtedy nILH;o Y/l +adf + -+ af =max{a,...,ax}.
Istotnie, mozemy zatozy¢, ze max{as,...,ar} = ar. Wtedy
ap < (/a?—i—ag—&—-u—i—ag < "{/@: {L/Eak — ag.
W kolejnym kroku uogélnimy Twierdzenie 2.2.9 na dowolne ciagi (b,)52,; C R.
Twierdzenie 2.2.11. Niech a > 0, (b,)52; C R.

bn 5 1.

(e) Jezeli b, — b, a, — a, to ab» — ab.

Dowdd. (a) Mozemy zalozy¢, ze a > 11 b, > 1, n € N. Niech k,, € N bedzie takie, ze k, < b, < k, + 1,
n € N. Zauwazmy, ze k, — +o00. Poniewaz 1 < a'/» < al/F» wystarczy skorzystaé¢ z twierdzenia o
trzech ciagach.

(b) wynika z (a).

(c) Mozemy zaltozy¢, ze a > 1. Niech ¢, € Q, |¢gn, — bn| < 1/n, n € N. Wtedy ¢, — b. Wobec
Twierdzenia 2.2.9(d) mamy a? — a®. Teraz, na podstawie (b), a’ = a?» - a9 — aP.

(d) Wyrazy ciagu (a,,)22, dzielimy na trzy grupy: wyrazy > 1, wyrazy = 1 i wyrazy < 1. Wystarczy
zajaé sie wyrazami pierwszej grupy. Niech b, € [k,£], n € N, gdzie &k, € Z. Wtedy a* < al» < df,,
n € N, i korzystamy z twierdzenia o trzech ciagach.

(e) Korzystamy z (c) i (d): a’» = (an/a)’ - ab» — ab. O

n

Teraz, korzystajac z Twierdzen 2.2.9(d) i 2.2.11(e), przenosimy Obserwacje 2.2.5 na dowolne potegi
rzeczywiste.

Obserwacja 2.2.12 (CWICZENIE). Dla a,b > 01 x, 2,22 € R mamy:
(a) (a-b)" =a”-b",

(b) a®1 %2 = q®1 . ¢®2; w szczegllnosci, a=® = 1/a”,

(©) (@)% =,
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(d) jezeli x > 01a < b, to a® < b*; w szezegdlnodci, p € Ry, funkcja Rsg 3 z —— 2P € Ry jest scisle
rosnaca,

(e) jezeli z < 01 a < b, to a® > b*; w szczegolnosci, dla p € Rog, funkcja Ryg 3 2 — 2P € R jest
$ciéle malejaca,

(f) jezelia > 1121 < 29, to a™ < a”2; w szczegdlnosci, dla a > 1, funkcja R 5 2 —— a* € Ry jest
Scisle rosnaca,

(g) jezeli 0 < a < 1iux <mg, toa™ > a®2; w szczegdlnosdel, dla 0 < a < 1, funkcja R 3  — a” € Ry
jest §cisle malejaca.

W kontekscie Twierdzenia 2.2.11(e), powstaje naturalne pytanie

((mn)zozl CR, (a,)2, CRsp, 2, — 2 €R, a, — a € [O,Jroo]) = lim a}" =7

n—-+oo
Prowadzi ono do kolejnych trzech symboli nieoznaczonych 1°°, 09 i 0o?:
[ a\a [0 J(O,)] 1 [, +00)]+o0]

—00 +00 | +o0 | 1% 0 0

(—00,0) || +00 | a” 1 a® 0

0 0° 1 1 1 o?

(0,+00) || O a® 1 a® +00

400 0 0 1° 00 +o00

Twierdzenie 2.2.13. (a) ¥/n — 1.
(b) Jezeli a,, — +00, to at/ — 1.
Dowdd. (a) Niech {/n =1+ d,,n € N. Chcemy pokaza¢, ze 6, — 0. Mamy n = (1+6,)" > 1+ (5)02,
astad 0 < J, < \/%

(b) Mozemy zalozy¢, ze a, > 1. Niech k, € N, k, < a, < k, + 1. Wtedy, korzystajac z (a) oraz
Twierdzenia 2.2.11(e) dostajemy.

Eptl

1< a/® < ((ka+ D) " 1t =1, O

Cwiczenie 2.2.14. Znalez¢ przyklady ilustrujace ,nieoznaczono$é” symboli 1°°, 0° i oo®.

2.3. Liczba e
Twierdzenie 2.3.1. (a) Niech
1\"
€n = (1—!—7) , neN
n

Wtedy e, < ent1 < 3, n € N. W konsekwencji, na mocy Obserwacji 2.1.4(p), cigg (en)5>; jest
zbiezny. Jego granice oznaczamy przez e.
(b) Niech

"1
Sn ::ZE’ n € Ng.
k=0

Wtedy s, — e.
(¢) Dla dowolnego n > 2 istnieje t, € (0,1) takie, zZe

tn
=5y + —.
nln
(d) Jezeli a,, — Fo0, to (1 + i)a e
(e) Jezeli a, — 0, to (14 a,)/* — e.
(f

e ¢ Q.

)
)
; (145" —e”, z €R.
yer=21+x,220.
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Dowdd. (a) Wobec wzoru Newtona dostajemy
n
n\ 1 1 nn-1)1 nn—1)...(n—k+1) 1 nn—1)...2-11
= — =1 Bl S SR S el
¢ kz_o<k>nk Tt T et k! P n! n"
1 1 1 1 2 k—1 1 1 2 n—1
=14+14+=(1-— et —(1=-—)1—=—)...(1— e+ —1-—)1=—)...(1— .
Pl - Db 1= D=2y a - a- D=2 -t
Wynika stad, ze jest to ciag silnie rosnacy. Ponadto,
1 1 1 1 1
(b) Wiemy, ze e,, < s, oraz dla n > k dostajemy
1 1 1 1 2 k—1
en>1+1+—(1——)+---+—(1——)(1—7)...(1— )
2! n k! n n n
co przy n — 400, daje e = sg.
(c) Mamy
1 g 1 1 (1+ 1 bt 1 )
S — 8 = —— e fry .o
TR T ) (n+k)!  (n+1) n+2 (n+2)...(n+k)
< 1 (1+ 1 T 1 ) 1 1 _ 1 n+2
S (n+1)! n+2 (n 4 2)k1 (71—1—1)!1—7#2_(n—l—l)!n—}—l7

co przy k — +oo daje
I n+2 1 nn+2)
(n+D!In+1  nln(n+1)2°

€ — Sp g
Pozostaje zauwazy¢, ze Y(LT(LT{)ZZ) <1
(d) Jezeli a,, — 400, to mozemy zalozy¢, ze a, > 1, n € N. Niech k, € N bedzie taki, ze

kn < an < kn + 1; oczywiscie k, — +o0o. Mamy

( 1 kn+1

1—}—7) 1\ an 1\ kn 1

<—kn—+1<(1+—> <(1+—> -(1+—)—>e-1:e.
Qg k kn

e
e=—
1 T+ 5 n
Jezeli a,, = —b,, — —o00, to korzystamy z przeksztalcenia

bn

(o) = oy - (=)

bn
1
(1-3)
(e) Wynika z (d).
(f) Korzystamy z (e) z ay := z/n: (14 £)" = ((1+ %)5)
(g) Jest oczywiste, ze e ¢ N. Gdyby e = ™ (n > 2), to na podstawie (c) mielibysmy nle —nls, = %,

przy czym lewa strona jest liczba catkowita, za§ prawa — liczba z przedziatu (0, 1); sprzecznosc.

n .
(h) Mamy (1+ %)n =3 (Z)f?z > 1+ 2 dla z > 0. Pozostaje skorzystaé z (f). O

x T
— e’

Obserwacja 2.3.2. (a) e~ 2.718281828.
(b) s, przybliza e z bledem mniejszym niz ﬁ Np. dla n = 6 mamy & = ﬁ < 0.001 1 s¢ =
L+ 145+ §+ a7 + 15 + 755 ~ 2.718L.
CwIOZENIE: Dla jakiego n liczba e, daje przyblizenie e z btedem < 0.0017?

2.4. Granice gorne i dolne

. Niech @ = (a,)2; C R bedzie dowolny i niech §(a) := {g € R : Han, )2, * Oy — 9} Zauwazmy,
ze:

— jezeli ciag jest nieograniczony od gory, to +oo € 8(a),

— jezeli jest nieograniczony od dotu, to —oo € 8(a),

— jezeli jest ograniczony, to na podstawie Twierdzenia Bolzano—Weierstrassa 2.1.6, $(a) # <.
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Definiujemy granice gorng i dolng ciagu a jako

lim sup a,, := sup 8(a), liminf ay, := inf 8(a).
n——+00 n—Too

Czasami uzywa sie symboli lim a, i lm a,.
n—+00 n— 400

Obserwacja 2.4.1. (a) liminfa,, < limsupa,.
n—+00 n—-+4oo
(b) Jezeli lim a, =g €R,to lim inf a, = limsupa, =g.
—+o0 n—+o0o

(c¢) limsup ay,, hm lnf an € 8(a).
n—-+oo

Istotme, nlech g = limsup a,. Jezeli g = —o0, to 8(a) = {—o0} 1 wtedy a,, — g.

n—-+oo

Jezeli g € R, to dla dowolnego s € N znajdziemy ¢’ € $(a) takie, ze g —1/s < ¢’ < g. Wiemy, ze
istnieje podciag (an, )7, taki, ze a,, — ¢'. Znajdziemy wiec wiec ko € N takie, ze |a,, —¢'| < 1/s
dla k > ko. Biorac s = 1,2, ..., budujemy podciag (ae, )22, taki, ze |as, — g| < 2/s, s € N.

Jezeli g = 400, dla dowolnego s € N znajdziemy ¢’ € §(a) takie, ze ¢’ > 2s. Wiemy, ze istnieje
podciag (an, )72, taki, ze an, — ¢'. Znajdziemy wiec wiec ko € N takie, ze a,, > s dla k > ko.
Biorac s = 1,2, ..., budujemy podciag (ae, )22, taki, ze as, > s, s € N.

Dowdd dla lim inf przebiega analogicznie.

(d) Jezeli liminf a,, = limsupa, =: g, to nBToo an = g.

n—+00 n—-+oo
(e) Jezeli g := limsupa, < 400, to dla dowolnego R 3 M > g istnieje N € N takie, ze a, < M dla
n—-+0o
n > N.
(f) Jezeli g := lim 1nf a, > —oo, to dla dowolnego R 3 M < g istnieje NV € N takie, ze a,, > M dla
n > N.

Twierdzenie 2.4.2. Niech (an)oo_o C Rso. Wiedy

an a
lim inf < liminf {/a, < limsup /a, < limsup ntl

n—+oo QA ~ nqoo n—+oo n—+oo Qn

W szczegdlnosci, jezeli “= —s g € [0, +0c], to {/a, — g.

Dowdd. Jezeli g_ := liminf “2= > 0, to ustalamy dowolnie 0 < g1 < g2 < g—. Wiemy, Ze istnieje N € N

n—-4oo

takie, ze Z“ > godlan > N. Stad anyr = aNgz, k € No, a wiec an, > angy N, n > N. Wynika stad,
7e Yan = g2 n/“—%, n > N. Poniewaz » ;—% — 1, zatem istnieje N7 > N takie, ze /a, > g1, n > Nj.
2

Jezeli gy = hm sup “2+ < +00, to ustalamy dowolnie g, < g5 < gj < +oc i rozumujac jak powyzej
n—-—+oo
wnioskujemy, ze /a, < ¢4, n > Nj. O
Przyklad 2.4.3. (a) Jezeli a,, := 2+( =l , to a, 3, ale ciag (“2)>° | jest rozbiezny.
(b)
lim —— =e.
n—oo

Istotnie, bierzemy a,, := , i mamy a"“ =(1+ E) — e



ROZDZIAL 3

Przestrzenie metryczne

3.1. Przestrzenie metryczne
Definicja 3.1.1. Przestrzenig metryczng nazywamy pare (X, o), gdzie X jest zbiorem, zas p : X x X —
R jest funkcja taka, ze:
(a) (o0znaczonosé) Yy yex : (o(z,y) =0 <=z =y),
(b) (symetria) Vayex : o(z,y) = oly, @),
(c) (nieréwnosé trojkata) Vs 4 .ex @ 0(z, 2) < o(z,y) + 0(y, 2).

Funkcje o nazywamy metrykq (odlegtoscig). Jezeli wiadomo o jaka metryke chodzi, to piszemy X zamiast
(X, 0).

Obserwacja 3.1.2. (a) (R, gr) jest przestrzenia metryczna, gdzie gr(x,y) := |x — yl.
(b) (R, o) jest przestrzenig metryczng, gdzie og(z,y) := [p(x) — o(y)], zas ¢ : R — [—1,1] jest bijekeja
dana wzorem (zob. Cwiczenie 1.11.1)

o) = 1f|®|’ jezelix € R
R ESS jezeli z = +o0

Dla (a,)%, CRia € R mamy:

o an — a, jezelia € R
Ap — A4 < L .
a, — +oo, jezelia = too
(c) (C,oc) jest przestrzenia metryczna, gdzie oc(z,w) := |z — w|, z,w € C.
(d) Dowolny zbi6ér mozna zamieni¢ w przestrzen metryczng przy pomocy metryki dyskretnej

(1) 0, jezeliz=vy
I7 = . . . .
Aty 1, jezelixz #y

Przyklad 3.1.3 (Sfera Riemanna). Jako zbior sfera Riemanna to C := CU{oo}. Rozszerzamy dzialania
na C:

00 +a = a+ oo := oo dla dowolnego a € C,

a-00=00-a:= oo dla dowolnego a € @*,

1/0 := 00, 1/00 := 0.

Sfera Riemanna C jest bijektywna z dwuwymiarowa sfera euklidesowa

S = {(wv,w) €R ¥ + 0+ (- 1P = (3%}

poprzez rzut stereograficzny R : S — @,

u v

R(u,v,w) := , (u,v,w) € S\ {N}, R(N) := o0,
( )

l—w 1—w
gdzie N := (0,0, 1). Istotnie (CWICZENIE),
@ y |22
TF 2 14 22 14|22

R_l(z):( ), z=uz+1iy €C, R () := N.

25
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W szezegolnosci, oz (a,b) == ors (R~ 1(a), R71(b)), a,b € C, gdzie ggs oznacza odleglosé euklidesows
w R3 (1), jest metryka w C. Nosi ona nazwe metryki sferycznej. Moima pokazaé (CWICZENIE), ze

0, jezelia =b=o00
1 s .
—_ jezelia € C, b= o0
V1t]al? ~
Q/\(avb):: lla‘ tavali g — ) avbe(c'
C el jezelia =00, be C
— ot jezeli a,b € C
Vit /e I
Dla ciagu (2,)2%, C C mamy (CWICZENIE):
C.oq .
Zn (—QC>) 20 € C <= z, — 20 (w zwyklym sensie).
C, o
Zn ©e0) o = |2n| — +o0.

Definicja 3.1.4. Niech (X, o) bedzie przestrzenia metryczna. Dla a € X i r > 0 definiujemy:

o kule otwarty By(a,r) = B(a,r) :={z € X : p(a,z) <7},

o kulg domknietq B,(a,r) = B(a,r) := {x € X : g(a,z) < 7}.

Mowimy, ze zbior A C X jest otwarty, jezeli dla dowolnego a € A istnieje r > 0 takie, ze B(a,r) C A.
Rodzine wszystkich podzbioréw otwartych nazywamy topologig i oznaczamy top o lub top X, gdy metryka
jest znana. Zbior A C X nazywamy domknietym, jezeli zbior X \ A jest otwarty. Rodzine wszystkich
podzbioréw domknietych oznaczamy cotop g lub cotop X, gdy metryka jest znana.

Obserwacja 3.1.5 (CWICZENIE). (a) W przestrzeni metrycznej (R, og) mamy: B(a,r) = (a —r,a+7),
Bla,r) =[a—r,a+r]
(b) Dla A C R mamy: A € top gz <= ANR € top gg oraz
400 € A= Fper: (M, +00] C A,
—0 € A= nrer : [*OO,M) C A.
(c) W przestrzeni metrycznej (C, oc) mamy: B(a,r) = {z € C: |z — a| < r} = kolo otwarte o §rodku
w punkcie a i promieniu r; B(a,7) = {z € C : |z — a|] < r} = kolo domkniete o §rodku w punkcie a
i promieniu r.
o C, jezeli r > 1
(d) W przestrzeni (C, o5) mamy B(oco,r) = {{OO} U{reCi > \/ﬁ}, eieli 0 <1 < 1 Jak
wygladaja kule B(a,r), a € C?
(e) W przestrzeni z metryka dyskretng mamy

B(a,r) = {a}, ‘?eéel? r<l  Blar) = {a}, _?e%el% r<1 .
X, jezelir > 1 X, jezelir > 1

(f) W dowolnej przestrzeni metrycznej (X, o), dla dowolnych a,b € X, a # b, jezeli r := , to
B(a,r)N B(b,r) = @.
Istotnie, dla 2 € B(a,r) iy € B(b,r) mamy o(z,y) = o(a,b) — o(a,z) — o(b,y) > %.
(g) W dowolnej przestrzeni metrycznej (X, o) kule otwarte sa otwarte, zas kule domkniete sa domkniete.
Istotnie, jezeli g € B(a,r), to dla z € B(xg,r— o(a,zo)) mamy o(a,z) < o(a,xo)+o(xo,x) <,
czyli B(zo,r — o(a,z0)) C Bla,r).
Jezeli 29 € X \ B(a,r), to dla 2 € B(z¢, 0(a,z9) — ) mamy o(a,z) > o(a,z9) — o(zg, ) >,
czyli B(xo, 0(a,z9) —7) C X \ B(a,r).
(h) Rodzina 7 := top ¢ ma nastepujace wlasnosci:
o O XeT,
° Ul,...,UN ET:>U1Q-"QUN€T,
. (Uz)zEICT:UUzG}—
i€l
(i) Rodzina F := cotop p ma nastepujace whasnosci:
o O XeF,
o Fi,...FNeF=FU---UFNy€EF,

(1) ors (@) == /(@1 —y1)2 + (w2 — ¥2)2 + (w3 — y3)?, @ = (21,22, 23), ¥ = (y1,¥2,3) € R3.
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° (FZ)7€]CT:>QFZ€]:
iel
(j) Jezeli g jest metryka, to d := min{1, o} jest rowniez metryka oraz top ¢ = top d.
(k) W topologii dyskretnej (tzn. topologii generowanej przez metryke dyskretna) mamy top pq = P(X) =
cotop 04
(1) * Niech d := ¢ o p, gdzie p : Ry — R jest dowolna funkcja rosnaca taka, ze:
o 9(x)=0<z=0,
o o jest wklesta (zob. § 6.8), tzn. p(tx+ (1 —t)y) = te(x)+ (1 —t)p(y) dla dowolnych =,y € Ry
itel0,1] (np. p(z) = V).
Wtedy d jest metryka. Kiedy top o = top d?
Definicja 3.1.6. Dla dowolnego zbioru A C X definiujemy:

27

wnetrze A: int A = A° = U U,
o Uctop X: UCA
domkniecie A: clA=A:= N F,

Fecotop X: ACF

brzeg A: 0A:= A\ int A.

Kazdy zbior otwarty U C X taki, ze a € U nazywamy otoczeniem otwartym punktu a. Kazdy zbior
A C X taki, ze a € int A nazywamy otoczeniem punktu a.

Moéwimy, ze zbiér A C X jest

o gesty, jezeli A= X,

e brzegowy, jezeli int A = &,

e nigdziegesty, jezeli int A = @,

e ograniczony, jezeli istnieja a € X i r > 0 takie, ze A C B(a,r).

Dla zbioru A C X definiujemy jego s$rednice diam A := sup p(A x A), przy czym diam @& := 0.

Dla @ # A C X ix € X kladziemy o(z, A) := inf{p(z,a) : a € A}.

Moéwimy, ze punkt a jest punktem skupienia zbioru A, jezeli dla dowolnego otoczenia U tego punktu
mamy AN(U\{a}) # @. Zbioér wszystkich punktéw skupienia oznaczamy A’. Punkty z A\ A’ nazywamy
punktami izolowanymi zbioru A.

Mowimy, ze ciag (a,)22; C X jest zbiezny do punktu a € X, jezeli dla dowolnego otoczenia U
punktu a istnieje N € N takie, ze a,, € U dla n > N. Piszemy wtedy lim a, = a, lub a, -2 a, lub
ap — a. e

Mowimy, ze ciag (r,)22, C X jest ciggiem Cauchy’ego, jezeli

Ves0 INeN Ynm>N ¢ 0(Tn, Tm) < €.

Mowimy, ze (X, o) jest przestrzenia zupeka, jezeli kazdy ciag Cauchy’ego jest zbiezny.

Mowimy, ze dwie metryki g1, 02 : X x X — Ry sa réwnowazne (01 ~ 02), jezeli top g1 = top g.
Jest to relacja rownowazno$ci. Wlasnosci niezmiennicze wzgledem metryk rownowaznych (np. zbieznosé,
ciaglo§c) nazywamy wlasnosciami topologicznymi przestrzeni metrycznej (X, o).

Mowimy, ze dwie metryki g1, 02 : X x X — Ry sa poréwnywalne, jezeli p1 < c105" 1 02 < c207?
dla pewnych stalych c;,co, a1, a2 > 0. Poréwnywalno$é metryk jest rowniez relacja réwnowaznosciowa.
Wilasnosci niezmiennicze wzgledem metryk poréwnywalnych (np. ograniczono$é, jednostajna ciaglosc)
nazywamy wlasno$ciami metrycznymi przestrzeni (X, o).

Obserwacja 3.1.7. (a) Dla dowolnych a,b € X, a # b, istnieja otoczenia otwarte U,, U, takie, ze
U, NU, = @, czyli kazda przestrzen metryczna jest przestrzeniq Hausdorffa (2) .

(b) A€topX <= A =intA.

(¢c) aeint A<= 3,50: Bla,r) C A

(d) A€cotopX <= A=A

() a € A<= V,>0: Bla,r)NA#Qa.

Istotnie, przypusémy, ze B(a,r) N A = @ dla pewnego a € A. Wtedy X \ B(a,r) jest zbiorem
domknietym zawierajacym zbior A. Stad A C X \ B(a,r) — sprzecznosé. Niech teraz a bedzie punk-
tem majacym wiasno§¢ po prawej stronie i przypusémy, ze a ¢ A. Wtedy istnieje zbiér domkniety
F D A taki, ze a ¢ F. Musi wiec istnie¢ r > 0 takie, ze B(a,r) C X \ F' C X \ A — sprzecznosc.

(?) Felix Hausdorff (1868-1942).
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) Tpn — a <= Ves0 INeN VN : apn € B(a,g) < o(xn,a) — 0.
) Ciag moze mieé tylko jedna granice.
(h) 0 €A = H(an)f:lCA LTy — Q.
)a€c A — @) cA\a} | Tn — @
) Nastepujace warunki sa rownowazne:
(i) top o1 C top o2
(11) vaGX V5>0 E|5>0 : BQ2 (Cl 5) C BQ1 (a 6)'
(i) V(z,)2 cx t (2n o=z, 2 a).
Istotnie, jest oczywiste, ze (i) <= (ii). Przypusémy, ze (i) zachodzi oraz z, 2 a. Niech § > 0
bedzie dobrane do € > 0 przy pomocy warunku (ii). Wtedy z,, € By,(a,d) dla n > N, co daje
&, € B, (a,¢) dlan > N. Oznacza to, 7e x, —= a.
Teraz zalozmy, ze (iii) zachodzi. Przypu$émy, ze dla pewnych a € X i ¢ > 0 warunek (ii)
nie zachodzi, tzn. istnieje ciag z, € B,,(a,1/n)\ B,, (a,¢). Znaczy to, 7e z, — a, ale mnﬁi a;
sprzecznosc.
(k) Metryki porownywalne sa rownowazne (ale nie odwrotnie — np. ¢ ~ min{p, 1}, ale metryki te nie
musza by¢ poréwnywalne).
(1) Niech @ # A C X. Wtedy v € A <= o(z, A) = 0.
(m) |o(z, A) — oy, A)| < o(z,y), z,y € X.
Istotnie, na podstawie nieréwnosci trojkata dla a € A mamy: o(z, A) < o(x,a) < o(z,y)+0(y, a).
Stad o(x, A) < o(x,a) < o(z,y) + o(y, A). Teraz wystarczy zamieni¢ miejscami z i y.
) lo(a,b) — o(a’, V)] < o(a,a’) + o(b, V), a,a’,b, b/ € X.
) Jezeli a,, — a, b, — b, to g(an,b,) — o(a,b).
) Zbior A jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy diam A < +o0.
(q) Kazdy ciag Cauchy’ego jest ograniczony.
) Kazdy ciag zbiezny jest ciagiem Cauchy’ego.
) Jezeli ciag Cauchy’ego ma podciag zbiezny, to jest caly zbiezny.
) (K, ok) jest przestrzenia zupelna.

Definicja 3.1.8. Niech (X, g) bedzie przestrzenia metryczna. Z dowolnego zbioru Y C X robimy prze-
strzei metryczna z metrykq indukowang gly xy .

Obserwacja 3.1.9. (a) Dla a € Y mamy B a,r) = By(a,r)NY.

oly xy (
(b) Ae tOp(Q|y><y) <= Juctopo : A=UnNY.
(c) A€ cotop(olyxy) <= Trecotope : A=FNY.
(d) Jezeli (Y, 0|y xy) jest przestrzenia zupelna, to Y jest domkniete w X.
(e) Jezeli (X, o) jest przestrzenia zupetna i Y jest domkniete w X, to (Y, oy xy) jest przestrzenia zupeina.
(f) Jezeli F C R jest domkniety, to jest przestrzenia zupelna.

3.2. Przestrzenie zwarte

Definicja 3.2.1. Mowimy, ze przestrzen metryczna (X, o) jest zwarta jezeli dla dowolnego ciagu (a, )52, C
X istnieje podciag (an, )72, oraz punkt a € X takie, ze a,, — a.

Dla dowolnej przestrzeni metrycznej (X, o), jezeli (Y, oly xy) jest przestrzenia zwarta, to moéwimy,
ze Y jest zwartym podzbiorem X.

Obserwacja 3.2.2. (a) Dowolna przestrzen zwarta jest zupelna.

(b) Jezeli Y C X jest zbiorem zwartym, to Y jest domkniete w X.

(c) Jezeli (X, p) jest przestrzenia zwarta i Y jest domkniete w X, to Y jest zbiorem zwartym.

(d) Jezeli (X, o) jest przestrzenia zwarta, to diam X = max (X x X) < +oo0.

(e) (R, o) jest przestrzenig zwarta.
() ((C 0¢) jest przestrzenig zwarta.
) J

(g) Jezeli X jest przestrzenia zwarta to dla dowolnych ciagow (a, )22

(ng )52y, (bng )52, oraz a,b € X takie, ze an, — a, by, — b.

(bn)22; C X istnieja podciagi

n=1»
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Twierdzenie 3.2.3 (Cantor). Niech (K,)52 ; bedzie ciggiem niepustych zbioréw zwartych w przestrzeni

o0
metrycznej (X, o) takim, ze K,+1 C Ky, n € N. Wtedy zbior K := (| K, jest niepustym zbiorem zwar-
n=1
tym oraz diam K,, — diam K. W szczegdolnosci, jezeli diam K,, — 0, to K musi byé jednopunktowy.
Dowdd. Oczywiscie K jest zwarty. Niech a,, b, € K, beda takie, ze diam K,, = g(an,b,), n € N. Wobec
zwartosci K istnieja podciagi (an, )52, (bn, )32, oraz a,b € K, takie, ze an, — a, b,, — b. Poniewaz
Gn,by, € Ky dla n > N, zatem musi by¢ a,b € K. Oznacza to w szczegolnosci, ze K # . Ponadto,

diam K > g(a,b) = lim o(an,,bn,) = lim diam K, > diam K. O
n——+oo n—-—4oo

Przyklad 3.2.4 (Zbior Cantora). Niech Cy := [0, 1]. Dzielimy Cy na trzy rowne przedzialy domknigte

i wyrzucamy wnetrze §rodkowego. Niech Cy := [0,%] U [2,1]. W kolejnym kroku, z kazdego z dwoch

przedziatow tworzacych Cy wyrzucamy wnetrze §rodkowego z trzech réwnych przedz1a10w na ktore

dzielimy ten przedzial, tzn. Cs := [0, 3z]U[Z, 25]U[Z, 35]U[F, 3%). Kontynuujemy: C,, := U C,.;, gdzie

Cnj,j=1,.. , sa przedziatami domknietymi, parami roztacznymi, kazdy o dlugosm Oczyw1sc1e

C, # & oraz Cn+1 c C,, n € Np.
Teraz zbior Cantora definiujemy jako

[e o]
=) Cn.
n=0
Na podstawie Twierdzenia Cantora 3.2.3 C' jest niepustym zbiorem zwartym.

Twierdzenie 3.2.5. Przestrzen metryczna (X, o) jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy z dowolnego po-
krycia otwartego U = (U;);er tej przestrzeni (tzn. X = |J U;) mozna wybraé podpokrycie skoticzone.
icl
Dowdd. Oczywiscie mozemy zalozy¢, ze X jest zbiorem nieskoniczonym.
(«<=): Przypusémy, ze (a,)>2; C X jest ciagiem, 7 kt()rego nie da sie wybra¢ podciagu zbieznego.
Mozemy zaloZyé 7€ Up 7 G dla dowolnych n # m. Niech U,, := X \ {an, ant1,--.}, n € N. Oczywiscie
U, CUyt1, U U, = X oraz U U, = Uyx & X dla dowolnego N € N. Wystarczy jeszcze zauwazy¢, ze

n=1
kazdy zbior Un Jest otwarty, co daje sprzecznosc.

(=): Przypusémy, iz z pokrycie otwartego U nie da sie wybra¢ podpokrycia skoriczonego. Przypu-
$émy na chwile, ze udalo sie nam wykazaé nastepujacy warunek

J550 Vaex Jier : B(a,d) C U;. (%)
Najwieksza liczbe 6 > 0 o powyzszej wlasnosci nazywamy liczbg Lebesgue’a (3) dla pokrycia U. Za-

uwazmy, ze dla dowolnych aq,...,ay € X mamy U Bl(ay,0) & X.

a n—1
Niech ay € X bedzie dowolne. Wybierzmy as € X \ B(ay,d) i dalej a,, € X'\ U B(aj,9), n € Ns.

Oczywiscie o(an, @) = § dla dowolnych n # m. Z takiego ciagu nie da sie¢ wybra¢ podc1adgu zbieznego.
Pozostaje wykaza¢ (*). Przypu$émy, ze takiego § nie ma. Wtedy istnieje ciag (a,)52; C X taki,
ze kula B(ay, %) nie jest zawarta w zadnym zbiorze U;. Z ciagu (a,)52; wybieramy podciag zbiezny
ayn, — a. Niech a € U;,. Z otwartosci U,, wynika, ze B(a,r) C UZO dla pewnego r > 0. Niech a,, €
B(a,%) dla k > N. Wtedy dla dostatecznie duzych k mamy B(ay, , -~ --) C Bla, 5 k) C B(a,r) C U;,
— sprzecznosé. (]

3.3. Metryka Czebyszewa

Niech X bedzie dowolnym (niepustym) zbiorem i niech (Y, 0y) bedzie dowolng przestrzenia me-
tryczna. Zdefiniujmy B(X,Y) := {f : X — Y : zbior f(X) jest ograniczony}. W zbiorze B(X,Y)
wprowadzamy metryke Czebyszewa (4)

3(f,9) == sup{oy (f(z),g(x)) 1z € X}.

3) Henri Lebesgue (1875-1941).
4) Pafnutij Czebyszew (1821-1894).




Marek Jarnicki, Wyklady z Analizy Matematycznej I, wersja z 23 stycznia 2018

30 .
3. Przestrzenie metryczne

Obserwacja 3.3.1. (a) CWICZENIE: § jest metryka na B(X,Y).
(b) fn LN fo <= fn — fo jednostajnie na X, tzn.

Veso0 INeN Veex : QY(fn(x)va(x)) <e (T)

(¢) Przestrzen B(X,Y) jest zupelna wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen Y jest zupelna.
Istotnie, kazdy ciag Cauchy’ego (b,,)22; C Y mozemy utozsamiaé z ciagiem Cauchy’ego odwzo-
rowan stalych (b,)22; C B(X,Y). Stad, jezeli B(X,Y) jest zupelna, to Y jest zupeha.
W druga strone: Jezeli (f,,)22; C B(X,Y) jest ciagiem Cauchy’ego, to znaczy to, ze

Ves0 INeN VimneN Vaex 1 oy (fn(2), fm(x)) <e. (1)

Wtedy, dla dla dowolnego x € X ciag (fn(2))52; C Y spelia zwykly warunek Cauchy’ego, a wiec
jest zbiezny. Definiujemy f(z) := lir}rl fn(z), z € X. Jezeli m — +oo w warunku (1), to dostajemy
n—-+0oo

oy (fn(x), f(z)) <&,z € X, n>= N, co oznacza, ze (1) zachodzi. Pozostaje jeszcze sprawdzi¢, ze f
jest odwzorowaniem ograniczonym: niech fn(X) C B(yo, R). Wtedy f(X) C B(yo, R + ¢).

3.4. Przestrzenie spdjne

Definicja 3.4.1. Przestrzen metryczna (X, ¢) nazywamy spdjng, jezeli z tego, ze X = U UV, gdzie U
i V sa zbiorami otwartymi takimi, ze U NV = @ wynika, ze U = @ lub V = @.
Zbiér Y C X nazywamy spdjnym, jezeli Y z metryka indukowana jest przestrzenia spdjna.

Twierdzenie 3.4.2. Niech @ # P C R. Wtedy zbior P jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy P jest
przedziatem.

Dowdd. (=): Przypusémy, ze P nie jest przedziatem. Wtedy istnieja a,b € P, a < b, oraz ¢ € (a,b)\ P.
Biorac U := PN (—o0,c¢), V := PN (¢, +00), dostajemy sprzecznosé ze spojnoscia.

(«<=): Przypusémy, ze przedzial P nie jest spojny, czyli istnieja otwarte w P, niepuste zbiory A oraz
B takie, ze AN B = @ oraz P = AU B. Niech a € A, b € B. Bez straty ogolnosci mozemy zalozy¢, ze
a < b. Zdefiniujmy ¢ := sup{z € A: x < b}. Oczywiscie, a < ¢ < b, a wiec ¢ € P. Mamy dwie mozliwosci:

e ce A Wtedy ¢ < b. Z otwartosci zbioru A w P istnieje € > 0 takie, ze [¢,c+¢) C Aoraz c+e < b
— sprzeczno$c.

e ¢ € B. Wtedy, podobnie jak poprzednio, dostajemy istnienie ¢ > 0 takiego, ze (¢ — ¢,¢] C B
ic—¢e > a— sprzecznosé. O

3.5. Iloczyn kartezjanski przestrzeni metrycznych

Definicja 3.5.1. Niech (X1,01), ..., (Xn,o0n) beda niepustymi przestrzeniami metrycznymi i niech
X=Xy x--xXn.Dlaz=(z1,...,25), ¥y = (y1,.-.,yn) € X niech

o(z,y) == o1(x1,y1) +--- + on (TN, YN)-

Obserwacja 3.5.2. (a) (X, o) jest przestrzenig metryczna.

(b) Dla dowolnego ciagu (a,)52y C X, an = (an,1,...,an,N), mamy:
an i>0L0 = pj ﬁ’ao,j, j=1,...,N.
(c) Dla dowolnego ciagu (a,)52; C X, an = (@n1,--.,0n,N), Mamy:

(an)ozy jest ciagiem Cauchy’ego w (X, 0) <= (an,j)ne; jest ciagiem Cauchy’ego w (Xj;,0;), j=1,...,N.

(d) Niech ¢ : RY — Ry bedzie taka, ze dla dowolnych &, 1 € RY mamy:
() () =0+=¢=0,
(i) &€ <n= (&) <), (°)
(i) (& +n) < @(&) + ¢(n).

(5) (517"'7‘5N)<(7717"'777N) <:>§] <77J7]:177N
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Zdefiniujmy
d(z,y) == e(o1(x1,91), -, on(zN,YN)), == (z1,...,2N), ¥y = (y1,-..,yn) € X.

Wtedy (X, o) jest przestrzenia metryczna. Istotnie, jedyna watpliwos¢ moze budzi¢ nier6wnosé
trojkata. Mamy

d(z,z) +d(z,y) = p(o1(w1,21), .., on (TN, 2n)) + (01 (21,91), - on (28, YN))

(iif)
> ploi(z1,21) + 01(21,41),- -, on (2N, 2N8) + on (2N, YN))

(ii)
> o(o1(x1,91),-- -, on(zn,yn)) = d(z,y).

CwiczeNIE: Kiedy d ~ o? Kiedy d i ¢ sa poréwnywalne?
Twierdzenie 3.5.3. Niech

N 1
:<Z§§))pa§0m(§) ::maX{gla"ng}a 52(517"'7£N)€R-]Xa p€[1a+oo)
j=1
Wtedy
N 1 1 .y S
Zé}m < op(@eq(n), &meRY, pyge(l,+oo, 5 + . =1 (nier6wnoéé¢ Holdera),

0+ 1) < (&) +op(n), &neRY, pe[l,+o00] (nieréwnosé Minkowskiego).

Ponadto:

e dlal<p,q<+o0,&,neE Rgo rownos$é w nierownosci Holdera zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy
dla pewnego t > 0 mamy & =tn], j=1,...,N.

o dlal<p<+oo, &€ RY) rownosé w nierdwnosci Minkowskiego zachodzi wtedy i tylko wtedy
gdy dla pewnego t > 0 mamy & = tn.
Obserwacja 3.5.4. (a) hIil ©p(&) = poo(§) (por. Przyklad 2.2.10).

p—-+oo

(b) Z nieréwnosci Holdera dla p = ¢ = 2 wynika nieréwnosé¢ Schwarza (por. Twierdzenie 1.12.3).
Dowdd Twierdzenia 3.5.3. Nierowno$¢ Holdera: Nieréwnosé jest oczywista jezeli (p, ¢) € {(1,+00), (+00,1)}.
Mozemy wigc zalozy¢, ze 1 < p,q < +oo. Ponadto mozemy zaltozy¢, ze {; > 0in; > 0,5 =1,...,N
(CWICZENIE). Zastepujac & przez % oraz 1) przez ﬁ, sprowadzamy dowdd do przypadku ¢,(§) =
©q(n) = 1. Ponizej skorzystamy z déwch wlasnosci funkeji  — €%, ktére poznamy w przysziosci:

— funkcja R 3 2 — e® € (0, +00) jest surjektywna (Twierdzenie 4.4.16),

— funkcja R 2 & — €® jest silnie wypukta (§ 6.8), tzn.

et tIY < e + (1—p)e?, z,y€R, z#y, pe(0,1). ()

Niech &; = €'/, n; = /9, j =1,...,N. Mamy wiec
N N

S-S e$ (o L) S (g )< oL

j=1 j=1

Rozwazmy teraz problem réwnosci w nieréwnosci Holdera. Jezeli spelniony jest warunek §§7 = tn;?,

j=1,...,N, to wtedy
N N N
Sogmy =Y M = gty
j=1 j=1 j=1

7 drugiej strony,

N 1p, X 1/q 1 N
eo@patn) = (3otmt) (o) =yt
=1 i=1 j=1

W druga strone, jezeli w nieréwnosci Holdera zachodzi rownosé, to na podstawie (*) w postaci

zredukowanej musi by(’: tj = wj, j = 1,...,N. Oznacza to, ze £ = nj, j = 1,...,N, dla postaci
nJ . . .. .
zredukowanej. Stad o (5 = Tgn)’ j=1,..., N, dla postaci wyjsciowe;j.
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Nier6wnosé Minkowskiego: Po pierwsze zauwazmy, ze dla p = 1 nieréwnos¢ Minkowskiego jest oczy-

N
wista. Mozemy wiec zalozy¢, ze p > 1 oraz Y. (& +n;)P > 0. Niech ¢ := 1%. Wtedy % + % = 1. Na

j=1
podstawie nieréwnosci Holdera mamy wiec
N N N
DG +m)P =D &G& A+ )P+ oni (& )Pt
j=1 j=1 j=1
N N N N
Holder 1/p _ 1/q 1/p _ 1/q
< (Zﬁf) (Z(fj + ) Dq) + (an) (Z(€j+m‘)(p 1)‘1)
j=1 j=1 j=1 j=1
N 1/p X 1/q N 1/p X 1/q
= (X&) (@) (0m) T (o mr) (%)
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1

Dzielac obie strony przez (Zle(gj + nj)p)l/ ? dostajemy zadang nieréwnos¢ Minkowskiego.
Przechodzimy do problemu réwnosci w nieréwnosci Minkowskiego. Jezeli € = tn, to

ep(§+m) = (L+t)pp(n) = p(tn) + @p(n) = wp(&) + ¢p(n).

W druga strone, jezeli w nieréwnosci Minkowskiego zachodzi rownosé, to w (**) w obu miejscach, w
ktorych stosowali§my nieréwno$é Holdera musi byé¢ réwnosé, a wiec §§-’ =t1(& + nj)(pfl)q oraz 77§7 =
ta(&5 + nj)(pfl)q, j=1,...,N, dla pewnych t1,ts > 0. Wynika stad natychmiast, ze £ = ¢tn dla pewnego
t>0. O

Cwiczenie 3.5.5. Znalez¢ warunki konieczne i dostateczne na rownosé w nieréwnoéci Holdera (odp. Min-
kowskiego) bez zalozenia, ze &;,n; >0,j=1,...,N.

Whniosek 3.5.6. Niech (X1,01), ..., (Xn,on) beda niepustymi przestrzeniami metrycznymi i niech
X = X1 x - X Xn. Wtedy funkcje
N 1
dy(w,) s = (D (ostws0)?)" s pell+0),
j=1
doo(r7y) L= maX{Ql(m17y1)7--~,QN(mN,yN)}, r= ($1,...,$N)7 Y= (y17~"7yN) € X’
sqg metrykami na X. Ponadto:
o do <dy< NYrd o, pe [1,+00). W szczegdlnosci, metryki dp, i deo sq pordwnywalne.
o dy = p (z0b. Definicja 3.5.1). W szczegdlnodci, metryki dy, i deo zadajq topologie iloczynu karte-
zjanskiego.

Obserwacja 3.5.7. (a) Metryka d, nosi nazwe metryki (7.
(b) Metryka dy nosi nazwe metryki £>° lub tez metryki maksimum.
(C) Jezeli (XJ7 Qj) = (Kv Q]K): Jj=1...,N,to

N
dp(2,y) : = (Zm —?Jj|p) ;

k10

doo(m7y) L= max{\xl - yl‘w" ) |xN _yN‘}a T = (xla" ‘71.1\/')7 Y= (yla"'ayN) € KN
(d) Szczegolnie wazna jest metryka ds. Dla przyktadu, w przypadku, gdy (X;,0;) = (K, k), j =
N
1,..., N, standardowa metryka w KV jest metryka euklidesowa do(x,y) := (| Y |z; — y;|2.
j=1
Dowdd Wniosku 3.5.6. Stosujemy Obserwacje 3.5.2(d). O

Twierdzenie 3.5.8. (a) (X, 0) jest zupetna wtedy i tylko wtedy, gdy (X;, o;) jest zupetna, j =1,...,N.
W szczegdlnosci, RN jest przestrzeniq zupetng.

(b) (X, p) jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy (X, 0;) jest zwarta, j=1,...,N.

(c) (X, p) jest spdjna wtedy i tylko wtedy, gdy (X, 0;) jest spdjna, j =1,...,N.
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Dowdd. (a), (b) — CWICZENIE.
(c) — CWICZENIE®. O

3.6. Metryka Hausdorffa

Dla przestrzeni metrycznej (X, ), niech F oznacza rodzine wszystkich niepustych, domknietych
i ograniczonych podzbioréw X. Zdefiniujmy metryke Hausdorffa

h(A, B) := maX{sup{g(m,B) cx € A}, sup{o(y,4) :y € B}}7 A Bed.

Obserwacja 3.6.1. Ponizej A, B,C € F.

(a) Przypomnijmy, ze a € C <= dist(a,C) = 0.

(b) Jezeli h(A,B) =0, to A C B oraz B C A, to oznacza, ze A = B.

(c) h(A, B) = h(B,A).

(d) h(A, B) < +oo. Istotnie, jezeli A, B C B(a,r), to dla x € A mamy o(z, B) = inf{p(z,2) : 2z € B} <
inf{o(z,a) + o(a,z) : z € B} < 2r. Podobnie, o(z, A) < 2r, x € B.

(e) h(A, B) = sup{|o(z, A) — o(x, B)| : x € X}. Istotnie, wystarczy pokazaé, ze sup{o(z, A) — o(z, B) :
x € X} =sup{o(y, A) : y € B}. Nieréwnosé ,,.>" jest oczywista. Ustalmy g € X oraz wezmy dowolne
a € A, b e B. Wtedy o(zg,a) — o(xo,b) < o(a,b). Biorac inf,ca dostajemy o(xg, A) — o(z0,b) <
o(b, A) < sup{o(y, A) : y € B}. Biorac teraz infyc g dostajemy poszukiwana nierdwnosc.

(f) h(A,B) < h(A,C)+ h(C, B). W szczegdlnosci, (F, h) jest przestrzenia metryczna.

(g) h(A,B) <r <= A C B" oraz B C A", gdzie C") := {2z € X : dist(z,C) < r}. Zauwazmy, 7e
cm e d.

(h) |diam(A) — diam(B)| < 2h(A, B). Istotnie, wystarczy pokazaé, ze diam(A) — diam(B) < 2h(4, B).
Ustalmy z,y € A. Wtedy

Obs. 3.1.7(n)

o(z,y) — diam(B) = u}gl&(@(%ll) - o(u,v)) < u}ggB(Q(% u) + o(y,v))

< o(z, B) + o(y, B) < 2sup o(z, B) < 2h(A, B).
z€A

Teraz wystaczy wzia sup, yec4-

(i) CwiczeNIE*. Niech K C X bedzie ustalonym niepustym zbiorem zwartym i niech & := {4 € F :
A C K}. Wtedy (8, h) jest przestrzenia zwarta.






ROZDZIAE 4
Ciaglosé

4.1. Funkcje ciagle

Definicja 4.1.1. Niech (X, ox), (Y,0y) beda przestrzeniami metrycznymi, f : X — Y ia € X.
Powiemy, ze funkcja f jest ciggta w punkcie a, jezeli

Veso 50 f(B(a,0)) C B(f(a),e).
Roéwnowaznie:
v6>0 35>O VZEX : QX(Iva) <= QY(f(I)nf(a)) <e.

Jest to tzw. definicja Cauchy’ego ciggtosci. Piszemy wtedy f € C(X,Y;a) — jest to oznaczenie niestan-
dardowe, dla potrzeb naszego wyktadu.

Mowimy, ze f : X — Y jest ciggla, jezeli jest ciagla w kazdym punkcie. Piszemy wtedy f € C(X,Y).
Ponadto, C(X) := C(X,R).

Mowimy, ze f jest jednostajnie ciggta, jezeli

Veso0 ds>0 vx,yGX : QX(xay) <= QY(f(x)a f(y)) <e.

Mowimy, ze f spelnia warunek Holdera z wykladnikiem o > 0, jezeli istnieje statla M > 0 taka, ze

oy (f(2), f(y)) < M(ox(z,y))", =y€X.

Dla a = 1, warunek Holdera nosi nazwe warunku Lipschitza (1) .
Mo6wimy, ze odwzorowanie bijektywne f : X — Y jest homeomorfizmem, jezeli f € C(X,Y),
f~tec(y,Xx).

Obserwacja 4.1.2. (a) Kazde odwzorowanie jednostajnie ciagte jest ciagle.
(b) Kazde odwzorowanie speliajace warunek Holdera jest jednostajnie ciagte.

Cwiczenie 4.1.3. (a) Znalez¢ przyklad odwzorowania ciggtego, ktore nie jest jednostajnie ciagle.
(b) Znalez¢ przyktad odwzorowania jednostajnie ciagtego, ktore dla dowolnego av > 0 nie spelnia warunku
Holdera z wyktadnikiem a.
(c) Udowodni¢, ze odwzorowanie f : X — Y spelnia warunek Holdera z wyktadnikiem o wtedy i tylko
wtedy, gdy
aup { 2V 1)
(QX (.13, y))a
(d) Znalez¢ przyklad ciagtego odwzorowania bijektywnego f : X — Y takiego, ze f~! nie jest ciagle.

:x,yeX,x;éy}<+oo.

Twierdzenie 4.1.4. Niech f: X — Y, a € X. Wiedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:
() feC(X,Ys0);
(ii) dla dowolnego otoczenia V punktu f(a) istnieje otoczenie U punktu a takie, ze f(U) C V;
(iii) dla dowolnego otoczemia V punktu f(a) zbior f=1(V) jest otoczeniem punktu a;
(iv) dla dowolnego ciggu x,, — a mamy f(z,) — f(a); jest to tzw. definicja Heinego (?) ciaglosci.

Dowdd. (i) = (ii): Niech B(f(a),e) C V iniech § > 0 bedzie dobrane zgodnie z (i). Wtedy U := B(a, d)
jest otoczeniem punktu a oraz f(U) C B(f(a),e) C V.

(il) = (iil): Oczywiste.
1) Rudolf Lipschitz (1832-1903).

2) Eduard Heine (1821-1881).

35
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(iii) = (iv): Dla dowolnego € > 0 kule V := B(f(a), ) jest otoczeniem f(a). Zatem istnieje § > 0
taka, ze B(a,8) C f~' (V). Niech z,, € B(a,d) dlan > N. Wtedy f(z,) € B(f(a),e) dlan > N, czyli
f(@n) — fla).

(iv) => (i): Przypusémy, ze dla pewnego € > 0 nie istnieje § > 0 takie, ze f(B(a,d)) C B(f(a),e).
Wtedy istnieje ciag (z,)52; taki, ze x,, € B(a,1/n), oy (f(zn), f(a)) > &; sprzecznosé. O
Twierdzenie 4.1.5 (Skladanie odwzorowan ciaglych). Jezeli f € C(X,Y;a) i g € C(Y, Z; f(a)), to
gofelC(X,Z;a).

Dowéd. CWICZENIE. 0

Twierdzenie 4.1.6. Niech f: X — Y. Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) fel(X,Y);

(i) dla dowolnego zbioru otwartego V C Y zbior f=1(V) jest otwarty;

(iii) dla dowolnego a € X oraz dla dowolnego ciggu x,, — a mamy f(x,) — f(a).
Dowdd. CWICZENIE. O
Twierdzenie 4.1.7 (Sktadanie odwzorowan ciagltych). Jezeli f € C(X,Y) i g € C(Y,Z), to go f €
C(X,Z).
Dowéd. CWICZENIE. O

Twierdzenie 4.1.8. Niech A,B C R.

(a) Jezeli dodawanie Ax B > (x,y) — z+y € R jest dobrze okreslone, to jest odwzorowaniem cigglym.

(b) Jezeli mnozenie A x B > (x,y) — -y € R jest dobrze okreslone, to jest odwzorowaniem cigglym.

(c) Jezeli dzielenie A x B 3 (x,y) — % € R jest dobrze okreslone, to jest odwzorowaniem ciggtym.

(d) Jezeli A C R and B C Ry, to potegowanie A x B > (xz,y) — a¥ € Rsq jest odwzorowaniem
ciggtym.

Dowdd. Por. § 2.2. O

Twierdzenie 4.1.9. (a) Jezeli f,g € C(X,R;a) i f(z) + g(x) jest okreslone dla dowolnego x € X, to
f+g€C(X,R;a).

(b) Jezeli f,g € C(X,R;a) i f(x) - g(x) jest okreslone dla dowolnego x € X, to f -g € C(X,R;a).

(c) Jezeli f,g € C(X,R;a) i J;é;; jest okreslone dla dowolnego x € X, to 5 € C(X,R;a).

(d) Jezeli f: X — R ig: X — Rsg sq ciggle w punkcie a, to g/ € C(X,R;a).

Dowdd. Jest wniosek z Twierdzen 4.1.7 1 4.1.8. O

Cwiczenie 4.1.10 (Zob. Obserwacja 3.1.2(b)). Niech ¢ : R — [~1,1],

p(r) : - :
+1, jezeli x = +o00

(a) Udowodnié, ze ¢ jest homeomorfizmem.
(b) Udowodnié, ze f € C(X,R;a) <= po f € C(X,[-1,1];a).
Przyklad 4.1.11. (a) Dowolny wielomian p : K — K, p(z) := ag + -+ + a,2", gdzie n € Ny,
aog, - .. ,an € K, jest ciagty.
(b) Dla dowolnych wielomianow p,q : K — K, ¢ # 0, funkcja wymierna % jest ciagla na zbiorze
K\ ¢7'(0).
(¢) Funkcja signum (znak) sgn : R — {—1,0,+1},
1, jezelix >0
sgnz = sgn(z) := ¢ 0, jezeliz =0,
-1, jezeliz <O
jest ciagta w kazdym punkcie poza zerem.
(d) Funkcja Dirichleta (*) d := xqr nie jest ciggla w zadnym punkcie.

(?) Peter Dirichlet (1805-1859).
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(e) Niech h(z) :=zd(z), z € R. Wtedy h jest ciagla tylko w z = 0.

(f) Funkcja modul, K> z — |z] € Ry, jest funkcja spelniajaca warunek Lipschitza.

(g) Funkcja cecha (lub cze$é catkowita) []: R — Z, [x] := sup{k € Z : k < z}, = € R, jest ciagla
w kazdym punkcie zbioru R\ Z, ale nie jest ciggla w zadnym punkcie zbioru Z. Czasami tez bedziemy
pisaé |z| zamiast [z].

(h) Niech [2] :=inf{k € Z : k > z}. Gdzie jest ciagta funkcja + — [2]? — CWICZENIE.

(i) Funkcja Riemanna (*) r:R — [0,1],

r(z) = {0, jezeli x ¢ Q

1, jezelizeQ =2 qgeN, peZ, (pg) =1’

jest ciagta w punktach zbioru R\ Q, ale nie jest ciagla w zadnym punkcie zbioru Q.

4.2. Granica w punkcie

Definicja 4.2.1. Niech AC X, f: A— Y, a € A, b € Y. Wtedy moéwimy, ze f ma w punkcie a
granice b, jezeli dla dowolnego ciagu (z,,)52; C A\ {a} mamy f(z,) — b. Piszemy wtedy lim f(z) =b.

f(x), jezelize A\ {a}‘

b, jezeli x = a

r—a

Obserwacja 4.2.2. (a) lim f(z) = b <= f € C(AU{a},Y;a), gdzie f(z) := {

(b) Dla f: X — Y ia€ X mamy f € C(X,Y;a) < lim f(x) = f(a).

Tr—a

Twierdzenie 4.2.3. Jezeli lim f(z) =big e C(Y,Z;b), to lim go f(z) = g(b).

Dowdéd. CWICZENIE. O

Cwiczenie 4.2.4. Pokaza¢, 7e nastepujace twierdzenie nie jest prawdziwe.
Niech f: A— B CY,ac A, be B, lim f(x) =b, lirrig(y) = c¢. Wtedy lim go f(z) = c.
z—a y— z—a

Definicja 4.2.5. W przypadku f : A — R mozna réwniez mowié o granicy gornej i dolnej funkcji f
w punkcie a:
limsup f(x) :=sup8(f,a), lminf f(x):=infS8(f,a),
r—a

gdzie
8(f,a) :={g €R: 3= cafa): Tn — a, f(zs) — g}

Obserwacja 4.2.6. (a) Niech f: N — R. Wtedy powyzsze pojecia redukuja sie do poprzednio wpro-
wadzonych limsup f(n) i lim 4i_nf fn).

n—-+4oo

(b) liminf f(z) < limsup f(z).
c) Jezeli lim f(z) = g € R, to liminf f(x) = limsup f(z) = g.
r—a Tr—a r—a

)
(¢)
(d) limsup f(z), ligljgf f(z) € 8(f,a).
e) Jeseli li?jgf f(z) =limsup f(z) =: g, to lh_r}r; flx)=g.

)

f) Jezeli g := limsup f(z) < 400, to dla dowolnego R > M > g istnieje r > 0 takie, ze f(z) < M dla

r—a
x € B(a,r)\ {a}.
(g) Jezeli g := liminf f(x) > —o0, to dla dowolnego R 5 M < g istnieje > 0 takie, ze f(z) > M dla

r—a

x € B(a,r)\ {a}.

(
(

Definicja 4.2.7. Jezeli X =R, A C [~o0,a], f: A — Y ia € A, to lim f(x) nosi nazwe granicy
r—a—
lewostronnej i piszemy wtedy lim f(z). Analogicznie definiujemy granice prawostronng limJr f(z), gdy
r—a— r—a

ACa,+x]iac A

(1) Bernhard Riemann (1826-1866).
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Przyklad 4.2.8 (Modut ciaglosci). Dla f: X — Y definiujemy modut ciggtosci funkcji f:

wr i Rog — 0,400, wy(d) :=sup{oy (f(x), f(y)) : z,y € X, ox(x,y) <0}
Pokazaé, ze f jest jednostajnie ciagta wtedy i tylko wtedy, gdy 611%1 wyr(0) =0.
—0+

4.3. Twierdzenie Banacha o punkcie stalym

Twierdzenie 4.3.1 (Banach (5) ). Niech (X, d) bedzie zupelng przestrzenig metryczng i niech f : X —
X bedzie odwzorowaniem zwezajacym, tzn. takim, ze d(f(x), f(y)) < 0d(z,y), z,y € X, gdzie 6 € [0,1).
Wtedy dla dowolnego punktu xo € X cigg (x,)22, zdefiniowany rekurencyjnie wzorem x,11 = f(x,),
n € Ny, jest zbiezny do jedynego punktu stalego odwzorowania f, tzn. do punktu x* € X takiego, Ze
Fa) = a*.

Dowod. Odwzorowanie f speinia warunek Lipschitza ze stala 6. Jest wiec w szczegdlnosci ciagle. Jezeli
ciag (,)22, jest zbiezny do pewnego x* € X, to musi to by¢ punkt staly, co wynika ze zwiazku
Tnt1 = f(x,) oraz ciaglosci f. Punkt staly jest jedyny. Jezeli bowiem a,b € X bylyby dwoma réznymi
punktami statymi, to d(a,b) = d(f(a), f(b)) < 0d(a,b) < d(a,b), co daje sprzecznos¢. Pozostaje wiec
pokazacé, ze ciag (x,)52, jest zbiezny. Poniewaz przestrzen jest zupelna wystarczy pokazaé, ze speknia
warunek Cauchy’ego. Mamy

d(Xpt1,2n) = d(f(xn), f(Xn-1)) < 0d(Tpn, Tn-1) < 92d(xn_1,xn_2) <...<0%d(r1,20), neN.
W takim razie

ATtk Tn) < d(Tntk, Toph—1) + A @ptk—1, Tntk—2) + -+ d(@pt1, Tn)
1 -0k
1-6
skad natychmiast wynika, ze (z,)22, jest ciagiem Cauchy’ego. O
Przyklad 4.3.2. Niech X := (O,i) C Riniech f: X — X, f(z) = 2%; X nie jest przestrzenia
zupelng! Wtedy f jest odwzorowaniem zwezajacym (|22 — 42| = |z — yl|z + y| < 3|z — y|) bez punktu
stalego.

1
G"d(xl,:ro) 79’”(1(%171’0)5 n7k € N7

< (en-‘rk‘—l + 9Tb+k—2 4+ 4 Qn)d(xhxo) = < 1_6

4.4. Wlasnosci funkcji ciaglych

Twierdzenie 4.4.1. Niech X bedzie przestrzeniq zwartq i niech f : X — Y bedzie funkcjg cigglq.
Wtedy f(X) jest przestrzeniq zwartq (z metrykq indukowang z'Y ).

Dowdd. Niech (y,)2%, C f(X), yn = f(xn), n € N. Poniewaz X jest zwarta, istnieje podciag (zn, )52,
oraz xg € X takie, ze x,, — xo9. Wobec ciaglosci f mamy y,, = f(xn,) — f(x0). O

Obserwacja 4.4.2. Niech K C R bedzie niepustym zbiorem zwartym. Wtedy inf K, sup K € K.
Jako wniosek dostajemy.

Twierdzenie 4.4.3 (Twierdzenie Weierstrassa o osiaganiu kresow). Niech X bedzie niepustq przestrzenig
zwartq oraz niech f : X — R bedzie funkcjq ciggltq. Wiedy istniejg punkty x4 € X takie, ze f(xy) =
sup f(X), f(z-) = inf f(X).
Obserwacja 4.4.4. Niech CB(X,Y) :=C(X,Y)NB(X,Y).
(a) CB(X,Y)=C(X,Y), gdy X jest przestrzenia zwarta.
(b) CB(X,Y) jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni B(X,Y).
(c) Przestrzen CB(X,Y) jest zupelna wtedy i tylko wtedy, gdy Y jest zupetna.
)

(d) Jezeli E jest przestrzenia Banacha, to przestrzen CB(X, FE) wraz z normg Czebyszewa jest przestrze-
nia Banacha.

Twierdzenie 4.4.5. Jezeli fec(X, X), to dla dowolnego zbioru zwartego K C X spetniony jest waru-
nek: Yeso 3550 Vaer : f(Bo(a,9)) C Ba(f(a),g). W szczegdlnosci, jezeli X jest przestrzeniq zwartaq, to
f jest jednostajnie ciggte.

(°) Stefan Banach (1892-1945).
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Dowdd. Poniewaz f jest ciagla, zatem dla dowolnego a € K istnieje 7(a) > 0 takie, ze f(B,(a,r(a))) C
Ba(f(a), %5) Wobec zwartosci zbioru K, istnieje skonczona liczba punktow aq,...,ay € K takich,

N
ze K C | By(a;, 37(a;)). Niech § := Fmin{r(ay),...,7(an)}. Wezmy dowolny punkt a € K, a €
=1
B, (a4, 37(ai,)), i niech @ € B,(a, ). Mamy o(z, a;,) < o(z,a)+ o(a, a;,) < 6+ ir(a;,) < r(a;,). Wynika
St@da ze d(f(i’), f(aio)) < %6 1 ostatecznie d(f($)7 f((l)) < d(f($), f(aio)) + d(f(a)v f(aio)) <e. g

Twierdzenie 4.4.6. Niech X bedzie przestrzeniq zwartq i niech f : X — Y bedzie ciagle bijekcjq.
Wtedy f~' jest ciggta, czyli f jest homeomorfizmem.

Dowdd. Niech y,, — yo, Tn := f~1(yn), 2o := f~*(y0). Chcemy pokazaé, ze x, — x¢. Przypusémy,
ze T, —/— o, cO oznacza, ze istnieje 9 > 0 oraz podciag (zn, )52, takie, ze ox(Tn,, o) = €0, k € N.
Wobec zwartosci X mozemy zalozy¢, ze x,, — x*. Wynika, stad, ze pox (2*,x¢) > €o. Z drugiej strony
f(zn,) — f(z*), skad wynika, ze f(z*) = f(x¢) — sprzecznosc. d

‘Whiosek 4.4.7. Rzut stereograficzny R: S — C jest homeomorfizmem (por. Przyktad 3.1.3).
Twierdzenie 4.4.8. Niech X bedzie przestrzeniq spdjng i niech f : X — Y bedzie funkcjg cigglq.
Wtedy f(X) jest przestrzeniq spéjng (z metrykq indukowang zY).

Dowdd. Przypusémy, ze f(X) = UUV, gdzie U, V sa niepuste, roztaczne i otwarte. Wtedy X = f~1(U)U
F~H(V), gdzie f~Y(U), f~1(V) sa niepuste, rozlaczne i otwarte (wobec ciaglosci) — sprzecznosé. O

Definicja 4.4.9. Niech X bedzie przestrzenig sp6jng i niech f: X — R. Mowimy, ze f ma wlasnosé
Darbouzx (6) , jezeli dla dowolnych o = f(a), 8 = f(b), a < 8, i dla dowolnego v € (a, 8) istnieje ¢ € X
takie, ze f(c) = ~; innymi stowy: f przyjmuje wszystkie wartosci posrednie.

Twierdzenie 4.4.10. Niech X bedzie przestrzeniq spojng i niech f : X — R bedzie funkcjqg cigglq.
Wtedy f ma wtasnos$é Darboux.

Obserwacja 4.4.11. Istnieja funkcje nieciagle, posiadajace whasnoé¢ Darboux (zob. Przyklad 6.2.14).

Cwiczenie 4.4.12. Wykaza¢, ze kazdy wielomian rzeczywisty stopnia nieparzystego posiada miejsce
ZErowe.

Obserwacja 4.4.13. Niech f : (a,b) — R, gdzie —c0 < a < b < o0, bedzie funkcja rosnaca. Wtedy
lim f(z) =sup f((a,b)) oraz lim f(x) = inf f((a,b)).
r—b— T—a+
Twierdzenie 4.4.14. Niech f : P — R, gdzie P C R jest przedziatem, bedzie funkcjg monotoniczng.
Wtedy:
(a) funkcja f nie jest ciggta w co najwyzej przeliczalnej liczbie punktow;
(b) jezeli f nie jest ciagta, to zbior f(P) nie jest spdjny.
Dowdd. Mozemy zalozy¢, ze f jest rosnaca.
(a) Niech
N(f):={x € P: f nie jest ciaglta w z}.
Dla dowolnego punktu ¢ € int P niech L(c) := lim f(z), R(c) := lim+ f(z). Jezeli lewy koniec ¢
przedzialu P nalezy do niego, to kladziemy L(c) := f(c), R(c) := 1im+f(x). Jezeli prawy koniec ¢
Tr—C
przedziatu P nalezy do niego, to ktadziemy L(c) := lim f(z), R(c) := f(c).
r—c—
Wtedy —oo < L(c¢) < R(c) < oo oraz dla dowolnych ¢1,c2 € P, ¢1 < ¢3, mamy R(c1) < L(ce), a stad
(L(e1), B(c1)) N (Llea), R(e2)) = 2.

W takim razie ¢ € N(f) <= L(c) < R(¢) <= Jy(c)can(L(c),R(c))- Zbudowalismy injekcje N(f) — Q.
(b) Przypusémy, ze a € N(f) # @. Z poprzednich rozwazan istnieje ¢ € (L(a), R(a)) \ {f(a)}.

Zdefiniujmy U := (—o0,q) N f(P), V := (q,4+00) N f(P). Zbiory U oraz V sa otwarte w f(P), U,V # @,

UNV =g oraz UUV = f(P), co oznacza, ze f(P) nie jest zbiorem spojnym. O

Twierdzenie 4.4.15. Niech f: P — R, gdzie P C R jest przedziatem, bedzie ciggla injekcja. Wtedy:

(®) Jean Darboux (1842-1917).
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(a) f jest silnie monotoniczna;
(b) funkcja odwrotna f=1: f(P) — P jest ciggta.

Dowdd. (a) Wystarczy pokazac, ze dla dowolnego przedziatu [a,b] C P, a < b, funkcja f|j,p jest Scisle
monotoniczna. Ustalmy a,b i przypusémy, ze f(a) < f(b) (przypadek f(a) > f(b) jest analogiczny
— CWICZENIE). Z twierdzenia Weierstrassa istnieja c_,cy € [a,b] takie, ze f(c_) = min f([a,d]) oraz
f(cq) = max f([a,b]). Pokazemy, ze c_ = a oraz ¢y = b. Przypu$émy, ze np. a < c_ (przypadek c; < b
jest analogiczny — CWICZENIE). Wtedy f(c_) < f(a) < f(b). Z wiasnosci Darboux funkcji f wynika
istnienie ¢ € (c_,b) takiego, ze f(c) = f(a), co daje sprzecznosc.

Zatem c_ =aicy =0.

Ustalmy a < = < y < b. Przypusémy, f(xz) > f(y). Wtedy f(a) < f(y) < f(z) < f(b). Wobec
wlasnosci Darboux, istnienie ¢ € [a, x] taki, ze f(c) = f(y), co daje sprzecznoéé.

(b) Oczywiscie f=% : f(P) — P jest funkcjg $ci$le monotoniczna oraz f(P) jest przedzialtem.
Poniewaz f~1(f(P)) = P, wicc z Twierdzenia 4.4.14 wnioskujemy, ze f~! jest funkcja ciagla. O
Twierdzenie 4.4.16. Dla dowolnego a > 1 (odp. a € (0,1)) funkcja wyktadnicza R 3 z — a* € Ry
jest bijektywna i $cisle rosngcea (odp. malejgca). W szczegdlnosci, jest ona homeomorfizmem, funkcjq do
niej odwrotng jest funkcja logarytmiczna Rsg 3 z —— log, z € R.

Piszemy Inz := log, x.

Cwiczenie 4.4.17. Korzystajac z wtasnosci funkeji wyktadniczej wyprowadzi¢ nastepujace wlasnosci
funkeji logarytmicznej log, dla a > 0, a # 1.

(a) log,(z122) = log, 1 +log, x2, x1, 22 > 0.

(b) log,(b*) = zlog, b, b> 0,z €R.

(c) a® =e*ma z € R,

(d) log, z = 12822 h>0,b# 1,z > 0.

logy, a’
4.5. Krzywe
Niech (X, ¢) bedzie przestrzenia metryczna. Kazde odwzorowanie ciagte v : [a,b] — X nazywamy
krzywq. Zbior v* := ~([a,b]) nazywamy obrazem geometrycznym Krzywej v; v* jest zbiorem zwartym
spOjnym.

W przysziosci bedziemy zawsze utozsamiaé krzywa « : [a,b] — X z dowolna krzywa
vyoo:[e,d — X,
gdzie o : [¢,d] — [a,b] jest bijekcja rosnaca (zwana zmiang parametryzacji). Oczywiscie, zmiana para-
metryzacji nie zmienia obrazu geometrycznego krzywej. W szczegélnosci, mozna sie zawsze ograniczy¢
do krzywych sparametryzowanych w przedziale [0, 1].
Jezeli v : [a,b] — X jest krzywa, to:
~(a) nazywamy poczgtkiem krzywej,
~(b) nazywamy koricem krzywej,
jezeli v(a) = y(b), to méwimy, ze v jest zamknieta,
jezeli v jest odwzorowaniem injektywnym, to mowimy, ze v jest tukiem Jordana (7) — wtedy 7 :
[a,b] — ~* jest homeomorfizmem,

e jezeli v jest zamknigta oraz |, jest odwzorowaniem injektywnym, to méwimy, ze vy jest krzywg
Jordana — wtedy funkcja ¢ : T — X, gdzie T oznacza okrag jednostkowy na plaszczyznie, dana
wzorem o (cos 2wt, sin 2nt) := v(t), t € [0, 1], jest homeomorfizmem.

Dla krzywej v : [a,b] — X definiujemy krzywa przeciwng
©7:a,b) — X, ov(t) :=v(a+b—t).
Widag, ze (©7)* = v*.
Dla krzywych ~; : [0,1] — X, j = 1,2, takich, ze 71 (1) = 72(0) definiujemy ich sume
~1(2t) dla0<t<

71 ©72:[0,1] — X, (m ®72)(t) := {72(275 —-1) dla

(7) Camille Jordan (1838-1922).
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jest to oczywiscie krzywa i (v1 @ 72)* =71 Uns. (%)
Mowimy, ze X jest {ukowo spdjna, jezeli dla dowolnych z,y € X istnieje krzywa ~ : [a,b] — X taka,

ze v(a) = z, v(b) = y. Kazda przestrzen tukowo spojna jest spojna (ale nie odwrotnie ~ CWICZENIE).
Dla Xy # @, ..., Xy # @ mamy:

Xi,...,Xn sa przestrzeniami lukowo spojnymi <= X; X --- x Xy jest przestrzenia tukowo spdjna.
4.6. Przestrzenie unormowane

Definicja 4.6.1. Przestrzeniq unormowang nad cialem K (K € {R,C}) nazywamy dowolna pare
(B, ), gdzie E jest przestrzenia wektorowa nad K, za$ || || : E — Ry jest funkcja spelniajaca
nastepujace trzy warunki:

(a) Yoep : ||z]| =0 <=z =0,

(b) Vaex, zep : [laz| = [afllz],
(©) Vayer: [l +yll <[] +yl-
Funkcje || || nazywamy normg.

Obserwacja 4.6.2. (a) (K, ||) jest przestrzenia unormowana.

() [zl = llylll < l= — yl| dla dowolnych z,y € E.

(c) Zdefiniujmy o(z,y) = o) (2, %) = |z —yl, z,y € E. Wtedy 0 : £ x E — Ry jest metryka
generowang przez norme. Oczywiscie

Q) |
vy = wo = |[w, — o] — 0.

(d) Méwimy, ze dwie normy || ||1, || |2 : R — Ry sa réwnowazne, jezeli o |, ~ 0| |,-
(e) Dzialania w przestrzeni unormowanej sa ciagte. Istotnie,

Iz +y) = (@0 + o)l < llz = zoll + Iy = voll = [I(2,9) = (z0, y0) |1,
[l = cvool| < fev = aol[[zo] + [ef[[z = zol| < max{|al, [|lzo[[ (e, 2) = (@0, z0)l|1-

Obserwacja 4.6.3. (a) Podobnie jak dla metryk w iloczynie kartezjariskim przestrzeni unormowanych
(Ev,| 1), ..., (En,| |n) mozemy wprowadzi¢ wiele norm. Niech ¢ : RY — R bedzie funkcja taka,

ze:
(i) p(§) =0+=¢=0,

(i) € <n = (&) < ¢mn),

(iii) (& +mn) < (&) + @(n),

(iv) p(t&) =tp(&) dlat e Ry.
Wtedy funkcja dana wzorem

x| == e(|lz1|1s-- -y lzn|N), == (21,...,2n) € E1 X --- X En,
jest normag na E; X --- x Exy — CWICZENIE.
(b) W szczegdlnosci, jezeli (En, | [1), ..., (En, | [~) sa przestrzeniami unormowanymi, to w £y X - -+ x Ey

mamy nastepujace klasyczne normy (CWICZENIE):

N 1/p
ol == (Y lasl?) " = norma 17, p>1,
j=1

|z|lco := max{|z1|1,...,|xN|Nn} = norma £°° = norma maksimum.
W szczego6lnosdei, normami sg funkcje:

lz|li = |11 + - - - + |en|Nn = norma suma,
N 1/2

[zll2 = (Z |l'j|?) = norma euklidesowa.
j=1

Zauwazmy, ze metryki generowane przez te normy odpowiadaja metrykom d,, deo, di i d2 (utworzo-
nym dla (Ey, 0 ,),... (En, 0| |x) — por. Wniosek 3.5.6. W szczegdlnosci, sa to normy réwnowazne,
zadajace topologie iloczynu kartezjanskiego.

(8) Oznaczenia © i @ maja charakter roboczy i nie musimy sie do nich zbyt przywiazywac.
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¢) Dla przyktadu, KV jest przestrzenia unormowang przez norme euklidesowq
4 4

N
|zl = | > lwl? &= (z1,...,25) €KV,
j=1
Definicja 4.6.4. Dla a € F, niech
B(a,r) = By (a,7)={z € E: [z —al <71}, 0<7r < +o00,
B(a,r) == EQH Jar)={z e E: |z —al<r}, 0<r < +o0,

B(r) := B(0,r), B(r):= B(0,r).

Niech
A+B:={z+y:2€ A, ye B}, A BCE,
A-B:={ax:a€ A zeB}, ACK, BCE.
Ponadto przyjmujemy a + B := {a} + B, a- B:={a} - B (9) .
Dla dowolnych z,y € E definiujemy odcinek (niezorientowany) (segment) o koncach x, y:
[2,y] :=={z +t(y —x) : t € [0, 1]}.
Zbiér A C E nazywamy wypuktym, jezeli [x,y] C A dla dowolnych z,y € A.

Obserwacja 4.6.5. (a) B(a,r) = B(a,r), r > 0. -
Istotnie, wystarczy pokaza¢ inkluzje D. W tym celu zauwazmy, ze jezeli g € B(a,7), to a +
0(zo — a) € B(a,r) dla dowolnego 6 € [0, 1).
(b) Mamy nastepujaca wlasnos¢ translatywnosci kul:
B(a,r) =a+ B(r), B(a,r)=a+ B(r).
Ponadto, B(r) =r- B(1), B(r) = r - B(1).
(¢) Odnotujmy, ze [z,y] = [y, 2] oraz [z, z] = {x}. Odcinek jest zbiorem spojnym.
(d) Dla dowolnej rodziny zbioréw wypuktych (4;);er C E zbidr [ A; jest wypukly. W szczegolnoscei,
iel
dla dowolnego zbioru A C F istnieje najmniejszy zbior wypukty conv A = conv(A) C E zawierajacy
A.
(e) Jezeli A, B C E sa wypukle, to
conv(AUB) ={ta+ (1—t)b:ac A, be B, t[0,1]} =: C.
Istotnie, oczywiscie C' C conv(AUB). Pozostaje pokazadé, ze C jest wypukly. Dlad’,a” € A, ¥, b" € B,
oraz t' ¢ € [0,1], u € (0,1), mamy
2% = (1= u)((1 = t)a" + V) +u((L —t")a" +1"") = (1 = s)((1 = p)a’ + pa") + s((1 — @)V’ + qb"),
gdzie
u(l—1¢") . ut”
l—w1-t)+ud -ty T A—wt +u
(ezeli (1 —u)(1—t)+u(l—t")=0,tot =t" =1, 2° = (1 — u)¥ + ub” € B; podobnie, jezeli
(1—w)t' +ut’ =0,tot =t" =0, 2° = (1 — u)a’ + ua” € A). Stad 2° € C.
(f) Jezeli A jest wypukly, to A jest wypukly. Istotnie, jezeli z, — 2 i ¥, — ¥o, to
Ty +t(y,,—:r,,) _)$0+t(y0_500)7 te [Oa 1]
(g) Jezeli A jest wypukly, to int A jest wypukly. Istotnie, jezeli B(a,r), B(b,r) C A, to

s:= (1 —u)t' + ut”

P=

[a,0] + B(r) ={(1—-t)a+tb+x:t€[0,1], x € B(r)}
={(1-t)(a+2z)+tb+=x):te0,1], z € B(r)} C conv(B(a,r)UB(b,r)) C A,

co dowodzi, ze [a,b] C int A.

9) Oczywiscie a + B = Ty (B), gdzie Ty : E — E oznacza translacje © — a + x.
g
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(h) Jezeli A jest wypukly i int A # &, to dla dowolnych a € int A i b € A mamy
[a,b) :={(1 —t)a+tb:t€[0,1)} Cint A.
W szczegdlnosci, A C int A.
Istotnie, jezeli B(a,r) C A, to
B((1—t)a+tb,r(1 —1t)) C conv(B(a,7)U{b}) C A, t€]0,1).
(i) W przestrzeni unormowanej kule B(a,r) i B(a,r) sa wypukle. Istotnie,
|z +t(y —2) —al = |1 —t)(z —a) + t(y — a)| < (L= t)[|x — al| + t]ly — all.
Przestrzeni unormowang, (E, || ||) nazywamy przestrzenig Banacha, jezeli przestrzen metryczna (E, o) )

jest zupeha.

Obserwacja 4.6.6. (a) Niech X # @ bedzie dowolnym zbiorem i niech F bedzie przestrzenia unormo-
wana. Wtedy B(X, E) (10) z normg Czebyszewa

[fllx = sup{|[f(z)lle : x € X}, f € B(X, E),

ma naturalng strukture przestrzeni unormowane;j (CWICZENIE); odnotujmy, ze powyzsza norma ge-
neruje metryke Czebyszewa.
Ponadto, F jest Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy B(X, E) jest Banacha.

(1°) Odnotujmy, ze B(X,E) :={f : X — E:3g>o: f(X) C B(R)}.






ROZDZIAL 5

Szeregi

5.1. Szeregi liczbowe
Definicja 5.1.1. Dla (a,)22, C C definiujemy S,, := > a, n € Ng. Pare ((a,)2%, (Sn)5%, nazywamy
k=0

oo
szeregiem. Zwykle, zamiast powyzszej pary, piszemy Y, a,. Liczbe a,, nazywamy n-tym wyrazem szeregu,
n=0

za$ liczbe S, nazywamy n-tq sumq czesciowq szeregu. W przypadku, gdy (a,)52, C R méwimy o szeregu

(o]
rzeczywistym. Szereg > a, nazywamy zbieznym, jezeli S,, — S € C. Liczbe S nazywamy wtedy sumg
n=0

o0
szeregu 1 oznaczamy przez », a,. Szeregi, ktore nie sa zbiezne nazywamy rozbieznymi.
n=0

(o]
Oczywiécie mozna réwniez rozwazaé szeregi » . ay, gdzie ng € Z.

n=ng
oo

Obserwacja 5.1.2. Ogolnie, mozna rozwazaé szeregi »  a,, gdzie a, € E, n € Ny, za§ E jest prze-
n=0

strzenig Banacha nad K. Takimi szeregami bedziemy sie zajmowaé¢ w przyszlosci.

Cwiczenie 5.1.3. Ktore z podanych w tym rozdziale wlasnosci i twierdzen dotyczacych szeregow licz-
bowych przenosza sie na szeregi elementéw z przestrzeni Banacha?

Obserwacja 5.1.4. (a) Nastepujace warunki sa rownowazne:

(o]
(i) szereg > a, jest zbiezny;

n=0

(ii) dla dowolnego ng € Ny szereg > ay jest zbiezny;
n=ng

(o]
(iii) istnieje ng € Ny takie, ze szereg > a, jest zbiezny.
n=ng

(b) Szereg > (—1)™ jest rozbiezny.
n=0

(o]
(c) Szereg geometryczny Y. q", gdzie ¢ € C (0° := 1), jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |q| < 1

n=0

i S 1 . L=a""  Segeli g #£ 1
i wtedy > ¢" = 1= . Istotnie, S,, = 1—gq . .
n=0 ? n+1, jezelig=1

(d) > 4 =e (por. Twierdzenie 2.3.1(b)).
n=0

(e) Jezeli (a,,)2, C Ry nastepujace warunki sa rownowazne:
(o]

(i) szereg > ay jest zbiezny;
n=0

(i) ciag (Sn)5% jest ograniczony;

(iii) pewien podciag ciagu (5,)%2 jest zbiezny;

(iv) pewien podciag ciagu (S,)5, jest ograniczony.

W przypadku, gdy (an)n, C Ry,

oo
e zamiast pisaé, ze szereg > a, jest zbiezny bedziemy pisa¢ > a, < 400,

n=0 n=0

o0 o0
e zamiast pisaé, ze szereg > a, jest rozbiezny bedziemy pisa¢ > a, = +o0.
n=0 n=0

45
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(f) Jezeli szeregi > an, > by, sa zbiezne, to dla dowolnych a, 8 € C szereg > (aa,, + [(by,) jest zbiezny
n=0 n=0 n=0

oraz Y (aa, + Bby) =a > an+ 5 > by.
n=0 n=0 n=0

oo
Twierdzenie 5.1.5 (Warunek konieczny zbieznosci szeregow). Jezeli szereg Y. a, jest zbiezny, to

I 0 i
o =0.
Dowdd. Niech S := hm Sn. Wtedy a,, =S, —Sp,-1 — S—5=0. O

n—-o0o

(o]
Przyklad 5.1.6 (Szereg harmoniczny). Y. 1 = 4oc. Istotnie,

n=1
1 1 1 1 1 1 1 1 n
Spn =1+ = <7 ,) (7 : ) 1 2 g1 140 .
> MR CR ) R € e S T o2t 2T =14 D — oo
CWICZENIE:  Sigs = 7,485, Sigs = 14,393, Sy00 = 21,301 z dokladnoscia do 0,001.
Twierdzenie 5.1.7 (Warunek Cauchy’ego zbieznosci szeregow). Szereg > a, jest zbiezny wtedy i tylko

n=0
wtedy, gdy

v5>0 EanENO vm>n>n0 : ‘anJrl +---+ am| <e¢

Dowdd. Poniewaz S,, — S, = any1 + -+ + an, Wystarczy skorzystaé z zupetnosci C (Twierdzenie 2.1.6).
O

o0 (o]
Definicja 5.1.8. Mowimy, ze szereg . a,, jest bezwzglednie zbiezny, jezeli szereg > |an| jest zbiezny.
n=0 n=0

o0
Moéwimy, ze szereg Y a, jest warunkowo zbiezny, jezell szereg ten jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie

L n=0
zbiezny.

(o]
Twierdzenie 5.1.9 (Kryterium poréwnawcze). (a) Jezeli|an| < by, n € Ny, oraz > b, < +o0, to sze-

n=0
oo oo o0 oo
reg Y. ap jest zbiezny oraz | Y. an| < by, W szczegdlnosci, jezeli szereg > an jest bezwzglednie
n=0 n=0 n=0 n=0
o0 o0
zbiezny, to jest on zbiezny oraz | Y. an| < Y. |an|.
n=0 n=0
oo o0
(b) Jezeli 0 < a,, < by, n € Ng, oraz Y a, = +00, to Y, b, = +0o0.
n=0 n=0
Dowdd. (a) |apt1 + -+ am| |ant1|+ -+ |am]-
(b) bo+ - +b, =ag+ -+ a, — +oo. O

Twierdzenie 5.1.10 (Kryterium asymptotyczne). Niech (a,)32q C C, (b,)5y C Rsg. Wiedy:

(o]
(a) Jezeli Z b, < 400 oraz limsup '3 Ia”l < 00, to Z |a,| < +o0.

n—+o0

(b) Jezeli a,, >0, n € Ny, Z b, = +00 oraz llminf In > (), to Z an = +00.
— n=0

(c) Jezeli a, >0, n € Ny, omznlirf 7> € (0,+00), to Z ap, < 00 <= Z b, < +o0.
- n=0 n=0
Dowdd. (a) Wobec Obserwacji 2.4.1(e), wnioskujemy, ze istnieje M > 0 takie, ze |a,| < Mby, n € Ny.
Mozemy wiec skorzystaé z kryterium poréwnawczego.
(b) Wobec Obserwacji 2.4.1(f), wnioskujemy, ze istnieje M > 0 takie, ze a,, = Mb,,, n € Ny, i znéw
mozemy skorzystac¢ z kryterium poréwnawczego.
(c) wynika z (a) i (b). O

Twierdzenie 5.1.11 (Kryterium kondensacyjne). Jezeli 0 < an41 < an, n € Ny, to

oo oo
Zan < 40 <= Z2”a2n < +o0.
n=0 n=0
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n

Dowdd. Niech S, := > ag, S/, := 3 2Fasn. Wtedy
k=0 k=0

%al + %S; = %al + %(al +2a9 + 2%a02 + -+ - 4 2"agn)
=ay +as+ 2a4 +4ag + -+ 2" tagn

<ar+as+ (as+a4)+ (as +as+ar+ag) + -+ (agn—147 + -+ -+ aan) = San — ag
=a1+ (a2 +as)+ (as +as+ag +a7)+ -+ (agn-1 + agn-141 + -+ agn_1) + asm

<ai+2a+4ag+ -+ 2" agn-1 + 2% = 9.

Cwiczenie 5.1.12. Udowodni¢, ze dla dowolnego p € Na, jezeli 0 < apy1 < an, 7 € Ny, to

oo oo
Z ap < 400 <= Zp"apn < +o0.
n=0 n=0

(o]
Przyklad 5.1.13 (Szereg harmoniczny rzedu ). Dla a € R mamy Y -L < 4+oo<=a> 1.
n=1
Rzeczywiscie, jezeli a < 1,to -5 > 1, neN.

o0
Jezeli a > 1, to stosujemy kryterium kondensacyjne 3 27 (27})a

n=0 n

(212,

18

0

. o0
Cwiczenie 5.1.14. Dla «a, 8 € R zbada¢ zbieznos¢ szeregu >

neInf n°
n=3

47

Obserwacja 5.1.15. Korzystajac z Przyktadu 6.6.11(a) dowiemy sie, ze dla dowolnego h > —1 istnieje
0 € (0,1) taka, ze (1 + h) = h — 3l Wynika stad, ze 0 < h —In(1+h) < 3h2, h > 0.

2 (1+6
W szczego6lnosci,

1 1 1
O<**ln(1+7)<7, nenN.
n n 2n2

Zatem szereg
/1 1
S(c-m(1+-))
n n
n=1

jest zbiezny. Zauwazmy, ze

iln(1+%):ln(%-g ----- %)zln(N—&—l).
n=1

W szczegdlnosci, ciag

(S0 -mv=3 (Gn( ) en 5

jest zbiezny do granicy skoriczonej zwanej stalg Eulera v ~ 0, 5772.

Twierdzenie 5.1.16 (Kryterium Cauchy’ego zbieznosci szeregow). Niech o := limsup {/]a,| € [0, o0].
n—-+4oo

Wtedy:
(a) Jezelia < 1, to Y. |an| < +o0.
n=0

o0
(b) Jezeli o > 1, to szereg > a,, jest rozbiezny (nie jest spetniony warunek konieczny zbieznosci szere-

n=0
gow).
(c) Jezeli « =1, to nic nie wiadomo.

Dowdd. (a) Niech ¢ € (a,1). Na podstawie Obserwacji 2.4.1(e) mamy V/|a,| < ¢ dla n > N, czyli

lan| < ¢, n > N,1i stosujemy kryterium poréwnawcze.

(b) Istnieje podciag (nx)y>, taki, ze "{/|an,| > 1, k € Ny, a zatem |a,, | > 1, k € Ny. Nie jest wiec

spetniony warunek konieczny zbieznosci szeregdw.

(C) Ap 1= %7 Up = #

g
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Twierdzenie 5.1.17 (Kryterium d’Alemberta zbieznosci szeregow). (1)

(a) Jezeli limsup |21 | < 1, to Z |an| < +o0.
n—-+o0 n=0
(b) Jezeli a;—:l > 1 dlan > ng, to szereg Z ay, jest rozbiezny (nie jest spetniony warunek konieczny

n=0
zbieznosci szeregow).

Dowdd. (a) Wystarczy zastosowa¢ Twierdzenie 2.4.2 i kryterium Cauchy’ego.
(b) |am| = |an,| > 0 dla m > ng. O
Obserwacja 5.1.18. (a) Kryterium Cauchy’ego jest mocniejsze niz kryterium d’Alemberta.

(b) Niech a,, := 2+(2;1) Wtedy Z an < +00, ale limsup 22+ = 3 > 1,

= n—-—+oo
(¢) Kryterium Cauchy’ego jest 1stotnle mocniejsze niz krytermm d’Alemberta.
W powyzszym przyktadzie mamy limsup {/a, = % <1.

n—-+oo

oo
Definicja 5.1.19. Mowimy, ze szereg Y a, jest bezwarunkowo zbiezny, dla dowolnej bijekcji o : Ng —
n=0

[e.°] o0 o0
No szereg > aq(p) jest zbiesny oraz Y- ao(n) = Y Gn.
n=0 n=0 n=0

Twierdzenie 5.1.20 (Twierdzenie o tasowaniu szeregdéw bezwzglednie zbieznych). Kazdy szereg bez-
wzglednie zbiezny jest bezwarunkowo zbiezny.

(o]
Dowdd. Niech Y |an| < 400, niech o : Ng — Ny bedzie dowolna bijekcja i niech £ > 0. Z warunku
n=0

o0
Cauchy’ego dla szeregu > |a,| wynika, ze istnieje N € N takie, ze dla dowolnego zbioru skonczonego

n=0
I C Ny4y mamy ) |a,| < €. Niech Ny € N bedzie takie, ze {0,...,N} C {¢(0),...,0(N1)}. Wtedy dla
nel

dowolnych m > n > Ny mamy {o(n+1),...,0(m)} C Ny a stad Z laoy| < €. W takim razie
k=n+1

o0
szereg > |aq(n)| spetnia warunek Cauchy’ego.
n=0

Niech S, := > ax, S, Z ao(k)- Niech e i niech NV, Ny beda takie, jak powyzej. Wtedy dla

k=0
n = Ni mamy |S, — S} | < 2 Z |an\ 2¢, gdzie I(n) C Nyy1 jest pewnym zbiorem skonczonym. [
i€l(n)

Twierdzenie 5.1.21 (Twierdzenie Riemanna o tasowaniu szeregu warunkowo zbieznego). Jezeli szereg

o0
rzeczywisty Y, an jest warunkowo zbiezny, to dla dowolnych —oco < a < B < +oo istnieje bijekcja

n=0

o : Ng — Ny taka, ze jezeli S), : Z Ao (k), 1O hm 1nfS = « i limsup S, = B. W szczegdlnosci, dla

n—-—+oo

dowolnego = € R istnieje bijekcja o : Ng — Ny taka, ze Z Qo (k) = Z-
k=0

Dowdéd. Mozna zalozyé, 7e a, # 0, n € Ny (CWICZENIE). Ustalmy «, 3 oraz ciagi ()5, (6n)2%, C R
takie, ze a, — «, B, — B, fo > 0 oraz a,, < B, n € Ny.

Niech o)} := maX{an,O} a, = max{— an,()} Oczywiscie, |a,| = a}f + a,,, an, = a} — a;;. Gdyby
(o] o0
> ab < +o0 (odp. Z a, < +00), to wtedy Z a, < +oo (odp. Y ab < 400), co daje Z lan| < 400
n=0 n=0

— sprzeczno$¢. Wynika stad, ze Z af = Z a; = +oo.
n=0 n=0
Niech A := {n € Ny : a, > 0} = {ko,k1,...}, gdzie kg < k1 < ..., 1 analogicznie B := {n €
(o]
No : ap < 0} = {lo,01,...}, gdzie ¢y < €1 < .... Oczywiscie AN B = @&, AU B = Ny. Szereg > ay,

(1) Jean d’Alembert (1717-1783).
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oo o0 oo
(odp. >~ (—ayp,) rozni si¢ od szeregu > a (odp. >_ a.) tylko wyrazami zerowymi, wiec jest rowniez
s=0 n=0 n=0
rozbiezny.
Rozpoczynamy konstrukcje bijekcji o:
Krok 0: Niech py € Ny bedzie najmniejsza liczba taka, 7e Ty := ap, + - - + ak
bedzie najmniejsza liczby taka, ze Uy := Ty + ag, + -+ + ag,, < .
Krok 1: Niech p1 > po bedzie najmniejsza liczbg taka, ze Th := Uy + ax,, ,,
@1 > qo bedzie najmniejsza liczba taka, ze Uy :=T1 +ag,,,, +- -+ +ag, <o
Rozbieznoscé szeregéw gwarantuje to, ze procedura moze by¢ dowolnie kontynuowana.
Teraz definiujemy

(O’(O),O’(l),) = (k()v'--7k‘p07€07---7£q07kp0+17-'~7kp17£q0+17---7‘€q17--')-

Zauwazmy, 7e 0 < Ty — B < ay, oraz ap, < Us — a; < 0. Wynika stad, ze T — 3, Us — a.
W szczegolnosei, limsup S7, > limsup T = 8 oraz liminf S}, < liminf U, = «.

> [ i niech gg € Ny

PO

+-tag, > (31 i niech

P

n—+00 s—+00 n—-+0o0 §—+00
Na koniec wystarczy jeszcze zauwazy¢, ze sumy posrednie przy przechodzeniu od Us—q do T leza
pomiedzy Us_1 i T, za§ sumy poSrednie przy przechodzeniu od U do T leza pomiedzy Us i Ts. O

‘Whiosek 5.1.22. Szereg zespolony jest bezwarunkowo zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest bezwzglednie
zbiezny.

Dowdd. Implikacja (<=) wynika z Twierdzenia 5.1.20. Implikacja (=) dla szeregéw rzeczywistych

wynika z Twierdzenia 5.1.21. Jezeli szereg > (a, + ib,) jest bezwarunkowo zbiezny, to szeregi > an,

n=0 n=0
o0 o0 (o] o0
> b, sa bezwarunkowo zbiezne, a stad > |an +ib,| < Y |an] + Y bn] < +o00. O
n=0 n=0 n=0 n=0

Twierdzenie* 5.1.23 (Steinitz (2)). Niech (an)52y C C i niech

X :={z € C: istnieje bijekcja o : Ng — Ny taka, ze Z U(n) = 2}
n=0
Wtedy X = C, lub X jest pewng prostq afiniczng, lub X jest punktem.

o0
Zauwazmy, ze zbior X jest punktem wtedy i tylko wtedy, gdy szereg > a, jest bezwarunkowo (a
n=0
wiec bezwzglednie) zbiezny.
Oprécz poznanych dotychczas kryteriow jest bardzo wiele innych uzytecznych kryteriow. Na przy-
ktad:

Twierdzenie 5.1.24. Niech (a,)32, C R-oq.

o0
(a) (Kryterium Kummera (*)) > a, < +oo <= J(b)22 CR50, ¢0, NENy V>N : b”ﬁ —bpt1 = cC.

n=0

o0
(b) (Kryterium Raabego (*)) Jezeli n( iil —1)=2e>1,n>=N, to nZ:O a, < +o00.

a

Dowdd. (a) Przypusémy, ze > a, < 400 i niech S, := > a — S. Niech b, := =592 Wtedy
k=0

= — an
an _ 8=Sn _an _ S=Sny1 _
br ny1 bpt1 = [T any1 L.
Przypu$émy teraz, ze warunek Kummera jest spelniony. Wynika stad, ze c(anyt1 + -+ + any1) <
o]
anbn — ant1bny1 + o0+ anbn — Gnypibugy = anby — @ny1bpy < anby, n > Nyastad >0 ap <
E=N+1

%aNbN < +00.
(b) Wezmy w kryterium Kummera b,, := n. Wtedy bn#’il —bpy1=n
c—1>0,n>=N.

—n—1=n(22—-1)-1

An
An41 An1

0w

2) Ernst Steinitz (1871-1928).
3) Ernst Eduard Kummer (1810-1893).
4) Joseph Ludwig Raabe (1801-1859).
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5.2. Iloczyny szeregow

Twierdzenie 5.2.1. Niech (a,)%, C R, (b,)%, CC, B, := 3. by, n € Ng. Wtedy:
k=0

(a) (Kryteriwm Dirichleta) Jezeli ciag (a,)52 jest monotoniczny, hr—s{l an = 0 oraz cigg (Bn)5%, jest

o0
ograniczony, to szereg Y apby jest zbiezny.
n=0

(o]
(b) (Kryterium Abela (°)) Jezeli cigg (a,)5%, jest monotoniczny i ograniczony oraz szereg y. by jest
n=0

oo
zbiezny, to szereq Y anby, jest zbiezny.

n=0

(¢) (Kryterium Leibniza (°) ) Jezeli cigg (ay)5y C Rxo jest malejgcy, to szereg > (—1)"ay, jest zbiezny
n=0

wtedy i tylko wtedy gdy lir+n an = 0.

Dowdd. (a) Niech |B,| < M, n € Ny. Zdefiniujmy dodatkowo B_; := 0. Zauwazmy, ze

m m m m
Z anbn = Z an(Bn - Bn—l) = Z Clan - Z aan—l
n=0 n=0 n=0 n=0

m m—1 m—1
- Z aan - Z anJran - ( Z (an - an+1)Bn) + amBm- (*)
n=0 n=0 n=0

Powyzsze przeksztalcenie nosi nazwe transformacji Abela. Poniewaz a,, B,, — 0, wystarczy pokazacé, ze

[e.°]
> |(an — @nt1)Bn| < 4+00. Istotnie, wobec monotonicznosci ciagu (a,)22, mamy
n=0

m
Z|an7an+1||Bn‘ <M|a07Qm+l|> m€N07
n=0

a ciag (Mlao — am+11])59—¢ jest oczywiscie ograniczony.

(b) Ciagi (am)X_¢ i (Bm)3_, maja granice, a,, — a, B,, — B. Stad a,,B,, — aB. Teraz
korzystamy z (*) i rozumujemy jak w (a).

(c) Wynika z (a) i warunku koniecznego zbieznosci szeregow. d

Przyklad 5.2.2. (a) Na mocy kryterium Dirichleta szereg > % jest zbiezny dla |z| < 1, z # 1.
n=1

Istotnie, dla |z| < 1 mamy |%\ < |z|™, a ostatni szereg to zbiezny szereg geometryczny. Dla

z€ T\ {1}, gdzie T:={z € C: |z| = 1}, mamy | _ zF| = |z11__zzn\ < \1EZ\'
k=1

(-1"

ne

(b) Na mocy kryterium Leibniza, dla dowolnego o > 0 szereg > jest zbiezny.

n=1

o) n
(c) Dla dowolnego a € (0,1] szereg > (:Lla) jest warunkowo zbiezny.
n=1

Definicja 5.2.3 (Iloczyn Cauchy’ego szeregéw). Niech (a,,)52, (bn)52y C C, ¢y := > agbp—_k, n € Np.
k=0

(o] (o] o0
Szereg > ¢, nazywamy iloczynem Cauchy’ego szeregow Y an i Y. by.
n=0 n=0 n=0
Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

n n n
An = Zakv BTL = Zbkv C?L = ch7 ne N07
k=0 k=0 k=0

A= lim A, =Y a,, B:= lim B,=)Y b,, C:= lim C,=> c,,
n=0 n=0 n=0

n—-+4oo n—-+4oo n—-+4oo
5) Niels Abel (1802-1829).

) Gottfryd Leibniz (1646-1716).
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5.3. Iloczyny nieskoniczone oL

oczywiscie przy zalozeniu, ze odpowiednie szeregi sg zbiezne. (7)
oo
Twierdzenie 5.2.4. Zatézmy, ze Y |a,| < +oo. Wiedy:
n=0
o0 o0
(a) (Twierdzenie Mertensa (%)) Jezeli szereg Y- by, jest zbiezny, to szereg Y. cy jest zbiezny oraz C =
n=0 n=0
AB.
(o] o0
(b) Jezeli Y |bn| < 400, to Y. |en| < +o0.
n=0 n=0

Dowdd. (a) Niech M > 0 bedzie takie, ze |B,| < M, |ag| + -+ + |an] < M, n € Ny. Ustalmy ¢ > 0.

Niech ng € Ny bedzie takie, ze Y |ax| < g5 dla n > ng 4 1. Niech dalej n; > ng bedzie takie,
k=no+1

7e |Bn_n, — B| < 357 oraz |A, — Al < 557 dla n > ny. Teraz dla n > n; mamy |C, — AB| <

|Cn — AnB| + |A, — A||B| < |Cr — ApB| + §. Pozostaje oszacowac pierwszy sktadnik. Zauwazmy, 7e

C,, = aobg + (a0b1 + albo) + 4 (aobn 4+ 4 anbo)

=ao(bo+ - +bp) +ai(bo+ - +by1)+ - +an-1(bo+b1) + anbo = Z%Bn -

Stad dla n > ny dostajemy:

n

n n no
O = AuBl = | Y a(Buic~ B < Y lallBux — BI= Y lasl|Bus~ Bl+ > lawllBa i~ B]

k=0 k=0 k=0 k=no+1
- = 2 e & _«
<D lakl|Busng—k-no — Bl+ > \ak|2M<Z|ak|m+1 <3
k=0 k=no+1 k=0

(0) 32 feul < ( 3 faal) ( 3 Pl O

n=0 n=0 n=0

[ee] (o]
Przyklad 5.2.5. W przypadku N-szeregéw »_ a;j,, j = 1,..., N, ich iloczyn Cauchy’ego ) ¢, ma

n=0 n=0
postac
Cp = E Q1,5 " "AN,sy, N € No.
81,...,8N €ENp
s1+-t+sN=n

o0
Na podstawie Twierdzenia 5.2.4, jezeli Z lajn| < 400, j=1,...,N, to Z len] < 400 oraz Z Cn =
n=0

00 N oo
HJ 1 Z ajn. W szczegolnodei, jezeli Z lan| < 400, to ( > an) =3 > R N ) VA

n=0 n=0 n=0 s1,...,sNENp
s1t+tsy=n
czym ostatni szereg jest zbiezny bezwzglednie.

5.3. Iloczyny nieskoiiczone

o0
Definicja 5.3.1. Niech (a,)%2; C C. Powiemy, ze iloczyn nieskoriczony ][] jest zbiezny, jezeli dla
n=1
k
pewnego p € N ciag iloczynéw czeSciowych Iy, := ][] an, k € Ny, jest zbiezny do granicy skornczonej
n=p
i ro6znej od zera. W szczeg6lnosci, musi byé¢ a,, # 0, n > p.

Oczywiscie, badajac zbieznos¢ iloczynu nieskoniczonego, zawsze mozemy przyjac, ze p = 1.
(7) Przy uogdlnianiu na szeregi o wspotczynnikach w przestrzeni Banacha bedziemy zaktada¢, ze (an)fe, C K,

(bn)o2, C E.
(%) Franz Mertens (1840-1927).
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Przyklad 5.3.2. (a) [](1— %) = %
n=2
E k
Istotnie, I = [[ (1 — &) = [ @Dt — 13 24 (URED _ kil 1

3
[l
0

(b) Nloczyn ] (1 + %) jest rozbiezny.
n=1

o0 o0
Istotnie, I, = [[(1+ %)= ] =t =2.3 %:k—i—l—wl—oo.
n=1 n=1
(¢) Noczyn [T (1 — 1) jest rozbiezny.
"—.2 o 1 T n-l_ 1.2 k-1_1
Istotnie, I, = [[(1— ) =[] =t =5-2--- 52 =7—0

n=2 n=2

(o]
Obserwacja 5.3.3 (Warunek konieczny zbieznosci iloczynu nieskoriczonego). Jezeli iloczyn [] a, jest

n=1
zbiezny, to a, — 1.

Istotnie, a,, = 11"1 .
.

Propozycja 5.3.4 (Warunek konieczny i dostateczny zbieznosci iloczynu nieskoriczonego). Iloczyn
o0

[T an jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy Veso0 InNen V>N Vien © |ant1 - - anyr — 1 < e (%)

n=1

Dowdd. Jezeli iloczyn jest zbiezny, to ciag (Ix)52 ; speinia warunek Cauchy’ego. Poniewaz I, — I # 0,
mozemy zalozy¢, ze |Ix| > ¢ > 0 dla N > Ny przy pewnym ¢ > 0. Dobierzmy teraz N > Ny takie, ze
Lnsr — In| <ce dlan > NikeN Wtedy |angr - angp — 1] = Loeadel <ee = o

[T | c
Jezeli warunek (*) zachodzi, to biorac e = % dostajemy % < ans1 - anyk| < %, n > N, keN.
W szczegolnosci, % < \é—ko\ < % dla k > ko dla pewnego ko.

Ustalmy ¢ > 0. Na postawie (¥) mamy |2 — 1| = |a,41 - - ansr — 1] < %Eﬁ dlan > N > ko
n 0
i k € N. Wynika stad, ze |I,,+r — In,| < %el‘{:l‘ <edlan > Nik e N. Oznacza to, ze ciag (Ix)52, spelnia
0
warunek Cauchy’ego. Jest wiec zbiezny do pewnej granicy skoriczonej I. Pozostaje pokazaé, ze I # 0, co

wynika z oszacowania & < |é—’;| dla k > ko. O

Zgodnie z tradycja wyrazy iloczynu nieskoniczonego zapisujemy w postaci a,, = 1 4 ¢,, przy czym
zakladamy, ze ¢, — 0.

o0
Definicja 5.3.5. Mowimy, ze iloczyn nieskoriczony [] (1 + ¢,,) jest bezwzglednie zbiezny, jezeli iloczyn
n=1
o0
[T (1 + |en]) jest zbiezny. lloczyn zbiezny, ktory nie jest bezwzglednie zbiezny nazywamy zbieznym wa-
n=1
runkowo. Illoczyn zbiezny nazywamy bezwarunkowo zbieznym, jezeli dla dowolnej bijekcji o : N — N,
o0
iloczyn nieskoniczony [] (14 cy(,)) jest zbieiny i jego warto$¢ nie zalezy od o.
n=1
oo
Propozycja 5.3.6. Jezeli iloczyn [] (14 ¢,,) jest bezwzglednie zbiezny, to jest zbiezny.

n=1

Dowdd. Skorzystamy z Propozycji 5.3.4. Wystarczy zauwazyé¢ (CWICZENIE), Ze

(L4 enga) - (T4 engr) = 1 < U+ [ensal) -+ (L + [ensn]) — 1. O
Propozycja 5.3.7. Niech (¢;,)22; C Ry, 7 € {=1,1}. Wtedy iloczyn ] (1 + 7¢n) jest zbiezny wtedy
n=1

o]
i tylko wtedy, gdy > ¢, < +oo.
n=1

W szezegolnosci, dla dowolnego ciggu (c,)52, C C, iloczyn [] (1 + ¢,) jest bezwzglednie zbiezny

n=1

o0
wtedy i tylko wtedy, gdy > |cn| < +o0.

n=1
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5.4. Ciagi i szeregi funkcyjne
oo
Dowdd. W przypadku 7 = 1 niech Sy, := )" ¢,. Zauwazmy, ze ciag (Ix)%2, jest rosnacy. Mamy Sy < I,

n=1

co daje implikacje (=). W druga strone mamy 1+x < e®, z > 0 (Twierdzenie 2.3.1(h)), a stad I, < e,
W przypadku, gdy 7 = —1 mozemy zalozy¢, ¢, < 1, € N. Mamy 1 — ¢, = {7—m—. Pozostaje
T—cp

(o] [e.°] P

udowodni¢, ze Y ¢, < 400 <= Y 1% < 400 (CWICZENIE). O
n=1 n=1 "

Propozycja 5.3.8. Jezeli iloczyn [] (1 + ¢,,) jest bezwzglednie zbieiny, to jest bezwarunkowo zbiezny.

n=1

Dowdd. Niech o : N — N bedzie dowolna bijekcja. Na podstawie Propozycji 5.3.7 i Twierdzenia 5.1.20
=) k
iloczyn [T (14¢,(n)) jest bezwzglednie zbiezny. Pozostaje wykaza¢ rowno$¢ wartosci. Niech Iy, := [] (1+
n=1 n=1
Co(n)) — I'. Chcemy pokazac, ze % — 1. Na podstawie Propozycji 5.3.4 dla dowolnego ¢ > 0 istnieje
k

Ny € N takie, ze ( J] (1+]c;])) —1 < e dla dowolnego zbioru skoriczonego A C Ny,. Dobierzmy N > Ny

icA
IT (e
takie, ze {1,..., No} C {o(1),...,0(N)}. Wtedy dla k > N mamy % = % gdzie Ay, By, C Ny, .
JEBy
W konsekwencji, ﬁ < {,—Z <1l+e. O

5.4. Ciagi i szeregi funkcyjne

Definicja 5.4.1. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Rozwazmy ciag funkcji f,, : X — C,
n € N. Mowimy, ze ciag (fn)52, jest zbiezny punktowo do funkcji f : X — C, jezeli f,(z) — f(z)
dla dowolnego x € X. W przypadku, gdy X = {zo}, pojecie ciagu funkcyjnego redukuje sie do ciagu
liczbowego.

Mowimy, ze ciag (fn)22, jest zbiezny jednostajnie do funkcji f, jezeli

v.s:>0 HnOEN vn}ng VocEX : |fn(x) - f(x)| <e. (T)

Przyjmijmy dodatkowo, ze (X, g) jest przestrzenia metryczna. Mowimy, ze ciag (fn)22, jest zbiezny
lokalnie jednostajnie do funkcji f, jezeli dowolny punkt @ € X posiada otoczenie U C X takie, ze
fulu — flu jednostajnie.

Mowimy, ze ciag (fn)22, jest zbiezny niemal jednostajnie do funkcji f, jezeli dla dowolnego zbioru
zwartego K C X mamy f,|x — f|k jednostajnie.

Obserwacja 5.4.2. (a) f, — f jednostajnie na X wtedy i tylko wtedy, gdy lim sup |f,(z)— f(z)| =
0.

(b) (fn — f jednostajnie) = (f,, — f lokalnie jednostajnie) = (f,, — f niemal jednostajnie) —>
(fn — f punktowo).

(c) Jezeli X jest przestrzenia zwarta, to zbieznosé jednostajna, lokalnie jednostajna i niemal jednostajna
sg rownowazne.

(d) Jezeli kazdy punkt a € X posiada otoczenie U C X takie, ze U jest zbiorem zwartym (np. X C R"),
to zbieznosé lokalnie jednostajna i niemal jednostajna sa rownowazne.

Przyklad 5.4.3. (a) Niech f,, : [0,1] — R, fn(z) = 2™, n € N. Wtedy:

e f, — f punktowo, gdzie f(x) := 0, %eéel% zelo, 1).
1, jezeliz =1

o sup{|fn(z) — f(z)| : 2 € [0,1]} = sup{z™ : z € [0,1)} = 1; w szczegblnosci, zbieznosé nie jest
jednostajna (nie jest rowniez jednostajna na [0,1)).

e Dla dowolnego 0 € (0,1) mamy sup{|f.(z) — f(x)| : z € [0,0]} = 6™; w szczegdlnodci, f, — f
lokalnie jednostajnie na [0,1).

(b) Niech f, : R — [=1,1], fu(z) := ;3255 n € N. Wtedy:

e f, — 0 punktowo na R.

e fn(n) =1; w szczegblnosci, ciag nie jest zbiezny jednostajnie.
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e Dla dowolnego M > 0 mamy sup{|f.(z)|: || < M} = %; w szczegolnosci, f,, — 0 lokalnie
jednostajnie.

(c) Niech f, : R — R, fu(2) == 71552, n € N. Wtedy:

e f, — 0 punktowo na R.

o sup{|f,(z)|: x € R} = |f,(£1)| = 3; w szczegdlnodei, ciag nie jest zbiezny jednostajnie w zad-
nym otoczeniu zera.

Twierdzenie 5.4.4 (Warunek Cauchy’ego zbieznosci jednostajnej ciagu). Niech ()2, bedzie ciggiem
funkcyjnym. Wtedy nastepujgce warunki s¢ rownowazne:

(i) istnieje funkcja f: X — C taka, Ze f, — [ jednostajnie na X;

(ii) spetniony jest jednostajny warunek Cauchy’ego, tzn.

ve>0 HnUEN vn,’m}ng VzEX : |f7L($) - fm(z)| < E. (i)

Dowdd. (i) = (ii): Jezeli zachodzi (1), to |fn(x) — fiu(2)] < 22, 2 € X, n,m = nyg.
(i) = (ii): Jezeli zachodzi (f), to dla dowolnego = € X ciag liczbowy (f(2))$2; spelnia zwyktly
warunek Cauchy’ego, a wiec jest zbiezny. Definiujemy f(z) := lirf fulx), x € X. Jezeli m — +o0
n——+0o0o
w warunku (I), to dostajemy |f,(z) — f(z)| <e, x € X, n > ny, co oznacza, ze (1) zachodzi. O

Definicja 5.4.5. Wszystkie pojecia, wprowadzone wyzej dla ciggéow funkcyjnych, przenosza sie na szeregi

[e.°]
funkcyjne Y f,. Dodatkowo, dla szeregéw funkcyjnych wprowadzamy pojecie zbieznosci bezwzglednej
n=0

oo
jednostajnej, gdy szereg > |fn| jest zbiezny jednostajnie. Mozna tez mowié o zbieznosci bezwzglednej
n=0

lokalnie jednostajnej, czy tez o zbieznosci bezwzglednej niemal jednostajnej
Dla szeregow funkcyjnych rozwazamy tez pojecie zbieznosci normalnej na X, gdy

Zsup{|fn(:r)| cx € X} < 4o0.
n=0

Zgodnie z ogbdlnym wzorcem mozemy tez méwi¢ o zbieznosci lokalnie normalnej, czy tez o zbieznosci
niemal normalnej.

‘Whiosek 5.4.6 (Warunek Cauchy’ego zbieznoéci jednostajnej szeregu). Nastepujace warunki s¢ réwno-
wazne:

(o]
(1) szereg funkcyjny > fn jest zbiezny jednostajnie;
n=0

(ii) spetniony jest jednostajny warunek Cauchy’ego, tzn.

V5>0 EanEN Vm>n>ng V906X : ’ Z fk(m)’ <e.
k=n+1

Whiosek 5.4.7. (a) Szereg zbiezny bezwzglednie jednostajnie (odp. bezwzglednie lokalnie jednostagjnie,
bezwzglednie niemal jednostajnie) jest zbiezny jednostajnie (odp. lokalnie jednostajnie, niemal jedno-
stajnie).

(b) (Kryterium Weierstrassa zbieznosci jednostajnej szeregu funkcyjnego) Szereg zbiezny normalnie (odp. lo-
kalnie normalnie, niemal normalnie) jest zbiezny bezwzglednie jednostajnie (odp. lokalnie jednostaj-
nie, niemal jednostajnie).

Wiele twierdzen poznanych dla szeregéw liczbowych mozna uogélnié¢ na szeregi funkcyjne. Dla przy-
ktadu:

Twierdzenie 5.4.8 (Twierdzenie o tasowaniu szeregéw bezwzglednie jednostajnie zbieznych). Przypu-

$émy, ze szereg Y. fn jest zbiezny jednostajnie bezwzglednie na X. Niech o : Ng — Ny bedzie dowolng

n=0

(o]
bijekcjg. Wtedy szereg D fo(n) jest zbieiny jednostajnie bezwzglednie na X (9)
n=0

oo oo
(9) Oczywiscie, na podstawie Twierdzenia 5.1.20 mamy > fo(n)(z) = > fu(z), z € X.
n=0

n=0



Marek Jarnicki, Wyklady z Analizy Matematycznej I, wersja z 23 stycznia 2018

5.4. Ciagi i szeregi funkcyjne 55

o0
Dowdd. Niech ¢ > 0. Z jednostajnego warunku Cauchy’ego dla szeregu Z |fn] wynika, ze istnieje

N € N takie, ze dla dowolnego zbioru skoniczonego I C Ny4; mamy Z |fn( )] < &, z € X. Niech
€l

N; € N bedzie takie, ze {0,...,N} C {0(0),...,0(N1)}. Wtedy dla dowolnych m > n > N; mamy
m [e.°]

{o(n+1),...,0(m)} € Nyy; astad > |f(,(k)(x)| < e 2 € X. W takim razie szereg > |fy(n)l
k=n+1 n=0

spetnia jednostajny warunek Cauchy’ego na X. (]

Przyktlad 5.4.9. Szereg

o0 n

z
Z T on’ ze X =C \ T,
o 1-=2
jest zbiezny lokalnie normalnie.
Istotnie dla dowolnego 0 € (0, 1) istnieje N € N takie, ze dla n > N mamy

n n

z 1 .
sup{li1 mperi K |z| < 9} < 207, sup{li1 | |z| > 5} < 20" (CWICZENIE).
Cwiczenie 5.4.10. Niech g, : [0,1] — R,

1 : 1

11—, jezeli 0 <z < 2

)11 nt1 et 1 1

gn(T) =< 5 — =+ 2w, jezeli T STy
1—%, jezelilgmgL

o0

Zdefiniujmy f,, := gn — gn—1, k € No. Wtedy szereg > f, jest zbiezny bezwzglednie jednostajnie, ale
n=2

nie jest zbiezny normalnie.

Twierdzenie 5.4.11. Niech f, — [ lokalnie jednostajnie. Wtedy:
(a) Jezeli dla pewnego a € X mamy f, € C(X,C;a), n €N, to f € C(X,C;a).
(b) Jezeli f, € C(X,C),n €N, to f € C(X,C).

Dowdd. (a) Wykorzystamy nieréwnosé

1f(x) = F(a)] < |f (@) = fro (@) + [fro () = fro (@)] + | fno (@) — f(a)].
Ustalmy e > 0. Wiemy, Ze istnieje ng € N takie, 7ze |f,(2) — f(z)] < § dla dowolnych n > ng i z € X.
Korzystajac z ciaglosci funkeji f,,, w punkcie a otrzymujemy istnienie 0 > 0 takiego, ze | fn, () — fny (a)| <
¢ dla dowolnego = € B(a,d). A stad |f(z) — f(a)| < e dla dowolnego = € B(a, d).
(b) wynika z (a). d

Cwiczenie 5.4.12. Niech f,, — f jednostajnie. Wtedy, jezeli f,, jest jednostajnie ciggta dla dowolnego
n € N, to f jest jednostajnie ciagta.

oo
Whiosek 5.4.13. Zalézmy, ze szereg funkcyjny f:= > fn jest lokalnie jednostajnie zbiezny. Wtedy:

(a) Jezeli dla pewnego a € X mamy f, € C(X,C;a), n €N, to f € C(X,C;a).
(b) Jezeli f, e C(X,C),neN, to f € C(X,C).

(o]
Przyklad 5.4.14. Suma szeregu ) 1%z, z € C\T, jest funkcjy ciggla.
n=0

Twierdzenie 5.4.15 (Dini (1°)). Zatdzmy, ze (X, 0) jest przestrzeniq zwartq, f, € C(X), foi1(z) <
fu(x),n €N, z € X. Niech f € C(X) i niech f,, — f punktowo na X. Wtedy f,, — [ jednostajnie na
X.

Dowdd. Zastepujac f,, przez f, — f sprowadzamy problem do przypadku f = 0. Ustalmy € > 0 i niech
K, ={z € X : fu(z) 2 e}, n € N. Wtedy K, jest zbiorem zwartym oraz K,+1 C K,, n € N. Gdyby

K, # @ dla dowolnego n € N, to z twierdzenia Cantora istnieje punkt a € ()~ K,. Wtedy f,(a) >

dla dowolnego n, co przeczy zbieznosci punktowej. W takim razie istnieje ng takie, ze K,, = @ dlan > ny,

co oznacza, ze 0 < f, < ¢ dla dowolnego n > ng i x € X. O

(10) Ulisse Dini (1845-1918).
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Obserwacja 5.4.16. Wszystkie zatozenia twierdzenia Diniego sa istotne.

(a) f nie jest ciagta: Niech f, : [0,1] — [0,1], fn(z) := 2™, f(z) = {
fn \\ f punktowo, ale nie jednostajnie..

(b) X nie jest zwarta: Niech f,, : [0,1) — [0,1), fn(x) := ™. Wtedy f,, \, 0 punktowo, ale nie
jednostajnie.

(c) Ciag nie jest monotoniczny: Niech f,, : [-1,1] — R, fu(2) := 17757. Wtedy f, — 0 punktowo,

ale nie jednostajnie.
(d) Funkcje f,, nie sa ciagle: Niech [0,1] N Q = {q1, g2, - .. }. Zdefiniujmy f,, : [0,1] — R,

fla) = {0, joieli x € (R\Q) U {1, ¢},

1, jezeli z € {gni1,qnr2,- .-}

0, jezeliz €]0,1)

. . Wtedy
1, jezeliz=1

Wtedy f, \, 0 punktowo, ale nie jednostajnie.

5.5. Iloczyny funkcyjne

Propozycja 5.5.1. Niech 2 C R™ bedzie zbiorem otwartym i niech (f,)52; C C(£2,C). Jezeli szereg
i | fn] jest zbiezny niemal jednostajnie w §2, to iloczyn I := 10_0[ (14 fy) jest zbiezny niemal jednostagnie
Z;:}Z (w szczegdlnosci, I € C(£2,C)). "

Dowdd. Na podstawie Propozycji 5.3.6 1 5.3.7, dla dowolnego = € (2, iloczyn I(z) := lo_o[ (1+ folx))
jest zbiezny bezwzglednie. Pozostaje wykazaé, ze I, — I niemal jednostajnie. Ustalm;f:zlbiér zwarty
K C (2. Poniewaz f |fn| € C(£2), zatem istnieje C' > 0 takie, ze io: |fn(z)] < C, x € K. Stad dla
v € K dostajemy |e()] < (1+ |fs(@)])- - (1 + [fu(@)]) < @+ < €.

k

k
Mamy I, — In1 = In_1fn.- Stad Iy = It + >. (I, — In—1) = I + > I,—1fn. Wystarczy wiec
n=2 n=2

pokazac, ze szereg > |I,—1fn| jest zbiezny jednostajnie na K. Wynika to z oszacowania |[,,—1(x) fn(x)| <
n=2
el ful2)], = € K. O
5.6. Szeregi potegowe I

Definicja 5.6.1. Szeregiem potegowym o Srodku w punkcie a € C nazywamy szereg funkcyjny zmiennej
zespolonej postaci

oo
Z an(z —a)",
n=0

gdzie (a,)%, C C, z € C (0° := 1). Oczywiicie wszystkie wlasnosci szeregu mozna odczytaé badajac
o]
szereg > anz", czyli zakladajac, ze a = 0. Tak tez zawsze bedziemy czynic.
n=0
Liczbe
1
Ri=————¢€[0,+
lim sup {/|a,| [ ]

n—-—+oo
nazywamy promieniem zbieznosci szeregu potegowego.
Niech K(a,r) :={2€ C:|z—a| <r}, K(a,+0) :=C, K(r) := K(0,r).

(o]
Twierdzenie 5.6.2. Rozwazmy szereg > a,z".
n=0

(a) Jezeli R > 0, to dla dowolnego 0 < r < R istniejg 6 € (0,1) oraz M > 0 takie, Ze |anz"| < MO™ dla
dowolnego n € N oraz |z| <.

(b) Jezeli R > 0, to szereg Y, anz™ jest zbieiny lokalnie normalnie w kole K(R).

n=0
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(c) Jezeli R > 01 f(z) := i anz", z € K(R), to f € C(K(R),C) (Wniosek 5.4.15(b)).
n=0

[ (o]
(d) Jezeli R < +o0, to dla z ¢ K(R) szereg Y. |anz"| jest rozbiezny.

n=0

o0
(e) R= sup{|z\ C Y lanz™| < —l—oo} = sup{|z\ s sup Japz"| < +oo}.
n=0 n€Ny

o0
(f) Jezeli 0 < R < 400, to o zbieznosci szeregu » ., anz" dla |z| = R nic nie mozna powiedziec.
n=0

Dowdd. (a) Dla |z| < r mamy |a,2"| < |an|r". Ponadto, limsup {/|a,|r" = < 1. Biorac < 6 <1
n—-+4oo

wnioskujemy, ze istnieje N € N takie, ze |a,|r™ < 0™ dla n > N. Teraz wystarczy tylko wzia¢ M :=
max{l, |a,|(r/0)" :n=1,...,N}.

(b) wynika z (a).

(¢) wynika z (b) i Wniosku 5.4.13.

(d) Poniewaz lim sup {/|a,z"| = % > 1, wystarczy skorzystac¢ z kryterium Cauchy’ego.

n—-—4oo

(o]
(e) Niech Ry :=sup{|z| : Y |anz"| < 400}, Ry :=sup{|z| : sup |a,z"| < +oo}. Na podstawie (b)

n=0 n€Ny

i(d) mamy R = Ry < Ry. Jezeli sup |a,2"| < +00, to dla dowolnego 6 € (0, 1) szereg Z lan(02)"| jest
n€eNy
zbiezny, a wiec Ry < R;.

(f) Rozwazmy nastepujace przyktady (R = 1):

o0
e > z": dla dowolnego z € T szereg jest rozbiezny.
n=1

Z—Z: dla dowolnego z € T szereg jest bezwzglednie zbiezny.

NgE

n=1

. %: dla z = 1 szereg jest rozbiezny; dla z € T \ {1} szereg jest zbiezny na mocy kryterium

vk

Dirichleta (Przyklad 5.2.2(a)). O
> 0
Obserwacja 5.6.3. Jezeli f(z):= > a,z", z€ K(R) (R >0), toa; = 111% M
n=0 =
Istotnie, M =Y apz" =3 any12™, 2 € K(R)\ {0}. Szereg potegowy . an412" ma ten
n=1 n=0 n=0
ntl
sam promiefi zbiezno$ci: limsup {/|an 41| = limsup ( "/]an41]) ™ =limsup "/|ani1]. W szczegolno-
n—-4oo n—-—4oo n—-4oo

fE-10)

z—0

(o]
§ci, funkcja g(z) := > ant12™, z € K(R), jest ciagta. Mamy wiec a; = ¢g(0) = 111% g(z) = lim
n=0 z—

5.6.1. Funkcje e*, sin z, cos z.

Definicja 5.6.4. Definiujemy funkcje wyktadniczg exp : C — C,

z € C.

z"
e® =expz = exp(z 22—
n!

Zauwazmy, ze promien zbieznosci powyzszego szeregu potegowego jest rowny +o0o, wiec funkcja jest
prawidtowo zdefiniowana. Jest to funkcja ciagta (Twierdzenie 5.6.2(c)).

Obserwacja 5.6.5. (a) exp(a + b) = exp(a) exp(b) dla dowolnych a,b € C.
Istotnie, korzystamy z iloczynu Cauchy’ego szeregéw. Mamy

exp(a) exp(b) Zkz:% . ZmZ( ) kb”kzzoil(aer)":exp(aer).

(b) exp(0) =1, expz # 0, exp(—z) = (expz)~!, z € C.
(c) exp(z) =e* dlaz € R.



Marek Jarnicki, Wyklady z Analizy Matematycznej I, wersja z 23 stycznia 2018

> 5. Szeregi

Istotnie, poniewaz obie funkcje sa ciaglte, wystarczy wykaza¢ rownosé dla x € Q. Mamy exp(1
e = ¢!, astad exp(n) = (exp(1))* = e” dlan € Z. Jezeli x = p/q (p € Z, q € N), to (exp(p/q))
exp(p) = ¢, a stad exp(p/q) = e/

3:

(d) Na podstawie Obserwacji 5.6.3 mamy ll_r% 62;1 =1.
Definicja 5.6.6. Definiujemy:
Gin s exp(iz) —2.(>xp(—iz)7 cos s exp(iz) —|—2(:Xp(—iz)7 L eC
i

Obserwacja 5.6.7. (a) sin i cos sa funkcjami ciaglymi.
(b) exp(iz) =cosz +isinz, z € C.

(¢) cos0=1,sin0 =0, cos(—2) = cosz, sin(—z) = —sinz, z € C.
: = (—1)" 22t x (—1)" 22"
(d) Ssin z = Z W’COSZ: Z @) ,ZE(C.
n=0 n=0
Istotnie,
~ 1 ( I (i2)" o (=)™ 1 o= 2(i2)2 T & (—1)entt
e (S-S LSS
2i\=~ nl = 20— (2n+1)! = (2n+1)!
1/ (iz)" e (—iz)" 1 2(1'2)% o0 (_1)n22n
COSZ*i(T;O n! Jrnzzo n! )757;) (2n)! 7nZ=O (2n)!

(e) sin(a +b) = sinacosb+ sinbcosa oraz cos(a+b) = cosacosb—sinasinbd, a,b € C. W szczegdlnosci,
cos? z +sin? z = 1, z € C (jedynka trygonometryczna).
Istotnie,

sinacosb + sinbcosa = or ((e“‘ — ef“‘)(e”’ + eﬂb) + (eZb — eﬂb)(e“‘ + ef"a))
i
_ %(eiaeib _ e*iaefib) — %(ei(aer) _ efi(aer)) _ sin(a + b).
7 7

Drugi wzoér pozostawiamy jako CWICZENIE.
(f) sin(R) C [-1,1], cos(R) C [-1,1].

(g) Na podstawie Obserwacji 5.6.3 mamy lil’l’(l) sinz — 1, lirr%) cosz=l — ),
5.6.2. Liczba 7. Zauwazmy, ze
22 e (_1)n22n 0 92n 24 22 24
2=1—— — < -1 — < -1 —(1 — + = )
cos 2!*7;2 o)l +1;2(271)!< TaltetaT
16 1 50
=14+ ——F=-1+—-<0.

T = 63

W takim razie, z wlasnosci Darboux funkcji ciaglych wynika, ze funkcja cos musi mie¢ zero w przedziale
(0,2).

Definicja 5.6.8. 7 :=2inf{z > 0: cosz = 0}.

Obserwacja 5.6.9. (a) 0 <7 <4, cos§ =0.
(b) 0<coszr<ldlal0<az< 3.
Ustalmy « € (0, 5 ). Oczywiscie 0 < cosx < 1. Dla uzyskania ostrej nieréwnoéci zauwazmy, ze

952 .',E2 1'6 1'2

(c) sinf =1loraz 0 <sinz <ldla0<z<Z.

Ustalmy 2 € (0, §). Oczywiscie sin § € {—1, +1}. Wystarczy pokazac, ze sina > 0. Mamy

) 22 25 22
smx:x(l—ﬁ)+§(1_ﬁ)+...>0_
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2T 2

(d) cosm = cos2% = cos? § —sin
sinT = 2sin 5 cos 5 = 0,
cos(2m) = cos® m — sin® 7 = 1,
sin(27) = 2sinwcos 7 = 0.

(e) cos(z4+2(k+1)m) = cos(z+2km) cos 2 —sin(z+2km) sin 27 = cos(z+2km), a stad cos(z+2k7) = cos z,

sin(z + 2km) =sinz, z € C, k € Z (korzystamy z Obserwacji 5.6.7(e)).

T _
7=-L

(f) e+ = e%(cosy + isiny), =,y € R. W szczegdlnosei, e™ = —1.
(g) e*t#m =¢* 2 €C, k€ Z.
Istotnie,
ez+27ri — ezeQn'i — ¢%.

Twierdzenie 5.6.10. (a) Odwzorowanie
[0,277)9t»i>eit€']l':{z€€:|z\:l}

jest bijektywne.
(b) exp(C) = C\ {0}
(c) et =€l = 2L 7.
(d) Dla z € R funkcje sinx i cosz pokrywajq sie z funkcjami znanymi z trygonometrii.

Dowdd. (a) Wiemy, ze (1,0),(0,1),(=1,0),(0,—1) € &([0,2n)). Ponadto, wiemy, ze {(z 4+ iy) € T :
x>0, y >0} =P(0,%)). Z okresowosci wnioskujemy, ze T C &([0,27)). Pozostaje injektywnosc.
Przypusémy, ze (') = @(t"), t' < t”. Niech 4t := " —t', t € (0,5), x +iy := e € T (z,y € (0,1)).
Mamy ™ = 1, czyli 1 = (x + iy)* = (2% — 32 + 2izy)? = (2? — 3?)? — 42?y? + Sizy(z? — y?). Stad
2?2 =% awigc 2? =92 = % Ostatecznie dostajemy 1 = (z + iy)* = —1 — sprzecznosé.

(b) Mamy z = |z| - ﬁ Na podstawie (a) istnieje y € [0, 27) takie, ze eV = ﬁ Oczywiscie istnieje
x € R takie, ze e = |z|. Ostatecznie wiec mamy z = e%(cosy + isiny) = e+,

(c¢) Niech c:=a—b=a+i8. Mamy 1 = ¢ = e*(cos 3 + isin 3), Stad sin 5 = 0, a wiec, wobec (a),
% € Z. W konsekwencji 1 = e*, skad wynika, ze o = 0. O

Z dowodu powyzszego twierdzenia wynika, ze kazda liczba zespolona z # 0 moze by¢ przedstawiona
w postaci trygonometrycznej z = |z|(cosp + isinp), gdzie ¢ € R. Zawsze mozemy wybraé¢ ¢ € (—m, 7.
Wtedy ¢ nazywamy argumentem gtéwnym z i oznaczamy Argz. Dodatkowo definiujemy Arg0 := 0.
Zbior arg z := {Argz + 2kmi : k € Z} nazywamy argumentem z. Dodatkowo kladziemy arg0 := R. Dla
z€CineN,zbior {/z:={w € C:w" = z} nazywamy pierwiastkiem zespolonym z liczby z.

Cwiczenie 5.6.11. (a) a-b = |a||b|(cos(a + 8) + isin(a + (), a,b € C, a € arga, B € argb.
(b) (Wzdr de Moivre’a (*)) 2™ = |z|"(cos(ng) + isin(ny)), z € C, p € argz, n € N.

(c) ¥z= { 3 |z\exp(i%2’”):k::0,...,nfl}, 2€C, p:=Argz, neN.

(d) Dla n > 3 zbiér {/1 to wierzcholki n-kata foremnego wpisanego w okrag jednostkowy T.

Cwiczenie 5.6.12 (Funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych). (a) sin|_z =) : [-%, 2] — [-1,1]
272
jest Scisle rosnaca bijekcja, a funkcja do niej odwrotna to
arcsin : [-1,1] — [-F, T].
(b) cos |jo,x] : [0, 7] — [—1,1] jest Scisle malejacy bijekcja, a funkcja do niej odwrotna to
arccos : [—1,1] — [0, 7]
(c) tgl(—z,z): (=%, 5) — R jest scisle rosnaca bijekcja, a funkcja do niej odwrotna to

arctg: R — (=5, %).
(d) ctgle,m : (0,m) — R jest Scisle malejaca bijekcja, a funkcja do niej odwrotna to
arcctg : R — (0, 7).

oo
Obserwacja* 5.6.13. Mozna wykazac, ze sinmz = 7wz [] (1 — Z—z), z e C.

n=1

(') Abraham de Moivre (1667-1754).
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5.6.3. Funkcje hiperboliczne.
Cwiczenie 5.6.14 (Funkcje hiperboliczne). Definiujemy:

h 2
o cosinus hiperboliczny: C > z — € +" eC,

e sinus hiperboliczny: C > z Sinh e = — e,
e tangens hiperboliczny: tgh :=

anh
cosh*

(a) Ktore ze wzoréw trygonometrycznych, po ewentualnej zmianie znakéow, pozostaja prawdziwe dla
funkcji hiperbolicznych?, np. cosh? — sinh? = 1.

(b) Odwzorowania cosh [g, : Ry — [1,400), sinh : R — R, tgh : R — (—1,1) sa bijekcjami.

(¢) Wyznaczy¢ wzory na funkcje odwrotne do funkcji hiperbolicznych.

5.7. Przeliczalne rodziny sumowalne

Poznane wcze$nie pojecie szeregu liczbowego bezwarunkowo zbieznego bedziemy chcieli przeniesé na
szeregi funkcyjne postaci Y f;, gdzie I jest dowolnym zbiorem przeliczalnym, X jest dowolnym zbiorem
icl
niepustym, za$ f; : X — C, i € I, lub nawet f; : X — FE, i € I, gdzie F jest przestrzenia Banacha.
Obserwacja 5.7.1. (a) Pamietajmy, ze w przypadku, gdy X = {xg} szereg Y. f; redukuje si¢ do sze-
iel

regu liczbowego (ewentualnie szeregu elementéw przestrzeni Banacha F).

(b) Istnieje tez mozliwosé badania szeregow > f;, gdzie I jest dowolnym zbiorem nieskonczonym, ale
il

nie bedziemy sie nia zajmowac.

Niech I bedzie, niepustym zbiorem przeliczalnym, X — dowolnym niepustym zbiorem, za$ F prze-
strzenia Banacha nad ciatem K € {R,C}, E # {0}. Oznaczmy przez F(I) rodzine wszystkich niepustych
skoriczonych podzbioréw I. Rozwazmy rodzine funkeji f; : X — FE, i € I. Dla A € F(I) zdefiniujmy
fa:= 73 fi: X — E. Oczywiscie f(;; = f;. Przyjmujemy, ze fg := 0.

i€A
Twierdzenie 5.7.2. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) rodzina (f;)ics jest jednostajnie sumowalna na X, tzn. istnieje funkcja fr : X — E taka, ze

Ves0 Ise)err) Yaes(r): se)ca Yoex : |falz) — fr(z)| <€
(ii) rodzina (f;)icr spetnia jednostajny warunek Cauchy’ego, tzn.
Veso oe)esn)Vaernc(e)) Yeex  |fal@)] <€
(iil) rodzina (fz)ze[ jest jednostajnie bezwarunkowo sumowalna, tzn. dla dowolnej bijekcji o : Ng — I

szereg Z fo(n) jest zbiezny jednostajnie na X i jego suma nie zalezy od o, przy czym tq sumq jest
funkcya fI z warunku (i);

(iv) dla dowolnej bijekcji o : Ng — I szereg E fo(n) jest zbiezny jednostajnie na X.

Obserwacja 5.7.3. (a) Funkcja f; w warunku (i) jest wyznaczona jednoznacznie. Nazywamy ja sumg
rodziny (f;)icr 1 oznaczamy przez fr = Y f;.

i€l

(b) Jezeli X = {x0} stowo ,jednostajnie” pomijamy i méwimy o sumowalnej rodzinie elementéw prze-
strzeni E.

(¢) Zauwazmy, ze w warunku (i) (odp. (ii)) zbior S(e) (odp. C(g)) moze byé powiekszony bez szkody
dla zachodzenia warunku.

Dowdd Twierdzenia 5.7.2. (i) = (ii): Niech C(e) := S(g/2) := S. Wtedy dla A € F(I\ S)ixz € X

mamy:

Ifa@)l = [[faus (@) = fs(@)]| < [ faus(z) = fi(@)]| + Ifs(2) = fr(@)] < e
(i) => (i): Mozemy zalozy¢, ze C(L) ¢ C(

[$n+x(2) = sn(2)]| = [l fe

Tﬂ)’ n € N. Niech s, := fo(1), n € N. Mamy

1
< -, JkeN, X.
Lo (@)l o mrel, ze

n+k
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Oznacza to, ze ciag funkcji (s,)22; spelia jednostajny warunek Cauchy’ego na X. Poniewaz E jest
przestrzenia Banacha, zatem s, — s jednostajnie na X (dla pewnej funkcji s : X — F). Pokazemy,
ze rodzina (f;);cr jest jednostajnie sumowalna do s.

Z poprzedniej nieréwnosci wynika, ze |[s,(z) — s(z)| < 2, n € N, z € X. Jezeli teraz A € F(I)
iC(L)c A to

1 2
1fa(z) = s@) < Ifa(2) = fo) @ + e (@) = s@I < [fac@ @I+ - < =, @ € X

(i) = (iii): Ustalmy bijekcje o : Ny — I oraz ¢ > 0 Niech Ny € N bedzie takie, ze S(e) C
{0(0),...,0(No)} Wtedy dla dowolnego N > Ny mamy S(¢) C {c(0),...,0(N)} =: A, a stad

| i fotw(@) = J1(@)]| = Ifa@) ~ i@l <& we X,

Implikacja (iii) = (iv) jest oczywista.

(iv) = (ii): Przypusémy, ze dla pewnego £ > 0 warunek (ii) nie zachodzi. Ustalmy dowolne i €
1. Zbior C(g) := {ip} nie moze byé¢ dobry. W takim razie istnieje zbior F'(1) € F(I \ {io}) taki, ze
sup,cx | fr) ()| > €. Zbior C(e) := F(1) tez nie moze by¢ dobry. Znajdziemy wiec F'(2) € F(I'\ F(1))
taki, ze sup,cx || fr(2)(2)| > €. Teraz bierzemy C(e) := F(1) U F(2) i znajdujemy F'(3) € F(I \ (F(1) U
F(2))) taki, ze sup,cx || fr(s) ()| > . Rozumujac dalej znajdziemy ciag (F'(k))p2, parami roztacznych
skonczonych podzbioréw I taki, 7e sup,cx || fr)(z)|] > €, k € N.

Teraz skonstruujemy pewna bijekcje o : Ny — I, ktora bedziemy utozsamiaé¢ z permutacja zbioru
1.

o0
Jezeli zbior F(0) := I\ |J F(k) jest skoniczony, to na poczatku ustawimy elementy zbioru F(0)
k=1
w dowolnej kolejnosci, potem elementy zbioru F'(1) (tez w dowolnej kolejnoéci) potem F'(2) itd.
Niech N(k) := #F(k), k = 0,1,2,.... Zdefiniujmy Sy := Z fom)- Wtedy Sny+. 4Nk —

SN(O)+-+Nk-1) = fray, k €N, a wiec ciag (Sn)F—, nie spelnia warunku Cauchy’ego; sprzecznosé.

W przypadku gdy zbiér F(0) jest nieskoriczony, ustawiamy jego elementy w ciag i1, 42, . . ., a nastepnie
budujemy permutacje o nastepujaco: stawiamy ¢;, potem elementy zbioru F'(1), potem ig, potem F(2),
itd. Podobnie jak poprzednio, bez trudu widzimy, ze (Sn)%_, nie moze spelnia¢ warunku Cauchy’ego
bowiem Sy ()4 4N (k)+k —SN©O)+-+Nk—1)+k = JFk), k € N, a wiec (Sy)F—, nie moze spetnia¢ warunku
Cauchy’ego; sprzecznosé. (|

Definiujemy ||fill : X — R, [|f||(z) := || f(x)]l, x € X. Jezeli rodzina (||f;||)icr jest jednostajnie
sumowalna na X, to méwimy (z pewnym naduzyciem terminologii), ze rodzina (f;);cr jest jednostajnie
bezwzglednie sumowalna na X.

Obserwacja 5.7.4. (a) Jezeli (f;)icr jest jednostajnie sumowalna na X, to dla dowolnego zg € X
rodzina (f;(z0))icr jest sumowalna. Czy odwrotnie? — CWICZENTE.

(b) Jezeli rodzina (f;)icr jest jednostajnie sumowalna na X, to dla dowolnego niepustego nieskonczonego
zbioru J C I, rodzina (f;)ics jest jednostajnie sumowalna na X.

Istotnie, wystarczy skorzysta¢ z kryterium Cauchy’ego.

(c) Jezeli rodzina (||fi|l)ier jest jednostajnie bezwzglednie sumowalna na X, to rodzina (f;)icr jest

jednostajnie sumowalna na X oraz || > f;ll < > |Ifill-
i€l iel

Istotnie, jednostajna sumowalnos$¢ rodziny (f;);c; wynika z kryterium Cauchy’ego oraz faktu,
ze ||fall < D2 |fill, A € F(I). Dla dowolnej bijekcji o : N — I, korzystajac z wlasnosci szeregow,
i€EA

mamy

DRI AREIES MTEIED ITEIEEE
i€l n=1

i€l
(d) Jezeli (fi)icr, (g:)icr sa rodzinami jednostajme sumowalnymi na X dla dowolnych «, 8 € K, rodzina
(afi + B9i)ier jest jednostajnie sumowalna na X, a jej suma jest rowna afr + Sg;.
(e) Jezeli rodzina (f;);cs jest jednostajnie sumowalna na X oraz wszystkie odwzorowania f; : X — F,
i € I, sa ograniczone, to zbiér odwzorowan {f4 : A € F(I)} jest jednostajnie ograniczony.
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Istotnie, dla dowolnego A € F(I) mamy: fa = fansa) + faysq), & wiec wystarczy pokazac, ze
7bior {fa: A€ F(I\ S(1))} jest jednostajnie ograniczony. Dla A € F(I'\ S(1)) mamy

I fall = Ifausy — Fsoyll < Wfausqy = fill + 1 fsqy = frll < 2.

Propozycja 5.7.5. Zatézmy, ze (E,|| ||) jest skoriczenie wymiarowq przestrzenig unormowang nad K,
E # {0} i niech eq,...,eq bedzie dowolng bazq E. Wtedy istniejq state c1,co > 0 takie, Ze

cr(fta| 4+ [tal) < ltrer +--- +taeqll < ca(fta| +---+|tal), t1,...,ta € K.
W szczegolnosci, w przestrzeni skonczenie wymiarowej wszystkie normy sq rownowazne.

Dowdd. Mamy |[trer + -+~ + taeal| < [talles] + -+ + [tallleall < co(fta] + --- + [tal), gdzie ¢ =
max{ el eall}

Druga z nieréwnosci polega na pokazaniu, ze inf{||t1e1+- - -+tqeq|| : |t1|+- - -+|ta| = 1} > 0. Poniewaz
dzialania w przestrzeni unormowanej sa ciagle, zatem funkcja K% 3 (t1,...,tq) — |[tie1 + - - - + taeq|| €
R; jest ciagta. Chcemy pokazac, ze inf{p(t1,...,tq) : (t1,...,tq) € S} > 0, gdzie S := {(t1,...,tq) €
K™ : |t1] 4+ - - - + |ta| = 1}. Wynika to natychmiast z Twierdzenia Weierstrassa o osigganiu kresow, wobec
tego, ze zbidr S jest zwarty.

Jezeli || |1, || |2 sa dwiema normami w E, to wobec poprzednie] czesci dowodu istnieja state ¢; ; > 0
takie, ze

C1,2
ltier + -+ taealls < cio(|ta] + -+ |ta]) < a||t161 + -+ taedll2

3

C C
[to] + -+ Jtal) < %Htlel + -+ taedlln, ti,...,tq €K,

) s s

C1,2C22
< ==

skad natychmiast wynika, ze || ||1, || [|2 sa rownowazne. O

Whiosek 5.7.6. Zatézmy, ze (E, || ||) jest skoticzenie wymiarowq przestrzeniq Banacha nad R, E # {0}
(np. E = C) i niech ey,...,eq bedzie dowolng bazq E. Dla dowolnej rodziny funkcji f; : X — E
mamy fi(x) = fi1(x)er+- -+ fiqa(x)eq. Dostajemy w ten sposéb d rodzin funkcji rzeczywistych (fi j)icr,
j=1,...,d. Wtedy rodzina (f;);c1 jest jednostajnie sumowalna na X (odp. jednostajnie bezwzglednie
sumowalna na X ) wtedy i tylko wtedy, kazda z rodzin (f; ;)ic1, j =1,...,d, jest jednostajnie sumowalna
na X (odp. jednostajnie bezwzglednie sumowalna na X ).

Dowdd. Niech c¢q,co beda jak powyzej. Wtedy
(| X fa@| -+ X fa@)|) < 1@l < 2| D fin@)|+- 4] 3 fral)
icA icA icA icA

Jezeli wiec rodzina (f;);ecr spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego i ||fa(z)|| < c1e6, 2 € X dla A €
FUI\C(c1e)),t0| X fij(@)| <e,z e X,j=1,...,d, cooznacza, 7e kazda z rodzin (f; j)icr, j = 1,...,d,
i€A

)7 reX, AeF(I).

(2
spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego.
Odwrotnie, jezeli kazda z rodzin (f;;)ier, j = 1,...,d, spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego
i |i§4fi7j(z)| g€ X, AeTF(UIN\NCi(g5)d=1....d, to [[fa@)]| <&,z € X dlaAde

FUN(Culgg) U UCalg3;))-
Przypadek rodziny bezwzglednie jednostajnie sumowalnej jest analogiczny. Mamy

(Sl + D fsa@]) < U@l < e S fia@)] + -+ 3 fial@)])
i€cA i€A i€A i€A i€cA
Reszte dowodu pozostawiamy jako (CWICZENIE). O
Twierdzenie 5.7.7. Zalozimy, ze E jest skoticzenie wymiarowq przestrzeniq Banacha nad R, E # {0}
(np. E = C). Wtedy dla dowolnej rodziny f; : X — E, i € I, nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) rodzina (fi):cs jest jednostajnie sumowalna na X ;
(ii) rodzina (]| fi||)icr jest jednostagnie sumowalna na X;

(o]
(iii) istnieje permutacja o : Nog — I taka, Ze szereg Y ||fo(n)ll jest jednostajnie zbieiny na X.
n=0
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Obserwacja 5.7.8. (a) Jezeli dim EF = oo, to implikacja (i) = (ii) nie musi by¢ prawdziwa. Dla
przyktadu, niech £ := B(N,R) z norma supremowa, I := N, f; := %((5”)?';1 € B(I,R), i € I.
Oczywiscie, Y || fill = 1, a wiec rodzina (|| f;||)sen nie jest sumowalna. Z drugiej strony, niech

€N ieN
s:=(1,4,%,...) € BN,R). Jezeli A € F(N) i {1,...,n} C A, to |[fa — s|| < L. Oznacza to, ze
(fi)ien jest sumowalna i s = fr.

(b) Prawdziwe jest nastepujace ogolne twierdzenie (zob. [Dvo-Rog 1950]).

Twierdzenie* 5.7.9. Niech (E,| ||) bedzie przestrzeniq Banacha. Wtedy nastepujgce warunki sq
rownowazne:
(i) dla dowolnego ciggu (fi)7>, C E nastepujgce warunki sq rownowazne:

(=]
o rodzina Y || fr]l < +oo,
k=0

(o]
o szereq Y. fi jest zbiezny bezwarunkowo;
k=0
(ii) dim E < +oo.

Dowdd Twierdzenia 5.7.7. Implikacja (ii) = (i) wynika z Obserwacji 5.7.4(c).

(i) = (ii): Najpierw rozwazmy szczegélny przypadek, gdy E = R. W tym przypadku twierdzenie
udowodnil w roku 1910 Waclaw Sierpiniski ('2). Przypusémy, ze dla pewnego £ > 0 rodzina (|f;|)ics
nie spelnia jednostajnego warunku Cauchy’ego. Ustalmy ig € I. Zbior C(e) := {ip} nie moze by¢ dobry.
W takim razie istnieje zbior G(1) € F(I \ {io}) taki, ze sup,cx . |fi(z)] > e. Ustalmy, 1 € X

i€G(1)
taki, ze Y |fi(z1)] > e. Zbior G(1) mozemy podzieli¢ na dwie rozlaczne czesci F'(1) := {i € G(1) :
i€G(1)

fi(z1) = 0}, F”(1) := G(1) \ F'(1). Jest oczywiste, ze |fp:(1)(21)] > § lub |fpr(1)(21)| > 5. Niech F(1)
oznacza ten ze zbiorow F’(1), F” (1), dla ktorego zachodzi powyzsza nieréwnos¢ (jezeli zachodzi ona dla
obu zbioréw, to bierzemy ktorykolwiek z nich). Zbior C(e) := F(1) tez nie moze by¢ dobry. Powtarzajac
powyzsze rozumowanie, znajdziemy zbior F(2) € JF(I\ F(1)) taki, ze sup,cx |[fr(2)(z)| > §. Teraz
bierzemy C(g) := F(1) U F(2) i znajdujemy F'(3) € F(I \ (F(1) U F(2))) taki, Ze sup,cx |fr@)(z)] > 5.
Rozumujac dalej znajdziemy ciag (F'(k))p2, parami rozlacznych skonczonych podzbioréw I taki, ze
supgex |fray(z)| > 5, k € N.

Dalej postepujemy tak, jak w dowodzie implikacji (ii) = (iii) w Twierdzeniu 5.7.2.

W przypadku ogélnym, niech ey, ..., eq oznacza baze E. Mamy f;(z) = fi1(z)er + -+ + fia(x)eq.
Dostajemy w ten sposob d rodzin funkeji rzeczywistych (f; j)icr, = 1,...,d. Stosujemy teraz Wniosek
5.7.6.

Implikacja (ii) = (iii) wynika z Twierdzenia 5.7.2.

(iii) = (ii): Wobec Twierdzenia 5.7.2 wystarczy pokazac, ze (iii) zachodzi dla dowolnej permutacji
o. W tym celu wystarczy skorzysta¢ z Twierdzenia 5.4.8. O
Twierdzenie 5.7.10 (Twierdzenie o grupowaniu wyrazow). Niech I = |J I(j), gdzie I(j) # @ i I(§)N

j€J
I(k) = @ dlaj # k (13) (14). Jezeli rodzina (f;)icr jest jednostajnie sumowalna na X, to rodzina
(f1())jes jest jednostajnie sumowalna na X (15) . Ponadto,

Zf](j) = f1, czyli Z( Z fi) :Zfi-

jed jeJ iel(y) iel

Odnotujmy, Ze oczywiscie twierdzenie odwrotne nie zachodzi, np. E := R, I = J := N, I(j) =
{24 — 1,25}, fi:= (—=1)". Wtedy f;(;) = 0 dla dowolnego j € N, ale rodzina (f;)ien nie jest sumowalna.

Dowdd. Ustalmy ¢ > 0 i niech B(e) := {j € J : I(j) N S(5) # @}, gdzie S(5) € F(I) jest takie,
jak w Twierdzeniu 5.7.2(i). Poniewaz zbiory I(j), j € J, sa parami rozlaczne mamy B(e) € F(J).

12) Wactaw Sierpinski (1882-1969).

Pewne rodziny I(j) moga by¢ skonczone.

Zauwazmy, ze #J < Ro. Zbiér J moze by¢ skonczony.

Na podstawie Obserwacji 5.7.4(b), fr¢;) = E fi jest poprawnie okreslone dla dowolnego j € J.
i€1(j)
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Pokazemy, 7e z punktu widzenia rodziny (f;(;));e.s zbior B(e) bedzie petnic role zbioru S(e), tzn. || f1(x)—

Z figy(@)| <&, z € X, dla dowolnego B € F(J) takiego, 7e B(s) C B.

< Ustalmy B i niech N := #B. Dla dowolnego j € J niech D(j) € F(I(j)) bedzie takie, ze
A€FUG), DG) € A= |lfal@) - fip@) < 550 ze X ()

Mozemy oczywiscie zatozy¢, ze S(5) NI(j) C D(j). Niech A:= |J D(j). Zauwazmy, S(5) C A, a wiec

JjEB
Il fa(z) = f1(2)] < §, z € X. Mamy:
|10 =3 ro@)|| < |#1@) = X fow @)+ X o @) = Fip @)l
Je€B jeB jeB
<|fi(zx) — fa(z)|| +e/2<e, z€X. 0

Twierdzenie 5.7.11 (Twierdzenie o mnozeniu rodzin sumowalnych). Niech (f;)ic; bedzie jednostaj-
nie sumowalng rodzing odwzorowan ograniczonych f; : X — C, i € I, i niech (g;);jcs bedzie jedno-
stajnie sumowalng rodzing odwzorowan ograniczonych g; : X — E, j € J. Jezeli co najmniej jedna
z tych rodzin jest bezwzglednie jednostajnie sumowalna, to rodzina (fig;) ., jerx. jest jednostajnie sumo-

walna oraz > fig; = f19s. Jezeli obie rodziny sq bezwzglednie jednostajnie sumowalne, to rodzina
(i,j)elxJ
(fi95)G.g)erx s jest bezwzglednie jednostajnie sumowalna.

Dowdd. Zatozmy, ze rodzina (g;);cs jest bezwzglednie jednostajnie sumowalna. Pozostaty przypadek
pozostawiamy jako CWICZENIE. Jezeli juz bedziemy wiedzie¢, ze rodzina (fi95)i.5)erx s jest jednostajnie
sumowalna, to wzoér na sume bedzie natychmiast wynikal z twierdzenia o grupowaniu rodzin sumowal-
nych. Istotnie, biorac I(j) := I x {j}, dostajemy

S figi=)Y (Zfigj) = Zfi(Zgj) = figr=f19;.
(j)Elx] jes el jes el jeJ

Przechodzimy do dowodu jednostajnej sumowalnodci rodziny (fig;)a, jyerxs. Wiemy, ze istnieje stala
M > 0 taka, ze dla dowolnych A € F(I), B € F(J) mamy: |fa(z)] < M, ) |lg;(z)|| < M, z € X.
jeEB

W szczegolnosci, |fr(z)| < M oraz > ||g;(z)|]| < M, z € X.
jeJ

JE.

Wezmy e > 0 i niech zbiory S(g) € F(I), C(e) € F(J) beda takie, ze |fa(z) — fi(z)| < e,z € X, dla

dowolnego A € F(I) takiego, ze S(e) C Aoraz Y |lg;(z)]| < e, z € X, dla dowolnego B € F(J \ C(¢)).
jEB

Niech teraz D € F(I x J) bedzie taki, ze S(¢) x C(¢) C D. Dla dowolnego j € J niech D(j) := {i €
I:(i,j) € D} (7). Mamy

SO figi—frgs= > figi—Y_fr9; =Y (fog) — )9

(4,5)€D (4,5)€D jeJ JjeJ

(fo :=0). Wynika stad, ze

| > figi—figs| < X2 1fow — filllgsll+ Y2 o) = fillls]

(i,5)€D JEC(e) JgC(e)
<e Y lgill+2M Y gl < 3Me.
JEC(e) J¢C(e)

Jezeli obie rodziny sa bezwzglednie jednostajnie sumowalne, to na podstawie pierwszej czedci do-
wodu rodzina (| fi|||g;11) i, j)erx. jest jednostajnie sumowalna, co oznacza, 7e rodzina (fig;) e, j)erx. jest
bezwzglednie jednostajnie sumowalna.

(16) Tzn. zbiér D(j) pelni wzgledem rodziny (fi);cs(;) rolg zbioru S(5%). W przypadku, gdy rodzina I(j) jest
skoniczona przyjmujemy D(j) := I(j).
(17) Odnotujmy, ze S(¢) C D(j) dla j € C(e).
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Definicja 5.8.1. Niech 2 C K bedzie zbiorem otwartym. Powiemy, ze funkcja f : 2 — C jest
analityczna na 2 (f € C¥(12)), jezeli dla dowolnego a € {2 istnieje szereg potegowy > a,(z — a)”,

n=0
o]
an, € C, n € Ny, o dodatnim promieniu zbieznosci taki, ze f(z) = > an(z —a)" dla z z pewnego
n=0

otoczenia punktu a.
W przypadku, gdy 2 C C bedziemy réwnowaznie méwicé o funkcji holomorficznej i bedziemy pisaé

feown).

Obserwacja 5.8.2. (a) C“(f2) jest przestrzenia wektorowa.

(b) Przypomnijmy, ze kazdy szereg potegowy jest zbiezny niemal normalnie w swoim kole zbieznosci
(Twierdzenie 5.6.2). W szczegolnosci, C¥(£2) C C(£2).

(c) Jezeli f,g € C¥(£2), to fg € C¥(£2). Istotnie, jezeli f(z) = 3. an(z—a)” oraz g(z) = > bp(z—a)™,
n=0 n=0
z € K(a,r), to korzystajac z iloczynu Cauchy’ego szeregéw mamy:

(o) n

192 =3 (D arba i)z —a)", =€ K(ar).
0

n=0 k=

(d) Funkcja C, 3 z — 1 jest analityczna.
Istotnie, dla a # 0 i dla |z — a| < |a| mamy
1 1 1 _1§:< zfa)"
z  al+ =a T a a '

n=0

(e) Jezeli f € O(£2), to flonr € C¥(2NR).

Twierdzenie 5.8.3 (Zasada identycznosci dla funkeji analitycznych). Jezeli f,g € C¥(§2), gdzie 2 C K

jest obszarem (tzn. zbiorem otwartym i spéjnym) i f = g na pewnym niepustym zbiorze majgcym punkt

skupienia w §2, to f = g.

Dowdd. Zastepujac f, g przez f—g,0, sprowadzamy dowod do przypadku g = 0. Wiemy, ze istnieje punkt
o0

a € 2 oraz ciag (z5)32, C 2\ {a} taki, ze z — a1 f(z,) =0, s € N. Wiemy, ze f(z) = > an(z —a)",

n=0
x € K(a,r) C £2. W przypadku K = R rozumiemy, ze K (a,r) := (a—r,a+r). Oczywiscie, f(a) = ap = 0.
Gdyby f # 0w K(a,r), to dla pewnego p € N mielibySmy f(z) = > an(z—a)", z € K(a,r), przy czym
n=p
ap # 0. Wynika stad, ze f(z) = (z —a)? > an(z —a)" P = (2 — a)Ph(2) i h(a) = ap # 0. Funkcja h

n=p
jako dana szeregiem potegowym musi by¢ ciagla w K (a,r). Poniewaz zs # a, wnioskujemy, ze h(zs) = 0,
s > 1 — sprzecznosé. Tak wiec f =0 w K(a,r).

Niech 2y := {20 € 2 : f = 0 w pewnym otoczeniu otwartym punktu zo}. Wiemy, ze 2y # .
Wprost z definicji wynika, ze {2y jest otwarty. Pierwsza cze$¢ dowodu pokazuje, ze kazdy punkt skupienia
zbioru 2y w {2 nalezy do (2y. Znaczy to, ze {2y jest domkniety w (2. Poniewaz 2 jest spojny, musi by¢
2y =90. O

o0 o0

Cwiczenie 5.8.4. Jezeli Y an(z —a)" = Y by(z —a)", z € K(a,r), to a, = by, n € Ny. Znaczy to,
n=0 n=0

ze lokalne rozwiniecia funkcji analitycznych sa wyznaczone jednoznacznie.

o0
Twierdzenie 5.8.5. Niech (a,,)22, C C i zaldzmy, ze promieri zbieznosci R szeregu potegowego > anx"

n=0
jest dodatni. Niech

oo

f(z):= Zan(z —a)", z€K(a,R).

n=0

Wtedy f € O(K(R)).
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Dowdd. Ustalmy b € K(a, R). Niech 0 < 7 < R —|b — a| i niech z € K (b, r). Policzmy formalnie:
o0 o0 oo n n
= n(z—a)" = n(z—b+b—a)" = n n(z—=0)°0b—a)"?
f(2) nzz:oa (z —a) nz::oa (z=b+b—a) Za Z<s>a (z—0)°(b—a)
- - n n—s S
zz(zan(gan(bw) JIERDE

s=0 n=s

Niech I := {(n,s) € N}, n > s} i niech cns := an(?)(z = b)*(b — a)""%, (n,s) € I. Aby powyzszy
rachunek formalny byl poprawny wystarczy (na podstawie twierdzenia o grupowaniu wyrazéw w ro-
dzinach sumowalnych), aby rodzina (¢, s)(n,s)cr byta sumowalna. Wiemy, ze wystarczy znalezé bijekcje

oo
o : Ng — I taka, 7e ) |cok)| < +o0o. Jako o przyjmijmy nastepujace ustawienie zbioru I w ciag:

k=0
(00,07 61,07 C0717 <oy Cnl0, Cn,l; ey Cn,n7 oo ) Wtedy
[e o] [e o] n n [e o]
> learl = 303 laal () 2610 a"* = 3 faul(ls =81+ b= o < +oc
k=0 n=0 s=0 n=0
(korzystamy tu z tego, ze |b —a| + |z — b| < R). d

‘Whiosek 5.8.6. (a) Kazdy wielomian jest funkcjg holomorficzng na C.
(b) exp,sin, cos, sinh, cosh € O(C).

Twierdzenie 5.8.7 (Twierdzenie o zlozeniu funkcji analitycznych). Niech £2,U C K bedq otwarte i niech
fecv(), peC?U) bedg takie, ze p(U) C 2. Wiedy f op € C¥(U).

Dowdd. Ustalmy tg € U i niech a := ¢(tg). Niech f(z) = > an(z — a)", z € K(a,r) C {2, oraz
n=0
[e.°] (o]
o) = S br(t —to)k, t € K(to,7) C U. Mozemy zalozyé, ze Y. |bi||t — to|¥ < r dla t € K(tg, 7).
k=0 k=1
o0 o0
W szezegolnosci, - |an|( Y2 |br||t — to]F)™ < +o0, t € K(tg,T).
n=1 k=1

Caly problem polega na poprawnosci nastepujacego rachunku formalnego dla ¢t € K (to, 7):

Flp(t)) = ap + ian(ibk(t —to)")" = a0+ i an i (5 bt
k=1 n=1 k=1

n=1 S1,...,8,€EN
s1t-tsn=k
[eS) k
k
=ag + E ( E [e2% E bsl~--b5n)(t—t0) .
k=1 n=1 S14..,8n EN
s1t-fsn=k

Aby wykazaé poprawno$é tego grupowania wyrazow wystarczy sprawdzi¢, ze rodzina

(anbs, -+ bs, (t = t0)") kineN, n<k, 51, 5meN
Sittonk

jest sumowalna. Tak jest, bowiem (por. metoda dowodu Twierdzenia 5.8.5):

ook 0o 0o "
SN anbe b lit—tol* < D lanl (3 Ioallt — tof) " < +oc. 0
k=1

k=1n=1 s1,...,sp, €N n=1
s1t+tsp=k

Whiosek 5.8.8. Niech f,g € C¥(§2), M := g—*(0). Wtedy 5 ECY(\ M). W szczegdlnosci:
e funkcje wymierne sq analityczne,

e funkcje tg, ctg, tgh sq¢ analityczne.

Dowdd. Korzystajac z analitycznosci funkeji z — % i z Twierdzenia 5.8.7, wnioskujemy, ze % €C¥(N2\
M). Teraz wystarczy juz tylko skorzystaé z analitycznosci iloczynu funkeji analitycznych. (]
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Twierdzenie 5.8.9 (Twierdzenie o funkcji odwrotnej do funkcji analitycznej). Niech 2,U C K bedg

otwarte i niech f : 2 — U bedzie bijekcjq takg, ze f € C¥({2). Przypusémy, ze dla pewnego a € (2
[e.°]

mamy f(z) = > an(z —a)", z € K(a,7) C §2, przy czym a1 # 0. Niech a := g(to). Wtedy funkcja
n=0

g := f~1 jest analityczna w otoczeniu tg.

3

Obserwacja 5.8.10. Caly czas pamietajmy o bijekcji R 3 z —— 23 € R, dla ktérej odwzorowanie

odwrotne nie jest analityczne.

Dowod Twierdzenia 5.8.9. Bez szkody dla ogdlnosci, po stosownych translacjach, mozemy zatozyé, ze
a =0 =t (stad ap = 0). Zastepujac funkcje f funkcja z — f(Z), mozemy zalozy¢, ze a1 = 1.

oo (o)
Zmieniajac znak przy wspoétczynnikach a,, n > 2, mozemy zalozy¢, ze f(z) =z — Y, anz™ =: >, cp2™.
n=2 n=1

Przypusémy, ze g(t) = 3 byt", t € K(7). Mamy f(g(t)) =t, € K(7). A stad:
n=1

&S] &S] 0 k
t= b b, Jt* = b bs, Jt*
- Cn 31""snt - Cnsl"'sntv
n=1 k=1 s1,...,sp, €N k=1 n=1 s1,...,5,€N
S1+ sy = s1+-+sn=k
k
czyli by =1 oraz 3, > cpbs, -+ -bs, = 0 dla k > 2. Zapiszmy ostatnie réwnanie w innej postaci:
n=1 si,...,s,€EN
14 on=k

k
bk:Z Z anb81"'bsn ::Pk(a27“'7ak7b1a"'7bk71)a k=23,...,
n=2 si,...,8, €N
s1+-+s,=k
co daje rekurencyjny wzor na wspotczynniki by, k > 2. Zauwazmy, ze wspoOlczynniki wielomianu Py sa
naturalne oraz, ze by, = Py(az,...,ar,b1,...,bk—1) 2 0dlaa, >0,n > 2.
Umiemy wiec wyznaczy¢ formalnie wspolezynniki szeregu funkcji g. Pozostaje sprawdzié, ze szereg
ten jest zbiezny w pewnym otoczeniu zera. Zastosujemy metode majoranty analitycznej.
Ustalmy C > 1 takie, ze |a,| < C", n € N (por. Twierdzenie 5.6.2) i niech F(z) := 2z -3 ", C"z" =
z— %, |z] < 1/C. Mamy F(0) = 0. Rownanie F(z) = t, tzn. (C? + C)2? — (1 + Ct)z +t = 0 ma dla
(140t —/(1+C1)2—4t(C?+C)

matych |¢| jednoznaczne rozwiazanie G(t) 5(CZT0) takie, ze G(0) = 0. Przypus$émy

na chwile, ze wiemy, ze G jest analityczna, G(t) = Bit + Y. B,t", |[t| < 7. Powtarzajac poprzednie
n=2

formalne rozumowanie, mamy B; = 1 oraz

k
B,=>" > "By B, =P(C?...,C*Bi,...,Bi1), k=23,...,

n=2 si,...,8, €N
s1+-+sn=k

o]
przy czym By > 0 oraz |bx| < Bk, k > 2. W konsekwencji, szereg z — > bit* jest zbiezny dla
k=2
(1+Ct)(1— 1—4;1‘22)2))
[t| < 7. Wracamy do problemu analitycznoéci G. Zapiszmy G(t) = S(CTT0) . Pamietajac

o twierdzeniu o sktadaniu funkcji analitycznych, wnioskujemy, ze problem lezy w pokazaniu, ze funkcja

1

u — /1 + u jest analityczna w otoczeniu u = 0. Pokazemy, ze v/1+u= Y ( )u" dla u € K(1), gdzie
n=0

(3) = et i e © ((3) =1, (§) =),

n

Istotnie, mamy (*(‘I)l) = =% — —1 (dla dowolnego a € C). Stad, wobec Twierdzenia 2.4.2,

n

limsup {/|(%)] = 1. W szczegolnosci, szereg potegowy > (&)u” jest zbiezny w kole K(1). Pozostaje
n=0

n—-+00
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P 1 1, jezelin<1
wykazaé, e ,;0( )62 = {0 jezeli n > 2

Vandermonde’a (19)

. Wynika to natychmiast z identycznosci Chu (18)7

EalNIE

SO0 asecnen

mn

W naszym przypadku a = 3 = %, a wiec Y. (%) (nfk) = (711) = {1’ Jezelin i ;

3

S

k=0 0, jezelin
W przypadku, gdy «, 3 € N powyzsza identycznosé (*) jest elementarna (*°). W przypadku ogélnym

niech
“ o= (£ (1) wree

k=0
Wiemy, ze W(a,3) = 0 dla a, 8 € N. Dla dowolnego « € N funkcja W(q,-) jest wielomianem jednej
zmiennej, ktory zeruje sie na N. W takim razie W(«, 5) = 0 dla (o, 3) € N x C. Dla dowolnego 5 € C
funkcja W (-, 8) jest wielomianem jednej zmiennej, ktory zeruje sie na N. Stad W(«, 5) = 0 dla (o, 3) €
c2 O

Cwiczenie 5.8.11. Udowodni¢ nastepujaca uogdlniong identycznosé Vandermonde’a

Z (Oﬂ)”'(OZN> _ (Oll+~..+OlN>7 NeN, ai,...,an € C, n € N.
S1 n

S
S1,...,s N ENg N
s1t+-t+sn=n

Whiosek 5.8.12. log, € C¥(Rx¢) (a > 0, a # 1), arcsin € C¥((—1,1)), arccos € C¥((-1,1)),
arctg C¥ (R), arcctg C¥(R).

Dowdd. log,: Wiemy, ze log, x = }2—2 Wystarczy wiec udowodnié, ze Inz € C¥(Rsg). Cheemy skorzystacé
oo
z Twierdzenia 5.8.9. W tym celu wystarczy sprawdzi¢, ze jezeli e* = > an(z —a)™, x € R, to a1 # 0.
n=0
Skorzystamy z Obserwacji 5.6.5(d): a1 = lim GZ:ZQ = lin%) Ca+;_“a =e*#0.
zZ—a zZ—

sinz—sina __

arcsin: Ten sam problem, co poprzednio. Korzystamy z Obserwacji 5.6.7(g): a; = lim
zZ—a

lim Sin(et)=sing _ 2cosedg)sing _ o5 £ 0, q € (-3, T).

20 z z 27
. S —Cos —2sin(a+%)sin & .
arccos: a; = i% COQ((H? cosa _ —2sin( :2) 2 = —gina #0, a € (0,7).
. _ i tglatz)—tga _ 1. sin z —_ 1 _T 7
arctg: ai = ili% z - ili% zcos(atz)cosz ~ cosa 7é O’ ( 2 2)'
arcctg: CWICZENIE. O

018

Obserwacja 5.8.13. W przyszlosci dowiemy sie, ze jezeli f(z) = an(z —a)", |z —a| < 7, to

n=0

ay = f'(a), co oczywiscie znacznie uprosci powyzsze dowody.

18) Chu Shih—chieh (1260-1320).
19) Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796).
20) Na ile sposobow z grupy liczacej a mezczyzn i 3 kobiet mozna wybra¢ podgrupe liczaca n osob.



