Sprawy organizacyjne

Literatura

Wyklad bedzie w zasadzie ,samowystarczalny”. Oto kilka pozycji przydatnej literatury uzupelniajacej (wszyst-
kie pozycje zostaly wydane przez PWN):

Andrzej Birkholc, Analiza matematyczna.

Grigorij Michajlowicz Fichtenholz, Rachunek rézniczkowy i catkowy, t. I-III.

Franciszek Leja, Rachunek rézniczkowy i catkowy.

Witold Kotodziej, Analiza matematyczna.

Kazimierz Kuratowski, Rachunek rozniczkowy i catkowy.

Stanistaw Lojasiewicz, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych.

Krzysztof Maurin, Analiza, t. I-1L

Walter Rudin, Podstawy analizy matematycznej.

Walter Rudin, Analiza rzeczywista i zespolona.

Laurent Schwartz, Kurs analizy matematycznej, t. I-1L

Program wykladu

(1) Szeregi w przestrzeniach Banacha.
(2) Szeregi bezwarunkowo zbiezne.
(3) Hloczyny szeregdw.
(4) Operator odwracania w algebrach Banacha.
(5) Szeregi potegowe.
(6) Funkcje €%, sinz, cosz, ....
(7) Funkcje analityczne L
(8) Rozniczkowanie szeregu wyraz po wyrazie.
(9) Funkcje analityczne II.
(10) Szereg Taylora.
(11) Calka Riemanna.
(12) Pierwotne.
(13) Podstawowe twierdzenie rachunku calkowego.
(14) Dlugos¢ krzywe;j.
(15) Przyklady zastosowania catek.
(16) Catka niewtasciwa.
(17) Calki krzywoliniowe.
(18) Twierdzenie Riemanna-Lebesgue’a.
(19) Kryterium Diniego.
(20) Twierdzenie Fejéra.
(21) Szeregi Fouriera — abstrakcyjny punkt widzenia.
(22) Kryteria zbieznosci jednostajne;j.
(23) Funkcje o wahaniu ograniczonym.
(24) Kryterium Jordana.
(25) Funkcje ciagle o rozbieznym szeregu Fouriera.
(26) Odwzorowania wieloliniowe.
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Kontynuacje
W przyszlym roku akademickim beda wyklady z Analizy Matematycznej 3 (60 godzin) i 4 (60 godzin).

Zaliczanie éwiczen

W semestrze jest 60 godz. ¢wiczen. Limit nieobecnosci to 20 godzin, w tym limit nieobecno$ci nieusprawie-
dliwionych to 8 godzin.

W przypadku przekroczenia ktéregokolwiek z tych limitéw student otrzymuje ocene NZAL i nie jest do-
puszczony do egzaminow.

Egzaminy

Egzaminy zaréwno w sesji gléwnej jak i sesji poprawkowej beda ustne.
Student, ktory uzyskat z zaliczenia ocene > 4, 5 otrzymuje automatycznie taka sama ocene koncowa z eg-
zaminu, z tym Ze student, ktory ma 4,5 moze z wlasnej zdawaé egzamin, aby poprawi¢ sobie oceng na 5,0.



ROZDZIAL 6

Szeregi

6.1. Szeregi w przestrzeniach Banacha II

Oproécz poznanych dotychczas kryteriéw zbieznosci szeregdw jest bardzo wiele innych uzytecznych kryte-
riéw. Na przyktad:

Twierdzenie 6.1.1. Niech (a,,)22, C Rsg.

(a) (Kryterium Kummera (1))Niech (bn)22y CRo i Z 3, = too. Polozmy K, := bnﬁ —bpi1.
n=0 "

JezeliK,, > c>0dlan > N, tozan<+oo

n=0
Jezeli K,, < 0dlan > N, to Z ap = +00.
(b) (Kryterium Raabego( ))NlechR = ( du_ 1),
Jezeli R, > ¢ > 1dlan > N, to Z a, < +oo.
JezeliR, < 1ldlan > N, to Z Oy = +00.

n=0
. 3 - e an

(¢c) (Kryterium Bertranda ( ))Nzech B, := (Inn) (n(a—+1 -1)-1).
Jezeli B,, > ¢ > 1dlan > N, to Z an < +00.

n 0
Jezeli B, < c < ldlan > NtoZan——l—oo

n=0
(d) (Kryterium Gaussa (4) ). Przypusémy, ze aiil =A+LE4 %, n € N, gdzie A, u > 0, a cigg (0,)2% jest

ograniczony.
JezeliA > 1lubA=1ip>1)to Y ap < +oo.
n 0

Jezelid <1lub\A=1ip<1)to Z a, = +oo.
Zauwazmy, ze dla by, := 1, n € Ny, kryterium Kummera redukuje si¢ do kryterium d’Alemberta.

Dowép. (a) Mozemy zalozy¢, ze N = 0. W pierwszym przypadku mamy: c(ay + - - + any1) < agbp — a1by +

co+ anbp — anp1bnt1 = apbo — ant1bni1 < agbo, astad Y a < %aobo < +o0.
- -
n+1
b
(b) Stosujemy kryterium Kummera dla bn =n.

(c) Zastosujemy kryterium Kummera dla b,, := nlnn. Mamy nln n( s —1) —(n+ 1)@ +1) =
(Inn)(n(z%— —1)=1) =In(1+ )" =B, —In(1 + )" = B, -

An41

W drugim przypadku mamy: “2+% >

i korzystamy z Twierdzenia 5.10.8(c).

1) Ernst Eduard Kummer (1810-1893).

2) Joseph Ludwig Raabe (1801-1859).

3) Joseph Louis Francois Bertrand (1822-1900).
4) Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
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) Mamy lim M = l , a stad przypadki, gdy A # 1 wynikajg z kryterium d’Alemberta. Dalej zaklada-
my, ze A = 1. Mamy hm n(=%2— — 1) = u, a stad przypadki, gdy i # 1 wynikajg z kryterium Raabego. Dalej

An+41

zakladamy, ze A = p = 1 Zastosu]emy kryterium Bertranda. Mamy B,, 1“ g, — 0.
O

Przyklad 6.1.2. (a) Korzystajac z kryterium Raabego pokazemy, ze Z ( ) = +00. Zauwazmy, ze (‘Lﬁ —

n!
n=1

1 (Przyktad 2.4.3(b)) wiec kryterium Cauchy’ego nie rozstrzyga. Udowodnimy, ze lir_‘r_l n(=42——1) = th’(_l n(

an+1 (1+ o

1) = % Istotnie,

1 H(? 1 ’
lim 7(4 _ 1) ) Jim (L _ 1) = lim (el—éln<1+z> _ 1)
z—0+ T (]_ + ;L-)l/ﬂ“ 2—0+ (]_ + m)l/ﬂf 2—0+

e 1 1
=t (1+x)1/r( In(l+a) - (1+.1'))
Peano . € (ZL’ - %12 + O(mQ)) _ ((E _ [E2 + 0(12)) 1
=" lim _ =
a—0+ (1 + x)V/* 2 2

(b) Korzystajac z kryterium Gaussa pokazemy, ze szereg

(@) G R ) = ()

jest zbiezny dla p > 2 irozbiezny dla 0 < p < 2. Istotnie,

an :( 2n )p:(1fi>_ppe§‘°1+£+p(p+l) ! +o( ! ):1+§+9—"
) (2n)? non

Gnt1 2n —1 2n 2n 2 (2n)? 2’
gdzie ciag (60,,)52  jest ograniczony.
Zauwazmy, ze “L = (gzié)p — 1, a wiec kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga.

6.2. Szeregi bezwarunkowo zbiezne
Przypomnijmy, ze kazdy szereg bezwzglednie zbiezny jest bezwarunkowo zbiezny (Twierdzenie 5.10.7).
Twierdzenie 6.2.1 (Twierdzenie Riemanna o tasowaniu szeregu warunkowo zbieznego). Jezeli szereg rzeczywi-
o0

sty Y. a, jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie zbiezny, to dla dowolnych —oco < o < 8 < +o0 istnieje bijekcja
n=0

o : Nog — Ny taka, ze jezeli S, := Z U (k) tO hmlnfS = ailimsup S], = 6.

n—-+4oo

oo —
Oznacza to, ze szereg >, ay, jest warunkowo zbiezny, a nawet wiecej, dla dowolnego x € R isinieje bijekcja
n=0

(o]
0 : No — Ny taka, ze 3 a,) = 2.
k=0

Dowd6p. Mozna zatozyé, ze a,, # 0, n € Ng (CwiczeniE). Ustalmy «, 3 oraz ciagi (o) g, (80)5% o C R takie,
ze ay, — @, By, — B3, o > 0 oraz o, < B, n € Np.

Niech a} := max{an,O} a, = max{—an,O}. Oczywiscie, |a"| = al +a,,a, = af — a, . Gdyby
Z a;l < +oo (odp. Z a, < +00), to wtedy Z a;, < o0 (odp. Z af < +00), co daje Y |a,| < +o0o0 —
n=0 n=0 n=0

sprzeczno$¢. Wynika stad, ze Z af = Z a, = +oo.
n=0 n=0
Niech A :={n € Ny : a, > 0} = {ko, k1,...}, gdzie ko < k1 < . ianalogicznie B:={ne€ No an <
0} = {lo, t1,...}, gdzie by < 1 < ....Oczywiscie AN B = @&, AU B = Ny. Szereg Z ay, (odp. Z (—ag,)

5=0 s=0
o0 o0
rozni sie od szeregu Y. a;f (odp. . a;) tylko wyrazami zerowymi, wiec jest rowniez rozbiezny.
n=0 n=0
Rozpoczynamy konstrukcje bijekeji o
Krok 0: Niech pg € Ny bedzie najmniejsza liczbg taka, ze Ty := ag, + - + ai
bedzie najmniejsza liczba taka, ze Uy := Ty + ag, + -+ + ag,, < .

> 3y iniech gy € Ny

PO
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Krok 1: Niech p1 > po bedzie najmniejsza liczbg taka, ze Ty := Uy + ay,, , + - + ak, > B1 iniech
q1 > qo bedzie najmniejsza liczba taka, ze Uy := T} + apqn+1 +tag, <o

Rozbieznos¢ szeregéw gwarantuje to, ze procedura moze by¢ dowolnie kontynuowana.

Teraz definiujemy

(0'(0)70'(1)7) = (kOa--~7kpn>£07---agqu‘po+l7~--7kp17£qn+l7~--7‘€q17---)-
Zauwazmy, ze 0 < Ty — Bs < ay, oraz ap,, < Us — s < 0. Wynika stad, ze Ts — (8, Us — a. W szczeg6l-
nosci, limsup S/, > limsup Ts = ﬁ oraz hm 1nf S! < liminf Uy = a.

P1

n—-+o0 s—+00 = soo
Na koniec wystarczy jeszcze zauwazy¢, ze sumy posrednie przy przechodzeniu od Us_; do T lezg pomiedzy
Us_1 17T, za$ sumy posrednie przy przechodzeniu od T do U leza pomiedzy Uy i 7. O

o0
Whiosek 6.2.2. Jezelil < d := dimg E < +00, to szereg » . a,, jest bezwarunkowo zbiezny wtedy i tylko wtedy,
n=0
gdy jest bezwzglednie zbiezny. W szczegolnosci, szereg liczb zespolonych jest bezwarunkowo zbiezny wtedy i tylko

wtedy, gdy jest bezwzglednie zbiezny.
Dowop. Implikacja (<) wynika z Twierdzenia 5.10.7. Implikacja (=) dla szeregow rzeczywistych (d = 1)
wynika z TW1erdzen1a 6.1.1. Z Twierdzenia 4.8.11 wynika, ze dowod sprowadza sn; do przypadku E = R

(o]
Jezeli szereg Z an = Y. (apa,--.,an,q) jest bezwarunkowo zbiezny, to szeregi Z anj,j = 1,...,d, sa
=0 =0
" 00 d oo "
bezwarunkowo zbiezne, astad Y |lanl1 < D0 D |an,j| < +oo. O
n=0 j=ln=0
Cwiczenie 6.2.3. Przypuéémy, ze E = E; X Es z norma ||(z1, %2)|| = max{||z1||g,, |72 £, } Niech a, =

(o]
(an,1,an,2)5%, C E.Wtedy szereg > ay, jest zbiezny (odp. bezwzglednie zbiezny, odp. bezwarunkowo zbiezny)

n=0

wtedy i tylko wtedy, gdy oba szeregi Z Gn.j, J = 1,2, sa zbiezne (odp. bezwzglednie zbiezne, odp. bezwarun-

kowo zbiezne). Ponadto, Z a, = (Z a1, Z an,2).

n=0 n=0
Prawdziwe jest nastepujace fundamentalne twierdzenie.

Twierdzenie” 6.2.4. (5) Niech E bedzie przestrzeniq Banacha. Wowczas nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) E jest skoriczenie wymiarowa;
(ii) dla dowolnego ciggu (a,)5-, C E, jezeli szereg Z ay, jest bezwarunkowo zbiezny, to jest bezwzglednie

n=0
zbiezny.

W szczegblnosci, jezeli dim E' = oo, to istnieje szereg bezwarunkowo zbiezny, ktory nie jest bezwzglednie zbiezny.
Twierdzenie® 6.2.5 (Lévy-Steinitz (6)( )) Niech a = (a,)5%, C R? bedzie ciggiem takim, ze hm an = 0.
Zdefiniujmy:

oo
X(a) := {x eR?: Jo:Ng—N, @ O jest bijekcjg, szereg Z Qg (n) Jest zbiezny oraz x = Z Ao (n) }
n=0 n=0

Jesli X(a) # @, to X(a) jest rzeczywistq podprzestrzeniq afiniczng R?.

Zauwazmy, ze zbidr X(a) jest punktem wtedy i tylko wtedy, gdy szereg > a,, jest bezwarunkowo (a wiec
n=0

bezwzglednie) zbiezny (Wniosek 6.2.2).

Dla dowolnego zbioru I # & oznaczmy przez F(I) rodzine wszystkich niepustych skoficzonych podzbioréw

I.Dlaa = (a;)ier C EiA € F(I)niechaa := Y a;. Dodatkowo przyjmijmy ay := 0 € E.
i€A

(5) Zob. A. Dvoretzky, C.A. Rogers, Absolute and unconditional convergence in linear normed spaces, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 36 (1950),
192—197.

6) Paul Pierre Lévy (1886-1971).
7) Ernst Steinitz (1871-1928).
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Ponizsze twierdzenie pozwala spojrze¢ na bezwarunkowa zbiezno$¢ z nieco innej strony (warunki (iii) i (iv)).

Twierdzenie 6.2.6. Niech (a,)52, C E. Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:
o0

(i) szereg > a jest bezwarunkowo;
n=0

o0

(i) dla dowolnej bijekcji o : Ng — Ny szereg > o (n) jest zbiezny (8);
n=0

(iii) istnieje 3 € E takie, ze

Ves0 Js(e)eFmo) VaeFmo): se)ca : llaa — [ <& () )

(iv) (warunek Cauchy’ego)

Ves0 Ic(e)eFmo) Yaermoce)) © laall <e. (*°)

Dowop. Implikacja (i) = (ii) jest trywialna.

(if) = (iv): Przypusémy, ze dla pewnego ¢ > 0 warunek (iv) nie zachodzi. Ustalmy dowolne ny € Ny.
Zbior C(e) := {no} nie moze by¢ dobry. W takim razie istnieje zbior F'(1) € F(No \ {no}) taki, ze |lapq)| > €.
Zbior C () := F(1) tez nie moze by¢ dobry. Znajdziemy wiec F'(2) € F(Np \ F(1)) taki, ze |ap(2y|| > ¢. Teraz
bierzemy C(¢) := F(1) U F(2) i znajdujemy F(3) € F(Ny \ (F(1) U F(2))) taki, ze ||ap(s)|| > e. Rozumujac
dalej znajdziemy ciag (F'(k))32, parami roztacznych skonczonych podzbioréw Ny taki, ze [|ap || > €, k € N,

Teraz skonstruujemy pewna bijekcje o : Ng — Nj.

o0
Jezeli zbior F(0) := Ng \ |J F(k) jest skoriczony, to na poczatku ustawimy elementy zbioru F'(0) w do-
k=1
wolnej kolejnosci, potem elementy zbioru F'(1) (tez w dowolnej kolejnosci), potem F'(2) itd.

N
Niech N (k) := #F(k), k =0,1,2,.... Zdefiniujmy S, := > ay(n). Wtedy
n=0

S§V(0)+...+N(k) - SEV(O)+---+N(I¢—1) = ap(k), keN,
a wiec ciag (Sy) ¥~ nie spetnia warunku Cauchy’ego; sprzecznosé.
W przypadku gdy zbidr F'(0) jest nieskoniczony, ustawiamy jego elementy w ciag 41,2, ..., a nastepnie
budujemy permutacje o nastepujaco: stawiamy i1, potem elementy zbioru F(1), potem is, potem F'(2), itd.
Podobnie jak poprzednio, bez trudu widzimy, ze (S )3, nie moze spelnia¢ warunku Cauchy’ego bowiem

S§V(1)+-.-+N(k)+k - S;v(1)+-~+N(k71)+k71 = ap(k), k € Na.

(iv) = (iii): Mozemy zalozy¢, ze C(+) G C("i1 ), € N.Niech s, := ag(1), n € N. Mamy
I$n+k = snll = lac o) @I < 5, nkeN.

Oznacza to, ze ciag (s, )52 spelnia warunek Cauchy’ego. Poniewaz E jest przestrzenia Banacha, zatem s,, —
% dla pewnego ¥ € E. Pozostaje sprawdzi¢ (*). Z poprzedniej nieréwnosci wynika, ze ||s, — S| < £, n € N.
Jezeliteraz A € F(No) i C(2) C A, to

laa = B[ < llaa = acyll + laczy = 2l < laae@)ll + 5 < 2

(iii) = (i): Ustalmy bijekcje 0 : Ny — Ng oraz ¢ > 0. Niech Ny € N bedzie takie, ze S(e) C
{0(0),...,0(No)}. Wtedy dla dowolnego N > Ny mamy S(¢) C {o(0),...,0(N)} =: A, astad

N
Hzaa(n) _EH = ||CLA—E|| Se. U
n=0
Obserwacja 6.2.7. (a) W powyzszym twierdzeniu (po oczywistych zmianach) mozna zastapi¢ Ny przed

dowolny zbiér przeliczalny I. W szczegdlnoéci, warunek (*) ma wtedy postaé:
Ves0 Is(e)er) Yaesyse)ca : laa —E| <e. ")
8) Nie wymagamy, aby jego suma byla niezalezna od o.

9) Zauwazmy, ze majac jeden zbiér S (&) mozemy go zastapi¢ dowolnym wigkszym zbiorem skoficzonym.

10) Zauwazmy, ze majac jeden zbior C(g) mozemy go zastapi¢ dowolnym wiekszym zbiorem skoniczonym.
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W tej sytuacji bedziemy mowié, ze rodzina (a;);cs jest sumowalna. W przypadku I = Ny termin ,rodzina
sumowalna” bedzie uzywany przemiennie z terminem ,szereg bezwarunkowo zbiezny”.

(b) Powstaje naturalny pomyst, aby (**) uznac za definicje sumowalnosci dla dowolnej rodziny (a;);c1, gdzie
I jest dowolnym zbiorem nieskoniczonym.

(c) Uogoblnienie to ma jednak charakter pozorny, bowiem jezeli jest spelniony warunek (**), to

#{zé[al#O}éNg
Istotnie, dla dowolnego e > 0i¢ € I\ S(¢) mamy:

laill = llagusee) — asell < laguse) = Sl + llase) — Xl < 2.
Innymi stowy: {i € I : || f;)|| > 2e} C S(e) dla dowolnego € > 0. W takim razie
{iel:a;#0}C ) S(H). O
n=1

W zwiazku z Twierdzeniem 6.2.4 warto odnotowac nastepujacy przyklad szeregu bezwarunkowo zbieznego,
ktéry nie jest bezwzglednie zbiezny.
Przyktad 6.2.8. Niech E := B(N,R) (z norma Czebyszewa), f,, := +(,,;)32, € B(N,R), n € N. Oczywiscie,
> Nfall = X L, awiec szereg Y- || fn| nie jest bezwzglednie zbiezny.

neN neN n=1
Z drugiej strony, niech & := (1,2, 1...) € B(N,R).Jezeli A € F(N)i{l,...,n} C A to ||fa — 2| <

1
1273 n

Oznacza to, ze Y f, jest bezwarunkowo zbiezny (Twierdzenie 6.2.6(iii)).
n=1

Szczegdlna sytuacja powstaje, gdy zamiast przestrzeni Banacha E wezmiemy przestrzen Czebyszewa B(X, E),
gdzie X jest pewnym zbiorem niepustym. Przypomnijmy, ze B(X, E) jest rowniez przestrzenia Banacha. Wy-
pada oczywiscie zalozy¢, ze #X > 2 (bo inaczej przestrzen B(X, E) jest izomorficzna z E).

Definicja 6.2.9. Dla ciggu odwzorowan (f,,)2, C B(X, E) wprowadzamy nastepujace pojecia:

(a) Szereg > fn jest jednostajnie zbiezny na X, jezeli jest on zbiezny w B(X, E), czyli istnieje funkcja
n=0

¥ € B(X, FE) taka, ze:
VE>OE|N€N0V7L2NV10€X : ||fn(m) - Z(:E)H <e.

(o] (o]
(b) Szereg > fn jest bezwzglednie jednostajnie zbiezny na X, jezeli szereg > ||fn||E jest zbiezny jedno-
n=0 n=0
stajnie na X, gdzie || f»|| g € B(X,R) to funkcja dana wzorem || f,, || g(z) := || fn(2)| &

(c) Szereg Y fn jest normalnie zbiezny na X, jezeli jest on zbiezny bezwzglednie w B(X, E), czyli
n=0

D fallsxey =D sup || fal@)lls < +oo.
n=0 n:OxGX

o0
(d) Szereg > fn jest bezwarunkowo jednostajnie zbiezny na X, jezeli jest on zbiezny bezwarunkowo w
n=0

B(X, E), czyli dla dowolnej bijekcji, szereg f: fo(n) jest zbiezny jednostajnie i jego suma nie zalezy od permu-
tacji. e
Obserwacja 6.2.10. Niech (f,)%2, C B(X, E).
(a) Szereg i fn jest jednostajnie zbiezny na X wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia on jednostajny warunek
Cauchy’ego narj)?,otzn:
Ves0INeN Vimsn>N>NVaex ¢ [fos1(2) + -+ fm(2)] <e.

(b) Jezeli szereg jest bezwzglednie jednostajnie zbiezny, to jest jednostajnie zbiezny. Wynika to natychmiast

z nieréwnodci supex || fot1 (2) + -+ fn (@) < supgex (| frr (@) + - - + [ fm (2)])-
(c) Jezeli szereg jest bezwarunkowo bezwzglednie jednostajnie zbiezny, to jest bezwarunkowo jednostajnie
zbiezny.
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(d) Jezeli szereg jest normalnie zbiezny, to jest bezwzglednie jednostajnie zbiezny.
(e) Jezeli szereg jest normalnie zbiezny, to jest bezwarunkowo jednostajnie zbiezny.

(f) (Kryterium Weierstrassa) Szereg > f, jest zbiezny normalnie na X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

n=0

ciag (M,)5-, C Ry taki, ze || fn(2)||g < My, n € No, z € X, oraz Z M,, < +o0.

(g) Niech g, : X =[0,1] — R =E,

—711, JezehOéﬂLSnL+1
gn(x) := % 1 -+ '”le, jezeli ? <z < % .
1-—- 2n, jezeli + <z <1

o0
Zauwazmy, ze 0 < 1—g, < %, zatem g, — 1 jednostajnie na [0, 1]. Ponadto, g,, > ¢gn—1.Szereg g1+ > (9n
n=2
gn—1) jest zbiezny bezwzglednie jednostajnie, ale nie jest zbiezny normalnie. Istotnie, sup, ¢ (g,1) (¢n (¥) —gn-1(2)) >

(9n(3) = gn1()) = 1= 5, = (1= 359) = 555-
Twierdzenie 6.2.11 (Twierdzenie o tasowaniu szeregéw bezwzglednie jednostajnie zbieznych). Przypusémy, ze

szereg > [n jest zbiezny bezwzglednie jednostajnie na X. Niech o : Ny — Ny bedzie dowolng bijekcjq. Wiedy
n=0

szereg 3 fo(n) Jest zbiezny bezwzglednie jednostajnie na X. (11)
n=0

Dowdp. Dowdd przebiega analogicznie do dowodu Twierdzenia 5.10.7. Niech ¢ > 0. Z jednostajnego warunku
Cauchy’ego dla szeregu > ||f,|| wynika, ze istnieje N € N takie, ze dla dowolnego zbioru skoficzonego I C
n=0
Ny41 mamy > || fn(2)]| <&, 2 € X.Niech Ny € N bedzie takie, ze {0,..., N} C {0(0),...,0(N1)}. Wtedy
nel

dla dowolnych m > n > Nj mamy {o(n + 1),...,0(m)} C Ny, a stad Z | foy(@)|| < ez € X.
k=n+1

o0
W takim razie szereg Y || fo(n)|| spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego na X. O
n=0

Twierdzenie 6.2.12 (Sierpinski (12) ). Zatézmy, ze E jest skoriczenie wymiarowq przestrzeniq Banacha i niech
(fn)olo C B(X, E). Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

o0
(i) szereg > fn jest bezwarunkowo jednostajnie zbiezny na X ;
n=0

oo
(ii) szereg > || fullE jest bezwarunkowo bezwzglednie jednostajnie zbiezny na X ;
n=0

(ili) istnieje bijekcja o : Ng — Ny taka, ze szereg Z | fo(n) || £ jest jednostajnie zbiezny na X.
Dowép. Implikacja (if) = (iii) jest elementarna. Implikacja (iii) = (i) wynika z Twierdzenia 6.2.11.
(i) = (ii): Najpierw, korzystajac z tego, ze w przestrzeni skoficzenie wymiarowej wszystkie normy sg row-
nowazne, sprowadzamy dowdd do przypadku, gdy £ = R? z norma maksimum (CwiczeNig). Niech f, =
o0

(fnas---, fnd) Zauwazmy, ze szereg » . f, jest bezwarunkowo jednostajnie zbiezny na X (odp. jest bezwa-
n=0

runkowo bezwzglednie jednostajnie zbiezny na X) wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy z szeregéw Z fn,; jest

bezwarunkowo jednostajnie zbiezny na X (odp. jest bezwarunkowo bezwzglednie jednostajnie Zblezny na X)
(por. Cwiczenie 6.2.3). W ten sposéb sprowadzamy dowéd do przypadku £ = R. W tym wlasnie przypadku
twierdzenie udowodnit w roku 1910 Wactaw Sierpinski .

Dalsze rozumowanie bedzie podobne do dowodu implikacji (ii) = (iv) w Twierdzeniu 6.2.6. Przypusémy,

o0
ze szereg nie jest bezwarunkowo bezwzglednie jednostajnie zbiezny na X. Wtedy dla szeregu Y |f,| nie jest
n=0

1) Oczywiscie, jego suma nie zalezy od o.
2) Wactaw Sierpinski (1882-1969).
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spetniony jednostajny warunek Cauchy’ego z Twierdzenia 6.2.6(iv). Istnieje wiec € > 0 dla ktérego nie istnieje
zbiér C(e). Ustalmy ng € Ny. Zbior C(e) := {ng} nie moze by¢ dobry. W takim razie istnieje zbiér G(1) €
F(No \ {no}) taki, ze sup,cx D> |fu(x)| > €. Ustalmy, z; € X taki, ze Y |fn(z1)] > €. Zbidr G(1)
neG(1) neG(1)

mozemy podzieli¢ na dwie rozlgczne czeSci F'(1) := {n € G(1) : f,(z1) > 0}, F"(1) := G(1) \ F'(1).
Jest oczywiste, ze |fp:(1)(21)| > § lub [fpr(1y(z1)] > 5. Niech F(1) oznacza ten ze zbiorow F'(1), F"(1),
dla ktérego zachodzi powyzsza nieréwnosé (jezeli zachodzi ona dla obu zbioréw, to bierzemy ktérykolwiek
z nich). Zbioér C(e) := F(1) tez nie moze by¢ dobry. Powtarzajac powyzsze rozumowanie, znajdziemy zbior
F(2) € (I \ F(1)) taki, ze sup,ex |fre2)(®)| > §. Teraz bierzemy C(e) := F(1) U F'(2) i znajdujemy
F(3) € F(I\ (F(1) U F(2))) taki, ze sup,¢x | fr(3)(z)| > §. Rozumujac dalej znajdziemy ciag (F'(k))7,
parami rozlacznych skonczonych podzbioréw Ny taki, ze sup,¢ x | fre)(x)] > 5.k € N.

Dalej budujemy bijekcje o : Ng — Ny tak, jak w dowodzie implikacji (if) == (iv) w Twierdzeniu 6.2.6, dla

ktorej szereg ) f,(n) nie jest jednostajnie zbiezny (CWICZENIE). O
n=0

Twierdzenie 6.2.13 (Twierdzenie o grupowaniu wyrazéw). Niech I bedzie zbiorem przeliczalnym (np. I = Ny)
iniechl = |J 1(j),gdziel(j) # @ il(j)NI(k) = @ dlaj # k (**). Zalézmy, ze rodzina (a;)sc 1 jest sumowalna
JjeJ

i niech ¥ oznacza jej sume. Wtedy

o kazda z rodzin (a;);c1(j) jest sumowalna; niech X35 oznacza jej sume,

e rodzina (X;) e jest sumowalna,

o > N;=% czyli > ( > a,;) =>"a.

j€J J€J Niel(j) i€l

Odnotujmy, ze oczywiscie twierdzenie odwrotne nie zachodzi, np. F := R, I = J := N, I(j) := {2j —

1,25}, fi := (—1)". Wtedy ;) = 0 dla dowolnego j € N, ale rodzina (a;);en nie jest sumowalna.

Dow6p. Sumowalno$é rodziny (a;);c ;) wynika natychmiast z Twierdzenia 6.2.6(iv).

Ustalmy € > Oiniech B(e) := {j € J : I(j)NS(5) # @}, gdzie S(5) € T(I) jest takie, jak w Twierdzeniu
6.2.6(iii). Poniewaz zbiory I(j), j € J, sa parami rozlaczne mamy B(e) € F(J). Pokazemy, ze z punktu widzenia
rodziny (X;);ecs zbiér B(e) bedzie petni¢ role zbioru S(e), tzn. [|[¥ — > X;|| < ¢, dla dowolnego B € F(J)

j€B
takiego, ze B(e) C B.
Ustalmy B iniech N := #B. Dla dowolnego j € J niech D(j) € F(I(j)) bedzie takie, ze

AeFUG), DG) C A= llaa =S| < 5 (1)

Mozemy oczywiscie zatozy¢, ze S(5) N I(j) C D(j). Niech A := |J D(j). Zauwazmy, S(5) C A, a wiec
jEB
laa —X|| < §. Mamy:

Hz -3 sz < Hz -3 aD(j)H +3 llapg) - S5l < I - aal +e/2<e. O
jEB JEB jeB

Twierdzenie 6.2.14 (Twierdzenie o mnozeniu rodzin jednostajnie sumowalnych). Niech & € L(E,F;G),
(fi)ier C B(X,E), (fj)jes C B(X,F). Zalézmy, ze rodzina (f;);cr jest jednostajnie sumowalna na X, zas
rodzina (g;);c jest bezwzglednie jednostajnie sumowalna na X. Wtedy rodzina (D(f;, g;)) ¢, j)erx. jest jedno-

stajnie sumowalna oraz Y. D(fi,g;) = P(Xf, Xy), gdzie Ly := Z fi»2g := > g;. Jezeli obie rodziny sq
(4,4)EIXJT jeJ

bezwzglednie jednostajnie sumowalne na X, to rodzina (®( f;, gj))(m)e[XJ Jjest bezwzglednie jednostajnie sumo-

walna na X.

Dowdp. Jezeli juz bedziemy wiedzie¢, ze rodzina (D(f;, g5))i,j)erx . jest jednostajnie sumowalna, to wzor na
sume bedzie natychmiast wynika¢ z Twierdzenia 6.2.13 o grupowaniu rodzin sumowalnych. Istotnie, biorac
I(j) :==1 x {j}, dostajemy

> ofig) =D (Y ofig) = Z@(fuzgj) S B(fi,5,) = B(E1,E).

(i,5)€IXJ jedJ el iel jeJ

13) Pewne rodziny I(j) moga by¢ skoriczone. Zauwazmy, ze #.J < Ro. Zbiér J moze by¢ skoniczony.
4) Tzn. zbiér D(j) pelni wzgledem rodziny (@i)ic1(y) role zbioru S(5% ). W przypadku, gdy rodzina I(j) jest skoniczona przyj-
mujemy D(j) := I(5).
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Przechodzimy do dowodu bezwarunkowej jednostajnej sumowalnosci rodziny (9(fs, g5))(i,j)erx .- Mozemy za-

lozy¢, ze ||| < 1. Wiemy, ze istnieje stala M > 0 taka, ze dla dowolnych A € F(I), B € F(J) mamy:

[fa(@)| <M (*), X |lgj(@)|| < M,z € X. W szezegdlnosci, ||y (z)|| < M oraz Y. ||g;(z)|| < M,z € X.
j€B jET

Wezmy ¢ > 0 i niech zbiory S(g) € F(I), C(e) € F(J) beda takie, ze:
o |Ifa(z) —Es(z)|| <& z € X, dladowolnego A € F(I) takiego, ze S(e) C A oraz
e Y |lgi(z)] <e z € X,dladowolnego B € F(J \ C(e)).
JjeB
Niech teraz D € F(I x J) bedzie taki, ze S(¢) x C(¢) C D. Dla dowolnego j € J niech D(j) :={i € I :
(i,4) € D} (*5). Mamy

S O(fig) OS5, Tg) = Y B(fing) = Y B(E.5) = > o) — i 95)-

(i,5)€D (i,5)€D jed JjeJ

Wynika stad, ze
| 3 @(ig) -2050)| < X Iing) - Selllasl + 32 1foe) — Sellgsl

(a)ep JEC() JEC()
<e Y llgil+2M > lgll < 3Me.
J€C(e) J¢Cle)

Jezeli obie rodziny sa bezwzglednie jednostajnie sumowalne, to na podstawie pierwszej cz¢$ci dowodu rodzi-
na (|| fillllgj11)¢,j)erx.s jest jednostajnie sumowalna, co oznacza, ze rodzina (P(f;, g;5)),j)erx s jest bezwzgled-
nie jednostajnie sumowalna. ]

Definicja 6.2.15. Zal6zmy dodatkowo, ze X jest przestrzenia metryczna i rozwazmy ciag (f,,)o>, C B(X, E).
Jezeli jaki$ z poznanych poprzednio rodzajéw jednostajnej zbieznosci zachodzi na dowolnym zbiorze zwartym
K C X, to bedziemy méwic o niemal jednostajnej zbieznosci. Jezeli kazdy punkt przestrzeni X ma otoczenie U,
na ktérym mamy jednostajng zbiezno$¢ to bedziemy mowic o lokalnej jednostajnej zbieznosci.

Obserwacja 6.2.16. (@) (fn, — f jednostajnie) = (f,, — f lokalnie jednostajnie) = (f,, — f niemal
jednostajnie) = (f,, — f punktowo).

(b) Jezeli X jest przestrzenia zwarta, to zbieznos$¢ jednostajna, lokalnie jednostajna i niemal jednostajna sa
réwnowazne.

(c) Jezeli przestrzen X jest lokalnie zwarta (tzn. kazdy punkt a € X posiada otoczenie U C X takie, ze U
jest zbiorem zwartym, to zbiezno$¢ lokalnie jednostajna i niemal jednostajna sa rownowazne.

Przyklad 6.2.17. Szereg
0 n

z
Z m, A X = C \ T,
n=1
jest zbiezny lokalnie normalnie.
Istotnie dla dowolnego 6 € (0,1) istnieje N € N takie, ze dlan > N mamy

n n 1 .
sup{)l_zﬁ 2] < 9} < 20™, sup{)ljﬁ 2| = 5} < 20" (CWICZENIE).
Twierdzenie 6.2.18. Zalézmy, ze szereg funkcyjny f := > f, jest lokalnie jednostajnie zbiezny. Wtedy:
n=0

(a) Jezeli dla pewnegoa € X mamy f, € C(X,E;a),n € N, to f € C(X, E;a).
(b) Jezeli f, e C(X,E),neN,tof € C(X,E).

Dowop. Wystarczy skorzystac z Twierdzenia 4.4.1. O

Przyklad 6.2.19. (a) Suma szeregu > %, z € C\'T, jest funkcjg ciggla.
n=0
(b) Funkcja eksponens jest ciagla.

12) Jezeli A € F(I\ S(1)) to || fa (@)l = [[faus) (@) — fs) @) < [Ifausa) (@) — Sp @) + I sy (@) — S (@) <2
16) Odnotujmy, ze S(g) C D(j) dlaj € C(e).
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6.3. Iloczyny szeregow
Twierdzenie 6.3.1. Niech (a,)%, C R, (b,)2, C E, By, := Y b, n € Ny. Wiedy:

k=0
(a) (Kryterium Dirichleta) Jezeli cigg (a,,)22 jest monotoniczny, lim a, = 0 oraz cigg (B,)32, jest ogra-

n—-+00

oo
niczony, to szereg y , a,b,, jest zbiezny.

n=0

o0
(b) (Kryterium Abela (") ) Jezeli cigg (ar, )52 jest monotoniczny i ograniczony oraz szereg » . by, jest zbiezny,
n=0

o0
to szereg Y anby, jest zbiezny.
n=0

(o]
(c) (Kryterium Leibniza) Jezeli cigg (bn)3>, C Rso jest malejgcy, to szereg >, (—1)"b,, jest zbiezny wtedy
n=0
i tylko wtedy gdy lirf b, = 0.

Dowép. (a) Niech || B, || < M, n € Ny. Zdefiniujmy dodatkowo B_; := 0 € E. Zauwazmy, ze

m m
§ anbn:§ an(Bn_ n— 1 § an n § an n—1
n=0 n=0

m m—1
= Z CLan Z an+1B ( Z( - an+1)Bn) + amBm- (*)
n=0 n=0

Powstze przeksztalcenie nosi nazwe transformacji Abela. Poniewaz a,,B,, — 0, wystarczy pokaza¢, ze
Z l(@n — @nt1)Bn|| < +o0. Istotnie, wobec monotonicznoéci ciggu (a, )%, mamy
n=0

m

D an = anall|Bull € Mlao = amyal, m € No,
n=0

acigg (Maog — am+11])59—g jest oczywiscie ograniczony.

(b) Ciagi (am)_ i (B,)$S_, maja granice, a,, — a, By, — B.Stad a,, B,, — aB. Teraz korzystamy
z (*) i rozumujemy jak w (a).

(c) Wynika z (a) i warunku koniecznego zbieznosci szeregdw. (|

o0
Przyklad 6.3.2. (a) Na mocy kryterium Dirichleta szereg ) Z- jest zbiezny dla |z| < 1, z # 1.
n=1

Istotnie, dla |z] < 1 mamy \%| < |z|", a ostatni szereg to zbiezny szereg geometryczny. Dla z € T \ {1}
mamy | Z M=l <y

(b) Na mocy kryterium Leibniza, dla dowolnego v > 0 szereg Z

n=1

Jest zbiezny.

nrv

(c) Dla dowolnego « € (0, 1] szereg Z

]est warunkowo zbiezny.

Definicja 6 3.3 (Iloczyn Cauchy’ego szeregow) Niech @ € L(E,F;QG) i niech (a,)52, C E (bn)2, C

F, ¢, = Z P(ak,bn—r), n € Ny. Szereg Z ¢n, nazywamy iloczynem Cauchy’ego szeregéw Z an i Y, by
n=0 n=0 n=0
wzgledem odwzorowama @. W przypadku, gdy @ : K x E — FE, (a, z) — a2 méwimy po prostu o iloczynie

Cauchy’ego szeregow.
Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

n n n
An ::Zakv Bn ::Zblm Cn ::chh TLGN(),
k=0 k=0 k=0

(17) Niels Abel (1802-1829).
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oo oo oo
A= nEIJIrlOO A, = Zan, B:= nkr}rloo B, = Z b,, C:= ngrfoo C, = Z)Cn,
n= n= n=|

oczywiscie przy zalozeniu, ze odpowiednie szeregi sg zbiezne.

Twierdzenie 6.3.4 (Twierdzenie Mertensa (%)). (a) Jezeli Z |lan|| < 400 oraz szereg Z by, jest zbiezny,

n=0
o0
to szereg > ¢y, jest zbiezny oraz C = ®(A, B).
n=0
(b) Jezeli > ||an|| < +o0 oraz Y [|bn]| < 400, t0 Y. |lenll < +oo.
n=0 n=0 n=0
Dowép. (a) Zauwazmy, ze zawsze mozemy zatozy¢, ze ||| < 1 (Cwiczenig). Niech M > 0 b¢d21e takie, ze

|Brnll < M, ||laol|+- - -+]lan|| < M, n € Ny. Ustalmy € > 0. Niech ny € Ny bedzie takie, ze Z lax| <
k= ng+1

dlan > ng + 1. Niech dalej n; > ng bedzie takie, ze || Bp—n, — B|| < 757 oraz ||A, — A|| < 557 dlan > ny.

Teraz dla n > nq mamy ||C,, — ®(A, B)|| < ||C., — P(A4,, B)|| + ||An — Alll|B]| < ||Crn — (An, B)|| + 5.

Pozostaje oszacowac pierwszy sktadnik. Zauwazmy, ze

8M ]vI

Cn = @(ao, bo) + @(ao, bl) + @(al, bo) + o+ @(ao, bn) + o+ @(an, bo)

= @(ao,bo 4+ 4 bn) =+ @(al,bo + 4 bnfl) 4+ 4 @(an,,l,bo + bl) + @(an7b0) = Zé(akaank)‘

k=0
Stad dla n > n; dostajemy:
1Cn = @(An, B)| = || > (ar, Bus — B)| < lawlll Bui — B
k=0 k=0
no n
= > llawllBa—r =Bl + > llaxll|Bu—s — Bll
k=0 k=no+1
ng n
<D MarllBusng—k—no = Bl + D llaxl|2M < Z Hakll
k=0 k=no+1
(b) Na podstawie (a) szereg > . ||ak||||bn—«|| jest zbiezny. Ponadto,
n=0 k=0
m m n
D lleall < U@l > > laxllba-kll- O
n=0 n=0 k=0

Przyklad 6.3.5. Jezeli oba szeregi > an, i Y. by sa tylko zbiezne, to szereg Y ¢, nie musi by¢ zbiezny.
n=0 n=0 n= 0
Dla przykiadu: ag = by := 0, a,, = by, := \}) n € N. Szeregi ZO G 1 Zob sa zbiezne na podstawie

n—1 —
kryterium Leibniza i nie sa bez lednie zbiezne (Przyklad 5.10.12). Mamy |c,,| = —_— 1—
yteriu abezwzgle (Przy )- Mamy |c,| k;\/m gn

Obserwacja 6.3.6. (a) exp(a + b) = exp(a) exp(b) dla dowolnych a,b € C.
Istotnie, korzystamy z iloczynu Cauchy’ego szeregéw. Mamy

exp(a) exp(b ZZ R =) Z p Z < ) kpn—hk — Z %(aJr b)" = exp(a +b).

n=0 k=0 n=0

(b) exp(0) = 1, exp z # 0, exp(—2) = 575, 2 € C.
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Przyktad 6.3.7. W przypadku p-szeregdéw liczb zespolonych > a;n,, 7 = 1,...,p, ich iloczyn Cauchy’ego
n=0

o0
> ¢, ma postaé

n=0
Cp = E ais, * *Aps,, N € No.
81,...,5p€ENQ
s1t+-+sp=n

o0
Na podstawie Twierdzenia 6.3.4, jezeli ) |a;n| < 400, j = 1,...,p, to Z len] < +oo oraz Z Cn =

n=0 n=0 n=0
(o] (o] o0 o0
H?Zl > ajn. W szezegdlnosei, jezeli Y [an| < 400, t0 (Y an) =3 > g, -+ Qs,, Przy czym
n=0 n=0 n=0 n=0 s1,...,spE€Ng

s1t-tsp=n
ostatni szereg jest zbiezny bezwzglednie.

6.4. Operator odwracania w algebrach Banacha

Definicja 6.4.1. Mowimy, ze (4, || ||) jest algebrq Banacha z jedynka, jezeli:
e A jest algebra z jedynka e,

e (A,] |) jest przestrzenia Banacha,
o eyl < l=llllyl. =,y € A,
o eff=1

Niech O(A) oznacza zbior elementéw odwracalnych algebry A i niech O(A) > =z = O(4A).
Odnotujmy, ze A jest bijekcja; A~! = A.

Obserwacja 6.4.2. (a) Niech X # & bedzie zwarta przestrzenia topologiczng i niech A := C(X, K). Wtedy
A z normg Czebyszewa (supremowa) jest algebra Banacha z jedynka. Ponadto, O(A) = {f € C(X,K) : f(z) #
0, z€ X}oraz A(f) =1/f.

(b) Niech E # {0} bedzie przestrzenig Banacha nad K i niech A := L(E, E). Wtedy A znorma z L(E, E
i sktadaniem jako mnozeniem wewnetrznym jest algebrg Banacha z jedynka id g. Ponadto, O(A) = Isom(E, E
oraz A(L) = L™1.

(c) Niech A := L(K",K") ~ M(n x n;K) ~ K" (z norma operatorowa z L(K"™, K")). Wtedy O(A) to
zbiér macierzy odwracalnych, tzn. O(A) = {L € M(n x n;K) : det L # 0}. Zauwazmy, ze jest to zbior otwarty

)
)

w M(n x n; K). Ponadto, odwzorowanie O(A) 3 L N = O(A) jest homeomorfizmem.
Powyzsza sytuacja (w (c)) nie jest przypadkowa. Mamy bowiem nastepujacy ogdlny wynik.
Twierdzenie 6.4.3. Niech A bedzie algebrq Banacha z jedynkg e. Wtedy:
(@) B(e,1) CO(A) oraz (e — )"t = io 2v, ||z|| < 1, gdziez® = e.

(b) Ogélniej, jezelia € O(A), to B(a,1/|la™t|) € O(A) oraz(a—z)"t = Y (a7 12)Va™!
v=0

I

W szczegélnosci, O(A) jest otwarty w A.

(c) Odwzorowanie O(A) > z rle O(A) jest homeomorfizmem.
Dowép. (a) Ustalmy x € A, ||z|| < 1. Na wstepie zauwazmy, ze poniewaz ||z |
jest zbiezny do pewnego elementu a. Mamy:

o0 o0 o0 o0
(efm)a:afxazg x”fE T =, a(efx):afang z”fg T =e.
v=0 =0 v=0 v=0

(b) Niech @ € O(A). Ustalmy = € A, ||z|| < 1/||a™}|]. Wtedy |[a~'z|| < 1. Poniewaz a —z = a(e — a™'z),
wystarczy skorzystac z (a).
(c) Niech a € O(A), ||z|| < 1/]la~!]|. Na podstawie (b) mamy:

< ||z||%, v € N, zatem szereg

S la= 12|l

4G - 2) - A@)] = 0 — )™ = = | Sl o) < 2N W el = T e

v=1

O

Korzystajac z poprzednich rozwazan tatwo dostajemy nastepujacy wynik.
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Twierdzenie 6.4.4. Dla dowolnego Lo € Isom(E, F) i X € L(E, F) takich, ze | X|| < 1/||Ly*| mamy
Lo— X € lsom(E,F), (Lo—X)"'=) (Ly'oX) oLy
v=0
W szczegélnosci, zbior Isom(E, F) jest otwarty w L(E, F), a odwzorowanie
Isom(E,F)> L ALt e Isom(F, E)

Jest homeomorfizmem.
6.5. Szeregi potegowe
Niech E bedzie ustalong przestrzenig Banacha nad K.
Definicja 6.5.1. Szeregiem potegowym o Srodku w punkcie a € K nazywamy szereg funkcyjny postaci

Z an(z —a)”, )

n=0

gdzie (a,)2 , C E, z € K(0° := 1). Oczywiscie wszystkie wlasnosci szeregu (*) mozna odczytaé badajac szereg
o0

> an2z™, czyli zakladajac, ze a = 0. Tak tez zawsze bedziemy czynié. Liczbe
n=0

€ [0, +o0]

R 1
lim sup {/|an |
n—-+4oo
nazywamy promieniem zbieznosci szeregu potegowego.

o0
Twierdzenie 6.5.2. Rozwazmy szereg >, a,z".
n=0

(a) Jezeli R > 0, to dla dowolnego 0 < r < R istniejq 0 € (0,1) oraz M > 0 takie, ze ||a,2"|| < M0" dla
dowolnegon € N oraz z € K(r). (*)

(b) Fezeli R > 0, to szereg Y, a,z" jest zbiezny lokalnie normalnie w K (R).

n=0

(c) JezeliR>01i f(z) := > anz",z€ K(R), to f € C(K(R), E).
n=0

(d) Fezeli R < +oo, todlaz ¢ K(R)NK szereg > a,z" jest rozbiezny.

n=0

o0
(e) Jezeli0 < R < +o0, to o zbieznosci szeregu » . a,2" dla € KN K (R) nic nie mozna powiedziec.

n=0
Dowdp. (a) Dla |z| < r mamy |lan2"|| < ||an||r". Ponadto, limsup {/||an||r™ = £ < 1. Biorac £ < 0 < 1
n—+o00

wnioskujemy, ze istnieje N € N takie, ze ||a,|r™ < 0™ dlan > N. Teraz wystarczy tylko wziaé M :=
max{l, |ap||(r/0)" :n=1,...,N}

(b) wynika z (a).

(c) wynika z (b) i Twierdzenia 6.2.18.

(d) Poniewaz 171112 itg) Yanz™|| = %‘ > 1, wystarczy skorzysta¢ z kryterium Cauchy’ego.

(e) Rozwazmy nastepujace przyklady (R = 1):

e > z":dladowolnego z € T szereg jest rozbiezny.
n=1
o0
e > Z;:dladowolnego z € T szereg jest bezwzglednie zbiezny.
n=1

. %: dla z = 1 szereg jest rozbiezny; dla z € T\ {1} szereg jest zbiezny na mocy kryterium Dirichleta

n=1
(Przyklad 6.3.2(a)). O

]

(19) Uwaga: Tu i dalej, jezeli K = C, to K (a, ), K (r) oznaczaja kola na plaszczyznie. Jezeli za$ K = R to oznaczaja one przedzialy
(a—r,a+r), (=)



Marek Jarnicki, Wykiady z Analizy Matematycznej II, wersja z 10 czerwca 2022

; . 97
6.6. Funkcje €%, sin z, cos z, ...

Obserwacja 6.5.3. Jezeli f(2) := Z .z € K(R) (R >0),toa; = f'(0) := lir% M ().
Istotnie, M = Z ap2" = Z an+12", 2z € K(R)\{0}. Szereg potegowy Z Gn+12" maten sam
n=1 n=0
ntl
promien zbieznosci: limsup ¥/|a,41| = hm sup ( "V llans1]) ™ = limsup "*V/|Jan1]]. W szczegélnosci,
n——+00 —+00 n——+0oo

funkcja g(z) := Z an+12", z € K(R), jest ciagla. Mamy wiec a; = ¢g(0) = lir% g9(z) = hm M
n=0 L

zZ—

6.6. Funkcje €7, sin z, cos z, ...

Glownym celem tego podrozdziatu jest formalne zdefiniowanie liczby 7 i funkeji trygonometrycznych.
Przypomnijmy (Definicja 5.10.18), ze funkcje eksponens exp : C — C definiujmy wzorem
X n

z
e® =expz = exp(z) := Z R e C.
n=0
Jest to funkcja ciggla. Ponadto, Na podstawie Obserwacji 6.5.3 mamy (exp z)'(0) = 1, a stad (e*)’ = €7
2th_g2 zel—1
=e* &),

5]

Deﬁnlcja 6.6.1. Definiujemy funkcje trygonometryczne (wzory Eulera):

sinz := exp(iz) ;?Xp(_lz), cos z := exp(iz) +26Xp(_lz), z e C.
7

Obserwacja 6.6.2. (a) sin i cos sg funkcjami cigglymi.

(b) exp(iz) =cosz +isinz, z € C.

(c) cos0=1,sin0 =0, cos(—z) = cos z, sin(— z) = —sinz, z € C.

_ (=2t (=nnr=2r
(d) sinz = Z Gnrnr > CoSZ = Z Gy zeC.
Istotnie,
) 0 . )n sl . n 1 0 2( )2n+1 o0 (_1)n22n+1

sz_*(Z n! Z ) ZZ(2n+1)!_T;) @n+ 1)

n=0 n=0 n=0
1/ (—iz) 2 2(i2)% = (1)
oRE= §(Z n! + Z ) Z (2n)! Z @2n)! -
= n:O n=0
(e) sin(a+b) = sinacosb+sinbcos a oraz cos(a+b) = cosacosb—sinasinb, a,b € C. W szczegdlnosci,

cos® z 4 sin? z = 1, z € C (jedynka trygonometryczna).
Istotnie,

sinacosb+sinbcosa = yr ((ew —e 7 ) (e e ) 4 (e — e ) (e + e_m))
1
1 . . o 1 . )
_ Z(ezaezb _ e—zae—zb) — Z(ez(a-&-b) _ e—z(a+b)) _ sin(a + b)
Drugi wzér pozostawiamy jako CWICZENIE.
) sin(R) C [-1,1], cos(R) C [-1,1].

(g) Na podstawie Obserwacji 6.5.3 mamy hH(l) sinz _ lin% % =0.
zZ—
Zauwazmy, ze

cos2 = Z .2
ol —= (2 52 ' 54

16 1 50

=—1+ =-1+_<0.
+ 241 -4 2— * 63

(20) Oczywiscie, jezeli K = R, to f/(0) pokrywa si¢ ze znana nam pochodna. Jezeli K = C, to jest to co$§ nowego — pochodna

zespolona
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W takim razie, z wlasnosci Darboux funkcji ciggtych wynika, ze funkcja cos musi mie¢ zero w przedziale (0, 2).
Definicja 6.6.3. 7 := 2inf{x > 0: cosx = 0}.

Obserwacja 6.6.4. (@ 0<m<4,cos5 =0.
() 0 <cosx <1ldlal<x<3.
Ustalmy x € (0, §). Oczywiscie 0 < cosz < 1. Dla uzyskania ostrej nierownosci zauwazmy, ze

x? x? x5 x?
cosle—a(l—ﬂ>—a(l—m)—-~-<1.

(c) sing =1loraz(0 <sinx <1dla0 <z < 3.
Ustalmy z € (0, §). Oczywiscie sin § € {—1, +1}. Wystarczy pokaza¢, ze sinz > 0. Mamy

. %2 $5 1.2
sine=a(1- 55 ) + 5 (1-g) + >0
(d) cosm =cos25 = cos? 5= sin? r=-1

sinm = 2sin 5 cos 5 = 0,

2
cos(2m) = cos® 1 — sin® 1 = 1,
sin(27) = 2sinwcosm = 0.
(e) cos(z+2(k+1)m) = cos(z+ 2km) cos 2w — sin(z + 2k7) sin 2m = cos(z 4 2km), a stad cos(z + 2k7) =
Cos 2,
sin(z + 2km) =sinz, z € C, k € Z (korzystamy z Obserwacji 6.6.2(¢)).

(f) e+ = e®(cosy + isiny), r,y € R. W szczegdlnosci, €™ = —1.
(@ e =e*, 2€C ke
Istotnie, e 2™ = %2 = 2,
Twierdzenie 6.6.5. (a) Odwzorowanie [0,27) 5t PP it ¢ T jest bijektywne.

(b) exp(C) = C\ {0}.
(c) e* = et «— ‘;;f [SYA
(d) Dla x € R funkcjesin x i cos x pokrywajq sie z funkcjami znanymi z trygonometrii.

Dowép. (a) Wiemy, ze (1,0), (0,1), (—1,0), (0,—1) € &(]0, 27)). Ponadto, wiemy, ze
{z+iy) €T:2 >0,y >0} =&((0,7%)).

Z okresowosci wnioskujemy, ze T C &([0, 27)). Pozostaje injektywnos¢. Przypusémy, ze (') = @(t”),t' < ¢".
Niech 4t := ¢ — ¢/, ¢t € (0,3), z + iy := ¢ € T (z,y € (0,1)). Mamy €™’ = 1, czyli 1 = (z + iy)* =
(2% — y* + 2izy)? = (2? — y?)? — 42%y? + izy(a? — y?). Stad z? = y?, a wiec 22 = y? = 1. Ostatecznie
dostajemy 1 = (z + iy)* = —1 — sprzecznos¢.

(b) Mamy z = |z| - 121- Na podstawie (a) istnieje y € [0,27) takie, ze e = r21- Oczywiscie istnieje 2 € R
takie, ze e® = |z|. Ostatecznie wiec mamy z = e®(cosy + isiny) = e*+%.

(c)Niech ¢ :=a—b = a+if. Mamy 1 = e® = e*(cos§ + isin 3), Stad sin 8 = 0, a wiec, wobec (a),
% € Z. W konsekwencji 1 = e, skad wynika, ze o = 0.

(d) CWICZENIE. O

Definicja 6.6.6 (Funkcje hiperboliczne). Funkcje hiperboliczne cosh i sinh (zob. Cwiczenie 4.4.24) moga by¢

rozszerzone na calg ptaszczyzne zespolong. Definiujemy:

. . . h .z —z
e cosinus hiperboliczny: C 3 z == % e C;

sinh ¢z _g—=

e sinus hiperboliczny: C > 2z — “—— € C;
e tangens hiperboliczny: C\ {(3 + k)mi 1k € Z} 3 2 ALLNE T EY o)

cosh z

6.7. Funkcje analityczne I

Niech {2 C K bedzie otwarty i niech F bedzie przestrzenia Banacha nad K.
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Definicja 6.7.1. Powiemy, ze funkcja f : {2 — E jest analitycznana 2 (f € C¥(2, E)), jezeli dla dowolnego

o0
a € {2 istnieje szereg potegowy Y. an(z —a)”, a, € E, n € Ny, o dodatnim promieniu zbieznoéci taki, ze
n=0
(o]

f(z) = > an(z — a)™ dla z z pewnego otoczenia punktu a.

n=0
W przypadku, gdy {2 C C bedziemy réwnowaznie mowi¢ o funkcji holomorficznej i bedziemy pisa¢ f €
O, E).

Obserwacja 6.7.2. (a) C¥(£2, E) jest przestrzenia wektorowa.

(b) Przypomnijmy, ze kazdy szereg potegowy jest zbiezny niemal normalnie w swoim kole zbieznosci (Twier-
dzenie 6.5.2). W szczegdlnosci, C¥ (2, E) C C(2, E).

(c) Jezeli f € C¥(2,K), g € C¥(£2,E), to fg € C¥(§2, E). Istotnie, jezeli f(z) =

18

an(z — a)™ oraz
0

n

9(z) = > ba(z —a)", z € K(a,r), to korzystajac z iloczynu Cauchy’ego szeregéw (Twierdzenie 6.3.4) mamy:

f(2)g Z(Zakbn k) z—a)", zé€ K(a,r).

n=0 k=0

(d) FunkcjaC, 3 z — ; jest holomorficzna.
Istotnie, dla a # 0idla |z — a| < |a| mamy

11 1 1 & z—a\"
Z_EH%_&;(* a ) '
(e) Jezeli f € O(£2, E), to flonr € C¥(2NR, E).

Twierdzenie 6.7.3 (Zasada identycznosci dla funkeji analitycznych). Jezeli f, g € C¥(£2, E), gdzie {2 C K jest
obszarem (tzn. zbiorem otwartym i spojnym) i f = g na pewnym niepustym zbiorze majgcym punkt skupienia

wi, tof=g.
Dowob. Zastepujac f, g przez f — g,0, sprowadzamy dowdd do przypadku g = 0. Wiemy, Ze istnieje punkt

a € 2 oraz ciag (25)22, C 2\ {a} taki, ze z, — ai f(zs) =0, s € N. Wiemy, ze f(z) = > an(z —a)",
n=0
x € K(a,r) C £2. Oczywiscie, f(a) = ap = 0. Gdyby f # 0 w K(a,r), to dla pewnego p € N mieliby$my
o0 o0
f(z) =3 an(z—a)", z € K(a,r), przy czym a, # 0. Wynika stad, ze f(z) = (z —a)? > an(z —a)" P =
n=p n=p
(z—a)Ph(z)ih(a) = ap # 0. Funkcja h jako dana szeregiem potegowym musi by¢ ciagla w K (a, r). Poniewaz
zs # a, wnioskujemy, ze h(zs) = 0, s > 1 — sprzecznoé¢. Tak wiec f = 0w K (a,r).
Niech {29 := {29 € §2 : f = 0 w pewnym otoczeniu otwartym punktu zo }. Wiemy, ze {2y # &. Wprost
z definicji wynika, ze {2y jest otwarty. Pierwsza cze$¢ dowodu pokazuje, ze kazdy punkt skupienia zbioru (2

w {2 nalezy do (2. Znaczy to, ze {2 jest domkniety w {2. Poniewaz {2 jest spojny, musi by¢ 2y = (2. O
Twierdzenie 6.7.4. Niech (a,,), C E i zalézmy, ze promieri zbieznosci R szeregu potegowego Y, a,z" jest

n=0
dodatni. Niech

z) = i an(z—a)", z¢€ K(a,R).
n=0
Wtedy f € O(K(R), E).

Dowép. Ustalmy b € K (a, R). Niech 0 < r < R — |b — a| i niech z € K (b, 7). Policzmy formalnie:

Zanzfa Zan(szerfa :iani<> (2= b)*(b— a)™
= ;) (;an (’;) anlb—a)" =) (= = b)*.

Niech I := {(n,s) € N§, n > s} iniech cns = an(7)(z — b)*(b — a)"*, (n,s) € I. Aby powyiszy
rachunek formalny byl poprawny wystarczy (na podstawie twierdzenia o grupowaniu wyrazéw w rodzinach
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sumowalnych), aby rodzina (¢, s)(n,s)er byta sumowalna. Wiemy, ze wystarczy znalez¢ bijekcje o : Ng — 1

takg, ze ) [|co(r)l| < +o00. Jako o przyjmijmy nastepujace ustawienie zbioru I w cigg:
k=0

(€0,0,€1,0,€0,15 -+ €05 Cn1y -+ Crums - - - )-
Wtedy
> ol = 3 3l ()i s " = Dl 1l < 40
n=0 s=0 n=0
(korzystamy tu z tego, ze |b — a| + |z — b| < R). O

Whniosek 6.7.5. (a) Kazdy wielomian f : K — F jest funkcjg analityczng na K.

(b) exp,sin, cos, sinh, cosh € O(C).
Twierdzenie 6.7.6 (Twierdzenie o zlozeniu funkecji analitycznych). Niech 2, U C K bedg otwarte i niech f €
CY (02, E), p € C¥(U,K) bedq takie, ze o(U) C (2. Wtedy f o p € C¥(U, E).

Obserwacja 6.7.7. W przypadku K = R powyzsze twierdzenie zostanie pézniej udowodnione innymi metoda-
mi (Twierdzenie 6.9.4).

Dowéd Twierdzenia 6.7.6. Ustalmy ¢, € U i niech a := ¢(ty). Aby uprosci¢ zapis, Zauwaimy, iz dokonujqc

stosownych translacji, mozemy zalozy¢, ze tg = 0, a = 01 f(a) = 0 (Cwiczenig). Niech f(z Z anz",

n=1

z € K(r) C 02, oraz o(t) = 3. bptF, t € K(1) C U. Mozemy zatozy¢, ze > |bp||t|F < rdlat € K(7).

W szezegblnosc, 3 [lanl|( 3 [bx|[t]*)" < +o0, t € K(7).
n=1 k=1

Caly problem ;:olega na poprawnoéci nastepujacego rachunku formalnego dla t € K (7):

fle(1)) Z%(Zbk?‘k) i i( >ob ""bsn)tk Z(Zan > sl"'bsn)tk.

n=1 n=1 k=1 seNm: |s|=k n=1 seNm: |s|=k

Aby wykaza¢ poprawnoéc¢ tego grupowania wyrazéw wystarczy sprawdzié, ze rodzina

k
(anbsl bs"t )k,nEN, n<k, seN": |s|=k

jest sumowalna. Tak jest, bowiem (por. metoda dowodu Twierdzenia 6.7.4):

ok S o
SIS lanber b <D el (0 elitl) < oo O
n=1 k=1

k=1n=1seN": |s|=k

Whiosek 6.7.8. Niech f,g € C¥(2,K), M := g—1(0). Wtedy£ € C¥(2\ M,K). W szczegdlnosci:
o funkcje wymierne sq analityczne,

o funkcje tg, ctg, tgh sq holomorficzne.

Dowép. Korzystajac z analitycznos$ci funkeji z — % iz Twierdzenia 6.7.6, wnioskujemy, ze i € C¥(N\ M, K).
Teraz wystarczy juz tylko skorzystaé z analitycznosci iloczynu funkcji analitycznych. 0
Twierdzenie 6.7.9 (Twierdzenie o funkcji odwrotnej do funkcji analitycznej). Niech 2, U C K bedg otwarte
iniech f : 2 — U bedzie bijekcjq takg, ze f € C¥(§2). Przypusémy, ze dla pewnego a € (2 mamy f(z) =
o0

S an(z—a)", 2z € K(a,r) C £, przy czymay # 0. Niecha := g(to). Wtedy funkcja g := f~! jest analityczna

n=0 .
w otoczeniu tg.

Caty czas pamietajmy o bijekcji R > # —— 23 € R, dla ktérej odwzorowanie odwrotne nie jest analityczne.

Obserwacja 6.7.10. W przypadku K = R powyzsze twierdzenie zostanie pdzniej udowodnione innymi meto-
dami (Twierdzenie 6.9.5).
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Dowéd Twierdzenia 6.7.9. Bez szkody dla ogdlnosci, po stosownych translacjach, mozemy zatozy¢, ze a = 0 = ¢
(stad ag = 0). Zastepujac funkcje f funkcjg z — f (az—l) mozemy zalozy¢, ze a; = 1. Zmieniajac znak przy

oo o0
wspolezynnikach a,,, n > 2, mozemy zalozy¢, ze f(2) =z — . anz" =: Y. ¢p2™.
n=2 ),

Przypusémy, ze g(t) = > b,t", ¢t € K(7). Mamy f(g(t)) =t, € K(7). A stad:

n=1
oo oo oo k
t= ch(z >ob, b>tk = (Z Cnbs, b)tk
n=1 k=1seN": |s|=k k=1 n=1seN": |s|=k
k
czylib; = loraz > cnbs, -+ bs, = 0dla k > 2. Zapiszmy ostatnie rownanie w innej postaci:

n=1seN": |s|=k

k
bkzz Z anbsl.‘.bsh ::Pk(ag,...,ak7b1,...7bk,1), k:2737._.’

n=2seN": |s|=k

co daje rekurencyjny wzor na wspolczynniki by, k > 2. Zauwazmy, ze wspodlczynniki wielomianu Py sa natu-
ralne oraz, ze by, = Py(as,...,ak,b1,...,bk—1) = 0dlaa, >0,n > 2.

Umiemy wiec wyznaczy¢ formalnie wspoélczynniki szeregu funkcji g. Pozostaje sprawdzi¢, ze szereg ten jest
zbiezny w pewnym otoczeniu zera. Zastosujemy metode majoranty analitycznej.

Ustalmy C' > 1 takie, ze |a,| < C", n € N (por. Twierdzenie 6.5.2) i niech

F(z):=z— C"z" =z — , 2]l < 1/C.
ot 1-Cxz

Mamy F(0) = 0. Réwnanie F(z) = t, tzn. (C? + )22 — (1 + Ct)z + t = 0 ma dla malych |¢| jednoznaczne
rozwiazanie

(14 Ct) — /(1 +Ct)2 —4(C%2+C)

el = 2(C7 1 0)

takie, ze G(0) = 0. Przypu$émy na chwile, ze wiemy, ze G jest analityczna, G(t) = Bit + > B,t", |t| < T.
n=2

Powtarzajac poprzednie formalne rozumowanie, mamy B; = 1 oraz

k
Be=Y_ >  C"By By, =P(C....,C¥By,...,By_1), k=23, ..,

n=2seN": |s|=k

przy czym By, > 0 oraz |by| < By, k > 2. W konsekwencji, szereg z— > by.t* jest zbiezny dla |t| < 7. Wracamy
k=2

do problemu analitycznosci G. Zapiszmy

(1+Ct)(1— /12U
G- (1-y1- )

2(C2 + C)

Pamietajac o twierdzeniu o skladaniu funkcji analitycznych, wnioskujemy, ze problem lezy w pokazaniu, ze
funkcja u — /1 + u jest analityczna w otoczeniu u = 0. Przypadek K = R znamy (Przykiad 5.6.11(d)).

x 1 n/i L
Pokazemy, ze /1+u = Y (2)u" dlau € K(1). Istotnie, wiemy, ze lim 1/ ‘(2)| = 1 (Przyklad
n=0

n—+o0o n
o 1
2.4.3(c). W szczeg6lnosci, szereg potegowy > (2)u" jest zbiezny w kole K (1).
n=0
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noo1y, 1 1, jezelin <1 . .
Pozostaj kazaé, z 2 2 ) = ’ . Wynika to natychmiast z identycznosci Chu—
zostaje wykazaé, ze kzzjo (k)(nik) {07 eielin > 2 ynika y iast z identy Sci
Vandermonde’a (21)(22)
"l «
Z B (ath , «a,fe€C, neN. )
k)\n—k n
k=0
LS TR 1, jezelin<1
W naszym przypadku o = 3 = 1, a wiec ) (2 ) =(H)=<¢" .
ym przyp =3 € kz=:o (k)(n—k) (n) 0, jeselin>?2

W przypadku, gdy o, 8 € N powyzsza identycznoéé (*) jest elementarna (Cwiczenie). W przypadku ogél-

nym niech
W(a,B) == (Z%(Z‘) (ﬁk)) - (azﬂ), a,feC.

k=
Wiemy, ze W («, 3) = 0dlaa, 5 € N.Dla dowolnego o € N funkcja W («, -) jest wielomianem jednej zmiennej,
ktéry zeruje sie na N. W takim razie W («, 3) = 0 dla (o, ) € N x C. Dla dowolnego 8 € C funkcja W (-, )
jest wielomianem jednej zmiennej, ktéry zeruje sie na N. Stad W («, 3) = 0 dla («, 8) € C2. O

6.8. Rozniczkowanie szeregu wyraz po wyrazie

Twierdzenie 6.8.1 (Twierdzenie o rézniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie). Niech P C R bedzie przedziatem
ograniczonym nieredukujqcym si¢ do punktu, k € N i niech f,, € D*(P, E), n € N. Zalézmy, ze:
(o]
o szereg gr = Y, fy(Lk) Jjest zbiezny jednostajnie na P,

n=1
oo .
e istniejq punkty co, . ..,cx—1 € P takie, ze szereg f,gj)(cj) jest zbiezny, j =0,...,k — L.

n=1
Wl’edy:
SO L iy -
e szeregg; = ». [n’ jest zbiezny jednostajniena P,j =0,...,k—1,
n=1
e go€DFPE),
. g(()J) = g;, czyli ( Zlfn) - Zlf,(lJ),j =1,...,k
Dowop. Wystarczy skorzystac z Twierdzenia 5.7.1. O
Korzystajac z metody dowodu Twierdzenia 5.7.1 tatwo wykazaé (CWICZENIE) nastepujace
Twierdzenie 6.8.2 (Twierdzenie o rézniczkowaniu rodziny sumowalnej wyraz po wyrazie). Niech P C R bedzie
ograniczonym przedziatem nieredukujgcym si¢ do punktu, k € N i niech f; € D*(P, E), i € I. Zatozmy, ze:

e rodzina (fi(k))ie[ jest jednostajnie sumowalnana P i gy := Y fi(k),
i€l
e istniejq punkty co,...,cx—1 € P takie, ze rodzina (fi(J)(cj))i,E] jest sumowalna, 7 =0,...,k — 1.

e rodzina (fi(j))iej jest jednostajnie sumowalna na P, g; := > fi(j),j =0,...,k—1,
iel
L4 go‘e Dk(va): ) )
. g(gj)zgj,czyli(zlfi)J :§fi(7),j:1,...,k.
1€ 1€

6.9. Funkcje analityczne II

o0
Niech > a,2" bedzie szeregiem potegowym o wspodlczynnikach z przestrzeni Banacha F nad R i niech R
n=0
oznacza jego promien zbieznosci (zob. podrozdzial 6.5).

(o]
Twierdzenie 6.9.1. Zalozmy, ze R > 0 i niech f(x) := Y an2",z € (—R, R) =: P. Wtedy:

n=0

21) Chu Shih-chieh (1260-1320).

22) Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796).
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6.9. Funkcje analityczne II

n—

(a) dla dowolnego k € N, promieri zbieznosci szeregu » . k! (Z)anm
n==k

(b) f*)(x Z k'(")an “k zeP,
() f GCOO(P E)

@ ax = #M(0), k € No,
(e) dla dowolnego 0 < r < R istniejg C, p > 0 takie, ze

* jest rowny R,

103

1 c
= sup [FP @) < =, keNo.
k! e)<r ok
Dowép. (a) Szereg Z k'( )anx k powstaje przez k-krotne zrdzniczkowanie wyraz po wyrazie. Wystarczy

o0

wiec zbadac przypadek k& = 1, czyli szereg Z na,z" ! = Z (n+ 1)an12™. Mamy

limsup {/(n+ 1)||ant1]| = hmsup ( " (n+ )Han_HH)

n—oo

(n+1)/n

(b) Z (a) wynika, ze szereg Z k!(})anaz™ jest zbiezny lokalnie normalnie w P. Teraz wystarczy zasto-
n=k

sowac twierdzenie o rézniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie.
(c) i (d) wynika z (b).
(e) Zdefiniujmy
o0

1
t) = —— = t" t 1.
olt) = =31 il <

Na podstawie dotychczasowego dowodu wiemy, Ze:

k!
— (k) n—=k
(=0~ Zk'( i

Ustalmy 0 < 7 < s < Riniech M := sup{||la,||s™ : n € Ng}. Wobec (b), dla |x| < r mamy:

@) = | 2’“’(2) 1 < im(}j)M

1—Z

= k!

N s%k i k'(;) (2)17% N i{"’m(s) - js{ (1 fkg!)kﬂ

n==k
Whniosek 6.9.2. Niech 2 € topR.
(a) C¥(2,E) CC>®(2,E).
(b) fECY(,E) = [ €C¥(2,E).

Twierdzenie 6.9.3. Niech (2 € topR i niech f € C>° (12, E). Wtedy

1
feC(2,E) <= Vrcco Io>0 Fo>0 Vien, - T S sup [[F®) ()]

(s —r)k’

<<
oF

Dowo6p. (<=): Niech a € 2 iniech [a — r,a + r] C (2. Niech C i p beda takie, jak w warunku dla K :=
[@ — r,a + 7). Bez trudu widzimy, ze promien zbieznosci szeregu Taylora T, f musi by¢ co najmniej o. Dalej,

korzystajac ze wzoru Taylora dla D"*!, dla |z — a| < min{r, o} mamy:

k
@)= 32 S5 @)@ = 0| = IRa(S 00 0)]
n=0

< SUP|¢—a|<r ||f(k+1) (5) H
= (k+1)!
(=): Rozumujemy lokalnie. Wystarczy wykorzysta¢ Twierdzenie 6.9.1(e).

o -ttt <o

|z —af

Y

k+1
) — 0.
k—+o0

g
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Twierdzenie 6.9.3 pozwala w przypadku K = R w latwy sposéb udowodni¢ twierdzenia o sktadaniu i
odwracaniu odwzorowan analitycznych (zob. Twierdzenia 6.7.6 i 6.7.9).

Twierdzenie 6.9.4 (Twierdzenie o skladaniu funkcji analitycznych dla K = R). Niech P, Q C R bedg przedzia-
tami otwartymi. Jezeli f € C¥(P, E), p € C*(Q,R) oraz ¢(Q) C P, to f o p € C¥(Q).
Dowoép. Oczywiscie f o p € C°(Q, F). Niech K CC Q. Poniewaz, ¢ i f sg analityczne, zatem na podstawie
Twierdzenia 6.9.3 istniejg stale C' > 1,0 < p < 1 takie, ze

1 C 1 C

QIGIES -l () <—, keN
su , su = € No.
Rple Ol g s IFO@IS ke No

Teraz skorzystamy z Twierdzenia 5.6.12

1 A 1 /(t) ay (k)(t) ak
L *) (4[| = (1t +ak) @ e
g e ol = | 32 e e (50) - (F)

oy,
(a1 + -+ ag)! C O\ O o
g Z a1! . ak' Qa1+"'+0‘k; (5) e (gik)
OLEHA :
a4+ O\ ar+-+ay, C Ok o/
= k ZI'—ﬁC)( ) <72/€ 1(7> _ Qz/k’
S ectl e & o) T

gdzie ostatnia nierownos$¢ wynika z nastepujacego wzoru:

Z (a1—|—~-~+04k)!:2k—1
l... | :
aclly (5] (677

Dla dowodu tego wzoru, niech

1 1o, N
f(l’):zz_le_ @-1) Zx—l Z ,f( W@z -1, |z-1]<1,
n=0 n=0 "
p(t) i = — = Zt” = Z oM (0)t", |t < 1.
n=0 n= 0
Wtedy
1 =1
f(go(t)):Qiizi—ZQt —tz (2t)" _1+Z2" =" |(fo<p)(")(0)t", It < 1.
1—-t n=0 n=1 n=0

Teraz, korzystajac ze wzoru na pochodna zlozenia, dostajemy

' o (k) o
= L o) = ¥ e (SR (P

aclIly k:

-yt g
Oél!'

.. |
aclIly Ak
Twierdzenie 6.9.5 (Twierdzenie o funkcji odwrotnej do funkcji analitycznej dla K = R). Niech U,V C R bedg
przedzialami otwartymi i niech f : U — V bedzie bijekcjg klasy C¥ (U). Wtedy jezeli f'(a) # 0 dla pewnego
a € U, to funkcja g := f1 jest klasy C* w pewnym otoczeniu punktu b := f(a).

Dowop. (**) Mozemy zalozyé¢, ze f'(x) # 0 dla x € U. Skorzystamy z Twierdzenia 6.9.3. Ustalmy K CC V.
Wiemy, ze g € C*° (V') (Twierdzenie 5.5.5). Na podstawie Obserwacji 6.7.2(d) oraz Twierdzenia 6.7.6 wnioskuje-
my, ze h := % € C¥(U). Istniejg wiec state C, p > 0 takie, ze

1 C
—sup [R(g(y)| < =, s €No. (1)
S yeK 0

(23) Zob. S. G. Krantz, H. R. Parks, A primer of real analytic functions, Birkhduser, 2002.
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Teraz udowodnimy indukcyjnie, ze

1 c
s g™ (y)| < Qk—fl k € No. (*)
gdzie
1 Ll _pyo (ka1
C, == (20)’“(71)’“*1@) — oy (-1 22D k,(Z o,

Zauwazmy, ze i lirf {/C), = 2C (CwiczeniE), a wigc () zakoniczy dowod.

Poniewaz, ¢’ = h o g, przypadek k = 1 wynika natychmiast z (1) (z s = 0). Teraz k ~ k + 1. Korzystamy
z Twierdzenia 5.6.12:

1 ,
T Sg}g\g“““)(y)\ =G sg}gl(hog)(")(y)l
ty ty

plotton) g ) (£

1 1
supl _—
k+1y€K ;}call"'ak!

Lyl oGy <CK>”‘
kE+1 o) ay! o1t ton - k—1

a€lly o'

-G % s eerc () eerc ()
E+1 (_1)\k vt an (o a)! /AN 1\ @k

:ch)k 2Ekf1)a§k( : al!.(..o;r! - wl(i) (li)

2L e, ) -5

gdzie (*) wynika ze wzoru

Z (_1)m+..<+a"(a1+..-+Oék)! % 1.“ % 'k:2(k+1) % .

aclly

Powyzszy wzér udowodnimy korzystajac ponownie z Twierdzenia 5.6.12 dla funkeji

flz): = T2 :Zx” :ZfT()w”, z € (—1,1),
n=0 n=0 ’

oy =1-vi=mi=-3 ()2 =3 2O ve b ()

n=1

Niech h := f o ¢. Mamy

n(D) = fe(0) = ——g: = #0)
a stad
—(k+1)! (k J%r 1) (—2)k+1 = k+1) () = L) (0)
= a; ﬁf(aﬁr +ak)(0) (‘Pll(!o))al (@(’:!(0) )ak
u e O () () e
=(=2Fk! Y (*1)“1+“'::'(%:!-~-+ak-)! @)0‘ (@a .

(24) korzystamy tu z rozwinigcia (1 +)* = » ™ ( )t" te(— 2, 2) a € R (Przyklad 5.6.11(d)).
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Whiosek 6.9.6. log, € C“(Rx) (@ > 0,a # 1), arcsin € C¥((—1, 1)), arccos € C¥((—1,1)), arctg € C¥(R),
arcctg € C¥(R).
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6.10. Szereg Taylora

Definicja 6.10.1. Niech P C R bedzie przedzialem otwartym, a € P.Niech E bedzie przestrzenig Banacha nad

Riniech f € (| D*(P, E;a). Wtedy definiujemy szereg Taylora funkcji f w punkcie a jako szereg potegowy
neN

postaci

=Y @) - o)

n=0

Obserwacja 6.10.2. (a) (Cwiczenie*) Istnieje funkcja f : (—1,1) — R taka, ze:
e dla dowolnego n € N istnieje otwarte otoczenie zera U, takie, ze f|y, € C*(U,),
e nie istnieje otwarte otoczenie zera U takie, ze f|y € C*°(U).
(b) Promien zbieznosci szeregu Taylora nie musi by¢ dodatni (zob. Twierdzenie Borela (25) 6.10.3), ani tez,
jezeli jest dodatni, to wcale nie musi zachodzi¢ réwnos¢ T, f = f w jakim$ otoczeniu punktu a.
Klasyczny przyklad to: f(x) := 0dlaxz < 01 f(x) := exp(—1/x) dlaz > 0, a := 0. Wtedy f € C*(R)
iTof = 0 (por. Obserwacja 5.5.2(g)).
(c) Jezeli f(z Z anz™, || < R, jak w Twierdzeniu 6.9.1,to Tp f (z) = > anaz™. W szczegodlnosci, jezeli

n=0
fecv(2,E) (.Q € top R) to dla dowolnego punktu a € 2 mamy T, f(z) = f(z) dla x z pewnego otoczenia

punktu a.
Twierdzenie 6.10.3 (Borel). Dla dowolnego ciggu (a,)>, C E istnieje funkcja f € C® (R, E) taka, zeTy f(x) =

o0
S apa®, czyli 5 fM(0) = a,, n € No.
n=0

Dowép. Zasadniczym etapem dowodu bedzie pokazanie, ze dla dowolnego N € Ny istnieje funkcja gy €
C>®(R, E) taka, ze gy = 0 w pewnym otoczeniu zera oraz
al 1
Z%ilelﬁ lan 412" = gn) ™ (@)]] < o (1)
n=

Przypusémy, ze (1) zachodzi. Wtedy definiujemy

f(@):=a0+ Z (an 12Nt —gn(z), z€ER.
N=0

o0
Warunek (1) gwarantuje, ze dla dowolnego k € Nszereg > (an12™V ! — gn)*) jest normalnie zbiezny w R.
N=k
Stad, wobec Twierdzenia 6.8.1, funkcja f jest poprawnie zdefiniowana, f € C*°(R, E) oraz

o0 [e o]
FM(0) = (ang12¥ Tt — gn)™(0) = (ans12¥H™(0) = nla,, neN,
N=0 N=0

co zakonczy dowdd.

Przystepujemy do realizacji (T). Niech ¢ € C*(R,[0,1]), ¢(x) = 0dla |z| < 1/2, p(x) = 1dla |z| > 1
Niech C,, := sup{|¢(™(z)| : x € R}, n € Ny. Zauwazmy, ze Cy = 1 oraz C,, < +00, n € N. Potézmy
he(z) :== gp(f)mNH, r€R, €>0.
€

Wtedy dla 0 < € < 1 mamy
N N

> supl =) M) = 3 sup (4 (1-(2)))

n—0 *€R n—o lzI<e

(**) Emile Borel (1871-1956).
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(o)
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7'L:O‘QC‘<E s=0
N n—1
N+1 N+1
e e D N G S e
nzomgg =0 S S 3 n 3
< i nil n N+1 gl N+1-s s=ncy + N+1 n! N+1—n
X s s € € n—s n €
n=0 s=0
N n N n
. n\ /N +1 n\ /N +1
ey (3 (M) (N s <=3 (D (1) (V) sen) = ceomsin)
n=0 s=0 n=0 s=0

Teraz jako gy wystarczy wzial an1he ze stosownie matym €. O






ROZDZIAL 7

Calka

7.1. Calka Riemanna

Ustalamy przedzial P := [a,b] C R, a < b. Niech |P|:=b—a.

Definicja 7.1.1. Podziatem przedzialu P nazywamy dowolny cigg punktéw 7 = (g, . .., Tm, ), gdzie a = xg <
Ty < < Ty, = b(m € N). Srednicq podziatu m = (zo, . . ., T, ) nazywamy liczbe diam 7 := max{z; —z;_1 :
j=1,....,m}

Ciag (7)., podzialéw przedziatu P nazywamy normalnym, jezeli diam m, — 0.

Niech 7 = (%o, ..., Zm), ©" = (20, ..., z,) beda podzialami P. Powiemy, ze 7’ jest wpisany w m lub tez, ze
7’ jest zageszczeniem m, jezeli {xo, ..., xm} C {x(, ..., 2, }. W tej sytuacji piszemy 7’ < 7.

Obserwacja 7.1.2. (a) Relacja < jest przechodnia.
(b) Dla dowolnych podzialow 71, 7 przedziatu P istnieje podziat 7 taki, ze 7 < 7, 7 = 1, 2; 7 jest wspolnym
zageszczeniem podziatow my i mo.

Definicja 7.1.3. Niech f : P — R bedzie dowolna funkcja ograniczong. Dla dowolnego przedzialu @) :=
[p, ] C P zdefiniujmy m(f, Q) :=inf f(Q), M(f,Q) := sup f(Q).

Dla dowolnego podziatu 7 = (zy, ..., z,,) przedzialu P potézmy:
}jmﬁxjh%m —zi0), U(fim) =Y M(f, [z, a)) (2 — 25-0).
j=1

Czasami, dla uproszczenia zapisu, bedziemy pisa¢ m;(f) = m(f, [xj—1,z;]), M;(f) = M(f,[z;-1,z;])
Azj:=uz; —xj_1,j = 1,...,m. Liczbe L(f, ) nazywamy sumgq aproksymacyjnq dolnq dla funkcji f przy po-
dziale w. Analogicznie, U ( f, 7) nazywamy sumgq aproksymacyjng gérng. Sumy te nazywamy o sumami Darboux.
Zauwazmy, ze m(f, P)(b—a) < L(f,7) < U(f,7) < M(f, P)(b— a). Niech

/ /f—mwﬁ / /f inf U (f, ).

gdzie supremum i infimum bierzemy po wszystkich podziatach P. Liczbe [, ,, f nazywamy catkq dolng z funkcji
f. Analogicznie, liczbe j; nazywamy catkq gorng. Powiemy, ze funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna na
przedziale P (f € R(P,R) = R(P)), jezeli [, f = [}, f. Wtedy wspolna wartos¢ tych calek oznaczamy przez
Ip f(= f; ) i nazywamy calkq Riemanna z funkcji f po przedziale P.

Dla funkcji ograniczonych f = u + iv : P — C méwimy, ze f jest catkowalna w sensie Riemanna
(f € R(P,C)), jezeli u, v € R(P). Wtedy przyjmujemy [, f = ff f=fpu+ifpv.

Obserwacja 7.1.4. Zauwazmy, ze M (f,Q) — m(f,Q) = sup (f(z') — f(z")) = sup |f (") — f(z")].
z!x"eqQ /" eqQ
W szczegblnosci,
m

U(f,m) — L(fm) =Y ( sup  |f(&) — f(ac”)\)ij.
j=1 a/ x' €lxj_1,x ]
Przyklad 7.1.5. (a) Kazda funkcja stata ¢ € C jest catkowalna w sensie Riemanna i [, ¢ = ¢|P|.
(b) Niech f := xpno,p (1) bedzie funkcja Dirichleta. Wtedy L(f, 7) = O oraz U(f, ) = | P| dla dowolnego
podziatu 7. Tak wiec [, f = Ooraz [, f = |P|, czyli f ¢ R(P).
Obserwacja 7.1.6 (Wlasnosci calki Riemanna I). Niech f,g : P — R, ¢,¢ : P — C beda ograniczone
i niech 7, 7y, w3 beda podzialami przedziatu P.

(1) Przypomnijmy, ze x 4, p oznacza funkcje charakterystyczna zbioru A C P.

109
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(a) Dladowolnego ¢ € Rmamy L(f+e¢,7) = L(f,7)+c|P|,U(f+c, ) = U(f, 7)+c|P|. W konsekwencji,

/*P(f-&-c): (/*Pf)+c|P|, /}j(f%—c):(/;f)+c|p|.

W szczeg6lnoscei, dla dowolnego ¢ € C,
p € R(P,C) < ¢+ cecR(P,C) oraz /(cp—l—c) :/ go—l—/ c
P P P

(b) Jezeli f < g,to L(f,m) < L(g, ), U(f,m) <U(g,m).Stad [, f < [, pgi f;f < f; g. Jezeli ponadto
fr9 € R(P),to [, f < [p g (monotonicznosé catki).

(c) L(ff7 7r) = —U(f, 7). W szczegdlnosci,

hd f - fp

. c,oE.’R(P(C){: —p € R(P,C) oraz [,(—¢) = — [p ¢

e 9eR(P,C) < peR(P,C)oraz [, 7= fpgp

(d) Jezelimy < mo, to L(f,m1) = L(f, m2), U(f,m1) < U(f,m2). W szczegblnosci,

e L(f,m)<U(f,m2)dladowolnych 7, my (wystarczy wykorzysta¢ poprzednie nieréwnosci dla 7 i 7,
gdzie 7 jest wspOlnym zageszczeniem podzialow 7 i 7o),

J*P f < fP f

Istotnie, niech mo = (o, ..., Zy). Wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy m1 = (2o, ..., Zk—1, T}, Thye--»

T ). Wtedy

k— m
L(f,m2) =Z HAz; + mi(f) Az + Y my(f)Aa,

j=k+1
k—1 m
<Y omi(H) Az +m(f, [pr-1, 24]) (@) —zx—1) +mlf, [oh, we]) (@ —23) + > m(f)Ax; = L(f,m).
j=1 j=k+1

Analogicznie postepujemy dla sum gdérnych.
(e) f € R(P) < VYes0 3 : U(f,m) — L(f,m) < €. Istotnie, jezeli f € R(P), to dlae > 0 niech my, 72
beda podziatami takimi, ze
U(f z
3 € <L

Teraz wystarczy jako m wziaé wspdlne zageszczenie 7y i mo 1 skorzystaé z (d).
Jezeli spelniony jest warunek po prawej stronie, to ustalmy € > 0 i niech 7 bedzie podzialem takim jak

w warunku. Wtedy
[i-] i< L(fm) <

co, wobec dowolnosci €, daje caltkowalnosé¢.
(f) Dla kazdego normalnego ciggu podzialéw (74)52 ; mamy:

wk—>/f U(s 7rk—>/f

Ograniczymy sie do sum goérnych. Mozna zalozyc ze f = 0 (zastepujac f przez f + ¢). Wezmy € > 0 i niech
7 = (xf,...,,,) bedzie podziatem takim, ze U(f,7) — [, f < &.Niech m = (Tp.0, ..., Ti,m, ), k > 1. Wtedy

U(fymi) = > M(f, w1, ok 5]) (Th; — Trj-1)

JE{L,...omi}: Jicqa, .. my:
[er-1,2k,5]Clei_1,2])]

+ > M(f, [zkj-1, 2k 5])(@hy — Trj—1) S U(f,m) + M(f, P)ng, gdzie
JE{Ll,...omi}: Vien }
[k, j—1.2,5]Z[ 1,%5)
N 1= Z (xk,; — Tr,j—1) < mdiam 7y, k:w 0.

JE{L,...omi}: Jicqa,. . m—13}:
TLE€(Th,j— 1,2k, 5)
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Ostatecznie
/ f<Uminf U(f, 7)) < limsup U(f, m) < / f+e,
P k—+o0 k—+oo P

co, wobec dowolnosci € > 0, koniczy dowdd.

Definicja 7.1.7. Niech 7 = (o, ..., %) bedzie podzialem P iniech { = (&1,...,&m), & € [zj—1,25), 7 =
1,...,m.Dla dowolnej funkcji ¢ : P — C sume
M(p,m,8) =Y o(&)Ax;
j=1
nazywamy sumgq aproksymacyjnq posredniq dla funkcji @ przy podziale m i punktach posrednich £. Czasami mé-
wimy o sumie Cauchy’ego—Riemanna.

Obserwacja 7.1.8. (@) M(ap+ B, m,8) =aM(p, 7, &)+ BM (W, 7,€), o, 3 € C.

(b) [M(p,m,&)| < M(lg,m,&).
(c) Dla funkgcji ograniczonej f : P — R mamy: L(f,7) < M(f,n,&) < U(f,n).

Twierdzenie 7.1.9. Dla funkcji ograniczonej p = u + iv : P — C nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) ¢ € R(P,C);
(ii) istnieje ¢ € C takie, ze dla dowolnego normalnego ciggu podziatow (7)., oraz dla dowolnego wyboru
punktéw posrednich (€,)72, (tzn. &, jest zbiorem punktéw posrednich dla wy, ) mamy M (@, Ty, &) — ¢
réwnowaznie: dla dowolnego normalnego ciggu podziatéow (my,)72 | oraz dla dowolnego wyboru punktéw po-
Srednich (&,)72 , istnieje ¢ € C takie, ze M (o, Ty, &) — ¢
(iii) istnieje c € C takie, ze dla dowolnegoe > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla dowolnego podziatu 7 o Srednicy < §
oraz dla dowolnego wyboru punktéw posrednich & mamy | M (p,m, &) — c| < &;
(iv) istnieje c € C oraz normalny cigg podziatow (7)., takie, ze dla dowolnego wyboru punktéw posrednich
(&C)Zozl’ mamyM(Spvﬂ'kv gk) —C
réwnowaznie: istnieje normalny ciqg podziatow (my, )72, takie, ze dla dowolnego wyboru punktéw posrednich
(€r)72y, istnieje ¢ € C takie, ze M (p, m, &) — c.

Dowép. (i) = (ii) wynika z Obserwacji 7.1.8(c) i 7.1.6(f): M (¢, 7k, &) = M (u, 7k, &) + iM (v, 7k, &) —
Jputifpv=[pe. i

Roéwnowazno$¢ (ii) <> (iii) jest elementarna (CWICZENIE).

Implikacja (ii) = (iv) jest trywialna.

Dla dowodu implikacji (iv) = (i) wystarczy zauwazy¢, ze istnieja ciagi punktow posrednich ()32,
(&)52., takie, ze

M(uvﬂkvgl;)_L(u77Tk)<%7 U(u77rk)_M(u77Tk7§I,c,)<%7 k=1

Wtedy, na podstawie Obserwacji 7.1.6(f),

pk

u, M(u,m,f;’):Re(M(mk,sz:))%Rec:/ ",

M(uvﬂ-kagllc) = Re(M(Sovﬂ-kafllc)) — Rec = /
P

*P

azatem [ ,u = f; u, czyli u € R(P). Podobnie rozumujemy dla v. O

Obserwacja 7.1.10. Sumy aproksymacyjne posrednie mozna zdefiniowa¢ dla dowolnego odwzorowania ¢ :
P — E, gdzie E jest przestrzenig Banacha. Pozwala to przenie$¢ pojecie catki Riemanna: odwzorowanie
¢ : P — F nazywamy calkowalnym w sensie Riemanna (p € R(P, E)), jezeli istnieje ¢ € FE takie, ze
dla dowolnego normalnego ciagu podziatéw (73)52; oraz dla dowolnego wyboru punktéw posrednich ma-
my M (p, 7k, &k) — c. Element ¢ nazywamy wtedy calkq Riemanna odwzorowania ¢ po P i oznaczamy fP ®.
Twierdzenie 7.1.9 gwarantuje zgodno$¢ definicji dla E = C.

Pojawia sie tu pewna subtelno$¢: nowa definicja calki obejmuje formalnie funkcje nieograniczone, a Twier-
dzenie 7.1.9 dotyczy tylko funkecji ograniczonych. Dla usunigcia tego problemu wystarczy zauwazy¢, ze jezeli
funkcja ¢ : P — E jest catkowalna w nowym sensie, to musi by¢ ograniczona. Istotnie, przypusémy, ze
supp ||¢|| = +oo iniech P 3 a,, — ag € P bedzie ciagiem takim, ze ||¢(a, )| — +00. Wezmy normalny
cigg podziatow (7)1, Tk = (k.0 - - -, Tk m, )» taki, ze ag € (Tk,s,—1, Tk, s, )- Ustalmy k. Wybierzmy w sposéb
dowolny punkty posrednie & ; j # si. Poniewaz SUD(1y . k) ll¢ll = +o0, to zawsze znajdziemy punkt
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sy, taki, ze | M (o, Tk, &k)|| = k. Mamy wiee || M (¢, 7k, &k)|| — ~+00, czyli ¢ nie moze by¢ calkowalna
W nowym sensie.

Cwiczenie* 7.1.11. Prosze na biezaco sprawdzaé, ktére z poznawanych whasnosci funkeji klasy R(P, C) prze-
nosza sie na R(P, E).

Obserwacja 7.1.12 (Wtasnosci catki Riemanna II). (a) Niech f : P — R bedzie funkcja monotoniczna.
Wtedy f € R(P).
Istotnie, mozemy zalozy¢, ze f jest rosnaca. Wtedy f(a) < f(z) < f(b), z € P, azatem f jest ograniczona

Ustalmy ¢ > 0. Dla dowolnego n € N zdefiniujmy podziat 7,, = (Zn,0,-..,%nn), Tnj = a + (b — a),
7 =0,1,...,n. Mamy
- b—a b—a
U(fomn) = L(fmn) = D (F(ng) = f(n o) —— = () = (@) —— — 0

j=1
i korzystamy z Obserwacji 7.1.6(e).
(b) R(P,K) jest K-przestrzenig wektorowa, a operator R(P,K) 5 ¢ — [, ¢ € K jest K-liniowy.
(c) Jezelitp € R(P,C), ¢ : P — C jest ograniczona oraz |p(z’) — ¢(z")| < |[¢(2’) — ¢(2”)|, 2/, 2" € P,
to ¢ € R(P, C). Istotnie, korzystajac z Obserwacji 7.1.4 mamy

U(Rep,m) — L(Rep,m Z sup |Re (') — Re p(a")]) Az,
j=1 z'x' €z i— 1)17]

<Y (0 swp () = p(a")]) Az < Z ( sup [o(af) —¢(a")]) Ax;

i=1 /' €z —1,x5] x’ ! €[z 1,1 ]

< (U(R‘ewa ﬂ—) - L(Re 1/% ﬂ—)) + (U(Imwa ﬂ—) - L(Im¢> ﬂ-)) :
Teraz mozemy skorzysta¢ z Obserwacji 7.1.6(e). Podobnie postepujemy dla Im .
(d) Jezelip € R(P,C), to || € R(P) oraz | [, o] < [, |¢.
Istotnie, calkowalno$¢ |¢| wynika z (c), za$ nieréwno$¢ z Obserwacji 7.1.8(b) (i Twierdzenia 7.1.9).
(e) Jezeli @, 1p € R(P,C), to pyp € R(P,C).
Istotnie, niech ||, |¢| < C. Wtedy:

lo(@)ip(a) — (a") v (a")] < C(lp(a") = o(@”)| + [ (z") = (")), 2’2" € P.
Teraz mozemy uzy¢ rozumowania takiego, jak w (c).
(f) Operator R(P,K) x R(P,K) 5 (¢,%) — [, ¢t € K jest semi-iloczynem skalarnym. W konsekwencji
(zob. Twierdzenie 4.10.2), zachodzi nieréwno$¢é Schwarza dla catek Riemanna:

’/Psoﬂ < WW ¢, € R(P,C).

[l

(g) Funkcja R(P,C) 5 ¢ —

(h) C(P,C) C R(P,C).

Istotnie, mozemy zatozy¢, ze ¢ : P — R. Dla € > 0, wobec jednostajnej ciagtosci funkcji ¢ na P, istnieje
0 > 0 takie, ze |p(2’) — p(a”)] < e oile |2’ — 2”| < 4. Niech 7 bedzie podzialem P o $rednicy < §. Wtedy
U(‘Pvﬂ—) - L(SD’ ) < 5|P|

(i) Jezeli0O < f € C(P)i [, f=0,to f =0.

(j) || = jest norma na przestrzeni C(P, C).

(k) Niech a < ¢ < b. Wtedy ¢ € R([a,b],C) <= ¢|[4,q € R([a,c],C), ©|cp € R([c,b],C). Ponadto,

b c b
Le=fe=]+
a a c

Istotnie, jezeli (o, € R([a,c],C), @lry € R([c,b],C), to niech (m},)3Z, (odp. (7})7,) bedzie nor-

malnym ciggiem podzialow [a, c] (odp. [c, b]) takim, ze przy dowolnym wyborze punktéw posrednich (&},)72
1"

(odp. (£})721) mamy M (o, 7}, &) —>j @ (odp. M (p,}, L) —>f . Zestawiajac podziaty 7 i}, k € N,
dostajemy normalny ciag podziatéw (my)7° | przedziatu [a, b] taki, ze dla dowolnego wyboru punktéw posred-

nich ()¢, mamy: M (@, g, &) — f: o+ ff . Oznacza to, ze p € R([a,b], C) oraz ff p= fac o+ ff ®.

Jp l@]? jest seminorma (Twierdzenie 4.10.3).
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Dla dowodu implikacji przeciwnej, wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy ¢ = f € R([a, b]). Dlae > 0 niech
7 bedzie podzialem [a, b] takim, ze U(f, ) — L(f, ) < e. Zauwazmy, ze zawsze mozemy zalozy¢, ze ¢ € .
Istotnie, jezeli 7 jest podzialem powstalym przed dolozenie ¢, to na podstawie Obserwacji 7.1.6(d), U(f,7) —
L(fv %) < U(f,ﬂ') - L(fvﬂ—)

Jezeli ¢ € m, to w rozpada sie na podzial 7’ przedzialu [a, ¢] i podzial [7”'] przedziatu [¢, b]. Stade > U(f, 7)—
L(f,m) = (U(f,7") = L(f, 7)) + (U(f,7") — L(f,7")), co dowodzi catkowalnosci ¢ na obu przedzialach.

() Przestrzen C(P,C), || ||z) nie jest zupelna.

Istotnie, niech f,, : [0,1] — [0, 1],

0, jezeli0 <z < 1 -1
fn(z) = 5(z — % + %), jezeli % — % <z < % —l—% , f=xae-
1, jezeli 1 +1 <z <1

Oczywiscie (f,)52; C C(P). Latwo sprawdzié, ze || f, — fllr — 0 (CwiczeNig). W szczegblnoscei, (f,,)5%
jest ciggiem Cauchy’ego w (C(P,C), || ||r)- Przypusémy, ze || f, — gllrx — 0 dla pewnej funkcji g € C(P,C).
Wtedy [, |f —g|*> =0.Stad g = 0 na [0, %) ig=1na (%, 1]; sprzecznosé.

(m) Jezeli ¢ € R(P,C), to dla dowolnego [p, q] C P mamy ¢l, o € R([p,q],C).

(n) (Twierdzenie o warto$ci $redniej.) Dla dowolnej funkcji f € C(P) istnieje £ € P taki, ze

1
f(£)=ﬁ/Pf-

Istotnie, min f(P) < ﬁ Jp f < max f(P) i teraz wystarczy skorzysta¢ z zasady Darboux.
(0) Jezeli R(P,C) 5 ¢, — ¢ jednostajnie na P, to ¢ € R(P,C) i [, ¢n — [p¢.
Istotnie, mozemy zatozy¢, ze p,, = f,, : P — R,n € N, oraz ¢ = f : P — R. Ustalmy £ > 0 i niech ng
bedzie takie, ze
[f(@) = F@)] S €+ [ fuo (@) = fro(&")],  2',2" € P.
Niech 7 bedzie podzialem P takim, ze U(fn,, ) — L(fny, ) < €. Wtedy U(f,7) — L(f,7) < e(b—a) +e.
Wynika stad calkowalnos$¢ funkeji f. Zbieznos$c¢ catek wynika bezposrednio z nieréwnosci

’/ son—/ w’ </ lon — @] < |P|(sup lon — ).
P P P P

o0
(p) Niech p, € R(P,C), n € Ny. Zalézmy, ze szereg funkcyjny > ¢y, jest zbiezny jednostajnie. Wtedy
n=0

suma szeregu funkcyjnego > ¢, jest funkcjg catkowalng oraz

n=0
/Pnz:o‘)on_nz:o/P@w

(g) Niech Q N [0,1] = {q1,42,...} iniech f, := X{q, g 1.0, [ = Xono,1],[0,1] (funkcja Dirichleta).
Wtedy [ fn =0, f,, — f punktowo, ale f ¢ R([0,1]).
(r) Niech f,, : [0,1] — R,

n’x, jezeliz € [0, 1)
fa(x) := ¢ —n?x+2n, jezelixz € [%, %) , n=2.
0, jezeliz € [2,1]

Wtedy f,, € C([0,1]), f, — 0 punktowo, ale fol fn=1, fol f=0.

Definicja 7.1.13. Mowimy, ze zbiér A C R ma miare Jordana zero (|A| = 0), jezeli dla dowolnego € > 0 istnieje
m m

skoriczona rodzina przedzialow P; = [a;,b;], 7 =1,...,m,takaze AC |J P;i ) (b; —a;) <e.
j=1 = j=1
Obserwacja 7.1.14. (a) Zawsze mozemy zalozy¢, ze P, ..., P, sa parami rozlaczne.

(b) Jezeli |A| = 0, to A jest ograniczony.
(c) Jezeli A jest skoniczony, to |A| = 0.
(d) Jezeli|[A|]=0iB C A, to |B| =0.
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(e) Jezeli |Ay|=---=|Ap| =0,t0 |[A;U---UA,,|=0.
(f) JezeliR > a,, — ag € R, to zbidr {a, : n € Ny} ma miare Jordana zero.
() Jezeli |A| =0,to |A| = 0.
Przyktad 7.1.15. Zbiér Cantora C' C [0, 1] ma mlart; Jordana zero (zob. Przyklad 3.2.4).

114

Istotnie, wiemy, ze C' = ﬂ Cy, gdzie C,, = U Cy j, gdzie Cp, j, 7 =1,...,2", sa przedziatami domknie-
n=0

tymi, parami roztacznymi, kazdy o dlugosc1 . Oznacza to, ze suma dlugosci przedzialéw wchodzacych w sktad
Ch, jest rtéwna (2)".

Obserwacja 7.1.16 (Wtasnosci catki Riemanna III). (a) Niech ¢ : P — C bedzie ograniczona i niech
Np(yp) :={a € P : ¢ nie jest ciggla w punkcie a}

ma miare Jordana zero. Wtedy ¢ € R(P,C).

Istotnie, mozemy zalozy¢, ze f = ¢ : P — R. Niech |f| < C i ustalmy ¢ > O i niech [a;,b;], j =
C

C
m
1,...,m, beda przedzialami parami rozlacznymi takimi, ze Np(f) U (aj,b;) oraz Z (b; — a;) < e. Niech

K =P\ U (aj,bj). Zbior K jest zwarty i f jest ciagla na K. Zatem jest jednostajnie ciagla. Niech 6 > 0 bedzie

takie, ze |f( N —f(@")] <edlaz’,2” € K, |2’ — 2| < 0. Rozwazmy podzial m = (o, ..., z,) przedzialu P
taki, ze diam 7 < 0 oraz {ay, b1, ..., am, b} N P C {xg,...,2,}. Wtedy

Uf,m) = L(fm) = Y (M(f) —m;(F)Az;+ > (M;(f) —m;(f))Ax;

je{1,...,r}: je{1,...,r}:
[zj—1,2;]CK (zj—1,2)CP\K

< Y edni+ > 20Az; <e(|P|+20).
je{1,...,r}: je{1,...,r}:
[zj—1,2;]CK (zj-1,2;)CP\K

(b) Niech ¢,1 : P — C beda ograniczone. Jezeli zbior Dp(p, ) := {a € P : p(a) # 1(a)} ma miare
Jordana zero, to ¢ € R(P) <= 1) € R(P). Ponadto, [, = [, ¥
Istotnie, mozemy zalozy¢, ze f = ¢, g =1 : P — R. Przypuscmy, ze|fl,|g] < Corazg € R(P ) Ustalmy

€ > 0iniech [aj,b;], j = 1,...,m, beda przedziatami parami rozlacznymi takimi, ze Dp(f,g) C U (a;,b;)
j=1

m

oraz Z (bj — a;) < e.Niech K := P\ J (a;,b;). Rozwazmy podzial m = (zo, ..., ,) przedzialu P taki, ze
j=1

{al,bh.. am7b ,}ﬂPC{xo,...,mr}.Wtedy

Uf,m) = L(f,m) = > (M(f) =mi(f)Az;+ > (M;(f) —m;(f))Ax;

je{1,...,r}: JE{1,...,r}:
[zj_1,z;]CK (zj—1,2;)CP\K

< U(g7ﬂ') - L(gvﬂ-) + 2057
skad latwo wynika, ze f € R(P). Ponadto,

’/ /g’ > /1 Q]If—g|<2C€,

je{1,...,r}:
[zj_1,2;]CP\K

co dowodzi réwnoéci obu calek.

(c) Relacja ¢ ~ 9 : <= Dp(yp,1) ma miare Jordana zero, jest relacja rownowaznosciowa w R(P, C);
catka Riemanna jest dobrze okreélonym operatorem liniowym R(P,C)/~ — C.

(d) Jezeli 0 < f € R(P)i [, f =0, tozbiér Zy := {x € P : f(x) > 0} jest przeliczalng sumg zbiorow
miary Jordana zero.

Wystarczy pokaza¢, ze dla dowolnego ¢ > 0 zbiér A := {x € P : f(x) > ¢} ma miare Jordana zero. Wezmy
e > 01ipodzial m = (zg, ..., %) taki, ze U(f, ) < &. Wtedy

U(f,m) >c Z (xj —xj_1).
je{1,....m}:
ANz _1,x;]#D
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Wynika stad, ze A mozna pokry¢ skoriczong liczba przedzialow o lacznej dlugoséci < £/c.
(e) Zbior Z w (d) moze nie mie¢ miary Jordana zero. Dla przyktadu, niech PNQ = {ry,r2,... } iniech f :

P—[0,1], f(z) := {? jezelix ¢ Q

o . Oczywiscie, zbior Zy = P N Q nie ma objetosci zero, ale fP f=0.
5o Jezeliz =r; :
Istotnie, dla dowolnego k € N rozwazmy podzial 7 = (2o, . .., %) (m > k) taki, ze > (z; — ;1) < 1, gdzie
jel
I'={j¢e{l,....,m}:[zj_1,z;]N{r1,...,r} # D}. Wtedy
P
W):ZMj(f)ijJrZMj( VAz; < ZA.IJ+Z Ax; < — Jru
. ; kE+1 E o k+1
jeI j¢l jer J¢l

Obserwacja 7.1.17. (a) W przyszlosci poznamy nastepujgce wazne twierdzenie: p € R(P,C) <= Np(y)
ma miare Lebesgue’a zero, tzn. dla dowolnego € > 0 istnieje co najwyzej przeliczalna rodzina przedziatow P; =

la;,b;],j € I, taka ze Np(p) C U P; IZ( a;) < e.
Jjel
(b) Oczywiscie, kazdy zbiér miary ]ordana zero ma miar¢ Lebesgue’a zero.
o0
(c) Zauwazmy, ze jezeli A, C R jest zbiorem o mierze Lebesgue’a zero, k € N, to zbiér A := |J Ay ma
k=1

miare Lebesgue’a zero.
Istotnie, niech ¢ > 0 i niech Py ; = [a,j, bk j], 7 € I(k), bedzie co najwyzej przeliczalng rodzing przedzia-
tow takich,ze Ay C |J Prjoraz > (bpj—ar;) < gr-Wtedy AC U U Prjoraz >, > (bpy—
JeI(k) JEI(k) k=1;el(k) k=1j€I(k)
a;w-) <e.

7.2. Pierwotne
W tym podrozdziale P = [a,b] C R, a < b.

Definicja 7.2.1. Powiemy, ze funkcja F' : P — R jest pierwotng lub catkq nieoznaczonqg funkcji f : P — R
jezeli:

o [jest ciagla,

e istnieje co najwyzej przeliczalny zbiér S C P taki, ze F'(z) istnieje oraz F'(z) = f(z) dla dowolnego
xeP\S.

Piszemy wtedy F(z) = [ f(z)dz + C,lub tez F(z) = [ f(x)dz pamietajac, ze do F' zawsze mozna doda¢
stala. Bedziemy pisa¢ S Sr, choc oczywiscie zbior S nie jest wyznaczony jednoznacznie.

0, jezeliz =0

Przyklad 7.2.2. Funkcja F(x) := \/z, x € [0, 1], jest pierwotna funkeji f(z) := < . (Sr
ENGE jezelix # 0
{0}).

Obserwacja 7.2.3. (a) Jezeli F; jest pierwotng funkcji f;, 7 = 1,2, to a1 F1 + aoFs (o, 2 € R) jest
pierwotng funkeji oy f1 + a2 f2 (S, Fy+asm € Sk U SE,).

(b) Jezeli Fy, Fy sg pierwotnymi funkcji f, to £} — F» = const (por. Wniosek 5.4.3).

(¢) Réwnos¢ [ f(z)dx = [ g(x)dx, x € P, bedziemy zawsze rozumie¢ z dokladnoscia do stalej.

(d) Jezeli f,g : P — R rdznig sie na zbiorze co najwyzej przeliczalnym i F' jest pierwotna f, to F jest
roéwniez pierwotna g.

Twierdzenie 7.2.4. Niech I bedzie pierwotng funkcji f. Zatozmy, ze funkcja f jest ciggta w pewnym punkcie
¢ € P. Wtedy F'(c) istnieje oraz F'(c) = f(c). Wszczegolnosci, jezeli f € C(P),to F' € D(P) oraz F'(x) = f(x),
x € P.

Dowop. Niech S := Sp. Na podstawie twierdzenia o przyrostach skonczonych (Wniosek 5.4.4) mamy

F(c+h)—F(c)

V= po)] < o (supIF/€) — F@)1 € € [e.e+ 1]\ S))

]
<sup{If(€) — fO)l € € lese+ A} — 0. O
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Obserwacja 7.2.5 (Pierwotne funkcji elementarnych). Uwaga: W kazdym przedziale, z ktorego sklada sie zbior
po prawej stronie wzoru, do wzoru na pierwotng mozna doda¢ dowolng stala.

$n+1 xa+l
/m"dﬂc:m, x#0, neZ\{-1}; /gc“dycch_l7 x>0, a e R\ {-1}
d
@ =In|z|, x#0; /ewd:r:ex, x €R;
x
/sinxdx: —cosz, z€R; /cosmdz::sinx, z €R;
/ 9@ ew weR\{Z+4knikcZ} / de ctgzr, xR\ {kr:keZ}
= T+ km: ; = - : T ;
costz BT 2 ’ sin? z 8 ’
d: d
/ﬁ =arcsinz, =z € (—1,1); /Txﬂ =arctgz, z ek

Twierdzenie 7.2.6 (Wzor na calkowanie przez czeéciI). Jezeli f, g € C1(P), to
/f’(x)g(w)dm = f(x)g(x) — /f(x)g'(x)dx, x € P,

wtym sensie, ze [ f(x)g(z)dx istnieje wiedy i tylko wiedy, gdy [ f(z)g'(x)dx istnieje i ponadto zachodzi powyz-
sza rownosé (z doktadnosciq do stalej).

Dowép. Przypusémy, ze H'(x) = f(x)g'(x), x € P (korzystamy z Twierdzenia 7.2.4). Wtedy (fg — H)'(z) =
f'(@)g(x) + f(x)g'(x) — f(x)g'(xz) = f'(z)g(x), x € P.Podobnie, jezeli [ f'(x)g(z) istnieje. O

Przyklad 7.2.7.  (a) [wcoszdzr = [z(sinz)'dz = zsinz— [ 2'sinwdr = rsinz— [sinzdr = wsinz+
cos x. Uwaga: Jezeli Zle zaczniemy stosowac wzoér na catkowanie przez czesci, to sytuacja, zamiast sie uproscic,
moze si¢ skomplikowaé, np. [ z cos zdx = f(z;)’ cos zdx = %2 cosz + [ %2 sin zdz.

(b) [ze"dx = ze® — [e"dx = (x — 1)e”.

(© [Inzdr=zlnz— [zide=a(nz—1).

A [a®Inwds = 25 ity =2 (Ine — Ay). a # 1

(e) I := [e“coszdz = e*sinz — [e“sinazdr = e¢“sinz — (—e®cosz + [ e*cosazdr) = e“sinz +
e®cosz — [e” coszdr. Stad I = e”(sinz + cosz) — I, a wiec I = Le”(sinz + cosz). Przyklad ten ilustruje

Inz —

wazng technike obliczania calek nieoznaczonych, w ktérej problem obliczenia calki nieoznaczonej I = [ f(z)dx
sprowadza sie do ulozenia pewnego réwnania funkcyjnego spelnianego przez te calke.

() [e”sinzdr = CWICZENIE.

(g) Niech I, := [sin™ zdz,z € R.Dlan = 2mamy: I, = [ sin® zdz = 1 [(1—cos2z)dz = 32— 1 sin2a.
Wzér rekurencyjny I, ~+ I,,_s:

I, = /Sin"_1 z(—cosz) dr = —sin" ' xcosx + (n —1) / sin" "2 z cos? xdx

= —sin" tzcosz+ (n—1)(In_o — I).

1

Wynika stad, ze I,, = —% sin"~ "z cosx + ”T’lln,g.

Twierdzenie 7.2.8 (Wzér na catkowanie przez podstawienie I). Niech f € C(P), ¢ € CH(Q), ¢(Q) C P. Wtedy

([rwa)|_ = [ 1@ cco.

w tym sensie, ze:
o jezeli [ f(t)dt istnieje, to [ f(p(x))¢ (x)dx istnieje i zachodzi powyzsza réwnosé;
o jezelip : Q — P jest bijekcjq, ¢’ (z) # 0,z € Q, oraz [ f(p(z))¢' (z)dx istnieje, to [ f(t)dt istnieje
i zachodzi powyzsza rownosé.
Dowép. Niech F'(t) = f(t), t € P (korzystamy z Twierdzenia 7.2.4). Wtedy (F o ¢)'(z) = F'(p(z))¢'(x),
z € Q.
Niech H'(z) = f(p(x))¢'(x),x € Q.Wtedy (Hop™ ) (t) = H'(o™ (1) (¢ ™)' (t) = H'(¢™ (1)) gty =
O @ (1) ey = £ O
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Przyktad 7.2.9. @@ [ ‘i}jdm . [ 2etdt = 2eVe,
i t=+/x

__1
dtfzﬂdz

(b) [esmTcoszdr = [eldt=e =T
t=sinx
dt=cosz dx

() [22V1+ 23dx T L [Vtdt =237 = 2(V1+a3)3
dt=3z2 dx

Przyktad 7.2.10 (Calka z pochodnej logarytmicznej). Niech ¢ : P — R, bedzie funkcja rézniczkowalna.

Wtedy [ £ dz = ([ 1dt)]i—p@@) = Inp(x)], 2 € P,

Dla przykladu: [ tgzds = — [ £ 2) gy = —1In | cos z, [ ctg xdx = CWICZENIE.

cos T

Obserwacja 7.2.11. Istnieje wiele klas funkcji f, dla ktorych sg znane efektywne metody obliczania catki

nieoznaczonej [ f(z)dx. Jest tak np. gdy f jest funkcja wymierna. Jest jednak wiele cafek nieelementarnych,

Ve .
P\/Z dx = 2eV*® jest elementarna.

np. [ < dz. Przypomnijmy sobie, ze catka [
Inne calki nieelementarne to np.

1 g2 1 sin x COS T
/ﬁdfb, /6 dx, /md.f, / T dx, / - dl’

7.3. Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego

W tym podrozdziale P = [a,b] C R, a < b.
Twierdzenie 7.3.1. Niech f € R(P,C), a € P. Wtedy funkcja

F:P—C, F(.Z')::/f7 x € P,

spelnia warunek Lipschitza. W szczegélnosci, F € C(P, C).
Przyjmujemy, ze f; f=- La fdlaz < aoraz faa f=0.

Dowép. Odnotujmy, ze F jest poprawnie okre$lona. Niech |f| < C'iniech 2’2" € P, 2/ < z”. Wtedy
|F(z") — F(z")| = ’/z,f—/w”f’ = ’/j”f‘ < C(z" —a'). O
Twierdzenie 7.3.2. Dla f € C(P) niech
F(x) ::/wf, x € P.

Wtedy F jest pierwotng funkcji f.

Dowép. Ustalmy xg € P oraz h # 0 takie, ze xo + h € P. Wtedy, na podstawie twierdzenia o $redniej catkowej
mamy

~xo+h
F(xg+ h) — F(x fIDO
o £ M ZFw0) _ oL — oy 4 0()h).
gdzie O(h) € [0, 1]. Wobec ciaglosci funkeji f w punkcie 29 mamy %m%) flxzo+0(h)R) = f(x0). O

Twierdzenie 7.3.3 (Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego I). Niech f € C(P) iniech I bedzie pierwotng
funkcji f. Wtedy

b
/f:ﬂm—ﬂ@:F@

Dowép. Niech G(x) := fal f, x € P.Na mocy poprzedniej propozycji G jest pierwotna funkcji f, a zatem
istnieje stala ¢ € R taka, ze F'(z) = G(z) + ¢, x € P. W szczegdlnosci, F'(b) — F'(a) = G(b) — G(a) = f: f.
O
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Przyklad 7.3.4 (Zastosowania). (a) f2 Cf = Inz|? = In 2. Z drugiej strony M(%7 Ty En) — > dw, gdzie
o= (L1412 142 14 2) & =1+ ...,142). W taki razie:

n

Znij — 1n2.

j=1

1 . 1 .
®) f, 1_11_22 = arctgz|§ = T.Z drugiej strony:M(l_‘_%,ﬂn,gn) — [y %,gdzw o= (0,1, 2 . 0
b= (.01 2). Stads

n

S wtp
j:1n2+j2 4

(c) (Zob. Przyklad 5.6.11(d)) Niech f(z) := In(1 + z), z > —1. Wtedy f'(z) = 1_%1 = > (=1)"z™,
n=0

przy czym szereg jest zbiezny lokalnie normalnie w (—1, 1). Korzystajac z Twierdzenia 7.3.2 oraz z Obserwacji
7.1.12(p), dostajemy

" ’ = (1)
In(l+4z) = —dt:/ ( t" dt = / Ydt = 2" |z < 1.
(o) = | o= | Z;} Z 2 g

(d) Korzystajac z tych samych metod dostajemy dla |z| < 1:

el ( 1)nm2n+1

tgr = ) dt = At =y
arctgr /01+t2 / Z/ 7; o+ 1

Definicja 7.3.5. Powiemy, ze funkcja f : P — R jest:

e schodkowa(f € 8(P)),jezeliistnieje podziat m = (zo, ..., T, ) przedziatu P taki, ze funkcja f|(,, | ;) =
const =:¢;,j=1,...,m;

o prosta(f € P(P)), jezeli dla dowolnego x € P istnieja skoficzone granice jednostronne f(z+)1i f(z—)
(przy czym, jak zwykle, na koncach przedzialu jedna z granic pomijamy).

e kawatkami klasy C* (f € C'*(P)), gdzie k € Ny U {oo}), jezeli istnieje podziat 71 = (w0, ..., Tm)
przedzialu P taki, ze f|(,, , ) przediuza sie do pewnej funkcji klasy C*([z;_1,2;]), 1 < j < m Kladmemy
c' =",

Obserwacja 7.3.6. (a) Jezeli f : P — R jest ciagla, to f € C'*([a,b]) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
podziat 7 = (o, ..., 7n) odcinka [a, b] taki, ze f|,; ., € CH([zj—1,75]), 1 < j<m.

(b) Jezeli f € C'Y(P),to f' € C'(P). Istotnie, jezeli podziat ™ = (o, . . . , T, ) jest taki, jak w Definicji 7.3.5,
to f’ jest poprawnie okreslona w zbiorze P\ {zo, ..., Zm} oraz f|(,,_, .,) przedtuza si¢ do funkcji ciaglej na
[zj—1,2;], 1 < j < m. Wartoéci f w punktach zo, ..., z,, mozemy ustali¢ dowolnie.

(© C(P) & C'(P) & B(P).

(d) Kazda funkcja monotoniczna jest prosta.

(e) 8(P) & C'(P) & P(P).

(f) 8(P),C’*(P)iP(P) sa R-przestrzeniami wektorowymi.

(g) Jezeli f € C(P), g € P(P),to fg € P(P).

Twierdzenie 7.3.7. Niech f : P — R. Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

i) fePP);

(ii) istnieje cigg (fn)o2q C S(P) taki, ze f,, — f jednostajnie na P.
Dowép. (i) = (ii): Wystarczy pokazal, ze dla dowolnego e > Oistnieje funkcja g € 8(P) taka, ze | f(t)—g(t)| <
e, t € P.Ustalmy ¢ > 0. Dla dowolnego ¢ € P istnieje liczba 6 = §(c) > O taka, ze |f(t) — f(u)| < ¢
dlat,u € (¢—d,¢) C Plubt,u € (c,c+ ) C P, przy czym w przypadku, gdy ¢ € {a,b} rozwazamy

tylko jeden z tych przedziatlow (CwiczeNig). Wobec zwartosci przedziatu P istniejg punkty c1,...,c. € P,
- (CZ‘—(S(CZ'),CZ'-F(;(CZ')), jeielia < <b
a=c¢ < -+ <¢ =btakieze P = |J A4, gdzie A; = ( [a,a+ (a)), jezelic; = a
i=1

(b—4(b), b, jezelic; = b
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Polozmy dla uproszczenia §; := §(¢;), ¢ = 1,...,r. Niech 7 = (xo,...,Z,), bedzie takim podzialem P, ze
{zo,...,xm} ={c;,04; :i=1,...,r}. Zdefiniujmy g : P — R,

() = f(@), jezelit € (zj_1,25), j=1,...,m
g fzj), jezelit=z;, j=0,...,m '

Oczywiscie g € 8(P).Jezelizj_1 € A to (zj_1,2;) C (¢; —d;,¢;) lub (z;_1, ;) C (¢4, ¢;+6;) (w przypadku,
gdy ¢; € {a, b} mamy tylko jedna mozliwos¢). Stad | f(t) — f(Z=42)| < e, t € (x—1,2;). W konsekwencji,
5 o] <=1 P
(ii) = (i): Niech teraz f = lirf fn» gdzie (f,)22, C 8(P) i zbiezno$¢ jest jednostajna. Niech ¢ € [a, b)
i rozwazymy granice prawostronna (granice lewostronna pozostawiamy jako Cwiczenig). Niech g,, : [c, b] —
R, gn(z) i fulet), je%elix =c
fu(z),  jezeliz € (c,b]
jednostajny warunek Cauchy’ego, zatem ciag (f,,(c+))5, spelnia zwykly warunek Cauchy’ego (CWICZENIE).

. Funkcja g, jest ciagla w punkcie c. Poniewaz ciag ()22 ; spelnia

lim f,(c+), jezeliz=c
Zdefiniujmy g : [c,b] — R, g(z) := { >t .Wtedy g,, — g jednostajnie na [c, b].
f(z), jezelixz € (c, b

Stad na podstawie twierdzenia o zachowaniu ciaglo$ci przy przejéciu do granicy jednostajnej (por. Twierdzenie
4.4.1), mamy lim g(z) = g(c), co oznacza w szczegdlnosci, ze f/(c+) istnieje (i roOwna sie lirf fo(ct). O
r—c n—-—+oo

Whiosek 7.3.8. P(P) C B(P).

Twierdzenie 7.3.9. (a) Kazda funkcja z 8(P) ma pierwotng.
(b) Kazda funkcja z P(P) ma pierwotng.

0, jezeliz =0

, al
jezeliz £ 0" 2¢

Przyklad 7.3.10. Funkcja F'(z) := /x, z € [0, 1], jest pierwotna funkcji f(z) := { 1
2V’
h%lJr (x) = 400. Zatem f ma pierwotng, ale f ¢ P(P).
€Tr—
Dowéd Twierdzenia 7.3.9. (a)Niech f € $(P)iniechm = (xg,...,Zm),C1,...,Cm beda jak w definicji przestrze-
ni 8(P). Mamy f = f1 + -+ frmna P\ {wo....,om}, gdzie f; := ¢jX(x;_, 2,),p- Wystarczy teraz zauwazyc,

xj_1, Jezelixz € [a,zj_1]

ze kazda funkcja f; ma pierwotna. Istotnie, wystarczy wzia¢ F(x) := ¢; { =, jezeliz € (z;-1,x;).
xj, jezeliz € [z},
(b) Niech f € P(P). Na podstawie Twierdzenia 7.3.7 istnieje ciag (f,)22, C S(P) taki, ze f,, — f
jednostajnie na P. Na podstawie (a) kazda z funkcji f,, ma pierwotng F,,. Mozemy zalozy¢, ze F,(a) = 0,

n € N. Niech S, bedzie zbiorem osobliwym dla F,,. Wtedy zbiér S := |J Sg, jest co najwyzej przeliczalny.

n=1
Pokazemy, ze F,, — F jednostajnie na P oraz, ze F'(z) = f(z) dlaz € P\ S. Dowod bedzie analogiczny do
dowodu twierdzenia o rézniczkowaniu ciggu wyraz po wyrazie (Twierdzenie 5.7.1).
Dla dowodu jednostajnej zbieznosci ciggu (F, )52, pokazemy, ze spelnia on jednostajny warunek Cau-
chy’ego. Niech frn = fimn — fo, Finn == Fm — Fay m > n. Wiemy, ze F’r/n,n = fmn na P \ S oraz
sup{|fm.n(§)| : £ € P} N 0. Na podstawie Wniosku 5.4.4, dla z € P mamy

m—

[ Fnn ()] = [(Finn(2) = Finn(a)] < (sup{|Fy, , ()] : € € [a,2] \ S})[z — al
< (sup{lfmn(©]: £ € PH(b—a) —

n>m-—+0oo
Niech F := liT F,,. Dla dowodu tego, ze F jest pierwotng f ustalmy ¢ € (a,b) \ S. Chcemy pokazaé, ze
Fp(cth)—Fn(c) ieseli h 0
F'(c) = f(c).Niech pp,,p: P—c — R, on(h) = h fale), J.e%e% 7 , o(h) =
0, jezelih =0

PlethZF(e) _ f(c),  jezelih # 0
0, jezelih =0
P — c. Jezeli pokazemy, ze ta zbieznos¢ jest jednostajna, to na podstawie twierdzenia o zachowaniu cigglosci

. Zauwazmy, ze @, jest ciagla w punkcie 0 oraz ¢,, — ¢ punktowo na
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przy przejsciu do granicy jednostajnej wnioskujemy, ze @ jest ciggla w punkcie 0, a to oznacza, ze F'(c) = f(c).
Liczymy

lom(h) — @n(h)| = |h| Frn(c+h) = Fnn(h) — Frln,n(c)h
<sup{|Fy, . (§) — Frn(0)] 1 € € [e,c+ A\ S} < 2sup{|fmn(§)]: € P} — 0. O

n—-4o0o

Twierdzenie 7.3.11 (Podstawowe twierdzenie rachunku calkowego II). (a) Jezeli f € S8(P), to f € R(P)
oraz [, [ = F(b) — F(a), gdzie Fjest dowolng pierwotng f.

(b) Jezelif € P(P),tof € R(P)oraz [, f = F(b)—F(a), gdzie F jest dowolng pierwotng f. W szczegélnosci,
wynik jest prawdziwy dla f € C(P) (co daje Twierdzenie 7.3.3).

Obserwacja 7.3.12. Dla funkcji f : P — R majacej pierwotna F' definiuje sie catke Cauchy’ego fP z)dx =
F(b) — F(a). Twierdzenie 7.3.11(b) méwi, ze dla f € P(P) catka Cauchy’ego pokrywa sie z catkg Rlemanna —
zob. Obserwacja 7.6.2(f).

Dowéd Twierdzenia 7.3.11. Zauwazmy, ze liczba F'(b) — F(a) nie zalezy od wyboru pierwotnej funkcji f.

(a) Niech zj, ¢j, f;, Fj, 7 = 1,...,m, beda jak w dowodzie Twierdzenia 7.3.9(a). Wystarczy udowodni¢
wynik dla kazdej funkeji f; z osobna. Calkowalnoéé funkcji f; jest oczywista. Ponadto, fP fi=ci(zj —xj_1).
Z drugiej strony, Fj(b) — Fj(a) = ¢;z; — cjzj_1 = ¢j(x; —xj-1) = [p f-

(b) Na podstawie Twierdzenia 7.3.7 istnieje ciag (f,)52,; C S(P) taki, ze f, — f jednostajnie na P.
Na podstawie (a) f,, € R(P) oraz fP fn = Fo(b) — F(a), gdzie F,, jest pierwotna f,,. Mozemy zalozy¢, ze
F,(a) = 0,n € N. Z wlasnoéci calki Riemanna wiemy, ze wtedy f € R(P) oraz [, fn — [p f

Z dowodu Twierdzenia 7.3.11 wiemy, ze F;, — F’ jednostajnie na P oraz, ze F jest pierwotng f. W takim
razie [, f = lim [, fn = EIEOO(Fn(b) — Fu(a)) = F(b) — F(a). O

n——+oo

Twierdzenie 7.3.13 (Wzor na calkowanie przez czesciIl). Niechu,v € P(P) iniechU (odp. V') bedzie pierwotng
dla u (odp. v). Wtedy

b b
/ Ux)o(z)dz = (UV)[ — / w(@)V (2)da.

W szczegolnosci, jezeliu = f',v = ¢, gdzie f, g € C*(P), to dostajemy klasyczny wzér na catkowanie przez czesci

(Twierdzenie 7.2.6)
b b
| ro=tati- [ 1o

Dowdp. Na wstepie zauwazmy, ze Uv, uV, UV € P(P) (poniewaz U i V sg ciagle), a zatem obie calki istnieja.
Mamy (UV) =U'V + UV’ =uV +Uvna P\ (Sy U Sy). Stad

/ x)dx —|—/ U(z)v(x)de = /;b(u(x)V(x) + U(z)v(z))de = (UV)]b. O

Twierdzenie 7.3.14 (Wz0r na catkowanie przez podstawienie II). Niech f € C(P),u € P(Q), gdzieQ = [p,q] C
R, p < q. Niech U bedzie pierwotng funkcji u. Zatézmy, ze U(Q) C P. Wtedy

U(Q)
/ dm—/ fu
U(p)

W szczegélnosci, jezeliu = ¢/, gdzie p € C1(Q), ¢(Q) C P, to dostajemy klasyczny wzér na catkowanie przez

podstawienie (Twierdzenie 7.2.8)
»(q) q ,
[ = [weere
©(p) P

Dowép. Zauwazmy, ze (f o U)u € P(Q) (poniewaz f o U jest ciggla), a zatem calka po prawej stronie jest
dobrze okres$lona. Niech F' bedzie pierwotng funkcji f. Przypomnijmy, ze F' € D(P) (Twierdzenie 7.2.4). Mamy
(FoU)(t) = F(U@)U'(t) = FU#)u(t), t € Q\ Sy. Stad

U(q)

/f (FOU)\Q—/ f(x)dz. O

U(p)
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7.4. Dlugosc¢ krzywej
Definicja 7.4.1. Dlugoscig krzywej 7 : [a,b] — X w przestrzeni metrycznej (X, o) nazywamy liczbe L(v) €
[0, +00] dang wzorem: L(7y) := sup,{S(v, )}, gdzie S(v,7) := > o(y(t;j-1),7(t;)), a supremum jest brane
j=1

po wszystkich podziatach 7 = (to, .. ., t,,) przedzialu [a, b]. Zauwazmy, ze jezeli 7’ < , to S(v,7') = S(v, 7).
Krzywa v nazywamy prostowalng, gdy L(v) < +oo.

Obserwacja 7.4.2. (@) L(7) nie zalezy od parametryzacji v (i dlatego mozemy zawsze ograniczy¢ si¢ do
krzywych v : [0,1] — X) (?),

(b) L(©v) = L(v), tzn. dlugos¢ krzywej nie zalezy od orientacji (*),

© L(v ®72) = L(m1) + L(v2) (*).

Lemat 7.4.3. Dla kazdego normalnego ciqgu podziatow (my,)32 , przedziatu [0, 1] mamy:
SO me) — L(v).

Dowdp. (Por. Obserwacja 7.1.6(f).) Wezmy £ < L(7) i niech 7’ = (tg,...,1,, ) bedzie podziatem przedziatu
[a, b] takim, ze S(v,7’) > £.Dla 0 < § < diamn’ wezmy dowolny podziat 7 = (tg, ..., %) odcinka [a, b]
o $rednicy < 6. Punkty tg,...,t,, dzielimy na mg-grup, zaliczajac do i-tej grupy te punkty ¢;, dla ktorych
t_, < t; <t,i=1,...,mp— 1, ado grupy my — pozostala ,koricowke” punktow. Punkty i-tej grupy
numerujemy kolejno &y, ..., tn,,, 1, gdzie ny = 0, Nypy+1 = m + 1. Wobec nieréwnosci trojkata mamy:

mo Mi+1—1

L=S(ym) =YY o(r(tji-1),7(t;)
i=1 j=n;
mo
>3 (0t 1(Eh-1)) = (Yt ¥(En,)) = 0 (tneya 1), ¥ (1))
i=1
> S(y,7") = 2mow, (6) > £ — 2mow,(4).
Zauwazmy, ze z jednostajniej ciaglosci odwzorowania v wynika, ze w, (6) — 0 przy § — 0. W konsekwencji,
dla dowolnego normalnego ciggu podziatlow (71)72 ; mamy
L > limsup S(v, m) = liminf S(vy,mx) = ¢,
k— o0 k—+o0
coprzy ¢ / L daje teze. O
W dalszym ciggu bedziemy zainteresowani krzywymi 7 : [0,1] — R" i sytuacja, gdy na R™ rozwazamy

odlegtos¢ euklidesowa.
Definicja 7.4.4. Droga to krizywa v = (71,...,7,) : [a,b] — R™ taka, ze v; € C'([a,b]), 5 = 1,...,n
(zob. Definicja 7.3.5).

Twierdzenie 7.4.5. Dowolna droga -y : [0,1] — R" jest prostowalna (wzgledem odleglosci euklidesowej) oraz

v = [ Ivona= [ ()

1
0o N

Zauwazmy, ze calka po prawej stronie istnieje (funkcja podcatkowa jest kawatkami ciggta — Obserwacja
7.3.6(b)).

Dowdp. Mozemy zatozyé, ze 7 jest klasy CL. Dla podziatu 7 = (to, ..., t,,) niech & := (o, ..., t,m_1). Wtedy,
korzystajac z twierdzenia o przyrostach skonczonych, dostajemy:

1S(v, m) = M(|['Il, 7, )| = ’ Z () = (-l = Z 1 (&5 -0t = 5-1)

(2) Przypomnijmy, ze zmiana parametryzacji krzywej v : [a, b] — X polega na zastapieniu jej przez krizywa yo o : [¢,d] — X,
gdzie o : [c,d] — [a, b] jest pewna bijekcja rosnaca.

3) Przypomnijmy, ze dla krzywej v : [0, 1] — X kladziemy: (©7)(t) := v(1 — t).

4) Przypomnijmy, ze dla krzywych v, : [0,1] — X, j = 1,2, takich, ze 71 (1) = 72(0) definiujemy: (1 @ v2)(¢) := 71(2¢) dla
0<t< i(n®y)(t) =r@—-1)dal<t<L
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< Z [7(t5) = v(tj—1) = (tj-1)(t; — tj-1)|l < Z (sup{[|7/(m) =" (ti= 0l m € [tj—1,t5]}) (85 — tj-1)

< Zwy(diamw)(tj —tj_1) = wy (diamm).
j=1

Pozostaje wykorzysta¢ Lemat 7.4.3, Twierdzenie 7.1.9 i skorzysta¢ z jednostajnej ciaglosci odwzorowania +'. [

Przyklad 7.4.6.  (a) Jezeli y(t) = (a(t —sint),a(1 — cost)), t € [0, 2], gdzie a > 0 (cykloida), to

2 27
t t
L(v) = a/ \/(1 —cost)? +sint dt = 2a/ sin - dt = —4acos =| = 8a.
0 0 2 210

Cykloida: [0, 27] — (t —sint, 1 — cost).

(b) Jezeliy(t) = (acos®t,asin®t), t € [0,7/2], gdzie a > O (astroida), to

/2 /2 3 w/2
L(v) = 3a/ Vcost tsin? t + sin® t cos? ¢ dt = 3a/ costsint dt = ia/ sin 2t dt
0 0 0

3
=- 2t
7acos2t|

Astroida: [0, 2] — (cos® ¢, sin® £).

(c) Jezelivy(p) = (rcosp,rsinp, ap), ¢ € [0, 2kn], gdzie r > 0, a # 0, k > 0 (linia srubowa), to
2km

L(v) = V2 + @ dp = 2km/7? + a2

0

(d) Jezeli~ : [a,b] — R2, y(x) := (z, f(z)), gdzie f : [a,b] — R jest funkcja kawatkami C!, to

b
L(y) = / VIt (F@)? dr.

Np. dla f(z) = 2v23, x € [0, 2], dostajemy

2

L(w):/o 1+ (3vx)? dm:/o \/1+9Idx=%-%(\/1+9x)3‘(?=ﬁ(\/53—1).



Marek Jarnicki, Wykiady z Analizy Matematycznej II, wersja z 10 czerwca 2022
7.4. Dhugosc krzywej

|

123

Linia §rubowa: [0, 4.257] 3 t — (cos ¢, sin ¢, ¢).

(e) Jezeli v : [, B] — R2, v(p) = (R(p)cosp, R(p)siny), gdzie R : [o, 8] — Ry jest funkcja
kawalkami C!, to

s
L) = [ R+ R do
Istotnie, (v1(¢))? + (Y4(9))* = (R'(¢)cos — R(p)sing)? + (R'(p)sing + R(p) cos ) = (R(p))* +
(R'())*.
(£) Jezeli R(¢) =1, v € [0, 27], to

2m
L(y) = / r dp = 27r.
0

(g) Jezeli R(p) = a(1l + cosy), ¢ € [0, 27], gdzie a > 0 (kardioida), to

o 27
L(fy):/ \/a2(1+cos<p)2+a2sin2<pd<,0:a/ 24+ 2cosp dp
0 0

27
:2a/
0

™

cos%’ d<p:4a/0 cosgdgo:Sasing . = 8a.

Kardioida: R(p) = 1+ cos ¢, ¢ € [0, 27].

(h) Jezeli R(p) = agp, ¢ € [0, B], gdzie a > 0 (spirala Archimedesa), to
B
L(v) :a/ Ve +1de = g(ﬂ\/HﬂQ +In(B + \/1+ﬁ2))-
0

(i) Jezeli R(p) = ae™?, ¢ € [0, 5], gdzie a > 0, m > 0 (spirala logarytmiczna), to

s A 1
L(y) = a/ Ve2me 4 m2e2m¢ dp = ay/1+ mQ/ e™? dp = a\/z (emP —1).
0 0 m

Whiosek 7.4.7. Niechy, : [0,1] — R", s € N, bedg krzywymi klasy C* oraz v, — ~{, jednostajnie. Wtedy
L(vs) — L(70)-

Dowdp. Na postawie Twierdzenia 7.4.5: |L(vs) — L(v0)| < [y [V = 7o ll|de < f) |7, = Aplldt — 0. O
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Spirala Archimedesa: R(p) = ¢, ¢ € [0,4.257].

/

Spirala logarytmiczna: R(¢) = e®, ¢ € [0,4.257].
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7

Obserwacja 7.4.8. Zauwazmy, ze jezeli 75 — 7o jednostajnie, to nie musi by¢ L(vs) — L(v)-
Niech 7o : [0,1] — R2, y(t) := (¢,0). Niech d,, \, 0. Przyblizamy krzywq ~o przy pomocy lamanych
: [0, 1] — R? wyznaczonych przez punkty (0,0), (5-,8,), (£,0), (35,6,), (2,0),...,(1 = 5,6,), (1,0).

no

Oczyw1sc1e, Y, — 7 jednostajnie. Z drugiej strony L(7,) = 2n,/ (2—71 + 62 = /14 (2nd,)?. Dobierajac
stosownie (0,,)5° ; mozemy latwo dosta¢ L(vy,) — +oo.

7.5. Przyklady zastosowania calek

Przyklad 7.5.1. W przykladach ponizej pewne pojecia (np. pole powierzchni) beda rozumiane w sposéb intu-
icyjny — precyzyjne definicje zostana podane w przyszlosci w ramach Analizy Matematycznej 3 i 4.

(1) Niech A = {(z,y) : = € [a,b], g(x) < y < f(x)}, gdzie f,g9 € R([a,b]) oraz g < f. Wtedy pole | A]
zbioru A wyraza si¢ wzorem |A| = fb(f —9).
Intuicja: |A| ~ Z(f(@) —9(&))(x; — x4—1), gdzie (xo, ..., 2,) jest podzialem odcinka [a, b], za$ &; €

=1

[Tiei, @), i=1,...,n.
(2) Niech A = {(rcosgo,rsingp) ca< o< B, 0<r < R(p)}, gdzie 8 —a < 2m R € R([o, 3]),
R:[o, ] — Ry Wtedy |A| = %fﬁRQ (p)d

n
Intuicja: |A| = Y wR?(&;) 2521, gdzie (o, - - -, ¢n) jest podzialem odcinka [a, B], zas & € [pi—1, @),

i=1
1=1,...,n.
o Jezeli R(p) = sin2¢p, ¢ € [0,7/2], to

1 [, Bl 1 1. 3 n
|A|7§/0 sin 2gpdg0ff/0 5(1—(}05490) dgpfz(ga—zsmélcp)o =3
o Jezeli R(p) = a(l+ cosp), ¢ € [0,27] (a > 0) (kardioida), to

A

27
(1+cos)? dp = %/ (1 +2cos o + cos® p) dyp
0

v
3
)

1 1 23
(p+2sinp + 5(@—!— §sin2ap)) . = §7ra2.

2
o Jezeli R(p) = ay/2cos2p, |p| < m/41ub ¢ — 7| < 7/4 (a > 0) (lemniskata), to

1
(1+2003g0+§(1+0052g0)) dp = a

1., [™4 51 )
| A :2§2a cos 2¢ dp = 2a® §bln2<p| wja =207

—T
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R(p) = sin(2¢), ¢ € [0, %77}

Lemniskata: R(p) = /2 cos2¢p, ¢ € [—iw’ iﬂ']'

(3) Niech B = {(z,rcosp,rsing) : © € [a,b], ¢ € [0,27], 0 < r < R(x)}, gdzie R € R([a,d]),
R: [a,b] — R,. Wtedy objetosé | B| bryly B wyraza sie wzorem

b
|B|:7r/ R2(x) da.

Intuicja: |B| ~ > mR?(&)(w; — 2;_1), gdzie (2o, . . . , ¥,,) jest podziatem odcinka [a, b], za$ &; € [z;_1, 7],
i=1
i=1,...,n.
(4) Niech S = {(=, R() cos p, R(z)sinyp) : x € [a,b], ¢ € [0,27]}, gdzie R € C*([a,b]), R : [a,b] —
R . Wtedy pole powierzchni |S| powierzchni S wyraza si¢ wzorem

b
15| = QW/ R(z)\/1+ (R (@))? da.

Intuicja:

5] ~ Z 2rR(&)V/ (i — 2-1) + (R(w:) — R(wi-1))?

= ZQﬂ'R(&)\/l + (M)2($Z — J/‘i—l) ~ ZQ?TR(&)\/ 1+ (R,(&))z(l‘7 — mi,l).

Tq — Ti—1
(5) Warto pamieta¢ o nastepujacym przykladzie. Niech
B, ={(x,rcosp,rsing) :x € [1,c], ¢ €[0,27], r < %},
Se={(z,Lcosp, Lsing):z€[l,d, ¢ €0,2n]}.

x

Wtedy
1 1|¢ 1 1 1 1
|BC|:7T/ szz—f‘ :’iT(l—*), |SC|=27T/ f\/1+—4dx>27r/ —dr =2mlnc.
LT xh c Lz x Lz
Stad lim.—, 4 o | Be| = liI_P m(l—1)=m,ale liﬂ_n |Se| = lime— oo 2 Inc = 4o00.

W przyszlosci (Analiza Matematyczna 4) spojrzymy na powyzsze wzory z wyzszego punktu widzenia. W
tej chwili przedstawimy tylko pewng ogdlng ideg.
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R(p) = {(z, % Cos ©, % siny), z € [1,8], ¢ € [0,27]}.

Niech U C R™ bedzie zbiorem otwartym i niech f = (f1,..., fn) : U — R", m < n, bedzie odwzo-
rowaniem klasy C! ze wzgledu na kazda zmienna osobno, tzn. dla dowolnych j € {1,...,n}, k € {1,...,m}

. . Pk, . .
ic=(c1,...,cm) € U, odwzorowanie x, == fi(C1,...,Che1,Tks Ckt1,---,Cm) jest klasy C! w otoczeniu

punktu ¢i. Niech %(C) i= ¢ 1 .(ci) oznacza k-tq pochodnq czqstkowq funkcji f; w punkcie c. Zdefiniujmy

= (% (], )" e

1< < <jm<n 0 Y

Twierdzenie* 7.5.2. Przy powyzszych oznaczeniach, dla ,regularnych” zbioréw A C U takich, ze f| 4 jest injek-
tywne, m-wymiarowa miara Hausdorffa zbioru f(A) wyraza si¢ wzorem

) = [ D p(e)is
gdzie catka po prawej stronie to wielowymiarowa catka Riemanna.

Obserwacja 7.5.3. @m=1f=(f1, -, n):U—R"A=]a,b CU,
If@=( Y HE) =@l wev.
1<G<n
Wz6r (*) to wzér na dtugos¢ krzywej f|iq,5)-
b)) m =n =2, f(z,t) == (z,0(x) + t(¥(x) — o(z)), (v,t) € U C R%, A = [a,b] x [0,1] C U, gdzie
w1 €CL p(x) < Y(x), x € [a,b]. Wtedy

1 0
T 0) = |4 [y 1 i(0) - @) 0t - ol = 1)~ 2
Pole zbioru f(A) wyraza si¢ wzorem (°)
b
) = [ we et = [ ([ we )i [ -,

gdzie (*) wynika ze wzoru na iteracje calek Riemanna: Jezeli C C ]Rk D C Rfsg Zbiorami regularnymi i
F : C x D — R jest funkcja ciagla ograniczona, to foD F(x, fc (fD z,Y) dy) dx.

@)m=n=lfw¢%4ﬂwﬂwwwRWwaHu@EUcR?A—(,}[JﬂcUﬂ—a<%
gdzie R € C!([a, B), Rs). Wtedy

(p)cose tR'(p)cosp —tR(p)sing 5
TSt ‘dt{ R(p)sing tR'(¢)sing + tR(p) costp” = 1R (p).

Pole zbioru f(A) wyraza si¢ wzorem
B
) = [ o= [ R

(5) We wszystkich przykladach sprawdzenie injektywnosci odwzorowania f| 4 pozostawiamy jako CWICZENIE.
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(A m=n=3,f(z,t,0) = (z,tR(x) cos o, tR(x) sin @), (x,t,0) € U C R3, A := [a,b] x (0, 1]x[0, 27) C
U, gdzie R € C! oraz R > 0 na A. Wtedy

127

1 0 0
Jsf(z,t,0) = |det [tR'(z)cosp R(z)cosp —tR(x)sing||=[t|R*(x).
tR'(x)sinp R(x)sing tR(x)cosp

Objetos¢ zbioru f(A) wyraza sie wzorem

b
H3(f(A)) = /AtRZ(x)d:rdtdgo:W/ R%*(z)dx

a

(e) m=2,n=3, f(z,p) = (z, R(x) cos g, R(x) sin ), (z,p) € U C R?, A := [a,b] x [0,27) C U, gdzie
R € C! oraz R > 0 na A. Wtedy
B 1 0 0 2 |R(z)cosp —R(z)singp|?\1/2
Jof (@, 0) = ( R'(z)cose —R(z) singo) + ’R’(:c) sin ¢ R(m)cosgo’ R'(xz)sing R(x)cosy )

= (R*(2) + R*(x)(R'(x))?)"? = |R(2)|V/1 + (R'(x))%.

Pole powierzchni zbioru f(A) wyraza si¢ wzorem
b
H2(f(A)) = / R(z)v/1+4 (R'(z))?dzdp = 27r/ R(z)v/14 (R/(x))?dz.
A a

7.6. Calka niewlasciwa

Definicja 7.6.1. Niech ¢ : [a,b) — C, gdzie —0o < a < b < oo, bedzie taka, ze [, 5 € R([a, ], C)
dla dowolnego ;1 < B < b. Zdefiniujmy F,(8) = [ f . Méwimy, ze catka niewlasciwa f:gp jest zbiezna,
jezeli granica [ ¢ := BHI? F, () istnieje i jest skoniczona. Piszemy wtedy ¢ € R([a,b), C). Jak zwykle, jezeli
©([a, b)) C R, to piszemy ¢ € R([a,b)). Jezeli dodatkowo f : [a,b) — R, to zamiast f € R([a, b)) bedziemy
réwniez pisa¢ f; [ < +oo.

Jezeli || € R([a, b)), to méwimy, ze catka niewltasciwa ff  jest bezwzglednie zbiezna.

Analogiczne pojecie catki niewlasciwej mozemy zdefiniowa¢ dla funkeji ¢ : (a,b] — C, gdzie —00 < a <
b < co. Piszemy wtedy ¢ € R((a, b],C).

Jezeli ¢ : (a,b) — C, gdzie —0o < a < b < o0, jest funkch taka, ze ¢|[o, 9] € R([a, 8], C) dla dowolnego

przedzialu [a, 8] C (a,b), to méwimy, ze caika niewlasciwa f  jest zbiezna, jezeli istnieje ¢ € (a,b) takie, ze
®l(a,] € R((a,c],C) oraz ¢|[. ) € R([c,b),C). Piszemy wtedy ¢ € R((a,b), C) i definiujemy

/w—/w+/ ¢

Obserwacja 7.6.2. (a) Definicja (*) nie zalezy od wyboru punktu posredniego ¢ € (a, b).

(b) Dalsze rozwazania beda prowadzone dla przedziatu [a, b). Przypadki (a,b] i (a,b) pozostawiamy jako
CWICZENIE.

(¢) ¢ € R([a,b),C) < Rey,Imp € R([a,b)). Ponadto, fbgo beego—i—ibemcp

(d) Jezeli o € R([a,b]), gdzie —00 < a < b < 00, to @l[qp) € R([a,b), f ©liab) —f ®.

Istotnie, niech |p| < C. Wtedy dla § € (a, b) mamy

‘w —/99’—’/99‘ /\sol bﬁC—b>0

(e) Jezeli ¢ € R([a,b)), gdzie —00 < a < b < o0, oraz istnieje skoriczona granica g := liril (), to po

polozeniu (b) := g mamy ¢ € R([a,b],C)

Istotnie, mozemy zalozy¢, f = ¢ : [a,b) — R. Wezmy dowolne ¢ > 0 i niech 8 € (a,b) bedzie taka, ze
b—p <loraz|f(x) —g| < §dla <z < b Poniewaz f € R([a, f]), zatem istnieje podzial 7' = (to, ..., tm)
przedziatu [a, 8] taki, ze U(f, ") — L(f,n’) < §. Niech 7 := (to,...,tm,b). Jest to podziat przedziatu [a, b]
oraz

U(fvﬂ-) - L(.ﬂﬂ-) = U(fa 7T/) - L(f7 7T/) + (M(f7 [ﬂv bD - m(f7 [ﬂv bD)(bf ﬂ) e
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(f) Jezeli funkcja f : [a,b] — R, b < +oo, ma pierwotng F oraz f € P([a,b)), to f € R([a,b)) oraz
f; f = F(b) — F(a). Oznacza to, ze w tym przypadku calka Cauchy’ego pokrywa sie z niewlasciwg calky
Riemanna.

Dla przyktadu: f(x) = 2\% (F(z) = V).

Istotnie, wobec Twierdzenia 7.3.11(b), hm f’B f= ﬁhrgl_( (B) — F(a)) = F(b) — F(a).

Przyktad 7.6.3. (@) Dla0 < vy < 1:

1 1 1—
1 1 7L 1
/ —dzr = lim / —dz = lim ;z: = —
0o 7 a—0+ J, 7 a—=0+1—vla 1—7v
(b) Dla~y > 1:
oo A =78 1
/ —dz = lim —dzr = lim x ‘ o
1 x B—+o00 il B—+oocl—vh y—-1
(©)

/oo du li /ﬁ vy /0 dx li tgzld + i tg z|°
—_— = m — = 11m —F = 1m arc X 1M  arc x =T.
s 14 22 B—+0 Jq 14 22 a——o0 |, 1422 B——+o0 &Ll a——00 &l

Twierdzenie 7.6.4. Jezeli f : [a,b) — Ry i f|(4,9 € R([a, B]) dla dowolnegoa < 3 < b, to

b X B
/ f<tooe= s clap a=PF <P < <P/ b: Z/ f < 4o0.
a n=1 n—1

Dow6p. W naszym przypadku funkcja F'y jest rosnaca oraz F(8,,) = Z ﬁk . O

Twierdzenie 7.6.5 (Warunek Cauchy’ego zbieznoéci calek niewlasciwych). Niech ¢ : [a,b) — C bedzie taka,
@lia,8 € R([a, B],C) dla dowolnego a < [ < b. Wtedy catka niewlasciwa f:  jest zbiezna wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego € > 0 istnieje ¢ € (a,b) takie, ze dla dowolnych ¢ < 81 < 2 < b mamy | f;lz ol <e.

Dowop. (=): [} ¢ = Fy(f2) — Fy(B1).
(«<=):Niecha < 8, <b,n € N, 5, — b. Wtedy nasz warunek gwarantuje, ze ciag liczbowy (F,,(8r))52,
spelnia warunek Cauchy’ego. Jest wiec zbiezny do granicy skonczone;j. O

Twierdzenie 7.6.6 (Kryterium poréwnawcze). Niech ¢ : [a,b) — C, g : [a,b) — R bedq takie, ze:
[ @\[a,m, 9‘[0,5} € R([a, B],C) dla dowolnego 3 € (a,b),

o lp(@)] < glx).a € [a,b),
o geR(ab).

b b
Wtedy ¢ € R([a,b)) oraz| [ | < [ g.
W szczegdlnosci, jezeli || € R([a, b)), to ¢ € R([a,b)) oraz | jf ol < f; |l

Przyklad 7.6.7. (a) Calka +°O sinzde jogt bezwzglednie zbiezna.

T+a2
(b) Calka f+oo M jest zblezna
+
Istotnie, poniewaz 111% sz _ 1 os0bliwoéé jest tylko w +0co i wystarczy zbadaé zbieznosé catki I o %.
+oo smxdm __ —coszx|+oo +oo coswdw _ +00 coszda ;
Catkujac przez cze$ci mamy [, S04 — —cosz|frec _ [T cosgdi — cog] — [T 05242 j wystarczy za-

uwazy¢, ze ostatnia calka jest bezwzglqdnie zbiezna.
(c) Calka f oo M nie jest zbiezna bezwzglednie.

Istotnie,
oo d d 1 o= 2
/ ‘“”' v Z/ 'Sm' z Z / sinaldr = 232 = hoc
0 (n—1)7 nmT J(n—1)w ™ n=1 n
Twierdzenie 7.6. 8 (Kryterium catkowe zbieznos$ci szeregéw). Niech f : [0, +00) — [0, +00) bedzie funkcjq

malejgcq, S, := Z f(k), I, == [, f.n € No. Wredy:

(a) Sy — I, — ge [O,f(O)]
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(b) [ f < 400 > i_'f F(n) < +c.

Dowép. (a) Zauwazmy, ze f(k fk f < f(k—=1),k e N.stad S, — f(0) < I, < S, — f(n), a wiec
f(n) < Sp— 1, < £(0). Wystarczy jeszcze pokazac, ze ciag (S, — I,,)5% jest malejacy:
n+1
Sn — In — (Sn+]_ — I7L+1) = —f(n + ].) +/ f 2 0.
n
(b) wynika z (a). O
Przyklad 7.6.9. f;oo I(lﬁif;)a = J;o fﬁ < 400 <= «a > 1. W takim razie szereg Z m jest zbiezny

wtedy i tylko wtedy gdy o > 1.

7.7. Funkcje dane calka

Twierdzenie 7.7.1 (Twierdzenie o funkcjach danych catka). Niech 2 € top R, niech P = [a,b] CC R i niech
[ 2 x P — R bedzie odwzorowaniem takim, ze dla pewnego k € No U {oo} mamy:

e f(-,t) € C*(£2) dla dowolnegot € P,

e odwzorowanie 2 X P > (z,t) — %(aat) € R, gdzie %(x, t) := (f(-, )9 (x), jest ciggle dla j < k.
()

Wredy odwzorowanie 2 > x - f; f(x,t)dt jest klasy C* (£2) oraz ) (z) = b g;{ (z,t)dt,z € 12, j <k (7).

a

Dowdp. Wystarczy rozwazy¢ przypadki k = 01 k = 1 (a nastepnie iterowaé¢ rozumowanie).

k = 0: Ustalmy ¢ € (2, r > 0 takie, ze [c — r,c + r] C 2ie > 0. Odwzorowanie [ jest jednostajnie ciagte
na [c —r,c+ 7] X P. Zatem istnieje 0 < ¢ < r taka, ze |f(z,t) — f(a,t)| < e dla(z,t) € (¢c—d,c+0) x P.
Otrzymujemy stad:

|o(x / |f(z,t) — f(c,t)|dt <e(b—a), x€ (c—0dc+0).

k = 1: Wystarczy wykaza¢, ze ¢'(z) = fb of L (x,t)dt, x € (2 (clagloé¢ ¢’ zapewnia przypadek & = 0).

a

Ustalmy ¢ € 2, r > 0 takie, ze [c — r,c+ 7] C 2ie > 0. Odwzorowame é,z jest jednostajnie ciagle na

[¢c —r,c+ r] X P.Zatem istnieje 0 < § < r taka, ze |%($,t> (c t)] < edla(x,t) € (¢c—d,¢c+ ) x P.
Stad, na podstawie twierdzenia o przyrostach skoniczonych, otrzymu]emy
plct+h) —ple) 3f (c+ht)=flet) Of

dt‘

= t < e(b—a), .
. o - Sr(et)|dt <e(b—a), 0< b <6 O

Twierdzenie 7.7.2 (Twierdzenie o funkqach danych catka niewlasciwa). Niech {2 € top R, niech —c0 < a <
b < 400 iniech f : 2 x [a,b) — R bedzie odwzorowaniem takim, ze dla pewnego k € N U {oo} mamy:

o f(-,t) € C*(£2) dla dowolnegot € [a, b)

e odwzorowanie 2 X [a,b) 5 (x,t) — azj € R jest ciggle dla j < k,

a

e dla dowolnego j < k istnieje odwzorowanie g; € R([a,b)) takie, ze |89J (z,t)| < g;(t) dla (z,t) €
2 x [a,b).
Wredy odwzorowanie 2 > x - f; f(x,t)dt jest klasy C*(£2) oraz 9 (z) = ; gz (z,t)dt,x € 2, j <k (®).
Odnotujmy, ze analogiczny wynik zachodzi, gdy przedzial [a, b) zastapimy przedzialem (a, b] (—oo < a <
b < +00) lub tez przedzialem (a, b) (—oco < a < b < +00).

Dowdp. Ustalmy ciag a < 5, < b, 8, /" biniech goy fﬁ" (z,t)dt, x € §2. Na podstawie poprzedniego
twierdzenia wnioskujemy, ze ¢, € C* (12 )oraz gof,J ) f fv azj (z,t)dt,x € 2, j < k. Zauwazmy, ze v, —

 jednostajnie na (2. Istotnie, |, () —p(z f 3, go(t)dt — 0. Wynika stad, ze ¢ jest ciagla. Analogicznie, dla
dowolnego j < k ciag (¢ g )) 2, jest Zblezny jednostajnie. Teraz wystarczy juz tylko wykorzysta¢ twierdzenie

o rézniczkowaniu ciggu wyraz po wyrazie. (]

6) Dla k = 0 warunek ten oznacza po prostu ciagtosé f.
7) Tzn. mozemy rozniczkowaé pod znakiem catki.

8) Zauwazmy, ze nasze zalozenia gwarantuja zbiezno$¢ wszystkich wystepujacych w tezie catek niewlasciwych.
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Przyklad 7.7.3 (Funkcja I" Eulera). Niech I'(x) := fooo t*~le~tdt, x > 0. Wtedy:
o I'cC*®Rso),
o I'l)=1aol'(z)=T(x+1),z>0.

W szczegolnosel, I'(n + 1) = nl, n € Ny.

130

Dowdp. Niech f(z,t) := t*"te™, x,t > 0. Wtedy I'(x fo z, t)dt + [° f(z,t)dt, x > 0. Zauwazmy,

ze %(m, t) = t*"1(Int)*e~t. Wobec poprzedniego tWIerdzenla, dla dowodu, ze I jest klasy C* wystarczy
pokazaé, ze dla dowolnego przedziatu [«, ] C (0, +00) i dla dowolnego k € N istnieja funkcje g5, € R((0,1]),
hi € R([1, +0)) takie, ze:

o [t" IInt)ke | < gi(t), x € o, B], t € (0,1],

o [t"IInt)ke | < hi(t), x € [o, B], t € [1, 00).
Zdefiniujmy:

o gi(t):=t*"YIntFe t,0 <t <1,

o hyp(t) := NIf—1+h=N gdzieN > 0B+k.

Dla 0 < € < a mamy fo gr(t)dt < const(e f te-l=edt =
Ponadto,

const(zs)
o—

. Calkowalno$¢ hy jest oczywista.

1 .
P (Int)ke™t <P~ < NIFTIEREN,

Jest widoczne, ze I'(1) = 1. Ponadto, dla > 0 mamy:

> x —t x —t +eo > rz—1_—t
I'z+1) = te”dt = —t%e . +x t* e dt = xI'(z). O
0 0

7.8. Calki krzywoliniowe
Bedziemy kontynuowa¢ rozwazania z § 7.4. Na wstepie przypomnijmy Twierdzenie 7.4.5.

Twierdzenie 7.8.1. Dowolna droga -y : [0,1] — R" jest prostowalna (9) oraz

- / I (®)dt. ()
0

Niech v : [a,b] — R™ bedzie krzywa i niech f : v* — R bedzie dowolng funkcjg ograniczona (11). Dla
podziatu m = (¢, ..., t,,) przedzialu [a, b] i dla punktéw posrednich £ = (&1, ..., &) niech

M(f,y,m,€): Zf ENIv(Es) =yt

Powiemy, ze funkcja f jest catkowalna wzdtuz krzywej v (f € R(7)), jezeli istnieje ¢ € R takie, ze dla dowolnego
normalnego ciagu podzialow (7, )72 ; przedziatu [a, b] oraz dla dowolnego wyboru punktéw posrednich (£x)%2 ;
mamy M (f,~,mx, k) — c. Liczbe ¢ nazywamy calkq krzywoliniowq niezorientowangq z funkcji f po krzywejy
i oznaczamy ¢ = fﬂ/ fdl.

Obserwacja 7.8.2. (a) Calkowalnosc i calka sa niezalezne od parametryzacji krzywe;.

Istotnie, wystarczy tylko zauwazy¢, ze jezeli T : [¢,d] — [a, ] jest §ciSle rosnaca bijekcja, to jest to od-
wzorowanie jednostajnie ciagle, a w szczegblnosci obraz normalnego ciggu podzialéw jest normalnym ciggiem
podziatéw.

(b) ~ jest prostowalna wtedy i tylko wtedy, gdy 1 € R(~y). Ponadto L(vy f 1dl.

(¢) f € R(y) & f € R(©). Ponadto, fev fdl = fﬁ/ fdi (*2).

9) Wzgledem odlegtoéci euklidesowej.
10) Tu i dalej || || oznacza norme Euklidesowa w R™.
1) Przypomnijmy, ze v* := v([a, b]) jest obrazem geometrycznym krzywej .

12) Uzasadnia to nazwe ,calka niezorientowana”.
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(d) Jezeli~y; : [0,1] — R", j = 1,2, sa krzywymi takimi, ze 1 (1) = 72(0) oraz f : 7f U3 — R jest
funkcja taka, ze f|,- € R(vj),5=1,2,to f € R(y1 @ 2) oraz

/71% fdi :/71 fdl—&—/w fdl.

Istotnie, wystarczy rozwazy¢ normalny ciag podzialéw bedacy ,suma” normalnych ciagéw podzialow dla
poszczegdlnych krzywych i udowodnié, ze w definicji catki krzywoliniowej niezorientowanej mozemy bra¢ tylko
takie normalne ciagi podziatow (m1,)$ ,, dla ktérych ¢ € 7y, k > 1, gdzie t jest ustalonym punktem z (a, b).

Rozwazmy bowiem dowolny podzial m = (to,...,tm) 1 ciag punktéw posrednich § = (&1, ...&yn). Przy-
pusémy, ze t € (ts_1,ts). Niech 7' := (to,...,ts_1,L,ts,..., 1) i niech & bedzie uzupetionym ciagiem
punktéw posrednich (zachowujemy wszystkie dotychczasowe punkty posrednie). Wtedy (por. dowdd Lematu
7.4.3) mamy:

[M(f, 7,7, 6) = M(f,y, 7", €0 = [F(E)I(Es) = v (ts—)]l = FEDIVE) = v(ts-0) I = F(ELD I (Es) = v(D)I]
< 3(5A1/1*p|f|)w7(d1am7r);

dalej rozumujemy standardowo.
(e) Operator R(y) > f — f7 fdl € R jest liniowy.

Twierdzenie 7.8.3. Niechy : [0,1] — R" bedzie drogg. Wtedy mamy C(v*) C R(7y) oraz

/ fl = / FO@IN O ld, fect). (%)

Dowdp. Mozemy zatozyé, ze « jest klasy C!. Ustalmy podziat 7 = (to,...,t;,) oraz punkty posrednie £ =
(&1, .., &m). Wtedy na postawie twierdzenia o przyrostach skofczonych mamy:

m

|]V[(f>%ﬂ'a§)*M((fO’Y)H’Y/”aﬂ'af”<Z|f(7(§j))|||7(tj)* Y(ti—1) = 7' ()t — ti-1)ll

< maXIfI S (sup{lly () =¥ ) = m € [t-1. 851} (t — ti—1) < (H;@XIf\)W(diamvr);
j=1

dalej standardowo. (]

Niech teraz v : [a,b] — R™ bedzie dowolng krzywa i niech V' = (V4,...,V,) : v* — R"™ bedzie
dowolnym odwzorowaniem (polem wektorowym) ograniczonym. Dla podziatu m = (to, . .., t,,) przedziatu [a, b]
i dla punktéw posrednich £ = (&1, ..., &) niech

M(V,y,m,8) = > (V&) v(t) —(t-). (1)
j=1
Powiemy, ze pole V jest catkowalne wzdtuz krzywej -, jezeli istnieje ¢ € R takie, ze dla dowolnego normalne-
go ciagu podzialow (71,)52 ; przedziatu [a, b] oraz dla dowolnego wyboru punktéw posrednich (£;)52 ; mamy

M(V,~, 7k, &) — c. Liczbe ¢ nazywamy catkq krzywoliniowq zorientowang z pola V' po krzywej~y i oznaczamy
c= f,y Vdz = fw Vidzy + -+ - + Vyday,.

Obserwacja 7.8.4 (CWICZENIE). (a) Calkowalnosc i calka sg niezalezne od parametryzacji krzywe;j.
(b) Pole V jest catkowalne na v wtedy i tylko wtedy, gdy jest catkowalne na &+. Ponadto,

Vdxr = —/de (15)
Shi v

(13) Zauwazmy, ze calka po prawej stronie istnieje. Twierdzenie daje praktyczny sposob obliczania calek niezorientowanych.

(14) (', ) oznacza standardowy iloczyn skalarny w R™, ( Z Y.

(15) Uzasadnia to nazwe ,calka zorientowana”.
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(c) Jezeli; : [0,1] — R™, j = 1,2, sa krzywymi takimi, ze y; (1) = 2(0) oraz V' : v U~5 — R™ jest
odwzorowaniem takim, ze V jest calkowalne osobno na v, i, to V jest catkowalne na 7, & -2 oraz

/ Vdas:/ Vdas+/ Vidx.
Y1D72 71 Y2

(d) Catka zorientowana po krzywej 7 jest operatorem liniowym.

Twierdzenie 7.8.5. Niech~ : [0,1] — R"™ bedzie drogqg. Wtedy kazde pole ciggle V' jest catkowalne na ~y oraz

/ Vs = / V@)Y ()t (1°)

Dowdp. Mozemy zatozyé, ze « jest klasy C!. Ustalmy podziat 7 = (to,...,t,;,) oraz punkty posrednie £ =
(&1, - - &m). Wtedy wobec nieréwnosci Schwarza mamy

[M(V,7,7,6) = MUV 03,907, 01 < 30| (VIEN () = 2ti-1) =€)t — t5-1) )|

< Z IV EDIMNY(E) = (1) =€) — -]l < (H;@X [V[[)w- (diam );

dalej standardowo. O

(16) Zauwazmy, ze calka po prawej stronie istnieje. Twierdzenie daje praktyczny sposob obliczania calek zorientowanych.



ROZDZIAL 8

Szeregi Fouriera

8.1. Twierdzenie Riemanna-Lebesgue’a

Do tematyki zwiqzanej z szeregami Fouriera powrocimy w wyktadzie z Analizy Matematycznej 4.
Niech

Ror(R) : ={f : R — R fli_rn) € R([=7,7]), Vaer : [z +2m) = f(2)},
Cor(R) : = {f €EC(R) : Voer : f(z +2m) = f(2)}.

Definicja 8.1.1. Dla dowolnej funkcji f € Ror(R) definiujemy jej wspolczynniki szeregu Fouriera (*):

1 /" 1 [
an = an(f) == f(t)cosmt dt, b, =0b,(f) == f(t)sinnt dt, n € Np.
T J_n T )
Szeregiem Fouriera funkcji f nazywamy szereg funkcyjny:
S(x) =S(f;x) = % + Z(an cosnx + by sinnz), x €R.
n=1

Jego sumy czeSciowe oznaczamy przez:

k
Sk(z) = Si(f;2) := % + Z(an cosnz + by sinnz), x €R, ke Ny.

n=1

Obserwacja 8.1.2. (a) Jezeli szereg S(f;xo) jest zbiezny, to zbiezny jest tez szereg S(f;xo + 2km) oraz
S(f;xo + 2km) = S(f;x0), k € Z. W tym sensie funkcja S(f; ) jest okresowa o okresie 27.
(b) Jezeli funkcja f jest parzysta, to b, = 0, n € N. Wtedy szereg Fouriera funkcji f ma posta¢ S(f;xz) =
o0

ao . . N
Y+ > apcosnx ijest nazywany szeregiem kosinusow.

n=1
Istotnie,
L[ . u=—t 1 [T ) 17 )
by, == — f@)sinnt dt =" — (—u) sin(—nu) (—du) = —— f(u) sinnu du = —b,,.
T J_n T Jr T J _x

(c) Jezelifunkcja f jestnieparzysta, to a,, = 0,n € Ny. Wtedy szereg Fouriera funkcji f ma posta¢ S(f;z) =

S™ by, sinnz i jest nazywany szeregiem sinuséow — CWICZENIE.
n=1

(d) an(1) =0,n € N, ap(1) = 2.Stad Si(1;2) = 1, k € Ny, oraz S(1;z) = 1.
(e) Niech

1 (2) cosne () sin nx
== n—1\T) ‘= ; n () : ’
%o m Poan—1 ﬁ Y2 ﬁ

Wtedy uklad (¢,,)22 jest ortonormalny, tzn.

/ 0iV)px(t) dt =d;5, 4,k € Ng — CWICZENIE.

—T

(1) Jean Fourier (1768-1830).

133
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Twierdzenie 8.1.3 (Riemanna-Lebesgue’a). Niech P C R bedzie przedziatem i niech f : P — R bedzie taka,
ze fliap) € R([a, b]) dla dowolnego [a,b] C P oraz |f| € R(P) (?). Wtedy

lim /f(t) cosat dt = lim /f(t) sinat dt = 0.
P P

o] > +o0 o] —+o0
W szczegolnosci, dla f € Rar(R) mamy an(f) — 0, b,(f) — 0 przyn — +o0.
W rzeczywisto$ci Twierdzenie 8.1.3 jest prawdziwe dla obszerniejszej klasy funkcji.
Dowép. Dowdd przeprowadzimy dla cos at. Przypadek sin at pozostawiamy jako CWICZENIE.

Krok 1°. Jezeli f = X[p,q), P> to

1, . .
= —(sinag —sinap) —

q 1 q
/ f(t)cosat dt = / cosat dt = —sinat
P p @

P « || —+o0
Krok 2°. Dla dowolnego przedziatu [a, b] C P oraz dla dowolnego jego podzialu m = (x, ..., Zm), jezeli
m
f= ZCjX[xj,l,xj]#Pa
j=1
gdzie ¢y, ..., ¢y € R, to twierdzenie zachodzi.

Krok 3°. Jezeli (fs)32; C R(P), [p|fs(t) — f(t)|dt — 0 oraz twierdzenie zachodzi dla kazdej z funkcji
fs, to zachodzi dla f.

Istotnie, niech € > 0 i niech s € N bedzie takie, ze [, | fs(t) — f(t)|dt < e/2. Niech | [, fs(t) cos at dt| <
g/2dla|a| > C. Wtedy dla |a| > C mamy

‘/ f(t) cosat dt) < ‘/ fs(t) cosat dt)Jr/ |fs(t) — f()]] cos at|dt < e.
P P P

Krok 4°. Dla dowolnego przedziatu [a, b] C P twierdzenie zachodzi dla funkcji fx (a5, -
Istotnie, wystarczy pokazaé, ze istnieje ciag (fs)S2; funkeji ,schodkowych” takich, jak w Kroku 2°, dla
ktorego [ | fs(t) — f(t)X[a,0),p(t)|dt — 0.Niech e > 0iniech 7 = (2o, ..., &) bedzie podziatem przedziatu

[a, 0], takim ze U (f, m)—L(f, m) < e. Zdefiniujmy ¢; := M (f, [xj-1,25]), = 1,...,m, g := 3" CiX[x;_,.2,],P-
j=1
Wtedy

. b b b
LM@—f@MwwﬁWhi/ww—f@Mﬁj/gwﬁ—/ﬂﬂwﬁ<Wﬁﬂ—LUmk&.

Krok 5°. Niech [as,bs] , P. Wobec Krokéw 3° i 4°, do zakonczenia dowodu wystarczy zauwazy¢, ze

Jplf = FXaenrpl = [ lfl = [ 1fl — 0. m

8.2. Kryterium Diniego

Zdefiniujmy pomocnicza funkcje:

gip 2kta
@k(]}) = 727 reR, keNg.

sin 5
Obserwacja 8.2.1 (CwiczeNig).  (a) §p(—x) = D ().

(© 3Pi(z) =3+ zk: cosnx.
n=1

Lemat 8.2.2. Dla f € Ry (R) mamy:

1 [7 t —t
Si(f;2) = f/ JetDE7@ =1 ¢ (i, zeR, ke
™ Jo 2
W szczegblnosci, - [ Dy (t)dt = 1, k € No.

(2) Wobec kryterium poréwnawczego (Twierdzenie 7.6.6) wiemy, ze f € R(P). Zauwazmy, ze jezeli P = [a,b], to powyzsze

zalozenia sa rOwnowazne temu, ze f € R([a, b]).
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Dowob. Liczymy:
1" u
Sk(f@ ):7/ f(t )(%—I—Z Cosntcosnm—I—smntsmn.r))dt

™
n=1

/f +Zcosntf;r dt /f @ktf:c)d

2 e )@kudt(*)l [ e ogonna =1 [TIEEOEIEZD g,

m ™

gdzie () wynika z tego, ze funkcja podcatkowa ma okres 2m. g

Twierdzenie 8.2.3. Dla f € Ro,(R) idla dowolnego() < 6 < 7T mamy:

. L O f@x4t)+ flx—t)
kE{rf-loo Sk(f7 IE) o kEI-&I-loo s 2

Pp(t)dt, zeR

(w tym sensie, ze obie granice jednoczesnie lstme]q i sq rowne). W szczegdlnosci, prawdziwa jest nastepujgca zasada
lokalizacji:

O zbieznosci i wartosci S(f; xq) szeregu Fouriera funkcji f w punkcie x¢ decydujq wylqcznie wartosci funkcji
f w dowolnie matym otoczeniu punktu x.

Dow6p. Ustalmy x. Funkcja
fl+t)+ flz—1)
2sin £
jest catkowalna. Zatem, na podstawie twierdzenia Riemanna-Lebesgue’a, mamy:
i T flx+1) +f(:c—t) Sin(2k+1)t
koo T 2 sm 2

[0, 7] 2t +—

dt = 0.

Teraz wystarczy skorzysta¢ z Lematu 8.2.2. ]
Twierdzenie 8.2.4 (Kryterium Diniego). Niech f € Ro(R) iz, A € R bedq takie, ze funkcja

v, f@ot+t) + flwo—t) — 24
t
jest bezwzglednie catkowalna. Wtedy S(f; xo) = . lilf Sk(f;x0) = A.

0,7] 2t +—

Dowop. Na podstawie Lematu 8.2.2 mamy:

Se(f3m0) — A= %/Oﬂ (f(zﬁt”f(x“_t) fA)ék(t)dt: 1/07r (W) .%t>sin @k+ Dt )

2 s sin 5 2

Poniewaz funkcja (0,7] > t — sif% przediuza sie do funkgji ciaglej na [0, 7], zatem funkcja (0, 7] > ¢ —

t

¥ (t) 527 jest bezwzglednie catkowalna (kryterium poréwnawecze) i mozemy skorzystac z twierdzenia Riemanna~-
2

Lebesgue’a. O

Obserwacja 8.2.5 (Przyktady uzycia kryterium Diniego). (a) Jezeli funkcja

b, fl@o 1) + flwo —t) — 2f(0)

0,7] 3t +— ;

jest bezwzglednie catkowalna, to S (f; z0) — f(zo).
(b) W szczegdlnosci, jezeli istnieje skoniczona granica

lim flzo+1)+ flxo —1t) — 2f(x0)
t—0+ t

)

to S(f;x0) = f(xo).

(c) W szczegdlnosci, jezeli granice jednostronne f(zg+) := tli%l:t f(zo+t) istnieja i sa skoniczone, 2 f (z¢) =
f(zo+) + f(xo—) oraz istnieja skoniczone granice tlir& M, to S(f;xo) = f(wo).

(d) W szczegdlnoscl, jezeli f/(zo) istnieje, to S(f;x0) = f(zo).
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(e) Jezeli granice jednostronne f(xo=) istnieja i sg skoiczone, 2f(x9) = f(zo+) + f(xo—) oraz
\f(zo £ ) — fzmot)| < Ct*, 0<t <3,
dla pewnych C, o, § > 0, to funkcja ¢ (z A := f(z0)) jest bezwzglednie caltkowalna, a zatem S(f; xo) = f(xo).
Przyklad 8.2.6. Niech h : R — R bedzie funkcja okresowsa o okresie 27 taka, ze
—z—m, jezeli —7m<x<0
h(z) =140, jezeliz =0
—x4+m, jezeliO<z<m
Wtedy

h(z) = S(h;x) = QZ smnw7 z € R.
n

Ponadto, szereg jest zbiezny niemal jednostajnie na przedziale (0, 27) (3)
Istotnie, funkcja h jest nieparzysta, wiec a,(h) = 0, n € Ny. Ponadto

bn(h) = g/U (m —t)sinnt dt =

™

™ 2 t ™
= 7(7 — 1) cosnt
0 n\mw 0

21
— 7—251nnt
™n

n

Zauwazmy, ze funkcja h spetnia w kazdym punkcie warunek z kryterium Diniego bo jest rézniczkowalna w [—, 0)U
(0, 7] (dla zp = 0 zbieznos¢ jest trywialna). Zbieznos¢ niemal jednostajna wynika z kryterium Dirichleta jed-

o0
nostajnej zbieznosci. Istotnie, na podstawie Przykiadu 6.3.2(a) wiemy, ze szereg > - jest zbiezny niemal jed-
n=1

nostajnie na T \ {1}. W szczegolnosci, szereg Z sianz _ Ty ( n)) jest zbiezny niemal jednostajnie na

[—,0) U (0, 7]. " "

8.3. Twierdzenie Fejéra
Twierdzenie 8.3.1 (Twierdzenie Fejéra (*)). Dla f € Cor(R) zdefiniujmy:
So(f;2) + -+ Sk-1(f32)

op(fix) = : , xR, k=1,2,....
Wtedy o (f;) — f jednostajnie na R.
Dow6p. Korzystajac z Lematu 8.2.2 i wzoru
sin®ka .
Zsm 2j+ Da = (CWICZENIE),
no
dostajemy
L [T fla+t)+ fla—t)
= ;/0 3 % jz::sm 25 + 1
1 [ flz+t —1) sin?kt
_,/ fetrfle=t) snhs 4,0 cr ke
2 " kesin 5
Niech
sin? kg
Up(z) = ———=, ze€R, keN.
ksin® 3

Zauwazmy, ze [ "W (t)dt = 1, k € N. Niech C' > 0 bedzie takie, ze |f(z)] < C,z € R.Dla0 < § < 7
liczymy:

lox(f;2) — f(z)] < %/Oﬂ fatt)+ flz—t) - 2f(@)

2

W (t)dt

3) Tzn. jest zbiezny jednostajnie na dowolnym zbiorze zwartym K C (0, 27).
4) Lip6t Fejér (1880-1959).
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2C
257
ksin® 5

N

rzeR, keN. O

™

1 T
1/0 wf(5)Wk(t)dt+%/6 20, (1)dt < wi(8) +

Definicja 8.3.2. Wielomianem trygonometrycznym nazywamy dowolna funkcje postaci
k
Rz ag+ Z(an cosnx + [, sinnzx).
n=1

Jako natychmiastowy wniosek z twierdzenia Fejéra dostajemy nastepujacy wynik.

Whiosek 8.3.3. Dla dowolnej funkcji f € Cor(R) istnieje cigg wielomianéw trygonometrycznych (wy)32, taki,
ze wp — [ jednostajnie na R.

Twierdzenie 8.3.4 (Twierdzenie aproksymacyjne Weierstrassa). Dla dowolnej funkcji f € C([a, b)) istnieje cigg
wielomianéw (Py)2 | taki, ze P, — f jednostajnie na [a, b].

Dowép. Istotnie, problem sprowadza sie do udowodnienia, ze kazda funkcja f € C([0, 7]) daje sie jednostajnie
aproksymowaé wielomianami (Cwiczenig). Ustalmy f. Funkcje te mozemy oczywiécie przedtuzyé do funkeji
ciaglej na R i okresowej o okresie 27. Na podstawie Wniosku 8.3.3, dla dowolnego € > 0 istnieje wielomian try-
gonometryczny w taki, ze |w(z) — f(z)| < §, 2 € R. W takim razie problem sprowadza si¢ do aproksymacji na
[0, 7] wielomiandw trygonometrycznych zwyktymi wielomianami. Wobec postaci wielomianu trygonometrycz-
nego, wystarczy umie¢ aproksymowac funkcje x — cos nz iz —— sinnx, n € N. To za§ wynika bezposrednio
z faktu, ze funkcje te s rozwijalne w szeregi potegowe zbiezne na R. g

8.4. Szeregi Fouriera — abstrakcyjny punkt widzenia

Niech H bedzie przestrzenig z iloczynem skalarnym ( , ) (zob. § 4.10) (5) Zakladamy, ze dim’H = oo.
Przypusémy, ze ()52, C H jest uktadem ortonormalnym w H, tzn. (@;, ox) = ;5. 5,k =0,1,2,....

Obserwacja 8.4.1. Niech H = R([—m, 71]). Wtedy uklad trygonometryczny

1 (2) cosne () sin nx
= —, n—-1(T) := ——, nlT) = s
T Ve T TR v

jest ortonormalny, tzn. ffw ©;(t)or(t) dt = 65k, j, k € No.

n=12....

Obserwacja 8.4.2. (a) Jezeli f = Xowo + - + Mgk, to Nj = (f,0;), 5 = 0,...,k, oraz || f||> = [Xo|> +
<+ |>\k|2

(b) Uktad (¢;)72, jest liniowo niezalezny.

(¢) (Ortonormalizacja) Niech (wj)]‘?‘;o bedzie dowolnym ukladem liniowo niezaleznym. Wtedy istnieje taki
uklad ortonormalny ()32, ze dla dowolnego k = 0,1,2,... mamy

Ko + - + Kopp = Ko + - - - + Kepg. (*)
Istotnie, definiujemy ¢q := 1o/||¢0o]| 1 jezeli juz o, . . ., @¢ sa zdefiniowane i spelniaja (x) dlak = 0,...,¢,
¢

to kladziemy @py1 := Ypq1/||0eq1]], gdzie Vo1 := Yoy1 — Y (Yet1,9;5)@;. Sprawdzamy, ze @o, . .., Pot1

j=0
spetniaja wszystkie wymagane warunki:

¢
(Det1, o) = (Yes1, on) — Zlﬁuh% (pjroe) =0, k=1,....0
=0

Niech Vi, := Ko + - - - + Kgy.. Oczywiscie V;c C Vkqrorazdimg Vy, =k +1,k=0,1,2,. Zdeﬁnlujmy
SkH—>Vk5Sk(f) = <f7800>900++<f790k>90k,k:0:1:27 Wiem}’,ie Hsk H2 Z |<f (,0] |2
Obserwacja 8.4.3. (a) Sk jest operacja K-liniows.

(b) Sk =idna Vk

© (f=Sk(f).9) =0,g € Vi
Istotnie, <f - Sk(f)7¢]> = <f7 (19]> - <Sk(f)780j> = <fa 99J> - <f7§0j> = O’.] = 07‘ 7k

(5) Cze$é¢ ponizszych wynikéw pozostaje prawdziwa dla semi-iloczynéw skalarnych — CWICZENIE.
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@ If = Se(OIF = 11> = 1Se(HI* f €M, k=0,1,2,....
Istotnie, || f]|* = [[Sk(f) + (f = Sk(I? = [1Sk(HI* + If = Sk(HII*

(e) (Nieréwnos¢ Bessela (°)) Z [y o) 2 < IIFI% f € H.

n=0
(£) Jezeli H = Roq([—7, 7)), za$ (pn)32, jest ukladem trygonometrycznym, to nieréwno$¢ Bessela ma
postac:

138

%a3+§:(ai+bi) <% " P
Istotnie, Z 1(fy on)|? = (\/>a0) (\Fan) (ﬁbn)Q)

(g) Sk(f) reahque odleglos¢ elementu f od przestrzeni Vi, tzn. || f — Sk (f)|| = dist(f, Vi) := inf{||f —¢]| :
gEVRLfEH k=0,1,2,....

Istotnie,
k k
1F =" Niesll? = 1If = S(H)I? = 72Re(z>\ f,soj)+Z|A |2+Z (Fen)l? =Y 1N = (F 00
j=0 j=0

(h) Sk(f) jest jedynym elementem o wlasnosci (g).
Od tej chwili zaktadamy, ze H jest przestrzeniq Hilberta.

Twierdzenie 8.4.4. Dla dowolnego [ € H, szereg S(f) := >_ ([, ©n)pn jest zbiezny.
n=0
Dowdp. Pokazemy, ze szereg S(f) spelnia warunek Cauchy’ego. Mamy
m 2 m
| S trenes| =Y ke, m>n.
j=n j=n

Teraz wystarczy skorzysta¢ z nieréwnosci Bessela. O

Zauwazmy, ze (k+1)-sza suma cze$ciowa szeregu S(f) jest rtéwna Sy (f). Szereg S(f) nazywamy szeregiem
Fouriera elementu f (w bazie ortonormalnej (¢;)52). Jest widoczne, ze operacja H > f —— S(f) € H jest
liniowa. Ponadto, || f — S(f)|I? = || £1I> = IS(f)||*. W szczegolnosci, |S(f)|| < |If]l, f € H.

Niech V := |J Vi. Odnotujmy, ze V jest podprzestrzenia wektorowa .
k=0

Twierdzenie 8.4.5. Nastepujqce warunki sq rownowazne:
(i S=id
@ [ISHI = IIfNl, f € H, tzn. S jest izometrig;
(ili) zachodzi tozsamos$¢ Parsevala (7) (f, g) = Z (fyon)g, 0n), frg € H;

(iv) V= {0}, tzn. jezeli (f, ;) =0dlaj=0,1,2,...,to f = 0;

W V=H
Dowop. (i) = (iii): (f, 9) = (S(f), 5(9))-
(i) = (ii): f = g.
(ii) => (i): Wynika 2 réwnosci || f — S(f)[|* = || £||* - HS( I
(i) = (iv): Jezeli f L ¢; dla dowolnego j, to S(f) =
(iv) = (0): (f — S(f), ;) = 0 dla dowolnego j.
()= @):V3S(f) — feV.
(v) = (i): Przypusémy, ze V O V},, > f, — f. Wtedy
If = Sk, (NIl = dist(f, Vi,) < |If = ful| — 0.

Poniewas || f — S1(f)|| = dist(f, Visr) < dist(f, Vi) = [If — Sk(f)ll, zatem ciag (|[f — Sk (f)[)7Zo jest
monotoniczny, a stad || f — S(f)|| = 0, czyli S(f) = f. O

6) Friedrich Bessel (1784-1846).
7) Marc-Antoine Parseval (1755-1836).
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Definicja 8.4.6. Jezeli jest spetniony ktérykolwiek z rownowaznych warunkéw z Twierdzenia 8.4.5, to mowimy,
ze uktad ortonormalny (¢, )52 jest zupeiny.

Twierdzenie 8.4.7. Dla nieskoriczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta H nastepujqce warunki sq rownowazne:
(i) wH istnieje uktad ortonormalny zupetny;
(ii) H jest przestrzeniq osrodkowa, tzn. posiada przeliczalny podzbior gesty.

Dowo6p. (i) = (ii): Niech (¢ J) 2 o bedzie uktadem ortonormalnym zupelnym. Wtedy, na podstawie Twierdzenia
8.4.5, zbior A := {dowo + -+ Ak 1 k € No, Ao,..., A € KN (Q +4iQ)} jest gesty w H (i oczywiscie
przeliczalny).

(ii) = (i): Wobec Obserwacji 8.4.2(c) wystarczy znalez¢ uklad liniowo niezalezny (1);)32 taki, ze przestrzen

V= U (Keypo+- - -+Kapy) jest gestaw H. Niech A = {ay, as, ... } bedzie zbiorem przeliczalnym gestym i niech
Yo ::k a(;)co bedzie pierwszym niezerowym wektorem w tym ciggu. Niech dalej i1 := aj, bedzie pierwszym
wektorem liniowo niezaleznym z ay,,. Jezeli juz okreslimy v; = ay; dlaj = 0,..., ¢, to chcemy by ¥ y1 := ag,,,
byt pierwszym wektorem liniowo niezaleznym z ay,,, . . . , ax,. Gdyby ta procedura sie zacinala na pewnym /, to
wtedy A C W = Kag, + - - - + Kay,. Przestrzen W, jako przestrzen skonczenie wymiarowa jest domknieta
(zob. Wniosek 4.8.12). Wynika stad, ze H = A = W, a wiec H musi by¢ przestrzenia skoficzenie wymiarowa;
sprzecznosc¢.

Tak wigc nasza procedura daje liniowo niezalezny uklad ()52, taki, ze A C V, gdzie V jest jak powyzej.

W szczegélnoéei, H = A = V. g

Obserwacja 8.4.8. Przypomnijmy raz jeszcze, ze przestrzen Ro, (R) nie jest przestrzenia Hilberta i nie mozemy
dla niej skorzysta¢ z Twierdzenia 8.4.7. Bedzie do mozliwe dla przestrzeni L3 (R) :={f : R — R : f|_r ] €
L2([-7,7]), Yaer : f(z+27) = f(z)}, gdzie L?([—, 71]) oznacza przestrzen funkcji catkowalnych z kwadra-
tem w sensie Lebesgue’a. Do tematu wrocimy w trakcie wyktadu z Analizy Matematycznej 4.

8.5. Kryteria zbieznosci jednostajnej

Twierdzenie 8.5.1 (Kryterium zbieznosci jednostajnej). Niech f € Car(R) bedzie taka, ze f|;_ - € C"*([—m,7]).
Wtedy Si.(f;-) — f jednostajnie na R.

Dowép. Wobec Kryterium Diniego wiemy, ze Si(f;2) — f(x), x € R. Wystarczy wiec pokazaé, ze ciag
(Sk(f))32, jest zbiezny jednostajnie. Zastosujemy kryterium Weierstrassa i wykazemy, ze

j£:|an )+ b (F)] < +o0.

Zauwazmy, ze f' € Ror(R). W szczegodlnoéci, na podstawie nieréwnosci Bessela, mamy:
1 ™
)+ N4 b)) < = 2(t) dt
Z <z [ £

Catkujac przez czesci dostajemy: a, (f') = nbn(f), bu(f') = —nan(f),n = 1,2,... (®). Teraz, na podstawie
nieréwnosci Schwarza, mamy:

o0 oo / oo
Zlan f1= 30 a1 < (X ) () < oo
n=1 n=1 n=1
Zbiezno§¢ szeregu Z |b,(f)| sprawdzamy analogicznie. O

n=1

Twierdzenie 8.5.2 (Kryterium zbieznosci niemal jednostajnej). Niech f : R — R bedzie funkcjq okresowg
o okresie 2, takq, ze f|_n » € C"'([—7,7]). Wiedy

Su(fi) — LEDEIED),

Ponadto, Sy,(f;+) — f niemal jednostajnie w dowolnym przedziale otwartym, w ktérym f jest klasy C*.

z € R.

( ) Dla przykladu: a,, (f') = + f f'(t) cosnt dt = f(t) cosnt|™ + - ffﬂ_ f(@t)sinnt dt = nbn (f).
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Dow0p. Przypomnijmy Przyklad 8.2.6. Niech i : R — R bedzie funkcja okresowg o okresie 27 taka, ze

—x—m, jezelli —m<x<0
h(z) =<0, jezeliz =0
—x+m, jezeli0<z <7
Wtedy

h(z) = S(h;x) = QZ s1nnx7 r e R.
n

Ponadto, szereg jest zbiezny niemal jednostajnie na przedziale (0, 27).
Bez zmiany szeregu Fouriera mozemy zmodyfikowa¢ funkcje f tak, by

2f(z) = f(z+) + f(a—), zeR
Po takiej zmianie, pierwsza czesé tezy sprowadza si¢ do udowodnienia, ze
Sk(f;:) — f punktowo na R.

Zalozenie, ze f jest kawatkami klasy C' gwarantuje, ze w kazdym punkcie z € R, spetiony jest warunek
z kryterium Diniego, tzn. istnieje skoficzona granica

o SE@HR A S = 2@) @t h) = fat)
h—0+ h h—0+ h h—0+ h

co daje zbiezno$¢ punktowa.
Problemem jest zbieznoé¢ niemal jednostajna. Niech —m = £y < - -+ < £y = 7 bedg punktami ,osobliwy-
mi” funkcji f, tzn. dla dowolnego j € {1,..., N} funkcja

f(§—1+), jezeliz =&
§i-1,&] 2z V— < f(2), jezeli ;1 <z < ¢&;
f(&=),  jezeliz =
jest klasy C!. Niech
. {i(f(&fr) —[(&0), emlije{o.N}
TG — £(&), eelij=1,... N —1

Odnotujmy, ze ¢y = cy. Zdefiniujmy

N
1
g(x) == — E cih(z —¢&5), zeR.
=

:\

Jest to oczywiscie funkcja okresowa o okresie 27 i kawalkami klasy C! (o co najwyzej tych samych punktach
osobliwych w [—, 71]). Pokazemy, ze g jest ciagla.
Istotnie, dla £ € {0, N} mamy:

o6r+) — gl6—) = der— > i (h((&e — &) +) — hl(& — &) - )

:4(35—2 Z Cj:4C472Cg*20(,:0,

Jj€{0,...,N}:
(&e— EJ)/(27T)EZ

za§dlal € {1,...,N — 1} mamy:
N

9(&et) — g(&e—) = 2¢0 — %ch (h((fz —&)+) —h((&—&)— )) =2¢p —2¢¢ = 0.

=0

Na podstawie Twierdzenia 8.5.1, Sk(g,-) — ¢ jednostajnie na R. Zauwazmy, ze

Sk(g; ) = Si(f; @) quk &)x), k=0,1,2,....
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Teraz pozostaje juz tylko skorzysta¢ z Przykladu 8.2.6, z ktérego wynika, ze Si(h(- — §;);z) — h(z — &)
niemal jednostajnie w kazdym z przedziatow (§;-1,¢;),j =1,...,N. O

8.6. Funkcje o wahaniu ograniczonym

Definicja 8.6.1. Dla dowolnej funkcji f : [a,b] — R zdefiniujmy
N
V(f) = Vi (f) = sup{z f(tio1) — f(t;) N EN, a=tg < <ty= b}.
j=1
Liczbe V(f) € [0, +00] nazywamy wahaniem funkcji f na przedziale [a, b]. Jezeli V(f) < +oo, to moéwimy, ze
funkcja f ma wahanie ograniczone. Zbior funkcji o wahaniu ograniczonym na przedziale [a, b] oznaczamy przez

BY([a,b)).

Obserwacja 8.6.2 (Odwzorowania o wahaniu ograniczonym). (@ V(af) =|a|V(f), a €R,

V(f +g9) < V(f)+ V(g). W szczegdlnosci, BV([a, b]) jest przestrzenia wektorowa.

() Vg (f) = Vigq(f) + YV, b](f) < < b. W szezegolnosci, Vi g (f) < Vg (f) dla [c,d] C [a,b].

(©) [f(2") = f(@")] < Vg o (f), 2/, 2" € [a b]. W szczegodlnosci, BV ([a, b]) C B([a,b]).

(d) Dla f,g : [a,b] — R mamy: V(fg) < (suppp |f]) - V(g) + V(f) - (supg,p 9]). W szczegolnosci,
BY([a, b]) jest algebra.

(e) Jezeli f : [a,b] — R jest monotoniczna, to V(f) = |f(a) — f(b)|- W szczegdlnosci, f € BV([a, b]).

(f) Jezeli f : [a,b] — R spelnia warunek Lipschitza ze stalg L, to V(f) < L(b — a). Dla przykladu, jezeli
[ jest rézniczkowalna i ma ograniczong pochodna, to f € BV([a, b]). W szczegélnosci, C([a, b]) C BV([a, b]).

(g) Niech f(x) := {

inZ, jezeli0 <z <2
N ].e%e 1 * (f jest oczywiscie ciagla). Mamy:
0, jezeliz =0

Z‘f( 2;+3) f(znjjﬂ)‘

_Z( - )24571. VIR | o0
n—2j+3 2n—2j+1 j=12n—2j+3

(h) Dla f € BV([a,b] mamy: f € C([a,b]) <= funkcja [a,b] > = Via,z1(f) jest ciagta.

Istotnie, implikacja (<=) wynika (b) i (c): | f(z’) — f(2")| < [Via,e1(f) = Viaen ()], 2’ 2" € [a,b].

Dla dowodu implikacji (=) zauwazmy, ze, wobec (b), funkcja ¢ jest niemalejaca, a wiec jej nieciaglos¢
oznacza istnienie skoku, np. p(x) > ¢(z¢) + 0 dla dowolnych a < xog < x < b, gdzie 6 > 0. Wobec (b) mamy:
Vizo,a] (f) > 6, 20 < x. W szczegdlnosci, Vi, 4 (f) > 6, co oznacza istnienie podziatu g = tg < --- <ty =0

N

takiego, ze > |f(t;) — f(t;j—1)| > J. Korzystajac z ciaglosci funkcji f wnioskujemy, Ze istnieje punkt 2y <
Jj=1

N
ry <ty taki, ze [f(w1) — f(t1)| + X2 |f(t;) — f(tj—1)| > 0, skad wynika, ze V[, 3(f) > 0. Powtarzajac to
j=2

samo rozumowanie dla przedziatu [x¢, 1], wnioskujemy, ze istnieje o < x2 < x taki, ze Vi, » 1(f) > 6. Po
k krokach dostajemy ciag o < zp < --- < 21 < b taki, ze V[w_ﬁzjq](f) > 0,7 =k,...,2. Teraz, korzystajac
z (b), mamy:

V[zo,b](f) = V[zozk](f) + V[zk,zk,l](f) +- V[zz,zl](f) + V[zlb](f) = (k + 1)5 — 400

k—+o0

sprzecznos¢.
W przypadku skoku: ¢(z) < ¢(z0) — ¢ dla dowolnych a < & < xo < b, postepujemy analogicznie.

Twierdzenie 8.6.3 (Rozklad Jordana). Funkcja f : [a,b] — R ma wahanie ograniczone wtedy i tylko wtedy,
gdy f = f1 — fa, gdzie f1, fa : [a,b] — R, sq niemalejgce (9). W szczegolnosci, zbior punktow nieciggtosci
funkcji 0 wahaniu ograniczonym moze by¢ co najwyzej przeliczalny oraz kazda funkcja o wahaniu ograniczonym
ma w kazdym punkcie skoriczone granice jednostronne.

Ponadto, jezeli f jest ciggta, to funkcje f1 i fo mozna wybraé w klasie funkcji ciggtych.

(9) Jest to tzw. rozklad Jordana. OczywiScie nie jest on jednoznaczny: f = (f1 +¢) — (f2 +¢), ¢ > 0.
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Dowob. Dostateczno$¢ warunku wynika z Obserwacji 8.6.2(a)(e).

Dla dowodu koniecznosci, niech f1(x) := Vi, 51(f) + |f(a)|, 2 € [a, b]. Na podstawie Obserwacji 8.6.2(b),
funkcja f; jest niemalejaca. Ponadto, na podstawie Obserwacji 8.6.2(h), jezeli f jest ciagla, to f; jest ciggla.
Pozostaje wykaza¢, ze funkcja fo := f1— f jest niemalejaca (poniewaz fo(a) = fi(a)—f(a) = |f(a)|—f(a) > 0,
bedzie ona automatycznie nieujemna). Korzystajac z Obserwacji 8.6.2(b)(c), dla a < 2’ < " < b, mamy:

f?(m”) - f?(m,) = V[a,z”](f) - V[a,z’](f) - (f(]‘ﬂ) - f(j,’/)) = V[:E',z”] (f) - (f(q’ﬂ) - f(rl)) 2 0. o

8.7. Kryterium Jordana

Twierdzenie 8.7.1 (Kryterium Jordana). Niech f € R}, (R),z0 € Ri0 < § < 7 bedq takie, 2V, s 515 (f) <
+00 oraz 2f(zo) = f(zo+) + f(zo—) (*°). Wredy Si(f;20) — f(20).

Lemat 8.7.2 (Twierdzenie o warto$ci $redniej). Niech ¢ : [a,b] — R, bedzie funkcjqg monotoniczng i niech
¥ € R([a, b]). Wtedy istnieje punkt £ € [a, b] taki, ze

/b S(O(E) dt = w(b—) fsb W(t) dt, jezeli p jest rosngca
a w(a+) ff U(t) dt, jezeli o jest malejgca

Dowdp. Podstawienie ¢ := a + b — u redukuje przypadek malejacy do rosnacego. Dla n € N, niech

b—a . .
tpj=a+——j, j=0,...,n
n

Mamy f; o(t)p(t) dt = s 4+ 582, gdzie

s = iw(tn,jﬂ)/ o(t) dt, s = Z/t () = @tng-1) )(t) dt.
j=1

t
tn,j—1 j=1 tn,j—1

n,j

Niech
b
g(x) ::/ »(t) dt, =z € a,b].

Przypomnijmy (Twierdzenie 7.3.1), ze g jest funkcja ciagla. Niech m := I[Iligl g, M := max g. Przeksztalcamy:

] [a,b]
0 =3 el g 1) (0t 1) — 9(6n)) = £(@9(@) + 3 gltn) (90ns) ~ pltns ).

Wrynika stad, ze
mp(tnn—1) < 8511) < Mo(thn-1), neN.

Dalej mamy:

g b—a
21 < (o) = pla)) max [ o)t < (o) - @) 0,
Jj=1,....n tnjo1 n n—-+oo
gdzie |¢| < C' = const. Ostatecznie, przechodzac z n do +oo dostajemy:
b
mpb-) < [ (o) de < Miofo-).
Teraz wystarczy juz tylko skorzysta¢ z wlasnosci Darboux (dla funkcji g). O

Dowdép TWIERDZENIA 8.7.1. Na podstawie rozkladu Jordana mamy:

f(xo+1) + f(xo —t) — 2f(z0) = ¢1(t) — p2(t),

gdzie 1, @9 : [0,8] — R sa niemalejace. Poniewaz

©1(0+) — p2(0+) = f(zo+) + f(xo—) — 2f(20) = 0,

(10) Przypomnijmy, ze (wobec rozkladu Jordana) granice jednostronne istnieja.
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mozemy zalozy¢, ze ¢1(0+) = @2(04) = 0 (zastepujac p; przez ¢; — ;(0+)). Teraz, wobec zasady lokalizacji
(Twierdzenie 8.2.3 zastosowane do funkcji f — f(x0)), wystarczy pokazaé, ze dla dowolnej funkcji niemalejacej
v : 0,6] — R, takiej, ze ©(0+) = 0 mamy:

8 (2k+1)t
t) sin
[EmE,
0o 2 sin 5 k—-+o0

Zauwazmy, ze

s o (2k+1)t s s
/ Misln 2__dt— / @ sin Lk ;_ 1)tdt = / o(t) (71 — E) sin @k + 1)t dt.
0 0 0

2 sini 2sint t 2

. L1 1\ - .
Poniewaz }gr(l)( 5T +) = 0 (CwiczENIE), zatem funkcja
1

P
0,6]2t— — — —,
(0,9] 25111% t

$(0) == 0,

jest calkowalna (por. Obserwacja 7.6.2(e)). W takim razie, na podstawie twierdzenia Riemanna-Lebesgue’a, wy-

starczy pokazaé, ze
s
t 2k + 1)t
/ @ sin (;) dt — 0.
0 t 2 k—+oc0

Korzystajac z Lematu 8.7.2, dla 0 < 1 < d, mamy:

s ul
/ o) o RE+ Dt ners / e) (2k;r1)tdt

lim
2 k—+4oco 0

k—+oo 0

. N i kDI
bemat872 i 4,0(77—)/ — 2 a4,
k—+o0 £(n.k) t

gdzie £(n, k) € [0, n]. Wobec zalozenia, ze p(04) = 0, pozostaje oszacowac ostatnia calke niezaleznie od 7 1 k.
Mamy:

(2k+1)t )
sin sinu (2k + 1)&(n, k) (2k +1)n
= <o AV v S
‘/E(n k) dt ‘[2k+1)£(77 kU du ’ = C( 2 ) +C( 2 )’

* sinu
(z) := ’/1 " dul,

Korzystajac jeszcze raz z Lematu 8.7.2 (z p(u) := %), mamy:

gdzie
x = 0.

1
:L“):‘/sinudu <2, z>1,
(gdzie £ = £(x) € [1, z]). Tak wiec C(z) < max{2,C(0)}, z > 0. O

Przyklad 8.7.3. Funkcja
fa) mﬁ’ jezeliO < |z| <7
= 2w
0, jezeliz =0

(po okresowym przedhuzeniu na R) spenia w punkcie 2o := 0 warunki kryterium Jordana (CwIczENIE), ale nie
spetnia warunkéw kryterium Diniego bowiem:

T fwo )+ flwo—t) —2f(wo) [T 1 T
/0 dt_Q/o tlnﬁdt_2/_ -

t o U

Przyklad 8.7.4. Funkcja

f@) = |z| cos 52, jezeliO < |x| <
- 0, jezeliz =0

(po okresowym przedtuzeniu na R) spelnia w punkcie z¢ := 0 warunki kryterium Diniego (na podstawie Ob-
serwacji 8.2.5(e)), ale nie spetnia warunkéw kryterium Jordana (CwWIczENIE — por. Obserwacja 8.6.2(g)).
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8.8. Funkcje ciagle o rozbieznym szeregu Fouriera
Niech € := Ca,(R). Przestrzen ta wraz norma supremowa
IfII:= sup{|f(®)] : t € R} = sup{|f(¢)| : ¢ € [-, 7]}

jest przestrzenia Banacha.

Dla dowolnego ustalonego zo € Rniech & 3 f N Sk(f;x0) € R, k € Ny.Kazdy operator Ly, jest liniowy.
Niech || Lg|| := sup{|Lx(f)] : || f]] < 1}. Korzystajac ze wzoru

/ flxo +1) —I—f(xo—t) sm%;ltdt

t
sin bl

dostajemy

int
sin 3

1 [™ |sin 2EH¢]
HLkH < */ ——dt =: dk, k € Np.

T

Lemat 8.8.1. (@) || Lkl = dk, k € No.
(b) sup{dy : k € Ny} = +o0.
Dowép. (a) Ustalmy k& € Ny. Przypadek k£ = 0 jest oczywisty (So(1;29) = 1 = dp). Niech wiec k > 1
Skonstruujemy ciag (f,,)22, C & taki, ze || f»]| < 1, n € N, oraz L (f) — dj. Niech
(2k+1)t
2

S1n
go(t) == sgn (7 : ) teR.
SIH§

Najpierw konstruujemy (CwICZENIE) ciag parzystych funkcji ciaglych i okresowych g, : R — [~1,1],n € N,
taki ze g, — go punktowo oraz

1 /™ sin 2k+1t 1t
7/ N0 fui N / 7 — .
0

™ ll’l*

Nastepnie kladziemy f,(t) := gn(t —20),t € R,n € N. Wtedy W = gn(t),azatem Ly (f,) —
dg.
(b) Mamy

T o 2k‘+1 (2k+1)Z | : km | o3
t 2
dk>z/ |sm | :g/ \smu|du>g/ |51nu\du
™ Jo u ™ Jo u

|s1nu| /
- - sinu| du = +00. O
z/s zw [ s QZS,:W

Twierdzenie 8.8.2 (Szczegdlny przypadek twierdzenia Banacha-Steinhausa ( )). Istnieje zbior gesty A C €,
typu Gs (12), taki ze
sup{|Sk(f; o))l : k € No} = sup{|Lx(f)| : k € No} = 400, f€ A (1)

[e o]
Dowép. Niech B, :={f € &:|Ly(f)| <n, k >0}, 4, : =&\ By, A:= [ A,. Widag, ze:
n=1
e B, jest domkniety w & (CWICZENIE),
e Ajest typu Gy,
e spekiony jest warunek ().
Pozostaje sprawdzi¢, ze A jest gesty. Przypusémy, ze B(fy,m0) C E\ A = U B,,. Poniewaz przestrzen
n=1

B(fo,70) jest zupelna, zatem Twierdzenie Baire’a 4.11.2(ii) daje istnienie n takiego, ze int— B(fo.ro) (Bn,NB(fo,70)) #
@. Niech B(go,7) C Bp,. Wynika stad, ze dla dowolnego k > 0 mamy:

1 2n,
di = || Li|| = sup{[|Li (NIl - [[f| = 1} < Sup{;(l\Lk(go)H + 1 Li(go +rH)I) = LfIl = 1} <=

(11) Hugo Steinhaus (1887-1972).

(12) Tzn. A = ﬂ Ap, gdzie Ay, jest otwarty w €, n € N.

n=1
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co daje sprzecznosc. O

Twierdzenie 8.8.3. Dla dowolnego zbioru przeliczalnego B C [—, 7| (13), istnieje zbior gesty A C E, typu Gs,
taki ze
sup{|Sk(f;x)| : k 2 0} = +00, (f,z) € Ax B.
W szczegélnosci, dla dowolnej funkcji f € A jej szereg Fouriera S(f; x) jest rozbiezny dla dowolnego x: € B.

Dowobp. Wobec Twierdzenia 8.8.2 dla dowolnego punktu zy € R istnieje zbidr gesty A, C &, typu G, taki

ze sup{|Sk(f;x0)| : k =2 0} = 4oodla f € A,,. Zdefiniujmy A := [ A,. Jest to oczywiscie zbior typu Gs.
r€B
Gestos¢ wynika z Twierdzenia Baire’a 4.11.2(i). O

(13) Odnotujmy, ze zbiér B moze by¢ gesty w [—m, 7).






ROZDZIAL 9

Uzupelnienia

9.1. Odwzorowania wieloliniowe

Rozdziat ten bedzie w pewnym sensie ciggiem dalszym podrozdziatow 4.8 i 4.9.

Niech E, E1, ..., Ey, F beda przestrzeniami unormowanymi nad K.
Definicja 9.1.1. Przez Hom(E1, ..., Ey; F') oznaczamy przestrzen odwzorowan k-liniowych W : Ey x -+ x
Ey — F.Jezeli E; = --- = E}, = E, to piszemy Hom"(E, F). Przez Hom"(E, F') oznaczamy przestrzen

wszystkich symetrycznych odwzorowan z przestrzeni Hom” (E, F), tzn. tych odwzorowan W € Hom* (E, F),
dla ktérych

Wz, ..., 21) = W(Zo(1), -+ To(k))
dla dowolnych z1, ..., 2 € E i permutacji k—elementowej o € Sj.
Obserwacja 9.1.2. (a) Dla dowolnej permutacji o € S, mamy
Hom(Ey,...,Ey F) ~ Hom(Eq,qy, ..., Ey); F).
(b) Hom'(E, F) = Hom!(E, F) = Hom(E, F).

(c) Dlal < ¢ < k — 1 rozwazmy odwzorowanie

Hom(E,...,Ep; F) > W 2 W € Hom(Ey, . .., E;; Hom(Eyy 1, . . ., Ex; F)),

W
Ei X xErd(m1,..,20) — W(x1, .0y Tay ey )

Bez trudu sprawdzamy, ze @ jest dobrze okreslone oraz, ze @ jest izomorfizmem algebraicznym, przy czym
W := @~ jest dane wzorem:

Hom(E, ..., Ey;Hom(Epy, ..., B F)) 3 Arls A € Hom(E,, ..., By F),

~

By X oo g3 (21, k) = A(ay, . 20)(@esr, ... a) € F.
(d) Hom(F, ..., FEy; F) ~ Hom(Ey,. .., E;Hom(Eytq,. .., Ex; F)). W szczegdlnoscei,
Hom"(E, F) ~ Hom‘(E, Hom" *(E, F)).

Definicja 9.1.3. Niech H*(E, F') oznacza przestrzen wszystkich wielomianéw jednorodnych stopnia k, tzn. prze-
strzen wszystkich tych odwzorowan Q : E — F, dla ktorych istnieje Q € Hom"(F, F) takie, ze Q(x) =
Q(z, ..., ) dla dowolnego = € E. Przyjmijmy dodatkowo H"(E, F) := F.

Obserwacja 9.1.4. Jezeli Q(z) = Q(z, ..., z), z € E, to wzor

~ 1 -
Q(xl,...,xk) = 7 Z Q(.Z‘(,(l),...,l‘{,(k)), T1,...,2, € B,

og€ESk

zadaje odwzorowanie z Homf. (E, F) o tej samej wlasno$ci. Mamy wiec epimorfizm
Hom"(E,F) > W+ (E > 2+ W(x,...,z) € F) € H*(E, F).

Twierdzenie 9.1.5 (Formula polaryzacyjna). Dla0 < ¢ < k, ke NiQ € ﬂ‘ﬂ'(E, F) zachodzi wzér

1 B @(ml cooxy),  jezelil =k
- 71]6 le] To+e1x1+ - terzr) = ’ ’ ’ R s R 1 € FE.
Kl ee{;}k( Rt K7 =10, jezeli0 < ¢ <k -1 TR

147
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Dlal = k > 2 formula polaryzacyjna pokazuje, ze odwzorowanie A jest injektywne (a wiec jest izomorfizmem)
i daje ponadto wzér na = := A1 (zawsze mozna przyjgé xo = 0). Mamy wigc
Hom*(E, F) ~ H*(E, F).

Dowdp. Przypadek £ = 0 pozostawiamy jako CwiczeNiE. Dla £ > 1 mamy

1 _
T Z (*1)]C ‘E‘Q($0+51$1+"'+€kl’k)
’ e€{0,1}*

1 ~
=7 Z (_1)]67‘8'@(9504'51%1+"'-|—E]gl'k,...7x0—|—glxl+...+Ekxk)

T ec{0,1}* e
1 YAl ' .~
_ k—|e : J1 Ik
=5 E (1) le] E 'Iijlsl e Q(xo, . Ty Ty, Tg)
e€{0,1}* Jos---,Jk€No :
Jo+Fik=t Jox I
1 YAl . SN~
— k—le : J1 Jk
= E (H E (—1) “"7"81 ...ek)Q(xo,...,xo,...,xk,...,xk)
Jos--Jk ENo ee{0,1}* Jo Jk Jox e
Jo+tjr=~L
=: E A]-UV,_,ij(xo,...,wo,...,xk,...,xk).
. - N —r N———
Jo,---,3kE€ENo . -
JotFje=2 JoX Jr X

Ustalmy jo, . .., jr € Ny takie, ze jo + - - - + jr = £ irozwazmy dwa przypadki:

e Istnieje s € {1,...,k} takie, ze j; = 0 (ma to zawsze miejsce, gdy ¢ < k, bo j1 + - - - + j < ). Wtedy
Ajo....ix = 0,bo (fl)k*(‘fl*"'*“) zmienia znak, gdy przechodzimy od s = 0 do €5 = 1, a cala reszta pozostaje
bez zmian.

e Przypadek przeciwny. Musiby¢ £ =k, jo =0ij; = -+ = ji = 1. Wtedy
1 _
AO,l,...,l = E Z (—1)k ‘E‘k!él LW EE = 1. O
ee{0,1}*

Obserwacja 9.1.6. Zal6zmy, ze mamy dany wielomian jednorodny Q € H*(E, F ). Wzdr polaryzacyjny pozwa-
la nam wyznaczy¢ odwzorowanie Qe Hom"(E, F) takie, ze @(x, ...,x) = Q(z), z € E. Niestety, w praktyce
wiaze sie niejednokrotnie z ucigzliwymi rachunkami. Poniewaz odwzorowanie @ jest wyznaczone jednoznacz-
nie, czasami mozemy postapi¢ inaczej. Najpierw probujemy odgadnaé jakies odwzorowanie W € Hom"(E, F)

takie, ze W(z,...,z) = Q(x), z € E. Nastepnie symetryzujemy to odwzorowanie zgodnie ze wzorem
—~ 1 .
W(:Z’,lw"ka) ::ﬁ ZW($U(1)7"'7xU(k))7 Ilv"'vxkeE' ()
" oESk

Pozornie niewiele to upraszcza, ale jezeli nasz poczatkowy wybdér W byl w miare trafny, to mozemy spo-
ro zyskaé. Zalézmy mianowicie ze zmienne (21, ..., %)) mozemy podzieli¢ na ¢ grup Z; = (1,...,25,),
Zy = ($51+1, . 7.1',(31+/32), NNVAIRE ($51+...+5171+1, . 7.I'/31+...+[3£), gdzie Bi,..,8 € N, By + -+ +
Be = k, w ten sposob, ze W jest odwzorowaniem symetrycznym wzgledem zmiennych z kazdej grupy Z; przy
ustalonych pozostalych zmiennych (1) Patrzac na (*), porzadkujac zmienne tak by kazdy z ciagow Z; (o) :=
(@(V)s- . 0(B1)), Za(0) = (081 + 1), 0B + Ba)). cvvs Zel0) 1= (0(Br + -+ foo1 + D). 0By +

-+ =+ f3¢)) byl ciéle rosnacy, a nastepnie korzystajac z oddzielnej symetrii, otrzymujemy (CWICZENIE):

W(xlw"?xk) = 1]{;7'[ Z W(x0(1)7"‘7ma(k))7 x1,...,2, € B,

gdzie Sg, .. g, := {0 € Sy : kazdy z ciagéw Z1(0), ..., Z(0) jest §cisle rosnacy} (?).

Definicja 9.1.7. Odwzorowanie ) : £ — F nazywamy wielomianem stopnia < k, jezeli istnieja @Q; €
H(E,F),j7 =0,...,k, takie, ze Q = Qo + - - - + Q. Przestrzen wielomianéw stopnia < k bedzie oznaczana
przez P, (E, F).

2 _ k! .
#561,...80 = 5151 — CWICZENIE.

EI; Oczywiscie, to zalozenie jest trywialnie spelnione dla ¢ = ki 31 = - -+ = [, = 1, ale nie o taki przypadek nam chodzi.
B1l-+Be!
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9.1. Odwzorowania wieloliniowe

Na podstawie formuly polaryzacyjnej wiemy, ze (1, jest wyznaczony jednoznacznie przez (). Powtarzajac to
rozumowanie dla ) — @), wnioskujemy, ze Qi1 jest wyznaczony jednoznacznie itd. Wynika stad, ze wszystkie
wielomiany Qo, . .., Q sa wyznaczone jednoznacznie.

Definicja 9.1.8. L(E1,..., Ex; F) oznacza przestrzen wszystkich odwzorowan ciaglych z Hom(Ey, ..., Ey; F).
Jezeli By = --- = E), = F, to piszemy L*(E, F).

L¥(B, F) oznacza przestrzen ciagtych odwzorowan z Hom* (E, F).

H*(E, F) oznacza przestrzen ciagtych wielomianéw jednorodnych stopnia k.

Pr(E, F) oznacza przestrzen cigglych wielomiandéw stopnia < k.

Twierdzenie 9.1.9. Niech W € Hom(E1,..., Ey; I'). Wtedy nastgpujgce warunki sq réwnowazne:
(i) WeL(Ey,... Eg;F);
(if) W jest ciggte w0;
(iii) istnieje punkta € Eq X --- X Ej taki, ze W jest ciggle w a;
(iv) istniejga = (a1,...,ax) € By x -~ X E,7 > 0iR > 0 takie, ze W (B(a1,7) X - - - X B(ay,r)) C B(R);

(v) istnigje C' = O takie, ze |W (21 ..., z%)|| < C|lza - - |, (x1,...,2%) € By X -+ X Ff.
Dowép. Implikacje (i) = (ii) = (iiil) = (iv) sa oczywiste

(iv) = (v): Wystarczy pokaza¢, ze ||W(x1,.. Jzp)|l < Cdla |z = = ||kl = 7 (?). Wezmy
(z1,...,2) € E1 X --+ x E}, takie, ze ||z1|| = - - - = ||zx]| = r i szacujemy:

Wy, ...,ze)ll = [W((ar + 21) — ax, ..., (ar + 2x) — ar)||
’ Z (—1)k_‘5‘W(a1 +e1x1, ..., a8 + 5kmk)H <2°R=:C.

e€{0,1}*
(v) = (i): Dla ||h1]], . - ., ||l < 1 szacujemy:
IW(ar+he,ae+hi) =Wiar,cvag)l = || Y0 W(=ear+erh,..., (1= epar+eh)|

e€{0,1}F: |e|>1

< S Cllal o R lal o sl < C const(k, a)(lal| + - + Axl). O
e€{0,1}F: [e|>1

Whniosek 9.1.10. L(E4,..., Ey; F) jest przestrzeniq unormowang poprzez funkcje

W = IWllze,,...mFr) = sup{IW (21, ..., 20| 2]l < 1,000 [kl <1}, We L(Ey, ..., B F).
Ponadto, jezeli E; # {0}, =1,...,k, to
HW(mlv"'amk)H
W] =sup ——————: (z1,...,2k) € (E1)s X -+ X (Eg)«
{ 21l [zl }
=sup{[|[W(z1,....zp)| : [|21] = - = [Jzx| = 1}

oraz ||W || jest najmniejszq stalq C takq, ze Twierdzenie 9.1.9(v) zachodzi. W szczegélnosci,
W (@1, o)l < Wl - el (21, 2) € By X -+ X g

Twierdzenie 9.1.11. Niech @, ¥ bedq takie, jak w Obserwacji 9.1.2(c).

(@) P(L(Ey,...,Ex; F)) = L(F1,...,E;; L(Epy1, ..., Ep F)) oraz |O(W)|| = ||W|| dlaW € L(Ey, ...,
Ei; F), awigc® € Isom(L(FEy,...,Ex; F),L(EL,...,E; L(Eei1, ..., Ex; F))) i @ jest izometrig.

(b) JezeliEr, ..., Ey sq skoriczenie wymiarowe, to L(E1, . .., Ey; ) Hom(FE;, ..., Ey; F). W szczegblno-
Sci, jezeli E jest skoriczenie wymiarowa, to L*(E, F) = Hom"* (E, F).

(c) Jezeli F jest Banacha, to L(Ey, ..., Ey; F') jest Banacha.

(d) Fezeli F jest Banacha, to L¥(E, F) jest Banacha.

Dowép. (a) Wystarczy skorzystaé ze wzoréw na @i V.
(b) Stosujemy indukcje wzgledem k:

ﬁ(El, .. .,Ek+1;F) ~ ﬁ(El, .. .,Ek;ﬁ(E]H_l,F))

(3) Wtedy |W (z1, ..., x)|| < (C/rF)||z1] - - - ||k || dla dowolnych (z1, ... .xx) € E1 X -+ X Fj.
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=Hom(Er,..., Ey;Hom(Eyy1, F)) = Hom(E, ..., Exyq; F).
(c) Stosujemy indukcje wzgledem k:
L(E1,...,EBxi1; F) ~ L(En,...,Ep; L(Egy1, F)).
(d) L¥(E, F) jest podprzestrzenia domknieta w LF(E, F). O
Przestrzen H*(E, F') normujemy przy pomocy funkcji
QI = 1Qllx 5,7y := sup{[|Q()|l - |z <1}, Q € H(E, F).
Odnotujmy, ze || Q|| jest dobrze okreslona, || Q| < HQ\H oraz || Q)| < ||Q|l|z||*, = € E.
Twierdzenie 9.1.12.  (a) A(LK(E,F)) = H*¥(E,F), A € Isom(LX(E, F),H:(E, F)), |A] < 1, ||Z]

ek,

(b) Dla wielomianu @ = Qo + -+ + Qi € P(E,F) mamy Q € Py(E,F) < Q; € H/(E,F), j =
1,...,k

(c) Jezeli (E,(, )) jest rzeczywistq przestrzeniq unitarng, to A jest izometrig.

N

Dowop. (a) Jezeli ||z1]],. .., ||zk|| < 1,to
- 1 1 [k 1
@enml < X 1QUEF = 1@l X ()¢ <@l < e,
ee{0,1}* =1

a wiec ||Z]| < e2k.

(b) Przypusémy, ze @ jest wielomianem ciagtym. Na podstawie formuty polaryzacyjnej mamy

~ 1
Qk(l'l, - ,l’k) = T Z (_1)k—|8|Q(811-1 + - -‘ré?kl'k), T1,...,0 € B,

T ee{0,1}*

skad natychmiast wynika, ze @)y, jest wielomianem jednorodnym ciaglym. Stosujac to samo rozumowanie do
wielomianu @ — Q) wnioskujemy, ze Q. —1 jest wielomianem jednorodnym ciagltym. Skonczona indukcja koniczy
dowdd. R N

(c) Przypomnijmy, ze zawsze mamy ||Q| < ||Q|, @ € H*(E, F). Chcemy pokazaé, ze ze || Q|| = || Q|-

Dla uproszenia zapisu przez B bedziemy oznacza¢ domknieta kule jednostkowa w E. Na wstepie zauwazmy,
ze mozna zatozy¢, ze dim E < oo. Istotnie, przypusémy, ze twierdzenie zachodzi dla przestrzeni o wymiarze
skoriczonym, niech x1,...,2; € B iniech V := Rz + - .- + Rxy. Wtedy, dla dowolnego @ € H’“(E7 F),
mamy Qw1 ..., o)l < 11yl = [Qlv] < QI co dowodzi, ze 3] = Q]|

0d tej chwili zaktadamy, ze F jest skoiiczenie wymiarowa. Ustalmy k > 2 oraz Q € H*(E, F). Zbiér B¥
jest zwarty i w zwiazku z tym norma ||Q|| jest zrealizowana dla pewnych a1, ..., a; € OB. Kazdy ze zbioréw
{z € E : (z,a;) = 0} to podprzestrzen prostopadia do a; wymiaru dim E — 1. W takim razie istnieje a € OB
takie, ze (a,a;) # 0,7 = 1,..., k. Zastepujac ewentualnie a; przez —a; mozemy zatozy¢, ze (a,a;) > r > 0,
j=1,...,k. Niech

K = {(.Tl,...,l‘k) € (8B)k : <a7'rj> zr, j=1,...,k, H@\H = H@\(mlvvxk)u}

Oczywiscie (a1, ...,a;) € K. Zauwazmy, ze K jest zwarty. Zdefiniujmy f : E¥ — R, f(x1,...,73) :=
(a,21) + -+ + {(a,z). Niech (by,...,b;) € K realizuje maksimum funkcji f na K. Pokazemy, ze £1b; =
- = egxby, =: cdla pewnych e1,...,e; € {—1,1}. Zauwazmy, ze to juz zakoriczy dowod poniewaz wtedy

1Rl = 1Q(ere, .. - exd)l| = [|QLe, - ., | < |-

Przypu$tmy, ze np. by # +by. Zdefiniujmy d := (by + b2)/||b1 + be|| i zauwazmy, ze:

o ||b1 + b2l < 2.Istotnie, oczywiscie ||by + be|| < 2. Gdyby ||y + b2|| = 2, to [(b1,b2)| = 1, a wiec by, by
musza by¢ liniowo zalezne, co w naszej sytuacji oznacza, ze by = =£bo; sprzecznosc.

_ (abr(abs) 5 o
o d) = TR 2 oy > T

o 1Q(d.d,bs,....bx)| < Q. R -~
o [Q(d,d,bs, . bl = [1Q] czyli [Q(by + ba, by + ba, by, - bi)[| = [|Q]|[[br + ba||?. Tstotnie gdyby
HQ(bl + bo, by + ba, b, .. ,bk)H < ||QH||b1 + bo 2,t0

QI = 1Q(b1, ..., be)|| = L[| wdhtQ(by + ba, by + ba,bs, - - +by) — Q(br — b, by — ba, s, ..., by




Marek Jarnicki, Wykiady z Analizy Matematycznej II, wersja z 10 czerwca 2022
9.2. Twierdzenie Kirszbrauna

~ () | A ~
< [1QNF(IIbr + b2l + [1b1 = b2]1*) = QN3 (IIball* + [12]1*) = [QII,
gdzie (*) wynika z reguly rownolegloboku (Obserwacja 4.10.5(a)). Doszlismy do sprzecznosci.
W takim razie (d,d, bs, ..., by) € K orazf(d,d,bs,...,by) = 2% + {a,bs) + -+ + {a, by) >
f(b1, ..., bg); sprzecznosé. O
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Twierdzenie 9.1.13. NiechQ = Qo + - - + Qi € P, (E, F). Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:
() Q € Pu(E, F);
(ii) @ jest ciggte wO;
(iii) istnieje punkt a € E taki, ze Q) jest ciggle w a;
(iv) istniejg xg € E irg > 0 takie, ze Q(B(a, o)) jest zbiorem ograniczonym;
(v) dla dowolnegor > 0, Q(B(r)) jest zbiorem ograniczonym (réwnowaznie: dla dowolnycha € E ir > 0,
Q(B(a,r)) jest zbiorem ograniczonym).

Dowop. Implikacje (i) = (ii) = (iii)) = (iv) sa oczywiste.
(iv) = (v): Wobec formuly polaryzacyjnej

~ 1 L
Qk(xl,...,xk) ::E Z (71)]‘ ‘E‘Q(CL‘O +€1$1+"'+€k$k), T1,...,Tk € B,
" ec{0,1}*

@k(B(V'O/k) X -+ X B(rg/k)) jest zbiorem ograniczonym. Stad na podstawie Twierdzenia 9.1.9, Qr jest ciagle.
W szczegdlnosci, Qi (B(r)) jest zbiorem ograniczonym dla dowolnego r > 0. Teraz powtarzamy rozumowanie
dla wielomianu @ — Q) i wnioskujemy, ze Q_1(B(r)) jest zbiorem ograniczonym dla dowolnego r > 0 itd.
Ostatecznie Q;(B(r)) jest zbiorem ograniczonym dowolnych j = 1,...,kir > 0, skad natychmiast wynika
).

(v) = (i): Stosujemy poprzednie rozumowanie. O

9.2. Twierdzenie Kirszbrauna

Twierdzenie 9.2.1 (Twierdzenie Kirszbrauna (4) ). Niech@ # S C R™ iniech f : S — R" bedzie dowolnym
odwzorowaniem spelniajgcym warunek Lipschitza ||f(z') — f(z")|| < L|jz' — 2", 2’,2" € S (w normach
euklidesowych). Wtedy f posiada rozszerzenie g : R™ — R" spetniajqce warunek Lipschitza z tq samq stalq L.

Obserwacja 9.2.2. (a) Twierdzenie Kirszbrauna nie jest prawdziwe przy dowolnym wyborze norm w R™
iR™

Dla przyktadu, niech S := {(1,-1),(-1,1),(1,1)} =: {a1,az2,a3} C R% f(1,-1) = (1,0) = by,
F(=1,1) = (=1,0) = bz, f(1,1) = (0,v/3) = bs. Wtedy || f(2) — f(a")[| = [|l2’ — 2"]|oc = 2.2",2" € S,
2’ # 2, co oznacza, ze f spelnia w tych normach warunek Lipschitza ze stalg 1.

Istotnie, a; — az = (2, —2), b1 — by = (2,0), a1 — az = (0,—2),b; — bz = (1,—/3), az — a3 = (—2,0),
by — bz = (—1,—/3).

Przypuéémy, ze f rozszerza si¢ do odwzorowania g : SU{(0,0)} — R? speliajacego warunek Lipschitza
ze stala 1 (w powyzszych normach). Niech ag := (0, 0), b := ¢(0,0). Wtedy musi by¢: ||bg—b;|| < |lao—ail|co =
1, =1,2,3, co daje sprzecznos¢.

(b) Z twierdzenia Kirszbrauna wynika oczywiscie, ze dowolne odwzorowanie lipschitzowskie f : S — R",
(") = f@")]l2 < Llla" — 2”1, 2’,2" € 5, gdzie || |1 (odp. || [|2) jest pewna norma w R™ (odp. R™)
przedluza si¢ do globalnego odwzorowania lipschitzowskiego g : R™ — R, ||g(z’) —g(z")|l2 < L'||z'—2"||1,
@', x" € R™, gdzie L' jest pewng stalg.

(c) Jezeli n = 1, to twierdzenie Kirszbrauna jest elementarne nawet w nastepujacej ogélnej postaci: Niech
(X, 0) bedzie przestrzenig metryczng S C X i f : S — R, |f(z) — f(y)| < Lo(z,y), x,y € S. Wtedy f
posiada rozszerzenie g : X — R spelniajace warunek Lipschitza z tg sama stalg L.

Istotnie, jezeli @ # S # X, to kladziemy g(z) := inf{f(z) + Lo(z,2) : z € S}, € X (CWICZENIE).

(d) (Cwiczenie*) Czy twierdzenie Kirszbrauna pozostaje prawdziwe dla odwzorowan lipschitzowskich H; D
s L Ho, gdzie H1, Ho sa przestrzeniami Banacha (Hilberta)?

(e) (CwiczeNIE*) Czy twierdzenie Kirszbrauna pozostaje prawdziwe dla odwzorowan hélderowskich R™ O

s L re (bez zachowywania stalej)?

(4) Mojzesz Kirszbraun (1903(4?)-1942).
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Lemat 9.2.3. NiechB(b;,r;) CR",j =1,..., N, bedzie dowolnym skoriczonym ukladem otwartych kul euklide-
sowych. Dlat > 0 zdefiniujmy Y; := %V] B(bj, tr;) i niechc := inf{t > 0:Y; # @}. Wtedy c < 400, Y. = {b}
orazb € conv A, gdzie A := {b; : ||bj—:ll)]\| =crj}.

Powyzszy lemat jest prawdziwy dla znacznie ogélniejszej sytuacji (°).

Dow6p. Zauwazmy, ze 0 € Y; dlat > max{|b;||/r; : j = 1,...,N}. Stad ¢ < +oc. Ponadto, Y, =
 Y:# @. Zdefiniujmy p ;= max{r; : j =1,..., N} Niech y, z € Y. Wtedy
c<t<+oo
15(y +2) = b;l1> = lly + 2l1* + 11o1* — {y + 2, b;)
= 3llyl® + 3117 = Zlly — 2I1* + 1651 = (v, 05 = (=, 6;)
2 —

r? .
= 5(ly = bl + 11z = 0511*) = Zlly = 21> < 75e® = g5 lly — 2*, j=1,...,N.

W konsekwencji (y +2) € Vi dlat := ,/c? — M#Hy — z||?. Oznacza to, ze t > ¢, czyli y = z. Tak wiec
Y. = {b}.

Po translacji mozemy zalozy¢, ze b = 0. Pozostaje pokazaé, ze 0 € conv A, gdzie A := {b; : ||b;|| =
rjc}. Mozemy zatozy¢, ze A = {b1,..., by }. Przypuéémy, ze 0 ¢ conv A. Wtedy istnieje (n — 1)-wymiarowa
plaszczyzna {z € R" : (x,u) = 0}, gdzie u € R", |lu|]| = 1, taka ze convA C {x € R" : (z,u) > 0}.
W szczegdlnosei, (bj,u) > 0dlab; € A. Dla malych e > 0 mamy 0 # eu ¢ Y, a wiec istnieje j = j(¢) €

{1,..., k} takie, ze [|eu — bj|| > cr;. Stad ¢®r? < |leu —b;||> = % +[|b;[|* — 2e(u, b;) = €% + ¢*r? — 2e(u, b;).
W szczegdlnosci, (u, b;) < Le. Wnioskujemy stad (gdy e — 0-+), ze {b; € A : (u,b;) < 0} # @ dla pewnego
J — sprzeczno$¢. ]

Dowdd Twierdzenia Kirszbrauna. Mozemy zalozy¢, ze f : S — R™ spelnia warunek Lipschitza ze stalg 1. Niech

F bedzie rodzing wszystkich par (7, g), gdzie g : T — R"™, S C T, g jest przedluzeniem f spelniajagcym wa-

runek Lipschitza ze stala 1. Z Lematu Kuratowskiego (6) -Zorna (7) wiemy, ze J posiada element maksymalny

(Ty, ). Przypusémy, ze Ty # R™ i ustalmy ag € R™ \ Ty. Pokazemy, ze istnieje b € () B(g(a), ||a — aol|).

acTy

Jezeli tak bedzie, to mozemy rozszerzy¢ g do Tp U {ao } kladac w punkcie ag wartosé b, co da sprzecznosé.

Wystarczy pokazaé, ze () B(g(a), ||[a—ao||) # @ dla dowolnego zbioru skoriczonego T' = {ay,...,an} C
a€T

),j=1,..., N.Niech ¢, b beda takie,

T, (CwiczeNIE). Zastosujemy Lemat 9.2.3 do zbioru kul B(g(a;), [|a; — aol

k
jak w lemacie. Wiemy, ze mozemy zalozy¢, ze b = Y t;g(a;), gdziek € N, tq,... 0 > 0, t1 + -+t =1,

J=1
lb—g(a;)|| =cllaj —aoll, 5 =1,..., k Mamy
k 2 k
0 =2 > t;(glas) —b)| =23 tittg(a) — b.gla;) ~ b)
j=1 i,5=1
k
= > tit;(llg(ai) = blI* + llg(a;) — blI* = llg(a:) — g(a;)|?)
i,j=1
jk
> 3 titj(Pllai — aol* + ¢lla; — aol® — lla; — a;]?)
i,j=1

k
> titj(2¢*(ai — ag, a5 — ag) + (¢* — 1)lla; — a5])
i,j=1

k 5 k
_ 202H S il - aO)H (2 =1) S titylla; — a2
=1

i,7=1

5) Zob. H. Federer, Geometric measure theory, Springer Verlag, Berlin, 1969, Lemma 2.10.40.
6) Kazimierz Kuratowski (1896—1980).
7) Max August Zorn (1906-1993).
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Wynika stad, ze albo (k = 1ic = 0)albo (k > 2ic < 1). Tak wigc ¢ < 11iw konsekwencjib € Y1 =
ﬂTB(g(a% lla — aol))- O
ac

9.3. Funkcja Weierstrassa

Punktem wyjécia jest pytanie, czy istniejg funkcje ciagle f : R — R takie, ze f’(x) nie istnieje dla dowol-
nego r € R.

Definicja 9.3.1. Niech f : P — R, a € P. Definiujemy dolng (odp. gérng) prawq pochodng Diniego D f(a)
(odp. DT f(a)) funkcji ¢ w punkcie a:

D, f(a) := liminf w

_ : h) —
im inf W eR (odp. D™ f(a) := limsup flath) = fla)

m st ) € R).

Analogicznie wprowadzamy dolng (odp. gérng) lewq pochodngq Diniego D_ f(a) (odp. D™ f(a)):

M eR (odp. D~ f(a) := limsup M

D_f(a) = I}Lni(l)rlf o sy .

€ @) :
Jak zwykle, D f(a)i D4 f(a) (odp. D™ f(a) i D_ f(a)) nie sa okreslone, jezeli a € P jest prawym (odp. lewym)
konicem przedziatu.

Obserwacja 9.3.2. (a) W tym podrozdziale, méwiac o ,pochodnej” czy tez ,pochodnej jednostronnej” do-
puszczamy wyjatkowo pochodne nieskonczone. Jezeli bedziemy mieé¢ na mysli pochodne w dotychczasowym
sensie bedziemy mowic o pochodnych skoriczonych.

(b) f%(a) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy DT f(a) = Dy f(a).

(c) f(a) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy D~ f(a) = D_ f(a).

(d) Jezeli max{|D* f(a)|,| D4 f(a)|} = 400, to skoficzona pochodna f/ (a) nie istnieje.

Definicja 9.3.3. Teraz mozemy doprecyzowac nasze pytanie o istnienie funkcji ciaglych f : R — R takich, ze
f'(x) nie istnieje dla dowolnego « € R. Rozwazane sg nastepujace klasy funkeji:
ND :={f €C(R) : Vper : f’(z) w sensie skoriczonym nie istnieje}.
ND>® :={f € C(R) : Vyer : f'(x) w sensie skoriczonym lub nie, nie istnieje}.
ND, :={f € C(R) : Vyer : f+(z) w sensie skoficzonym nie istnieja}.
NDP :={f € C(R) : Voer : f+(x) w sensie skoriczonym lub nie, nie istnieja} = klasa funkcji Beziko-
; 8
wicza. (®)
o M= {f € C(R) : Voer : max{[D* £(2)], Dy f(2)[} = max{|D~ f(@)], ID_f(2)[} = +00} = Klasa
funkcji Morse’a. (9)
o BM = NDF N M := klasa funkeji Besikowicza—Morse’a.

Zauwazmy, ze
BM C NDP C ND>
N N N
M c NDL < ND
Mozna pokazaé, ze zbiory C(R) \ ND> oraz C(R) \ M sg I kategorii Baire’a. W konsekwencji, zbiory
C(R)\ND oraz C(R) \ ND_ sa I kategorii Baire’a. Zaskoczeniem moze by¢ fakt, iz zbior ND° jest I kategorii.
Wiadomo, ze BM # &.

Definicja 9.3.4. Dla0 < a < 1,b > 01ip € N zdefiniujmy funkcje Weierstrassa
W(z) =Wy ap(z) = Z a"™ cos? (2nb"x), xe€R.
n=0

Obserwacja 9.3.5. (a) W € C(R) oraz [W(z)| < £,z € R.

l1—a’

8) Abram Samoilovitch Besicovitch (1891-1970).
9) Harold Morse (1892-1977).
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0.8 0.8
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04 0.4
0.2 0.2
01 02 03 04 05 06 07 O 0.9 1 01 02 03 04 05
~02 ~02
—04 ~04
—06 ~06
~08 ~0s8
5 2
1.8 18
16 16
14 14
12 12
1 1
08 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 /V/\\V\ 02
A |
0.1 02 03 0.4 0.5 W 0.7 w’ﬁvg 0.9 V}11 o 0 o o1 hdv‘( o 07 05 !Uhlﬁ\ i ! |

0.2 W oo WW

—04 oa

12 20

RYSUNEK 1. Wy 1y, ab= 33 Wy 1 0,ab =1 Wy 1 g ab= 55 Wy 1 4, ab=2.

(b) Jezeli ab < 1,to W € CL(R). Istotnie, korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu szeregu wyraz po
o0

wyrazie, wystarczy udowodni¢, ze szereg > a™(cos?(2mb"x))’ jest zbiezny normalnie na R. Mamy

o0
2pm
"|(cosP(2mb™x))"| < 2 (ab)™ R.
T;)a |(cos? (2w pra =1 %€
(c) Jezeli ab > 1, to W spelnia warunek Holdera z wyktadnikiem o := —11“—2‘ € (0,1).

Istotnie, poniewaz funkcja W jest ograniczona, wystarczy pokazac, ze istnieje stata ¢ > 0 taka, ze
[W(z+h)—W(x)| <clh]®, z€eR, he(-1,1)
(dla |h| > 1 mamy [W(z + h) — W(z)| < 1% < 2 [h]?).
Ustalmy h € (—1,1), h # 0, iniech N = N(h) € N bedzie takie, ze bV |h| < 1 < bV F1|h|. Wtedy dla
dowolnego z € R mamy

|W(x+h) — ‘ Z a”(cos?(2mb™(x + h)) — cosp(Qﬂb”x))‘
n=0

2p2a"|sm7rb” |<2p7rz (ab) |h\+2p2a

n=0 n=N
(ab)N —1 a T 1 N
—opr % T hip 4o 2( ) < pelh|®,
P ab—1 |‘+p17a<pab71+lfaa pelhl
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9.3. Funkcja Weierstrassa

gdzie c zalezy jedynie od a i b (CWICZENIE).

Twierdzenie 9.3.6 (Weierstrass 1872). Zatézmy, zeb,p € 2Ng+ 1iab > 1+ %pw. Wtedy dla dowolnego x € R
mamy

albo (DT W (z) = +o00 i D_W (x) = —o0) albo (D™ W (x) = +o00 i DLW (z) = —00).
W szczegolnosci: W € M N ND* C NDy N ND°.

Obserwacja 9.3.7. (a) Dowdd dla p = 1 zostal po raz pierwszy przedstawiony przez Karla Weierstrassa na
posiedzeniu Krolewskiej Akademii Nauk w Berlinie 18 lipca 1872 roku.

(b) Dowod dlap = 1 zostal po raz pierwszy opublikowany w roku 1874 roku przez Paula Du Bois-Reymonda
(ktéry to dowdd poznat on z listu od Weierstrassa). Warto odnotowaé, ze wedlug Bois-Reymonda, Weierstrass
przypuszczal, ze skoficzona pochodna W' (z) nie istnieje dla dowolnych € Roraz0 < a < 1,ab > 1.

(c) Przypadek p > 1 pochodzi od Karola Hertza (zostal opublikowany w roku 1879) i zasadza si¢ na obser-
wacji, iz oryginalny dowdd Weierstrassa przenosi si¢ prawie automatycznie na przypadek p > 1.

(d) Zauwazmy, ze dlap = 1,b € 2N + 1, nieréwnos¢ ab > 1 + %77 implikuje, ze b > 7

Dowod Twierdzenia 9.3.6. Ustalmy x € Rim € N. Niech «v,, € Z bedzie takie, ze

A =202 — py, € (—%, %]

Polézmy z := % (a, £1)b~™ i zauwazmy, ze 27 — 2 = 1(£1 — hy, )b~ ™. W szczegélnosci, ,, — z— oraz
T} — z+. Mamy

W(xk) — W(x) "i:l L cosP (2mb"at) — cosP (2mb™x) n i L cosP(2mbmat) — cosP (2mb™x)
— = a a”
Th — —= Th - = Th —
= Qmx + Qs
Na podstawie dowodu Obserwacji 9.3.5(c) dostajemy |Q;,,. ((fbblT
Dlan > m mamy
cos? (2mb" L) = cosP (b " (£ 1)) = —(=1)2m,

cos? (2" x) = cosP (wb" ™™ (hyp + @t )) = (1) cos? (wb" ™" hyy,).
Stad

)om (14 cosP(mb™ " hy)) o (ab)™ n 1+ cosP(mb"hy,)
mi_2za :I:l—hm)bm = F(=) (ab) QZ L5 hn

n=m

o1+ cosP(mhyy,)

= F(=1)*"(ab)" 2Ty, 4, gdzie Tp, + > T=h. > %
W takim razie
W(xfr:i) — W(l‘) _ « m pm 2
B F(=1)*2(ab) (ﬁvm,i + gUm,i)v

przy czym Uy, + > 1, |Vp, 4| < 1. Warunek ab > 1 + 2p7r daje -2 g Vi, + %Um,i > % — 1’1—7;}) > 0, a stad

W(z}) - Wz W(z;,) — Wz W(zE) — Wz
W) V) Wiea) W) | W)~ W)
Im — X Tm — X Tm — T m—-+oo

W konsekwencji, albo (DT W (x) = +00i D_W(x) = —00), albo (D~ W (x) = +00i D, W(z) = —c0). [

Obserwacja 9.3.8. Krotka historia badania funkcji Weierstrassa (1872 — 1992):

(1) 1872:Jezelib,p € 2Ny + 1 orazab > 1 + %pﬂ, to Wpap € MNAND>® C NDy NND.

(2) 1890 (Cellerier): Jezeli b € 2N oraz b > 14, to Wiime € NDi

(3) 1892 (Dini): Jezeli(a < 3 orazab > 1—|— 7r —) lub (a <3 orazab2 > 1—|—21 2 1 oo to Wi 4 p € ND .

(4) 1908 (Bromwich): ]ezeh b€ 2N + 1 oraz ab >14 7r(1 a),to Wy 4 € NDx

(5) 1916 (Hardy): Jezeli ab > 1, to Wy 4 € ND. Ale jezelinp. b € 4N + 1, ab > oraz a(b+ 1) < 2, to

1’7a7b(%) = —00. Sytuacja ta ma zawsze miejsce gdy ab = 1.

Poniewaz dowod Hardy’ego korzystal z bardzo zaawansowanych metod, pojawito si¢ wiele prob jego uprosz-

czenia (chociaz dla szczegdlnych przypadkow).

+00.
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(6) 1949 (Behrend):

—Jezelib € 2N oraz ab > 1 + 16T”(l —a),to Wiap € NDDO
—Jezelib > 3orazab > 1+ 2(?;;2(?:) (1 —a), gdzie ¢ :=
— Jezelib € Ny oraz ab > 1,to Wy 5 € ND.

—]eZelib>3,ab>1,ab2>1+w 2(1 — a), gdzie € : —L Jto Wi qp € ND.

8 cos(me)
(7) 1988 (Hata): Jezeli ab > 1 + cosl¢* ~ 5,60, gdzie * € (0 75) jest takie, ze tgy* = w + ¥*, to
Wi,a.5 € ND°°. Optymalna stala taka C, ze dla ab > C mamy W 4, € N'D* nie jest znana.
(8) 1992 (Baouche-Dubuc): Jezeli b € 2N + 1 oraz ab > 1, to Wy 45 € ND.

to Wi ,qp € ND*,

bl’

9.4. Rachunek wariacyjny I

Ponizszy podrozdzial moze stanowi¢ pewne uzasadnienie potrzeby rozbudowy rachunku rézniczkowego.

Rozpoczniemy od klasycznego problemu brachistochrony Problem brachistochrony zostal sformulowany
w roku 1696 przez Johanna Bernoullego (10) , a nastepnie rozwigzany wspolnie z bratem Jakobem (11) :

W przestrzeni dane sg dwa punkty A1 B, A # B. Szukamy takiej krzywej laczacej te punkty A i B (bra-
chistochrony), aby punkt materialny majacy w punkcie A predkos¢ 0 i poruszajacy sie po tej drodze bez tarcia,
wylacznie pod wplywem wlasnego ciezaru, pokonatl droge od A do B w najkrétszym czasie. Sformulowanie
wspotczesne: A = (0,0,0), B = (29, %0, 20) € R3, (20,%0) # (0,0), 29 > 0,

v = (717'72,73) € C([Ov 1]7R3) N Cll((oa 1)7R2 X R>0)> ’Y(O) = A 7(1) = B, gdZie Cll((av b)) oznacza
przestrzen odwzorowan kawatkami klasy C! w (a, b), tzn. odwzorowan f okreslonych na (a, b) takich, ze istnieja
punkty a < & <--- < &n < b,dlaktorych flae.) fie,_1.6,0 = 25+ N=1, flien 1) sa klasy C! (nie zagdamy,
by pochodne f'(0) i f'(1) istnialy).

Intuicja fizyczna: Ustalmy v i niech T'(7y) oznacza czas ruchu po krzywej ~. Zatozmy, ze T'(y) < +oo.
Niech 7 : [0,T(v)] — [0, 1] bedzie taka, ze y(7(t)) oznacza potozenie punktu w chwili ¢£. Mamy 7(0) = 0,
7(T'(7y)) = 1. Ponadto, T jest funkcja roancq Z zasady zachowania energii mamy w = mgy3(7(t)), gdzie

v(t) oznacza predko$¢ w chwili ¢. Stqd v( \/29fy3 ). Niech s(t) oznacza droge przebyta do chwili .
Mamy s(t) = L(+|j0.-(t) = Jo l(v o 7)’ ||dS = [y I/ (7 (s)) 17" (s )ds Stad v(t) = 5'(t) = [ (v(r (1) 17" (2),
a wiec IV @) _ 1 Ostatecznie T fOT(v) dt — fT(v) Iy (@)’ (t) dt = T(7) = fl O g

vV 2973(7(t)) 293 (7 (t v/ 2973(T)

(ostatnia calka to calka niewla$ciwa — funkCJa podcatkowa jest kawatkami c1qgla w (0,1), a wiec, w szczegdl-
nosci, lokalnie catkowalna w (0, 1) (w dalszej czeSci, wiekszos¢ catek bedzie tego typu).
Zagadnienie brachistochrony polega wiec na minimalizacji funkcjonatu

ol A Gl
V2973(7

D= {y e ([0,1],R*) nc’((0, 1),R2 x Rsg) : 7(0) = A, y(1) = B, T(y) < +o0}.

Doy—T(y):= dT € Ry, gdzie

Odnotujmy, ze w tej chwili nie wiemy nawet, czy infimum infp 7 jest realizowane.
Drobny przyktad: A = (0,0), B = (1, 1),

D= {uecC([0,1])NC"*((0,1)) : u(0) = 0, u(1) =1, I(u) < +o0} > u+— I(u) := /0 22 (' (z))?de.

Wtedy I(u) > 0 dla dowolnej funkcji u € D, ale infq, I = 0, czyli infimum nie jest realizowane. Istotnie, jezeli
uy, jest funkcja kawatkami liniowa odpowiadajaca tamanej [(0,0), (£,1), (1,1)], to I(uy) = 5= — 0.

W przysztosci (Przyklad 10.14.11) udowodnimy, ze problem brachistochrony redukuje si¢ do nastepujacego
problemu plaskiego: A = (0,0), B = (b,6),b > 0,8 > 0, y(z) = (z,u(z)), z € [0,b]. Minimalizujemy

funkcjonat
/ V14 u’2
2gu

Ds>ur— To(u dﬂc € Ry, gdzie

D := {u € C([0,b]) NC"((0,b), Rsp) : u(0) = O, u(b) = B, To(u) < +oo}.
Inne przyklady tego typu klasycznych zagadnien:

10) johann Bernoulli (1667-1748).
1) Jakob Bernoulli (1654-1705).
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e Problem krzywej o minimalnej dhugosci taczacej dwa punkty: A, B € R3, A # B. Minimalizujemy
funkcjonat

1
D3y L) = / Iy ()] dr € R, gdzie
0

D= {y € C([0,1],R*) N C"((0,1),R?)) : 7(0) = A, 7(1) = B, £(y) < +00}.
e Wersja plaska problemu krzywej o minimalnej dhugosci: A = (a, @), B = (b, 3) € R?, a < b. Minima-
lizujemy funkcjonat

b
D3>ur— Lo(u) := / V1+u?(z) de € Ry, gdzie

D= {u € C([a,b]) NC"((a,b)) : u(a) = o, u(b) = B, Lo(u) < +oo}.
e Problem minimalnej powierzchni obrotowej: A = (a,a), B = (b,8) € R%, a < b, a, 3 > 0. Minimali-
zujemy funkcjonat

b
Ds>ur— Su) := 27r/ u(x)y/1+ uw?(z) de € Ry, gdzie

D= {u € C([a,b],R;)NC"((a,b)) : u(a) = a, u(b) = B, S(u) < +oo}.

Odnotujmy, ze ten, pozornie prosty problem, nie jest trywialny: Wezmy o = 310 < ¢ < 1. Niech ug bedzie
funkcja stalg réwna « i niech u. bedzie funkcja kawatkami liniowa odpowiadajaca tamanej [A, (a + €, 0), (b —
g,0), B]. Bez trudu otrzymujemy:

S(uo) =2ma(b—a), S(u.)=2mave?+ a2

Zauwazmy, ze S(us) < S(ug) dla0 < ¢ < 1 oile @ < b — a, a wiec w tych przypadkach funkcja liniowa nie
minimalizuje funkcjonatu S.

W dalszym ciggu bedziemy sie gtéwnie zajmowaé funkcjonatami postaci

A= (a,a), B= (b0 €R%a<b —00o<c<d< +oo, R := (a,b) x (c,d). Minimalizujemy (lub
maksymalizujemy) funkcjonat

b
Dour— I(u):= / F(z,u(z),u'(z)) dz € R, gdzie
D = {u € C([a,b]) NC"*((a,b), (c,d)) : u(a) = a, u(b) = B, catka I(u) jest zbiezna},

za§ I : R x R — R jest dang funkcja ciagla.

Szczegblna role beda odrywacé funkcjonaly Fermata, dla ktorych F(z, vy, 2) := ¢(y)v1 + 22.

o Dla plaskiego zagadnienia brachistochrony mamy: (¢, d) = Rx, ¢(y) := \/;g—y

e Dla plaskiego problemu krzywej o minimalnej dlugosci mamy: (¢, d) = R, p(y) := 1.

Warunki konieczne i dostateczne na ekstrema funkcjonaléw beda badane w podrozdziatach 10.14 i 12.6.

9.5. Dystrybucje
Na wstepie kilka stow o topologii zadanej przez rodzing seminorm.

Definicja 9.5.1. Niech E bedzie przestrzenig wektorowa nad K i niech ¢ = (g;);es bedzie rodzing seminorm
na F. Dla dowolnego zbioru skonczonego @ # J C I niech ¢; := max g;. Zauwazmy, ze ¢ jest seminorma
€.

oraz By, (a,7) = [ By, (a,r), gdzie By(a,r) :={zr € E:q(z —a) <r},a€ E,r > 0.
i€J

Powiemy, ze zbior U jest otwarty w sensie topologii zadanej przez rodzine g (U € top q), jezeli dla dowol-
nego punktu a € U istnieja zbiér skoficzony J C I oraz r > 0 takie, ze By, (a,r) C U.

Obserwacja 9.5.2. (@) Bg,(a,r) € topg.

(b) top q jest poprawnie okreslona.

(c) x, wxo < Vier : ¢i(x, —xo) — 0.

(d) top g jest Hausdorffa <— [ q;l(O) = {0}.
el

(e) Dzialania w przestrzeni F sg ciggle w top q.
(f) Jezeli I = N, to, bez szkody dla ogélnosci, mozemy zawsze zatozy¢, ze ¢; < ¢;4+1,1 = 1,2, ... (wystarczy
rodzine (¢;)$°, zastapi¢ rodzing (max{q1,...,¢})52,).
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(g) Dla dowolnej przestrzeni unormowanej F', odwzorowanie liniowe L : E — F jest ciagle wtedy i tylko
wtedy, gdy istniejg stata C' > 0 oraz zbiér skoficzony J C I takie, ze || L(x)| < Cqy(z), = € E.

o0
(h) Jezeli I = Noraz () g; *(0) = {0}, to przestrzer (E, top q) jest metryzowalna oraz topg = top o,
i=1

o0
gdzie o(x,y) := > %%, z,y € E.Cigg (x,)22, C E jest ciggiem Cauchy’ego w (E, p) wtedy i tylko,
~ :

gdy: Veso View Juo Yoz : €i(x, — ) < €.

Definicja 9.5.3. (1) Dla {2 € top Rniech £(£2) := C>° (2, C).Dla dowolnego zbioru zwartego & # K C {2
k: .
ik € Ny zdefiniujmy g 1 (f) := > mlz{%x|f<])|7 fe&n).
§=0

(@) gk, jest seminorma na £((2).
(b) Ta sama topologia jest generowana przez rodzine (qr, k)ven, keN,» gdzie (K,)52, jest dowolnym
oo
ciaggiem zbioréw zwartych, takim, ze K, Cint K, 111 |J K, = 2.
v=1
(c) £(£2) z topologia zadang przez (i k) Kk cc, keN, jest metryzowalna.

@ fo £ fo = f,Ek) — ék) niemal jednostajnie w {2 przy dowolnym k.

(e) Przestrzen £({2) jest zupelna.

(f) Operator liniowy L : £(£2) — C jest ciggly (L € &'(12)) wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg zbior
zwarty K C £2,k € Ny oraz C > 0 takie, ze |L(f)| < Cyxx(f), f € E(2).
(2) Dla zbioru zwartego K C R niech D(K) := {f € C§°(R,C) : supp f C K}.

(a) D(K) z topologia zadang przez (gx k) ken, jest metryzowalna.

(®) fo o) fo = fu(k) — ék) jednostajnie na K przy dowolnym k.

(c) Przestrzen £({2) jest zupema.
(d) Operator liniowy L : D(K) jest ciagly (L € D'(K)) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja k € Ny oraz

C > 0 takie, ze |L(f)| < Cax i (f), [ € D(K).

(3) Dla {2 € top R niech D(2) := C§°(§2, C) = przestrzeri funkcji prébnych. W przestrzeni D(2) wprowa-
dzamy nastepujace pojecie zbieznosci: f, 209 fo jezeli istnieje zbidr zwarty K C {2 taki, ze supp f, C K dla
dowolnego v, oraz f, D) fo-

Odwzorowanie liniowe T' : D({2) — C nazywamy dystrybucjg na 2 (I' € D'(12)), jezeli dla dowolnego
zbioru zwartego K C (2 operator T'|p(k) jest ciagly w sensie topologii przestrzeni D(K).
Dla funkcjonatu liniowego 7' : D({2) — C nastepujace warunki sa réwnowazne:
(i) T € D'(02);
(ii) dla dowolnego zbioru zwartego K C {2 istnieja C' > 01i k € Ny takie, ze |T'(f)| < Cqx x(f), f €
D(K).

(iii) dla dowolnego ciagu (f,,)°2, C D(§2), jezeli f, 29 fo, o T(f,) — T(fo).
Zauwazmy, ze £'({2) jest podprzestrzenia wektorowg D’(12).

(4) W D/(£2) wprowadzamy topologie zbiezno$ci punktowej, tzn. T, ) To, jezeli T, (f) — T'(fo) dla
dowolnej funkcji f € D(£2).

(5) Powiemy, ze dystrybucja T' € D’({2) jest rzedu skoriczonego, jezeli istnieje liczba ky € Ny taka, ze dla
dowolnego zbioru zwartego K C 2 istnieje C = C(K) > 0 takie, ze |T(f)| < Cqri,(f), [ € D(K).
Najmniejsza liczbe ko o tej wlasnosci nazywamy rzedem dystrybucji i oznaczamy ord (7).

Przyklad 9.5.4. (a) (Dystrybucja Diraca) Niech a € R, 6,(f) := f(a), f € D(R). Wtedy 6, € D'(R")
oraz ord(d,) = 0.

(b) Niech R(£2,1oc) := {u : 2 — C : Vjgyco : Uny € R(a,b],C)}. Zauwazmy, ze C(§2,C) C
R(£2,1oc). Dla u € R(£2,loc) zdefiniujmy [u](f) := [, uf, f € D(f2).

Calke [, rozumiemy tu w nastepujacym sensie: Wiadomo, ze {2 jest co najwyzej przeliczalng suma rozigcz-

nych przedzialéw otwartych, 2 = | (p;.q;). Jezeli ¢ € R(£2,1oc) jest taka, ze ¢ = 0 poza pewnym zbiorem
i€l
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zwartym K C 2, to K przecina skoficzong liczbe przedziatéw (p;, ¢;) (Cwiczenie), K C | (pi, ¢i), a zatem
i€y
K c U [ai,bi], gdzie [a;, b;] C (piyqi), @ € Ip. Wtedy kladziemy fggo = fK =3 ;l ©.
i€ly i€ly

Dla f € D(K) mamy |[u](f)| < (fK [u))gk.,o0(f), a zatem [u] € D' (£2) iord([u]) = 0.

(c) 04 # [u] dla dowolnej funkcji u € R(§2,1oc) ia € £2.

Istotnie, ustalmy a € {2 i przypusémy, ze f(a) = 64(f) = [, uf dla pewnej funkcji u € R(£2,loc)
i dowolnej funkcji f € D(£2). Niech [a — €9,a+ 0] C 21i|u] < Cnala —ep,a+¢p). Dla0 < € < &, niech
fe € D(2) bedzie taka, ze 0 < f. < 1, fo(a) = 1, supp f- C [a —e,a +¢]. Wtedy 1 = |f.(a)| < f;j; ufe <
2eC' — 0, gdy € — 0 — sprzecznos¢.

Cwiczenie 9.5.5. Dla dowolnego zbioru zwartego K C 2 istnieje ¢ € D({2) taka, ze p = 1 na K.

Definicja 9.5.6. Niech T' € D’({2). Powiemy, ze T = 0 na zbiorze otwartym U C (2, jezeli T'(f) = 0 dla
dowolnej funkcji f € D(U), tzn. T|pyy = 0. Przez nosnik supp T’ dystrybucji T' bedziemy rozumie¢ zbiér
wszystkich punktow a € {2 takich, ze nie istnieje otoczenie U punktu a, dla ktérego T = 0 na U. Oczywiscie
supp 7" jest domkniety w (2.

Obserwacja 9.5.7. (a) supp(d,) = {a}.
(b) Jezeli u € R(£2,loc) oraz u = 0 poza pewnym zbiorem relatywnie domknietym F' C 2, to supp([u]) C
F.

Twierdzenie” 9.5.8 (Rozklad jednosci). Niech {2 = | £2;. Wtedy istnieje rodzina funkcji (¢;) e 5 C C5°(R, [0,1]),
i€l
zwana rozkladem jednosci dla pokrycia (£2;);c1, taka ze:
o istnieje odwzorowanie T : J — I, zwane odwzorowaniem wpisujacym takie, ze suppp; C {2
Jjed;
o rodzina (supp @;)ic.s jest lokalnie skoriczona na 2, tzn. kazdy punkt x € (2 ma otoczenie otwarte U C {2
takie, ze zbior {j € J : supp p; N U # @} jest skoriczony;

e > p;j=1nafl
JjeJ

(4)

Twierdzenie 9.5.9. NiechT € D' (2) bedzie taka, ze dowolny punkta € {2 ma otoczenie U, C 2 takie, zeT =0
naU,. Wtedy T = 0.

Dowép. Niech (¢;)jes C D(£2) bedzie rozktadem jednosci klasy C*° dla pokrycia (Us ) qc 2. Wtedy dla dowol-
nej funkcji f € D(S2), poniewaz #{j € J : supp p; Nsupp f # P} < +oo, mamy T(f) = T(f > ¢;) =
jeJ

S T(fey) = 0. O
JjeJ
Obserwacja 9.5.10. (@ T=0na 2\ suppT.

(b) Jezeli f1, fo € D({2) sa takie, ze f1 = fo w otoczeniu supp 7', to T'(f1) = T'(f2).

(c) JezelisuppT CC {2, to T mozna traktowaé jako dystrybucje na R.

Kladziemy, mianowicie, T'(f) = T'(¢f), f € D(R), gdzie ¢ € D({2) jest dowolnie ustalong funkcja taka, ze

¢ = 1w otoczeniu supp T'. Wobec (b), definicja nie zalezy od ¢ oraz T="Tna D({2). Ponadto, jezeli f, ) fo,
to o f, D) @ fo (zob. dowdd Twierdzenia 9.5.14(a)), a wiec T jest dystrybucja.

Definicja 9.5.11. Dla T' € D'(2) oraz k € Ny niech T*)(f) := (=1)*T(f*)), f € D(£2). Odwzorowanie
T®*) nazywamy k-tq pochodng dystrybucji T.

Twierdzenie 9.5.12. (a) Fezeli f, 29 fo, to fé’” iy fék) dla dowolnego k.

(b) T € D'(2). W szezegélnosci, dowolna funkcja u € R(£2,loc) ma wszystkie pochodne w sensie dystry-
bucyjnym.

(c) supp(T*)) C suppT.

(d) (T(k))(é’) = T(k+0)

(e) Fezeli T, 2D To, to T el To(k> dla dowolnego k, tzn. operacja rézniczkowania D'(£2) 5 T —

T®) € D'(R) jest ciggla.
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9. Uzupelnienia

(f) Jezeliu € C*(02,C), to [u]V) = [uV)], j < k.

160

Dowép. Wlasnoéci (a) — (e) sg elementarne. Wilasnos¢ (f) wynika ze wzoru na catkowanie przez czesci: [u]’(f)

(") = — [puf' = [ulf. O
Definicja 9.5.13. Niech n € £(£2). Dla T € D'(£2) zdefinivjmy (nT)(f) := T(nf), f € D(£2).
Twierdzenie 9.5.14. Niechn € £(12).

(@) Jezeli f, ™= fo, tonf, 22 nf.

(b) nT € D'().

(c) supp(nT) C suppT.
(d) Odwzorowanie D'(£2) > T —— nT € D'(12) jest ciggle.
(€) Jezeliu € R(£2,1oc), tonfu] = [nu).

k _ k
Dowép. (a) (nf,)*) =S (I;)n(j)f,gk_” — > ( )n (])f(]C D= = (nf,)® lokalnie jednostajnie w 2.
i=0 j=0
(b), (c)i(d) sq elem(j:ntarne ’
@ (u))(f) = [W(nf) = [qunf = [ (f). .

Przyklad 9.5.15. (a) Niech u € C'(R,) bedzie taka, ze u(0—) i u(0+) istnieja. Zatézmy ponadto, ze u’ €
R(R,loc). Wtedy [u] = (u(04) — u(0—))do + [&].
Istotnie, dla f € D(]R) mamy:

[u]/(f):—/Ruf/dxz—(/Ooouf/dx—ﬁ-/(;oouf/dac) = (uf) / ufdac) - (uf’Zo—/Ooou/fdx)

= (w(0+) —u(0-))£(0) + /}R u'fdr = ((u(0+) — w(0=))do(f) + [u'](f)-

0, jezeliz <0
(b) W szczegolnosei, Y = 6o, gdzie Y jest funkcjq Heaviside’a (*2) Y () := 3, jezeliz =0.
1, jezeliz >0

Obserwacja 9.5.16. Niech T € D’(§2) iniech Hp := {f € £(12) : Ky := supp TNsupp f CC 2}. Zauwazmy,
ze Hr jest podprzestrzenig wektorowa £(£2). Oczywiscie D(§2) C Hp oraz Hy = £(£2), gdy supp T CC (2.

Zdefiniujmy operator Ly : Hy — C, Ly (f) = T(¢f), gdzie ¢ € D(£2)i ¢ = 1 w otoczeniu K.
Zauwazmy, ze definicja jest poprawna: jezeli 1 i @2 sa dwiema takimi funkcjami, to (¢1 — ¢2)f = 0 otoczeniu
supp T'. Operator Lt jest oczywiscie liniowy oraz L7 = T na D({2). Pokazemy, ze Lt jest rOwniez w pewnym
sensie ciagly, mianowicie, jezeli Hr > f, &) fo € Hr oraz 6 Ky, CC £2,to Ly (f,) — L1 (fo).

v=1

o0
Istotnie, niech ¢ € D(£2) i ¢ = 1 w otoczeniu |J Ky,. Wtedy ¢ f, 2@ ofo,astad T(pf,) — T(wfo).
v=1

Twierdzenie 9.5.17. Dystrybucja T € D'({2) przediuza si¢ do funkcjonatu liniowego i cigglego na E(§2) wtedy
i tylko wtedy, gdy suppT CC {2.

Dowo¢p. Implikacja (<=) wynika z Obserwacji 9.5.16.

Dla dowodu (=) przypuéémy, ze L € E'(12). W szczegdlnosci, istnieje zbior zwarty K C {2, stala C > 0
oraz k € Ny takie, ze |L(f)| < Cark(f), f € E(2). Jezeliwiec f € D(2) i (supp f) N K = &, to L(f) =0,
czyli supp(L|p(e)) C K CC £2. O

Twierdzenie* 9.5.18. Dla dowolnej dystrybucji T € D'(2) istniejg ciggi (u,)>2; C Co(£2,C), (k,)32; C Ny

o0
takie, ze rodzina (supp u, )52, jest lokalnie skoriczona w 2 oraz T = 3 [u,]*).
v=1

(12) Oliver Heaviside (1850-1925).



Marek Jarnicki, Wykiady z Analizy Matematycznej III, wersja z 10 czerwca 2022

9.5. Dystrybucje et

9.5.1. Splot i regularyzacja.

Definicja 9.5.19. Dla funkcji u,v : R — C takich, ze |ul, |[v] € R(R,C) defniujemy splot (u * v)(z) =
Jz u(z —y)v(y)dy, x € R.
Obserwacja 9.5.20. Mozna pokazac, ze:

@ [gluxv| < (fglul)([fz [v]) (nierownosé Younga (*2)).

(b) u* v = v * u (zmiana zmiennych t = x — y).

(c) Jezeli supp u, suppv CC R, to supp(u % v) C suppu + suppv CC R.

(d) Jezeliu € C§(R,C),totou*v € C*(R,C) oraz (u*v)) = ul) xv, j = 0,..., k Wystarczy rozwazy¢
przypadki £ = 01k = 1 (a nastepnie iterowac rozumowanie).

k = 0: Ustalmy zg € Rie > 0. Odwzorowanie u jest jednostajnie ciaglte na R. Zatem istnieje § > 0
taka, ze |u(z’) — u(2”)| < e oile |2’ — 2”| < J. Otrzymujemy stad dla z € (ro — d, 20 + J) dostajemy
(@) —wrv(@o)| = | fy ula—y)o(y)dy— [y u(zo—y)o(y)dyl < [ lulz—y)—u@o—y)llv(y)ldy < & fy vle.

k = 1: Wystarczy wykazaé, ze (uxv)'(z) = [, v/ (z—y)v(y)dy, © € R (ciaglos¢ (uxv)’ zapewnia przypadek
k = 0 zastosowany do u'). Ustalmy xo € R. Funkcja v’ jest jednostajnie ciagle na R. Zatem istnieje 6 > 0 taka,
ze |u' (') —u/(2")] < eoile |z’ —a”| < 4. Stad, dla 0 < |h| < J, na podstawie twierdzenia o przyrostach
skonczonych, otrzymujemy:

R T R R R

< / sup{[(€) — o (0 — )| € € [0 + h— 70 — ]} o(w)ldy < ¢ / .

Definicja 9.5.21. Niech @ € C§°(R, [0, 1]) bedzie funkcjg regularyzujgcg, tzn. takg ze supp @ C [—1, 1], &(z) =
&(|z|), z € R, [ @ = 1. Zauwazmy, ze takie funkcje istnieja. Potézmy &.(z) := 1d(%), z € R, e > 0.
Zauwazmy, ze supp P, C [—¢,¢], P (z) = D (|z]), z € R, [ P. = 1. Dla funkcji u € Co(R, C) zdefiniujmy jej

e-regularyzacje u. = u x $.. Zauwazmy, ze u.(x) = f_ll u(z — ey)P(y)dy.

Obserwacja 9.5.22. Zalézmy, ze suppu C K CC R. Wtedy:

(@) ue € CP(R,C), suppu. C K + [—¢,¢] CC R.

(b) [g lue —u| — O przy e — 0.

(c) Jezeliu € CE(R,C), to ud) = (u),. oraz u) — 4 ) jednostajnie na R przy e — 0,5 =0,..., k.
Istotnie, wystarczy udowodni¢ lokalng jednostajng zbiezno$¢ dla k = 0. Ustalmy 2y € Rie > 0. Poniewaz u
jest funkcja jednostajnie ciggla na R, istnieje § € (0, 1) taka, ze |u(z’) —u(2")| < e oile |2’ — 2"| < §. Teraz, dla

1 1
@ € (z0—0, xo+0), mamy |uc () —u(x)| = | [, (u(z—ey)—u(@))P(y)dy| < |, [u(z—ey)—u(2)|@(y)dy < e.
Splot mozna przenies¢ dystrubucje: [u]*[v] := [u*v]. Odnotujmy, ze pojecie to mozna rozszerzy¢ na dowolne
dystrybucje T, U € D’(R) spelniajace warunek Vi g : {(x,y) € suppT xsuppU :z+y € K} CCRxR.

(13) William Henry Young (1863-1942).



