Sprawy organizacyjne

Literatura

Wyktad bedzie w zasadzie ,samowystarczalny”. Oto kilka pozycji przydatnej literatury uzupetniajacej
(wszystkie pozycje zostaly wydane przez PWN):

Andrzej Birkhole, Analiza matematyczna.

Grigorij Michajlowicz Fichtenholz, Rachunek rézniczkowy i catkowy, t. I-IIL.

Franciszek Leja, Rachunek rézniczkowy i catkowy.

Witold Kotodziej, Analiza matematyczna.

Kazimierz Kuratowski, Rachunek rozniczkowy i catkowy.

Stanistaw Lojasiewicz, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych.

Krzysztof Maurin, Analiza, t. I-11.

Walter Rudin, Podstawy analizy matematycznej.

Walter Rudin, Analiza rzeczywista i zespolona.

Laurent Schwartz, Kurs analizy matematycznej, t. I-11.

Program wykladu

[\~
D

Kryterium Jordana.

(1) Szeregi w przestrzeniach Banacha.
(2) Noczyny szeregow.
(3) Hoczyny nieskonczone.
(4) Szeregi funkcyjne.
(5) Operator odwracania w algebrach Banacha.
(6) Szeregi potegowe.
(7) Funkcje €*, sinz, cosz, ....
(8) Przeliczalne rodziny sumowalne.
(9) Funkcje analityczne 1.
(10) Rozniczkowanie szeregu wyraz po wyrazie.
(11) Funkcje analityczne II.
(12) Szereg Taylora.
(13) Calka Riemanna.
(14) Pierwotne.
(15) Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego.
(16) Dlugosé krzywej.
(17) Przyklady zastosowania calek.
(18) Calka niewlasciwa.
(19) Calki krzywoliniowe.
(20) Twierdzenie Riemanna-Lebesgue’a.
(21) Kryterium Diniego.
(22) Twierdzenie Fejéra.
(23) Szeregi Fouriera — abstrakeyjny punkt widzenia.
(24) Kryteria zbieznosci jednostajnej.
(25) Funkcje o wahaniu ograniczonym.
(26)
(27)

[\
B

Funkcje ciggle o rozbieznym szeregu Fouriera.
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Sprawy organizacyjne

Kontynuacje

W przysztym roku akademickim beda wyklady z Analizy Matematycznej 3 (60 godzin) i 4 (60
godzin).

Zaliczanie ¢wiczen

W semestrze jest 60 godz. ¢wiczen. Limit nieobecnosci to 20 godzin, w tym limit nieobecnosci nie-
usprawiedliwionych to 8 godzin.

W przypadku przekroczenia ktoregokolwiek z tych limitéw student otrzymuje oceng NZAL i nie jest
dopuszczony do egzaminow.

Egzaminy

Ze wzgledu na pandemie koronawirusa egzaminy beda sie odbywa¢ wedlug nastepujacych wyjatko-
wych zasad:

(1) Student, ktory uzyskal z zaliczenia ocene > 3,0 otrzymuje automatycznie taka sama ocene
koricowa z egzaminu, z tym ze student, ktéry ma ocene < 5,0 moze z wlasnej woli zdawaé¢ zdalnie
egzamin ustny, aby poprawié¢ ocene.

(2) Studenci z zaliczeniem 2,0 beda zdawaé zdalnie egzamin ustny.

(3) Egzaminy poprawkowe beda zdalnymi egzaminami ustnymi.



ROZDZIAL 6

Szeregi

6.1. Szeregi w przestrzeniach Banacha

W tym rozdziale (E, || ||) bedzie ustalong przestrzenia Banacha nad K € {R,C}, E # {0}.

Definicja 6.1.1. Dla (a,)5%, C E definiujemy S,, := > ag, n € Ny. Pare ((an)5%0, (Sn)2%,) nazywamy
k=0

oo
szeregiem.  Zwykle, zamiast powyzszej pary, piszemy Y. a,. Element a, nazywamy n-tym wyrazem
=0
" (e8]
szerequ, za$ Sy, nazywamy n-tq sumg czeSciowq szeregu. Szereg Y . ap nNazywamy:

n=0

e 2bieznym, jezeli S, — S € E. Element S nazywamy wtedy sumg szeregu i oznaczamy przez
oo

> an; szeregi, ktore nie sa zbiezne nazywamy rozbieznymi;
n=0

[e.°]
o bezwzglednie zbieznym, jezeli szereg Y. ||a,| jest zbiezny;

n=0
oo

o bezwarunkowo zbieznym, dla dowolnej bijekcji o : Ng — Ny szereg ) a,(,) jest zbiezny oraz

n=0
Z Ao (n) = Z Qn
° warunkowo zbieznym, jezeli jest zbiezny, ale nie jest bezwarunkowo zbiezny.

Oczywiscie mozna réwniez rozwazaé szeregi Z an, gdzie ng € Z.
n=ng

Obserwacja 6.1.2.  (a) Nastepujace warunki sg réownowazne:
o0

(i) szereg . a, jest zbiezny;

n=0

(ii) dla dowolnego ng € Ny szereg > a,, jest zbiezny;

n=ngo

o0
(iil) istnieje ng € Ny takie, ze szereg Y. a, jest zbiezny.
n=ng

(b) Zob. Przyklad 5.6.11:
o "= Lat zeR;
k=0

oo
- — (=1 2k+1 .
e sinx = I; (2k+)1),x .z eR;
=0

o0
o cosT= ).
k=0

e In(l+2z)=

/\
|
—
N
S

)!' 22k e R;

—~
[~}
&y

k-1
( 1,1 oF x| < %

18

1
o (I+2)*=3 (V)" |z| <3 (@ €R).
k=0
(c) Jezeli (an)22, C Ry, to nastepujace warunki sa rownowazne:
(o]

8

(i) szereg Y. ay jest zbiezny;
n=0
(ii) ciag (Sn)3%, jest ograniczony;
(iii) pewien podciag ciagu (5,)52 jest zbiezny;
(iv) pewien podciag ciagu (S,,)5%, jest ograniczony.
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W przypadku, gdy (an)n C R,
e zamiast pisaé, ze szereg Z ay, jest zbiezny bedziemy pisaé Z ap < 400,

n=0 n=0
00

o0
e zamiast pisaé, ze szereg > a, jest rozbiezny bedziemy pisa¢ Y a, = +oo.
n=0 n=0

(o] o0 (o]
(d) Jezeli szeregi Y. a,, Y. by, sa zbiezne, to dla dowolnych a, 8 € K szereg > (aa, + Bby) jest
n=0 n=0 n=0
zbiezny oraz Yy (aa, + 0by) =a > an + 0 Y. by.
n=0 n=0

n=0
(e) Pojecie bezwzglednej zbieznosci nie zalezy od wyboru norm réwnowaznych.

(o]
(f) Niech L € L(E, F) (F jest przestrzenia Banacha nad K). Jezeli szereg > a,, jest zbiezny do sumy
n=0

S (odp. bezwzglednie zbiezny, odp. bezwarunkowo zbiezny), to szereg > L(ay) jest zbiezny do sumy
n=0
L(S) (odp. bezwzglednie zbiezny, odp. bezwarunkowo zbiezny).

o0
W konsekwencji, jezeli L € Isom(E, F), to szereg . a, jest zbiezny (odp. bezwzglednie zbiezny,
n=0

odp. bezwarunkowo zbiezny) wtedy i tylko wtedy, gdy szereg > L(a,) jest zbiezny (odp. bezwzglednie
n=0
zbiezny, odp. bezwarunkowo zbiezny).

Przyklad 6.1.3 (Szereg harmoniczny). Y. 1 = +oc. Istotnie,

n=1
S 1+1+(1+1)+ +( L— +1) S LI IS N I L
e (e DY Lol
2 2 "\3"4 on—1 41 on 2 "7y on 2
CWICZENIE: Sygs = 7,485, Sigs = 14,393, Sigo = 21,301 z dokltadnoscia do 0,001.

o0
Twierdzenie 6.1.4 (Warunek konieczny zbieznosci szeregow). Jezeli szereg Y. a, jest zbiezny, to

n=0
lim a, =0.
n—-+o0o
Dowdd. Niech S := lirf Sn. Wtedy a,, =S, — S — S — S5 =0. O
n—1+0oo
Przyklad 6.1.5. Szereg geometryczny > q", gdzie ¢ € C (0° := 1), jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
n=0
gdy |q] < 1. Wtedy Z q" 1 , |q] < 1. Istotnie, jezeli |g| < 1, to S, = 1_1‘1_”;1 — flq. Gdy |q| > 1

to nie jest spelmony warunek komeczny zbieznodci szeregow.

Twierdzenie 6.1.6 (Warunek Cauchy’ego zbieznosci szeregow). Szereg > a, jest zbiezny wtedy i tylko
n=0
wtedy, gdy

v€>0 HnOENO vm>n2no : ”anJrl + -+ amH <e

Dowdd. Poniewaz S,, — S, = an+1 + -+ + a, wystarczy skorzystaé z zupetnosci E.
O

Twierdzenie 6.1.7 (Twierdzenie o tasowaniu szeregéw bezwzglednie zbieznych). Kazdy szereg bez-
wzglednie zbieiny jest bezwarunkowo zbiezny (w szczegdlnosci, jest zbiezny).

Dowdd. Niech o : Ny — Ny bedzie dowolna bijekcja i niech € > 0. Z warunku Cauchy’ego dla szeregu
>~ |lan|| wynika, ze istnieje Ny € N takie, ze dla dowolnego zbioru skornczonego I C Npy,41 mamy

i llan|| < e. Niech N > Ny bedzie takie, ze {0,...,No} C {0(0),...,0(N)}. Wtedy dla dowolnych
nel
m
m >n > N mamy {o(n +1),...,0(m)} C Ny,q1 astad 3 |lagml < e W takim razie szereg
k=n+1

Z Gy (n) spetnia warunek Cauchy’ego, a wigc jest zbiezny.
n=0
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Niech S, := }7 ag, S7 := ) a,(x)- Niech € > 0 i niech Ng, N beda jak powyzej. Wtedy dlan > N
k=0 k=0

mamy

I1Sn =Spl < > llaxll + > lak|| < 2. 0
ke{No+1,...,n} ke{o(0),...,0(n)}\{0,...,No}
(o]
Twierdzenie 6.1.8 (Kryterium poréwnawcze).  (a) Jezeli 0 < a,, < by, n € Ny, oraz > b, < +00,
n=0

o0
to Y a, < +oo.
=

0
o0 o0

(b) Jezeli 0 < a,, < by, n € Ny, oraz Y, a, = +00, to Z b, = +00.
n=0

b .
(c) Jezeli an,by, >0, n € Ny, oraz “2+L < = dlan > N to ze zbieznosci szeregu (by,)22, wynika
zbieznosé szeregu (an)o, oraz z mzbzeznoscz szeregu (an )5y wynika rozbieznosé szeregu (by)5% -

Dowdd. (a) ag+ -+ +a, <by+ -+ by.
(b) b0+ +bn>a0+ -+ a, — +o0.
(c) Mozemy zalozy¢, ze N = 0. Wtedy ¢ = %= n=1 ., 81 o ba 0

Ap—1 Qn—2 ag bo

Twierdzenie 6.1.9 (Kryterium asymptotyczne). Niech (an)o>o C Ry, (b,)52, C Rso.

(a) Jezeli Z bn < 400 oraz limsup §* < 400, to Z Oy < 400.

n= O n—-+400 n=0
(b) Jezeli Z b, = 400 oraz hm+1nf 3 >0, to Z a, = +00.
n=0 " n=0

oo oo
(c) Jezeli (an)2%g, (bn)sey C Rsg oraz EIJIrlOO 2 € (0,+00), to Zo Op < 400 <= Zo b, < +o0.
n= n=
Dowdd. (a) Wobec Obserwacji 2.4.1(e), wnioskujemy, ze istnieje M > 0 takie, ze a, < Mb,, n > 1.
Mozemy wiec skorzystaé z kryterium poréwnawczego.
(b) Wobec Obserwacji 2.4.1(f), wnioskujemy, ze istnieje M > 0 takie, ze a,, = Mb,, n > 1, i znéw
mozemy skorzystaé¢ z kryterium poréwnawczego.
(c) wynika z (a) i (b). O

Twierdzenie 6.1.10 (Kryterium kondensacyjne). Jezeli 0 < any1 < an, 1 € Ny, to

oo oo
Z ay < 400 <= Z 2™ agn < +00.
n=0 n=0

n
1= 3" 2Fase. Wtedy
k=0 k=0

Dowdd. Niech S,, := > ag, S

1 1 1 1
h 19— = -
gt g% = gt
ga1+a2+(a3+a4)+(a5+a6+a7+a8)+~'-+(a2n—1+1+~-'+a2n):Sgnfao
:a1+(a2+a3)+(a4+a5+a6+a7)+~-~+(a2n71 +a2n71+1+~-~+a2n_1)+a2n

<ai +2as+4a4 + -+ 2”710,27:,71 + Q"U,Qn = S:z O

ay 4 2ag + 2%a92 4+ -+ 2"agn) = ay + ag + 2a4 + dag + - + 2" ay

Cwiczenie 6.1.11. Udowodni¢, ze dla dowolnego p € No, jezeli 0 < ap41 < ap, n € N, to

o0
Z an < 400 <— Zp”apn < +o0.
n=0 n=0

Przyklad 6.1.12 (Szereg harmoniczny rZ(—gdu «). Dla o € R mamy Z = < too <= a>1

n=1

Rzeczywiscie, jezeli a < 1, to =, néeN.

ne

o0
Jezeli o > 1, to stosujemy kryterlum kondensacyjne Z 2m (27,)(, =Y (2t~

n=0 n=0
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oo

Cwiczenie 6.1.13. Dla a, 3 € R zbadaé zbieznosé szeregu >

1
neInfn°

Obserwacja 6.1.14. Korzystajac z Przyktadu 5.6.11(d), wiemy sie, ze dla dowolnego h > —1 istnieje
6 = 0(h) € (0,1) taka, ze In(1 + h) = h — %ﬁ Wynika stad, ze 0 < h —In(1 + k) < $h? h > 0.
W szczegoblnoscei,
1 1 1
0<—-m(l+-)< 5 neN
n n 2n?2
Zatem szereg
oo
1 1
S(E-m(i+)
—\n n

jest zbiezny. Zauwazmy, ze

iln(l+%)zln(%-g ----- %):mu\fﬂ).
n=1

W szczegblnosci, ciag

1 Yo 1 N+1
(25) -mv=32 (-1 )) + =
jest zbiezny do granicy skoiniczonej zwanej statg Eulera (1) v~ 0,5772.
Twierdzenie 6.1.15 (Kryterium Cauchy’ego zbieznosci szeregow). Niech a := limsup {/|[a,| € [0, oc].
Wtedy: e

o0
(a) Jezeli o < 1, to Y |lan| < +oo.
n=0

(o]
(b) Jezeli a« > 1, to szereg > a, jest rozbiezny (nie jest spetniony warunek konieczny zbieznosci
n=0
szeregow).

(c) Jezeli a = 1, to mic nie wiadomo.

Dowdd. (a) Niech ¢ € (a,1). Na podstawie Obserwacji 2.4.1(e) mamy 3/|an|| < ¢ dla n > N, czyli
llan]l < ¢, n > N,i stosujemy kryterium poréwnawcze.
(b) Niech ¢ € (1, ). Istnieje podciag (ny)72, taki, ze "§/|lan,| = ¢, k € Ny, a zatem |[|an,| >

q™ — 400. Nie jest wiec spelniony warunek konieczny zbieznosci szeregdw.
k— 400
1

(€) an =2, a, =%, O

n

Twierdzenie 6.1.16 (Kryterium d’Alemberta (%) zbieznosci szeregow). Niech (ay)32y C B

lla

(a) Jezelilimsu e

oo
witl <1, 40 Y [lan| < +oo.
n=0

n—-+oo
(b) Jezeli w =1 dlan > ng, to szereg § ay, jest rozbiezny (nie jest spetniony warunek konieczny
zbieznosci szeregow). "
(c) Jezeli "Egloo”ﬁgi:ﬁ“ > 1, to szereg nio ay, jest rozbiezny (nie jest spetniony warunek konieczny

zbieznosci szeregow).
Dowdd. (a) Wystarczy zastosowaé¢ Twierdzenie 2.4.2 i kryterium Cauchy’ego.

() lam|l = |lany ]| > 0 dla m > nog.
c) wynika z (b). O
(c) wy

Przyklad 6.1.17. Dla dowolnego z € C szereg > Zn—r: jest zbiezny.

n=0

1) Leonhard Euler (1707-1783).
2) Jean d’Alembert (1717-1783).
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Definicja 6.1.18. Definiujemy funkcje eksponens exp : C — C,
X _n

z
e® = expz = exp(z) := Z PRI eC.
n=0

Funkcja ta jest rozszerzeniem na cate C znanej nam funkcji R > z —— €%, co uzasadnia uzycie symbolu

e,

Funkcja exp zostanie szczegétowo omdwiona w § 6.7.

Obserwacja 6.1.19. (a) W Twierdzeniu 6.1.16(c) nie mozna ZaStQplC hm przez lim sup. Dla przy-
n—+0o0
2+(2+1) Wtedy Z an < +00, ale limsup “2 = 3 > 1.
n=0 n—+oo
(b) Kryterium Cauchy’ego jest istotnie mocniejsze niz kryterlum d’Alemberta.
Np. w powyzszym przykladzie mamy lim sup /a,, = % < 1.

n—-+00

ktadu, niech a, :=

Oproécz poznanych dotychczas kryteriow zbieznosci szeregéow jest bardzo wiele innych uzytecznych
kryteriow. Na przyktad:

Twierdzenie 6.1.20. Niech (a,)2%, C Rxo.

—bpgr.

"a ot 1

(a) (Kryterium Kummera (*)) Niech (by)52o C Rsg i Y. 7= = +o00. Poldimy K, :=b
n=0 "

Jezeli K, 2 ¢ >0 dlan> N, to Zan<+oo

n=0
Jezeli K, <0 dlan > N, to Z an = +00.
n=0
(b) (Kryterium Raabego (*)) Niech Ry, :=n(2 e 1).
Jezeli R, > c>1dlan> N, to Zan<+oo
Jezeli R, <1 dlan > N, to Z a, = +00.
n=0
(c) (Kryterium Bertranda (°) ) Niech B, = (Inn) (n(aiﬁ —-1)-1).
Jezeli By 2 c¢>1dlan> N, to Zan<+oo
n=0
(o]
Jezeli B, <c<1ldlan> N, to Zan=+oo.
(d) (Kryterium Gaussa (°) ). Przypuscmy, Ze gns = =A+E +8 5,n €N, gdzie A, >0, a cigg (0n)52

jest ograniczony.

Jezeli A\>1 lub A\=1ipu>1), to Zan<—|—oo.
Jezeli A\ <1 lub A=1ip<1) to Zan——i—oo.

Zauwazmy, ze dla b, := 1, n € Ny, kryterium Kummera redukuje si¢ do kryterium d’Alemberta.

Dowdd. (a) Mozemy zatozy¢, ze N = 0. W pierwszym przypadku mamy: c(ay + -+ + apy1) < agbo —

00
arby + -+ apb, — an+1bn+1 = agby — an+1bn+1 < (]Jobo7 a stqd Zak < %aobo < +00.
=1

—

bnt1

W drugim przypadku mamy: “4+ > “~tL i korzystamy z Twierdzenia 6.1.8(c).

o
(b) Stosujemy kryterium Kummera dla b, := n.

Ernst Eduard Kummer (1810-1893).

Joseph Ludwig Raabe (1801-1859).

Joseph Louis Francois Bertrand (1822-1900).
Carl Friedrich Gauss (1777-1855).

[
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(c) Zastosujemy kryterium Kummera dla b, := nlnn. Mamy nln n( G _1)—(n+1)In(n+1) =
(lnn)<n(aizl -1) - 1) — ln(l + L)n+1 =B, —In(1+ )n+1 ~ B,

(d) Mamy lir_{l Gntl 7, a stad przypadki, gdy A#1 wymkaj@ z kryterium d’Alemberta. Dalej

an

zaktadamy, ze A = 1. Mamy hm n(an+1 1) = u, a stad przypadki, gdy p # 1 wynikaja z kryterium

Raabego. Dalej zakladamy, ze )\ = 1. Zastosujemy kryterium Bertranda. Mamy B,, 1“”9 — 0.
O

Przyklad 6.1.21. (a) Korzystajac z kryterium Raabego pokazemy, ze Z o1 ( ) = +00. Zauwazmy, ze

# — 1 (Przyktad 2.4.3(b)) wiec kryterium Cauchy’ego nie rozstrzyga. Udowodnimy, ze lirf n(-%2——
n—-+oo

n! An41

1)= nﬂrﬁmn(@ —1) = 1. Istotnie,

1 Q i ’
lim 7(4 - 1) Ho) i (# - 1) = lim (elﬁln(lﬂ) _ 1)
=0+ z \ (14 2)l/ a—0+ \ (1 + z)V/= a—0+

e 1 1
=1 7( In(1 — 7)
= o0t (14 z)V/= n(l+) z(1+ )
Peano ;. € (.Z' B %xz + 0(12)) - (Z’ - x2 + O(‘T2)) 1
= lim S
a0+ (14 )t/ x2 2

(b) Korzystajac z kryterium Gaussa pokazemy, ze szereg

() ) e (S ) = e (S

jest zbiezny dla p > 2 i rozbiezny dla 0 < p < 2. Istotnie,

(79} 2n p 1 \ P Peano P p(p + 1) 1 1 g (9n
G ) T ()1 io
i1 (2n — 1) ( 2n + 2n + 2 (2n)? to (2n)? + n + n

gdzie ciag (0,)52; jest ograniczony.

Zauwazmy, ze 2 = @Zi;)p — 1, a wiec kryterium d’Alemberta nie rozstrzyga.

Twierdzenie 6.1.22 (Twierdzenie Riemanna o tasowaniu szeregu warunkowo zbieznego). Jezeli szereg

o0
rzeczywisty Y an jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie zbiezny, to dla dowolnych —oo < a < f < +00
n=0

istnieje bijekcja o : Ng — Ny taka, ze jezeli S) : Z Ug(k); tO hm 1nfS =« i limsup S;, = 3.

n—-+4oo
(o]
Oznacza to, Ze szereg S an jest warunkowo zbiezny, a nawet wiecej, dla dowolnego = € R istnieje
n=0

bijekcja o : Ng — Ny taka, ze Y o(r) = .
k=0

Dowdd. Mozna zatozyé, ze a, # 0, n € Ng (CWICZENIE). Ustalmy «, 8 oraz ciagi (n)5gs (Br)y CR
takie, ze o, — «, B, — B, Bo > 0 oraz a, < B, n € Np.

Niech a;f := max{a,,0}, a,, := max{— an,O} Oczywiscie, |an| = af + a,,, a, = af — a;;. Gdyby
Z af < 400 (odp. Y a, < +00), to wtedy Z a, < +oo (odp. Y ab < +00), co daje Z |an\ < 400
n=0 n=0 n=0
— sprzecznosé. Wynika stad, ze Z al = Z a, = +oo.

n=0 n=0

Niech A := {n € Ny : a, > 0} = {ko,k1,...}, gdzie kg < k1 < ..., 1 analogicznie B := {n €

No : an < 0} = {lo,41,...}, gdzie ¢y < €1 < .... Oczywiscie AN B = @&, AU B = Ny. Szereg > ag,
s=0

o0
(odp. > (—ay,) rozmi sie od szeregu Z at (odp. Z ) tylko wyrazami zerowymi, wiec jest rowniez
s=0

rozbieiﬁy.
Rozpoczynamy konstrukcje bijekcji o
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Krok 0: Niech py € Ny bedzie najmniejsza, liczba, takq, ze Ty := ag, + -+ + ag,, > 0o 1 niech go € Ny
bedzie najmniejsza liczba taka, ze Uy := T + ag, + -+ + ar, < ao.

Krok 1: Niech p; > pg bedzie najmniejsza liczba tak&l, ie Ty :==Up+ak, ., + - +ag, >0 iniech
@1 > qo bedzie najmniejsza liczb taka, ze Uy :=T1 +ag,,,, + -+ +ag, <o

Rozbieznosé szeregéw gwarantuje to, ze procedura moze by(’: dowolnie kontynuowana.

Teraz definiujemy

(O'(O),O'(l),. . ) = (k()v . .,kpn,ﬁo, N 7€q07k170+17 .. -7kp17£q0+17 N 7‘€Q17' . )
Zauwazmy, ze 0 < Ty — By < ax, oraz ay, < Us — as < 0. Wynika stad, ze Ts, — 3, Uy — «a.
W szezegolnosei, limsup S7, > lim supT ﬂ oraz hm 1nf S! < liminf Ug = .
n—-+00 s—+00 s—+o00

Na koniec wystarczy jeszcze zauwazy¢, ze sumy posrednie przy przechodzeniu od Us_1 do T leza

pomiedzy Us_; i Ty, zas sumy posrednie przy przechodzeniu od Ty do U; leza pomiedzy Uy i Tk. O

o0

Whiosek 6.1.23. Jezeli 1 < d := dimg F < 400, to szereg Y. a, jest bezwarunkowo zbiezny wtedy
n=0

1 tylko wtedy, gdy jest bezwzglednie zbiezny. W szczegdlnosci, szereg liczb zespolonych jest bezwarunkowo

zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest bezwzglednie zbiezny.

Dowdd. Implikacja (<) wynika z Twierdzenia 6.1.7. Implikacja (=) dla szeregéw rzeczywistych (d =
1) wynika z TW1erdzen1a 6.1.20. Z Twierdzenia 5.11.11 wynika, ze dowod sprowadza si¢ do przypadku

o0

E = R%. Jezeli szereg Z anp = Y (an1,...,an,q) jest bezwarunkowo zbiezny, to szeregi Z Qnj, J =
0 =0 =0
n= n d - n
1,...,d, sa bezwarunkowo zbiezne, a stad Z lanlli < X2 > lan,;| < +oc. O
n=0 j=1n=0

Twierdzenie* 6.1.24 (Lévy-Steinitz (7)(%)). Niech a = (a,)2, C R bedzie ciggiem takim, Ze
lim a, = 0. Zdefiniujmy:

X(a) := {r eR?: Jo:Ng—N, © O jest bijekcja, szereg Z Ao (n) jest zbiezny oraz x = Z ag(n)}.
n=0 n=0

Jesli X(a) # @, to X(a) jest rzeczywistq podprzestrzeniq afiniczng R?.

(o]
Zauwazmy, ze zbior X(a) jest punktem wtedy i tylko wtedy, gdy szereg Y. a, jest bezwarunkowo
n=0

(a wiec bezwzglednie) zbiezny.
Prawdziwe jest nastepujace ogélne twierdzenie.

Twierdzenie* 6.1.25. (9) Niech E bedzie przestrzeniq Banacha. Wowczas E jest skoniczenie wymiarowa

o0
wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego ciggu (an)2>, C E, jezeli szereg > ap, jest bezwarunkowo zbieiny,
n=0
to jest bezwzglednie zbiezny.
W szczegolnosci, jezeli dim E = oo, to istnieje szereg bezwarunkowo zbiezny, ktory nie jest bezwzgled-
nie zbiezny.

6.2. Tloczyny szeregow
Twierdzenie 6.2.1. Niech (a,)52, C R, (b,)%, C E, B, := > b, n € Ng. Wtedy:
k=0
(a) (Kryterium Dirichleta) Jezeli cigg (an)32, jest monotoniczny, lirf an, = 0 oraz cigg (Bp)S,

o0
jest ograniczony, to szereg Y anby jest zbiezny.
n=0

7) Paul Pierre Lévy (1886-1971).

8) Ernst Steinitz (1871-1928).

9) Zob. A. Dvoretzky, C.A. Rogers, Absolute and unconditional convergence in linear normed spaces, Proc. Nat.
Acad. Sci. USA 36 (1950), 192—197.
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(o)
(b) (Kryterium Abela (*°)) Jezeli cigg (an)5%, jest monotoniczny i ograniczony oraz szereg y. by
n=0

(o]
jest zbiezny, to szereg > apby, jest zbiezny.
n=0

oo
(¢) (Kryterium Leibniza) Jezeli cigg (b,)22, C Rso jest malejgcy, to szereg >, (—1)"by, jest zbiezny

n=0
wtedy @ tylko wtedy gdy lirf b, =0.
n——+oo

Dowdd. (a) Niech ||B,| < M, n € Ny. Zdefiniujmy dodatkowo B_; := 0 € E. Zauwazmy, ze

m m
§ anbn: § a’TL(BTL_ n— 1 E an n § an n—1
n=0 n=0

m m—1
= Z nBn — Z ant1Bn = ( Z( - an+l)Bn> + am B (*)
n=0 n=0

Powyzsze przeksztalcenie nosi nazwe tmnsformacgz Abela. Poniewaz a,, B,, — 0, wystarczy pokazaé, ze
o0

> (an — any1)Br|| < 400. Istotnie, wobec monotonicznosci ciagu (an,)S2, mamy

n=

m
Z ‘an - a’n+1H|Bn|| < MlaO - am+1|: m & NOa
n=0

a ciag (Mlag — am+1])50_ jest oczywiscie ograniczony.

(b) Ciagi (am)S_o 1 (Bm)S_o maja granice, a,, — a, B, — B. Stad a;, B, — aB. Teraz
korzystamy z (*) i rozumujemy jak w (a).

(c) Wynika z (a) i warunku koniecznego zbieznosci szeregow. O

(o}
Przykitad 6.2.2. (a) Na mocy kryterium Dirichleta szereg ) Z- jest zbiezny dla |2 < 1, z # 1.
n=1
Istotnie, dla |z| < 1 mamy |%| < |2|™, a ostatni szereg to zbiezny szereg geometryczny. Dla z € T\{1}
1—2" | < 2
—z

k| _
| =125 S Tz

n
mamy | Z z
)

(b) Na mocy kryterium Leibniza, dla dowolnego o > 0 szereg Z jest zbiezny.

n=

(c¢) Dla dowolnego « € (0, 1] szereg Z

n=1

_]CSt warunkowo zbiezny.

Deﬁmc_]a 6.2.3 (Iloczyn Cauchy’ego Szeregow) Niech @ € L(E, F;G) i niech (a,)52y C E, (by)22, C
o0 (o]

F,c,:= Z ®(ag,by—r), n € Ny. Szereg Z ¢n, nazywamy iloczynem Cauchy’ego szeregow >, an i Y. by
k=0 n=0 n=0 n=0
wzgledem odwzorowania . W przypadku, gdy ¢ : K x F — E, (o,z) — az moéwimy po prostu

o iloczynie Cauchy’ego szeregow.
Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

n n n
n = E ar, Bp:= g by, Cp:= E ¢k, m € Ny,
k=0 k=0 k=0

o0 o0 oo
A= nEIEwAn = Zan, B := nErJrrloan = an, C:= REIEOO C, = Z Cn,

n=0
oczywiscie przy zaltozeniu, ze odpowiednie szeregi sa zbiezne.
Twierdzenie 6.2.4 (Twierdzenie Mertensa (1)).  (a) Jezeli Z lan| < +o00 oraz szereg Z b, jest
n=0
o0
zbiezny, to szereg Y, ¢, jest zbieiny oraz C = ®(A, B).
n=0

(1°) Niels Abel (1802-1829).
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(b) Jezeli Y |lan|| < +00 oraz > ||bnll < 400, to > |len|l < +o0.
n=0 n=0 n=0
Dowdd. (a) Zauwazmy, ze zawsze mozemy zalozyé, ze ||®| < 1 (CWICZENIE). Niech M > 0 bedzie
takie, ze | Byl < M, |laoll + -+ + |lan|| < M, n € Ny. Ustalmy ¢ > 0. Niech ny € Ny bedzie takie,
n

ze Y, |lagll < g5 dla n > ng + 1. Niech dalej ny > ng bedzie takie, ze ||B,_n, — B|| < ;57 oraz

k=no+1
|An—A| < 55 dlan > ny. Teraz dla n > ny mamy ||C, —®(A, B)|| < ||Cr, —P(Ay, B)||+]|An—A||| B <
Cn — $(Ay, B)|| + 5. Pozostaje oszacowac pierwszy sktadnik. Zauwazmy, ze

Cn = @(ao,bg) + @(ao,bl) + @(al,bo) + e -l— @(ao,bn) + e -l— @(an,bo)
= ®(ag, by + -+ + bn) + P(a1,bo + - + bp_1) + -+ + Blan_1,bo + b1) + B(an, bo) = Y _ P(ax, Bn_s).

Stad dla n > n; dostajemy:

IC,y — (A, B)| Hzm, wote = B)|| <3 lawll| Bu-k — B
k=0
=S lallIBak— Bl + S lonlllBu i~ B
k=0 k=ng+1
no n
< NarllBusno—t—no — Bl + > llaxl|20 < Znakn -
k=0 k=np+1

(b) Na podstawie (a) szereg . Z llak|||br—k]|| jest zbiezny. Ponadto,
n=0 k=

m

> lleall < \@IZZIIakHIIbn kI O

n=0 n=0 k=0

Przyktlad 6.2.5. Jezeli oba szeregi Z an 1Y by satylko zbiezne, to szereg > ¢, nie musi by¢ zbiezny.
n=0 n 0
= <\}) n € N. Szeregi Z an i Z b, sa zbiezne na podstawie
n=0

=0
Dla przyktadu: ag = by := 0, a,, = b,

n—1 _
kryterium Leibniza i nie s bezwzglednie zbiezne (Przyktad 6.1.12). Mamy |c,| = > ——— Z 1=
k=1 V k=1

n—1
e

Obserwacja 6.2.6.  (a) exp(a +b) = exp(a) exp(b) dla dowolnych a,b € C.
Istotnie, korzystamy z iloczynu Cauchy’ego szereg(’)w Mamy

exp(a) exp(b ZZ K =) Z p Z < ) kpn—hk — Z %(aJr b)" = exp(a +b).

n=0 k=0 n=0

(b) exp(0) =1, expz # 0, exp(fz) =1 zeC.

exp z’

Przyktad 6.2.7. W przypadku p-szeregéow liczb zespolonych Y a;., j = 1,...,p, ich iloczyn Cau-

n=0
o0
chy’ego Y ¢, ma postac
n=0
Cp = E ais, "+ Aps,, 1 € No.
81,...,5p€Ng
s1t+-+sp=n

(o]
Na podstawie Twierdzenia 6.2.4, jezeli Z lajn] < 400, =1,...,p, to Z len] < +o0 oraz Z Cn =

n=0
o0 OO
Z a;n. W szczegdlnosci, jezeli Z lan| < 400, to (X an)p = > > s, -~ Gs,, PIZY
n=0 n=0 n=0 s1,...,5pENg
sit-+sp=n

czym ostatni szereg jest zbiezny bezwzglednie.
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6.3. Iloczyny nieskonczone

Oprocz szeregéw liczb zespolonych rozwazane sa réwniez nieskonczone iloczyny liczb zespolonych.

o0
Definicja 6.3.1. Niech (a,)%>, C C. Powiemy, ze iloczyn nieskoriczony [] an, jest zbiezny, jezeli dla
n=0

k
pewnego p € Ny ciag iloczynow czesciowych I, := [] a,, k € N, jest zbiezny do granicy skoriczonej
n=p
i réznej od zera. W szczegdlnosci, musi byé a, # 0, n > p. Oczywiscie, badajac zbieznosé iloczynu
nieskoriczonego, zawsze mozemy przyjac, ze p = 0. Pelny sens definicji ujawni si¢, gdy bedziemy badaé
oo

iloczyny funkcyjne & —— [] fn(x) (zob. Twierdzenie 6.4.13).
n=0
Zgodnie z tradycja wyrazy iloczynu nieskonczonego zapisujemy w postaci On = 1+ ¢,. Mowimy, ze
oo

iloczyn nieskoriczony J : ] (1 4 ¢,) jest bezwzglednie zbiezny, jezeli iloczyn H (1 + |en|) jest zbiezny.
n=0
Tloczyn J nazywamy bezwarunkowo zbieznym, jezeli dla dowolnej bijekcji o NO — Np, iloczyn nie-

skoriczony H (1 4 ¢o(ny) jest zbiezny i jego warto$¢ nie zalezy od o. Iloczyn zbiezny, ktory nie jest
=0

bezwarunkowo zbiezny nazywamy zbieznym warunkowo.

Przyklad 6.3.2. (a) H (1— %) = %

k

IStOtniC’I’“:nﬂg(l_ 1y = Hw 13, 2374%:%_,%
(b) 1:[1(1 + 1) jest rozbiezmy. Istotnie, I, = 1:[1(1 +1)= 3 nil = 2.8k — k4] — oo
(¢) TI (1 =2) jest rozbiezny. Istotnie, I, = 2(1 -4 = H2”T_1 =1.2...l_21_ 0

3
||
]
3
I|
3
||

Obserwacja 6.3.3 (Warunek konieczny zbieznosci iloczynu nieskoniczonego). Jezeli iloczyn J jest zbiezny,

to ¢, — 0. Istotnie, 1 + ¢, = 7=

An .
In—y 1

Twierdzenie 6.3.4 (Warunek konieczny i dostateczny zbieznosci iloczynu nieskoniczonego). Iloczyn J
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy Veso Inen Vasn Vien : |(L+cpg1) - (L 4+ cngr) — 1] <. (%)
Dowdd. Jezeli iloczyn jest zbiezny, to ciag (I;)72, spelnia warunek Cauchy’ego. Poniewaz I, — I # 0,
mozemy zaltozy¢, ze |Ix| = ¢ > 0 dla k > Ny przy pewnym ¢ > 0. Dobierzmy teraz N > Ny takie, ze
Lnir — Iel <ce dlan > NikeN Wtedy |(1 +cn+1) (Lt engp) — 1] = oDl e —

Jezeli warunek (*) zachodm to blorqc e =1 dostajemy 3 < |(1+cpp1) (L +copn)| <3, n >N,
|I |<2dlak>ko=N

Ustalmy ¢ > 0. Na poataw1e (*) mamy |- Inte _ 1| =14+ apt1) -1+ cnyr) — 1] < %alli—l dla

0

n >N > kyik e N. Wynika stad, ze |11, — I | < ‘I ‘ <edlan > N ik e N. Oznacza to, ze

ko
ciag (Ix)72, spelnia warunek Cauchy’ego. Jest WIQC Zblezny do pewnej granicy skoriczonej I. Pozostaje

pokazaé, ze I # 0, co wynika z oszacowania 2 \I" | dla k& > ko. O

kLeN. W szczegélnoéci =

oo
Twierdzenie 6.3.5. Jezeli iloczyn [] (1 4 ¢y) jest bezwzglednie zbieiny, to jest zbieiny.
n=0

Dowdd. Skorzystamy z Twierdzenia 6.3.4. Wystarczy zauwazy¢ (CWICZENIE), ze
|1+ nrr) -+ (L4 cngr) = 1 < (14 [ensal) -+ (L + [ensnl) = 1). O

o0
Twierdzenie 6.3.6. Niech (¢,)52; C Ry, 7 € {—1,1}. Wtedy iloczyn [] (1 + 7cp) jest zbiezny wtedy
n=0

oo
i tylko wtedy, gdy > cn. W szczegdlnoscei, dla dowolnego ciggu (¢,,)32, C C, dloczyn ] (1 + ¢,) jest
n=0 n=0

bezwzglednie zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy Z len| < +oo.

n=0
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oo
Dowéd. W przypadku 7 = 1 niech Sy := Y ¢,. Zauwazmy, ze ciag (I;)72 , jest rosnacy. Mamy Sy < I,
n=0

co daje implikacje (=). W druga strone mamy 1+ z < e, > 0, a stad I, < e%*.

W przypadku, gdy 7 = —1 mozemy zalozy¢, ¢, < 1, n € No. Mamy 1 — ¢, = 1++" Pozostaje
T—cn
(o] [e.°] ’
udowodnié, ze ) ¢, < +00 <= Y 722 < 400 (CWICZENIE). O
n=0 n=0 "
Twierdzenie 6.3.7. (a) Jezeli iloczyn J jest bezwzglednie zbiezny, to jest bezwarunkowo zbieziny.

o0
(b) Niech (z,)2%y C C, z, — 0. Wtedy szereg > zy jest zbieiny wtedy i tylko wtedy, gdy iloczyn
n=0
I1 e* jest zbieziny.
n=0
(¢) Niech (¢n)52 C C, ¢, — 0. Wtedy iloczyn I jest bezwzglednie zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy
jest bezwarunkowo zbiezny.
Dowdd. (a) Niech o : Ny — Ny bedzie dowolna bijekcja. Na podstawie Twierdzenia 6.3.6 i twier-

dzenia o tasowaniu szeregow, iloczyn [ (1 + co(n)) jest bezwzglednie zbiezny. Pozostaje wykazac row-

n=0
k
nos¢ wartosci. Niech Iy := [] (1 + ¢,(n)) — I’. Chcemy pokazac, ze % — 1. Skracajac podobne
n=0 k
IT +en)
czynniki mamy & = % =: %7 gdzie A, C {0,...,k} 1 A, C {0(0),...,0(k)}. Pokazemy,
k Cn k
neA%

ze J, — 11 J, — 1. Ustalmy ¢ > 0. Na podstawie Twierdzenia 6.3.4 istnieje Ny € N takie, ze

[( TT (1 +cn)) =1 < (T (14 Jen])) — 1 < € dla dowolnego zbioru skoriczonego A C Ny, . Dobierzmy
ncA neA
N > Ny takie, ze {0,...,No} C {0(0),...,0(N)}. Wtedy dla k& > N mamy Ay C {No+1,...,k},
A c{o(0),...,0(k)}\ {0,..., No}. Wynika stad, ze |J; — 1| < e oraz |J, — 1| <e dlak > N.
n n o0 o0

(b) Niech S, := > 2, I, := [ €, S := > zn, [ := [] e*, o ile szereg (odp. iloczyn) jest
k=0 k=0 n=0 n=0

o0 o0
zbiezny. Mamy e~ = I,,, skad natychmiast wynika, ze jezeli szereg 3. z, jest zbiezny, to iloczyn ] e*»
n=0 n=0
jest zbiezny.
o0
Zatézmy, 7e iloczyn [] e*» jest zbiezny. Niech z, = 2, + iyn, n € No. Mamy |I,| = eReon
n=0

, czyli

(o] (o]
Re S, = In|l,|. Skad wynika, ze szereg Y z, jest zbiezny. Pozostaje wykazac, ze szereg > y, jest
n=0 n=0
o) .
zbiezny. Zauwazmy, ze iloczyn [] e™¥» jest zbiezny do I/|I] (12). Problem sprowadza sie wiec do przy-
n=0
o0 n
padku z, = 0, n € Ny (wtedy |I| = 1). Przypus$émy, ze szereg > y, jest rozbiezny. Niech T}, := > g
n=0 k=0
(Sn = iT},). Z warunku Cauchy’ego wynika, ze istnieje 0 < ¢ < 7/4 takie, ze VpenyIm>n : [Tnm| > €,

m
gdzie Ty =Ty — T = > yi. Niech 0 < A < sine. Istnieje ng € Ny takie, ze |y,| <ei|l, —I| <X
k=n+1

dla n > ny. Ustalmy najmniejsze mg > ng takie, ze |Thy me| > €. Zauwazmy, ze € < |Tpym,| < 2¢
(CWICZENIE). Oczywiscie, |In, — Iny| < 2X, a stad I, /In, — 1| < 2, czyli |eiTromo — 1] < 2). Biorac
pod uwage to, ze € < |Tyy.m,| < 2¢, dostajemy |eTromo — 1| > 2sine — sprzecznosé.

(¢) Implikacja (=) wynika z (a). Dla dowodu przeciwnej implikacji Mozemy zalozy¢, ze |c,| < 1/2,
n € Ny. Niech z, := Logz, = In|l + ¢,| + i Arg(1 4+ ¢,), n € Ny (13). Na podstawie (a), jezeli iloczyn

oo

o0 oo
[T +e¢n) = J] e jest bezwarunkowo zbiezny, to szereg > z, jest bezwarunkowo zbiezny, a wiec
n=0 n=0 n=0

(12) W tym miejscu korzystamy w rzeczywistosci z cigglosci zespolonej funkcji eksponens, ktory to fakt udowodnimy
w niedalekiej przysztosci — zob. Przyklad 6.4.12(b).
(13) Dla z € C\ R_ definiujemy logarytm gtéwny Logz wzorem Logz := In|z| + i Argz. Oczywiscie el°82 = 2.

Log(1+42z) -1 (
z

Zauwazmy, ze funkcja Log jest ciagta (CwiczeNig). Ponadto, lim CWICZENIE).

C32z—0
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bezwzglednie zbiezny (Wniosek 6.1.23). Pozostaje wykazaé, ze jezeli Z |zn| < 400, to Z len] < +o0

i skorzysta¢ z Twierdzenia 6.3.6. Wystarczy pokazaé, ze |c,,| < C|zy,] dla pewnej stalej C > O przy n > 1,

a to wynika z tego, ze lim egU+z) — 1 0
C3z—0 z

6.4. Ciagi i szeregi funkcyjne

Definicja 6.4.1. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem. Rozwazmy ciag funkcji f, : X — F,
n € N. Przypomnijmy, ze:

e Ciag (f,)22 jest zbiezny punktowo do funkcji f : X — E, jezeli f,(x) — f(z) dla dowolnego
x € X. W przypadku, gdy X = {zo}, pojecie ciagu funkcyjnego redukuje si¢ do ciagu elementow
przestrzeni E.

o Ciag (fn)22, jest zbiezny jednostajnie do funkeji f (por. Twierdzenie 3.3.2(i)), jezeli

v5>0 E|n0€N vn}no zeX ”.fn( ) - f(x)H < £. (T)

Przyjmijmy dodatkowo, ze (X, g) jest przestrzenia metryczna. Mowimy, ze ciag (fn)22, jest:

o 2biezny lokalnie jednostajnie do funkeji f, jezeli dowolny punkt a € X posiada otoczenie U C X
takie, ze f,|u — f|u jednostajnie;

e 2bieiny niemal jednostajnie do funkcji f, jezeli dla dowolnego zbioru zwartego K C X mamy
falk — flK jednostajnie;

Obserwacja 6.4.2. (a) fn — f jednostajnie na X wtedy i tylko wtedy, gdy
lim sup || fn(x) — f(z)|| = 0.

(b) (fn — f jednostajnie) = (f,, — f lokalnie jednostajnie) = (f,, — f niemal jednostajnie)
= (f, — f punktowo).

(c¢) Jezeli X jest przestrzenia zwarta, to zbieznosé jednostajna, lokalnie jednostajna i niemal jedno-
stajna sa réwnowazne.

(d) Jezeli przestrzen X jest lokalnie zwarta (tzn. kazdy punkt ¢ € X posiada otoczenie U C X takie,
ze U jest zbiorem zwartym (np. X C R")), to zbieznosé¢ lokalnie jednostajna i niemal jednostajna sa
réwnowazne.

Przyklad 6.4.3.  (a) Niech f, : [0,1] — R, f,(z) = 2", n € N. Wtedy:
e f, — f punktowo, gdzie f(z) := 0 J'e%el? zelo, 1).
1, jezeliz=1
o sup{|fu(z) — f(x)] : x € [0,1]} = sup{z" : z € [0,1)} = 1; w szczegolnosci, zbieznosé nie jest
jednostajna (nie jest rowniez jednostajna na [0,1)).
e Dla dowolnego 6 € (0,1) mamy sup{|f,(z) — f(z)| : z € [0,0]} = 0™; w szczegolnosci, fr, — f
lokalnie jednostajnie na [0, 1).
(b) Niech f, : R — [1,1], fu(x) := ;3%%5, n € N. Wtedy:
e f, — 0 punktowo na R.
e fu(n) =1; w szczegdlnosci, ciag nie jest zbiezny jednostajnie
e Dla dowolnego M > 0 mamy sup{|f,(z)|: |z| < M} =
jednostajnie.
(c) Niech fp, :R— R, fu(z) =
e f, — 0 punktowo na R.
o sup{|f,(z)|: 2 € R} = |f,(£1)| = 1; w szczegdlnodei, ciag nie jest zbiezny jednostajnie w Zad-
nym otoczeniu zera.

2 + MQ, w szczegblnosei, f,, — 0 lokalnie

n € N. Wtedy:

nr
1+n2x2 )

Definicja 6.4.4. Wszystkie pojecia, wprowadzone wyzej dla ciggéow funkcyjnych, przenosza sie na szeregi

funkcyjne Y f,. Dodatkowo, dla szeregow funkcyjnych wprowadzamy pojecie zbieznosci bezwzglednej

n=0

oo
jednostajnej, gdy szereg > ||fn|l jest zbiezny jednostajnie. Mozna tez mowié o zbieznosci bezwzglednej
n=0

lokalnie jednostagnej, czy tez o zbieznosci bezwzglednej niemal jednostajnej
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Dla szeregow funkcyjnych rozwazamy tez pojecie zbieznosci normalnej na X, gdy

Zsup{”fn(x)H cx € X} < Hoo.
n=0

Zgodnie z ogbélnym wzorcem mozemy tez moéwi¢ o zbieinosci lokalnie mormalnej, czy tez o zbieznosci
niemal normalnej.

Twierdzenie 3.3.2 daje nam natychmiast

Twierdzenie 6.4.5 (Warunek Cauchy’ego zbieznosci jednostajnej szeregu). Nastepujgce warunki sq
rownowazne:

o0

(1) szereg funkcyjny > fn jest zbiezny jednostajnie na X ;
n=0

(ii) spetniony jest jednostajny warunek Cauchy’ego, tzn.

m
v6>0 3nnGN vm>n>no vaX : H Z fk(x)H <eE.
k=n+1

Twierdzenie 6.4.6. (a) Szereg zbiezny bezwzglednie jednostajnie (odp. bezwzglednie lokalnie jedno-
stajnie, bezwzglednie niemal jednostajnie) jest zbieiny jednostajnie (odp. lokalnie jednostajnie, miemal
Jjednostagnie).

(b) (Kryterium Weierstrassa zbieznosci jednostajnej szeregu funkcyjnego) Szereg zbieiny normalnie
(odp. lokalnie normalnie, niemal normalnie) jest zbieiny bezwzglednie jednostajnie (odp. lokalnie jedno-
stagnie, niemal jednostajnie).

Obserwacja 6.4.7.  (a) Niech (f,)22, C B(X,E). Zauwazmy, ze jezeli szereg Y f, jest zbiezny

n=0

jednostajnie na X, to f:= Y. f, € B(X, E). Stad:

n=0

e (zbieznos¢ jednostajna szeregu Y. f, na X) <= (zbieznos¢ szeregu > f, w B(X, E));

n=0 n=0
o0 o0
e (zbieznos¢ bezwzgledna jednostajna szeregu . f, na X) <= (zbieznosé szeregu > ||fnll
n=0 n=0
w B(X,R));
e (zbiezno$¢ normalna szeregu > f, na X) <= (zbieznosé¢ bezwzgledna > f, w B(X, E)).

n=0 n=0
o0
(b) Zalozenie (f,)5Ly C B(X, E) nie jest ograniczajace. Jezeli szereg Y f, jest jednostajnie zbiezny,
n=0
to z jednostajnego warunku Cauchy’ego (z ¢ = 1) wynika, ze istnieje ng € Ny takie, ze ||fx(z)]] < 1,
x € X, k> ng. Tak wiec fr € B(X,E) dla k > no.
(c) Powyzsze obserwacje pozwalaja przenosi¢ automatycznie wyniki dotyczace szeregéw elementow

przestrzeni Banacha E na szeregi funkcyjne. Po prostu stosujemy wyniki dotyczace szeregow o wyrazach
z E do szeregow o wyrazach z B(X, E).

W ten sposob na przyktad dostajemy:
Twierdzenie 6.4.8 (Twierdzenie o tasowaniu szeregow bezwzglednie jednostajnie zbieznych). Przypu-

§émy, ze szereg Y, fn jest zbiezny jednostajnie bezwzglednie na X. Niech o : Ng — Ny bedzie dowolng

n=0

bijekcjq. Wtedy szereg 3 fo(ny jest zbieiny jednostajnie bezwzglednie na X (14).
n=0

Przyktad 6.4.9. Szereg

n

s z
_ X :=C\T
S T reX=C\T

oo oo
(14) Oczywiscie, na podstawie Twierdzenia 6.1.7 mamy Y fo(m)(@) = > fu(z), © € X.
n=0

n=0
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jest zbiezny lokalnie normalnie.
Istotnie dla dowolnego 6 € (0, 1) istnieje N € N takie, ze dla n > N mamy
1
0

2"
w{|

Cwiczenie 6.4.10. Niech g, : [0,1] — R,

zn

Pzl =

Dz € 9} < 260™, sup{’

T } < 20" (CWICZENIE).
— 2z n

1-3, jeZeliO r< e
gn(x) == % — % + ”T“;r, jezeli n+1 <z < %
j Jezeh =<xr<l,

N

n’

Zdefiniujmy f,, := gn — gn—1, k € No. Wtedy szereg Z fn jest zbiezny bezwzglednie jednostajnie, ale
n=2
nie jest zbiezny normalnie.

(o]
Twierdzenie 6.4.11. Zaldzmy, ze szereq funkcyjny f = > fn jest lokalnie jednostajnie zbiezny.
n=0
Wtedy:
(a) Jezeli dla pewnego a € X mamy f, € C(X,C;a), n €N, to f € C(X,C;a).
(b) Jezeli f, € C(X,C), n €N, to f € C(X,C).

Dowdd. Wystarczy skorzysta¢ z Twierdzenia 4.4.1. O

o0
Przyktad 6.4.12.  (a) Suma szeregu Y 1=, 2 € C\ T, jest funkcja ciagla.
n=0
(b) Funkcja eksponens jest ciagta.
Zagadnienia dotyczace szeregéw maja swoje odpowiedniki dla iloczynéw funkcyjnych.

’I‘wierdzenie 6.4.13. Niech (X, 0) bedzie przestrzeniq lokalnie zwartq i nzech (fr)oeo CC(X,C). Jezeli

szereqg Z |fn| jest zbiezny niemal jednostajnie w X, to dloczyn I : H (1 + fn) jest zbiezny niemal
n=0 n=0
jednostajnie w X (w szczegdinosci, I € C(X,C)).

o0
Dowdd. Na podstawie Twierdzen 6.3.5 i 6.3.6, dla dowolnego z € X, iloczyn I(z) := H (1 + fu(x))
jest zbiezny bezwzglqdme Pozostaje wykaza¢, ze I, — I niemal Jednostajme Ustalmyizblor zwarty
K C X. Poniewaz Z |frn| € C(X), zatem istnieje C > 0 takie, ze Z |fu(z)] < C, z € K. Stad dla
=0

z € K dostajemy [Iy(2)] < (L4 |fi(z)]) -+ (1 + [fe(2)]) < €‘f1(”)‘+”'+‘f’“(’”>‘ <eC.
k k
Mamy I, — In-1 = In_1fn. Stad Iy = In+ >. (I, — In—1) = Ip + > I—1fn. Wystarczy wiec

o0
pokazaé, ze szereg > |I,—1fn| jest zbiezny jednostajnie na K. Wynika to z oszacowania |I,—1(z) frn(z)| <
n=1

eC|fn(z)], » € K. O

6.5. Operator odwracania w algebrach Banacha

Definicja 6.5.1. Mowimy, ze (A, || ||) jest algebrq Banacha z jedynka, jezeli:

e A jest algebra z jedynka e,

e (A, | |) jest przestrzenia Banacha,

oyl < ll=lllyll, = v € A,

o e =1

Niech O(A) oznacza zbior elementéw odwracalnych algebry A i niech O(A) 3> x et e O(A).
Odnotujmy, ze A jest bijekcja; A~1 = A.

Obserwacja 6.5.2.  (a) Niech X # @ bedzie zwarta przestrzenia topologiczna i niech A := C(X,K).
Wtedy A z norma Czebyszewa (supremowa) jest algebra Banacha z jedynka. Ponadto, O(A4) = {f €
C(X,K): f(z) #0, z € X} oraz A(f) =1/f.
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(b) Niech E # {0} bedzie przestrzenia Banacha nad K i niech A := L(E,FE). Wtedy A z norma
z L(E,E) i sktadaniem jako mnozeniem wewnetrznym jest algebra Banacha z jedynka idg. Ponadto,
O(A) =Isom(E, E) oraz A(L) = L~1.

(¢c) Niech A := L(K",K") ~ M(n x n;K) ~ K" (z norma operatorows z £(K",K")). Wtedy O(A)
to zbior macierzy odwracalnych, tzn. O(A) = {L € M(n x n;K) : det L # 0}. Zauwazmy, ze jest to zbior

97

otwarty w M(n x n; K). Ponadto, odwzorowanie O(A) > L Ale O(A) jest homeomorfizmem.
Powyzsza sytuacja (w (c)) nie jest przypadkowa. Mamy bowiem nastepujacy ogdlny wynik.
Twierdzenie 6.5.3. Niech A b@dzie algebrq Banacha z jedynkq e. Wtedy:
(a) B(e,1) C O(A) oraz (e — x) Z 2, ||lz|| < 1, gdzie 2° :=e.
(b) Ogdlniej, jezeli a € O(A), to B(a,1/]la™t|) C O(A) oraz (a —x)~t = Y (e tz)a™t, |Jz]| <

v=0

1/]lat||. W szczegdlnosei, O(A) jest otwarty w A.

(¢) Odwzorowanie O(A) > x gt e O(A) jest homeomorfizmem.

Dowdd. (a) Ustalmy = € A, ||z|| < 1. Na wstepie zauwazmy, ze poniewaz ||z¥| < ||z||”, v € N, zatem
szereg jest zbiezny do pewnego elementu a. Mamy:

oo oo o0 o0
(e—m)a:a—xa:% m”—g T =, a(e—x):a—ax:E x”—g T =e.
v=0 v=0 v=0 =0

(b) Niech a € O(A). Ustalmy = € A, ||z|| < 1/|la7!|]. Wtedy ||[a~'z| < 1. Poniewaz a — z =
a(e — a~lz), wystarczy skorzystaé z (a).
(c) Niech @ € O(A), ||lz|| < 1/|la~!||. Na podstawie (b) mamy:
o0 —1)|2
lla™ =]l

Ao - ) — 4@ = a2~ = | S (e ) a < D e

v=1

Korzystajac z poprzednich rozwazan tatwo dostajemy nastepujacy wynik.

Twierdzenie 6.5.4. Dla dowolnego Lo € Isom(E, F) i X € L(E, F) takich, ze | X| < 1/||Ly*| mamy
Ly— X € lsom(E,F), (Lo—X)"'=) (Ly'oX) oLy
v=0
W szezegdlnosci, zbior Isom(E, F) jest otwarty w L(E, F), a odwzorowanie

Isom(E, F) 5 L+ L' € Tsom(F, E)
jest homeomorfizmem.
6.6. Szeregi potegowe
Niech E bedzie ustalong przestrzenia Banacha nad K.

Definicja 6.6.1. Szeregiem potegowym o Srodku w punkcie a € K nazywamy szereg funkcyjny postaci

Z an(z —a)", *)
n=0

gdzie (an)2 C E, 2 € K (0° := 1). Oczywiscie wszystkie wlasnosci szeregu (*) mozna odezytaé badajac
o]

szereg > anz", czyli zakladajac, ze a = 0. Tak tez zawsze bedziemy czyni¢. Liczbe
n=0

€ [0, +o0]

hm sup Y/ Han

nazywamy promieniem zbieznosci szeregu pot@gowego.

(o]
Twierdzenie 6.6.2. Rozwazmy szereq > apz"
n=0
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(a) Jezeli R > 0, to dla dowolnego 0 < r < R istniejq 0 € (0,1) oraz M > 0 takie, ze ||a,z"| < MO"
dla dowolnego n € N oraz z € K(r). (%)

o0
(b) Jezeli R > 0, to szereg > anz™ jest zbiezny lokalnie normalnie w K(R).

n70

(c) Jezeli R> 01 f(z) == Z anz”, z € K(R), to f € C(K(R), E) (Twierdzente 6.4.11(b)).

(d) Jezeli R < 400, to dla z ¢ K(R) NK szereg S anz" jest rozbiezny.

o0
(e) R= sup{|z| Y Jlanz™|| < +oo} = sup {\z| :sup Jlanz™|| < +oo}.
n=0 n€Ng

(f) Jezeli0 < R < +00, to o zbieznosci szeregu Y, a,z™ dla € KNIK(R) nic nie mozna powiedziec.
n=0

Dowdd. (a) Dla |z| < r mamy ||a,z"| < ||an||r". Ponadto, hmsup Yllay|r® = £ < 1. Biorac < 0 <1

wnioskujemy, ze istnieje N € N takie, ze ||a,||r™ < 0™ dla n > N. Teraz wystarczy tylko wzia¢ M :
max{1, ||la,||(r/0)" :n=1,...,N}.

(b) wynika z (a).

(c) wynika z (b) i Twierdzenia 6.4.11.

(d) Poniewaz lim iup Y lanz"|| = % > 1, wystarczy skorzystaé¢ z kryterium Cauchy’ego.

(e) Niech Ry :=sup{|z| : Y [lanz"|| < +o0}, Ro :=sup{|z| : sup lanz"|] < +o0}. Na podstawie (b)

n=

i(d) mamy R = Ry < Rs. Jezeli sup ||an2"|] < 400, to dla dowolnego 6 € (0, 1) szereg Z lan (62)™]
n€Ng
jest zbiezny, a wiec Ro < Rj.

(f) Rozwazmy nastepujace przyktady (R = 1):
e > z": dla dowolnego z € T szereg jest rozbiezny.

o0
z
(DY
n2

n=1

e > %: dla z = 1 szereg jest rozbiezny; dla z € T\ {1} szereg jest zbiezny na mocy kryterium
n=1
Dirichleta (Przyklad 6.2.2(a)). O

Obserwacja 6.6.3. Jezeli f(z) := Z anz", z € K(R) (R > 0), to a; = f'(0) := lim M (19).

z—0

Istotnie, M E anz" 1l = Z an112", z € K(R)\ {0}. Szereg potegowy > a,112" ma ten

n=1 n=0 n=0
+1
sam promien zbieznosci: limsup {/|ap41]| = hm sup (" Nlan+1ll) = lim sup "/ ||ans1]|- W szcze-
n~>+ n—-4oo

golnosci, funkcja g(z) = Z an+12", z € K(R), jest ciagta. Mamy wiec a; = ¢(0) = lim g(z) =
n=0

z—0
i LE=1©)

z—0
6.7. Funkcje e*, sinz, cosz, ...

Glownym celem tego podrozdziatu jest formalne zdefiniowanie liczby 7 i funkcji trygonometrycznych.
Przypomnijmy (Definicja 6.1.18), ze funkcje eksponens exp : C — C definiujmy wzorem
[e o]

e® = expz = exp(z :Z

2"
—, z€C.
TL

(15) Uwaga: Tu i dalej, jezeli K = C, to K(a,r), K(r) oznaczaja kola na plaszczyznie. Jezeli zas K = R to oznaczajg
one przedzialy (a —r,a +r), (—r,r).

(16) Oczywiscie, jezeli K = R, to f’(0) pokrywa sie ze znang nam pochodna. Jezeli K = C, to jest to co$ nowego —

pochodna zespolona
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6.7. Funkcje e*, sinz, cos z, ...
Jest to funkcja ciagta. Ponadto, Na podstawie Obserwacji 6.6.3 mamy (e*)’'(0) = 1.

Definicja 6.7.1. Definiujemy funkcje trygonometryczne (wzory Eulera):

exp(iz) — exp(—iz) cos 2 exp(iz) + exp(—iz)

in s C.
s z % s 5 , Z2€
Obserwacja 6.7.2.  (a) sin i cos sa funkcjami ciaglymi.
(b) exp(iz) =cosz +isinz, z € C.
(¢) cos0=1,sin0=0, cos(— ):cosz sin(—z) = —sinz, z € C.
. X0 (L1)np2ntl a2
(d) sinz = 20 ( (12)n+1), cosz = Z = (1%), zeC.

Istotnie,
)2n+1 o0 (_1)n22n+1

. = (12)" R (i)™ 1 g 20
smz—f<z o Z ) Z;ngma

n=0 n=0

e (_1)71,2271

cosz = 7(2:: Z (Tiz) ) nz:% 2((;2))171 - 7;) (2n)!

(e) sin(a+b) = sina cosb+sinbcosa oraz cos(a+b) = cosacosb—sinasinb, a,b € C. W szczegdlnosci,
cos?z+sinz=1,2€C (jedynka trygonometryczna).

Istotnie,

sinacosb + sinbcosa = n ((em —e ) (e® 4 e7®) 4 (e — e ) (e + e"“))
i
1, . . o 1 ., )
_ Z(ezaezb _ e—zae—zb) _ Z(el(ﬂer) _ e—z(a+b)) _ sin(a + b)
Drugi wzor pozostawiamy jako CWICZENIE.
(f) sin(R) C [-1,1], cos(R) C [-1,1].

Na podstawie Obserwacji 6.6.3 mam hm sinz — iy @sz=l — ),
) y im b
Zauwazmy, ze
n 2n el 22n 24 22 24
2=1- <-1 = <1 —(1 sz )
16 1 50
=-1+ =-1+_—<0.
+ 241 - 4 2— + 63

W takim razie, z wlasnosci Darboux funkcji ciaglych wynika, ze funkcja cos musi mie¢ zero w przedziale
(0,2).

Definicja 6.7.3. 7 :=2inf{z > 0: cosz = 0}.

Obserwacja 6.7.4. (a) 0 <7 <4,cos] =0.
(b) 0<cosz<ldlal<ax<i.
Ustalmy z € (0, 3). Oczyw15c1e 0 < cosz < 1. Dla uzyskania ostrej nieréwnosci zauwazmy, ze
2 2 6 2

x x x x
cosx—lfa(lfgféa7a(17m),...<1.

(c) sin%zlorazo<sinx<1dla0<oc<z

Ustalmy z € (0, §). Oczywiscie sin § € {—1,+1}. Wystarczy pokazaé, ze sinx > 0. Mamy

x? x® z2
ine =a(1— 2 ) ;(1——’) >0,
S x( 23) U Te )t
(d) cosm = cos2% =cos® — sin? 7 =-1,
sinm = 2sin 5 cos § = 0,

cos(2m) = 6082 T — sm2 T=1,

sin(2m) = 2sinwcosm = 0.
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(e) cos(z+2(k+1)m) = cos(z+ 2km) cos 2 —sin(z + 2km) sin 2w = cos(z 4 2k7), a stad cos(z+2knm) =
cos z,
sin(z + 2km) =sinz, z € C, k € Z (korzystamy z Obserwacji 6.7.2(e)).
(f) e+ = e%(cosy + isiny), z,y € R. W szczegdlnosci, e™ = —1.
(g) et =¢* 2€C, k€ Z

Istotnie, ez+2” = 62627” = e*.

Twierdzenie 6.7.5.  (a) Odwzorowanie [0,2m) >t V26t e T jest bijektywne.
(b) exp(C) = €\ {0}
(c) e* =eb <:> ’;mbEZ
(d) Dla x € R funkcje sinx i cosx pokrywajq sie z funkcjami znanymi z trygonometrii.

Dowdd. (a) Wiemy, ze (1,0),(0,1),(—1,0),(0,—1) € &([0,27)). Ponadto, wiemy, ze
{(x+iy) €eT:2>0,y>0}=2((0,F)).
Z okresowosci wnioskujemy, ze T C &([0,27)). Pozostaje injektywnos¢. Przypusémy, ze ®(t') = o(t"),
t < t”. Niech 4t :== " =/, t € (0,3), v +iy = ¢ € T (z,y € (0,1)). Mamy e’ = 1, czyh
1= (z+iy)* = (22 —y? +2izy)? = (22 —y?)? — da?y? + Sizy(2? —y?). Stad 2% = 32, a wicc 22 = y?
Ostatecznie dostajemy 1 = (z + iy)* = —1 — sprzecznosé.
(b) Mamy z = |z| - 71- Na podstawie (a) istnieje y € [0,2m) takie, ze eV = 71+ Oczywiscie istnieje

z € R takie, Ze e® = |z|. Ostatecznie wiec mamy z = e®(cosy + isiny) = e* .

(¢) Niech c:=a—b=a+i8. Mamy 1 = e¢ = e*(cos @ + isin ), Stad sin § = 0, a wiec, wobec (a),
% € Z. W konsekwencji 1 = e*, skad wynika, ze o = 0.

(d) CWICZENIE. O

Definicja 6.7.6 (Funkcje hiperboliczne). Funkcje hiperboliczne cosh i sinh (zob. Cwiczenie 4.4.23) moga,
by¢ rozszerzone na cala plaszczyzne zespolona. Definiujemy:
e cosinus hiperboliczny: C 5 z — o5 e +€ ~eC;

e sinus hiperboliczny: C > z Sinh e =k —~€C;

e tangens hiperboliczny: C\ {(3 + k‘)m keZ}>z [eh sinhz &

cosh z
6.8. Przeliczalne rodziny sumowalne

Poznane wczesnie pojecie szeregu bezwarunkowo zbieznego bedziemy chcieli przenie$é na szeregi
funkcyjne postaci > f;, gdzie I jest dowolnym zbiorem przeliczalnym, X jest dowolnym zbiorem niepu-
iel
stym, za$ f; : X — E, i € I, gdzie E jest przestrzenia Banacha nad ciatem K, E # {0}. Oznaczmy przez
F(I) rodzine wszystkich niepustych skonczonych podzbioréw I. Rozwazmy rodzineg funkeji f; : X — E,
i€ 1. Dla A€ F(I) zdefiniujmy fa := ) fi : X — E. Oczywiscie f(;; = fi. Przyjmujemy, ze fg := 0.
€A
Obserwacja 6.8.1.  (a) W przypadku, gdy X = {z¢} szereg Y f; redukuje sie do szeregu elementéow
iel

przestrzeni Banacha FE.
(b) Istnieje tez mozliwosé badania szeregow > f;, gdzie I jest dowolnym zbiorem nieskonczonym
iel
(zob. Definicja 6.8.6).
Twierdzenie 6.8.2. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) rodzina (fi)icr jest jednostajnie sumowalna na X, tzn. istnieje funkcja fr : X — E taka, Ze
Ves0 Is(e)err) Yaes(): se)ca Yoex : |falz) — fr(z)| <€
(i) rodzina (f;)ier spetnia jednostajny warunek Cauchy’ego, tzn.
Ves0 3o(e)er)Vaer\c(e) Yeex © [[fa(@)]| < e
(i) rodzina (f;)icr jest jednostajnie bezwarunkowo sumowalna, tzn. dla dowolnej bijekcji o : Ng — I
szereg Yy fo(n) Jest zbieiny jednostajnie na X i jego suma nie zalezy od o, przy czym tq sumaq jest funkcja

n=

f1 z warunku (i);
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o0
(iv) dla dowolnej bijekeji o : Nog — I szereg Y fo(n) jest zbieiny jednostajnie na X.
n=0
Obserwacja 6.8.3.  (a) Funkcja f; w warunku (i) jest wyznaczona jednoznacznie. Nazywamy ja
sumg rodziny (fi)ier 1 oznaczamy przez fr =Y, f;.
iel
(b) Jezeli X = {x0} stowo ,jednostajnie” pomijamy i méwimy o sumowalnej rodzinie elementéow

przestrzeni F.

(¢) Zauwazmy, ze w warunku (i) (odp. (ii)) zbior S(g) (odp. C(e)) moze byé powiekszony bez szkody
dla zachodzenia warunku.

(d) Jednostajna sumowalno$c¢ to nic innego jak jednostajna bezwarunkowa zbiezno$c szeregu > fo(n)

n=0

dla pewnej dowolnie ustalonej bijekcji o : Ng — 1.
(e) Jezeli rodzina (f;)icr C B(X, E) jest jednostajnie sumowalna na X, to istnieje stala M > 0 taka,
ze ||[fa@)|| < M,z € X, AeF(I). W szczegdlnosel, || fr(z)|| < M, z € X.

Istotnie, dla A € F(I\ S(1)) mamy [[fa(@)|| = [|favsq) (@) = fsq) (@)l < [l favsq)(@) = fr(@)] +
Il fsy(x) — fr(z)|| < 2. Teraz wystarczy przyja¢ M := max{2, ||fil|x : 4 € S(1)}.

Dowéd Twierdzenia 6.8.2. (1) = (ii): Niech C(e) := S(g/2) := S. Wtedy dla A € F(I\ S) iz € X

mamy:
[fa(@)[| = I faus(x) o) < favs(x) = fi(@)| + [ fs(z) = fr(2)] <e

(ii) = (i): Mozemy zalozy¢, ze C(E) G C(T-H)v n € N. Niech sp, := fe (1), n € N. Mamy

1
<=, mkeN zeX.

[sntk(2) = sn (@) = [[fo2
Oznacza to, ze ciag funkcji (s,)22; spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego na X. Poniewaz E jest
przestrzenia Banacha, zatem s, — s jednostajnie na X (dla pewnej funkcji s : X — FE). Pokazemy,
ze rodzina (f;)ies jest jednostajnie sumowalna do s.

Z poprzedniej nierownosci wynika, ze ||s,(z) — s(z)|| < 2, n € N, z € X. Jezeli teraz A € F(I)
iC(2)C A, to

1£4@) = 5@ < 1F4@) = feqny @+ e @ — @I < lnewm@l + -~ < 2, = € X.

(i) = (iii): Ustalmy bijekcje o0 : Ny — I oraz ¢ > 0. Niech Ny € N bedzie takie, ze S(e) C
{o(0),...,0(Np)} Wtedy dla dowolnego N > Ny mamy S(e) C {c(0),...,0(N)} =: A, a stad

| S Fuile) fi@)| = 1ale) - i@ <e e x.
n=0

Implikacja (iii) = (iv) jest oczywista.
(iv) = ( ) Przypusémy, ze dla pewnego € > 0 warunek (ii) nie zachodzi. Ustalmy dowolne iy €
I. Zbior C(e) := {ip} nie moze by¢ dobry. W takim razie istnieje zbior F(1) € F(I\ {io}) taki, ze

SUP,ex ||fF(1)(x)H > e. Zbior C(e) := F(1) tez nie moze by¢ dobry. Znajdziemy wiec F(2) € F(I\ F(1))
taki, ze sup,cx || fr(2)(x)| > €. Teraz bierzemy C(e) := F(1) U F(2) i znajdujemy F(3) € F(I \ (F(1) U
F(2))) taki, ze sup,¢ x || fres)(7)|| > €. Rozumujac dalej znajdziemy ciag (F'(k))3Z, parami roztacznych
skoriczonych podzbioréw I taki, ze sup,cx ||frw)(z)l] > €, k € N.

Teraz skonstruujemy pewng bijekcje o : Ng — I, ktora bedziemy utozsamiaé¢ z permutacja zbioru
I

Jezeli zbior F(0) := I\ U F(k) jest skonczony, to na poczatku ustawimy elementy zbioru F(0)
w dowolnej kolejnosei, potem elementy zbioru F(1) (tez w dowolnej kolejnoéci) potem F'(2) itd.
Niech N( ) = #F( ) = 071,2 Zdeﬁniujmy SN = Z fa(n) Wtedy SN(O)+ +N(k) —

SN(O)+-+Nk-1) = fra), k €N, a wigc ciag (Sn)F—, nie spelia Wdrunku Cauchy’ego; sprzecznosc.

W przypadku gdy zbiér F'(0) jest nieskoriczony, ustawiamy jego elementy w ciag i1, 2, . . ., a nastepnie
budujemy permutacje o nastepujaco: stawiamy 41, potem elementy zbioru F'(1), potem ig, potem F(2),
itd. Podobnie jak poprzednio, bez trudu widzimy, ze (Sy)3_, nie moze spelnia¢ warunku Cauchy’ego
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bowiem Sn (0) 4.+ N (k)+k = SN(O)++N(k—1)+k = frk), k& € N, awiec (Sn)F¥—, nie moze spetnia¢ warunku
Cauchy’ego; sprzecznosé. O

Twierdzenie 6.8.4 (Twierdzenie o grupowaniu wyrazow). Niech I = |J I(j), gdzie I(j) # @ i I(j) N
jeJ

Iky=2dlaj £k (17)(18). Jezeli rodzina (f;)icr jest jednostajnie sumowalna na X, to rodzina (f1(;j))jes

jest jednostajnie sumowalna na X (19). Ponadto,

> fiy = f1, cayli Z( > fi) => 1

jeJ JEJ iel(h) il

Odnotujmy, ze oczywiscie twierdzenie odwrotne nie zachodzi, np. F := R, I = J := N, I(j) :=
{27 — 1,24}, fi :== (=1)". Wtedy fr(;) = 0 dla dowolnego j € N, ale rodzina (f;)ien nie jest sumowalna.

Dowdd. Ustalmy ¢ > 0 i niech B(e) := {j € J : I(j) N S(5) # @}, gdzie S(5) € F(I) jest takie,
jak w Twierdzeniu 6.8.2(i). Poniewaz zbiory I(j), j € J, sa parami rozlaczne mamy B(e) € F(J).
Pokazeny, ze z punktu widzenia rodziny (f;(;));jes zbior B(g) bedzie pelnié role zbioru S(e), tzn. || fr(x)—
> fih(@)] <e, z € X, dla dowolnego B € F(J) takiego, ze B(e) C B.

JEB

Ustalmy B i niech N := #B. Dla dowolnego j € J niech D(j) € F(I(j)) bedzie takie, ze
) . €
A€ F(1(j), D(G) ¢ A= |lfal@) = fip @) < 5570 ze X (*)
Mozemy oczywiscie zatozy¢, ze S(5) NI(j) C D(j). Niech A:= |J D(j). Zauwazmy, S(5) C A, a wigc

jEB
Ifa(x) — fr(@)| < 5, r € X. Mamy:
Hff(x) - fI(j)(w)H < Hfr(ér) - fD(j)(l')H + 3 oy () = f1i) @)l
jeB jEB jEB

< | fi(x) = fa(x)]| +e/2<e, zeX. 0

Twierdzenie 6.8.5 (Twierdzenie o mnozeniu rodzin sumowalnych). Niech ® € L(E, F; G). Niech (f:)ic1
bedzie jednostajnie sumowalng rodzing odwzorowari ograniczonych f; : X — E, i € I, i niech (g;)jes be-
dzie jednostajnie sumowalng rodzing odwzorowan ograniczonych g; : X — F, j € J. Jezeli co najmniej
jedna z tych rodzin jest bezwzglednie jednostajnie sumowalna, to rodzina (D(fi, 9;)) . j)erxs jest jedno-

stagnie sumowalna oraz Y,  P(fi,g9;) = P(f1,975). Jezeli obie rodziny sq bezwzglednie jednostajnie
(i) €IxJ
sumowalne, to rodzina (D(f;,9;)) e jyerxa jest bezwzglednie jednostajnie sumowalna.

Dowdd. Zatozmy, ze rodzina (g;);cs jest bezwzglednie jednostajnie sumowalna. Pozostaly przypadek
pozostawiamy jako CWICZENIE. Jezeli juz bedziemy wiedzieé, ze rodzina (D(fi95))i,j)erxJ jest jedno-
stajnie sumowalna, to wzor na sume bedzie natychmiast wynika¢ z twierdzenia o grupowaniu rodzin
sumowalnych. Istotnie, biorac I(j) := I x {j}, dostajemy

S b(fig) =) (ZQ(fmgj)) = Z¢<fi,zgj) = " 0(fi,95) = (f1,97).
iel jeJ

(i,5)€IxJ jeJ el jeJ

Przechodzimy do dowodu jednostajnej sumowalnosci rodziny (P(fig;)) ¢, j)erx.. Mozemy zatozyé, ze

|®]| < 1. Wiemy, ze istnieje stala M > 0 taka, ze dla dowolnych A € F(I), B € F(J) mamy:

fa(@)ll < M, Y |lgj(x)]| < M, z € X. W szczegolnosci, || fr(z)|| < M oraz Y |lg;(z)]| < M,z € X
je€B jeT

(zob. Obserwacja 6.8.3(e)).
Wezmy € > 0 i niech zbiory S(e) € F(I), C(e) € F(J) beda takie, ze |fa(z) — fr(z)] < e, z € X, dla
dowolnego A € F(I) takiego, ze S(e) C A oraz Y. |lg;(z)]| < e, z € X, dla dowolnego B € F(J \ C(¢)).
j€B

17} Pewne rodziny I(j) moga by¢ skoriczone.

Zauwazmy, ze #J < Rg. Zbiér J moze by¢ skoriczony.

Na podstawie Twierdzenia 6.8.2(ii) kazda z rodzin (f;);cz(;) jest sumowalna.

Tzn. zbiér D(j) pelni wzgledem rodziny (fi);er(;) role zbioru S(5%). W przypadku, gdy rodzina I(j) jest
skoriczona przyjmujemy D(j) := I(j).
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Niech teraz D € F(I x J) bedzie taki, ze S(¢) x C(e) C D. Dla dowolnego j € J niech D(j) :={i €
I:(i,j) € D} (*). Mamy

> B(fig) —O(fr90) = D Bfing) = > P(f1.9) =Y (fpi) — f1.95)

(i,5)€D (i,5)€D jeJ jed
(fo :=0). Wynika stad, ze

| > @(ig) - 2Unan|| < 3 oo — filllgsl+ 3 o) - Fillgsl

(i,j)eD JEC(e) J¢C(e)
<e Y gl +2M D Jlgsll < 3Me.
jeC(e) J#C(e)

Jezeli obie rodziny sa bezwzglednie jednostajnie sumowalne, to na podstawie pierwszej czesci dowodu
rodzina (|| fi||[lg;1)¢i,j)erx jest jednostajnie sumowalna, co oznacza, ze rodzina (P(fi, g;)) @, j)erxJ jest
bezwzglednie jednostajnie sumowalna.

Na koniec rozwazymy przypadek, gdy I jest dowolnym nieskoriczonym zbiorem, niekoniecznie przeli-
czalnym. Niech X i I bedg dowolnymi niepustymi zbiorami i niech E bedzie ustalong przestrzenia Bana-
cha nad K. Tak jak poprzednio, oznaczmy przez F(I) rodzine wszystkich niepustych skoriczonych pod-
zbioréw I. Rozwazmy rodzine funkcji f; : X — E, i € I. Tak, jak poprzednio zdefiniujmy f4 := > fi,

€A
AeF(I).

Definicja 6.8.6. Powiemy, ze rodzina funkeji (f;):cs jest jednostajnie sumowalna na X, jezeli istnieje
funkcja f; : X — F taka, ze

Ves0 35(e)=5(e.1)eF (1) YVaesa):se)ca : |fa(@) — fi(@)]| <e, z€X;

(por. Twierdzenie 6.8.2(i)). Funkcja f; jest wyznaczona jednoznacznie (CWICZENIE). Nazywamy ja sumg

rodziny f i oznaczamy przez Y f;
i€l

Nastepujace twierdzenie pozwala zredukowaé przypadek dowolnego I do przypadku, gdy I jest prze-
liczalny.

Twierdzenie 6.8.7. Jezeli rodzina (f;)icr jest jednostajnie sumowalna na X, to #{i € I : f; Z 0} < Vo.
Dowdd. Dla dowolnego e > 01ii € I\ S(¢) mamy:

1fi(@)Il = [ friyusce) (@) = fse) @) < [ friyuse) (@) = fr@) + [[fs@ (@) — fi(@)]| <26, z€X.
Innymi stowy: {i € I : pex : || fi(z)]] > 2e} C S(e) dla dowolnego € > 0. W takim razie

{ie]:fﬁéo}cgb’(i) 0

6.9. Funkcje analityczne I
Niech 2 C K bedzie otwarty i niech FE bedzie przestrzenia Banacha nad K.
Definicja 6.9.1. Powiemy, ze funkcja f : 2 — FE jest analityczna na 2 (f € C¥(£2,F)), jezeli

o0
dla dowolnego a € {2 istnieje szereg potegowy > an(z —a)”, a, € E, n € Ny, o dodatnim promieniu

n=0
(=]
zbieznosci taki, ze f(z) = . an(z —a)" dla z z pewnego otoczenia punktu a.

n=0
W przypadku, gdy 2 C C bedziemy réwnowaznie méwié o funkcji holomorficznej i bedziemy pisaé
;€O E).

Obserwacja 6.9.2.  (a) C¥(2, E) jest przestrzenia wektorowa.

(21) Odnotujmy, ze S(e) C D(j) dla j € C(e).



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej II, wersja z 7 czerwca 2020

104 6. Szeregi

(b) Przypomnijmy, ze kazdy szereg potegowy jest zbiezny niemal normalnie w swoim kole zbieznosci
(Twierdzenie 6.6.2). W szczegolnosci, C¥ (2, E) C C(£2, E).
o0

(c) Jezeli f € C¥(£2,K), g € C¥(£2,E), to fg € C¥(12, E). Istotnie, jezeli f(z) = > an(z — a)™ oraz
n=0

g(z) = 3 bu(z — a)™, z € K(a,r), to korzystajac z iloczynu Cauchy’ego szeregéw (Twierdzenie 6.2.4)
n=0
mamy:

f(2)g Z(Zakbn k) z—a)", zé€K(a,r).

n=0 =
(d) Funkcja C, 3 z — 1 jest holomorficzna.
Istotnie, dla a # 0 i dla |z — a| < |a| mamy

1 1 1 z—a
ST air=e *Z( =)

(e) Jezeli f € O(£2,E), to flonr € C*(2NR, E).

Twierdzenie 6.9.3 (Zasada identycznosci dla funkeji analitycznych). Jezeli f,g € C¥(£2, E), gdzie
2 C K jest obszarem (tzn. zbiorem otwartym i spéjnym) i f = g na pewnym niepustym zbiorze majgcym
punkt skupienia w £2, to f = g.
Dowdd. Zastepujac f, g przez f—g,0, sprowadzamy dowod do przypadku g = 0. Wiemy, ze istnieje punkt
oo
a € 2 oraz ciag (25)2, C 2\ {a} taki, ze z; — ai f(zs) =0, s € N. Wiemy, ze f(z) = > an(z —a)",
n=0
x € K(a,r) C 2. Oczywiscie, f(a) = ap = 0. Gdyby f #Z0 w K(a,r), to dla pewnego p € N mieliby$my
[e.°] (o]
f(z) =Y an(z—a)", z € K(a,r), przy czym a, # 0. Wynika stad, ze f(z) = (z—a)? Y an(z—a)" P =
n=p n=p
(z —a)Ph(z) i h(a) = ap # 0. Funkcja h jako dana szeregiem potegowym musi by¢ ciagta w K(a,r).
Poniewaz z5 # a, wnioskujemy, ze h(zs) = 0, s > 1 — sprzecznosé¢. Tak wiec f =0 w K(a,r).
Niech 29 := {z0 € 2 : f = 0 w pewnym otoczeniu otwartym punktu zo}. Wiemy, ze 2y # .
Wprost z definicji wynika, ze 2 jest otwarty. Pierwsza cze$é dowodu pokazuje, ze kazdy punkt skupienia
zbioru 2y w {2 nalezy do {2y. Znaczy to, ze {2y jest domkniety w 2. Poniewaz (2 jest spdjny, musi by¢

26 = 1. O
Twierdzenie 6.9.4. Niech (a,,)22, C E i zatdzmy, ze promien zbieznosci R szeregu potegowego > anz™
n=0
jest dodatni. Niech
f(z) = Z an(z —a)®, z€ K(a,R).
n=0

Wtedy f € O(K(R), E).
Dowdd. Ustalmy b € K(a, R). Niech 0 < r < R — |b — a| i niech z € K(b,r). Policzmy formalnie:

Zanz—a Zanz—b+b—a _iani<> D) by

n=0 s=0

_ io (i a (Z) an (b — a)'H) (2 — b)*.

n=s

Niech I := {(n,s) € N§, n > s} i niech cn s := an(?)(z = b)*(b — a)"~%, (n,s) € I. Aby powyzszy
rachunek formalny byl poprawny wystarczy (na podstawie twierdzenia o grupowaniu wyrazéow w ro-
dzinach sumowalnych), aby rodzina (¢, s)(n,s)cr byta sumowalna. Wiemy, ze wystarczy znalezé bijekcje

oo

o : No — I taka, ze ) |co)| < +oo. Jako o przyjmijmy nastepujace ustawienie zbioru I w ciag:
k=0

(007076170,60 Tyooo Cn 07671 Tyoos Cn Ny .- ) Wtcdy

Z o (k)] = Z Z \|an|\< ) b lb—a|"™* = llanll(|z = b + b — a])" < 400

n=0 s=0 n=0
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(korzystamy tu z tego, ze |b —a| + |z — b] < R). O
‘Whiosek 6.9.5. (a) Kazdy wielomian f: K — E jest funkcjq analityczng na K.

(b) exp, sin, cos, sinh, cosh € O(C).
Twierdzenie 6.9.6 (Twierdzenie o zlozeniu funkeji analitycznych). Niech 2,U C K bedg otwarte i niech
feCY(E), ¢ € C¥(U,K) bedg takie, ze o(U) C 2. Wtedy fop € C¥(U, E).

Obserwacja 6.9.7. W przypadku K = R powyzsze twierdzenie zostanie pézniej udowodnione innymi
metodami (Twierdzenie 6.11.4).
Dowdd Twierdzenia 6.9.6. Ustalmy ty € U iniech a := (). Aby uprosci¢ zapis, zauwazmy, iz dokonujac

stosownych translacji, mozemy zatozy¢, ze tg = 0, a = 01 f(a) = 0 (CWICZENIE). Niech f(z) = > a,2",
n=1
(o] o0
2z € K(r) C 2, oraz ¢(t) = > btF, t € K(7) C U. Mozemy zalozy¢, ze Y |bi||t|F < r dlat € K(7).
k=1 k=1

(o] o0
W szczegolnosci, Y- [lan||( 2 \b;g||t|k)n < +oo, t € K(71).
n=1 k=1

Caly problem polega na poprawnosci nastepujacego rachunku formalnego dla ¢t € K(7):

f(ga(t))—ian(ibktk>n—iani( 3 bsl...bsn)tk:i(zk:an S baob )i

n=1 n=1 k=1 seNn: |s|=k k=1 n=1 seNnm: |s|=k
Aby wykaza¢ poprawno$¢ tego grupowania wyrazoéw wystarczy sprawdzié, ze rodzina

k
(anbsl bs"t )k,nEN, n<k, seN": |s|=k

jest sumowalna. Tak jest, bowiem (por. metoda dowodu Twierdzenia 6.9.4):

ok o) oo
SN lanbe b <Y Nl (3 IbalielF) < +oc. O
n=1

k=1n=1seN": |s|=k k=1

Whiosek 6.9.8. Niech f,g € C¥(2,K), M := g=1(0). Wtedy g € C¥(2\ M,K). W szczegdlnosci:
o funkcje wymierne sq analityczne,
o funkcje tg, ctg, tgh sq holomorficzne.

Dowdd. Korzystajac z analitycznosci funkcji z —— % i z Twierdzenia 6.9.6, wnioskujemy, ze % €CY(N2\
M,K). Teraz wystarczy juz tylko skorzystac z analitycznosei iloczynu funkeji analitycznych. O

Twierdzenie 6.9.9 (Twierdzenie o funkcji odwrotnej do funkeji analitycznej). Niech 2,U C K bedg
otwarte 1 niech f : 2 — U bedzie bijekcjg takq, ze f € C¥(£2). Przypusémy, ze dla pewnego a € (2
mamy f(z) = Y. an(z —a)”, z € K(a,r) C 2, przy czym a1 # 0. Niech a := g(tg). Wtedy funkcja

n=0

g := f~! jest analityczna w otoczeniu to.

3

Caly czas pamietajmy o bijekcji R 3 z —— z° € R, dla ktoérej odwzorowanie odwrotne nie jest

analityczne.

Obserwacja 6.9.10. W przypadku K = R powyzsze twierdzenie zostanie pdzniej udowodnione innymi
metodami (Twierdzenie 6.11.5).

Dowdd Twierdzenia 6.9.9. Bez szkody dla ogo6lnosci, po stosownych translacjach, mozemy zatozy¢, ze
a =0 =ty (stad ag = 0). Zastepujac funkcje f funkcja z — f(ai'l), mozemy zalozyé¢, ze a; = 1.

o0 o]
Zmieniajac znak przy wspolczynnikach a,, n > 2, mozemy zalozy¢, ze f(z) =z — >, ap2" =: > ¢p2™.
n=2 n=1

Przypusémy, ze g(t) = > but™, t € K(7). Mamy f(g(t)) =t, € K(7). A stad:

n=1

o0 (o)

=Y (Y bsl---bsn>tk—k§:(i ST by b, )t

n=1 k=1seN": |s|=k =1 n=1seN": |s|=k
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k
czyli by =1 oraz Y, > cnbs, -+ bs, =0 dla k > 2. Zapiszmy ostatnie réwnanie w innej postaci:
n=1seN": |s|=k

k
bk:Z Z anbsl‘..bsh =: Pk(ag,...,ak7b1,...7bk,1), k:2737.”’

n=2seN": |s|=k

co daje rekurencyjny wzor na wspotczynniki by, k > 2. Zauwazmy, ze wspolczynniki wielomianu Py sg
naturalne oraz, ze by, = Py(ag,...,ak,b1,...,b—1) =2 0dlaa, >0, n > 2.
Umiemy wiec wyznaczy¢ formalnie wspotezynniki szeregu funkeji g. Pozostaje sprawdzié, ze szereg
ten jest zbiezny w pewnym otoczeniu zera. Zastosujemy metode majoranty analitycznej.
Ustalmy C > 1 takie, ze |a,| < C™, n € N (por. Twierdzenie 6.6.2) i niech F(z) := 2 -3 ", C"z" =
z— lcjéi, |z] < 1/C. Mamy F(0) = 0. Réwnanie F(z) =t, tzn. (C? + C)2%2 — (1 + Ct)z +t = 0 ma dla
(140t —/(1+Ct)2—4t(C2+C)

2(C?+C)
o0

malych |t| jednoznaczne rozwiazanie G(t) takie, ze G(0) = 0. Przypusémy

na chwile, ze wiemy, ze G jest analityczna, G(t) = Byt + Y, B,t", |t| < 7. Powtarzajac poprzednie
n=2

formalne rozumowanie, mamy By = 1 oraz

k
Bkzz Z C"B,, By, = Py(C2,...,C*By,....Bi_1), k=23,...,

n=2seN": |s|=k

o0
przy czym By, > 0 oraz |by,| < By, k > 2. W konsekwencji, szereg z— > by.t* jest zbiezny dla [t| < 7. Wra-
k=2

4t(C2+0)
(1+Ct)(1— 1— (1+Ct)2)

camy do problemu analitycznosci G. Zapiszmy G(t) = 3(CZH0) . Pamietajac o twierdzeniu

o sktadaniu funkcji analitycznych, wnioskujemy, ze problem lezy w pokazaniu, ze funkcja u — /1 + u

jest analityczna w otoczeniu u = 0. Przypadek K = R znamy (Przyklad 5.6.11(d)).

o 1 n/ L
Pokazemy, ze 1+ u = Y (2)u" dla u € K(1). Istotnie, wiemy, ze lim 1/ |(721)} = 1 (Przyktad

n=0 " n—+oo
oo 1
2.4.3(c)). W szczegdlnosci, szereg potegowy Y. (2)u™ jest zbiezny w kole K (1).
n=0
n 1 jezelin < 1
Pozostaje wykazaé, ze > (%)( ék) = ’ ‘] Z 1n =~ . Wynika to natychmiast z identycznosci
k=0 " 0, jezelin>2

Chu—Vandermonde’a (22) (23)

i)(;y)(nﬂk)_(azﬁ) a,08€C, neNg. (*)

k

n 1

W naszym przypadku a = 3 = %, a wiec Y. (%) (nik) = (711) = {17 Jezelin
n

<1
>2
W przypadku, gdy a, 3 € N powyisza identycznoéé (*) jest elementarna (CWICZENIE). W przypadku

og6lnym niech
v (S G- (1) woee

k=0

k=0 0, jezeli

Wiemy, ze W(a, ) = 0 dla o, € N. Dla dowolnego « € N funkcja W(a,-) jest wielomianem jednej
zmiennej, ktéry zeruje si¢ na N. W takim razie W(«, §) = 0 dla (o, 8) € N x C. Dla dowolnego § € C
funkcja W (-, 8) jest wielomianem jednej zmiennej, ktory zeruje sie na N. Stad W(a, 8) = 0 dla (o, 3) €
c2. O

22) Chu Shih—chieh (1260-1320).

23) Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796).
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6.10. Rozniczkowanie szeregu wyraz po wyrazie

Twierdzenie 6.10.1 (Twierdzenie o rozniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie). Niech P C R bedzie
przedziatem ograniczonym nieredukujgcym sie do punktu, k € N i niech f, € D*(P,E), n € N. Zatézmy,
ze:

o0
o szereg gr = . fﬁk) jest zbiezny jednostajnie na P,
n=1

(o] .
o istniejg punkty cy,...,cx—1 € P takie, zZe szereg > fr(f)(cj) jest zbiezny.
n=1

Wtedy:
o0 .
e szereg gj = ». fflj) jest zbiezny jednostajnie na P, j =0,...,k—1,
=1

n=

e gy €DFPE),
o 0 =g eali (X f) =S 9, =1,k

n=1 n=1

Dowod. Wystarczy skorzysta¢ z Twierdzenia 5.7.1. ]
Korzystajac z metody dowodu Twierdzenia 5.7.1 tatwo wykaza¢ (CWICZENIE) nastepujace

Twierdzenie 6.10.2 (Twierdzenie o rozniczkowaniu rodziny sumowalnej wyraz po wyrazie). Niech
P C R bedzie ograniczonym przedziatem nieredukujgcym sie do punktu, k € N i niech f; € DF(P, E),
1 € 1. Zatozmy, Ze:

e szereg rodzina (fi(k))ig jest jednostagnie sumowalna na P i gy := Y fi(k),

i€l
e istniejg punkty co,...,cx—1 € P takie, zZe rodzina (fi(])(cj))iel jest sumowalna.
Wtedy: _ _
e rodzina (f,i(J))iej jest jednostajnie sumowalna na P, g; :== 3 fi(J), j=0,....,k—1,

i€l
e go€D¥PE), .
° g(()]) = g;, czyli (Zfi)(]) =3 fi(]), j=1,... k.
i€l iel
6.11. Funkcje analityczne I1

(o]
Niech Y a,z" bedzie szeregiem potegowym o wspolczynnikach z przestrzeni Banacha E nad R
n=0
i niech R oznacza jego promieni zbieznosci (zob. podrozdzial 6.6).

Twierdzenie 6.11.1. Zalézmy, ze R > 0 i niech f(z) := Y apz™, x € (—R,R) =: P. Wtedy:
n=0

n—k

o0
a) dla dowolnego k € N, promien zbieznosci szeregu k(Y anx jest rowny R,
k

n==k
b)) fP@) = 3 K(Danz"*, zeP,
n=k
(c) feEC(PE),
(d)
)

d) ar = % f®(0), k € Ny,
(e) dla dowolnego 0 < r < R istniejg C, 0 > 0 takie, ze
1 C
el (k) el
sup || fY(x)]| < =, k€ Np.
a o Y@< 0

oo
Dowdd. (a) Szereg > k! (Z) anz ¥ powstaje przez k-krotne zrézniczkowanie wyraz po wyrazie. Wystar-
n==k

oo
czy wiec zbadaé przypadek k = 1, czyli szereg > na,z""! =

n=1 n

NgE

(n+ 1)ap12™. Mamy
0

(n+1)/n B

timsup {/(n+ Dlfani] = limsup ( "/ Dlanall) - = 4.

n—oo n—oo
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oo
(b) Z (a) wynika, ze szereg > k!(})an@" " jest zbiezny lokalnie normalnie w P. Teraz wystarczy
n=~k
zastosowaé twierdzenie o rozniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie.

(¢) i (d) wynika z (b).
(e) Zdefiniujmy

1 o0
t) = —— = t" t 1.
o= =20 <

Na podstawie dotychczasowego dowodu wiemy, ze:

k! k n—k
(o =0 = ()

Ustalmy 0 < 7 < s < R iniech M := sup{||a,||s" : n € Ng}. Wobec (b), dla |z| < r mamy:

(k) — - n n—k = n % n—k
T <x>||—\\§k!(k)anz Hﬁ%’“’(k)sn’"

M & n\/r\»*k M r M k! -z
= ! - N CON (R Rl — L s
sknzkk<k)<s) sk 7 (s) sk (1 —L)k+t k’(sfr)’“' H
‘Whiosek 6.11.2. Niech 2 € topR.
(a) C¥(2,E) CC>®(,E).
(b) fEC¥(2,F) = [ €C¥(,E).
Twierdzenie 6.11.3. Niech {2 € topR i niech f € C*(£2, E). Wtedy
[ €C¥(2,E) <= Vrcco Ie>0 Fp>0 Vren, : P Sug L (@) < ra
s T€

Dowdd. (<): Niech a € 2 i niech [a — r,a +r] C 2. Niech C' i ¢ beda takie, jak w warunku dla
K :=[a—7,a+ r]. Bez trudu widzimy, ze promien zbieznosci szeregu Taylora T, f musi byé¢ co najmniej
0. Dalej, korzystajac ze wzoru Taylora dla D"+ dla |z — a| < min{r, o} mamy:

"1
|£@) =X @@ =) | = |1Bu(f.a,2)]

. (k+1) _ k+1
< bup\ffa\ér”f (€)H|9c—a|k+l < C(|$ CL|) 50
(k+1)! 0 koo

(=): Rozumujemy lokalnie. Wystarczy wykorzysta¢ Twierdzenie 6.11.1(e). O

Twierdzenie 6.11.3 pozwala w przypadku K = R w latwy sposéb udowodnié¢ twierdzenia o sktadaniu
i odwracaniu odwzorowan analitycznych (zob. Twierdzenia 6.9.6 i 6.9.9).

Twierdzenie 6.11.4 (Twierdzenie o skladaniu funkeji analitycznych dla K = R). Niech P, Q C R bedg
przedziatami otwartymi. Jezeli f € C¥(P,E), ¢ € C*(Q,R) oraz p(Q) C P, to fop € C¥(Q).

Dowdd. Oczywiscie f o ¢ € C®(Q,F). Niech K CC Q. Poniewaz, ¢ i f sa analityczne, zatem na
podstawie Twierdzenia 6.11.3 istnieja stale C' > 1, 0 < p < 1 takie, ze
1 C 1
— (k) (¢ <= (k)
sup | o sup || f , k€N
Rl < g s IFO@I<
Teraz skorzystamy z Twierdzenia 5.6.12

o0l = | T L e e () (S

< Z (aloz!:'-i Z}jk) Qaﬁ?"*ak (9>m (%)ak

aclly e e
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C ar+ -+ ap) fONatFar O, /O\F C/2
:72(1a|...a|k) (*) <TQICI(*) = 9"’/1@’
% acll, 1 k: 1 0 o (f)
gdzie ostatnia nier6wno$é¢ wynika z nastepujacego wzoru:
Z (a1+~--+ak)! :2;671
l... | :
acll, gl [65°%)
Dla dowodu tego wzoru, niech
1 1 = = 1
s = = = — 1" = — M) (Y (x = 1) 1l <1
J@0)i= g = ooy ~ L@V = X MW - - i<
1 > =1
o)== Y= E¢(n)(0)tn7 lt] < 1.
n=0 n=0
Wtedy
t)) = =—— =) -ty 2" =1 A ™oy, |t < L.
FP0) = g = o = L@ e =1+ ) 3 e o <}

Teraz, korzystajac ze wzoru na pochodng ztozenia, dostajemy

/ ay (k) ak
ok—1 _ %(focp)(k)(O) — Z 1 f(a1+"'+(¥k)(1)(&) (L (0))

a! ! 1! k!
k

-y latta) g

l... |
aclly a7t (677

Twierdzenie 6.11.5 (Twierdzenie o funkcji odwrotnej do funkcji analitycznej dla K = R). Niech U,V C
R bedg przedziatami otwartymi ¢ niech f : U — V bedzie bijekcjq klasy C¥(U). Wiedy jezeli f'(a) # 0
dla pewnego a € U, to funkcja g := f~1 jest klasy C* w pewnym otoczeniu punktu b := f(a).

Dowdd. (**) Mozemy zalozyé¢, ze f'(z) # 0 dla ¢ € U. Skorzystamy z Twierdzenia 6.11.3. Ustalmy
K cc V. Wiemy, ze g € C*(V) (Twierdzenie 5.5.6). Na podstawie Obserwacji 6.9.2(d) oraz Twierdzenia
6.9.6 wnioskujemy, ze h := % € C¥(U). Istnieja wiec state C, o > 0 takie, ze

1 R C
— sup [h)(g(y))| < =, s €N, (1)
St yeK 0
Teraz udowodnimy indukcyjnie, ze
1 C
il (k) < 2k k
sup |97 (y)| < , k€N i
k! y€K| ( )‘ Qkil 0 ( )

gdzie
1 1L gyl
Cp = (20)F(—1)k~1 <Z) _ oy (-1y-12z = k!(Q k+1)

Zauwazmy, ze i lim {/C) =20 (CWICZENIE), a wigc (1) zakonczy dowod.
—+0o0

> 0.

Poniewaz, ¢’ = h o g, przypadek k = 1 wynika natychmiast z (f) (z s = 0). Teraz k ~ k + 1.
Korzystamy z Twierdzenia 5.6.12:

1
(k+1) — h (k)

su = su o
G Sl = Gy s (e ) )
— h(0¢1+ +ak)

kHS?E'(;H arl - ap! (ot 1! ) k! )
k
1 (051 +---+ CY}C)! C Ci \» C \ ok

< E
= k+1 Tl al!---ak! QO‘1+“'+O"“ (Qlfl) (gkil)

o k

(24) Zob. S. G. Krantz, H. R. Parks, A primer of real analytic functions, Birkh&user, 2002.
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= g%k o 2 (ala?.'.’.;?'“)! (o) -1 (%))a S (COL (,%))a
CY)FL (—1)k _1)ertetak (o) 4 o)l (AN 1\ ¥
:<2Q>k 2Ek1+)1>a§k( ) al!o(ﬂ@; + o) @ @
= 7(262;5“ ZE]:L)];)Q(I{ + 1)(k _% 1) - CSZ17

gdzie (*) wynika ze wzoru

5 (—1)‘”‘1+“:T;.(.0f1 +- 4 ap)! G)a <i) QY (k

|
QL
aclIly k

)

+ o=

Powyzszy wzoér udowodnimy korzystajac ponownie z Twierdzenia 5.6.12 dla funkcji

el X £(n)
flz): = 1i.r = Zm” = ZfT'(O)m”, z € (—1,1),
p(t):=1—V1-2t=— i <§L>(—2t)" = i %t”, te(-3.3). (*)
n=1 n=0 ’
Niech h := f o . Mamy .
h(t) = f(p(t)) = \/177275280/@)7
a stad
et )28 = 0 0) = 190
KU antetan gy (€O (P (0)
_gn: al!...ak!f( o )(0)( 1! ) ( k! )
(1 4 -+ + ay)! 1 1\ 1 ag
e e ()
(—1)orttom (o 4o 4 ay)! % *1 % O
:(fz)kk!a;k S k <1> (k) . O

Whiosek 6.11.6. log, € C*(Rsg) (a > 0, a # 1), arcsin € C¥((—1,1)), arccos € C¥((—1,1)), arctg €
C¥(R), arcctg € C¥(R).

6.12. Szereg Taylora

Definicja 6.12.1. Niech P C R bedzie przedzialem otwartym, a € P. Niech E bedzie przestrzenig

Banacha nad R i niech f € (| D™(P, E;a). Wtedy definiujemy szereg Taylora funkcji f w punkcie a
neN
jako szereg potegowy postaci

(T)w) = Y 7™ (@) — a)"

n=0 "

Obserwacja 6.12.2.  (a) (CwiczeNIE*) Istnieje funkcja f: (—1,1) — R taka, ze:
e dla dowolnego n € N istnieje otwarte otoczenie zera U, takie, ze f|y, € C"(U,),
e nie istnieje otwarte otoczenie zera U takie, ze f|y € C*(U).
(b) Promien zbieznosci szeregu Taylora nie musi by¢ dodatni (zob. Twierdzenie Borela (%) 6.12.3),
ani tez, jezeli jest dodatni, to wecale nie musi zachodzi¢ rownosé T, f = f w jakim$ otoczeniu punktu a.
Klasyczny przykiad to: f(z) :=0dlaxz <01 f(z) := exp(—1/z) dlaz > 0, a := 0. Wtedy f € C*(R)
i Tof =0 (por. Obserwacja 5.5.2(g)).

25) korzystamy tu z rozwiniecia (1 + t)® = Zf;o (z)t”, te (—%, %), a € R (Przyktad 5.6.11(d)).
26) Emile Borel (1871-1956).
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(c) Jezeli f(z) = 3 ana™, |z| < R, jak w Twierdzeniu 6.11.1, to To f(z) = > an,x™. W szczegdlnosci,

n=0
jezeli f € C¥(£2,E) (12 € topR), to dla dowolnego punktu a € 2 mamy 7T, f(x) = f(z) dla x z pewnego
otoczenia punktu a.
Twierdzenie 6.12.3 (Borel). Dia dowolnego ciggu (a,)2>, C E istnieje funkcja f € C*°(R, E) taka, Ze
Tof(z) = Z anx™, czyli If(")(O) =a,, n € Ng.

n=0
Dowdd. Zasadniczym etapem dowodu bedzie pokazanie, ze dla dowolnego N € Ny istnieje funkcja gy €
C®(R,E) taka, ze gy =0 w pewnym otoczeniu zera oraz

1
ngp l(an 12 = g0) @ @) < - ()
OSE

Przypusémy, ze (f) zachodzi. Wtedy definiujemy

f@)=ao+ Y (anpz" ' —gn(x), zER
N=0

(o]
Warunek (1) gwarantuje, ze dla dowolnego k € N szereg > (an; 12Nt — gn)®) jest normalnie zbiezny

N=k
w R. Stad, wobec Twierdzenia 6.10.1, funkcja f jest poprawnie zdefiniowana, f € C*°(R, E) oraz
o0 [ee]
™) = (anp12¥ Tt — gn)™(0) = (an412¥H™(0) = nla,, neN,
N=0 N=0

co zakoniczy dowdd.

Przystepujemy do realizacji (T). Niech ¢ € C*°(R, [0,1]), p(z) =0dla|z| < 1/2, ¢(z) = 1dla|z| > 1
Niech C), := sup{|p™ (z)| : © € R}, n € Ny. Zauwazmy, ze Cy = 1 oraz C,, < +00, n € N. Polozmy

he(z) —<p< ) Nl 2z eR, e>0.
Wtedy dla 0 < ¢ < 1 mamy

el h = 3 (7 (1-0()
(Z)<IN“><S><1—w<§>><"‘”
S5 () (T e () (Y e (1 o(2))
(N+1>lN+1SS"CnS+( >1N+1n

S

< ZsNHn(Si <Z> <N: 1) s!on,s) < ) <N + 1) s!C,H) = e const(N).

Teraz jako gy wystarczy wziaé ayi1he ze stosownie malym €. O







ROZDZIAL 7

Calka

7.1. Calka Riemanna

Ustalamy przedzial P :=[a,b] C R, a < b. Niech |P|:=b—a.
Definicja 7.1.1. Podziatem przedzialu P nazywamy dowolny ciag punktow = = (xo,...,Zm), gdzie
a=xz9 <z << Ty =b (m € N). Srednicq podziatu © = (xg,...,2T,;,) nazywamy liczbe diam 7 :=
max{z; —z;_1:j=1,...,m}.

Ciag (7)., podzialow przedziatu P nazywamy normalnym, jezeli diamm, — 0.

Niech 7 = (zo,...,%m), #’ = (xy, ..., z),) beda podziatami P. Powiemy, ze 7’ jest wpzsany w 7 lub
tez, ze ' jest zageszczeniem w, jezeli {xo,...,Tm} C {xy, ..., 25} W tej sytuacji piszemy 7’ < 7.
Obserwacja 7.1.2. (a) Relacja < jest przechodnia.

(b) Dla dowolnych podziatow 7, ma przedziatu P istnieje podziat w taki, ze m < 7, j = 1,2; 7 jest
wspolnym zageszczeniem podziatéw my 1 Ta.

Definicja 7.1.3. Niech f : P — R bedzie dowolng funkcja ograniczong. Dla dowolnego przedziatu
Q = [p,q] C P zdefiniujmy m(f, Q) := inf f(Q), M(f,Q) := sup f(Q).

Dla dowolnego podziatu m = (xo, ..., zm,) przedzialu P polézmy:
Zm [zj—1,2;]) (25 — zj-1), ZM [2j—1,2;]) (25 — zj-1).

Czasami, dla uproszczenia zapisu, bedziemy pisa¢ m;(f) := m(f7 (i1, 2;]), M;(f) = M(f,[z;-1,z;]),
Azj=w;—x;_1,j=1,...,m. Liczbe L(f, 7) nazywamy sumq aproksymacyjng dolng dla funkcji f przy
podziale w. Analogicznie, U(f, 7) nazywamy sumgq aproksymacyjng gérng. Sumy te nazywamy o sumami
Darbouz. Zauwazmy, ze m(f, P)(b—a) < L(f,m) < U(f,m) < M(f,P)(b — a). Niech

/ / f —SUPL / /*bf inf U(f, ),

gdzie supremum i infimum bierzemy po wszystkich podziatach P. Liczbe f* p [ nazywamy catkq dolng
z funkcji f. Analogicznie, liczbe [ ; nazywamy catkq gdrng. Powiemy, ze funkcja f jest catkowalna w sensie
Riemanna na przedziale P (f € R(P,R) = R(P)), jezeli [, [ = f; /- Wtedy wspolng wartosé tych caltek
oznaczamy przez [ pf ( = f: f) i nazywamy catkq Riemanna z funkcji f po przedziale P.

Dla funkcji ograniczonych f = u +iv : P — C moéwimy, ze f jest catkowalna w sensie Riemanna
(f € R(P,C)), jezeli u,v € R(P). Wtedy przyjmujemy [, f = f(f f=[pu+ifpv.
Obserwacja 7.1.4. Zauwazmy, ze M (f,Q)—m(f,Q) = supQ(f(x’)—f(a:”)) = sup |f(z')—f(a")|.

z! z/x"€Q
W szczegdlnosci,

Vb -Lm =3 sp (56— 1)) A

=1 a/ x! €z 1,1 ]

Przyktad 7.1.5. (a) Kazda funkcja stala ¢ € C jest calkowalna w sensie Riemanna i [, ¢ = ¢|P|.
(b) Niech f := xpno,p (') bedzie funkcjg Dirichleta. Wtedy L(f,m) = 0 oraz U(f,w) = |P| dla
dowolnego podziatu 7. Tak wiec [, f =0 oraz [, f = |P|, czyli f ¢ R(P).

Obserwacja 7.1.6 (Wtasnosci catki RiemannaI). Niech f,g: P — R, ¢, : P — C beda ograniczone
i niech 7, w1, m2 beda podziatlami przedziatu P.

(1) Przypomnijmy, ze x o, p oznacza funkcje charakterystyczng zbioru A C P.

113
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(a) Dla dowolnego ¢ € R mamy L(f + ¢,7) = L(f,7) + ¢|P|, U(f + ¢,m) = U(f, ) + ¢|P|. W konse-

kwencji,
| /*P(f+c)=(/*Pf)+c|P|, /13*(f+c):(/1:f)+c|P|-

W szczegoblnosci, dla dowolnego ¢ € C,
p € R(P,C) <= ¢+ ceR(P,C) oraz /((p—l—c) :/ <p+/ c
P P P

(b) Jezeli f < g, to L(f,7) < L(g,n), U(f,7) < U(g,n). Stad [, f < [,pg1i f;f < [p *. Jezeli
ponadto f,g € R(P), to [, f < [pg (monotonicznosé catki).
(¢) L(— f7 ) = —U(f, 7). W szczegolnosci,
o [p(=f)=~- fP [
e pc IR( .C) < —p € R(P,C) oraz fP(—go)j—ngo.
o 9eR(P,C) <= peR(P,C)oraz [,7= [y
(d) Jezeli m1 < ma, to L(f,m) = L(f,m2), U(f,m) < U(f,m2). W szczegolnosci,
o L(f,m) < U(f,m2) dla dowolnych 71, me (wystarczy wykorzysta¢ poprzednie nieréwnosci dla m
i, gdzie 7 jest wspolnym zageszczeniem podzialow mp 1 ),
o [pf< f; f
Istotnie, niech my = (o, . .., Tm). Wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy m = (2o, ..., Tr—1, T, Thye - -
T ). Wtedy

k— m
L(f,m) = Z HAz; +my(f) Az + Y my(f)Az;

j=k+1
k—1 m
<Y my() Ay +m(f, [rny, 2] (@) — zx) +mlf [ o) @n —2h) + Y my(f)Azy = L(f,m).
j=1 j=k+1

Analogicznie postepujemy dla sum goérnych.
(e) f €R(P) <= Veso I : U(f,m) — L(f, ) < . Istotnie, jezeli f € R(P), to dla € > 0 niech m, m
beda podziatami takimi, ze

Ulrm) =5 < [ F<Dtm)+ 5,

Teraz wystarczy jako m wzia¢ wspolne zageszczenie mp 1 7o 1 skorzystac z (d).
Jezeli spelniony jest warunek po prawej stronie, to ustalmy ¢ > 0 i niech 7 bedzie podziatem takim

jak w warunku. Wtedy
[ 1= ] r<vtm - <

co, wobec dowolnoéci e, daje catkowalnosé.
(f) Dla kazdego normalnego ciggu podziatow (m;)72; mamy:

) — [ 5 vtrm)— [ 1

Ograniczymy si¢ do sum gornych. Mozna zalozyé, ze f > 0 (zastepujac f przez f + ¢). Wezmy € > 0

i niech m = (x,...,x,) bedzie podziatem takim, ze U(f,m) — f:b f < e. Niech m, = (k05 .-, Thymy),
k> 1. Wedy
U(f,m) = > M(f, [zr,j-1, T 5]) (Th,j — Th,j-1)
JE{L,...omi}: Jicqa, . my:
[wk,5—15mk,5]1C 2527
+ > M(f, [zh -1, 2k5]) (@r; — T 1) SU(f,7) + M(f, P)ne, gdzie

JE{L,oomi}: Vieqr, . my:
[2rj-1,2k,5]Z €] _1 2]

Nyt = E (xk,; — Tk,j—1) < mdiammy, i 0.
. ——+oo
Je{l,...omi}: Jicqa,. m—1y:

z,€(Th,j—1,%k,5)
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Ostatecznie .
/ f<UminfU(f,7) < hmsupU (f,mr) < / f+e,
P k—+oo k—+o0

co, wobec dowolnosci € > 0, koriczy dowod.

Definicja 7.1.7. Niech 7 = (2o, ..., %) bedzie podzialem P i niech £ = (&1,...,6n), & € [zj—1,75],
j=1,...,m. Dla dowolnej funkcji ¢ : P — C sume

M(f,m§): Z éj Az

nazywamy sumg aproksymacyjng posredniq dla funqu @ przy podziale 7 i punktach posrednich &. Czasami
moéwimy o sumie Cauchy’ego—Riemanna.

Obserwacja 7.1.8. (a) M(ap+ By, 1, &) =aM(p,m, &)+ M, ), a, 5 € C.

(b) [M(p,m, &) < M(|pl,m, &)
(c¢) Dla funkcji ograniczonej f : P — R mamy: L(f,7) < M(f, 7, &) <U(f,x).

Twierdzenie 7.1.9. Dla funkcji ograniczonej ¢ = u+iv : P — C nastepujgce warunki s¢ rownowazne:
(i) ¢ € R(P,C);
(ii) istnieje c € C takie, Ze dla dowolnego normalnego ciggu podziatow (my)52, oraz dla dowolnego wy-
boru punktow posrednich (£)52, (tzn. & jest zbiorem punktow posrednich dla ) mamy M (o, m, &) —
c;
réwnowaznie: dla dowolnego normalnego ciggu podziatow (my)72 ; oraz dla dowolnego wyboru punktéw
posrednich (&)52, istnieje c € C takie, ze M (p, Ty, &) — ¢;
(iii) istnieje ¢ € C takie, zZe dla dowolnego € > 0 istnieje & > 0 taka, ze dla dowolnego podziatu w
o $rednicy < 0 oraz dla dowolnego wyboru punktéw posrednich & mamy |M (p,m, &) —¢c| < g;
(iv) istnieje ¢ € C oraz normalny cigg podziatéw (m)32, takie, Ze dla dowolnego wyboru punktéw
posrednich (&,)52,, mamy M (¢, 7k, &) — ¢;
réwnowaznie: istnieje normalny cigg podziatow (my)5e, takie, Ze dla dowolnego wyboru punktéw
posrednich (&)52 ,, istnieje c € C takie, ze M(p, T, &) — c.

Dowdd. (i) = (ii) wynika z Obserwacji 7.1.8(c) 1 7.1.6(f): M (¢, 7k, &) = M (w, g, E)+iM (v, Tx, &) —
Jputifpv=[pe |
Rownowaznosé (ii) <= (iii) jest elementarna (CWICZENIE).
Implikacja (ii) = (iv) jest trywialna.
Dla dowodu implikacji (iv) = (i) wystarczy zauwazy¢, ze istnieja ciagi punktéw posrednich (£;)32 4,
(&), takie, ze
M (u, 7k, &) — L(u, m1) < . Ulu,m) — M(u, 7, &) < 4, k> 1.

Wtedy, na podstawie Obserwacji 7.1.6(f),

M (70, €4) = Re(M (g, 14, €L)) — Rec = / )

*

U, M(uaﬂ—ka‘glg) = RC(M(@>Wk7§g)) — Rec= / U,
P

azatem [,,u= [ju, czyli u € R(P). Podobnie rozumujemy dla v. O

Obserwacja 7.1.10. Sumy aproksymacyjne posrednie mozna zdefiniowaé¢ dla dowolnego odwzorowania
¢ P — FE, gdzie E jest przestrzenia Banacha. Pozwala to przenie$¢ pojecie catki Riemanna: odwzo-
rowanie ¢ : P — F nazywamy catkowalnym w sensie Riemanna (p € R(P, E)), jezeli istnieje ¢ € E
takie, ze dla dowolnego normalnego ciagu podziatow (my)72 ; oraz dla dowolnego wyboru punktéw po-
§rednich mamy M (p, 7, &) — c. Element ¢ nazywamy wtedy catkq Riemanna odwzorowania ¢ po P
i oznaczamy f p ¢ Twierdzenie 7.1.9 gwarantuje zgodnos$é¢ definicji dla £ = C.

Pojawia sie tu pewna subtelnos$é: nowa definicja caltki obejmuje formalnie funkcje nieograniczone,
a Twierdzenie 7.1.9 dotyczy tylko funkcji ograniczonych. Dla usuniecia tego problemu wystarczy zauwa-
zy¢, ze jezeli funkcja ¢ : P — FE jest calkowalna w nowym sensie, to musi by¢ ograniczona. Istotnie,
przypus$émy, ze supp ||| = +oo i niech P 3 a, — ag € P bedzie ciagiem takim, ze ||¢(a, )| — +o0.
Wezmy normalny ciag podzialow (m;)22 , Tk = (Tk,0,- - -, Thym, ), taki, ze ag € (Tk,s,—1, Tk,s,, ). Ustalmy
k. Wybierzmy w sposob dowolny punkty posrednie & ; j # si. Poniewaz SUD(zy .y aka) Il = 400, to
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zawsze znajdziemy punkt & s, taki, ze ||M (@, 7k, &)| = k. Mamy wiec | M (@, Tk, &k)|| — 400, czyli ¢
nie moze by¢ catkowalna w nowym sensie.

Cwiczenie* 7.1.11. Prosze na biezaco sprawdzac, ktore z poznawanych wlasnosci funkcji klasy R(P, C)
przenosza si¢ na R(P, E).

Obserwacja 7.1.12 (Wtasnosci catki Riemanna IT).  (a) Niech f: P — R bedzie funkcja monoto-
niczng. Wtedy f € R(P).
Istotnie, mozemy zalozyé¢, ze f jest rosngca. Wtedy f(a) < f(x) < f(b), x € P, a zatem f jest
ograniczona. Ustalmy € > 0. Dla dowolnego n € N zdefiniujmy podzial 7, = (Zn0,...,Znn); Tn,j =
+%(b—a),j:0,1,...,n. Mamy

L b—a b—a

U(f,mn) = L(f,m0) = Y (f(@ng) = f(2nj-1)) = (f(b) = f(a)) — 0

- n n n—-+oo
J=1

i korzystamy z Obserwacji 7.1.6(e).

(b) R(P,K) jest K-przestrzenia wektorowa, a operator R(P,K) 3 ¢ — [}, ¢ € K jest K-liniowy.

(c) Jezeliyp € R(P,C), ¢ : P — C jest ograniczona oraz |p(z') —¢(z")| < [¢(z')—¢(z")|, 2/, 2" € P,
to ¢ € R(P,C). Istotnie, korzystajac z Obserwacji 7.1.4 mamy

m

URep,m) — L(Reyp,7) = Z ( sup |Rep(2') — Rep(a”)|) Az,

i=1 a/ ' €z —1,x5]
m

<D swp () —p(a”)]) Az < Z ( sup [p(a) —v(a")])Az;

j=1 = @"€lzj_1,2;] z x €Tj—1,2;]

< (URewp, ) — L(Rewp,m)) + (U(Imep, w) — L(Imep, m)).
Teraz mozemy skorzysta¢ z Obserwacji 7.1.6(e). Podobnie postepujemy dla Im ¢.
(d) Jezeli ¢ € R(P,C), to |¢| € R(P) oraz | [, ¢| < [, l¢l.
Istotnie, catkowalno$é |p| wynika z (c). Jezeli ¢ : P — R, to nier6wno$é¢ wynika natychmiast z
monotonicznosci catki. W przypadku zespolonym niech a € T bedzie takie, ze o [, ¢ = | [ ¢|. Wtedy

‘/PQD):O‘/]ﬁ:/})(w):/PRe(w)g/Pm

(e) Jezeli p, 1p € R(P,C), to pyp € R(P,C).
Istotnie, niech |p|, || < C. Wtedy:

lp(@)Y(a') = p(a")p(a")] < Clp(a") — (@) + [ () —¥(")]), 2’2" e P.
Teraz mozemy uzy¢ rozumowania takiego, jak w (c).

(f) Operator R(P,K) x R(P,K) 3 (¢,v) — [t € K jest semi-iloczynem skalarnym. W konse-
kwencji (zob. Twierdzenie 5.11.22), zachodzi nier6wno$é¢ Schwarza dla catek Riemanna:

| [l <[ [1eey) [ e, e eneo

(g) Funkcja R(P,C) 3 p — I \/f |o|? jest seminorma (Twierdzenie 5.11.23).
(h) C(P,C) C R(P,C).

Istotnie, mozemy zaltozy¢, ze ¢ : P — R. Dla € > 0, wobec jednostajnej ciagtosci funkcji ¢ na P,
istnieje § > 0 takie, ze |¢o(z') — p(2”)] < € o ile |2’ — 2”| < 6. Niech 7 bedzie podziatem P o $rednicy
< 0. Wtedy U(p, m) — L(cp, ) < ¢|P].

(i) Jezeli 0< feC(P)i [ f=0,to f=0.

(3) |l llr jest norma na przestrzeni C(P,C).

(k) Niech a < ¢ < b. Wtedy ¢ € R([a,b],C) <= ¢|ja,q € R([a,],C), ¢lic5] € R([c,b],C). Ponadto,

b c b
Le=fe=]+
a a c
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Istotnie, jezeli ¢|qq € R([a,c],C), @l € R([c,b],C), to niech (m},)52; (odp. (7})7,) bedzie
normalnym ciagiem podziatow [a, ¢] (odp. [c,b]) takim, ze przy dowolnym wyborze punktéw posrednich

()52, (odp. (&)52,) mamy M (¢, 7}, &) — [ ¢ (odp. M(p, 7}, &) — fcb . Zestawiajac podziaty
m, 1 7., k € N, dostajemy normalny ciag podziatow (my)2, przedzialu [a,b] taki, ze dla dowolnego
wyboru punktow posrednich (€)%, mamy: M (o, 7, &) — f: go—&-ff . Oznacza to, ze p € R([a,b],C)
oraz f(f o= f; o+ fcb 0.

Dla dowodu implikacji przeciwnej, wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy ¢ = f € R([a,b]). Dla e > 0
niech 7 bedzie podziatem [a, b] takim, ze U(f,7) — L(f, 7) < e. Zauwazmy, ze zawsze mozemy zalozy¢,
ze ¢ € w. Istotnie, jezeli T jest podzialem powstalym przed dolozenie ¢, to na podstawie Obserwacji
716( ) (f7 ) (fv%)gU(fvﬂ-)_L(fvﬂ-)

Jezeli ¢ € 7, to m rozpada sie na podzial © przedziatu [a,c] i podzial [7”] przedzialu [c,b]. Stad
e2U(f,m)—L(f,m) = (U(f, ") = L(f, "))+ (U(f,7") = L(f,7")), co dowodzi calkowalnosci ¢ na obu
przedziatach.

(1) Przestrzen C(P,C), || ||z) nie jest zupelna.

Istotnie, niech f, : [0,1] — [0, 1],

0, jezelio <z < -1
fu(z) == 5(x — % + %), jezeli % — % << %—0— % , fr=xaye-
1, jezeli $ + 1 <a <1

Oczywiscie (f,)5; C C(P). Latwo sprawdzi¢, ze || f, — fllr — 0 (CWICZENIE). W szczegdlnosci,
(fn)22, jest ciagiem Cauchy’ego w (C(P,C), || ||r). Przypusémy, ze || fn — gllr — 0 dla pewnej funkeji
g € C(P,C). Wtedy [, |f —g/*=0. Stad g=0na [0,3) i g =1 na (3,1]; sprzecznosc.

(m) Jezeli ¢ € R(P,C), to dla dowolnego [p, q] C P mamy ¢|p, 4 € R([p, q], C).

(n) (Twierdzenie o wartosci sredniej.) Dla dowolnej funkeji f € C(P) istnieje £ € P taki, ze

O:%Af

Istotnie, min f(P | PI f p [ <max f(P) i teraz wystarczy skorzystac¢ z zasady Darboux.
(o) Jezeli fR(R C) > ¢n — ¢ jednostajnie na P, to ¢ € R(P,C) i [, on — [p -
Istotnie, mozemy zaltozy¢, ze o, = f, : P — R, n € N, oraz ¢ = f : P — R. Ustalmy ¢ > 0 i niech
ng bedzie takie, ze
[f(@) = f@) < e+ |fn, (@) = fro(@”)], 2,2 € P.
Niech 7 bedzie podzialem P takim, ze U(fpn,, T) — L(fny,m) < €. Wtedy U(f,m) — L(f,7) < e(b—a)+e.
Wynika stad catkowalnosé funkcji f. Zbieznosé calek wynika bezposrednio z nieréwnosci

’/wn—/ﬁ4</h%—whﬂﬂﬁwwm—wl
P P P P

(p) Niech ¢,, € R(P,C), n € Ny. Zalozmy, ze szereg funkcyjny > ., jest zbiezny jednostajnie. Wtedy

n=0

oo
suma szeregu funkcyjnego Y. ¢, jest funkcja catkowalng oraz

i oS o
AT;J@n_rLZZ()/})SDn~

() Niech QN [0,1] = {q1,42,...} i niech fr := X{qi,....qn}.[0.1]> f = X@n[o,1},[0,1] (funkcja Dirichleta).
Wtedy fol fn =0, f, — f punktowo, ale f & R([0,1]).
(r) Niech fy, :[0,1] — R,

nz, jezeli z € [0, 1)
fu(x) = —nPx+2n, jezelize[l 2), n>2
0, jezeli z € [2,1]

Wtedy frn € C([0,1]), fn — 0 punktowo, ale fol fan=1, fo f=
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Definicja 7.1.13. Mowimy, ze zbior A C R ma miare Jordana zero (|A| = 0), jezeli dla dowolnego £ > 0
m m

istnieje skoriczona rodzina przedzialow P; = [a;,b;], 7 =1,...,m,takaze AC |J P;ji Y (bj—a;) <e.
j=1 j=1

Obserwacja 7.1.14. (a) Zawsze mozemy zalozyé, ze Py,..., P, sa parami rozlaczne.

(b) Jezeli |A| =0, to A jest ograniczony.
(c) Jezeli A jest skonczony, to |A| = 0.
(d) Jezeli |A|=01B C A, to |B] =0.
(e) Jezeli |A1] =+ =]Am|=0,t0 |[A;U---UA,| =0.
(f) Jezeli R 3 a,, — ag € R, to zbior {a, : n € N9} ma miare Jordana zero.
(g) Jezeli |A| =0, to |A| = 0.
Przyklad 7.1.15. Zbior Cantora C C [0, 1] ma mlarq Jordana zero (zob. Przyklad 3.2.4).
Istotnie, wiemy, ze C' = ﬂ C,, gdzie C,, = U Ch.j, gdzie Cy 5, j = 1,...,2", sa przedzialami
=1
domknietymi, parami rozlqcznyml kazdy o dlugosm . Oznacza to, ze suma dlugosci przedziatow wcho-
dzacych w sklad C,, jest rowna (2)".

Obserwacja 7.1.16 (Wlasnosci catki Riemanna IIT).  (a) Niech ¢ : P — C bedzie ograniczona
i niech
Np(p) :={a € P : ¢ nie jest ciagla w punkcie a}
ma miare Jordana zero. Wtedy ¢ € R(P,C).
Istotnie, mozemy zalozy¢, ze f = ¢ : P — R. Niech |f| < C i ustalmy ¢ > 0 i niech [a;, b;],

j=1,...,m, beda przedzialami parami rozlacznymi takimi, ze Np(f) C | (a;,b;) oraz Y (b;—a;) < e.
j=1 j=1

Niech K := P\ U (a;,b5). Zbior K jest zwarty i f jest ciagla na K. Zatem jest jednostajnie ciggla.
=1
Niech § > 0 bedzie takie, ze |f(2’) — f(2”)] < e dla 2/,2" € K, |’ — 2| < §. Rozwazmy podziat

7w = (xo,..., ;) przedzialu P taki, ze diam7 < 0 oraz {a1,b1,...,am,bm} NP C {xo,..., 2z, }. Wtedy

Uf,m) = L(fm) = Y (M(f) =m;(F)Az; + > (M;(f) —m;(f))Ax;

je{1,...,r}: je{1,...,r}:

[j—1,2;]CK (zj-1,7;)CP\K

< Y edn+ > 204z <e(|P|+20).
je{1,...,r}: Jje{1,...,r}:

[zj_1,2;]CK (zj—1,2;)CP\K

(b) Niech p,v : P — C beda ograniczone. Jezeli zbior Dp(p,¢) := {a € P : p(a) # ¥ (a)} ma miare
Jordana zero, to ¢ € R(P) <= 1 € R(P). Ponadto, [, o= [p¢.
Istotnie, mozemy zalozy¢, ze f =p,g =1 : P — R. Przypusémy, ze |f], |g| < C oraz g € R(P).
Ustalmy e > 0 i niech (a;,b],5=1,...,m, quq przedzialami parami roztacznymi takimi, ze Dp(f, g) C
m
U (a;,b;) oraz Z( j—a;) < €. Niech K := P\ U (a;,bj). Rozwazmy podzial m = (zo, ..., z,) przedziatu

j=1

P taki, ze {al,bl,.. s, b} NP C {xo, ... acr} Wtedy

U(f,m) = L(fm) = Y (M) =mi(fNAz;+ Y (M(f) —my(f))Az;

je{l,...,r}: je{1,...,r}:
[zj—1,z;]CK (zj—1,2;)CP\K

< U(g77T) - L(gaﬂ-) + 2057
skad tatwo wynika, ze f € R(P). Ponadto,

[ -] d]< / YRS

6{1» T
[zj-1, :EJ]CP\K

co dowodzi réwnosci obu calek.
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(¢) Relacja ¢ ~ 1 : <= Dp(p,1) ma miare Jordana zero, jest relacja rownowaznosciowg w R(P, C);
catka Riemanna jest dobrze okreslonym operatorem liniowym R(P,C)/~ — C.
(d) Jezeli 0 < f € R(P) i [, f =0, to zbior Zy := {x € P: f(x) > 0} jest przeliczalng suma zbiorow
miary Jordana zero.
Wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego ¢ > 0 zbiér A := {z € P : f(z) > ¢} ma miare Jordana zero.
Wezmy € > 0 i podzial m = (zo, ..., z,) taki, ze U(f,7) < e. Wtedy

exU(f,m)>c Z (xj —xj_1).
Je{l,eym}:
AN[zj—1,3;]#2

Wynika stad, ze A mozna pokry¢ skoniczong liczba przedzialow o tacznej dtugosci < /c.

(e) Zbior Zy w (d) moze nie mie¢ miary Jordana zero. Dla przyktadu, niech PNQ = {ry,72,...}
0, jezeliz ¢ Q
1
j )
zero, ale fPf = 0. Istotnie, dla dowolnego k € N rozwazmy podzial © = (zg,...,xm) (m > k) taki, ze

ZI(QLJ —xzj_1) < 4, gdzie [:={j € {1,...,m} : [zj_1,2;) N {r1,...,rc} # @}. Wtedy
J€

iniech f: P — [0,1], f(x) := . Oczywiscie, zbiér Zy = P N Q nie ma objetosci

jezeli x = r;

1 1 |P|
U(fm) = 3 Mi(£)Aw; + 3 Mi(f)Aw; < 3 A+ ) 1 Aay < o+ 07
jerI J¢I JerI J¢I
Obserwacja 7.1.17. (a) W przysziosci poznamy nastepujace wazne twierdzenie: p € R(P,C) <—
Np(p) ma miare Lebesgue’a zero, tzn. dla dowolnego € > 0 istnieje co najwyzej przeliczalna rodzina
przedziatow P; = [a;,b;], j € I, taka ze Np(p) C |J P;j i > (bj —a;) <e.
jeI jelI
(b) Oczywiscie, kazdy zbioér miary Jordana zero ma miare Lebesgue’a zero.
(¢) Zauwazmy, ze jezeli A C R jest zbiorem o mierze Lebesgue’a zero, k € N, to zbior A := |J Ag
k=1

ma miare Lebesgue’a zero.

Istotnie, niech ¢ > 0 i niech Py ; = [ak,j,bk,;], 7 € I(k), bedzie co najwyzej przeliczalng rodzing
o0
przedziatow takich, ze A, C |J Prj oraz Y (bpj —ar;) < 56 Wtedy A C J U Py oraz
FeI(k) FEI(K) k=1jel(k)

i > (brj —an;j) <e.

k=1j€eI(k)
7.2. Pierwotne
W tym podrozdziale P = [a,b] C R, a < b.

Definicja 7.2.1. Powiemy, ze funkcja F' : P — R jest pierwotng lub catkq nieoznaczong funkcji
[+ P— R jezeli:

o [ jest ciagla,

e istnieje co najwyzej przeliczalny zbior S C P taki, ze F'(z) istnieje oraz F'(x) = f(z) dla
dowolnego = € P\ S.

Piszemy wtedy F(z) = [ f(z)dz + C, lub tez F(z) = [ f(z)dx pamigtajac, ze do F zawsze mozna
dodac¢ stata. Bedziemy pisa¢ S = Sp, cho¢ oczywiscie zbiér S nie jest wyznaczony jednoznacznie.

. . . . 0, jezeliz =0
Przyklad 7.2.2. Funkcja F(x) := \/z, © € [0,1], jest pierwotna funkcji f(z) := L
jezeli x # 0

(Sr ={0}).

Obserwacja 7.2.3.  (a) Jezeli F}j jest pierwotng funkcji f;, j = 1,2, to a1 F1 + aoFs (a1, as € R) jest
pierwotna funkeji oy f1 + aafo (SayFytasm C Sk USE,).

(b) Jezeli Fy, Fy sg pierwotnymi funkcji f, to Fy — Fy = const (por. Wniosek 5.4.3).

(¢) Rownosé¢ [ f(z)dz = [ g(x)dz, v € P, bedziemy zawsze rozumie¢ z doktadnoscig do stalej.

1
2/’

(d) Jezeli f,g : P — R roznia sie na zbiorze co najwyzej przeliczalnym i F' jest pierwotna f, to F
jest rOwniez pierwotna g.
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Twierdzenie 7.2.4. Niech F bedzie pierwotng funkcji f. Zatozmy, Ze funkcja f jest ciggta w pewnym
punkcie ¢ € P. Wtedy F'(c) istnieje oraz F'(c) = f(c). W szczegdlnosci, jezeli f € C(P), to F € D(P)
oraz F'(z) = f(z), v € P.

Dowdd. Niech S := Sp. Na podstawie twierdzenia o przyrostach skoriczonych (Wniosek 5.4.4) mamy

Pex M= PO po)| < b (supllF/(€)  f0)] € € [eve 4+ I\ S)) A

7]
<sup{If(€) ~ SO : € € le,c+h} — 0. O

Obserwacja 7.2.5 (Pierwotne funkcji elementarnych). Uwaga: W kazdym przedziale, z ktorego sktada
sie zbiér po prawej stronie wzoru, do wzoru na pierwotng mozna dodaé¢ dowolna stata.

xn+1 xa+1
dr = —— Z\ {—1}; x%dr = R\ {-1};
/r T= x#£0, neZ\{-1}; /r T=o x>0, a e R\ {-1}
d
—len|a:\, x # 0; /emdaczez, r €R;
x
/sinxdm = —cosz, x€R; /coswdz =sinz, = €R;
o _y ER\{Z+kr:kel) o _ g € R\ {kr: k€ 2}
=tgr, = T+ km: : =—ctgz, = T :
costz BT 2 ’ sin? z e 7
d d
/\/%7322 =arcsinz, € (—1,1); /?22 =arctgz, x€R.

Twierdzenie 7.2.6 (Wzor na catkowanie przez czesci I). Jezeli f,g € C1(P), to
[ F@g@)iz = f@g@) - [ )@,z P,

w tym sensie, ze [ f'(x)g(x)dz istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy [ f(z)g'(x)dx istnieje i ponadto zachodzi
powyzsza réwno$é (z doktadnoscig do statej).

Dowdd. Przypusémy, ze H'(z) = f(x)¢'(z), v € P (korzystamy z Twierdzenia 7.2.4). Wtedy (fg —
H) (z) = f'(z)g(z) + f(z)g'(x) — f(x)g'(z) = f'(x)g(x), € P. Podobnie, jezeli [ f'(z)g(z) istnieje. O

Przyktad 7.2.7. (a) [zcoszdr = [z(sinz)'de = zsinz — [2'sinzde = zsinz — [sinazdr =
rsinz 4 cosz.
Uwaga: Jezeli zle zaczniemy stosowaé wzér na calkowanie przez czesci, to sytuacja, zamiast sie
uprosci¢, moze sie skomplikowac, np. [z coszdr = f(é)’ cos xdr = % cosz + [ é sin xdz.
(b) [ze®dr = ze” — [edx = (z — 1)e”.
(¢) [Inzder =znz — [2lde=z(nz-1).

potl ot gotl

(d) [z*Inzdr = T nz— | T3 Ldz = o1 (Inz — a%q), a# —1.
(e) I := [e"coswdr = e"sinz — [e*sinazdr = e”sinz — (—e®cosz + [€e”cosadr) = e*sinz +
e®cosz — [e”coszdr. Stad I = e*(sinz + cosz) — I, a wiec I = Je*(sinz + cosz). Przyklad ten

ilustruje wazng technike obliczania catek nieoznaczonych, w ktorej problem obliczenia calki nieoznaczone;j
I = [ f(z)dx sprowadza sig¢ do ulozenia pewnego réwnania funkcyjnego spelnianego przez te catke.

(f) [e®sinzdr =CWICZENIE.
(g) Niech I, := [sin"adz, v € R. Dla n = 2 mamy: I, = [sin’zdz = % [(1 — cos2z)dz =
%I — %sin 2z. Wzoér rekurencyjny I, ~» I,,_o:

I, = /sin"i1 z(—cosz)'dr = —sin" ' zcosx + (n— 1) / sin" "% x cos® xdx

= —sin" 'zcosz + (n—1)(I—2 — I,).

Wynika stad, ze I,, = —% sin” 'z cosx + ";11,,1_2.
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Twierdzenie 7.2.8 (Wzér na calkowanie przez podstawienie I). Niech f € C(P), ¢ € C1(Q), »(Q) C P.

Wtedy
([roa)]_ = [re@e@i. ccq
w tym sensie, ze:

o jezeli [ f(t)dt istnieje, to [ f(p(z))¢'(z)dx istnieje i zachodzi powyzsza réwnosé;
e jezeli p : Q — P jest bZ]ek‘C]Q, o'(x) #0, 2 € Q, oraz [ f(p(x))¢(x)dx istnieje, to [ f(t)dt
istnieje 1 zachodzi powyzsza rownosé.

Dowdd. Niech F'(t) = f(t), t € P (korzystamy z Twierdzenia 7.2.4). Wtedy (Foo)'(z) = F'(p(2))¢ (x),
T € Q.
Niech H'(z) = f(¢p(2))¢'(z), x € Q. Wtedy (Hop™!)'(t) = H'(¢~ () (¢~ 1) () = H'(¢™ (1)) zrizrrmy =

-1 1 _
FOL (o™ () gy = F () U
\/E
Przyklad 7.2.9. cdr = 2etdt = 2eV®
rzykla (a)fﬁmzﬁfe e
dtfﬁdz
b) [emTcoszdr =  [eldt=e' =enT.

t=sinx
dt=cosz dx

o) [a2V14adde = 1 [Vtdt=237=2(V1+a7)>
t=1+z5 :

dt=322 dx

Przyklad 7.2.10 (Calka z pochodnej logarytmicznej). Niech ¢ : P — R, bedzie funkcja rézniczko-

walna. Wtedy [ :’;((;)) de = ([ %dt)\t=¢(z) =1Inlp(z)|, x € P.

Dla przykladu: [tgzdz = — [ (cos )’ gy = _In |cosz|, [ ctgzdr =CWICZENIE.

Cos ™

Obserwacja 7.2.11. Istnieje wiele klas funkcji f, dla ktérych sa znane efektywne metody obliczania
calki nieoznaczone] [ f(x)dz. Jest tak np. gdy f jest funkcja wymierna. Jest jednak wiele cafek nieele-

mentarnych, np. f%dx Przypomnijmy sobie, ze caltka f %dw = 2eV® jest elementarna.
Inne calki nieelementarne to np.

/ /‘ /idx /sinw dae /coswdw
\/1+x3 s lnz x ’ T ’

7.3. Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego

W tym podrozdziale P = [a,b] C R, a < b.
Twierdzenie 7.3.1. Niech f € R(P,C), a € P. Wtedy funkcja

F:P—C, Flz /f z € P,

spetnia warunek Lipschitza. W szczegdlnoscei, F € C(P,C).
Przyjmujemy, ze f; fi=- f; f dla x < a oraz faa f=0.

Dowdd. Odnotujmy, ze F jest poprawnie okreslona. Niech |f| < C i niech 2/,2” € P, 2/ < 2”. Wtedy

\F(z') — F(z") )/ /f’f’/ f‘ o' — o). O

Twierdzenie 7.3.2. Dia f € C(P) niech
x) :/ f, xeP.

Wtedy F jest pierwotng funkcji f.
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Dowdd. Ustalmy zy € P oraz h # 0 takie, ze xg + h € P. Wtedy, na podstawie twierdzenia o $redniej
catkowej mamy

zo+h
F(xo+h)— F(x fx
ot N ZF00) _ oo L~ oy + 0()h).
gdzie 6(h) € [0,1]. Wobec ciaglosci funkeji f w punkcie zp mamy hm f(zog +0(h)R) = f(x0)- O

Twierdzenie 7.3.3 (Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego I). Niech f € C(P) i niech F bedzie
pierwotng funkcji f. Wtedy

b
/f:ﬂmfﬂwzFﬁ

Dowdd. Niech G(z f f, x € P. Na mocy poprzedniej propozycji G jest pierwotna funkCJl f a zatem
istnicje stata ¢ € R taka, ze F(z) = G(z)+¢, x € P. W szczegolnosci, F(b) — F(a) = G(b) — = fa f.
(]
Przyklad 7.3.4 (Zastosowania).  (a) 12 dz — ln31:|1 =In2. Z drugiej strony M (%, m,,&,) — 12 dz
gdzie 7, := (1,1+%,1+%,..‘,1+%)7 Eni=(1+1 = 1L+ 2). W taki razie:
1
Z - — In2.
on +
) fol % = arctgz|§ = T. Z drugiej strony: M(ﬁ,wn,fn) — fol %, gdzie, :== (0,1, 2 ... 2)

&= (%,,%) Stad:

n

S e
j:1n2+j2 4

(¢) (Zob. Przyktad 5.6.11(d)) Niech f(z) :=1In(1+ z), x > —1. Wtedy f'(z) = H%I = i (=1)"z™,
0

n=
przy czym szereg jest zbiezny lokalnie normalnie w (—1,1). Korzystajac z Twierdzenia 7.3.2 oraz z Ob-
serwacji 7.1.12(p), dostajemy

T oo o T e (71)n
n(l+ ) / —dt / —1)™™ ) dt = / —1)™t"dt = gtz < 1.
T (o cvrer)ar= 32 [y =30 S &

(d) Korzystajac z tych samych metod dostajemy dla |z| < 1:
[ee] [e o]
x x _1)nm2n+1
tgx = —1)"t*dt = Cqyngzngy = S EDETT
s /0 1+ /ZO( ) nzzo/o( ) nZ:O I+ 1
Definicja 7.3.5. Powiemy, ze funkcja f : P — R jest:

e schodkowa (f € 8(P)), jezeli istnieje podzial # = (xo,...,x,) przedzialu P taki, ze funkcja
flez;_1,a;) =const = ¢, j=1,...,m;

e prosta (f € P(P)), jezeli dla dowolnego x € P istnieja skoriczone granice jednostronne f(x+)
i f(x—) (przy czym, jak zwykle, na koncach przedziatu jedna z granic pomijamy).

o kawatkami Klasy C* (f € C'*(P)), gdzie k € NgU {00, w}), jezeli istnieje podzial ™ = (xg, ..., Tm)
przedziatu P taki, ze f|,_,.,) przedtuza si¢ do pewnej funkcji klasy CH([zj—1,7;]), 1 < j < m. Kla-
dziemy C' := C".

Obserwacja 7.3.6.  (a) Jezeli f : P — R jest ciagla, to f € C'*([a,b]) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje podzial ™ = (zo, ..., 7,,) odcinka [a,b] taki, ze flj;,_, .,) € CF([zj-1,75]), 1 < j<m.

(b) Jezeli f € C'*(P), to f' € C'(P). Istotnie, jezeli podzial m = (zq, ..., >y) jest taki, jak w Definicji
7.3.5, to f' jest poprawnie okreslona w zbiorze P\ {xo,...,zm} oraz f|., , .,) przedtuza si¢ do funkeji
ciaglej na [z;_1,z;], 1 < j < m. Wartosci f* w punktach zo, ..., z,, mozemy ustali¢ dowolnie.

(c) C(P) & C'(P) & B(P).

(d) Kazda funkcja monotoniczna jest prosta.
(e) 8(P) & C'(P) & P(P).
(f)

f) 8(P), C'*(P) i P(P) sa R-przestrzeniami wektorowymi.
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(g) Jezeli f € C(P), g € P(P), to fg € P(P).

123

Twierdzenie 7.3.7. Niech f: P — R. Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) fePP);
(ii) istnieje cigg (fn)2, C 8(P) taki, ze f, — f jednostajnie na P.

Dowdd. (i) = (ii): Wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego e > 0 istnieje funkcja g € S(P) taka, ze
|f(t) — g(t)] < e, t € P. Ustalmy € > 0. Dla dowolnego ¢ € P istnieje liczha § = d(c) > 0 taka,
ze |f(t) — f(u)] < edlat,u € (c—3d,¢)N P lub t,u € (c,c+ )N P (CWICZENIE). Wobec zwartosci

przedziatu P istnieja punkty ¢1,...,¢, € P,a=c¢1 <--- < ¢ = b takie ze P C |J (¢; — d(¢i), ¢i +0(cy)).
i=1
Polézmy dla uproszczenia d; := §(¢;), i = 1,...,r. Niech 7 = (g, ..., %), bedzie takim podziatem P,
ze {xo,...,xm} ={ci,ci — di,ci +0;:i=1,...,7} N P. Zdefiniujmy g : P — R,
F(E=tmy o Gezelit € (zj_1,), j=1,...,m
g(t) == { ’ T :

fzj), jezelit =z, j=0,...,m

Oczywis’cie g € S(P) Jezeli Tji—1 € (Ci — 51',01‘ + (51), to ($]'_1,1Bj) C (Ci — 62’761') N P lub (Ij_h,Tj) C
(ciyei + ;) NP Stad | f(t) — f(Z=L2)| < e, t € (xj-1,2;). W konsekwencii, |f(t) — g(t)| < e, t € P.

(i) = (i): Niech teraz f = lirf} fny gdzie (f,)52; C 8(P) i zbieznosé jest jednostajna. Niech
n—-—+oo
¢ € [a,b) i rozwazymy granice prawostronna (granice lewostronng pozostawiamy jako CWICZENIE). Niech
_ falet), jezeliz =c
) a2, jezeli z € (c, U]
ciag (fn)S2; spelnia jednostajny warunek Cauchy’ego, zatem ciag (f(c+))S2, spemia zwykly warunek

gn : [, — R, gn(x) : . Funkcja g, jest ciagta w punkcie c. Poniewaz

. lim fu(ct), Jezeliz=c
Cauchy’ego (CWICZENIE). Zdefiniujmy g : [¢,b] — R, g(x) := ¢+ . Wtedy
f(z), jezeli x € (e, b]
gn — g jednostajnie na [e, b]. Stad na podstawie twierdzenia o zachowaniu ciaglosci przy przejsciu do
granicy jednostajnej (por. Twierdzenie 4.4.1), mamy lim g(x) = g(c), co oznacza w szczeg6lnosci, ze
T—cC

f'(c+) istnieje (i rowna sie . lirfoo fnlct)). O

Whiosek 7.3.8. P(P) C B(P).

Twierdzenie 7.3.9. (a) Kazda funkcja z 8(P) ma pierwotng.
(b) Kazda funkcja z P(P) ma pierwotng.
. ) . . 0, jezeliz =0
Przyktad 7.3.10. Funkcja F(z) := \/z, x € [0, 1], jest pierwotna funkcji f(z) := ¢ . ,
ENGE jezeli x # 0
ale li%l+ f(z) = +00. Zatem f ma pierwotna, ale f ¢ P(P).
r—

Dowéd Twierdzenia 7.3.9. (a) Niech f € 8(P) i niech 7 = (zo,...,%Tm), €1,...,cm beda jak w de-
finicji przestrzeni S(P). Mamy f = fi + -+ + fi na P\ {zo....,zn}, gdzie f; = ¢jX(z,_,.2;),P-
Wystarczy teraz zauwazy¢, ze kazda funkcja f; ma pierwotna. Istotnie, wystarczy wzia¢ Fj(z) :=
xj_1, Jjezelix € [a,xj_1]
¢z, jezeli x € (zj_1,2;).
xj, jezeli x € [z, b]

(b) Niech f € P(P). Na podstawie Twierdzenia 7.3.7 istnieje ciag (f,)52; C 8(P) taki, ze f, — f
jednostajnie na P. Na podstawie (a) kazda z funkcji f,, ma pierwotnag F,. Mozemy zalozy¢, ze F,(a) =
0, n € N. Niech Sp, bedzie zbiorem osobliwym dla F,,. Wtedy zbior S := |J Spg, jest co najwyzej

n=1
przeliczalny. Pokazemy, ze F,, — F jednostajnie na P oraz, ze F'(z) = f(z) dla z € P\ S. Dowod
bedzie analogiczny do dowodu twierdzenia o rézniczkowaniu ciagu wyraz po wyrazie (Twierdzenie 5.7.1).
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Dla dowodu jednostajnej zbieznosci ciagu (F,)52; pokazemy, ze spelnia on jednostajny warunek
Cauchy’ego. Niech frn = fm — fns Finn = Fin — Fp, m > n. Wiemy, ze FT’nn = fm,n na P\ S oraz
sup{|fmn(§)| : £ € P} i 0. Na podstawie Wniosku 5.4.4, dla x € P mamy

m—-+

| Fnn ()] = [(Finn(2) = Finn(a)] < (sup{|Fy, ,(§)] : € € [a,2] \ S})[z — al
< (sup{lfmn(]: £ € PH(b—a) —

n>m-—+oo

Niech F := lim F,. Dla dowodu tego, ze F jest pierwotng f ustalmy c € (a,b) \ S. Chcemy pokazad,

n—-4oo

Fp(cth)—Fn(c) sezeli b
je F(c) = f(c). Niech gnygp s P—c — R, pu(h) i= ; fale), Jetelih 70
0, jezeli h =0
F(cth)—F(c) ‘ezeli b 0
p(h) = h f(e), %e%eT 7 . Zauwazmy, ze @, jest ciagla w punkcie 0 oraz ¢, — ¢
0, jezeli h =10

punktowo na P — c. Jezeli pokazemy, ze ta zbiezno$é jest jednostajna, to na podstawie twierdzenia
o zachowaniu ciaglosci przy przejsciu do granicy jednostajnej wnioskujemy, ze ¢ jest ciaglta w punkcie 0,
a to oznacza, ze F'(c) = f(c). Liczymy

F’m,n(c + h) - F’m,n(h) - Fr/n,n(c)h

1
|90m(h) - Qpn(h’)l = m
<sup{|Fy, o (§) = Frpn(0)| 1 € € [e,c+ ]\ S} < 2sup{|fmn(§)| : £ € P} — 0. O

n—-4oo
Twierdzenie 7.3.11 (Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego II).  (a) Jezeli f € 8(P), to f €
R(P) oraz [, [ = F(b) — F(a), gdzie F jest dowolng pierwotng f.
(b) Jezeli f € P(P), to f € R(P) oraz [, f = F(b) — F(a), gdzie F jest dowolng pierwotng f.
W szezegdlnosci, wynik jest prawdziwy dla f € C(P) (co daje Twierdzenie 7.3.3).

Obserwacja 7.3.12. Dla funkcji f : P — R majacej pierwotna F' definiuje sie catke Cauchy’ego
[p f(z)dz := F(b) — F(a). Twierdzenie 7.3.11(b) mowi, ze dla f € P(P) calka Cauchy’ego pokrywa sie
z calka Riemanna — zob. Obserwacja 7.6.2(f).

Dowdd Twierdzenia 7.3.11. Zauwazmy, ze liczba F(b) — F'(a) nie zalezy od wyboru pierwotnej funkcji f.
(a) Niech zj, ¢;, fj, Fj, j = 1,...,m, beda jak w dowodzie Twierdzenia 7.3.9(a). Wystarczy
udowodni¢ wynik dla kazdej funkcji f; z osobna. Calkowalnos¢ funkeji f; jest oczywista. Ponadto,
[p fi = ¢j(x; —xj_1). Z drugiej strony, Fj(b) — Fj(a) = ¢jx; — cjuj_1 = ¢j(x; —xj-1) = [p f.
(b) Na podstawie Twierdzenia 7.3.7 istnieje ciag (f,)52, C S(P) taki, ze f,, — f jednostajnie na P.
Na podstawie (a) f, € R(P) oraz [, fn = Fu(b) — Fy(a), gdzie F,, jest pierwotna f,. Mozemy zalozy¢,
ze F(a) =0, n € N. Z wlasnodci catki Riemanna wiemy, ze wtedy f € R(P) oraz [, fn — [p [

Z dowodu Twierdzenia 7.3.11 wiemy, ze F,, — F' jednostajnie na P oraz, ze F' jest pierwotng f.
W takim razie [, f = lirf} Jpfn= lirf (F(b) — Fy(a)) = F(b) — F(a). O

Twierdzenie 7.3.13 (Wzor na catkowanie przez czesci IT). Niech u,v € P(P) i niech U (odp. V') bedzie
pierwotng dla u (odp. v). Wtedy

b b
/ U(z)o(z)dz = (UV)[ — / w(@)V (2)da.

W szczegdlnosci, jezeli u = f', v = ¢', gdzie f,g € C*(P), to dostajemy klasyczny wzor na catkowanie

przez czedci (Twierdzenie 7.2.6)
b b
| ro=tati- [ 14
a a

Dowdd. Na wstepie zauwazmy, ze Uv,uV,UV € P(P) (poniewaz U 1 V sa ciagle), a zatem obie calki
istnieja. Mamy (UV) =U'V + UV’ =4V + Uv na P\ (Sy U Sy). Stad

b b b
/ u(z)V (x)dx —i—/ U(z)v(x)de = / (u(x)V () + U(z)v(z))dz = (UV)]b. O
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Twierdzenie 7.3.14 (Wzor na catkowanie przez podstawienie II). Niech f € C(P), u € P(Q), gdzie
Q =[p,q] CR, p<q. Niech U bedzie pierwotng funkcji u. Zatézmy, ze U(Q) C P. Wtedy

U(q) q
/ f@)dz = / FU®)ult)dt.

U(p)

W szczegdlnosci, jezeli u = ¢', gdzie ¢ € CH(Q), »(Q) C P, to dostajemy klasyczny wzor na catkowanie

przez podstawienie (Twierdzenie 7.2.8)
#(a) q ,
/ f= / (fop)-¢.
#(p) P

Dowdd. Zauwazmy, ze (f o U)u € P(Q) (poniewaz f o U jest ciagla), a zatem calka po prawej stronie
jest dobrze okreslona. Niech F' bedzie pierwotna funkcji f. Przypomnijmy, ze F' € D(P) (Twierdzenie
7.2.4). Mamy (F o U)'(t) = F/(U®))U'(t) = f(U(¥))u(t), t € Q\ Sy. Stad

q Ul(q)
/ FU@)u(t)dt = (F o U)\p = / f(z)dx. O

U(p)
7.4. Dlugosé krzywej
Definicja 7.4.1. Diugosciq krzywej ~y : [a,b] — X w przestrzeni metrycznej (X, ¢) nazywamy liczbe
L(v) € [0, +o00] dang wzorem: L(7y) := sup,{S(y,7)}, gdzie S(vy, ) := f:l o(v(tj—1),7(t;)), a supremum
j=

jest brane po wszystkich podziatach ©m = (¢, ..., ;) przedziatu [a,b]. Zauwazmy, ze jezeli ©’ < 7, to
S(vy,7") = S(v,m). Krzywa v nazywamy prostowalng, gdy L(vy) < +oo.

Obserwacja 7.4.2.  (a) L(v) nie zalezy od parametryzacji v (i dlatego mozemy zawsze ograniczy¢
sie do krzywych v : [0,1] — X) (?),

(b) L(&v) = L(v), tzn. dlugosé krzywej nie zalezy od orientacji (3),

(¢) L(m ®72) = L(n) + L(72) (*).

Lemat 7.4.3. Dla kazdego normalnego ciggu podziatow (my)52, przedziatu [0,1] mamy:
S(vy,mie) — L(7).

Dowdd. (Por. Obserwacja 7.1.6(f).) Wezmy ¢ < L(v) i niech 7" = (tg,...,t,, ) bedzie podzialem prze-
dzialu [a, b] takim, ze S(v,7') > £. Dla 0 < § < diam 7’ wezmy dowolny podzial m = (¢o, ..., tm) odcinka
[a,b] o érednicy < 0. Punkty to,...,t, dzielimy na mo-grup, zaliczajac do i-tej grupy te punkty ¢;, dla
ktorych t;_, <t; <t},i=1,...,mo— 1, a do grupy mo — pozostala ,koncowke” punktow. Punkty i-tej
grupy numerujemy kolejno &y, ...,tn,,, 1, gdzie ny = 0, npmeq1 = m + 1. Wobec nieré6wnosci trojkata
mamy:
mo Ni+1—1
L>S(ym) =YY o(r(tj-1).7())
i=1 j=n;
mo
= Z (Q(W(t;LvW(t{i—l)) - Q(’Y(t;—l)a’)/(tm)) - Q(’Y(tniJrl*l)a’Y(tg)))
i=1
> S(y,7") = 2mow(0) > £ — 2mow,(3).

Zauwazmy, ze z jednostajniej cigglosci odwzorowania v wynika, ze w,(0) — 0 przy § — 0. W konse-
kwencji, dla dowolnego normalnego ciagu podziatéw (my)72 ; mamy
L > limsup S(vy,m) > liminf S(y, m) > ¢,
k— 400 k—+o0
co przy £ /' L daje teze. O

(2) Przypomnijmy, ze zmiana parametryzacji krzywej v : [a,b] — X polega na zastapieniu jej przez krzywa yo o :
[e,d] — X, gdzie o : [c,d] — [a, b] jest pewna bijekcja rosnaca.

3) Przypomnijmy, ze dla krzywej v : [0,1] — X ktadziemy: (©7)(t) := (1 — t).

E‘Lg Przypomnijmy, ze dla krzywych ~; : [0,1] — X, j = 1,2, takich, ze y1(1) = 72(0) definiujemy: (y1 & v2)(t) :=

11(2t) dla0<t< i (n@y)(t) =r@t—1)dai<t<L
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W dalszym ciggu bedziemy zainteresowani krzywymi + : [0, 1] — R" i sytuacja, gdy na R™ rozwa-
zamy odleglo$¢ euklidesows.

Definicja 7.4.4. Droga to krzywa v = (71,...,7) : [a,b] — R™ taka, ze v; € C'([a,b]), j =1,...,n
(zob. Definicja 7.3.5).

Twierdzenie 7.4.5. Dowolna droga ~ : [0,1] — R™ jest prostowalna (wzgledem odlegtosci euklidesowej)
oraz
1/2

v = [ Ivona= [ ()

=1

Zauwazmy, ze catka po prawej stronie istnieje (funkcja podcatkowa jest kawatkami ciaggta — Obser-
wacja 7.3.6(b)).

Dowdd. Mozemy zatozyé, ze v jest klasy C. Dla podziatu m = (to, ..., ty) niech & := (to, ..., tm_1)-
Wtedy, korzystajac z twierdzenia o przyrostach skoriczonych, dostajemy:

1S(y, 7) = M(|['Il, 7, )| = ’ Z () = (-0l = Z 17 (¢ -l = tj-1)

m m

<Y It) = v(ti—1) =¥ ()t — )l < Y (sup{lly' () = (E5- )l =1 € [t—1,t513) (8 — 1)

j=1 j=1

m
< Zw.yz(diam m)(t; —tj—1) = wy (diamm).
Jj=1
Pozostaje wykorzysta¢ Lemat 7.4.3, Twierdzenie 7.1.9 i skorzystaé z jednostajnej ciggtosci odwzorowania
/
v O

Whiosek 7.4.6. Niech v, : [0,1] — R", s € Ny, bedq krzywymi klasy C! oraz v, — ~{ jednostajnie.
Wtedy L(vs) — L(v)-

Dowdd. Na postawie Twierdzenia 7.4.5: |L(vs) — L(vo)| < fol [Vl = ol dt < fol Iv: = ~blldt — 0.0

Obserwacja 7.4.7. Zauwazmy, ze jezeli v — 7o jednostajnie, to nie musi byé¢ L(vs) — L(7).
Niech 7o : [0,1] — R2, 5o(¢) := (¢,0). Niech §,, \, 0. Przyblizamy krzywa v, przy pomocy tamanych
Y ¢ [0,1] — R? wyznaczonych przez punkty (0,0), (5=,6,), (£,0), (£,6,), (2,0),...,(1 — 5=,8,),

2n n’ 2n7 "M n’
(1,0). Oczywiscie, 7, — v jednostajnie. Z drugiej strony L(v,) = 2n4/(55)2 4+ 02 = /1+ (2nd,)2.
Dobierajac stosownie (4,,)52 ; mozemy tatwo dosta¢ L(v,) — +o0.

7.5. Przyklady zastosowania calek

Przyklad 7.5.1. W przyktadach ponizej pewne pojecia (np. pole powierzchni) beda rozumiane w spos6b
intuicyjny — precyzyjne definicje zostana podane w przysztosci w ramach Analizy Matematycznej 3 i 4.

(1) Niech A = {(z,y) : x € [a,b], g(x) <y < f(x)}, gdzie f,g € R([a,b]) oraz g < f. Wtedy pole |A|
zbioru A wyraza si¢ wzorem |A| = f;(f —g).

Intuicja: |A| ~ > (f(&) — 9(&))(x; — x4-1), gdzie (xo,...,2,) jest podzialem odcinka [a,b], za$
i=1
fi S [xi,i,xi], 1= 1, Lo,
(2) Niech A = {(rcosp,rsing) : a < ¢ < 8, 0 < r < R(p)}, gdzie 8 — a < 27, R € R([«, 5]),

R:[o, 0] — R4. Wtedy |A] = %ff R%(p) de.

Intuicja: |[A] = 3 7R2(&)&52=L | edzie (o, - - - , ©n) jest podzialem odcinka [a, 3], zas &; € [@i_1, @i,

- 27 )
i=1

1=1,...,n.
(3) Niech B = {(x,rcosp,rsing) : = € [a,b], ¢ € [0,27], 0 < r < R(z)}, gdzie R € R([a,bd]),
R: [a,b] — Ry. Wtedy objetosé |B| bryly B wyraza sie wzorem

b
|B| = 7T/ R?(x) dx.
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Intuicja: |B| ~ Y. 7#R2(&)(x; — wi—1), gdzie (zq,...,7,) jest podzialem odcinka [a,b], za$ & €
i=1
[(ﬂ,‘,l?l'i], L= ]., cee,n.
(4) Niech S = {(z, R(z) cos p, R(z)sin ) : x € [a,b], p € [0,27]}, gdzie R € C*([a,b]), R : [a,b] —
Ry. Wtedy pole powierzchni |S| powierzchni S wyraza sie wzorem

b
15| = 27r/ R(2)V/1+ (R ()2 da.

Intuicja:

5] ~ Z 2rR(&)V (i — 2-1) + (R(z:) — R(wi-1))?

-y 27rR(§i)\/1 + (R(‘”i)_—m)z(mi @)~ Y 20 R(E)V T (R(E) (@ — i),

Li — Ti—1
(5) Warto pamieta¢ o nastepujacym przyktadzie. Niech

B, = {(z,rcosp,rsing) : x € [1,¢], p € [0,27], r < 1},
Se={(z,Lcosp, Lsing):z€[l,d, ¢ € 0,2}

Wtedy
°1 1)e 1 ‘1 1 ‘1
|Bc|:7r/ —dx:—f’ :7r<1—7>, |Sc|:27r/ 71/1+—dx227r/ —dr =2rlnec.
1 x? zl c LT 4 LT
Stad lim._. o0 | Be| = lim m(1—1)=m, ale lim [Sel = lime— 00 27 In ¢ = 4-00.

W przysziosci (Analiza Matematyczna 4) spojrzymy na powyzsze wzory z wyzszego punktu widzenia.
W tej chwili przedstawimy tylko pewna ogdlna idee.
Niech U C R™ bedzie zbiorem otwartym i niech f = (f1,...,fs) : U — R", m < n, bedzie

odwzorowaniem klasy C! ze wzgledu na kazda zmienng osobno, tzn. dla dowolnych j € {1,...,n},
ke {l,....m}ic=(c,...,c,) € U, odwzorowanie zy foky filer, o eh—1, Tk, Chg1, - -, Cm) jest

klasy C! w otoczeniu punktu cj. Niech ngi(c) = ¢} . o(ck) oznacza k-tq pochodng czastkowq funkcji f;
w punkcie c. Zdefiniujmy

Imfle) = (1<j1<;jm<n (det [g%(x)} ik=1,..., m)2)1/2’ zel. (*)

Twierdzenie* 7.5.2. Przy powyzszych oznaczeniach, dla ,reqularnych” zbioréw A C U takich, ze f|a
jest injektywne, m-wymiarowa miara Hausdorffa zbioru f(A) wyraza sie wzorem

A = [ T p(a)da,
gdzie catka po prawej stronie to wielowymiarowa catka Riemanna.
Obserwacja 7.5.3. (a) m=1, f=(f1,...,fn): U —R" A={a,b] CU,
1/2
If@)=( > (f@)?) " =@l =zeU
1<jsn

Wzor (*) to wzor na dtugosé krzywej f|q,p)-
(b) m=n=2, f(l',t) = (1’7@(1) + t(’lﬁ(l’) - (p(l’)), (.Z',t) elUC RQ, A= [aab] X [07 1] C U, gdzie
@, €C p(x) < Y(a), x € [a,b]. Wtedy

1 0
Taf @) = [det Lo s o) — pa)) ) — i) | = 1) — 2]
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Pole zbioru f(A) wyraza si¢ wzorem (°)

*)
120a) = [ W —eteniit= [ ([ wi - e@ni)ar 2 [ e - o)
A [a,b] [0,1] @
gdzie (*) wynika ze wzoru na iteracje caltek Riemanna: Jezeli C’ C ]R’“ D C R sy zbiorami regularnymi
i F:C x D — R jest funkcja ciagla ograniczona, to [, ,, F(z,y)d = [ ([, Fla,y)dy)dz.
(¢) m =n =2, f(t,p) = (tR(p)cosp,tR(p)sing), (t,¢) € U - RQ, A = (0,1] x [, p) C U,

B — a < 2w, gdzie R € C([a, 3), Rs0). Wtedy

B R(p)cosp  tR/(p)cosp — tR(QD sin ¢ 2(

Pole zbioru f(A) wyraza si¢ wzorem

B
HW) = [ 1R = 3 [ B
(d) m =n =3, f(z,t,9) = (z,tR(x) cosp,tR(z)sinp), (v,t,0) € U C R3, A := [a,b] x (0,1] x
[0,27) C U, gdzie R € C! oraz R > 0 na A. Wtedy

0 0
Jsf(z,t, ) = |det [tR (z)cosp R(zx)cosp —tR(x)sing||=[t|R*(z).
tR'(x)singp R(x)sing tR(x)cosp

Objetos¢ zbioru f(A) wyraza sie wzorem
b
HA(F(A)) = / LR (2)dwdtdp — 7 / R2(x)dz.
A a

() m =2, =3, f(z,0) = (a, Rx) cos p, R(z)sin ), (a,) € U C B2, A := [a,b] x [0,2r) C U,
gdzie R € C! oraz R > 0 na A. Wtedy

B 1 0 1 0 2 |R(x)cosp —R(x)sinp|?\1/2
J2f($’¢)_<R/($)COStp fR(:v)singo’ +‘R’(ﬂc)sintp R(m)cosgo) R'(x)sing R(x)cosy )

= (R*(2) + B*(2)(R'(2))*)"* = |R(@)|V1 + (R'(x))2.

Pole powierzchni zbioru f(A) wyraza sie wzorem
b
H2(f(A)) = / R(x)\/1+ (R (x))?dxdyp = 27r/ R(z)\/1+ (R'(x))%dz.
A a

7.6. Calka niewlasciwa

Definicja 7.6.1. Niech ¢ : [a,b) — C, gdzie —o0 < a < b < 00, bedzie taka, ze @[, g € R([a, 5],C)
dla dowolnego a < 8 < b. Zdefiniujmy F,(5) := ff . Moéwimy, ze catka niewtasciwa f; @ jest zbiezna,
jezeli granica f: p = ﬁliril F, () istnieje i jest skoniczona. Piszemy wtedy ¢ € R([a,b),C). Jak zwykle,
jezeli p([a,b)) C R, to piszemy ¢ € R([a,b)). Jezeli dodatkowo f : [a,b) — R, to zamiast f € R([a,b))
bedziemy réwniez pisac f: f < +oo.

Jezeli || € R([a, b)), to méwimy, ze catka niewtasciwa ff © jest bezwzglednie zbiezna.

Analogiczne pojecie calki niewlasciwej mozemy zdefiniowaé dla funkcji ¢ : (a,b] — C, gdzie —co <
a < b < oco. Piszemy wtedy ¢ € R((a, b],C).

Jezeli ¢ : (a,b) — C, gdzie —00 < a < b < oo, jest funkcjg taka, ze ¢|.5 € R(la,F],C) dla

dowolnego przedziatu [«, 8] C (a, b), to méwimy, ze catka niewtas’cz'wa fb @ jest zbiezna, jezeli istnieje ¢ €
(a,b) takie, Ze ¢[(q,;] € R((a, c], C) oraz ¢ € R([c,b),C). Piszemy wtedy ¢ € R((a,b),C) i definiujemy

/@—/so+/ )

(5) We wszystkich przyktadach sprawdzenie injektywnosci odwzorowania f|4 pozostawiamy jako CWICZENIE.
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Obserwacja 7.6.2.  (a) Definicja (*) nie zalezy od wyboru punktu posredniego ¢ € (a,b).
(b) Dalsze rozwazania beda prowadzone dla przedziatu [a,b). Przypadki (a,b] i (a,b) pozostawiamy
jako CWICZENIE.

(c) ¢ € R([a,b),C) <= Rep,Imyp € R([a,b)). Ponadto, fbcp beogo—i—ibemcp

(d) Jezeli p € R([a,b]), gdzie —oo<a<b<oo to ¢|(a,p) € R([a, D), f ©ljap) —f ®.
Istotnie, niech |¢| < C. Wtedy dla § € (a,b) mamy

‘Fw(ﬁ)*/w‘—‘/w‘ /\cpI (b=P)C — 0.

(e) Jezeli p € R([a,b)), gdzie —c0 < a < b < oo, oraz istnieje skonczona granica g := lirgl w(x), to
po potozeniu ¢(b) := g mamy ¢ € R([a, b],C)

Istotnie, mozemy zalozyé¢, f = ¢ : [a,b) — R. Wezmy dowolne ¢ > 0 i niech 8 € (a,b) bedzie
taka, ze b — 3 < 1 oraz |f(z) —g| < § dla 8 < x < b. Poniewaz [ € R([a,f]), zatem istnieje podziat

= (to,...,tm) przedzialu [a, (] taki, ze U(f,7") — L(f,7') < §. Niech m := (to,...,tm,b). Jest to
podzial przedziatu [a, ] oraz

U(f7ﬂ—) - L(fvﬂ-) = U(f7 7T,) - L(f7 ﬂJ) + (M(f7 [Ba bD - m(f7 [B7 bD)(b_ ﬁ) <e¢

(f) Jezeli funkcja f : [a,b] — R, b < +00, ma pierwotna F oraz f € P([a,b)), to f € R([a,b)) oraz
f; f = F(b)— F(a). Oznacza to, ze w tym przypadku catka Cauchy’ego pokrywa si¢ z niewlasciwa catka
Riemanna.

Dla przyktadu: f(z) = ﬁ (F(z) = Vx).

Istotnie, wobec Twierdzenia 7.3.11(b), ﬁhril ff f= Blirg (F(B) — F(a)) = F(b) — F(a).

Przyklad 7.6.3. ) Dla0 <y <1:
1 1-y 1 1
—dx = lim —d lim = —
a—0+ xY Ot—>0+].—'7 « ].—’Y
(b) Dla v > 1:
+o0 8 1—

1 1 78 1
/ —dr = lim —dxr = lim ac ‘ = —.
1 Y B—+oo J; a7 B—+ool—vyl1 vy—1

()

/ T lim / ’ _dw + lim / ’ _dw lim arctgz|’ + lim arctgz|?
= = = Tr.
oo L+ 22 Bt fy 1422 a—m-ooJ, 14+22 potoo 8%l T A & la

Twierdzenie 7.6.4. Jezeli f : [a,b) — Ry i f|ja,5) € R([a, B]) dla dowolnego a < B < b, to

b 0 Bn
| <o = B ycan e =Bo < i< < B /b Z/ f <+,
a n=1 n—1

Dowdéd. W naszym przypadku funkcja Fy jest rosnaca oraz Fy(0,) = Z ﬁk e O

Twierdzenie 7.6.5 (Warunek Cauchy’ego zbieznosci calek niewtasciwych). Niech ¢ : [a,b) — C bedzie

taka, ¢|q.5 € R([a,B],C) dla dowolnego a < B < b. Wtedy catka niewtasciwa ff(p jest zbiezna wtedy

i tylko wtedy, gdy dla dowolnego € > 0 istnieje ¢ € (a,b) takie, Ze dla dowolnych ¢ < f1 < B2 < b mamy
B2

| [5° ol <e.

Dowdd. (=): [ ¢ = F,(82) - Fo(5).
(<): Niech a < B, < b, n € N, 8, — b. Wtedy nasz warunek gwarantuje, ze ciag liczbowy
(F,(8n))52, spelnia warunek Cauchy’ego. Jest wiec zbiezny do granicy skoriczonej. O

Twierdzenie 7.6.6 (Kryterium poréwnawcze). Niech ¢ : [a,b) — C, ¢ : [a,b) — Ry bedq takie, zZe:
o 0l 9liag € R([a, 8], C) dla dowolnego [ € (a,b),
o lp@)| <g(x), € ab),
e g€R(a,b))
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Wtedy ¢ € R([a,b)) oraz |f:<p| < f:g.
W szczegdlnosci, jezeli |p| € R([a, b)), to ¢ € R([a,b)) oraz \f; 0| < ff lo|.
Przyktad 7.6.7. (a) Catka +°O “fr;%x jest bezwzglednie zbiezna.
(b) Calka f+°° Sin2ds jegt Zblezna.

Sllllﬁ

Istotnie, pomewaz hn}) = 1 osobliwo$é jest tylko w 400 i wystarczy zbadaé¢ zbiezno$é catki

f1+0° sm;vdz Calkuj@c przez CZQSCI mamy f+°o smzzdz __ —cosz |+oc _ 1+°O cos zdz = cosl — f1+00 cosmaédz
i wystarczy zauwazy¢, ze ostatnia catka jest bezwzglednie zbiezna.
(c) Calka f+°° sinzds pjie jest zbiezna bezwzglednie.
Istotnie,
sin z|dz sin z|dz 1 <=2
/ Isin el z/ [sin el Z / sinaldr = 302 = foo.
0 (n—1)m nm Jmn-1)r T n—1 n

Twierdzenie 7.6.8 (Kryterium calkowe zbieznosci szeregéw). Niech f : [0,+00) — [0, +00) bedzie
funkcjg malejacq, S Z f(k) fo f, n € Ny. Wtedy:
(a) Sp—In— g€ [O,f( )]
(b) [T f <400 <= > f(n) < +oo.
n=0

Dowdd. (a) Zauwazmy, ze f(k jk f —1), ke N. Stad S,, — f(0) < I, < S, — f(n), a wiec
f(n) < S, — I, < f(0). Wystarczy jeszcze pokazac’, ze ciag (Sp — 1,)5%, jest malejacy:

n+1

n

(b) wynika z (a). d

= Jest

1
n2 to n(lnn)

o0
Przyklad 7.6.9. f; I(lnfz)a = fl+°° d 400 < a > 1. W takim razie szereg >

n=2
zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy o > 1.

7.7. Funkcje dane calka

Twierdzenie 7.7.1 (Twierdzenie o funkcjach danych calka). Niech 2 € topR, niech P = [a,b] CC R
i niech f: 2 x P — R bedzie odwzorowaniem takim, ze dla pewnego k € No U {oo} mamy:

o f(-,t) € C*(2) dla dowolnego t € P

e odwzorowanie 2 x P > (x,t) — 81] I(z,t) € R, gdze %(x t) == (f(-,1)9)(x), jest ciggte dla
i<k ()
Wtedy odwzorowanie 2 > & f: f(x,t)dt jest klasy C*(2) oraz ¢\ (x) = fab g;{ (x,t)dt, z € 2, j <
k(7).

Dowdd. Wystarczy rozwazy¢ przypadki £ = 01 k =1 (a nastepnie iterowaé rozumowanie).

k = 0: Ustalmy a € 2, r > 0 takie, ze [a — r,a+ 7] C £21ie > 0. Odwzorowanie f jest jednostajnie
ciagte na [a—r, a+r]x P. Zatem istnieje 0 < 0 < r taka, ze | f(x,t)—f(a,t)| < edla (z,t) € (a—0,a+5)x P.
Otrzymujemy stad:

lo( / |f(z,t) — f(a,t)|dt <e(b—a), x€ (a—da+?d).

k = 1: Wystarczy wykazaé, ze ¢'(z) = fa %(x,t)dt, x € 12 (claglos¢ ¢’ zapewnia przypadek k = 0).
Ustalmy a € £2, r > 0 takie, ze [a — r,a+r] C £21e > 0. Odwzorowanie % jest jednostajnie ciagle na

X

E? Dla k = 0 warunek ten oznacza po prostu ciaglos¢ f.

7) Tzn. mozemy rézniczkowaé pod znakiem calki.
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[a—r,a+7] x P. Zatem istnieje 0 < § < r taka, ze |%(ac7t) 6f(on t)| <edla (z,t) € (a—d,a+d) x P.
Stad, na podstawie twierdzenia o przyrostach skoniczonych, otrzymujemy:

cp(a—l—h)—go( ) 6f (a+h7t)_f(a7t)_ﬁ(a
h oz h Oz’

dt‘

t)|dt <e(b—a), 0<|h|<d O

Twierdzenie 7.7.2 (Twierdzenie o funkcjach danych catka niewlasciwa). Niech {2 € top R, niech —oo <
a <b< +oo i niech f: 82 x [a,b) — R bedzie odwzorowaniem takim, ze dla pewnego k € Ny U {oo}
mamy:

o f(-,t) € C¥(2) dla dowolnego t € [a,b),

e odwzorowanie 2 X [a,b) D (z,t) — if- € R jest ciggte dla j < k,

e dla dowolnego j < k istnieje odwzorowanie g; € R([a,b)) takie, ze |g;’: (z,t)] < g;(t) dla (z,t) €
Q2 x [a,b). ‘
Wtedy odwzorowanie 2 3 x — fab f(x,t)dt jest klasy C*(2) oraz ¢\ (x) = fab g;’: (x,t)dt, z € 2, j <
k(®).

Odnotujmy, ze analogiczny wynik zachodzi, gdy przedzial [a, b) zastapimy przedziatem (a,b] (—oo <
a < b < 400) lub tez przedziatem (a,b) (—oo < a < b < +00).

Dowdd. Ustalmy ciag a < B, < b, 3, / b i niech ¢,(z) f’gV f(z t)dt z € {2. Na podstawie
poprzedniego twierdzenia wnioskujemy, ze ¢, € C*(£2) oraz cp,(,J) fﬁ” o, t)dt, v € 2, j < k.
Zauwazmy, ze ¢, — ¢ jednostajnie na {2. Istotnie, |¢,(x) — ¢(x)| < fﬁ go(t)dt — 0. Wynika stad, ze
 jest ciagla. Analogicznie, dla dowolnego j < k ciag (¢ G ))V 1 Jebt zbiezny jednostajnie. Teraz wystarczy
juz tylko wykorzysta¢ twierdzenie o rézniczkowaniu ciagu wyraz po wyrazie. (]

Przyklad 7.7.3 (Funkcja I" Eulera). Niech I'(z) := [~ t*"te 'dt, z > 0. Wtedy:
o ['c COC(R>0),
e I'Y)=1,al(z)=T(x+1),z>0.

W szczegolnosei, I'(n + 1) = nl, n € Ny.

Dowdd. Niech f(x,t) :=t""le7? z,t > 0. Wtedy I'(z fo z,t)dt + [ f(z,t)dt, x > 0. Zauwazmy,

ze ng{(x, t) = t*~!(Int)*e~*. Wobec poprzedniego tw1erdzen1a, dla dowodu, ze I jest klasy C*> wystarczy
pokazaé¢, ze dla dowolnego przedziatu [, 5] C (0,400) i dla dowolnego k € Ny istnieja funkcje g €
R((0,1]), hg € R([1,+00)) takie, ze:

o [t* Ynt)ke | < gi(t), x € [, 8], t € (0,1],

o [t""I(Int)ke | < hi(t), z € [a, 8], t € [1,00).
Zdefiniujmy:

o gu(t):=t*"IntlFet, 0 <t < 1,

o hyp(t) := NIf—1+h=N gdzieN>ﬂ+k

Dla 0 < € < @ mamy fo gr(t)dt < const(e f tel—edt = M Calkowalno$é hy, jest oczywista.
Ponadto,

91 (Int)ket < Bk 1 < NIB-1+E-N
Jest widoczne, ze I'(1) = 1. Ponadto, dla z > 0 mamy:

o0 +o00 oo
I'x+1)= / tretdt = ftxef"’)o + :c/ t*te7tdt = xI(x). O
0 0

7.8. Calki krzywoliniowe

Bedziemy kontynuowaé rozwazania z § 7.4. Na wstepie przypomnijmy Twierdzenie 7.4.5.

(8) Zauwazmy, ze nasze zalozenia gwarantuja zbieznosé¢ wszystkich wystepujacych w tezie calek niewtasciwych.
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Twierdzenie 7.8.1. Dowolna droga v : [0,1] — R™ jest prostowalna (9) oraz

Ly) = / I @lde. ()

Niech v : [a,b] — R™ bedzie krzywa i niech f :v* — R bedzie dowolng funkcja ograniczona (11).
Dla podziatu 7 = (tg, ..., ) przedziatu [a,b] i dla punktow posrednich & = (&1,.. ., &) niech

M(f,y,m,€) ==Y FENI(E) = v(t-1)]l-

j=1

Powiemy, ze funkcja f jest catkowalna wzdtuz krzywej v (f € R(7)), jezeli istnieje ¢ € R takie, ze dla
dowolnego normalnego ciagu podziatow (mj)32, przedziatu [a,b] oraz dla dowolnego wyboru punktow
posrednich (£)%2, mamy M(f,~, mx, &) — c. Liczbe ¢ nazywamy catkq krzywoliniowq niezorientowang
z funkcji f po krzywej v i oznaczamy ¢ = f,y fdl.

Obserwacja 7.8.2. (a) Catkowalnosé i catka sa niezalezne od parametryzacji krzywej.

Istotnie, wystarczy tylko zauwazyé, ze jezeli 7 : [¢,d] — [a, b] jest §ciSle rosnaca bijekcja, to jest to
odwzorowanie jednostajnie ciagte, a w szczegolnosci obraz normalnego ciagu podzialoéw jest normalnym
ciggiem podzialow.

(b) ~ jest prostowalna wtedy i tylko wtedy, gdy 1 € R(7y). Ponadto L(vy) = f,y 1dl.

(c) f € R(y) < f € R(Sv). Ponadto, fev fdl = fv fdi (12).
(d) Jezeliv;:[0,1] — R™, j = 1,2, sg krzywymi takimi, ze y1(1) = 72(0) oraz f : vf U~vys — R jest
funkcja taka, ze f|7; € R(vj), j=1,2,t0 f € R(y1 @ 72) oraz

/mm fdi :/71 fdl+/w fdl.

Istotnie, wystarczy rozwazy¢ normalny ciag podziatow bedacy ,,suma” normalnych ciagdéw podzialdow
dla poszczeg6lnych krzywych i udowodnié, ze w definicji catki krzywoliniowej niezorientowanej mozemy
bra¢ tylko takie normalne ciagi podziatow ()72, dla ktorych t € m, k > 1, gdzie ¢ jest ustalonym
punktem z (a, b).

Rozwazmy bowiem dowolny podzial m = (to,...,¢y) i ciag punktéw posrednich & = (&1,...&n).
Przypusémy, ze t € (ts_1,t). Niech 7’ := (to,...,ts_1,t,ts,...,tm) i niech & bedzie uzupetnionym cig-
giem punktow posrednich (zachowujemy wszystkie dotychczasowe punkty posrednie). Wtedy (por. dowod
Lematu 7.4.3) mamy:

|M(f,7,m,&) = M(f,v, 7", &) = | F(€)V(ts) — v(ts—1)|| = FEDIVE) — v(ts—D)Il = F(Ehr1) A (ts) — v (@E)I]
< 3(s$p|f|)ww(diam7f);

dalej rozumujemy standardowo.
(e) Operator R(y) > f — f,y fdl € R jest liniowy.

Twierdzenie 7.8.3. Niech v : [0,1] — R™ bedzie drogg. Wiedy mamy C(v*) C R(vy) oraz

/ fl = /0 FGOIN®ld, fecqr). (1)

9) Wzgledem odlegtosci euklidesowej.

Tu i dalej || || oznacza norme Euklidesowa w R™.

Przypomnijmy, ze v* := v([a, b]) jest obrazem geometrycznym krzywej ~.
Uzasadnia to nazwe ,caltka niezorientowana”.

Zauwazmy, ze catka po prawej stronie istnieje. Twierdzenie daje praktyczny sposéb obliczania calek niezoriento-



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej II, wersja z 7 czerwca 2020

7.8. Calki krzywoliniowe 133

Dowdd. Mozemy zalozyé, ze v jest klasy C!. Ustalmy podzial m = (t,...,t,,) oraz punkty posrednie
&= (&,...,&n). Wtedy na postawie twierdzenia o przyrostach skoriczonych mamy:

[M(f,7,7,8) = M((f o NIV Il 7, 6 Zlf DI (E;) = (Ei-1) = 7' (€) (&5 — ti-1)

< maX|f| Z sup{[|[v'(n) = 7€)l : m € [ti—1,t5]}) (85 — tj—1) < (Dg%ﬂf\)ww’(diamﬂ);

dalej standardowo. U

Niech teraz « : [a,b] — R™ bedzie dowolna krzywa i niech V = (V4,...,V,) : v* — R" bedzie

dowolnym odwzorowaniem (polem wektorowym) ograniczonym. Dla podziatu © = (to, ..., t,,) przedziatu
[a, 0] 1 dla punktéw posrednich & = (&1,. .., &) niech
m
M(V,y.m.€) = S (VE). () (). ()
Jj=1

Powiemy, ze pole V jest catkowalne wzdluz krzywej vy, jezeli istnieje ¢ € R takie, ze dla dowolnego
normalnego ciagu podziatow ()32, przedziatu [a,b] oraz dla dowolnego wyboru punktéw posrednich
(&k)72, mamy M (V,~,mg, &) — c. Liczbe ¢ nazywamy catkq krzywoliniowq zorientowang z pola V' po
krzywej v i oznaczamy c = f,y Vdx = fw Vidxy + -+ + Vypde,.

Obserwacja 7.8.4 (CwICzENIE).  (a) Calkowalno$é i catka sa niezalezne od parametryzacji krzywe;.
(b) Pole V jest catkowalne na v wtedy i tylko wtedy, gdy jest calkowalne na ©v. Ponadto,

/GVVd:v:f/VVdJ: (15)

(c) Jezeli y; : [0,1] — R™, j = 1,2, sa krzywymi takimi, ze 7, (1) = 72(0) oraz V : 74f U~ys — R”
jest odwzorowaniem takim, ze V jest calkowalne osobno na 1 i 2, to V jest catkowalne na 7y, @ ~y- oraz

/ de:/ Vdm+/ Vdx.
Y1D72 71 Y2

(d) Calka zorientowana po krzywej v jest operatorem liniowym.

Twierdzenie 7.8.5. Niech v :[0,1] — R™ bedzie drogq. Wtedy kazde pole ciggle V' jest catkowalne na
v oraz

1
/ Viz — / (V(1(0), 7' (&)t (*9)

Dowdd. Mozemy zalozyé, ze v jest klasy C!. Ustalmy podzial m = (t,... ,t,,) oraz punkty posrednie
&= (&1,...,&n). Wtedy wobec nier6wnosci Schwarza mamy

IM(V,7,m,6) = M((V 07,7), ZK At) = 1(t5-1) =V (E) s — t50))|

<ZHV(7(£¢))HHV(%)* Y(ti-1) =7 (€)= t-0)|l < (max|[V])wy (diam);

dalej standardowo. (|

n
(14) (, ) oznacza standardowy iloczyn skalarny w R™, Z zjY;-

5) Uzasadnia to nazwe ,calka zorientowana’.

6) Zauwazmy, ze catka po prawej stronie istnieje. Twierdzenie daje praktyczny sposob obliczania calek zorientowa-

nych.






ROZDZIAL 8

Szeregi Fouriera

8.1. Twierdzenie Riemanna-Lebesgue’a

Do tematyki zwigzanej z szeregami Fouriera powrécimy w wyktadzie z Analizy Matematycznej 4.
Niech

Ror(R):={f:R—R: f“_,mr] € R([—m, 7)), Vaer : flx +27) = f(x)},
Con(R) :={f €C(R) : Vyer : f(x +27) = f(x)}.
Definicja 8.1.1. Dla dowolnej funkeji f € Ror(R) definiujemy jej wspétczynniki szeregu Fouriera (1) :
1 /" 1 /7
ap = an(f) = — f(t)cosnt dt, b, =0b,(f) :=— f(t)sinnt dt, n € Ny.
™ J)_n T J—n
Szeregiem Fouriera funkcji f nazywamy szereg funkcyjny:
ao - .
S(z)=S(f;z) := 5 + Z(an cosnz + by sinnz), z€R.

n=1

Jego sumy czesciowe oznaczamy przez:

k
Sk(x) = Sk(f; ::?0 Z an cosnz + by, sinnz), z €R, k€ Ny.

Obserwacja 8.1.2.  (a) Jezeli szereg S(f;xo) jest zbiezny, to zbiezny jest tez szereg S(f;xo + 2km)
oraz S(f;xo + 2km) = S(f;x0), k € Z. W tym sensie funkcja S(f;-) jest okresowa o okresie 27.
(b) Jezeli funkcja f jest parzysta, to b, = 0, n € N. Wtedy szereg Fouriera funkeji f ma postac

S(f;x) =%+ > apcosnx i jest nazywany szeregiem kosinusdw.

n=1
Istotnie,
1 /" u=—t 1 . 1 (7 .
by = — f(t)sinnt dt f(—u) sin(—nu) (—du) = —— f(u)sinnu du = —by,.
) T Ja T
(c) Jezeli funkcja f jest nieparzysta, to a, = 0, n € Ny. Wtedy szereg Fouriera funkcji f ma postac
o0 -
S(f;x) = > bysinnaz i jest nazywany szeregiem sinuséw — CWICZENIE.
n=1

(d) an(1) =0,n €N, ag(l) =2. Stad Sk(l;2) =1, k € Ny, oraz S(1;z) = 1.
(e) Niech

1 cosnx sin nx

o = Wors Yon—1(z) = T on(x) := T

Wtedy uklad (¢,)52, jest ortonormalny, tzn.

n=12....

/ () pr(t) dt =61, j,k € Ng— CWICZENIE.

—T

Twierdzenie 8.1.3 (Riemanna-Lebesgue’a). Jezeli |f| € R(P), gdzie P C R jest przedziatem, to

lim f( Jcosat dt = lim f( )sinat dt = 0.

|| —=+o00 |a|—+o0

W szczegolnosci, dla f € :RQ’,(( ) mamy an(f) — 0, bn(f) — 0 przy n — +o0.

(1) Jean Fourier (1768-1830).

135
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W rzeczywistosci Twierdzenie 8.1.3 jest prawdziwe dla obszerniejszej klasy funkcji.

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy dla cos at. Przypadek sin at pozostawiamy jako CWICZENIE.
Krok 1°. Jezeli f = x[p q],p, tO

e 1 ¢ 1
/ f(t)cosat dt = / cosat dt = — sinat’ = —(sinag —sinap) —
P p « P «

|at] —+o0
Krok 2°. Dla dowolnego przedziatu [a,b] C P oraz dla dowolnego jego podziatu m = (zg,...,Zy),
jezeli
m
[= chx[x]‘717x]‘]¢P’
j=1
gdzie c1,...,cm € R, to twierdzenie zachodzi
Krok 3" Jezeli (fs); 1 CR(P), [p|fs(t)=f(t)|dt — 0 oraz twierdzenie zachodzi dla kazdej z funkcji

fs, to zachodzi dla f.
Istotnie, niech & > 0iniech s € N bedzie takie, ze [, | fs(t)—f(t)|dt < /2. Niech | [, fs(t) cos at dt| <
e/2 dla |a| = C. Wtedy dla |a] > C mamy

‘/f cosatdt) ’/fs cosatdt) /\fs t)|| cos at|dt <

Krok 4°. Dla dowolnego przedziatu [a,b] C P twierdzenie zachodzi dla funkeji f X[a,b],

Istotnie, wystarczy pokazac, ze istnieje ciag (fs)S2; funkeji ,schodkowych” takich, Jak w Kroku 29,
dla ktorego [, [fs(t) — f(t)X(a,p),p(t)|dt — 0. Niech € > 0 i niech 7 = (o, ..., 2n) bedzie podziatem
przedziatu [a,b], takim ze U(f,7) — L(f,7) < e. Zdefiniujmy ¢; = M(f, [xj,l,x]-]), j=1,....,m,

m

g = Z CQX[LJ 1,2;],P Wtedy

b b b
/ l9() wp (1) = / (9(t) — £(t))dt = / o(t)dt — / F()dt <U(f.m) — L(f.m) < <.

Krok 5°. Niech [as, bs] /" P. Wobec Krokow 3° i 4°, do zakoniczenia dowodu wystarczy zauwazy¢, ze
bs
fp'f_fX[us,bs],P‘:fp‘f|_fas ‘f|—>0 U
8.2. Kryterium Diniego

Zdefiniujmy pomocnicza funkcje:
sin 7(%-;1)1
@k(x) = x € R, ke NO.
sin §
Obserwacja 8.2.1 (CWICZENIE).  (a) @p(—x) = Di(x).
(b) @k(x + 2m) = Py (x).
k
(¢) 3Pi(z) =3+ X cosnaz.
n=1
Lemat 8.2.2. Dla f € Ra,(R) mamy:
1 /™ t —1
:7/ flz+ );Ff(‘” ) gp()dt, weR, keN,.
T Jo

W szczegdlnosci, + [7 @y (t)dt =1, k € No.

Dowdd. Liczymy:
k

Sk(f;2) = %/ﬂ f(t)(%+Z(cosm‘cosnm+Sinntsinmc))dt
- n=1
1 s
= - FO(2+ ) cosn(t—x) dt 1) @ (t —x)dt
RCIES> JREE
= %/ﬁwﬁf(as—&-t); a2 L 77Tf(ﬂc—|—t) / fet)+f@=) & ar,
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gdzie () wynika z tego, ze funkcja podcatkowa ma okres 2. O
Twierdzenie 8.2.3. Dia f € Rox(R) i dla dowolnego 0 < § < ™ mamy:

+f(:v7t)

hr+n Sk(f;x) = lim / I Si(t)dt, zeR

k—-+oo T

(w tym sensie, Ze obie granice jednoczesnie istniejg i sq rowne). W szczegolnosci, prawdziwa jest naste-
pujgca zasada lokalizacji:

O zbieznosci i wartosci S(f; xo) szeregu Fouriera funkeji f w punkcie xg decydujq wytgceznie wartosci
funkcji f w dowolnie matym otoczeniu punktu xg.

Dowadd. Ustalmy x. Funkcja

fla+t)+ flz—1)
2sin %

jest catkowalna. Zatem, na podstawie twierdzenia Riemanna-Lebesgue’a, mamy:

Tfx+t)+ flea—t) . (2k+1)t
lim sin
k—-too T 251117 2

[0, 7] 5t +—

dt =0.

Teraz wystarczy skorzysta¢ z Lematu 8.2.2. (]
Twierdzenie 8.2.4 (Kryterium Diniego). Niech f € Ror(R) i 20, A € R bedg takie, ze funkcja

v fl@o+t)+ flwo—t) —2A
— t
jest catkowalna. Wtedy S(f;x¢) = limg— 400 Sk(f; o) = A.

(0,7] ¢

Dowdd. Na podstawie Lematu 8.2.2 mamy:
t

Si(fizo) — A= %/Oﬁ (Lot NP0 =D g (tyar = 1/07( ()25 ) sin (Qk;rl)t dt.

2 T 5

Poniewaz funkcja (0,7] 2 t — mii przedtuza si¢ do funkcji ciagtej na [0, 7], zatem funkcja (0, 7] >

t— (t )Sin s jest catkowalna i mozemy skorzystaé z twierdzenia Riemanna-Lebesgue’a. O

Obserwacja 8.2.5 (Przyklady uzycia kryterium Diniego).  (a) Jezeli funkcja

flxo+1t) + f(zo —t) — 2f(20)

0,7 5t -2 g

jest catkowalna, to Sk (f;xo) — f(xo).
(b) W szczegblnosci, jezeli istnieje skoriczona granica

Jxo+1t)+ flzo —t) = 2f(w0)

lim
t—0+ t
S(f;z0) = f(o).
(¢) W szczegolnosci, jezeli granice jednostronne f(xot) := lim f(zo + t) istnieja i sa skoniczone,

2f(xzo) = f(xo+) + f(zo—) oraz istnieja skoniczone granice hm M to S(f;x0) = f(zo)-

(d) W szczegolnosci, jezeli f'(xg) istnieje, to S(f; o) = f(;ro).
(e) Jezeli granice jednostronne f(xot) istnieja i sa skoniczone, 2f (o) = f(zo+) + f(xo—) oraz

|f(zo £ 1) — fmo£)| < Ct%, 0<t <6,
dla pewnych C,a,d > 0, to funkcja ¢ (z A := f(x)) jest catkowalna, a zatem S(f;xo) = f(zo).
Przyktad 8.2.6. Niech h: R — R bedzie funkcja okresowa o okresie 27 taka, ze
—x—m, jezeli —m1<x<0
h(z) =40, jezeliz =0
—x+m, jJezeliO<ax<m
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Wtedy
oo .
sinnz
h(z) = S(h;x) =2 ; zeR
() = S(h;z) 222 I

Ponadto, szereg jest zbiezny niemal jednostajnie na przedziale (0, 27) (2)

Istotnie, funkcja h jest nieparzysta, wiec a,,(h) = 0, n € Ny. Ponadto
™ 2/ ™ 2
= 7<7 — 1) cosnt
0 n\w 0

~ 21 .
— f—Zsmnt
0o Tn

T 21
+ ——tcosnt
0o TN

n

bn(h) = z/ (m —t)sinnt dt = —gcosnt
™ Jo n

Zauwazmy, ze funkcja h spetnia w kazdym punkcie warunek z kryterium Diniego bo jest rozniczkowalna
w [—m,0)U (0, 7] (dla 2p = 0 zbieznos¢ jest trywialna). Zbiezno$¢ niemal jednostajna wynika z kryterium

o0
Dirichleta jednostajnej zbieznosci. Istotnie, na podstawie Przykladu 6.2.2(a) wiemy, ze szereg . =~ jest
n=1

zbiezny niemal jednostajnie na T\ {1}. W szczegolnosci, szereg i % =Im ( i #) jest zbiezny
niemal jednostajnie na [—7,0) U (0, 7]. . .

8.3. Twierdzenie Fejéra
Twierdzenie 8.3.1 (Twierdzenie Fejéra (*)). Dia f € Con(R) zdefiniujmy:

op(f;x) = So(f;m)+.'é+sk71(f;x), reR k=1,2,....

Wtedy o (f;-) — [ jednostajnie na R.

Dowdd. Korzystajac z Lematu 8.2.2 i wzoru

— sin? ko
Zsin(2j +1)a=— (CWICZENIE),
- S &«
j=0
dostajemy
k-1
1 (T flx+t)+ f(z—1) 1 e t
i) = — . sin(2 1)=dt
oo =< [ : g L%+ g
1 [ t —t) sin®kj
:f/ fett) /e )-Sm_ 5= dt, zeR, keN.
T Jo 2 ksin® J
Niech
sin® k2
Up(z) = ——=, z€R, keN.
ksin® 3

Zauwazmy, ze L [T W (t)dt =1, k € N. Niech C' > 0 bedzie takie, ze [f(z)| < C, z € R.Dla0 < § <
liczymy:

low(fi2) — f(2)| < l/O” fa+t)+ fle—1t)—2f(x

) ‘wk (t)dt

s 2
1 /0 1 [ 20

< - wr(0)¥(t)dt + — QCQk(t)dtgwf(é)—i-.i“, reR, keN. O
™ Jo ™ Js ksin® 5

Definicja 8.3.2. Wielomianem trygonometrycznym nazywamy dowolna funkcje postaci
k
Ro>z+—— ap+ Z(an cosnz + (3, sinnzx).
n=1

Jako natychmiastowy wniosek z twierdzenia Fejéra dostajemy nastepujacy wynik.

‘Whiosek 8.3.3. Dla dowolnej funkcji f € Cor(R) istnieje cigg wielomiandw trygonometrycznych (wi)5,
taki, ze wp — f jednostajnie na R.

2) Tzn. jest zbiezny jednostajnie na dowolnym zbiorze zwartym K C (0, 27).
3) Lipot Fejér (1880-1959).
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Twierdzenie 8.3.4 (Twierdzenie aproksymacyjne Weierstrassa). Dla dowolnej funkcji f € C([a,b])
istnieje cigg wielomiandw (Py)3e, taki, Ze P, — f jednostajnie na [a,b).

Dowdd. Istotnie, problem sprowadza sie do udowodnienia, ze kazda funkcja f € C([0,7]) daje sie jedno-
stajnie aproksymowac wielomianami (CWICZENIE). Ustalmy f. Funkcje te mozemy oczywiscie przedtuzyé
do funkecji ciaglej na R i okresowej o okresie 27. Na podstawie Wniosku 8.3.3, dla dowolnego £ > 0 istnieje
wielomian trygonometryczny w taki, ze |w(z) — f(z)| < 5, * € R. W takim razie problem sprowadza
sie do aproksymacji na [0, 7] wielomianéw trygonometrycznych zwykltymi wielomianami. Wobec postaci
wielomianu trygonometrycznego, wystarczy umie¢ aproksymowaé funkcje £ —— cosnx i x —— sinnzx,
n € N. To za$ wynika bezposrednio z faktu, ze funkcje te sg rozwijalne w szeregi potegowe zbiezne na
R. d

8.4. Szeregi Fouriera — abstrakcyjny punkt widzenia

Niech H bedzie przestrzenia z semi-iloczynem skalarnym ( , ) (zob. § 5.11.3). Od tej chwili zakladamy,
ze dim’H = oo. Przypusémy, ze (¢n)oy C H jest uktadem ortonormalnym w H, tzn. (;, r) = 0;k,
Jk=0,1,2,....
Obserwacja 8.4.1. Niech H = R([—7, 7]). Wtedy uklad trygonometryczny
1 cosnT sin nx

$o = \/727’ pan-1(x) 1= 77 Pan(z) 1= T

jest ortonormalny, tzn. ffﬁ w;(t)pr(t) dt = 65k, 4,k € N.

n=12....

Obserwacja 8.4.2.  (a) Jezeli f = Xowo + -+ + Aegr, to Aj = (f, ;). j = 0,...,k, oraz ||f||* =
Pol? + - 4 Al

(b) Uktad (¢;)52, jest liniowo niezalezny.

(c) (Ortonormalizacja) Niech (1;)2, bedzie dowolnym uktadem liniowo niezaleznym. Wtedy istnieje

j=0

taki uklad ortonormalny ()32, ze dla dowolnego k=0, 1,2,... mamy
Kepg + -+ + Kipp = Kepg + - - - + Kepg. (%)
Istotnie, definiujemy ¢ = 1o/ ||¢o|| 1 jezeli juz o, ..., s sa zdefiniowane i speliaja (x) dla k =

‘
0,...,¢, to kladziemy @1 = Jo1/[0e41ll, gdzie Je1 := Yes1 — - (bes1, ;) p;. Sprawdzamy, ze

j=0

©o, - -, Pe+1 spelniaja wszystkie wymagane warunki:
I
<19€+1730k> = <W+1, ‘Pk> - Z<¢€+l7gpj><¢j7¢k> = 07 k= 17 ce 76'
j=0

Niech Vi, := Kyo+- - -+Kyy. Oczywiscie Vi, C Viqq orazdimg Vy =k + 1,k =0,1,2,.... Zdefiniujmy
k
Sk H — Vi, Sk(f) = <f7900>900+ : +<fa ()Ok>()0ka k=0,1,2,.... Wiemy, ze HSk(f)H2 = Z |<f7¢]>|2
j=0

Obserwacja 8.4.3.  (a) Sy jest operacja K-liniowa.
(b) Sk =1id na Vk.
(©) (f=5(f),9) =0, g € V.
Istotnie, (f — Sk(f), ;) = (f,05) = (Sk(f), @50 = (f.5) = (fr5) =0, =0,..., k.
(@) If = SkHIZ = IFI> = ISk (NI, f €M, k=0,1,2,....
Istotnie, || f[|* = [|Sk(f) + (f = Sk(INI? = ISk (HII* + I1f = Su(HI?.

(e) (Nierownos¢ Bessela (1)) i (£, on))? < NIfI?, f €H.
n=0

(f) Jezeli H = Ror([—m,7]), zas (n)2%, jest ukladem trygonometrycznym, to nier6wnosé Bessela
ma postac:
1

oo
af + D _(aq +by) < —
n=1

! FA(t)dt.

—Tr

[N

(1) Friedrich Bessel (1784-1846).
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Istotnie, Z [{f, on)| (\fao) (fan) + (V/7hn)?).

(g) Sk(f) reahzuje semi-odlegtosé elementu f od przestrzeni Vi, tzn. ||f — Sk(f)|| = dist(f, Vi) =
inf{|[f —gl:9€Vi}, fEH, k=0,1,2,....

140

Istotnie,
k k
1F =3 Xl = If = S(f) I\Q——2Re(ZA f%)+Z|A |2+Z o)l =3 N = (f el
j=0 j=0

(h) Sk(f) jest jedynym elementem o wlasnosci (g).

Od tej chwili zaktadamy, ze (, ) jest iloczynem skalarnym, z ktérym H jest przestrzeniq Hilberta.
Twierdzenie 8.4.4. Dla dowolnego f € H, szereg S(f) := > (f,©n)pn jest zbieiny.
n=0
Dowdd. Pokazemy, ze szereg S(f) spelnia warunek Cauchy’ego. Mamy

Hif‘pﬂ )% :i|<f7§0j>|2, m > n.
i=n =

Teraz wystarczy skorzystaé z nierownosci Bessela). O

Zauwazmy, ze (k + 1)-sza suma czesciowa szeregu S(f) jest rowna Sk(f). Szereg S(f) nazywamy
szeregiem Fouriera elementu f (w bazie ortonormalnej (¢;)52,). Jest widoczne, ze operacja H > f —
S(f) € H jest liniowa. Ponadto, || f —S(f)II?> = |I£II? = IS(f)||?. W szczegolnosci, ||S(H)I < IfIl, f € H.

Niech V := |J Vi. Odnotujmy, ze V jest podprzestrzenia wektorowa H.

k=0
Twierdzenie 8.4.5. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(i) S=id;
i) 1SHI=IIfIl, f eH, tzn. S jest izometriq,
(i) zachodzi tozsamo$é¢ Parsevala (5) (f,9) = Z (fron)g,0n), frg€M;

(iv) V+ ={0}, tzn. jezeli (f, ;) =0 dla j = 0,1,2,..., of=0;
(v) V="H.

(i) = (ii): f=g.

(ii) = (i): Wynika z rownosci || f — S()II* = [|fII> — [S(H)II*.
(i) = (iv): Jezeli f L ¢, dla dowolnego j, to S(f) = 0.

(iv) = (1): (f — S(f), ¢;) = 0 dla dowolnego j.

(i) = (v): V2oSi(f) — feV.

(v) = (i): Przypusémy, ze V D Vi, o f, — f. Wtedy

If = Sk, (F)|l = dist(f, V&) < If — full — 0.
Poniewaz ciag (|| f — Sk(f)|)7, jest monotoniczny (6), zatem || f — Sk (f)|| — 0, a stad ||f — S(f)|| =0,
czyli S(f) = f. O

Definicja 8.4.6. Jezeli jest spetniony ktorykolwiek z rownowaznych warunkéw z Twierdzenia 8.4.5, to
mowimy, ze uklad ortonormalny (¢,)5% jest zupetny.

Twierdzenie 8.4.7. Dla nieskoriczenie wymiarowej przestrzeni Hilberta H nastepujgce warunki sq row-
nowazne:

(i) w H istnieje uktad ortonormalny zupetny;
(il) H jest przestrzeniq osrodkowa, tzn. posiada przeliczalny podzbior gesty.

5) Marc—Antoine Parseval (1755-1836).
8) 11f = Sk41(Nl = dist(f, Vier1) < dist(f, Vi) = If = Sk(N)]l-
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Dowdd. (i) == (ii): Niech (¢;)%, quzie ukladem ortonormalnym zupelnym. Wtedy, na podstawie
Twierdzenia 8.4.5, zbior A := {Aowo + -+ + Ak : k € Ng, Ag,..., A\ € KN (Q +iQ)} jest gesty w H
(i oczywiscie przeliczalny).

(ii) = (i): Wobec Obserwacji 8.4.2(c) wystarczy znalez¢ uklad liniowo niezalezny (1;)72, taki,

ze przestrzen V := |J (Ko + -+ + Kebg) jest gesta w H. Niech A = {a1,as,...} bedzie zbiorem

k=0
przeliczalnym gestym i niech g := ay, bedzie pierwszym niezerowym wektorem w tym ciggu. Niech
dalej ¢ := ay, bedzie pierwszym wektorem liniowo niezaleznym z ag,. Jezeli juz okreslimy v; = ay; dla
J=0,...,¢ to chcemy by ¥¢y1 := ar,,, byl pierwszym wektorem liniowo niezaleznym z ag,,. .., ax,.

Gdyby ta procedura si¢ zacinata na pewnym ¢, to wtedy A C W := Kag, +- - - +Kay,. Przestrzen W, jako
przestrzen skoriczenie wymiarowa jest domknieta (zob. Wniosek 5.11.12). Wynika stad, ze H = A = W,
a wiec H musi by¢ przestrzenia skonczenie wymiarowa; sprzecznosc.

Tak wige nasza procedura daje liniowo niezalezny uklad (y;)32, taki, ze A C V, gdzie V jest jak
powyzej. W szczegolnosci, H=A =V. ]

Obserwacja 8.4.8. Przypomnijmy raz jeszcze, ze przestrzen Ro,(R) nie jest przestrzeniag Hilberta
i nie mozemy dla niej skorzystaé z Twierdzenia 8.4.7. Bedzie do mozliwe dla przestrzeni L2 (R) :=
{f:R—R: fl_pn € L*([-7,7]), Vaer : f(@+27) = f(z)}, gdzie L?([—m, 7]) oznacza przestrzen
funkcji catkowalnych z kwadratem w sensie Lebesgue’a. Do tematu wrocimy w trakcie wyktadu z Analizy
Matematycznej 4.

8.5. Kryteria zbieznosci jednostajnej

Twierdzenie 8.5.1 (Kryterium zbieznosci jednostajnej). Niech f € Cor(R) bedzie taka, Ze f|i—xx €
C([—m,7]). Wtedy Si(f;+) — f jednostajnie na R.

Dowdd. Wobec Kryterium Diniego wiemy, ze Sk (f;z) — f(z), € R. Wystarczy wiec pokazac, ze ciag
(Sk(f))32, jest zbiezny jednostajnie. Zastosujemy kryterium Weierstrassa i wykazemy, ze

Zmn ) 4 16n (£)] < 4o0.

Zauwazmy, ze ' € Ror(R). W szczegdlnosci, na podstawie nierownosci Bessela, mamy:

2 1 T 12
+Z Vb)) < _ﬂf (t) dt

Catkujac przez czesci dostajemy: an,(f') = nbn(f), bu(f) = —na,(f), n = 1,2,... (7) Teraz, na
podstawie nier6wnosci Schwarza, mamy:
o0 [e o] [e o]
1 11\1/2 1/2
Z lan(£)l =" —lnlN< (D —5) (W) < 4o
n=1 n=1 n=1
Zbieznosé szeregu Z |b,(f)| sprawdzamy analogicznie. O

n=

Twierdzenie 8.5.2 (Kryterium zbieznoSci niemal jednostajnej). Niech f : R — R bedzie funkcjg
okresowq o okresie 27, takaq, ze f|[_x ) € C'Y([~m, 7). Wtedy

Sul i) — LIS,

Ponadto, Si(f;+) — f niemal jednostajnie w dowolnym przedziale otwartym, w ktorym f jest klasy C*.

reR.

Dowdd. Przypomnijmy Przyktad 8.2.6. Niech h : R — R bedzie funkcja okresowa o okresie 27 taka, ze

—x—m, Jjezeli —m<2x<0
h(z) =10, jezeliz =0
—x+m7m, jJezeiO<z <7

(7) Dla przykladu: an(f') = %fjﬂ f'(t)cosnt dt = %f(t) cosnt|™ + fjﬂ f(t)sinnt dt = nb, (f).
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Wtedy

h(z) = S(h;x) = 22 smnx’ z €R.
n

Ponadto, szereg jest zbiezny niemal jednostajnie na przedziale (0, 2m).

Bez zmiany szeregu Fouriera mozemy zmodyfikowaé funkcje f tak, by
2f(z) = f(z+) + f(z—), ze€R.
Po takiej zmianie, pierwsza czesé¢ tezy sprowadza sie do udowodnienia, ze
Sk(f;+) — f punktowo na R.

Zatozenie, ze f jest kawatkami klasy C! gwarantuje, ze w kazdym punkcie € R, spelniony jest warunek
z kryterium Diniego, tzn. istnieje skoriczona granica

o @R D) 2@ et h) ) )~ )
h—0+ h T o+ h h—0+ h ’

co daje zbiezno$¢ punktowa.
Problemem jest zbiezno$¢ niemal jednostajna. Niech —m = & < -+ < £y = 7w beda punktami
,osobliwymi” funkcji f, tzn. dla dowolnego j € {1,..., N} funkcja

f(&21+), jezelizm =&
[§j,1,§j] Sxr f((E), jezeli fj,1 <z < fj
&), jezeli x = &
jest klasy C'. Niech
o JAUEGH) = F(§7)), jedeli j € {0, N} .
TG — f(&P), erelij=1,... N1

Odnotujmy, ze ¢y = cy. Zdefiniujmy
1N
— h(z — R.
g() = W;) (x-¢), =€

Jest to oczywiscie funkcja okresowa o okresie 27 i kawalkami klasy C!' (o co najwyzej tych samych
punktach osobliwych w [—m, 7]). Pokazemy, ze g jest ciagla.
Istotnie, dla £ € {0, N} mamy:

N

9(Et) — g(e-) = dee — = 35 (&~ &) +) ~ h((& ~ &) )

=0
=4dcy — 2 Z cj =4ce — 2¢cp — 2¢p = 0,

j€{0,...,N}:
(&e—=&;)/(2m)€EL

zas dla £ € {1,..., N — 1} mamy:
1 X
g(&e+) — g(&e—) = 2c¢ — p ch (h((& —&)+) —h((&—-¢&) - )) =2¢; —2¢, = 0.
j=0
Na podstawie Twierdzenia 8.5.1, Sk(g,-) — g jednostajnie na R. Zauwazmy, ze
Sk(g; ) = Sk(f;2) chsk h(-—§&);x), k=0,1,2,....

Teraz pozostaje juz tylko skorzysta¢ z Przyktadu 8.2.6, z ktorego wynika, ze S (h(-—¢&;);x) — h(z—&;)
niemal jednostajnie w kazdym z przedzialow (§;-1,¢;), 7 =1,...,N. O
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8.6. Funkcje o wahaniu ograniczonym

Definicja 8.6.1. Dla dowolnej funkeji f : [a,b] — R zdefiniujmy

N
V() = Vi () i=sup { 3 17(t-1) = St : N €N, a=to < - <ty =b}.
j=1
Liczbe V(f) € [0, +o00] nazywamy wahaniem funkcji f na przedziale [a,b]. Jezeli V(f) < 400, to mo-
wimy, ze funkcja f ma wahanie ograniczone. Zbioér funkcji o wahaniu ograniczonym na przedziale [a, b]
oznaczamy przez BV ([a,b]).

Obserwacja 8.6.2 (Odwzorowania o wahaniu ograniczonym).  (a) V(af) = |a|V(f), a« € R,
V(f+g) <V(f)+ V(g). W szczegolnosci, BY([a, b]) jest przestrzenia wektorowa.
(B) Vian)(f) = Vi (f) + Vi (f), a < ¢ < b W szezegolnosci, Vie g (f) < Vi p)(f) dla [e, d] C [a,b].
(¢) [f(z") = f@")| < Vigr am(f), 2’ 2" € [a,b]. W szczegdlnosci, BV([a,b]) C B([a,b]).
(d) Dla f,g : [a,b] — R mamy: V(fg) < (supp s |f]) - V(g) + V(f) - (suppq4 g]). W szczegolnosei,
BY([a,b]) jest algebra.
(e) Jezeli f : [a,b] — R jest monotoniczna, to V(f) = |f(a) — f(b)|. W szczegolnosci, f € BV([a,b]).
(f) Jezeli f : [a,b] — R spelnia warunek Lipschitza ze stala L, to V(f) < L(b — a). Dla przyktadu,
jezeh f jest rozniczkowalna i ma ograniczong pochodna, to f € BV([a b]). W szczegdlnosci, C*([a, b]) C

V([a,0]).
(g) Niech f(x) := {

sinZ,  jezeli0<a <2 . e
gsln z J.e%e; z =7 (f jest oczywiscie ciagta). Mamy:
, jezeli x =

n—1
Voalh > 2 1Gsres) Gg)

n—1 9 9 n—1 1 é
_ : n : ) >4 : WICZENIE .
jzl(znsz o —2j +1 ;2n72;+3 e

(h) Dla f € BV([a,b] mamy: f € C([a,b]) <= funkcja [a,b] 3 z = Va1 (f) jest ciagta.
Istotnie, implikacja (<=) wynika (b) i (c): [f(z) = f(2")| < [Via,2(f) = Viaor(f)], ', 2" € [a,b].
Dla dowodu implikacji (=) zauwazmy, ze, wobec (b), funkcja ¢ jest niemalejaca, a wiec jej nie-
ciaglos¢ oznacza istnienie skoku, np. p(z) > ¢(zp) + ¢ dla dowolnych a < zg < = < b, gdzie 6 > 0.
Wobec (b) mamy: Vi, .1(f) > 8, z0 < 2. W szczegolnosci, Vi, 4 (f) > 6, co oznacza istnienie podziatu
N

o =1ty < --- <ty = b takiego, ze Y |f(t;) — f(tj—1)| > 0. Korzystajac z ciaglosci funkcji f wniosku-
j=1

N

jemy, ze istnieje punkt zg < @1 < t1 taki, ze |f(z1) — f(t1)| + > |f(t;) — f(tj—1)] > I, skad wynika,
j=2

ze Vi, 5(f) > 6. Powtarzajac to samo rozumowanie dla przedziatu [x¢, 1], wnioskujemy, Ze istnieje

ro < xp < 21 taki, ze Vi, 5,)(f) > 6. Po k krokach dostajemy ciag 2o < xp, < --- < w1 < b taki, ze
Vie;w;_0(f) > 6, j =k, ..., 2. Teraz, korzystajac z (b), mamy:

V[zg,b](f) = V[Lolk](f) + V[wk,wk_l](f) +ee A+ V[.’Lz,ll](f) + V[Ll,b](f) = (k + 1)6 k:oo +00;

sprzecznosé.
W przypadku skoku: p(z) < ¢(z¢) — § dla dowolnych a < z < z¢ < b, postepujemy analogicznie.

Twierdzenie 8.6.3 (Rozklad Jordana). Funkcja f : [a,b] — R ma wahanie ograniczone wtedy i tylko
wtedy, gdy f = f1 — fa, gdzie f1, fo : [a,b] — Ry sq¢ niemalejgce (8). W szczegolnosci, zbior punk-
tow nieciggtosci funkcji o wahaniu ograniczonym moze byé co najwyzej przeliczalny oraz kazda funkcja
o wahaniu ograniczonym ma w kazdym punkcie skoriczone granice jednostronne.

Ponadto, jezeli f jest ciggta, to funkcje f1 i fo mozna wybraé w klasie funkcji ciggtych.

(8) Jest to tzw. rozktad Jordana. Oczywiscie nie jest on jednoznaczny: f = (f1 +¢) — (f2 +¢), ¢ = 0.
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Dowdd. Dostateczno§é warunku wynika z Obserwacji 8.6.2(a)(e).

Dla dowodu koniecznosci, niech fi(x) := Vi, 4(f) + |f(a)|, © € [a,b]. Na podstawie Obserwacji
8.6.2(b), funkcja f1 jest niemalejaca. Ponadto, na podstawie Obserwacji 8.6.2(h), jezeli f jest ciagla, to f1
jest ciagta. Pozostaje wykazac, ze funkcja fo := f1 — f jest niemalejaca (poniewaz fo(a) = fi1(a)— f(a) =
|f(a)| — f(a) > 0, bedzie ona automatycznie nieujemna). Korzystajac z Obserwacji 8.6.2(b)(c), dla
a <z’ <2’ <b, mamy:

f2(a") = f2(2") = Vig o (f) = Viea (f) = (f(2") = f(2") = Vi o (f) = (f(2") = f(2")) = 0. O

8.7. Kryterium Jordana

Twierdzenie 8.7.1 (Kryterium Jordana). Niech f € R (R), 20 € R 40 < § < 7 bedg takie, ze
Vigo—s,00+8 (f) < +00 0raz 2f(z0) = f(zo+) + f(wo—) (°). Wtedy Sk(f;z0) — f(zo).

Lemat 8.7.2 (Twierdzenie o wartodci sredniej). Niech ¢ : [a,b] — Ry bedzie funkcjq monotoniczng
i niech ¢ € R([a,b]). Wtedy istnieje punkt £ € [a,b] taki, ze

b b .. .
w(b— W(t) dt,  jezeli ¢ jest rosngca
/ @(t)ip(t) dt = ( )fég © o .
a olat) [>(t) dt,  jezeli ¢ jest malejgca

Dowdd. Podstawienie ¢ := a + b — u redukuje przypadek malejacy do rosnacego. Dla n € N, niech
b—a .

thji=a+——j4, j=0,...,n
n
b 1, (2 .
Mamy [ @(t)¢(t) dt = sp’ + s»’, gdzie
n tn,j n b,
W= D pltns-) / vl dt, s = Z/ (i) = otng—1) )w(t) dt.
Jj=1 tn,j—1 =1 t

¥ n,j—1

Niech
b
o@) = [0 s
x
Przypomnijmy (Twierdzenie 7.3.1), ze g jest funkcja ciagta. Niech m := I[ni;]lg7 M = r[naz)]{g. Przeksztal-

camy:
0 =3 eltng 1) (0t 1) ~ 9(6n)) = P(@9(@) + 3 gltn) (90ns) ~ pltn ).

Wynika stad, ze
mo(tnn-1) < 37(11) < Mo(tyn-1), mneN.

Dalej mamy:

bn.g b—a
21 < () — @) max [ wiolde < (o) - @)™ — 0,
T tn,j—1
gdzie |1)| < C = const. Ostatecznie, przechodzac z n do +oo dostajemy:
b
mplb-) < [ e(Ou(0) de < Mipfo-).

a

Teraz wystarczy juz tylko skorzystaé z wlasnosci Darboux (dla funkeji g). O

Dowdd Twierdzenia 8.7.1. Na podstawie rozktadu Jordana mamy:

flzo +1t) + fzo —t) — 2f (w0) = @1(t) — p2(t),
gdzie 1, 2 : [0,0] — Ry sa niemalejace. Poniewaz

©1(04) — p2(0+) = f(wo+) + f(zo—) — 2f(20) =0,

(9) Przypomnijmy, ze (wobec rozkladu Jordana) granice jednostronne istnieja.
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mozemy zalozy¢, ze ¢1(04) = ¢2(0+) = 0 (zastepujac ¢; przez ¢; — ;(0+)). Teraz, wobec zasady

lokalizacji (Twierdzenie 8.2.3 zastosowane do funkeji f — f(xg)), wystarczy pokazaé, ze dla dowolnej
(2k+1)t

0.

funkcji niemalejacej ¢ : [0,d] — Ry takiej, ze ¢(0+) = 0 mamy
(t)sin ==,
k——4o00

0o 2 sin%
1 1 2k+ 1)t
_ ,) in%dt.

(2k + 1)t _/5
dt = 0 sD(t)(QSin% t

Zauwazmy, ze
. (2k+1)t 5
(1) sin 255 t_/ elt)

[

0o 2 sin 5 2

Poniewaz }gr(l)( - %) 0 (CWICZENIE), zatem funkcja
(0.0]>¢ = 2sin B %’

jest catkowalna (por. Obserwacja 7.6.2(e)). W takim razie, na podstawie twierdzenia Riemanna—Lebesgue’a

$(0) :=0,

1

sin £
2sin 3

G+t o,
k—+o00

2

wystarczy pokazaé, ze
s
/ (t)
0 t
0, mamy:

Korzystajac z Lematu 8.7.2, dla 0 < n
5 n
/ (t) sin (2k + 1)tdt TwR-L / o(t) s
2 k—>+OO 0 t 2
n
Lemat 8.7.2 . sin
LT o) [
k—-+4o00 £(n,k) t

t
]. Wobec zalozenia, ze p(0+) = 0, pozostaje oszacowac ostatnia caltke niezaleznie od

2k + 1)t
gdt
(2k+1)t
2 _at,

lim
k—+occ
SIZUd u| < C(W) C(@)

gdzie £(n, k) € [0,
n i k. Mamy:
(2k+ )t

(2k+1)£(v k)

’/ sm
&(n.k)
Cla) = ‘/ smudu

) mamy:

x> 0.

gdzie
Korzystajac jeszcze raz z Lematu 8.7.2 (z p(u) :=
:‘/ sinudu g , T

max{2,C(0)}, =

2 1,

(1, z]). Tak wiec C(x) <
jezeli 0 < |z| <

(gdzie £ = £(x)
Przyklad 8.7.3. Funkcja

1

fla)={ms’

0,

jezeli x =0
(po okresowym przedtuzeniu na R) spelnia w punkcie xg := 0 warunki kryterium Jordana (CWICZENIE)
—In2 du

— = —00

ale nie spelnia warunkéw kryterium Diniego bowiem
m t —t)—2 T
0 t 0 tln by — 0o u

Przyklad 8.7.4. Funkcja
f(2) |z|cos 57, jezeli 0 < |z| <7
o, jezeli z = 0

(po okresowym przedluzeniu na R) spelnia w punkcie 2y := 0 warunki kryterium Diniego (na podsta-
wie Obserwacji 8.2.5(e)), ale nie spelnia warunkéw kryterium Jordana (CWICZENIE — por. Obserwacja

8.6.2(g)).
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8.8. Funkcje ciggle o rozbieznym szeregu Fouriera

Niech € := Cy,(R). Przestrzeni ta wraz norma supremowa

IfII:= sup{|f(®)] : t € R} = sup{|f(¢)| : ¢ € [-, 7]}

jest przestrzenia Banacha.

Dla dowolnego ustalonego zo € R niech € > f LN Sk(f;x0) € R, k € Ny. Kazdy operator Ly, jest
liniowy. Niech || L|| := sup{|Lx(f)| : || f|| < 1}. Korzystajac ze wzoru

/ flzg+1) +f(x0—t) sin Zkgltdt

t )
sin 3

f7 .TO
dostajemy

int
sin 3

1 [™ |sin 2EH¢]
A e e

T

Lemat 8.8.1. (a) ||Lg|l = dk, k € Np.
(b) sup{dy : k € No} = 4o00.
Dowdd. (a) Ustalmy k € Ng. Przypadek k = 0 jest oczywisty (So(1;20) = 1 = dp). Niech wiec k > 1
Skonstruujemy ciag (fn)22, C & taki, ze ||fn|l <1, n € N, oraz L(f) — dj. Niech
(2k+1)¢

sin
go(t) := sgn (%)7 teR.
sin £

Najpierw konstruujemy (CWICZENIE) cigg parzystych funkcji ciaglych i okresowych g, : R — [—1,1],
n € N, taki ze g, — go punktowo oraz

1 /™ sin 2k"'lt lt
7/ n(t)——=—dt — / t ——=—dt = d.
0

L
T 3

13

Nastepnie kladziemy f,(t) := gn(t — x0), t € R, n € N. Wtedy w = gn(t), a zatem

Li(fn) — di.
(b) Mamy

2 (™ |sin 2kt 2 [EFDZ 1 gingy 2 [F |sinu
op ? [T 2 ST a3
0 ™ Jo 0

T t U s u

k
2 ST | sinu|
== —du > — du = — ]
71—522*/(31)% u ZSW /3 e |sinu| du = 2Zszﬁ+o@ oo

Twierdzenie 8.8.2 (Szczegdlny przypadek twierdzenia Banacha—Steinhausa ( )) Istnieje zbior gesty
ACE, typu Gs (M), taki ze
sup{|Sk(f;x0))| : k € No} = sup{|Lx(f)| : k € No} = +o0, [ € A. (1)

Dowdd. Niech By, :={f € &:|Lx(f)| <n, k >0}, A, ;==&\ B, A:= [ A,. Widagé, ze:
n=1

e B, jest domknigty w & (CWICZENIE),
e A jest typu Gs,
e spelniony jest warunek ().

— [e o]
Pozostaje sprawdzié, ze A jest gesty. Przypusémy, ze B(fo,r0) C E\A = |J B,. Poniewaz przestrzen
n=1

(fo,70) jest zupelna, zatem Twierdzenie Baire’a 5.11.28(ii) daje istnienie ng takiego, ze itz o) (BnoN
(fo,70)) # @. Niech B(go,r) C Bp,. Wynika stad, ze dla dowolnego k > 0 mamy:

i = 124l = sup (L CH)N = 151 =1} < sup { - (1Zao0)ll + 1 Zeoo + rH)D < IF1 =1} <

B
B

2n0

(10) Hugo Steinhaus (1887-1972).

oo
(11) Tzn. A= () An, gdzie Ay jest otwarty w €, n € N.

n=1
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co daje sprzeczno$c. O

Twierdzenie 8.8.3. Dla dowolnego zbioru przeliczalnego B C [—, 7| (12), istnieje zbior gesty A C E,
typu Gs, taki Ze
sup{|Sk(f;x)| : k > 0} = +o00, (f,x) € AX B.
W szczegolnosci, dla dowolnej funkeji f € A jej szereg Fouriera S(f;x) jest rozbiezny dla dowolnego
T € B.

Dowdd. Wobec Twierdzenia 8.8.2 dla dowolnego punktu zy € R istnieje zbiér gesty A,, C &, typu Gs,

taki ze sup{|Si(f;zo)| : k = 0} = 4oo dla f € A,,. Zdefiniujmy A := (| A,. Jest to oczywiscie zbior
zEB

typu Gs. Gestosé wynika z Twierdzenia Baire’a 5.11.28(1). O

(12) Odnotujmy, ze zbiér B moze by¢ gesty w [—m, ).



