Sprawy organizacyjne

Literatura

Wyklad bedzie w zasadzie ,samowystarczalny”. Oto kilka pozycji przydatnej literatury uzupelniajacej (wszyst-
kie pozycje zostaly wydane przez PWN, z wyjatkiem ksigzek H. Cartana i H. Federera):

Andrzej Birkholc, Analiza matematyczna.

Henri Cartan, Calcul différentiel. Formes différentielles, Herman, Paris.

Ryszard Engelking, Topologia ogélna.

Herbert Federer, Geometric measure theory, Springer Verlag, Berlin.

Grigorij Michajlowicz Fichtenholz, Rachunek rozniczkowy i catkowy, t. I-111.

Franciszek Leja, Rachunek rézniczkowy i catkowy.

Witold Kotodziej, Analiza matematyczna.

Kazimierz Kuratowski, Rachunek rézniczkowy i catkowy.

Stanistaw Lojasiewicz, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych.

Krzysztof Maurin, Analiza, t. I-1L

Walter Rudin, Podstawy analizy matematycznej.

Walter Rudin, Analiza rzeczywista i zespolona.

Laurent Schwartz, Kurs analizy matematycznej, t. I-1L

Program wykladu

(1) Pochodne kierunkowe.
(2) Rézniczkowanie odwzorowan zmiennej wektorowej.
(3) Twierdzenia o przyrostach skoriczonych.
(4) Rézniczki czastkowe.
(5) Druga pochodna.
(6) Pochodne wyzszych rzedow.
(7) Twierdzenie o roézniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie.
(8) Wzér Taylora.
(9) Szereg Taylora.
(10) Rozklad jednosci 1.
(11) Twierdzenie Whitneya.
(12) Ekstrema lokalne.
(13) Odwzorowania analityczne.
(14) Dyfeomorfizmy.
(15) Twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym i twierdzenie o odwzorowaniu uwiktanym.
(16) Twierdzenie o rzedzie.
(17) Twierdzenie Morse’a.
(18) Rachunek wariacyjny IL
(19) Podrozmaitosci lokalne.
(20) Twierdzenia o retrakeji.
(21) Ekstrema warunkowe.
(22) Orientacja.
(23) Calka Riemanna na kostce.
(24) Calka Riemanna na zbiorze mierzalnym w sensie Jordana.
(25) Wlasnoéci calki Riemanna.
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(26) Funkcje dane calka.

(27) Calki krzywoliniowe IL
(28) Rachunek wariacyjny IIL
(29) Wz6r Greena.

Kontynuacje

W przyszlym semestrze beda wyklady z Analizy Matematycznej 4T (60 godzin).

Zaliczanie éwiczen

Sposéb zaliczania ¢wiczen ustala prowadzacy ¢wiczenia.
Egzaminy

Egzamin bedzie ustny.

W ciagu calego semestru, az do rozpoczecia zimowej sesji egzaminacyjnej, mozna zdawac¢ w trybie zdal-
nym egzaminy czesciowe, po wezesniejszym uméwieniu terminu przy pomocy emaila. Egzamin cze$ciowy moze
obejmowac dowolny fragment wykladu. Zdane fragmenty wyktadu nie obowigzujg podczas gtdéwnego egzaminu
W sesji egzaminacyjnej.



ROZDZIAL 10

Rozniczkowanie odwzorowan

10.1. Pochodne kierunkowe

Definicja 10.1.1. Niech F i F' bedg przestrzeniami unormowanymi nad R, niech {2 € top E iniech f : 2 —
F.Dlaa € 2i§ € E,niech 2, ¢ :={t e R: a+t{ € 2}. Oczywiscie 2,0 =Ri0 € 2, ¢. Dla & # 0, zbior
2q,¢ jest izomorficzny z 2 N (a + RE). Latwo widaé, ze 2, ¢ € top R. Niech

Que 315 fla+t6) € F.
Oczywiscie f,0 = f(a), fa,e(0) = f(a). Dla§ # 0, funkcje fq,¢ mozemy utozsamiac z f|on(atre)-
Jezeli f, .(0) istnieje, to méwimy ze f ma pochodnq kierunkowq w punkcie a w kierunku wektora & i definiu-
jemy

P (o B A C))
(@) i= f1.(0) = fiy HEEE =S,
Obserwacja 10.1.2. (a) %(a) zawsze istnieje i %(a) = 0.
(b) a € R, mamy
8(80{5) (a) istnieje <— g—g(a) istnieje; ponadto, 8(80{5) (a) = ag—g(a).

(c) Dla E = Ri¢ # 0 mamy: g—g(a) istnieje <= f’(a) istnieje; ponadto, g—é(a) = f(a)&.

(d) Poniewaz rézniczkowanie ,kierunkowe” sprowadza sie do rézniczkowania pewnej pomocniczej funkcji
jednej zmiennej rzeczywistej, wiele regut rézniczkowania kierunkowego wynika natychmiast z odpowiednich
wlasnosci rézniczkowania funkcji jednej zmiennej rzeczywistej, np. (przy oczywistych zalozeniach o f i g) ma-
my:

e Niech f,g: 2 — F,a € 2, o, € R. Jezeli g—fg(a) i g—g(a) istnieja, to a(%‘gﬁg)(a) istnieje oraz
I(af+ 2] 9,
LB (a) = L (a) + B (a). ,
e Niechf: 02 — F,g: 2 — G,a € (2. Jezeli g—z(a) i g—g(a) istniejg oraz B € L(F,G; H), to
a(B(f, . a(B(f, ¢ ¢
9B(f.9) (gé 9)) () istnieje oraz 9(B(f.9) (gé 9)) (a) = B(g—é(a),g(a)) + B(f(a), (?—g a)).
Przyklad 10.1.3. Niech
fl)4l‘2 .. .
arsan) o { e il anan) # 0.0
7 0, jezeli (z1,x2) = (0,0)

Wtedy g—g(O, 0) = 0 dla dowolnego ¢ € R2. Istotnie, dla & # (0, 0) mamy f(t{)t—f(o) = tfggﬁ%.

Z drugiej strony, f(t,t?) = 1, a wiec w szczegélnosci, f nie jest ciagta w (0,0).

Definicja 10.1.4. Méwimy, ze f ma w punkcie a rézniczke Gateaux (rézniczke stabg) (1) , jezeli g—g(a) istnieje
. daf ¢ . . .. .

dla dowolnego £ € E oraz odwzorowanie EF 3 & Led, g—é(a) € F jest liniowe (?) i ciagle; odwzorowanie to

nazywamy rézniczkq Gateaux odwzorowania f w punkcie a.

Obserwacja 10.1.5. (a) Przyklad 10.1.3 pokazuje, ze istnienie rozniczki Gateaux nie implikuje nawet cig-
glosci odwzorowania w punkcie (o ile dim £ > 2).

Elg René Gateaux (1880-1914).
2

Wiemy, ze odwzorowanie to jest zawsze jednorodne. Zatem liniowo$¢ oznacza tu addytywnos¢.
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(b) Jezeli L : E — F jest operatorem liniowym, to 85 L (0) = L(¢) dla dowolnego ¢ € E. Jezeli L nie jest
odwzorowaniem niecigglym (np. takim jak w Obserwacji 4.8.2), to odwzorowanie £ > £ —— 3—5( a) € F jest
liniowe, ale nieciagle.

(c) Dla E = R mamy: 4, f istnieje <= f'(a) istnieje.

(d) Niech

r1x2

fime  edeli (xy, 0.0
Flar,zp) o= 4 wrte T (21, 22) # (0,0)
07 Jezeh ( ) (0 O)

(0,0) = 0, ale 51y (0,0) =

Wtedy 1 0) (0,0) =
(e) Niech

(O 0) nie istnieje.

(1)

P {mlmjf(ilzng)’ jezeli (z1,x2) # (0,0) .
0, jezeli (z1, z2) = (0,0)

Wtedy 5 9f (O 0) = f(¢) dla dowolnego ¢ € R?, ale odwzorowanie R? 3 £ — g—g((), 0) € R nie jest liniowe.

) ]ezeh F jest skonczenie wymiarowa, to dla istnienia rézniczki Gateaux istotna jest tylko liniowos¢ od-
wzorowania £ — g—g(a).

(g) Jezeli F' = F1 XX Fn, f = (f1,--., fn), to o f istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy 0o f1, ..., 0afN
istnieja. Ponadto, 6o f = (daf1,.--,0afN)-
Definicja 10.1.6. (a) Jezeli E = R™ i (ey,...,e,) jest baza kanoniczng w R™, to - df (a) = ng(a) nazy-
wamy j-ta pochodng czgstkowq (o ile istnieje). ’

(b) Jezeli ponadto F' = R™, f = (f1,..., fm), to macierz

Jf(a) == {%(“)Lﬂ,m,m € M(m x n; R)

k=1,...,n
(o ile wszystkie pochodne czastkowe istnieja) nazywamy macierzq Jacobiego odwzorowania f w punkcie a (3) .
(c) Jezeli m = 1, to macierz Jacobiego nazywamy gradientem funkcji f w punkcie a:
8 &8
3 d
grad f(a) = [%(a),...,%(a)} € M(1 x n;R).
(d) Jezelim = n, to det J f(a) nazywamy jakobianem odwzorowania f w punkcie a.

10.1.1. Jakobian rzedu d. Ponizszy podrozdzial ma charakter dygresji. To pojecie bedzie wykorzystywane
w Analizie 4.

Definicja 10.1.7. Dla dowolnej macierzy A € M(n x m;R) i1 < d < min{m, n} niech
1/2
Ja(A) = ( Z (det A[y])2) s
IeAy, JeA?

gdzie Ay j oznacza podmacierz macierzy A powstalg przez wybranie wierszy o numerach iy, ..., %4 i kolumn
Jiyeesjarzas AS = {(k1,..., k) : 1 < k1 < -+ < k. < s}. Bedziemy korzysta¢ wylacznie z przypadku, gdy
d = min{m,n}.

Jezeli 2 € topR™, a € 21if : 2 — R" jest odwzorowaniem takim, ze %(a},j =1,...,n,
k = 1,...,m, istnieje, to przyjmujemy Jyf(a) := Ju(Jf(a)) i nazywamy jakobianem rzedu d odwzorowa-

nia f w punkcie a.

Zauwazmy, ze:

n

e dlam = 1mamy J;f(a) = Zl(fj’-(a))z = || grad f(a)||;

5=
e dlad =n=mmamy J,,f(a) =|det Jf(a)|

Twierdzenie 10.1.8 (Wz6r Cauchy’ego-Bineta (*)). Jezelin > m, P € M(m x n;C), Q € M(n x m;C), to

det(PQ) = Y (det Py, my.x)(det Qe (1,....m))-
Kearn

m

3) Carl Jacobi (1804-1851).
4) Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856).
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Dowonp.

det(PQ) = Z (sgna)( i Pl,ilQil,a(l)) ( Z P i Qi U(m))

UESm i1=1 im=1
= E Priy e P Y (5810)Qi, 0(1) - Qi o(m)
Bl yeney im=1 cESm

Z P, Py, det Qg i) (1,m)

U1seenytm =1

DD Pk Pk (5807) det Qury k) (1)

KeAr 7€Sm

= Z (det Pi,....my, ) (det Qx 1,....m))- u

Twierdzenie 10.1.9. Niech A € M(n x m;R). Wtedy:
(@) Fezelin > m, to (J,(A))? = det(AtA).
(b) Jezelin < m, to (J,(A))? = det(AA?).

Dowodp. Na podstawie Twierdzenia 10.1.8 mamy

det(A'A) = > det(A) 1 myxdet A 1y = Y (det A1 m)? = (Jm(4))?,
KeAyp, KeAy,

dCt(AAt Z det A(l ..... n), KdCt(At)K,(L.A.JL) = Z (dCt A(l,...,n),K)2 = (Jn(A))Q u
KeAn KeAn

Wracamy do glownego wyktadu.

Obserwacja 10.1.10. (@) Jezeli E = R™, F = R™ i, f istnieje, to J f(a) jest reprezentacja macierzowa
0o f, czyli

0 ,
(0.1)€) = GH@ = Tf(a)s, € R,
(b) W szczegdlnosci, jezelim = 1, to
.00 = S0 = gE@8+ -+ L@ = prad f@)6 €= (61 60) € R

(c) Przyklad 10.1.5(d) pokazuje, ze moze by¢ tak, ze grad f(a) ma sens, ale g—g (a) nie istnieje dla pewnych .

Definicja 10.1.11. Niech &1, ..., &, € E. Jezeli pochodna kierunkowa ﬁ(x) rzedu (k — 1) w kierunku

wektorow &1, . .., &1 istnieje dla « z pewnego otoczenia punktu a, to definiujemy pochodng kierunkowq rzedu
k w kierunku wektorow &1, . . ., & jako
3kf o ak—lf
(@) = o (e ) @),
Ok, ... 0& O \Op—1 ... 06,

W szczegblnoéci, dla E = R™ definiujemy n* pochodnych czgstkowych rzedu k:
okf
o 0wy, W ik e n}

Obserwacja 10.1.12 (CWICZENIE).
8k+€f ({“)Z 8kf
Opye ... 08 (a) = Okye - O&ks1 (3€k ...

% ) (a).
Przyklad 10.1.13. Niech

z132 (2] —23) C
Flwr, x2) = {+ jeeli (v1,22) # (0,0)

0, jezeli (z1,x2) = (0,0)
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Wtedy %(1‘) i 6%];(ac) istnieja dla dowolnego = € R?, (fzf (0,0) = az £(0,0) = 0 oraz
0%f 0%f
0x10x9 0x2011

170

(0,0) = — (0,0) = 1.
Istotnie, wobec zwiazku f (2, x1) = — f (21, z2), wystarczy pokazaé, ze %(0, 0) = 1.Dla (z1, z2) # (0,0)
mamy
(z1(2F — 3) + 2179(=222)) (27 + 23) — T125(7] — 25)22,
(a1 +23)° '
2L (£,0)— 2L (0,0)
7

(z1,22) =

Oy

Wynika stad, ze a L (t,0) = t i w konsekwencji P a 5 (0,0) = }in"é =1

Twierdzenie 10.1.14 (Twierdzenie o rownosci pochodnych mleszanych) Zalézmy, ze pochodne 62 gn (x), % (z)

istniejq dla x z otoczenia punktu a i sq ciggte w punkcie a. Wtedy -2 ()5()77 L (a) = %(a).

Dowop. Mozemy zalozyé¢, ze £, 1 # 0, a nastepnie, ze ||£|| = ||n|| = 1. Niech kula B(a, 3r) C {2 bedzie taka, ze
pochodne mieszane istnieja dla dowolnego punktu z € B(a, 3r). Zdefiniujmy

B(O) = fla+16+ i)~ fla+ 1)~ flat i) +10) £ 20 ) <r

Pokazemy, ze ®(t)/t?> — 0 przy t — 0, co wobec symetrii wyrazenia f(a + t£ + tn) — f(a +t&) — f(a +
tn) + f(a), da zadany wynik. Wystarczy pokazac, ze

)] < sup {| 22 (ot 0t +om) — 22 @0 <y <l o<

Ustalmy 0 < t < 7 iniech

N

7. )

%
0&0n

g(y) == fla+t&+yn) — fla+yn) —ty (@), 0<y<r

Mamy @(t) = g(t) — g(0). Ponadto,

0 0 o2
70) = Gola+ 1 +m) = G+ m) ~ 15 (@)

Na podstawie twierdzenia o przyrostach skonczonych, mamy:

[t < tsup{llg'(y)ll : 0 <y <t} )

Ustalmy teraz 0 < y < t iniech
o0%f
xagan

0
h(z) := a%(a +a€+yn) —

Mamy ¢'(y) = h(t) — h(0). Ponadto,

(a), 0<z<r.

0%f

0% f
acon (a).

W (z) =
(z) aeon (a
Na podstawie twierdzenia o przyrostach skonczonych, dostajemy
lg' Il < tsup{ W' (@) : 0 < & < t},
co lacznie z (%) daje (). -

+ & +yn) —

Twierdzenie 10.1.15 (Twierdzenie o rownosci pochodnych mieszanych). Niech&q,...,& € E (k > 2). Zaloz-
my, ze dla dowolnej permutacji o € Sy:

e pochodna kierunkowa Wk.fagm(r) istnieje dla dowolnego = € {2,
e funkcia 2> x+— ﬁlifafg(l)(x) Jjest ciggta w punkcie a.
e funkcja 2> xr— Wp’c@fg(l)(x) jest globalnie ciggla, ¢ = 2, ...k — 1.
Wtedy dla dowolnej permutacji o € Sy, mamy:
okf okf

Doty - O (1) (a) = 9Er ... 06, (a).
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Dow0p. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na k. Przypadek £ = 2 to poprzednie twierdzenie. Zalézmy, ze
twierdzenie jest prawdziwe dla k — 1 > 2 i niech o € S.

e DPrzypadeko(j)=j4,j=1,...,k—2,0(k—1) =k, o(k) = k — 1 redukuje sie do przypadku k = 2:
akf 32 ak—Zf 62 ak—Qf 8kf
om0 G )@ = ( )@ = (@)

o(k) - 50(1) ékfl gk 8£k372 cee a‘gl 0&,2 C aél

 0&k0&k— 0, ... 06
e Przypadek o(k) = k wynika z zalozenia indukcyjnego:
akf _ ) akflf B b} akflf B 8kf
aga(k) . 650(1) (a) N 8£k (aﬁg(k_l) . 8&7(1)> 4= 8§k (8§k_1 . 651 ) (a) - 3§k e 851 (a)

Pozostate przypadki wynikajg z faktu, iz kazda permutacja jest zlozeniem pewnej liczby permutacji powyz-
szych dwoch typow. 0

10.2. Rézniczkowanie odwzorowan zmiennej wektorowej
Niech E' i F beda przestrzeniami unormowanymi nad R, niech {2 € top E, f : {2 — F iniecha € 2.

Definicja 10.2.1. Powiemy, Ze odwzorowanie f jest rézniczkowalne w punkcie a (ma w punkcie a rézniczke
Frécheta (mocng), jezeli istnieje odwzorowanie L € L(E, F) takie, ze

fla+h) = f(a)+ L(h) + o(||h]]) gdy h — O,
< f(a+h)=f(a)+ L(h) + ||h||a(h), h € 2 — a, przy czym hllno a(h) =0,
oy St )~ f(a) L)
o o

Odnotujmy, ze oczywiscie definicja ta nie zalezy od wyboru normy w klasie norm rownowaznych. Zbiér wszyst-
kich odwzorowan f : {2 — F rézniczkowalnych w punkcie a bedziemy oznacza¢ roboczo przez D(2, F; a).

=0.

Obserwacja 10.2.2. (a) Oczywiscie kazde odwzorowanie stale jest rézniczkowalne (L = 0).

(b) Jezeli f jest rozniczkowalne w punkcie a, to f jest ciagle w punkcie a.

(c) Kazde odwzorowanie liniowe i ciaggle L € L(E,F) jest rozniczkowalne w kazdym punkcie a € E.
Istotnie, L(a + h) = L(a) + L(h).

(d) Jezeli f jest rozniczkowalne w punkcie a, to f ma roézniczke Gateaux w punkcie aid, f = L, gdzie L jest
odwzorowaniem wystepujacym w definicji rézniczkowalnoéci w sensie Frécheta. Istotnie, dla dowolnego £ € E
mamy

Fla+1€) = f(a) + L(t€) + o([[t€])) = f(a) + tL(E) + o(t), gdy t — 0.

(e) Jezeli E = R™ i f'(a) istnieje, to istnieja pochodne czastkowe 2L (a), ..., 2L (a) oraz f'(a)(h) =

oz * Oxy
> 2(a)hj h= (b, hy) €R™.
j=1

(f) Jak wiemy, istniejg odwzorowania nieciggle majace rézniczke Gateaux, a wiec rozniczkowalnosé w sensie
Frécheta jest istotnie mocniejsza.

(g) Jezeli E = R, to f jest rozniczkowalne w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje L € L(R™, F')
oraz odwzorowania g1, ..., gn : {2 —a — F takie, ze

lim g;(h) =0 =g;(0), j=1,....n, fla+h)=f(a)+ L(h) + > _ hjgi(h), h=(h1,....hy) € 2 —a.
j=1

Istotnie, jest widoczne, ze powyzszy warunek jest wystarczajacy. Przypu$émy teraz, ze f(a+h) = f(a)+L(h)+
o(||h|]), gdzie L € L(R", F). Definiujemy

gj(h):znlgﬁ(f(a—&—h)—f(a)—L(h)), he(2—a),, g;0):=0, j=1,...,n

Definicja 10.2.3. Z Obserwacji 10.2.2(d) wynika, ze jezeli f jest rozniczkowalne w punkcie a, to odwzorowanie
L wystepujace w definicji jest jednoznacznie wyznaczone. Oznaczamy je przez f’(a) i nazywamy pochodng
(rézniczkq Frécheta) odwzorowania f w punkcie a. Mamy wiec

of

f/(a) G‘C(E7F)7 fl(a)(h):(éaf)(h)*%(a)v h e E.
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Obserwacja 10.2.4. (a) Jezeli E = R, to f jest rozniczkowalne w sensie Frécheta w punkcie a wtedy i tylko
wtedy, gdy f’(a) istnieje w zwyklym sensie. Ponadto, f'(a)(h) = f’(a)h dla dowolnego h € R.
(b) Jezeli F' = Fy x -+ x Fn, f = (f1,..., fn), to
f €D, Fia) <= f; € D(R,Fj;a), j=1,...,N; ponadto, f'(a) = (f{(a),..., fx(a)).

(0) Jezeli f,g € D(2,F;a), to uf +vg € D(2,F;a) oraz (uf +vg)'(a) = pf'(a) +vg'(a), p,v € R.
Innymi slowy, D(§2, F; a) jest R-przestrzenia wektorows, a operator D(2, F;a) 3 f — f'(a) € L(E,F)
jest R-liniowy.

(d) Jezeli L € L(F, Q) (gdzie G jest przestrzenig unormowang) i f € D(£2, F;a),to Lo f € D(£2,G;a)
(Lo ) (a)= Lo f'(a).

(e) Jezeli B € L(E, F;G), to B'(a,b)(h,k) = B(h,b) + B(a, k), (a,b), (h,k) € E x F.

Istotnie, odwzorowanie E X F' 3 (h, k) N B(h,b) + B(a, k) € G jest liniowe i ciagle. Ponadto,

B(a+ h,b+ k) — B(a,b) — (B(h,b) + B(a,k)) = B(h, k) oraz
B, K)| - [IBIIIA]I%]
B+ NEL Al + (1%
Twierdzenie 10.2.5. (@) Jezeli f € D(2,F;a), g € D(2,G;a), B € L(F,G;H), gdzie F, G i H sq
przestrzeniami unormowanymi, to B(f, g) € D(£2, H; a) oraz
(B(f,9)) (a)(h) = B(f'(a)(h),g(a)) + B(f(a),g'(a)(h)), he€ E.
(b) W szczegdinosci, jezeli f € D(§2;a) ig € D(§2,F;a),to f - g € D(12, F;a) oraz
(f-9)(a)(h) = f'(a)(h) - g(a) + f(a) - g'(a)(h), hEE.

(c) Fezeli(H,(, )) jest R-przestrzeniq unitarng (zob. Definicja 4.10.1), f, g € D(2,H;a), to {f, g) € D(§2;a)

i((f,9)) (a) = (f'(a), g(a)) + (f(a), g'(a)).

Dow6p. (a) Operator E > h -2 B(f'(a)(h),g(a))+B(f(a), g (a)(h)) jest oczywiscie liniowy i ciagly. Wobec
dwuliniowoéci B, dostajemy:

B(f(a+h),g(a+h)) — B(f(a), g(a)) — L(h) _ B(f(a +h) — fa) — f'(a)(h)
([ I

gla+h) —g(a) — g'(a)(h) f'(a)(h) —g(a)) = ,
2] )+B( Il ,9(a+h) —g( ))—Al(h)+A2(h)+A3(h).

Ciagloé¢ B oraz rozniczkowalnos$é f i g w punkcie a (w szczegdlnosci, ciaglos¢ g w punkcie a) implikuja, ze
Ay(h) — 01 Az(h) — Ooraz [|A3(h)[| < [ B[l f"(a)llllg(a + h) — g(a)l]| — 0, gdy h — 0.
Oczywiscie (a) = (b), (c). O

< IBIICHAI+ 1I[])-

.g(a+ h))

+B(f(a),

Twierdzenie 10.2.6 (Rézniczkowanie ztozenia). Niech G bedzie przestrzeniq unormowang, niech U C G bedzie
zbiorem otwartym, niech ¢ : U — E i niech tg € U. Zalézmy, ze p € D(U, E;ty), f € D(2,F;p(to))
ip(U) C 2. Wiedy f o p € D(U, Fito) oraz (f o ¢)'(to) = f'(¢(to)) o ¢’ (to).

Dowép. Niech a := ¢(tg), B := ¢'(to), A = f'(a),
plto +1) = @(to) + B(t) + B@)Itl,  fla+h) = fla)+ A(h) + a(h)[|A],
gdzie }51(1) B(t) =0, }ILLmO a(h) = 0. Oczywiscie Ao B € L(G, F). Dla matych ¢t € G niech
h(t) := @(to +1t) — @(to) = B(t) + B()[[¢]-
Zauwazmy, ze h(t) — 0, gdy ¢ — 0. Mamy:
(fop)to+1t) = fla+h(t) = f(a)+ AB() + BO)IL]) + a(n@®)[B(E) + BEIIE]
= (fop)(to) + A(B()) +~(D)]1]], gdzie

3(6) = A(O) + alhie)] i + 500

Pozostaje jeszcze zauwazy¢, ze y(t) — 0, gdy t — 0. g
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Obserwacja 10.2.7. Twierdzenie 10.2.5 wynika z Twierdzenia 10.2.6 i Obserwacji 10.2.4(b)(e). Istotnie,
(B(f.9)) (a)(h) = (B o (f,9))(a)(h) = (B'((f,9)(a)) o ((f,9)"(a)))(h)
= B'(f(a), g(a))(f'(a)(h), g (a)(h)) = B(f'(a)(h), g(a)) + B(f(a), g'(a)(h))-
Twierdzenie 10.2.8 (Por. Twierdzenie 5.1.8). NiechU C E,V C F bedq zbiorami otwartymiiniechf : U — V'
bedzie odwzorowaniem bijektywnym, niech g := f~' iniecha € U bedzie taki, ze f'(a) istnieje. Wtedy nastepujqce
warunki sq rownowazne:

() g'(f(a)) istnicje;

(i) f'(a) € Isom(E, F) ig jest ciggle w punkcie f(a).
Ponadto, g'(f(a)) = (f'(a))~".
Dowép. Niech b := f(a). Na podstawie Twierdzenia 10.2.6, z rdwnoéci g o f = idU i f o g = idy wynika, ze
¢(b) o f'(a) = ide i f'(a) 0 g (b) = idp, cayli f'(a) € Tsom(E, F) i g'(b) = ('

(ii) = (i): Niech A := f’(a). Chcemy sprawdzi¢, ze g(f(a) + k) = g(f (a)) “L(k) + ||k||B(k), gdzie
B(k) — 0 przy k — 0. Niech B(f(a),r) C V.Dla || k|| < r zdefiniujmy h(k) := (f(a) + k) — a. Ciaglo$¢
odwzorowania g w punkcie f(a) implikuje, ze h(k) — 0 przy k — 0. Nasz problem sprowadza si¢ wiec
do réwnosci h(k) = A7 (f(a + h(k)) — f(a)) + ||f(a + h(k)) — f(a)||3(k) i dalej, korzystajac z réwnosci
fla+h) = f(a) + A(h) + ||h]|a(h), a(h) — 0 przy h — 0, mamy

0= A7 ([a(k)[la(h(k))) + [|A(K)) + [ h(k) (R (k)| B(K)-

Wystarczy wiec pokazac, ze m dazy do zera przy h — 0. Poniewaz operator A~! jest ograniczony,

wystarczy wiec pokazaé, ze wyrazenie m dazy do zera przy h — 0. Poniewaz a(h) — 0 przy
h — 0, wystarczy oszacowaé od dolu wyrazenie HA(HhH) a(h)]. Odnotujmy, ze ||h]| = ||A"L(A(R))] <
A= [ A(h) . Mamy wige [ A(2r) + a()| > vy — la(h)]l O

10.3. Twierdzenia o przyrostach skonczonych

Twierdzenie 10.3.1 (Twierdzenie o przyrostach skoriczonych). Zatézmy, ze D C E jest obszarem, [a,b] C D.
Niech f : D — F bedzie odwzorowaniem cigglym takim, ze f'(x) istnieje dla x € [a,b] \ S, gdzie S C [a, b] jest
co najwyzej przeliczalny. Wtedy dla dowolnego L € L(E, F') mamy:

1£) = Fa) = L= a)]l < (sup{|lf'(€) = LI : € € [a,5] \ S})[Ib— all.

W szezegolnosei, || £(b) — f(a)|| < (sup{[[f(€) : € € [a,0] \ S})[Ib — al|.

Dowob. Zastepujac odwzorowanie f przez f — L redukujemy dowdd do przypadku L = 0. Niech
g(t):=fla+tlb—a)),te[0,1], S :={te0,1]:a+t(b—a)e S}

Wtedy ¢ : [0,1] — F jest odwzorowaniem ciaglym i ¢’(t) istnieje dla ¢ € [0,1] \ S’. Ponadto, na podsta-
wie twierdzenia o rdzniczkowaniu zlozenia, ¢'(t) = f’(a + t(b — a))(z — a). Stad, na podstawie klasycznego
twierdzenia o przyrostach skoniczonych (zob. Wniosek 5.4.4), mamy:

1£(b) = fla)ll = [lg(1) — g(0)]| < sup{[lg(t)]| - ¢ € [0,1] \ S'}
= sup{[[f'(a + (b — a))(x —a)|| : t € [0,1]\ &'}
< sup{[lf' (Ol : € € [a,b] \ S}H|b— al|. =
Jako natychmiastowy wniosek dostajemy

Twierdzenie 10.3.2 (Twierdzenie o przyrostach skoficzonych). Zatézmy, ze D C E jest obszarem gwiazdzistym
wzgledem punktu a (tzn. [a,z] C D dla dowolnego x € D). Niech f : D — F bedzie odwzorowaniem cigglym
takim, ze f'(x) istnieje dlax € D \ S, gdzie S C D jest zbiorem takim, ze #(S N [a,z]) < Vo dla dowolnego
x € D. Wtedy dla dowolnego L € L(E, F') mamy:

1£(@) = fl@) = Lz — )]l < (sup{Ilf'(€) — L] : € € [a, ]\ S}) [« —all, =€ D,
W szezegolnosei, | f(z) — f(a)l| < (sup{Ilf/(©)]] : € € [a, J\ Sl — all, @ € D.

Twierdzenie 10.3.3. Niech D C FE bedzie dowolnym obszarem i niech f : D — F bedzie odwzorowaniem
ciggtym takim, ze f'(x) = 0dlax € D\ S, gdzie S C D jest zbiorem takim, ze #(S N [a, b]) < Ng dla dowolnego
odcinka [a,b] C D. Wtedy f = const.
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Dowép. Na podstawie Twierdzenia 10.3.2 wnioskujemy, ze dla dowolnej kuli B(a,7) C D odwzorowanie
flB(a,r) jest state. Stad, wobec spojnosci D, odwzorowanie f musi by¢ globalnie state. O

Twierdzenie 10.3.4. Niech f : {2 — F bedzie funkcjq cigglq i rézniczkowalng w 2\ {a} dla pewnego a € (2.
Jezeli L := lim f'(x) istnieje (granica w L(E, F)), to f'(a) istnieje i f'(a) = L.

Dowép. Napodstawie Twierdzenia 10.3.2 mamy f(a+h) = f(a)+L(h)4a(h)||h||, gdzie |a(h)| < sup{]|f/(£)—
LH:EG(a,a—O—h]}mO. O

Twierdzenie 10.3.5 (Twierdzenie o przyrostach skonczonych). Niech D C E bedzie dowolnym obszarem i niech
[+ D — F bedzie odwzorowaniem cigglym takim, ze f'(x) istnieje dlax € D\ S, gdzie S C D jest zbiorem
takim, ze #(S N [a, b]) < Xg dla dowolnego odcinka [a,b] C D. Wtedy

() = F)Il < (sup{llf' €I : € € D\ S})op(x,y), @,y€D.
W szezegélnosci, || f(z) — f(y)]| < (sup{Hf’(f)H ;€€ D\ S})Ha —b| oilea,b] C D.

Przypomnijmy (zob. Obserwacja 4.6.8), ze

N
o' (x,y) = inf{z lz; —xj_1|| : [0,...,2p] C D, mo =z, zny = y}, x,y € D.
j=1
Dowép. Na podstawie Twierdzenia 10.3.1 dla dowolnej tamanej [z, ..., 2n] C D, 29 = &, 2§ = y, mamy
IIf(x Z 1/ (x5) = flj-Dll < (sup{Ilf () : € € [wj—1, 2]\ S}) & — @j-ll
N
< (swp{|f©) : € € D\SY) Y [l — x5-1)l. O

j=1
10.4. Rozniczki czastkowe
Definicja 10.4.1. Jezeli E = Fy X --- X En,a = (a1, ..., an), to definiujemy
Qo ={z; €Ej:(a1,...,0;-1,%j,aj41,...,0,) € 2},
faj(zy) = flar,...,aj-1,25,a;41,...,0n), x; € 245, j=1,...,N;
zauwazmy, ze {2, ; jest zbiorem otwartym w E;. Powiemy, ze f ma w punkcie a rézniczke czqstkowq w kierunku

przestrzeni Ej, jezeli rézniczka f, ;(a;) € L(Ej, F) istnieje. Oznaczamy ja wtedy przez aa—Efj(a).

Obserwacja 10.4.2. Jezelidim E; = 1 i E; = R¢ (dla pewnego j), to B%fj(a) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy

gg( a) istnieje. Ponadto, dg (a)(h;) = ah I (a), h; € Ej.
Twierdzenie 10.4.3. (@) Jezeli f'(a) istnieje, to 8%{1(@), A E,‘?E—fN(a) istniejg oraz
/ of .
f(a)(h) = 8E ——(a)(h;), h=(h1,...,hn) € E1 X --- X Ey, czyli
j=
of , )
IE; ——(a)(h;) = f'(a)(0,...,0,h;,0,...,0), h;€E;, j=1,...,N.

(b) Niech p € D(U,E;tg) i f € D(2,F;p(to)) bedq takie, jak w Twierdzeniu 10.2.6 (o rézniczkowaniu
zlozenia). Zatézmy, 26 G = G1 X -+ X Gp, E=FE1 X -+ X Ep, o = (1, ...,¢n). Wtedy:

(fou)(t)(X)=>_>" (%(@(to)) ° %(to))(Xk), X =(X1,...,X,) €Gy x - x Gy, czyli
k=1j=1 J
a(g%(;@(to)()(k) = Z (;Ef (¢(to)) o %(to))(xw k=1,...,p.
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W szczegblnosci, dla G = RP, E = R", dostajemy

O(fo ) do
(ka(p)(to) 83{. (@(tO))aTwlj(tOL k=1,...,p.

Jezeli ponadto ' = R™, to powyzszy wzor ma nastepujgcq interpretacje macierzowg:
J(fop)(to) = Jf(#(to))-Je(to)- @)

Obserwacja 10.4.4. Podkreslmy, ze wzor (*) jest prawdziwy przy zalozeniu, ze ¢’ (t0) 1 f'(¢(to)) istnieja. Jezeli
istnieja tylko pochodne czastkowe (tak, ze wszystkie wystepujace obiekty maja sens), to wzor nie musi zachodzic.
Dla przykladu, niech ¢ : R — R2, o(t) := (¢,t?) (odnotujmy, ze ¢ jest klasy C*°), f : R? — R, f(%, t2) 0,
f(t,0) = f(0,t) := t, a poza tym f jest okreslona dowolnie, ty := 0. Wtedy ©(0) = (0,0), f o ¢ = 0,

1
760) = |g. 750.0 = [1,1}, 77(0,0).76(0) = 1.
Dowéd Twierdzenia 10.4.3. (a) Zauwazmy, ze f, ; = f 01, ;, gdzie

111
.QaJESC] ((11 aj,l,xj,aj+1,...7an)€E1><---><EN.
Wystarczy teraz skorzystaé z twierdzenia o rdzniczkowaniu ztozenia:
fa5(a)(hg) = (f 0ba ) (a3)(hy) = (f'(¥a3(a;)) 0 ¥, 5(a;))(hy) = f'(a)(0,...,0,h;,0,...,0).
(b) Na podstawie (a) mamy:

= Z ;f(w(to))(w %(to)(Xk)) =2 (%(cp(to)) ggﬂ (t 0))(Xk), 0

Twierdzenie 10.4.5. Zatoimy, ze E = E1 x --- x Ex i f : {2 — F jest odwzorowaniem takim, ze

e rozniczka czgstkowa ;bf (x) istnieje dla x z pewnego otoczenia punktu a i jest ciggla w punkcie a dla
dowolnegoj € {1,...,N}\ {jo}

. %(Q) istnzeje.
Wtedy f'(a) istnieje.

Dowop. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na V.

N = 2. Mozemy zalozy¢, ze a = 0 oraz j, = 2. Wiemy, ze jedynym kandydatem na f'(0) jest odwzorowanie
Ey X Ey 3 (hy,he) — %(0)(}11) + %(O)(hz) € F. Jest to oczywiscie odwzorowanie liniowe ciagte. Dla
matych h = (hq, he) szacujemy korzystajac z twierdzenia o przyrostach skoriczonych oraz definicji rozniczki
czastkowej:

[#tt.ta) = 100,00 = SL @) - 000
< | 0nsta) = 50.2) = SE @) 0] + [ £0.82) = £0.0) — S (00|
of

(€1.h2) = 5= ()| : € € 0,1l [l + o(Ihall) = o[ (k, B2)]).

HaE OE,

N—1 ~» N.Mozemy zalozy¢, ze jo = N.Wobec zalozenia indukcyjnego rozniczka czastkowa ()(EzfifxEN)(a)
istnieje. Teraz wystarczy wykorzysta¢ przypadek N = 2.

<o

Definicja 10.4.6. (@) Niech D(2,F) := [\ D(£2, F;x). Oczywiscie D(§2, F') jest R-przestrzenia wek-

e
torowa. Polozmy Dy (2, F) := {f € D2, F)NB(L,F) : f' € B(2,L(E,F))}. Wida¢, ze Dy (82, F) jest
przestrzenig wektorowa, zas funkcja

Dy(2,F) 3 f — |Iflleq = Iflle + [/'le = sup{||f(z)
jest norma na Dy, (2, F).

cx € 2} +sup{||f(z)] : z € 2}
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(b) NiechC'(2,F) :={f € D(£2,F) : f' € C(2,L(E, F))}.Polézmy C} (2, F) := C (2, F)NDy(£2, F).

176

Zgodnie z ogdlna umowa, we wszystkich powyzszych oznaczeniach pomijamy F jezeli ' = R i piszemy
D(£2), Dp(£2), CL(£2), CL(£2).
Twierdzenie 10.4.7. Zalozmy, ze odwzorowanie f : 2 — F ma w kazdym punkcie x € {2 rézniczke Gateaux
0z f.

(a) Jezeli odwzorowanie 2 > x — 0, f € L(E, F) jest ciggle w punkcie a € (2, to f'(a) istnieje (i oczywiscie
f'(a) =6af).

(b) f €CH(92, F) wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie 2 > x —— 0, f € L(E, F) jest ciggle.

Dowob. (a) Zauwazmy, ze dla matych h € F funkcja [0,1] 5 ¢ fout fla+th) € F jest rozniczkowalna oraz

wn(t) = ah L(a + th) = 8apenf(h). Teraz, na podstawie twierdzenia o przyrostach skoriczonych dla jednej
zmiennej, mamy

If(a+h) = f(a) = daf ()] = I fan(1) = fa,n(0) = fon(0)(1 = O)]
< sup{[lfon(8) = fan(O) : £ € [0,1]} = sup{[|datenf(h) — daf(h)| : t € [0,1]}
< (sup{lldarenf = dafllece,r) : t € [0, 11}) [l = o(||A])-
(b) wynika natychmiast z (a). O
Obserwacja 10.4.8.  (a) Jezeli f € C'(2,F), g € C}(2,G)iB € L(F,G;H),to B(f,g) € C* (2, H).
Istotnie, na podstawie Twierdzenia 10.2.5(a), mamy (B(f,g)) = B(f’,g9) + B(f,q’).
(b) Jezeli H jest przestrzenig unitarna, f € C*(£2,H), g € C1(£2,’H), to (f, g) € C*(2,R).

(c) Jezelip € CHU,E), f € CL(2, F)ip(U) C 2,t0 fop € CYU, F).
Istotnie, na podstawie Twierdzenia 10.2.6, mamy (f o ) = (f' o ) o ¢'.

d) Jezeli E = Fy x --- x En i 88E’cl,...7 a?sf istnieja, to f € C}(2, F) — Efj €C(2,L(E},F)), j=
., N. W szczegdlnosci, dla E = R", jezeh aml ey aaf istnieja, to
3]
feC(QF)<:>—f€C(QF) 1,...,m.
Ox;j

Istotnie, implikacja (=) wynika z faktu, ze (Twierdzenie 10.4.3) %(x}(hj) = f'(z)(0,...,0,h,;,0,...,0),
J

T €0, hy € Ejastad || 5 (2) — g (xo)|| < If(x) = f'(wo)ll.j = 1,..., N, pray czymw Ey x --- x Ey
wybieramy norme maksimum.

Dla dowodu implikacji (<=) zauwazmy najpierw, ze na podstawie Twierdzenia 10.4.5 wiemy, ze f € D(§2, F).
Dalej mamy

1) = 1" (@) —sup{HiV:( —%(xo)(hj))H gl <1 j=1,....N}

S| Lo

J

— 0.

T—T0

Twierdzenie 10.4.9 (Twierdzenie o roézniczkowaniu wyraz po wyrazie (por. Twierdzenia 5.7.1, 6.8.1, 6.8.2)).
Niech D C E bedzie ograniczonym obszarem o', -ograniczonym (np. ograniczonym obszarem gwiazdzistym), niech
2o € D iniech I bedzie przestrzeniq Banacha.

(a) Zatozmy, ze mamy rodzine (f;)ic; C D(D, F) takq, ze:

o (fD)ier jest rodzing jednostajnie sumowalng na D,

o (fi(mg))icr jest rodzing sumowalng.
Wtedy (fi)icr jest rodzing jednostajnie sumowalng na D, funkcja f := Y f; jest rozniczkowalna na D oraz

i€l
=¥ floeayli (X f) = X £
iel icl iel
(b) Zatézmy, ze mamy cigg (fn)22, C D(D, F) taki, ze:

o szereg » . fl jest zbiezny jednostajnie na D,
n=0
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o szereg Y. fn(xo) jest zbiezny.

n=0

o0 o0
Wtedy szereg > f, jest zbiezny jednostajnie na D, funkcja f := Y. f, jest rozniczkowalna na D oraz ' =

n=0 n=0
o0 ) . o0 ’ o0
ZO Frs czyli ( ZO fn) = ZO -
(c) Zatézmy, ze mamy cigg (fn)5>y C D(D, F) taki, ze:
o cigg (f)22, jest zbiezny jednostajnie na D,

o cigg (fn(w0))22, jest zbiezny.
Wtedy ciag (fn)52, jest zbiezny jednostajnie na D, funkcja f := lirf fn jest rozniczkowalna na D oraz ' =

lim f7, czyli lirf f) = lim fh.

n—-+4oo n——4oo
Dowép. (a) Niech g; := f/ : D — L(E,F), i € I.Niech f4 := ) fi, A€ 3"(115), Zauwazmy, ze fa jest
€A

funkcjg rézniczkowalng oraz (f4)' = ga. Wezmy € > Oiniech C(e) € F(I) bedzie takie, ze dla A € F(I\C(e))
mamy || fa(xo)|| < eillga(x)| < & x € D.Napodstawie twierdzenia o przyrostach skoriczonych (Twierdzenie
10.3.5),dla A € F(I\ C(e)) iz € D mamy:

[fa(@)]| < [Ifa(@o)ll + [Ifa(x) = fa(zo)|| < e+ (sup{llga(&)]| : &€ € D})oh(x,x0) < e(1 + sup ob(2,y)).

Wynika stad, na podstawie kryterium Cauchy’ego (Twierdzenie 6.2.6(iv)), ze (f;)icr jest rodzing jednostajnie
sumowalna.
Ustalmy a € D iniech

ht(x) _ {fi(z)fi(a)f;(a)(za)’ jereliz £ a

lz—all

, €D, i€l
0, jezelix = a
Zauwazmy, ze kazde z odwzorowan h; jest ciagle w punkcie a. Rodzina (h;);c s jest jednostajnie sumowalna na
D. Istotnie, mamy
fa(z) — fala) —ga(a)(z — a)

[l = all

hA(‘T) = ’ ‘T#av

a stad, na podstawie twierdzenia o przyrostach skonczonych (Twierdzenie 10.3.2), dla x bliskich a, dostajemy

[ha(@)]] < sup{llga(§) — gala)ll : € € [z, al} < 2sup{[lga(§)] : £ € D},

co, na podstawie kryterium Cauchy’ego, daje jednostajna sumowalnos¢.
Teraz, na podstawie wlasnosci rodzin jednostajnie sumowalnych (Twierdzenia 6.2.18, 6.2.6), mamy
@)= fla) —gla)w—a) _ . Nk _
Jim z —dl| = lim > hife) = ) lim hi(2) =0,

iel iel

co konczy dowod.
(b) Dowéd jest analogiczny — CWICZENIE.
(c) wynika z (b). O

Twierdzenie 10.4.10. Zalozmy, ze F' jest przestrzeniq Banacha. Niech D C E bedzie obszarem. Wtedy:
(@ (Du(D, F), || |Ip,1) jest przestrzenig Banacha,
(b) (CH(D,F),| |lp,1) jest przestrzeniq Banacha,

Dowép. (a) Niech (f,,)22, bedzie dowolnym ciagiem Cauchy’ego w (Dyp(D, F), || |p,1). Wtedy (fn)32, jest
ciggiem Cauchy’ego w B(D, F'), a (f},)>2, jest ciagiem Cauchy’ego w B(D, L(E, F)). Poniewaz przestrzenie
B(D,F)iB(D,L(E,F)) sa zupelne (Obserwacja 4.6.10), zatem f,, — g¢o € B(D,F) jednostajnie na D
ifl, — g1 € B(D,L(E,F)) jednostajnie na D. Teraz pozostaje juz tylko skorzysta¢ lokalnie z Twierdzenia
10.4.9, aby stwierdzi¢, ze go € D(D, F)ig1 = g.

(b) Wobec (a), wystarczy tylko zauwazy¢, ze Ci (D, F') jest podprzestrzenia domknieta w Dy, (D, F') (korzy-
stamy z Twierdzenia 10.4.9). O

(5) Przypomnijmy, ze F(I) = {A CI: A# @, #A < No}.
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10.5. Druga pochodna

Niech E i F beda przestrzeniami unormowanymi nad R. Niech 2 € top E, f : {2 — Fia € {2. Bedziemy
chcieli zdefiniowa¢ pojecie drugiej pochodnej funkcji f w punkcie a.

Definicja 10.5.1. Méwimy, ze f ma drugqg pochodng (rozniczke Frécheta, rézniczke mocng) w punkcie a, jezeli
/' (x) istnieje dla x € V, gdzie V' C {2 jest pewnym otoczeniem otwartym punktu a, oraz odwzorowanie
'V — L(E, F) ma pochodng w punkcie a. Definiujemy drugq pochodng (drugq rézniczke Frécheta, drugq
rézniczke mocng) odwzorowania f w punkcie a:

f'(a) = (f")(a) € L(B,L(E, F)) = L*(E, F);
aby unikna¢ nieporozumien ustalamy identyfikacje
L(E,L(E,F))3 Ar— (E x E 3 (&,&) — A(&1)(&) € F) € L*(E, F),
f(a)(&,&) = f"(a)(61)(&2), &1.62 € E.
Zbiér wszystkich odwzorowan f : 2 — F, dla ktérych f”/(a) istnieje oznaczamy przez D2({2, F; a).

Oczywiscie, dla E = R powyzsza definicja jest rownowazna istnieniu f”(a) (w sensie klasycznym) oraz

f"(@)(€1,82) = f"(a)6162, &1,&2 € R.

Twierdzenie 10.5.2. Jezeli f"(a) istnieje, to dla dowolnego 1 € E odwzorowanie x — f'(x)(n) ma pochodng
w punkcie a oraz f"(a)(&,n) = (x — f'(x)(n)) (a)(§), &,n € E. W szezegblnosci:

e dla dowolnych £, € E pochodna kierunkowa ég—gn(a) istnieje oraz f"(a)(§,m) = aaé—;fn(a);
o jezeli E = R", to wszystkie drugie pochodne czgstkowe %(a), t,J = 1,...,n, istniejq oraz
f(a)(&mn) = Zn: &f (@)&mi, €= (¢ €n)y = (n ) € R"
; 2]:181.]61.1 YRR 15--+58n) 1y--+51In .
Dowd. Wiemy, e f'(a-+€) = f(a) + £(a)(€) + €}a(€) rSwnosé w £(E, F). gdsie lim a(€) = 0. Stad
fla+8&)m) = f'(a)n) + f"(a)(&,n) + [€]la(§)(n), co daje zadany wynik. o

Obserwacja 10.5.3. Pojawia sie naturalne pytanie, czy jezeli f € D(§2, F') i dla dowolnego n € E odwzorowa-
nie z — f’(z)(n) ma pochodng w punkcie a, to f”(a) istnieje.

Twierdzenie 10.5.4. Fezeli E = R", to odpowiedz na pytanie z Obserwacji 10.5.3 jest pozytywna.

Dowép. Wiemy, ze f'(z)(h) = > %(z)hi, astad f'(z)(e;) = gj_ (z),i = 1,...,n. Korzystajac z naszych
i=1 "

zalozen wnioskujemy, ze (%)’(a) istnieje. Poniewaz f'(z) = % pr;, gdzie pr; : R” — R oznacza
’ i=1
projekcje na i-ta oé, dostajemy istnienie f”(a). O

Definicja 10.5.5. Niech £2(E, F) oznacza zbiér wszystkich odwzorowan symetrycznych z £L2(E, F).

Odnotujmy, ze L2(E, F) jest podprzestrzenia domknieta £2(E, ). W szczegblnoéci, jezeli I jest Banacha,
to przestrzeni L2(E, F') jest Banacha.
Twierdzenie 10.5.6 (Twierdzenie o symetrii drugiej rézniczki). f”(a) € L2(E, F). W szczegblnosci (por. Twier-

dzenie 10.5.2), dla E = R"™ dostajemy 8ZiZin (a) = aig;j (a),i,j=1,...,n.

Dowop. (Por. dowdd Twierdzenia 10.1.14.) Ustalmy &, € E. Cheemy pokazaé, ze f”(a)(&,n) = f"(a)(n,§).
Mozemy zalozy¢, ze ||£||=||n||=1. Niech kula B(a, 3r) C {2 bedzie taka, ze f'(z) istnieje dla dowolnego punktu
x € B(a, 3r). Zdefiniujmy
D(t) == fla+t&+tn) — fla+1t€) — fla+1tn) + fa) = 2f"(a) (&), [t <
Pokazemy, ze &(t)/t? — 0 przy t — 0+, co wobec symetrii wyrazenia
fla+t&+tn) = fla+1&) = fla+tn) + f(a),
da zgdany wynik. Ustalmy 0 < ¢ < r i niech

g(y) = fla+t&+yn) — fla+yn) —tyf"(a)(&n), 0<y<r
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Mamy &(t) = g(t) — g(0). Ponadto, g'(y) = f'(a +t& +yn)(n) — f'(a+yn)(n) — tf"(a)(§,n)- Na podstawie
twierdzenia o przyrostach skonczonych, mamy ||®(t)|| < tsup{|l¢’(y)| : 0 < y < t}. Niech

fla+h)=f'(a) + f"(a)(h) + a®)[h]l, Al <3r
(rownos¢ w L(E, F)), gdzie }lir% a(h) = 0. Wynika stad, ze dla 0 < y < t mamy
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9'(y) = f'(@)(n) + f"(a)(t€ + yn)(n) + a(t€ + yn)(n) 1€ + yn|
= f(@)(m) = f(a)yn)(n) = alyn) () llynll — t£" (@) () (n)

= o€ +yn) ()l +ynll — alyn)()llyn|, a stad

sup{[lg'(y)|| : 0 < y < t} < 3tsup{[je(p€ +vn)|| : 0 < p, v <t}
Ostatecznie, w < 3sup{||a(p€ +vn)|| : 0 < p,v < t} P 0. O
Twierdzenie 10.5.7. Zatézmy, ze f € D*(2,F;a), g € D*(2,G;a), B € L(F,G; H). Wtedy B(f,g) €
D2(12, H; a) oraz

(B(f,9))"(a)(&n) = B(f"(a)(&n), 9(a)) + B(f'(a)(n), g'(a) (&)
+ B(f'(a)(&),g'(a)() + B(f(a),g"(a)(&,m), (§m) € ExE.
W szczegoblnosci,
(B(f.9))"(a)(h) = B(f"(a)(h), g(a)) + 2B(f'(a)(h), g'(a)(h)) + B(f(a),g"(a)(h)), h € E.

Oczywiscie, tak jak poprzednio, mozemy sformulowaé analogiczne wyniki dla mnozenia i iloczynu skalar-
nego — CWICZENIE.

Dowép. Mozemy zalozy¢, ze f € D(2,F), g € D(£2,G). Wiemy, ze (B(f,9)) = B1(f',9) + Ba(f, ¢'), gdzie
By : L(E,F) x G — L(E,H), Bi(L,y)(h) := B(L(h),y),
By F x L(E,G) — L(E,H), Bs(z,L)(h) := B(, L(h)).

Widad, ze sa to operatory dwuliniowe i ciggle. Teraz wystarczy juz tylko skorzysta¢ z Twierdzenia 10.2.5:

(B(f,9))"(a)(&) = B1(f"(a)(€), 9(a)) + B1(f'(a),¢'(a)(§)) + B2(f'(a)(€), ¢ (a)) + Ba2(f(a), " (a) (),
¢ € E (rownos¢ w L(E, L(E, H))).

Po podstawieniu argumentéw dostajemy szukany wzor. 0

Twierdzenie 10.5.8 (R6zniczkowanie ztozenia). Niech G bedzie przestrzenig unormowang, niech U C G bedzie
zbiorem otwartym, niech ¢ : U — E iniechty € U. Zatézmy, ze ¢ € D2(U, E;to), f € D2(2, F;¢(to))
ip(U) C 2. Wtedy f o p € D2(U, F;ty) oraz

(f 2@)"(to)(&:m) = f"(p(to)) (¢ (t0)(€), ¢ (to) (M) + £ (6(t0)) (" (t0) (€, M), &m € G.
W szczegoblnosci,
(f 0 ©)"(to)(h) = f"((to))(¢'(to) (R) + f'(¢(t0))(¢" (to) (h), h € G.
Dowdép. Mozemy zalozy¢, ze p € D(U, E) i f € D(2, F). Wiemy, ze (f o ) = B(f' o ¢, ¢’), gdzie
B: L(E,F)x L(G,E) — L(G,F), B(P,Q):=PoQ.

Wiadomo, ze B jest operatorem dwuliniowym i ciaggtym. Stad, na podstawie Twierdzenia 10.2.5, mamy:

(f 09)"(t0)(§) = B((f" 0 ¢)'(t0)(€), ¢'(to)) + B(f((t0)), " (t0)(£))
= B(f"(p(t0)) (¢ (t0)(£)), €' (t0)) + B(f'(¢(t0)), ¥" (o) (&) (xéwnose w L(G, F)). O
Definicja 10.5.9 (CwiczeNig). W standardowy sposéb definiujemy przestrzenie D (2, F), DZ(12, F),C?(2, F),
Ci (82, F) oraznorme || fllo.2 = | flle + I/l 2 + lf"lle. f € DE(£2, F).

Obserwacja 10.5.10 (CWICZENIE). (@) ff€CYH2,L(E,F)) < fcC*(,F).
(b) Jezeli f € C2(2,F),g € C2(2,G)iB € L(F,G;H),to B(f,g) € C>(2, H).
(c) Jezelip € C2(U,E)i f € C?(£2,F),to fop € C3(U, F).
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(d) Terazprzychodzikolejnauogoélnienie twierdzenia o rézniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie (por. Twier-
dzenie 6.8.1).
(e) Jezeli F jest Banacha, to DZ(£2, F), C2({2, F') sa Banacha.

Twierdzenie 10.5.11. (@) JezeliW € L(Ey,...,Ey; F),toW'(a) € L(Ey X --- x Ey, F),

W'(a)(h) = W(h1,az,...,a;) + W(ai,ha,a3,...,a5) + -+ W(a1,...,ax_1,hx),
a:(al,...,ak)7 h=(h17...,hk)€E1 X oo X By

W szczegolnosci, W' = Wy + --- + Wy, gdzie W; € L(E1,...,Ej_1,Ej41,..., Ex L(E;, F)), 5 =1,... k.
W konsekwencji,

1 122y _ 2: o(1) a(2)
w (a)(h ,h )— W(al,...,ajl_l,hjl ,aj1+1,...,aj2_1,hj2 ,aj2+1,...,ak),
1<j1<j2<k
€Sy

a=(ar,...,ax), W =(hl,....hl) € By x --- x B}, j = 1,2.

(b) FezeliQ € HF(E, F), to Q'(a)(h) = @( ,a,h), a,h € E. W szczegolnosci, Q' € H*—Y(E, L(E
F)). W konsekwencji, Q" (a)(h, h) = k(k — 1)Q(a, ... ,a,h, h), a,h € E.

(c) JezeliQ € Pi(E,F), t0 Q" € Pr_1(E, L(E, ))
Dowob. (a) — zob. dowdd Obserwacii 10.2.4(e).

(b)Q = Qom, gdzier : E — E* n(z) == (,...,2).5tad Q'(a) = Q'(r(a)) o7’ (a) i mozemy skorzystaé

z (a).
(c) wynika z (b). O

10.6. Pochodne wyzszych rzedow

Definicja 10.6.1. Niech E i F' beda przestrzeniami unormowanymi nad R, niech {2 € top(E), f : 2 — F,
a € Nizatozmy, ze f*~V(2) € LF-1(E, F) istnieje dla z € V, gdzie V jest pewnym otoczeniem a (wiemy juz
co to oznacza dla k = 2, 3). Mamy wiec odwzorowanie f(*~1) : V — £F=1(E, F). Definiujemy k-tq pochodng
(k-tq rozniczke Frécheta) odwzorowania f w punkcie a:

f®(a) .= (f* VY (a) € L(E,LFY(E, F)) ~ LF(E, F).

Aby uniknaé nieporozumien ustalamy identyfikacje

L(E,L*YE,F))> A— Ac LFE,F), ExE*1'5(¢n) A A(€)(n) € F, tzn.
FBa)(&m) = FP(a)(©m), (&) € Ex BF.

Zbiér wszystkich odwzorowan f : 2 — F, dla ktorych f(*)(a) istnieje oznaczamy przez DF(£2, F; a). Jak
zwykle D* (2, F) := (| D(2, F;x).
e

Obserwacja 10.6.2 (CWICZENIE, por. Twierdzenie 10.5.11). (a) Jezeli W € L(Ey,...,Ex; F),todlal <
¢ < k mamy

W(Z)(a)(hl,...,hz) = Z W(ah..‘,ajl,l,hjl(l),ajl+17...,aje,l,h;(e),ajﬁl,.‘.,ak).

1< < <je<k
g€Sy

Ponadto, W =0dlal >k + 1.
(b) Jezeli Q € H*(FE, F),todla1 < ¢ < k mamy

E\ ~
QY (a)(h,...,h) :E!( >Q(a,...,a,h,...,h), a,h€E, £=0,...k
—— V4 —— ——
£x (k—£)x £x
w szczegblnosci, Q) (a) = k1Q, a € F,astad Q) = 0dlal >k + 1.
(c) JezeliQ € Pp(E,F),to QY =0dlal >k + 1.
(d) Zatézmy, ze D C E jest obszaremi f € D*(D, F). Wtedy f € Py_1(E, F) < f*) =0.
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Twierdzenie 10.6.3. (a) Jezeli f(*) € DY, LF(E,F);a), to f € DR, F;a) oraz (f*)D(a) =
F%+0(a) (po utozsamieniu L*(E, L*(E, F)) ~ LFHY(E, F)).
(b) Fezeli f € DFHE(02, F;a), to dla dowolnych hyy1, ..., hp e € E odwzorowanie

z— fO (@) (hogr, .. hir)
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ma {-tq pochodng w punkcie a oraz
FEO @) (b, hire) = (27— f® (@) (hesrs o b)) D (@) (B, ..o he),  ha,... by € E.

(c) Jezeli f € D¥(£2, F;a), to dla dowolnych hy, ..., hi, € E pochodna kierunkowa %(a) istnieje oraz

gL (a) = O (@) (ha, ..., ).

(d) Dla E = R mamy: f € D* (2, F; a) (w sensie Frécheta) wtedy i tylko wtedy, gdy f*) (a) istnieje w sensie
klasycznym oraz f*)(a)(hi, ..., hy) = £ (a)hy -~ hy, ha, ..., by €R.

(e) JezeliE =R™ i f € D¥(£2, F;a), to

(k) & orf
f (a)(hl,...,hk): E W
iy =1 b U

(a)hl,il e hk,ik7 hj = (hj,l» ey hj,n) S Rn, ] = 1, ey k.

Dowo6p. We wszystkich dowodach bedziemy rozumowa¢ indukcyjnie.
(a) Dla ¢ = 1 wystarczy skorzystac z definicji.
£ 4 1: (SO D 0) = (/)0 (@) = (FE0) () = FEH) a),
(b) £ = 1 (por. Twierdzenie 10.5.2): Wiemy, ze
F®(a+ hy) = fB(a) + fE (@) (hy) + of||h]]) przy h1 — 0 (t6wnosé w LF(E, F)).

Podstawiajac ha, . . ., hi1 dostajemy:

P ath)(ha, - higr) = fO @) (ha, o higen) + £ (@) (B b, i) + o[ )
przy hy — 0,
co daje zadany wynik.
£ ~~ £+1: Zatézmy, ze f € D*(U, F) dla pewnego otoczenia U punktu a. Ustalmy hgy o, ..., hitey1 € E.

Na podstawie zatozenia indukcyjnego odwzorowanie U > = 2 f®)(x)(hyya, ..., heses1) jest £-krotnie
rézniczkowalne w U oraz

g O@)(ha,y ... her) = FE (@) (ha, ... hiyesr), €U, hoy... hysy € E.
Z drugiej strony, poniewaz f(*T¢+1)(q) istnieje, wiec
FE(a+ hy) = f5F(a) + FETD (@) (Ry) + o(||ha]) przy he — 0 (rownosé w LET(E, F)).
Podstawiajac he42, . . ., Rg4e41, dostajemy
99+ ) = gY@ + S @) (s ey i) + o [Ral])
przy hy — 0 (rdownoéé w L*(E, F) po stosownym utozsamieniu).

Wynika stad, ze g“+1) (a) istnieje oraz gtV (a) = fEH4D (@) (-, ... - by, ..., hrrer1), co konczy dowod.
(c) Przypadek k = 1 jest oczywisty.
k ~» k + 1: Na podstawie (b) mamy

ak+1f o akf o *)
Oy - Ol T Ohy Oh .. Ot *aTl(“’”Hf (x)(hQ"“’h’““))(a)

= (z — fO(2)(hg, ..., hes1)) (@)(h1) = fETD () (ha, ..., hit1).

(d) Przypadek k = 1 jest oczywisty.
k ~» k + 1: Na podstawie (b) mamy

FE @) (he, . 1) = (@ — fP (@) (ha, ... hisr)) (@) (ha)
= (& — [P (@)ha -+ hryr) (@) (h1) = fETD (@)ha - hgga.

(e) CWICZENIE. O
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Twierdzenie 10.6.4 (Twierdzenie o symetrii wyzszych rozniczek). f*)(a) € LF(E, F). W szczegélnosci, jezeli
E=R"to
. k', .
[Py = >3 =Df(@)h®, heR,
a€Np: |al=k

gdziedlao = (ay,...,0n) ENFih = (hy,...,hy) € R A = h{1 .- h2 (00 := 1),

D%f(a) := (%)al 0---0 (%)anf(a)-

Zauwazmy, ze wobec symetrii rézniczki, operator D¥(£2, F;a) > f — D%f(a) jest poprawnie okreslony.

Dowop. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na k. Przypadek k = 2 zostal rozwigzany w Twierdzeniu 10.5.6.
Zaldzmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla k — 1 i niech o bedzie dowolng permutacja k elementowa.
Przypadek (1) = 2,0(2) = 1,0(j) = j,j = 3,. .., k, redukuje sie do przypadku k = 2:
f(k) ((L)(hg7 hl, hg, ey hk) = (x [ — f(k72) ((E)(hg, ey hk))//(a)(hg, hl)
= (z — f* (@) (hs, ..., h1))" (@) (h1, h2) = FF)(a)(hi, ho, B, .., ).

Przypadek o (1) = 1 wynika z zalozenia indukcyjnego:
TR (@) (h1, hoa),s s hoy) = (@ — FED (@) (ho@)s- - hom)) (@) (he)
= (z — fE V(@) (ha, ... he)) (@) (k1) = F®(a)(h1, ha, ..., hi).
Pozostate przypadki wynikaja z faktu, iz kazda permutacja jest zlozeniem pewnej liczby permutacji powyz-

szych dwoch typow (por. dowdd Twierdzenia 10.1.15).

Twierdzenie 10.6.5 (Wzor Leibniza). Niech f € D*(£2, F;a), g € D*(02,G;a) i B € L(F,G; H). Wtedy
B(f,9) € D*(2, H; a) oraz

k
() (B(f,9))*F (a)(h) = EO
j=
k
@ BN @ M0, )= 3 3BV ha) 67 (@) (ot ho).
J=00€S;

hi,...,hy € E, gdzie Sj_j ={o €S :0(1) <---<0(j), o(j+1) <--- <a(k)} (por. Obserwa-

cja 9.1.6).

() BD (a)(h), g*9 (a)(R)). h € E;

Dowép. Rozumujemy indukceyjnie. Przypadek k = 1 jest dobrze znany.
k ~ k + 1: Wiemy, ze (B(f,g9)) = B1(f’,g9) + B2(f,¢'), gdzie By i Bs sa operatorami dwuliniowymi
i ciaglymi takimi, jak w dowodzie Twierdzenia 10.5.7. W takim razie, na podstawie zalozenia indukcyjnego,
(B(f,9)) € D*(R,L(E,H);a), astad B(f,g) € D*1(02, H;a). Indukcyjny dowéd pierwszego z wzordw
pozostawiamy jako CWICZENIE.
Aby dostaé (1) mozemy zastosowac Obserwacje 9.1.6 do odwzorowania
k

k , .
W(h17 L) hk) = Z <]>B(f(])(a)(h/1, ey hj),g(k_-7)(a)(hj+1, N hk)),
7=0
przy By := j, B2 := k — j — CWICZENIE. 0

Twierdzenie 10.6.6. Niech G bedzie przestrzeniq unormowang, niech U C G bedzie zbiorem otwartym, niech
¢ : U — FE iniechty € U. Zalézmy, ze o € D*(U,E;ty), f € DF¥(02,F;0(ty)) i o(U) C 0. Wtedy
fowe DHU, Fity).

Dowdp. Przypadek k = 1 jest dobrze znany.
k ~~ k + 1: Korzystamy ze wzoru (f o @)’ = B(f' o p,¢'), gdzie B jest operatorem skladania odwzorowan
tak, jak w dowodzie Twierdzenia 10.5.8. Dalej rozumujemy standardowo. ]

Definicja 10.6.7 (Cwiczenik). W standardowy sposob definiujemy przestrzenie D¥ (2, F), Dk (02, F),Ck (02, F),
k .
Cy (92, F) oraz norme || fllox == 32 /Pl f € Dy(2,F),
=0

Obserwacja 10.6.8 (Cwiczeni). () f' € CF Y2, L(E,F)) < f € C*(, F).
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(b) Jezeli f € CF(02,F), g € C*(2,G)iB € L(F,G;H),to B(f,g) € C*(2, H).
(c) Jezelip € CK(U,E)i f € CF(82,F),to fop € C*(U, F).

183

Teraz przychodzi kolej na uogélnienie twierdzenia o rézniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie (por. Twier-
dzenie 6.8.1).

Twierdzenie 10.6.9 (Twierdzenie o rézniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie). Niech D C E bedzie obsza-
rem takim, ze oY, jest funkcjq ograniczong (np. D jest ograniczonym obszarem gwiazdzistym) i niech F' bedzie
przestrzeniq Banacha.

(a) Zatézmy, ze mamy rodzine (f;)ie; C DF(D, F) takg, ze:

° (fi(k))iej Jjest rodzing jednostajnie sumowalng na D,

e dla dowolnego j € {0,...,k — 1} istnieje punkt c; € D taki, ze rodzina (fi(j)(cj))iel Jjest sumowalna.
Wtedy dla dowolnego j € {0, ..., k—1} rodzina (fi(]))iejjestjednostajnie sumowalnana D ijezelig; :== fi(]),
i€l
togo € DF(D, F) orazg(()j) =g, j=1,...,kczyli (3 f,-)(J) =5 fi(j),j =1,...,k
i€l icl
(b) Zatozmy, ze cigg (f2)32o C DF(D, F) jest taki, ze:

o0
o szereg y. fy(lk) jest zbiezny jednostajnie na D,
n=0

e dla dowolnego j € {0,...,k — 1} istnieje punkt ¢; € D taki, ze szereg > fT(Lj)(cj) jest zbiezny.

Wtedy dla dowolnego j € {0,...,k — 1} szereg >_ fy(ij) jest zbiezny jednostajnie na D i jezeli g; :== Y f,(lj), to
n=0 n=0
DD F G g e 1 koegli( S Y9 S @) sy g
goe ( ) )Orazgo _g]’.]_ D] ;Czyl(zofn) _Zof’ﬂ/ ) =1,..., K.
n= n=

(c) Zatozmy, ze cigg (f,)2, C D*(D, F) jest taki, ze:

e cigg (fflk))fbozl Jjest zbiezny jednostajnie na D,

e dla dowolnego j € {0,...,k — 1} istnieje punkt c; € D taki, ze cigg ( 7(LJ>(CJ~))$L°=1 Jjest zbiezny.
Wtedy dla dowolnego j € {0, ...,k — 1} cigg ( 7(13))OO jest zbiezny jednostajnie na D i jezeli g; == lim f,(lj),

n=1

n—-+oo
to go € D*(D, F) orazgéj) =g;,5=1,...,k, czyli (nginxfn)(j) = nglfooféj),j =1,...,k

Dow6p. CWICZENIE. O
Twierdzenie 10.6.10. Jezeli I jest Banacha, to D¥ (2, F) i CF(£2, F') sq Banacha.

Dowép. CWICZENIE. 0

10.7. Wzér Taylora

Niech E i F beda przestrzeniami unormowanymi nad R, niech 2 € top E, f : 2 — F, a € (2 i zalézmy,
ze f € DF(£2, F;a) (dla pewnego k € N).

Definicja 10.7.1. Definiujemy k-tq reszte odwzorowania f w punkcie a:
1 1
Ri(f.0,2) = f(2) = (£(a) + (@)@ = a) + 5/ (@@ =) + -+ 7/ P(@) @ —0), we
Ponadto przyjmujemy Ro(f,a,z) := f(x) — f(a).

Obserwacja 10.7.2.  (a) f(a+h) = f(a)+ f'(a)(h) + 1 f"(a)(h) + -+ L f® (a)(h) + Ri(f,a,a+ h),
hef—a.
(b) Dla k > 2, funkcja Ry (f,a,-) jest rozniczkowalna w pewnym otoczeniu U punktu a oraz

Ri(f,a,) () = Ri—1(f',a,2z), z€U.
Istotnie, jezeli f € D(U, F), to na podstawie Obserwacji 10.6.2 mamy:
Re(fa, Y (@)0) = @0 = (F@)0) +2- 37" @ = a )+ b P @)@ —a,. o —a,h)
:kal(f/7a7‘r)(h)> zeU.
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Twierdzenie 10.7.3 (Wz6r Taylora). (a) (Wzér Taylora z reszta Peano.) Jezeli f(*) (a) istnieje, to

. Rk(f7a7a+h)_
e

(b) (Wzér Taylora dla funkcji klasy C*) Jezeli f € C*(§2, F), to dla dowolnego zbioru zwartego K C {2 mamy:

Ri(f.a,a+h
lim sup{W:aeK7 0 < ||A] <5}:0.

§—0

(c) (Wzér Taylora dla funkcji klasy D*+1) Zalézmy, ze §2 jest gwiazdzisty wzgledem a, f € DFT1(§2, F) oraz
| £F+HD ()| < M,z € 2. Wtedy

M| [h]*

< — -

he2—a, keNg.

Dow6p. We wszystkich przypadkach zastosujemy indukcje wzgledem k (przy dowolnych pozostatych elemen-
tach).

(a) Przypadek k = 1 jest oczywisty.

k ~» k + 1: Na podstawie twierdzenia o przyrostach skoniczonych, dla matych 0 # h € {2 — a mamy:

1

Hth+1 |Rky1(f,a,a+h) — Riyi(f,a,a)

1
‘|Rk+1(f7a a+h’)|| = Hth_H

sup{|| Ri+1(f,a,) ()| : @ € [a,a + h]} = sup{|| Rk (f",a,a + §)| : € € [0, h]}

< i
<sup { el Bul o+ )] € € 0.0 =

HhH’C

~>0
(b) Przypadek k = 1 wynika z twierdzenia o przyrostach skoniczonych. Istotnie, dla 0 < § < dist(K, 912)
mamy:
[Ba(fa,a+ )|
e T

If(a+h) = fla) = f(@)(B)]]
{ T ac K, 0<|h| < }

<sup{||f'(z) — f'(a)|]| : a € K, z € [a,a+ h], 0 < ||h]| <&} HO

aeK7O<HhH<6}

=sup

(ostatni fakt wynika z jednostajnej cigglosci funkeji f' na K — por. Twierdzenie 4.4.10).
k ~+ k + 1: Na podstawie dowodu (a), dla matych 6 > 0, mamy:

[ Bx11(f,a,a+ h)|
Sup{ +1Hh“k+1 ra e K, 0<|h| <5}

!
ésup{w:aef(, 0 < |l <5} — 0.
€1l 8-0
(c) Przypadek k£ = 0 wynika z twierdzenia o przyrostach skonczonych.
y k+1
ki~ k+ 1: Mamy | Ri(f', a, a + h)|| < M(\]\ﬂ; ,h € 2 —a.Ustalmy h € {2 — a i niech
M‘|h“k+2tk+2
t):=R th t) = ——— 0,1].
g() k+1(f7a7a+ )7 ‘P() (k+2)! ) E[ ) ]
Wobec poprzedniej nieréwnosci mamy
M| th]*+

lg" @O = | Rrs1(f,a. ) (a+ th) ()| = | Ri(f', @, a+ th)(R)]| < Ut 1)1 Ihll = ¢'(8), teo,1].

Stad, na podstawie zwyklego twierdzenia o przyrostach skonczonych,
M |[n|*+2

1B1(fr a0+ R)| = llg(1) = g(O)] < (1) = (0) = =575
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Twierdzenie 10.7.4 (Jednoznacznoé¢ wzoru Taylora). Jezeli f(*)(a) istnieje, @ = Qo + --- + Qr € P(E, F)
oraz f(a+h) = Q(h) + o(||h||¥), przy — 0, t0 Q; = %fm(a),j =0,...,k.

Dowép. Na podstawie wzoru Taylora z reszta Peano, mamy:

. 1,
)+ f'(@)(h) + 3" (@)(B) + -+ /P (a) (h)
= Qo(h) + Q1(h) + Qa(h) +--- + Qx(h) + o(||h]|*),  przy h — 0.
Ustalmy h € E. Zastepujac w powyzszym wzorze h przez th (t € R) dostajemy

f@a) + f'(@) (W)t + 5. /" (@) (h)E* + - + %f(k)(a)(h)tk
= Qo(h) + Qu(h)t + Q2(M)t* + - + Qu(M)t* +o(t"),  przyt — 0,
skad natychmiast wynika, ze Q;(h) = % f9(a)(h),j=0,...,k (por. dowdd Twierdzenia 5.6.5). O

Obserwacja 10.7.5. Jezeli f : 2 — F jest taka, ze f(a + h) = Q(h) + o(||h||¥), przy — 0, pewnego
wielomianu Q = Qo + - -+ + Qi € Px(E, F) (k > 1), to Q; nazywamy j-tq rézniczkq Peano odwzorowania f
w punkcie a, j = 0, ..., k. Oczywiscie, wtedy Qo = f(a), f'(a) istnieje i Q1 = f’(a). Wiemy réwniez, fU)(a)
dla 1 < j < k nie musi istnie¢ (Obserwacja 5.6.6).

Twierdzenie 10.7.6 (Wzér na k-ta pochodng zlozenia). Niech E, F, G bedq przestrzeniami unormowanymi,

niechU C G, 2 C E bedq zbiorami otwartymi i niech to € U. Zatozmy, ze ¢ € DF(U, E;tp), o(U) C £,
f € DF(92,F;0(ty)). Wtedy (por. Twierdzenie 5.6.12):

(Fop)®ta)e) = 3 B plovtron ppag)) (L8 £DUIEY e g,
al N—— ———

1! k!
aclly

ay X ag X

Dowép. Skorzystamy z Twierdzenia 10.7.4 (podobnie, jak dla jednej zmiennej). Przyjmijmy oznaczenia:

1 /. 1 .. .
Q= ﬁgom(to), a:=@(ty), fj:= ﬁf@)(a), j=0,...,k

k k
Mamy: f(a-+h) = 3= fi(h)+a(m)hI*, ot +€) = 2 o5(€) + €] gdie fim a(h) = 0. lim 5(€) =
1= Jj=

Korzystajac z Twierdzenia 10.7.4 wystarczy wyznaczy¢ wielomian jednorodny stopnia k& w rozwinieciu (f o
©)(to + §). Liczymy:
k

(foullto+6) =3 f (i BEEN) +alplto +€) = wlto) HZ% &+ 8l

1=0

Y (Z@]) ol =3 > (0@ prl©) + el

i=0 =0 a1,...,arENga1 +---+ar=1i

B

o1 X g X

: (o + -+ + ay)! .
= ; ( Z 1 Jartta (&@7 . ’ﬁ@) + o(J|€|I").

ap! - ay!
Q1yeeny a,€Np ! k

a1 +200+-Fkap=v a1 X Qg X

10.8. Szereg Taylora

Definicja 10.8.1. Niech F’ bedzie przestrzenia Banacha i niech f : 2 — F. Zal6ézmy, ze dla pewnego a € 2
pochodna f(*)(a) istnieje dla dowolnego k € N. Wtedy definiujemy szereg Taylora funkcji f w punkcie a

7) =3 2 a) — a);
v=0 "

(Tof)(a + h) jest szeregiem wielomianéw jednorodnych zmiennej h.
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Twierdzenie 10.8.2 (Borel, por. Twierdzenie 6.10.3). Niech (E,( , )) bedzie rzeczywistq przestrzeniq unitarng
(np. R™ ze zwyktym iloczynem skalarnym), zas F' — przestrzeniq Banacha. Wtedy, dla dowolnego ciggu wielomia-
néw jednorodnych Q,, € H*(E, F), v € Ny, istnieje funkcja f € C°(E, F) taka, ze

1
Tof(x ZQV ), czyli ;!f@)(O) =Q,, veN.

Dowodp. Na wstepie zauwazmy, ze

(*) wystarczy udowodni¢, ze dla dowolnego N € Ny istnieje funkcja gv € C°(E, F) N DY (E, F) taka,
ze gv = 0 w pewnym otoczeniu zera oraz ||Qn+ < 2%\, ((*) pozostaje prawdziwa dla dowolnej
przestrzeni unormowanej E).

Istotnie, jezeli gn, N € Ny, sa takie jak w (*), to definiujemy, f := Qo + . (QNn4+1 — gn). Szereg jest
N=0
zbiezny normalnie w C*(E, F) dla dowolnego k. W takim razie f € C°(E, F). Oczywiscie, f(0) = Q.
o0
Dla dowolnego v szereg > (Qni1 — gn )™ jest zbiezny jednostajnie na E. Na podstawie twierdzenia
N=0

o rézniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie, wynika stad w szczegélnosci, ze

o

f(u)(o) = QN1 — Z QS@H =v!Q,, v €N por. Obserwacja 10.6.2(b).
N=0

Teraz pokazemy, ze dla znalezienia funkcji gn wystarczy mie¢ funkcje ¢ € Cg°(E, [0, 1]) taka, ze ¢(z) =0
dla ||z]| € 1/2, ¢(x) = 1dla ||z|| > 1 (ta cze$¢ dowodu réwniez pozostaje prawdziwa dla dowolnej przestrzeni
unormowanej).

Istotnie, niech Cy, := sup{||¢®) (z)]|| : ||z|| < 1}, k € Np. Ustalmy N € Ny. Przypomnijmy, ze

N+1
QW (a)(X )=u< >QN+1(a,...,a,X,...,X).
M —— ——
(N+1—p)x X
W szezegolnosci, QW) (a)]| < u! (V)| @nya [llal|¥+1-#. Niech My, == pt (V) [Quall p=0,..., N +

1. Polézmy h.(z) = go(x/s)QNH( ) x € E, >0 Wtedydla0 < e < 1, korzystajqc ze wzoru Lelbniza
(por. Twierdzenie 10.6.5), mamy

(v)
Q@n+1 —

el =3 s (A=¢t/Qunn) @

v—o lzll<e

_ Z H 2( )= /NP O @)

0 ||9LH<€, ||§||<1

=3 s H— () ) a2) QYL ()(E) + (1~ pla/ ) Q) () O

v— 0||$H<6, ligl<1

N v
Z (Z < ) —u €TV M eN T 4 MV€N+1J) < gzz (:) Cy_, M, = econst(N).

v=0 pu=0 v=0 pu=0

Teraz jako gn wystarczy wziaé h. ze stosownie malym e.

Do znalezienia funkcji ¢ skorzystamy z unitarnosci przestrzeni E. Niech E > x 2 z]|? = (z,z) € R.
Mamy &' (a)(X) = 2(a, X), ®"(a)(X, X) = 2(X, X), ¥ (a) = 0, k > 3.Niech ) € C®(R,[0,1]), 9 (t) =0
dlat < 1/4,¢(t) = 1 dlat > 1. Zdefiniujmy p(x) := p({x,x)) = ¥ o &(z), x € E. Wtedy ¢(x) = 0 dla
||| < 1/2, ¢(x) = 1dla|jz| > 1oraz ¢ € C®(E,[0,1]). Niech C}, := sup{||p® (2)| : ||lz|| < 1}, k € Ny.
Zauwazmy, ze Cy = 1 oraz Cy, < +00, k € N. Istotnie, niech ¢, := sup{[(V)(t)| : t € R} < +o0.Dlaz,h € E,
[z < L [2]] < 1, mamy

o R) () (1) o
@B = o DD @) m) = | 3 Etortron @) (TENY™ (TN

aclly
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! 2z, B\ (2(h, h) o2 ;!
_ (a +asz) ) ) a
= X alag V@ N(=) Ga) s X aplagt Contee 2 < oo 1
a,a2ENy ay,a2ENg
a1 +2as=k a1 +2as=k

Twierdzenie 10.8.3 (Twierdzenie Whitneya (6) ). Niech (E,{, ) bedzie dowolng osrodkowq przestrzeniq uni-
tarng (np. R™ ze standardowym iloczynem skalarnym). Wtedy dla dowolnego zbioru domknietego S C E istnieje
funkcja f € C*(E,R,) taka, ze S = f~(0) oraz f9) = 0 na S dla dowolnego j € N.

Dowép. Mozemy zalozyé, ze @ # S # E. Niech &(z) := (x, x) z € Einiech ¢ € C*(Ry,|0,1]) bedzie
dowolng funkcjg takg ¢ = 1na [0,1/2] oraz [0,1) = {x € Ry : ¢(z) > 0}. Zdefiniujmy ¢ := ¢ oP (por. dowdd
Twierdzenia 10.8.2). Niech C; := sup{||¢\) (z )H :|Jz|| < 1}, j € Ng. Poniewaz F jest osrodkowa, zbior E \ S
zawiera podzbior przeliczalny gesty, powiedzmy {¢1, g2, . . . }. Niech dj, := dist(qx, S), k € N,

1. {di. '<k} Fa) i (w—qk) cE
ap = —minq —=* : j < ko, x) = a , X .
k ok CJ J e k¥ dy,
Sprawdzamy, ze f spelnia wszystkie wymagane warunki:

e )
o [ € C>®(E,Ry): Wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego j € Ny, szereg Y ak‘<¢('22k>) ’ jest
k=1

zbiezny jednostajnie w E. Mamy

<

0 q r—gq j—1 C 00 1
— T — ’
S al(o( ) @] = S| () < X <TG+ X e
k=1 k=1 =1 k k=j
e f(x) > 0dlaxz € E\ S: Ustalmy punkt zyp € E \ S i niech B(wo,Qr) C E\ S dla pewnego 0 <
r < 1. Wezmy dowolny punkt qx, € B(zo,7). Wtedy di, > 7, a stad 2o € B(qk,, di, ), & wiec f(xo) =
0—qkq
ag, P(=52) > 0.
. f(ﬂ) = O na S dla dowolnego j:Jezeli xg € S, to |zo —qx|| > di, a wiec go(])(z” 4:) = ( dla dowolnego
k,astad fU)(zo) = 0. O

10.9. Rozklad jednosciI

Twierdzenie 10.9.1 (Twierdzenie o pokryciu). Niech F bedzie dowolng rodzing niepustych podzbiorow R™ takg,
ze
sup diam B < +o00. @)
BeF
Wtedy dla dowolnegomy > 1 istnieje podrodzina F, rodziny F, sktadajqca sie ze zbiorow parami roztqcznych i taka,
ze dla dowolnego B € F istnieje By € Fy taki, ze BN By # @ idiam B < 79 diam By.

Dowop. Niech A oznacza rodzine wszystkich podrodzin G C F, ktére sa zlozone ze zbioréw parami roztacznych
i takich, ze
VBer: (BﬁUg:@) (EIB()GQ BN By # @, diam B < TodlamBo)

Oczywiscie, @ € A, a wiec A # &. Na podstawie Lematu Kuratowskiego—-Zorna, rodzina A ma element mak-
symalny Fy (ze wzgledu na inkluzje). Niech H := {B € F : BN |JFo = &}. Wystarczy pokazaé, ze H = &.
Przypusémy, ze H # @ iniech C' € H bedzie taki, ze 79 diam C' > sup gy diam B (skorzystaliémy z (T)). Po-
niewaz zbiory rodziny F sa niepuste, mamy C' ¢ Fy. Rozwazmy rodzine G := Fy U {C'}. Pokazemy, ze nalezy
ona do A, co da sprzecznosc¢.

Oczywiscie jest to rodzina zbiorow parami rozlagcznych. Wezmy dowolne B € F takie, ze BN By # &
dla pewnego By € G. Jezeli istnieje zbiér By € Fy o tej wlasnosci, to oczywiscie diam B < 7y diam B.
W przeciwnym przypadku, By = C'i B € H, a stad ponownie diam B < 7y diam By. O

Lemat 10.9.2. Niech S C {2 € topR" i niech h : 2 — Ry spetnia warunek Lipschitza ze stalg L > 0
(w normie euklidesowej). Zatozmy, ze

B(s',h(s))NB(s", h(s")) =@, §,s"€8, s #s". (%)
Dla o := 5 niech S(z) := {s € S : B(z, ah(z)) N B(s, ah(s)) # @}, x € 2. Wtedy:

(6) Hassler Whitney (1907-1989).
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(@) § < HY <3, s€S(),
(b) #S(z) < (9+&)", z € .

Dowép. Dlas € S(x)iz € B(x, ah(z))NB(s, ah(s)) mamy |h(z)—h(s)| < L||z—s|| < L{||z—=||+||z—s]|) <
La(h(z) 4+ h(s)) = 1(h(z) + h(s)), co daje (a).

Warunek (3) implikuje, Ze zbior S moze by¢ co najwyzej przeliczalny. Istotnie, wystarczy pokazac, ze SN K
jest zbiorem skornczonym dla dowolnego zbioru zwartego K C (2. W przeciwnym przypadku, istnialby ciag
(s,)52, C S, zawierajacy nieskoniczenie wiele ro6znych wyrazow, taki, ze s, — sg € 2. Wtedy, dla v, u > 1,
mamy ||s, — s,|| < h(so) < h(sy) + h(s,), co wyklucza (%).

Teraz, dla s € S(x) iz € B(s, h(s)) mamy:

Iz =zl <z = sl +[Is — =[] < h(s) + a(h(z) + h(s)) = ah(z) + (e + 1)h(s) < (4o + 3)h(z) =: rh(z),
skad wynika, ze B(s, h(s)) C B(z,rh(z)), s € S(z). Korzystajac z (), szacujemy: (#5(z))|B,|(3h(x))" =

M
> [B(s, k()] < [B(x,rh(2)))] = [Bnlr"h"(2), co daje #5(x) < (3r)" = 3(da +3)" = (9+ )"
seS(x)
Brakujgca wiedza potrzebna do formalnego wykazania (}) zostanie podana w Rozdziale 12. O

Konstrukcja 10.9.3 (Specjalny rozklad jednosci). Niech {{2; : i € I} bedzie pokryciem otwartym zbioru

otwartego {2 C R™. Niech 0 < L < £ iniech h(x) := Lsupmin{1,dist(z,R"\ £2;)}, = € 2 (dist(z,2) =
i€l

+00). Zauwazmy, ze h : 2 — Ry spelnia warunek Lipschitza ze stata L (CwiczeNIE) oraz h < L. Wobec

definicji funkeji A mamy:

V’VE(O,%) VIE_Q 31'6[ : E(Z,’yh(fﬂ)) C -Qz (*)
Niech 7 := {B(z,h(z)) : « € 2} iniech 7 := J- —1 > 1. Oczywiscie sup g diam B < 2. Polézmy
o := 3= = 2(1+ 7). Na podstawie Twierdzenia o pokryciu 10.9.1 (zastosowanego do 7y € (1, 7)), istnieje zbior

S C {2 taki, ze speliony jest warunek (X) oraz dla dowolnego = € 2 istnieje s € S taki, ze:
e ||z —s|| < h(x) + h(s) (przecinanie sie kul),
e h(z) < 7h(s) (warunek ze $rednicami); w szczegolnosci, z € B(s, (1 + 7)h(s)).
Rodzina {B(s, (1+7)h(s)) : s € S} stanowi pokrycie {2. Ponadto, na podstawie (*), rodzina {B(s, ah(s)) :
s € S} jest pokryciem wpisanym w pokrycie {£2; : i € I}.
Ustalmy funkcje 7o € C>° (R4, [0, 1]) taka, ze 1o(t) = 1 dla0 <t < 3, n0(t) = 0 dlat > 1. Zdefiniujmy
x

aw) =mollel), v €R v = (), s€ S v eR

Oczywiscie, s € C®(R",[0,1]), ¢s(z) = 1 dlax € B(s,(1 + 7)h(s)) oraz suppss C B(s,ah(s)). Na
podstawie Lematu 10.9.2 mamy #5(z) < (9+ & ) , x €L W szczegblnosci, pokrycie {supp ¢ : s € S} jest
lokalnie skoniczone. W takim razie funkcja ¢ (z) := Y 9s(z), x € {2, jest poprawnie okreslona, 1) € C>(£2)

seS
iy >1
Funkcje o5 := 15 /1, s € S, dajg wigc C* rozklad jednosci wpisany w pokrycie {{2; : i € I}.

»Specjalnos¢” tego rozkladu polega réwniez na tym, ze dodatkowo mamy kontrole wzrostu pochodnych

wszystkich funkcji f € {5, p, s, s € S} w postaci oszacowania | D* f| < COZ‘TZ?‘) , 1w € NT.
Doktadniej, na podstawie Lematu 10.9.2 mamy
|DN¢,S($)| < Cl(:u) < (32(.“') z €N, Le N&

(ah(s))‘l’«‘ = h|#| (1;) ’

gdzie ¢ (p) := sup m(\#\ |, ca(p) := c1(p)(6L)#. Teraz, korzystajac z oszacowania #S5(x) < (9 + Sym,
Ry
wnioskujemy, ze

m 6 nCQ(;u) . (23(/1) n
|D 1/"| <(9+ L) A - hlul MENO'

Stad, bez trudu otrzymujemy:

ca(p) "
|D‘u(i)‘ hl/"| ’ .UJENO'
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Ostatecznie, stosujac wzor Leibniza, dostajemy:

[Drog <Y (ﬁ) ‘Dws D“*T(l/zp)’ < Z: (“) ca(r)ealp—r) _ ew) o

) hiTl plu—T] ©oplel?
T

Z powyzsza konstrukcja daje natychmiast nastepujace wazne twierdzenie.

Twierdzenie 10.9.4 (Rozklad jednosci). Niech {§2; : i € I} bedzie pokryciem otwartym zbioru otwartego {2 C
R". Niech 0 < L < % i niech h(z) := Lsug) min{1, dist(z,R" \ (2;)}, = € (2. Wtedy istnieje co najwyzej
i€

przeliczalny zbiér S C (2 oraz rodzina funkcji (ps)scs C Co(82,[0,1]), ktéra C* rozkladem jednosci wpisanym
w pokrycie {§2; : i € I}, przy czym:

e rodzina {B(s, $h(s)) : s € S} jest pokryciem (2,

e dla dowolnego s € S istnieje i € I takie, ze supp ps C B(s, ah(s)) C £2;,

e rodzina {B(s,ah(s)) : s € S} jest lokalnie skoriczonym pokryciem §2 o krotnosci < (9 + £)",

[ ]

S ps=1wl,
ses

e hM|Dry | < const(n, L, ), p € Nj.
10.10. Twierdzenie Whitneya
Definicja 10.10.1. Niech {2 € topR™ i niech f € C*(£2, F) (k € Ny), gdzie F jest przestrzenia unormowana.
Zdefiniujmy
J
i 1 v no
Tif(@) =2 —f"(a)(x—a), a€f zeR" j<h
v=0

Odwzorowanie T f nosi nazwe j-tego dzetu funkcji f w punkcie a.

Obserwacja 10.10.2. (a) T! f € Pj(R™, F).
®) T4/ (a) = f(a)
(¢) f(x) —T](x) = R;(f,a,x) = j-ta reszta we wzorze Taylora w punkcie a (z € {2).
(d) Wiemy, ze Ri.(f,a,-)9)(x) = Ryp—;(f9),a,z), x € 2. Wynika stad, ze (7)) = T57 ) na (.
Korzystajac ze wzoru Taylora dla funkcji klasy C* (Twierdzenie 10.7.3(b)), dostajemy.

Twierdzenie 10.10.3. Dla dowolnego zbioru zwartego K C {2 mamy

@) () — @) (g
wup {ILEN )~ DD

i ca,x € K, 0< ||z —al| <6, j:07...,k3} — 0.
| —all*~7

§—0+
Twierdzenie 10.10.3 mozna odwrdcié.

Twierdzenie 10.10.4. Niech {2 € topR"™ i niech {2 > a N P, € Pp(R", F) bedzie odwzorowaniem takim, ze

dla dowolnego zbioru zwartego K C {2 mamy:

|2 (@) = P (a)]|
= all*~3

Wtedy odwzorowanie f : 2 — F dane wzorem f(z) := P,(x), x € {2, jest klasyC* iTFf = P,,a € 0.

7(P; K, 0) ::sup{ ra,z € K, 0< ||z —al <0, j:O,...,k} — 0. (W)

6—0+

Dowdp. Przypusémy, ze juz wiemy, ze fU)(z) = ngj)(a:), x €2, j=0,...,0 dlapewnego ¢ € {0,...,k}.
Dla ¢ = 0 jest to po prostu definicja odwzorowania f. Korzystajac z (W), wnioskujemy, ze dla dowolnego a € {2
mamy

fO(x) = PO(@) = (P (z) = P{(2)) + P{?(z) — 0+ P{O(a) = " (a).

Oznacza to, ze f*) jest odwzorowaniem ciagtym. Ponadto, jezeli ¢ < k — 1, to dla dowolnego a € 2ih € (R"),
mamy

FOa+h) = fO@) = P @) n) P (a+h) = PiP(a) = P (a) ()

2] 2]

~ Pa+h) = PP a+h)  PO(a+ )~ POa) - PV (a)(h)
Al 1Al
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Na mocy (W) pierwszy skladnik dazy do 0 przy h — 0. Oczywiscie drugi skladnik dazy réwniez do 0 gdy
h — 0. Oznacza to, ze f“*V)(a) istnieje i f+V)(a) = Pé“l)(a). Teraz skoniczona indukcja wzgledem ¢
konczy tatwo dowod. U

Twierdzenie 10.10.5 (Twierdzenie Whitneya). Niech @ # A ¢ R"™ bedzie zbiorem domknietym i niech A >
as P, € Pi(R™, F) bedzie odwzorowaniem takim, ze dla dowolnego zbioru zwartego K C A spelniony jest
warunek (W). Wtedy istnieje odwzorowanie f € C*(R", F) takie, ze fU)(z) = ngj)(:c), reA j=0,...k

Zauwazmy, ze dla k = 0, powyzsze twierdzenie moéwi, ze dowolna funkcja ciaglta P : A — F przedluza
si¢ ciagle na cate R™.

Rodzine (P,)qc 4 spelniajaca warunek (W) na dowolnym zbiorze zwartym K C A, mozna uzna¢ ze definicje
funkcji klasy C*(A).

Warunek (W) oznacza w szczegolnosci, ze ngj)(x) — Péj)(a), gdly A>x —a€ A j=0,...,k
(por. dowo6d Twierdzenia 10.10.4).

Dowép. Do zbioru U := R™ \ Aido jednoelementowego pokrycia tego zbioru samym sobg zastosujmy Kon-

strukcje 10.9.3 specjalnego rozkladu jednosci z L = 20, tzn.

1
h(z) = %mm{l dist(z, A)}, zeU.
Dostajemy zbiér przeliczalny S C U oraz specjalny rozklad jednosci (ps)ses klasy C*.

Dla s € S niech a(s) € A bedzie taki, ze dist(s, A) = ||s — a(s)||. Zdefiniujmy

P.(x), jezeliz € A
(:E) = Z;g‘ps( ) a(s)( )7 jeieh r eR" \ A
sE€

Definicja jest poprawna poniewaz pokrycie (supp ¢s)ses jest lokalnie skoriczone w U. Ponadto, f € C*(U, F).
Wobec Twierdzenie 10.10.4 mamy f € C*(int A, F) oraz ) (z) = ng])(x), reintA, j=0,...,k Kluczows
sprawg bedzie pokazanie, ze dla dowolnego a € A

19 (@) — P ()

— —0gdyU>2z —a, j=0,...,k. (W1)
[l — al[*=

Warunek (W1) oznacza w szczegblnosci, ze f\0) (z) — Péj)(a) gdyUd>2x —a€ A j=0,...,k Przypu-
$¢my, ze warunek (W1) jest spelniony. Dalej rozumujemy podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 10.10.4. Przy-
pusémy, ze juz wiemy, ze

fOx) = PP (x), €A j=0,...L (W2)
dla pewnego ¢ € {0,...,k} (dla £ = 0 jest to po prostu definicja odwzorowania f). Teraz korzystajac z (W)
i (W1) wnioskujemy, ze dla dowolnego a € A

F(x) — P{(a) = fO(a) gdy & — a.

Oznacza to, ze f() jest odwzorowaniem ciggtym. Ponadto, jezeli £ < k — 1, to dla dowolnego a € Aih € (R™),
mamy

fOat ) = fOa) = P @)(h) _ fOath) = PO (a) - PV (0)(h)
17l 17l
SO ath) = Path) | Pilath) = PiO(a) = P (@) ()
= +
5] 5]
Oczywiscie drugi skladnik dazy do 0 gdy h — 0. Jezeli h — 0 po wartosciach takich, ze a + h € A, to na
podstawie (W2) i (W) pierwszy skladnik dazy do 0. Jezeli h — 0 po wartoéciach takich, ze a + h ¢ A, to na
podstawie (W1) pierwszy skladnik dazy do 0. Oznacza to, ze f+1(a) istnieje i f¢*1)(a) = P (a). Teraz
skoriczona indukcja wzgledem ¢ konczy tatwo dowod.
Przechodzimy do dowodu (W1). Ustalmy a € OA. Niech K := B(a,2) N A. Dla ¢,d € K mamy

1PD () — PP (a ||*HZ (pm YD) — ) — (PY)D (e )H
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=
|
<

<
(PN~ dl)(lle = dll + 1z~ )
Ustalmy = € B(a, 1) \ Ainiech b € Abedzie taki, ze ||z — b|| = dist(z, A). Wtedy
o dist(z,A) = |z — bl < |z — al| < 3 = 20h(x) = dist(z, A) < &

o b—al <llz—b]|+]z—al <2z —a| <3=beEK.
Wezmy dowolny punkt s € S(z). Wtedy, na podstawie Lematu 10.9.2 (z & = 10) mamy

20h(s) < 60h(z) < 1 = 20h(s) = dist(s, A) = [|s — a(9)||,
|s — 2| < 10h(s) + 10h(z) < 40h(z) < 2
la(s) —all < [la(s) = sll + s — @[l + [z —all <1+ F + 3 =2 = a(s) € K,
la(s) = bll < lla(s) = sll + lIs — z[| + ]z — bl| < 20A(s) + 40h(x) + 20h(z) < 120(z) = 6|z — b,
[l = bl + [la(s) — bll < 140h(x) = 7|z — b]|.
Przystepujemy do oszacowan. Poniewaz
fO(@) = PO (@) = (f9(2) - B (@) + (PP (2) - PO(@)),
oszacujemy kazdy skiadnik osobno.
Dla ¢ = b, d = a dostajemy:
IR (@) = PO (@) < 3" (P. K. 2]}z — al) |e — af*7.

Korzystajac z przypadku ¢ = b, d = a(s) oraz wzoru Leibniza, dostajemy

Hf”’(@—ﬂf”(@l‘:H(Z@S(Pa(srpb))(j)(m )| < const 3 S @A ) - Pay @l

s€S(x) i=0

—(PIFD) () — (PF) ()|l — c||1<2 (P K, e —d||) e — d|* 7 la —

S| =

Il
o

< const ) Zhl I (2)r (P, K, ||b - a(s))(IIb — a(s)[| + & — bll)*~

s€8(x) i=0

< const (P, K, 6lz — b)) Y Zh‘ I () (140h(z))*~

s€S(z) 1=0

< const 7(P, K, 6[|x — b||) Z h*=3(z) < const 7(P, K, 6|z — b||) ||z — b||*
seS(z)

< cons‘m-(P,K,6||gg7(1H)||JU,OL||Ic7j~ 0

10.11. Ekstrema lokalne

Niech E bedzie przestrzenig unormowang nad R, niech {2 € top E, f : 2 — R, a € (2. Przypomnijmy
pewne definicje.

Definicja 10.11.1. Powiemy, zZe f ma w punkcie a minimum lokalne (odp. silne minimum lokalne), jezeli istnieje
otoczenie U C {2 punktu a takie, ze f(z) > f(a) dlaz € U (odp. f(z) > f(a) dlaz € U\ {a}).

Zmieniajac kierunki nieréwnosci definiujemy maksimum lokalne i silne maksimum lokalne. Zamieniajac f
na — f mozemy zawsze ograniczy¢ nasze rozwazania do miniméw lokalnych.

Definicja 10.11.2. Niech Q € H*(E,R). Powiemy, ze:

e () jest nieujemnie okreslony (potokreslony dodatnio), jezeli Q(h) > 0, h € E,

o @ jest dodatnio okreslony, jezeli Q(h) > 0, h € E,,

o Q jest silnie dodatnio okreslony, jezeli istnieje stata ¢ > 0 taka, ze Q(h) > c||h||*, h € E.

Zmieniajac kierunki nieréwnoéci definiujemy pojecie niedodatniej okreslonosci (potokreslonosci ujemnej),
ujemnej okreslonosci i silnej ujemnej okreslonosci (7) Zamieniajac () na —() mozemy zawsze ograniczy¢ nasze
rozwazania do dodatniej okreslonosci.

( ) W tym ostatnim przypadku zadamy istnienia stalej ¢ < 0 takiej, ze Q(h) < c||h||* dla dowolnego h € E.
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Obserwacja 10.11.3. (a) Jezeli k jest nieparzyste i () # 0, to () nie jest ani nieujemnie ani niedodatnio
okreslony, czyli jest nieokreslony. Istotnie, jezeli k jest nieparzyste, to Q(—h) = —Q(h).

(b) Jezeli E jest skonczenie wymiarowa, to dodatnia okreslonosé jest rownowazna silnej dodatniej okreslo-
noéci. Tak nie musi by¢ gdy dim £ = oo — CwiczeNIE. Istotnie, jezeli F jest skoniczenie wymiarowa i @ jest
dodatnio okreslony, to ¢ := inf{Q(h) : ||h| = 1} > 0 (bo sfera jest zwarta) i dla h # 0 mamy Q(h) =
IR Q(r) > cllhll.

(c) Jezei E = R™", k = 2iQ = [Qi,j]i,jzlv,”n jest macierza symetryczna, to nastepujace warunki sg
réwnowazne:

(i) forma Q(h) = hK'Qh = > Qi jhihj, h = (h1,...,h,) € R" jest nieujemnie okre$lona; od-

ij=1
notujmy, ze Q(h) = @(h,h), h € R", gdzie @(m,y) = 2'Qy, z,y € R", oraz ze Q;; = @(ei,ej),
ij=1,...,n.
(i) D(i1,...,is) = 0dladowolnych 1 < iy < - < iy < n, gdzie
Qiryins -+ Qin i
D(il,...,is)::det : , I <o <ig <

Qicyirs -+ Qi

(iii) wszystkie wartosci wlasne macierzy @ sa nieujemne.
Minor D(iy, . .., i) nosi nazwe minora gtéwnego rzedu s. Minor D(1, . . ., s) nosi nazwe wiodgcego minora glow-
nego rzedu s. Z kryterium tego wynika oczywiscie, ze () jest niedodatnio okres$lona wtedy i tylko wtedy, gdy
(=1)*D(é1,...,is) = 0dladowolnych 1 < i3 < -+ < iz < n.

Istotnie, wiadomo, ze jezeli Q = Q?, to Q = P! AP, gdzie P jest macierza ortogonalng (PP? = I,), za§ A
jest macierzg diagonalng majaca na przekatnej wartoéci wlasne dy, .. ., d,, macierzy A. Wynika stad, ze forma
Q jest dodatnio (nieujemnie) okre$lona wtedy i tylko wtedy, gdy forma skojarzona z macierza A jest dodatnio
(nieujemnie) okreslona, co z kolei jest rtOwnowazne temu, ze dy,...,d, > 0(dy,...,d, > 0). W szczegblnosci,
(i) <= (iii).

Poniewaz det Q = det A = d; - - - d,,, wnioskujemy stad réwniez, ze jezeli ) jest dodatnio (nieujemnie)
okreslona, to det @ > 0 (det@ > 0). Ustalmy 1 < i3 < -+ < is < n. Zauwazmy, ze D(iy,...,is) jest
wyznacznikiem reprezentacji macierzowej formy G, gdzie G : R® — R,

G(t) == Q(0,...,0,t1,0,...,0,£2,0,...,0,t,,0,...,0), t=(t,...,t;) € R".
11 12 1s

Jest jasne, ze jezeli ) jest dodatnio (nieujemnie) okreslona, to G jest dodatnio (nieujemnie) okreslona, a stad
D(iy,...,i5) > 0(D(i1,...,is) = 0).

Pozostaje wykazad, ze (i) = (iii). Wiadomo, ze rownanie charakterystyczne det(A — Al,,) = 0 macierzy
A ma postac

(—A)" + Xn: (> Dl.i)) =N =o.

s=1 1<i1<<is<n

Jezeli wiec D(iq,...,is) 2 0dladowolnych 1 < i < -+ < 45 < n, to kazdy pierwiastek tego rownania (czyli
warto$é wlasna) musi byé > 0 (CWICZENIE).
Cwiczenie: Czy dla nieujemnej okre$lonosci formy @ wystarczy, by D(1,...,8) > 0,s=1,...,n?

d) Jezei F = R™", k = 2iQ = [Qi,j]i,jzlv,”n jest macierza symetryczna, to nastepujace warunki sg
réwnowazne:
(i) forma skojarzona z macierza @ jest dodatnio okre$lona;

(i) D(1,...,s)>0,s=1,...,n (%)

(iii) wszystkie wartosci wlasne macierzy () sg dodatnie.
Istotnie, wiemy juz, ze (i) <= (ili) = (ii). Pozostaje wykazaé, ze (ii) = (i). Dowdd ten przeprowadzimy
indukcyjnie ze wzgledu na n. Przypadek n = 1 jest oczywisty. Zatézmy, ze wynik zachodzi dla n — 1. Oznacza to
w szezegélnosci, ze Q((2/,0)) > 0 dlaz’ € (R"1),. Niech Q(z,y) := #'Qy, z,y € R", oznacza dwuliniowe
odwzorowanie symetryczne generujace forme Q. Wtedy istnieje w® = (w’,1) € R™ takie, ze @(wo, e;) =0,

(8) Q jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy (—1)*D(1,...,s5) >0,s=1,...,n.
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j=1,...,n— 1.Istotnie problem polega na rozwigzaniu kwadratowego uktadu réwnan:

n—1
E Qs,jwj:_Qn,j> S:L...,TL—I,
s=1

ktoérego wyznacznik to D(1,...,n —1) > 0.

Latwo roéwniez stwierdzi¢, ze forma @ jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Q((z,0)) > 0
dla 2’ € (R*1), oraz Q(w®) > 0. Istotnie, wektory (ey, ..., e, 1, w’) tworza baze. Forma Q jest dodatnio
okreslona <=V cpn-1¥iz0 : 0 < Q((,0) +tw®) = Q((¢/,0)) +2tQ((z', 0), w®) +12Q(w°) = Q((z',0)) +
2Q(w°).

Pozostaje wiec sprawdzenie, ze Q(w") > 0. Niech R oznacza reprezentacje macierzowa formy () w bazie
€1 .-, en_1,w’. Wiemy, ze det R > 0. Pozostaje zauwazy¢, ze det R = D(1,...,n — 1)Q(w®) (CwiczENIE).

Twierdzenie 10.11.4 (Warunki konieczne na ekstrema lokalne). Zatézmy, ze f ma w punkcie a minimum lokalne
i f(5)(a) istnieje. Wtedy:

e f'(a) =0, tzn. a jest punktem krytycznym f.

o jezelik > 2, f'(a) = 0, ..., f*V(a) = 0if®)(a) # 0, to k jest parzyste i rézniczka f*)(a) jest
nieujemnie okreslona.
Dowép. Ustalmy h € E.,. Funkcja g(t) = f(a + th) jest poprawnie okreslona dla |t| < § (przy dostatecznie
matym 6) i ma minimum lokalne w punkcie t = 0. Wida¢, ze g*) (0) istnieje. Stad, na podstawie teorii dla jednej
zmiennej rzeczywistej, 0 = ¢'(0) = f'(a)(h).

Jezeliteraz f'(a) = 0,..., f#(a) = 0,t0 ¢’(0) = 0,..., g*1(0) = 0i g (0) = f*)(a)(h). Z klasycz-
nej teorii funkcji jednej zmiennej rzeczywistej dostajemy teraz, ze f(*)(a)(h) > 0 oraz, ze k musi by¢ parzyste.

g

Twierdzenie 10.11.5 (Warunki dostateczne na ekstrema lokalne). (a) Przypusémy, ze f¥) (a) istnieje, f'(a) =
0,..., f*=Y(a) = 0, arozniczka f ¥ (a) jest silnie dodatnio okreslona (°). Weedy f maw punkcie a silne minimum
lokalne.

(b) Przypusémy, ze f € D*(U,R), gdzie U jest otwartym otoczeniem punktu a, f'(a) = 0, ..., f*~1(a) = 0,
a rozniczka f¥)(x) jest nieujemnie okreslona dla dowolnego x € U. Wtedy f ma w punkcie a minimum lokalne.

Dowop. (a) Niech ¢ > 0 bedzie takie, ze ﬁf(k)(a)(h) > c||h||*, h € E. Wtedy, na podstawie wzoru Taylora
z reszta Peano, mamy

Flat B) = $(@) + 2 F D@0 + o1 > f(a) + SIRIE > fla), 0 < ] < 1.

(b) Niech B(a,r) C U.Dla dowolnego h € E, ||h|| < r, niech g(¢) := f(a +th),0 < t < 1. Wtedy
gD (t) = f9OD(a+th)(h),0 <t <1,7=1,...,k Korzystajac z jednowymiarowego wzoru Taylora z reszta
Lagrange’a, wnioskujemy, ze istnieje liczba 8(h) € [0, 1] taka, ze

Flath) — Fla) = 9(1) = 9(0) = 219" (B(h)) = 15 7 (a + (I (R) > 0. 0

Definicja 10.11.6. Powiemy, ze funkcja f : 2 — R jest wypukla, jezeli dla dowolnego segmentu [a,b] C (2,
funkcja [0,1] 5t — f(a+t(b— a)) € R jest wypukla (por. Definicja 5.8.1). Funkcje f : 2 — R nazywamy
wklestg, jezeli funkcja — f jest wypukta.

Cwiczenie 10.11.7 (Funkcje wypukte). Udowodnié, ze jezeli f € D2(£2), to f jest wypukta wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnego x € (2, druga rdézniczka f”(z) jest nieujemnie okreslona.

10.12. Odwzorowania analityczne
Niech E, F, G beda przestrzeniami Banacha.

Definicja 10.12.1. Niech {2 € top E. Powiemy, ze odwzorowanie f : 2 — F jest analityczne (f € C¥(§2, F)),
jezeli dla dowolnego a € 2 istnieja r > 0 i ciag wielomianéw jednorodnych Q. € H*(E, F), k € N, taki ze

B(a,r) C 2 oraz f(a+ h) = konk(h), h € B(r).

(9) W szczegolnoscei, k musi by¢ parzyste.
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Obserwacja 10.12.2. Jezeli E = R, to powyzsza definicja jest zgodna z Definicja 6.6.1.

Rozpoczniemy od pewnej obserwacji dotyczacej wielomianéw jednorodnych.
Lemat 10.12.3. Niech E, F bedq przestrzeniami Banacha i niech Q € H*(E,F), k € Ny. Zalézmy, ze dla
pewnego r > 0, szereg ki Qr(h) jest zbiezny dla dowolnego h € B(r). Wtedy istniejq state C, 0 > 0 takie, ze

=0

10kl < Gk € No.

Wszczegolnosa, dla dowolnego h € B(00),0 < 6 < 1, mamy ||Qr(h)|| < CO*, k € Ny, skqd wynika, ze
szereg ki Qy, jest zbiezny normalnie w kazdej kuli B(0p),0 < 6 < 1.

=0

Z powyzszego lematu wynika, ze w definicji odwzorowania analitycznego mozemy zawsze zakladaé, ze
istnieje stata C' > 0 taka, ze || Qx| < &, k € No.

Dowép. Niech Fy := {h € B(r) : Ven : ||Qr(h)| < s}. Zbiory Fy sa oczywiscie domkniete, Fy C Fi1, oraz
B(r) = U2, Fs. Poniewaz B(r) jest przestrzenia zupelna, twierdzenie Baire’a implikuje, ze istnieje so € N
takie, ze int Fi, # @. Niech B(zg,7) C Fy,. Teraz na podstawie wzoru polaryzacyjnego (Twierdzenie 9.1.5),
dla hy,. .., hy € B(1/k), dostajemy H@k(h,l, - )|l < 52750, skad wynika, ze

1 2 S0 (Qk)k So 2k SO S0
= — L e = , keN U
K (F)x Rk ST (e=27)k

Obserwacja 10.12.4. Niech Q) € H*(E, F), k € Ny. Wtedy, korzystajac z Twierdzenia 9.1.12(a), wnioskujemy,
ze nastepujace warunki sg rOwnowazne:
(i) E!C‘., r>0 VkeN Vhl hkeﬁ(r) : HQk(hh ey hk)” <G
(i) 3o, r>0 Vren ¢ [|Qkll < M,
(111) 3C r>0 vaN ”Qk” < ,,,k>
(v) 3c, r>0 Vien V5 1 1QR(P)]] < C.

10k <

Twierdzenie 10.12.5. Odwzorowanie Isom(E,F) > L e L(F, E) jest analityczne.

Dowép. Ustalmy Ly € Isom(F, F'). Na podstawie Twierdzenia 6.4.4, dla dowolnego H € L(E, F') takiego, ze
1| < 1/||Lg ||, mamy

L0+H Z oH OL t= ZQk

Zauwazmy, ze Qi (H) = Qu(H, ..., H), gdzie
Qu(Hy, ..., Hy) = (=1)*(Lyt o Hy)o---o(Ly' o Hy)o Ly', Hy,...,Hy € L(E,F).
Widat, ze Qi € L¥(L(E, F), L(F, E)). O

Twierdzenie 10.12.6. Niech f(a + h) := Y. Qu(h), h € B(r), gdzie Q), € H*(E, F), |Qx] < &, k € N.
k=0
Wtedy:
(@ fecC“(Bla,r), F);
(b) f9(a+h)= i j!(k)@k(h, coishys ooy ), h € B(r) (réwnosé wHI (E, F)), j € No; w szczegblnosci,
k=j J — —~—
(k—j)x Jx
CY(2,F) CC™®(2,F);
© Q; = 51f9(a), j € No, czyli f(a+h) = T, f(h), h € B(r);
(d) fY9) ¥ (2, H(E, F)) dla dowolnego odwzorowania f € C*(£2,F), j € N.

Dowép. (a) Niech b € B(a,r) iniech g := r — ||b — a||. Dla ||h|| < o, policzmy formalnie

f(b+h):f(a—i—(h—i—b—a)):kZ:OQk(h—&—(b—a ZZ( ) oo hb—a,....b—a)

k=0 j=0 ) -
= Jx (k—j)x
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=Y (k_)@k(h,...,h,b—a,...,b—a)::ZPj(h)
— £\ j —_— —
J=0 k=j 7=0

Jx (k—j)x
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Powyzsze formalne przeksztalcenia stang si¢ poprawne, jezeli rodzina

AR
((,)Qk(h,...,h,bfa,..,.,bfa)>
j L (e <k

Jx (k—j)x

bedzie sumowalna. Wynika to natychmiast z oszacowania

IG)ateemeomgl< (e ()

(k—3)x
Niech
Pi(hy, ... Z(>Qkhl,...,hj,b—a,...,b—a), hi,....h; € E.
N—_— —
b= (k—j)x
Mamy
K\ 5 ol Al o = all\*=7
I(5) e « (el Bty
(k—3)x
a stad
k\ ~ 1N (KN /]|b = al|\*—i
[(5anteima oo <o) (5) (P
J —_——— — r J r
3% (k—3)x

Szereg definiujacy 13J jest zatem zbiezny w LI (E, F), a stad ﬁj € LI(E,F).
(b) W przestrzeni L(E, F') rozwazmy szereg
Qx(h h,)
(k—1)x

(zob. Twierdzenie 10.5.11(b)). Dla h € B(fr), 0 < 6 < 1, mamy

N C
sup [|kQk (s . .., by ) o,y < KO =
keN r
Zauwazmy, ze . lim ¢/ k@k*1% = 6 < 1. Teraz wystarczy juz tylko (CWICZENIE) skorzysta¢ z twierdzenia
c— 00
o rdzniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie (Twierdzenie 10.4.9) i Lematu 10.12.4.
(c) i (d) wynika z (b). O

Twierdzenie 10.12.7 (Zasada identycznoéci, por. Twierdzenie 6.7.3). Jezeli (2 jest spojny, f,g € C¥(2, F) i f =
g na pewnym niepustym zbiorze otwartym U C (2,to f = g.

Dowép. Zastepujac f, g przez f — g, 0, sprowadzamy dowdd do przypadku g = 0. Niech 2y := {29 € 2 :
f = 0 w pewnym otoczeniu otwartym punktu zo }. Wiemy, ze {2y # &. Wprost z definicji wynika, ze 2y jest
otwarty. Pozostaje pokazad, ze 2 jest domkniety w (2. Niech b bedzie punktem skupienia {2y w 2. Wiemy, ze
f €C> oraz f = 0 na (2. Stad f*)(b) = 0, k € No. W takim razie T, f = 0, co oznacza, ze b € (2. O
Twierdzenie 10.12.8 (Por. Twierdzenie 6.9.3). Niech 2 C E bedzie zbiorem otwartym i niech f € C>*(£2, F).
Wtedy

o Ly ¢
[ E€C(2,F) <= Yaco o0, Blar)c2 YheB(r) Vren, : EHf (a+h)| < s

Dowop. (<=): Niech a € (2 iniech C, r > 0 beda takie, jak w warunku. Korzystajac ze wzoru Taylora dla
funkcji klasy D*+1 (Twierdzenie 10.7.3(c)), dla h € B(r) mamy:

uszB(a r) ||f(k+l)( )H ||h||k+1

|£a+h) - 2% V@) = IR 0,0+ 1) < T
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<Cl— —s 0
T k—+o00

(=>): Niech a € £2. Przypusémy, ze f(a + h) :== S Qx(h), h € B(2r), gdzie Qi € H*(E, F), |Qk| <
k=0
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(2r)k ,k € No, B(a,2r) C £2.Niech ¢(t) := it. Korzystajac z Twierdzenia 10.12.6(b) oraz z dowodu Twierdze-
nia 6.9.1(e), dostajemy dla h € B(r):

“f(”<a+h>“<szjj’(g@“’l“m/ S <ex()@) @)
:c(%)]w)(%) C(%)Jmﬂ’“:jli—?, jeEN. O

Twierdzenie 10.12.9 (Twierdzenie o skltadaniu odwzorowan analitycznych (por. Twierdzenie 6.9.4)). NiechU €
top G, (2 € top E, niech p € C¥(U, E), o(U) C 02, f € C¥ (12, F). Wtedy f o p € C*(U, F).

Dowoép. Oczywiscie f o € C(Q, F). Skorzystamy z Twierdzenia 10.12.8. Ustalmy ¢ € U. Dla uproszczenia
zapisu mozemy zaloiyé zeto = 01¢(tp) = 0.Niechr, R,C, 0 > 0, o < 1, beda takie, ze B(r) C U, ¢(B(r)) C
B(R), lle® 0 < 5o It < 7. gl 7P (@) < g ||zl < R,k € No, przy czym norme | f*) (2')[| rozumiemy
w sensie odwzorowama k-liniowego. Teraz skorzystamy z Twierdzenia 10.7.6. Dla ||¢]] < r i [|¢]| < 1 mamy:

1 ©'(t) (&) 90(’“)
il (k) — (e1+-++ak)
—I(F )M ®©)l = || > O] CAY L LN )H
——
a1 X Q)c
y et L () ()
S o=t l Qa1+"'+ak 0 Qk
(a1 4+ ap)! fCattae  C_,  rC\k C/2
:kz 11 l)() gikal(*):gz‘/k’
0 aell, cQp 0 1Y 1 (@)
gdzie ostatnia nier6wno$¢ wynika ze wzoru ) M = 2%=1 (z0b. dowéd Twierdzenia 6.9.4). O
ay!l-ag!

a€clly

Twierdzenie 10.12.10 (Twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym do odwzorowania analitycznego (por. Twier-
dzenie 6.9.5). Niech U € top E, Vtop F i niech f : U — V bedzie bijekcjg klasy C¥ (U, F'). Wtedy jezeli
f'(a) € Isom(E, F) dla pewnegoa € U, to funkcjag := f~! jest klasyC* w pewnym otoczeniu punktub := f(a).

Dowép. Mozemy zalozyé, ze f'(x) € Isom(FE, F) dla z € U. Wiemy, ze g € C*°(V, E) (Twierdzenie 10.2.8).
Pokazemy, ze g € C¥(V, E). Skorzystamy z Twierdzenia 10.12.8. Ustalmy yo € V. Mozemy zalozy¢, ze yo = 0,
g(yo) = 0. Ustalmy r > 0, R > 0 takie, ze B(r) C V, g(B(r)) C B(R) C U. Wiemy, ze ' € C¥(U,L(E, F))
(Twierdzenie 10.12.6(d)). Niech h := Ao f' € C¥(U, L(F, E)) (Twierdzenia 10.12.5 i 10.12.9). Po ewentualnym
zmniejszeniu 7 i R, istniejg zatem stale C' > 0,0 < p < 1 takie, ze

1 C
gl\h(s)(x)H < re x € B(R), s € Np. )

Udowodnimy indukcyjnie, ze

HleVWl < 5, ye B, ke, "
gdzie
1/1 1
Cr = 20)" (=) <i) — oy (-ryr 2= k'(§ D

Zauwazmy, zZe . lim {/Cy = 2C (CwiczeNIE), a wiec (1) zakonczy dowdd. Poniewaz, ¢’ = h o g, przypadek
oo

> 0.

k = 1 wynika natychmiast z (1) z s = 0. Teraz k ~ k + 1. Dlay € B(r) i ||£]| < 1 mamy:

Tl WO = Gl 9@ Wil
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1 1 ") (&) 9P (y)(€)
I = plarttayg) g\y
kJrIHZa!h k(g(y))( T )
a€lly ——
ay X g X
1 (oz1+~--+ak)! C Cl ay Ck ag
< k+1 ; 111!"'0%! Qa1+"-+ak (91—1) <Qk_1)
a€lly
_Cc 1 (a1 4+ o)l 1/ qy1-1 3 )\ ki qyk—1 AR
CoFk+1 ; ol ag! <(20)( 2 1 ) ((20) (=1) k )
« k
_(20)k+1 (_1)k Z (_1)a1+~~~+ak(a1_’_“._"_ak)! % a1”' % g
CdF 2kt S arl - a! 1 k
() (20 (-1)F 3 ) _ Cin
o 2(k+1)2<k+1) k+1) ok’

gdzie (*) wynika ze wzoru

> () () ()

aclly

(zob. dowod Twierdzenia 6.9.5). O

10.13. Dyfeomorfizmy

Definicja 10.13.1. Zaldzmy, ze E, F, G sa przestrzeniami Banacha, U € top E, V € top F' i niech F €
{D* C*} dla pewnego k € N U {oco,w}. Powiemy, ze bijekcja f : U — V jest dyfeomorfizmem klasy F, jezeli
fe€F(U,F)orazg:= f~' € F(V,E).

Obserwacja 10.13.2. Jezeli f : U — V jest dyfeomorfizmem klasy D?, to rézniczkujac zwiazki g o f = idy,
f o g = idy, tatwo wnioskujemy, ze f'(z) € Isom(E, F), z € U, oraz ¢'(y) = (f'(g(y))~! € Isom(F, E),
y € V. Innymi stowy, ¢’ = Ao f/' o g, gdzie A : Isom(FE, F) — Isom(F, F') oznacza operator odwracania
(Twierdzenie 6.4.4).

Twierdzenie 10.13.3. Zatozmy, ze U € topE,V € topF i f : U — V jest homeomorfizmem takim, ze
f€DF)if(x)€lsom(E,F), z € U. Wtedy:

(a) Jezeli f jest klasy D* dla pewnego k € N, to f jest dyfeomorfizmem klasy DF.

(b) Jezeli f jest klasy C* dla pewnego k € N U {oo}, to f jest dyfeomorfizmem klasy C*.

(c) Fezeli f jest klasy C*, to f jest dyfeomorfizmem klasy C*.

Dowop. (a) Na podstawie Twierdzenia 10.2.8 f jest D!-dyfeomorfizmem oraz ¢’ = Ao f’ o g. Przypusémy, ze
g jest klasy D dla £ < k — 1. Wtedy ze wzoru ¢’ = Ao f' o g wynika, ze ¢’ jest klasy DY. Znaczy to, ze g jest
klasy DF1,

(b) Dowdd jest analogiczny jak w (a) — CWICZENIE.

(c) wynika z Twierdzenia 10.12.10. (]

10.14. Twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym i twierdzenie o odwzorowaniu uwiklanym

Twierdzenie 10.14.1 (Twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym). Zatézmy, ze E, F' sq przestrzeniami Banacha,
2 € topEif € CH2F) dla pewnego k € N U {oo,w}. Zalézmy, ze punkt a € (2 jest taki, ze f'(a) €
Isom(F, F'). Wtedy istnieje otoczenie otwarte U C {2 punktu a takie, ze:

V := f(U) jest zbiorem otwartym,

flv : U — V jest dyfeomorfizmem klasy C.

Obserwacja 10.14.2. Rozwazmy dla treningu przypadek £ = F' = R. Zalozenie f'(a) € Isom(R,R) oznacza
oczywiscie, ze f'(a) # 0.Istnieje wiec przedzial otwarty U C (2 taki, zea € U oraz f'(z) # 0 dladowolnego = €
U (w szczegdlnosci, funkeja f|y jest $cisle monotoniczna). Zbiér V := f(U) jest wtedy przedzialem otwartym.
Na podstawie Twierdzenia 5.5.5, f|U jest dyfeomorfizmem klasy C* dla k < +oo. Przypadek k = w wynika z
Twierdzenia 6.9.5.
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Twierdzenie 10.14.3 (Twierdzenie o odwzorowaniu uwiktanym). Zatézmy, ze E1, Eo, F' sq przestrzeniami Ba-

nacha, 2 € top Ey x Eq i f € C¥(£2, F) dla pewnego k € NU {oo,w}. Zatozmy, ze punkt a = (ay,az) € §2 jest

taki, ze %(a) € Isom(FEy, F'). Wtedy istniejq otoczenia otwarte Uy C Ey, Us C Es punktéw a; ias oraz odwzo-

rowanie o : Uy — Uy klasy CF takie, 2e Uy x Uy C 2,{x € U; x Uy : f(x) = f(a)} = {(t, p(t)) : t € U }.

Obserwacja 10.14.4. Zauwazmy, ze ¢’ (t) = — (%(t, Lp(t))) 10%(7&, o(t))dlat € Uy takich, ze %(t, p(t)) €

Isom(Fs, F'). Istotnie, mamy f(¢, ¢(t)) = f(a) dla dowolnego ¢ € U;. Rdzniczkujac dostajemy
of of

oE, (t, (1) + @(t p(t)) o ¢'(t) = 0.

Obserwacja 10.14.5. Rozwazmy dla treningu przypadek E; = Ey = F = R. Niech (a,b) € {2 bedzie ustalo-
nym punktem takim, ze %(a, b) # 0. Mozemy zalozy¢, ze %(m, y) > 0 dla dowolnego (x,y) € {2 oraz, ze {2
jest prostokatem. Ustalmy ¢ > 0 takie, ze (a,b £ ) € 2. Oczywiscie
f(a7b_5) < f(avb) < f(a7b+5)'

Niech § > 0bedzie takie, ze f(z,b—¢) < f(a,b) < f(z,b+¢),x € (a—J, a+0). Wynika stad, ze dla dowolnego
x € (a — d,a + 0) istnieje dokladnie jeden punkt y = p(x) € (b —¢€,b + ¢) taki, ze f(x, p(z)) = f(a,b).

Pozostaje sprawdzié, ze ¢ : (a — 6,a + 8) — (b — &,b + ¢) jest klasy C*. Na wstepie zauwazmy, ze
powtarzajac powyzsze rozumowanie dla dowolnego punktu (xg,y0) € P := (a — d,a + d) x (b —&,b + ¢€)
i dowolnego 0 < ¢* < 1, wnioskujemy, ze istnieje §* > 0 oraz funkcja

@ (zo = 6%, w0 +6%) — (yo —€",y0 +7)
takie, ze P* := (xg — 6*,20 + 0*) X (yo — €™, 90 + €*) C P orazy = ¢*(z) jest jedynym rozwigzaniem
réwnania f(x,y) = f(zo,yo) w prostokacie P*. Jezeli yo = ¢(xo), to oczywiscie ¢* = pna (xg — §*, ¢ + %),
co w szczegdlnosci, wobec dowolnosci €%, oznacza, ze ¢ jest funkcja ciagla.
Zauwazmy, ze caly problem lezy w rézniczkowalnosci ¢. Jezeli bowiem ¢ jest rozniczkowalna, to rownosc

f(z,o(x)) = f(a,b) implikuje, ze

o (50l2) + G (@, p(a)) ' (0) =0, astad g
ﬁ X x
o'(z) = —gj;( .,tp( )), x € (a—0,a+9),

co z kolei pokazuje, ze ¢’ jest funkcja ciagla, a wiec ¢ jest klasy C'. Jezeli juz wiemy, ze ¢ jest klasy C¢ dla
pewnego £ € {1,..., k — 1}, to powyzsza réwnosé pokazuje, ze  jest klasy C¢+1.
Przechodzimy do rézniczkowalnosci. Ustalmy 2 € (a — 0, a + ¢). Dla matych 2 € R mamy:

0= flao + iy plan + 1)) — f s l0) = G (6(8), e + R+ 5 (an, () (ot + 1) = ()
gdzie £(h) € [xg,x0 + h] in(h) € [p(x0), p(xo + h)]. Wynika stad, ze
0= 2 eth), w0+ m) + U (2, iy P22 1) = #AT0).

ox oy h

Teraz przechodzac z h do 0 (i korzystajac z ciaglosci ) otrzymujemy roézniczkowalnosé funkeji ¢ w punkcie x.

Jezeli k > 2, to rozniczkujac (*), dostajemy

Fl oz 0(@)) + 2£, (2, 0(x)) ¢ (2) + £, (@, (@) (¢ (@) + f (2, 0(x)) ¢" () = 0;

2
stosujemy tu tradycyjne oznaczenia f7, := %, o= 2

czenia zapisu pomijamy argument funkcji ¢):
" wa(@ o) (fy (@, 0))% = 2f2 (. 0) fu (@, 0) fy (@, 0) + £y (. 0) (f2 (2, )
12 (l‘) == ’ 3
(fo(x,9))
(CwrczeNig). W szczegdlnosci, jezeli ¢ (zg) = 0 dla pewnego z, to
fi (o, (x0))

oy = B afy itd. Stad, po uwzglednieniu (*), mamy (dla uprosz-

@ (w9) =
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10.14. Twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym i twierdzenie o odwzorowaniu uwiklanym

Prowadzi to do nastepujacego warunku dostatecznego na ekstrema lokalne funkcji y = ¢(z) uwiklanej
réwnaniem f(z,y) = 0, gdzie f € C?(2), 2 C R? (CWICZENIE):

Jezeli f,(a,b) # 0, fy(a,b) = 0, f;/ . (a,b) # O, to rownanie f(x,y) = 0 da si¢ w otoczeniu punktu
(a, b) rozwikfac’ oraz funkcja uwiktana y = o(x), p(a) = b, ma w punkcie a ekstremum lokalne; ponadto, je-
zeli f,! . (a,b)f, (a,b) <0, to jest to minimum, a w przypadku przeciwnym — maksimum.

Cwiczenie 10.14.6. Korzystajac z metody uzytej w poprzedniej obserwacji, przeprowadzi¢ dowdd twierdzenia
o odwzorowaniu uwiklanym w przypadku, gdy E; = R", By = F' = R. W przypadku, gdy k£ > 2, wyprowadzi¢

2

wz0r na % 6 . Korzystajac z tych wzoréw, sformulowac¢ warunek dostateczny na ekstrema lokalne funkecji

y= ga(rl, . xn) uwiklanej réwnaniem f(z1,...,7,,y) = 0, gdzie f € C3(02), 2 C R™ x R.

Dowdd tego, ze twierdzenie o odwzorowaniu uwiktanym implikuje twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym. Niech
E.F, (2, f,a beda takie, jak w zalozeniach twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym. Zdefiniujmy

By :=F, Ey:=E, Q:=FxQ, a:=(f(a),a), f:2—F, [fly,a):=Ff(z)—
Zauwazmy, ze [ jest klasy C*, f(@) = 0 oraz 8E~( ) = f'(a) € Isom(E,, F). Niech Uy, U, i g beda takie, jak

w twierdzeniu o odwzorowaniu uwiklanym dla F;, Eo, F) 2 f , a, tzn. U1 CF, U2 C {2 sa otwarte, g : U1 —
Us jest klasy C* oraz

{(y.2) U1 x Uz sy = f(2)} = {(y,9(y)) : y € T }. (1)
Niech U := U, ﬂfﬁl(ﬁl), V := U;. Wobec (1) wnioskujemy, ze f|y : U — V jest bijekcja oraz (f|y) "' =g¢
d
Dowdd tego, ze twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym implikuje twierdzenie o odwzorowaniu uwiktanym. Niech
Ey,Es5, F, (2, f,a beda takie, jak w zalozeniach twierdzenia o odwzorowaniu uwiklanym. Zdefiniujmy
E:=BE xE, F:=ExF f:0-—F [fz,):= (21, f(z1,22)).
Oczywiscie, j?jest klasy C¥, f(a) = (a1, f(a)) oraz

F@)(X1, %) = (Xi, g @060 + g2 (@)(X2)) = (X1, A@)(X0) + B@)(X2)), (X1, X2) € By x B,

W szczegélnosci, f(a) € Isom(E, F) poniewaz
(f'(a)) "'V, Y2) = (V1. (B(a)) "' (Ya = A(@)(V1))), (V3,Y3) € By x F.

Niech teraz U, V beda takie, jak w twierdzeniu o odwzorowaniu odwrotnym dla E.F.Q fiatzn.U C 2 jest
otwartym otoczeniem a, VCF jestotwartyi f \~ U —V jest dyfeomorfizmem klasy C*. Oczywiscie i (x) €

Isom(E, F) dla dowolnego = € U. Wynika stad, ze 8E2 ! (2) € Isom(E,, F), = € U.Istotnie, poniewaz

F@)(X1.%) = (X1, 5 @) (30) + 5 @)(xa)

0FE,
= (X1, A(2)(X1) + B(2)(X2)), (X1, Xs) € By x Ey,
zatem dla~x € U mamy: (B(x))"YY) = prEQ((fl(x))_l(O,Y)), Y € F.Niechyg := (ﬂg)_l. Z postaci odwzo-

rowania f wynika, ze g(x1,y) = (21, h(x1,9)), (x1,y) € V,gdzie h : V — E, jest pewnym odwzorowaniem
klasy C*, dla ktérego h(ay, f(a)) = az. Zdefiniujmy

W= {a1 € Br: (21, f(a) €V}, pla1) := h(z1, f(a).
Zauwazmy, ze ©(a1) = az. Dobierzmy teraz otoczenia otwarte Uy C Ey i Uy C Eo punktéw ag i as tak, ze
U xUyCcU,U; C Wl(p(Ul) C Us. Liczymy

{t o) : t € Ur} = {(z1, h(z1, f(a)) : 1 € Ur} = {g(x1, f(a)) : 21 € U}
={(z1,22) €U 121 € Uy, fa1,22) = f(a)} ={z €Uy x Uz : f(z) = f(a)}. O

DowOD TWIERDZENIA O ODWZOROWANIU ODWROTNYM.
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Lemat 10.14.7. Niech E, F' bedq przestrzeniami Banacha, niech {2 C E bedzie zbiorem otwartym i niech f :
2 — F bedzie odwzorowaniem rézniczkowalnym takim, ze f' jest ciqgla w xq oraz f'(xo) € Isom(E, F) dla
pewnego xg € §2. Wtedy, dla dostatecznie matych T > 0, zbiér f(B(zo,T)) jest otoczeniem punktu f(x¢).

Dow¢ép. Niech P : E — E,Q : F — F beda dowolnymi dyfeomorfizmami klasy C*, gdzie EiF sa
przestrzeniami Banacha. Zdefiniujmy

Q=P YQ), [f=QofoP:2—F, Iy:=P ).

Zauwazmy, ze j?’(fo) € Isom(E F ). Jest rzeczg widoczna, ze wystarczy pokazaé, ze dla dostatecznie matych
7 > 0 zbiér f(B(Zy, 7)) zawiera pewne otoczenie punktu f (o).

Powyzsza uwaga pozwala najpierw zredukowac problem do przypadku 2o = 01i f(z9) = 0 (poprzez
translacje: E := E, P(z) = x + xo, F := F, Q(y) := y — f(20)), a nastepnie do przypadku F = E i f'(0) =
—idg (biorac E := E, P :=idp, F := E, Q := —(f/(0))™ ).

Ustalmy 7 > 0 takie, ze X := B(7) C Q2 oraz ||f'(z) +idg || < 3, 2 € X.Pokazemy, ze B(3) C f(X).
Ustalmy y* € B(5) iniechT : X — E,T(z) := f(z) — y* + x. Zauwazmy, zZe jezeli T(z*) = ¥, to
f(z*) = y*. Bedziemy chcieli zastosowa¢ twierdzenie Banacha o punkcie stalym Na podstawie twierdzenia
o przyrostach skofczonych, dla 2/, 2" € X, mamy

IT(@") = T@")| = [[f(=") = f(=") + (&' = 2")]|
<sup{[[f'(@) +idg |l @ € [/, 2"}l — 2| < gl — 2"]].
Stad, dla @ € X, mamy | T ()| < [|T'(2) — T(0)[| + IT(0)|] < 3]l + [y < 7. O

Przechodzimy do zasadniczego dowodu twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym. Niech E, F), {2, f, a beda
takie, jak w zalozeniach. Poniewaz zbior Isom(E, F') jest otwarty w L(E, F'), a operator odwracania A jest
homeomorfizmem, mozemy zalozy¢, ze f'(z) € Isom(E, F) dla dowolnego = € 2. Niech A := f'(a), n :=
1/||A71|\. Ustalmy dowolng kule B(a,r) C {2 tak mala, by | f/(z) — A|| < £, = € B(a,r). Teraz, na podstawie
twierdzenia o przyrostach skoniczonych, dla dowolnych 2/, 2" € B(a, r) mamy:

1£@") = f@)] = A" =2 = [f(2") = f(2") = A2’ = 2")]|
2 e’ —a"|| —sup{||f'(z) — All : @ € [2/, 2"]}]|2" — 2" = gllx’ — ||
Wynika stad, ze f|p(q,r) jest odwzorowaniem injektywnym oraz, ze odwzorowanie

g = (le(a,r))_l : f(B(CL,T’)) - B(a,r)

jest ciagle (spelnia warunek Lipschitza). Wobec Twierdzenia 10.2.8, pozostaje jeszcze zauwazy¢, ze f(B(a,r))
jest zbiorem otwartym, co wynika z Lematu 10.14.7. O O

W przypadku, gdy £ = F' = R", twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym mozna istotnie wzmocnic.

Twierdzenie 10.14.8 (Twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym). Zatézmy, ze {2 € topR",a € 2if: 2 —
R™ jest odwzorowaniem rozniczkowalnym takim, ze:

e pochodna f' jest ciggla w punkcie a € (2,

e f'(a) € Isom(R™, R") (tzn. det J f(a) # 0).
Wtedy istnieje otoczenie otwarte U C {2 punktu a takie, ze

o V:= f(U) jest zbiorem otwartym,

o fly:U —V jest Dl-dyfeomorfizmem.

Dowdp. Zachowajmy oznaczenia z dowodu Twierdzenia 10.14.1. Tak jak poprzednio, znajdujemy r > 0 takie,
ze det J f(x) # 0 dla dowolnego = € B(a,r) CC {2 oraz

n
1£ (") = f@)] = Glla" = 2"|l,  2",2" € B(a,r)

(wszystkie obliczenia wykonujemy w normie euklidesowej), gdzie 0 < n < min{1/||A71||, 1}, A := f'(a).
W szczegolnosc, f |g(q,r) jest odwzorowaniem injektywnym oraz odwzorowanie g := (flg(a,y) " : f(B(a, 7)) —
B(a,r) jest ciagle. Podobnie jak poprzednio, pozostaje jeszcze pokazaé, ze zbidr f(B(a,r)) jest otwarty. Po-
przednio robiliémy to w oparciu o Lemat 10.14.7 (ktérego uzycie wymagalo zatozenia, ze f’ jest ciaglta w kazdym
punkcie xg € B(a,)). Obecnie zastosujemy inna metode.
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Ustalmy punkt 29 € B(a,r). Wystarczy pokaza¢, ze B(f(zq),7) C f(B(xo,70)), gdzie
ro:=r—|lxo —al|, 7:=(n/4)ro.

Ustalmy y* € B(f(x0), 7). Szukamy a* € B(xo,70) tak, by f(z*) = y*.

Niech T'(z) := || f(z) — v*||, € £2. Odnotujmy, ze T? jest odwzorowaniem rézniczkowalnym oraz

(T?)(2)(X) = 2{f(2) = y", f'(2)(X)), €2, X eR"

Wynika stad w szczegolnosci, ze jezeli (T2)'(z) = 0i det J f(z) #0,to f(z) =y

Ustalmy 0 < s < g tak, by y* € B(f(20), (1/4)s). Poniewaz B(zo, s) jest zbiorem zwartym (tu korzystamy
istotnie z zalozenia, iz I = F' = R"), zatem istnieje punkt 2* € B(zo, s) taki, ze T(z*) = min{T'(z) : = €
B(zg, s)}. Zauwazmy, ze T'(xg) < (n/4)s, a wiec T(x*) < (n/4)s. Pokazemy, ze z* € B(xq, s). Przypusémy,
ze ||z* — zo|| = s. Wtedy

T(z®) = [[f (") = f(wo)=(y" = f(xo))| = [ f (&)= f (o)l =lly" = F (@)l > (n/2)||z" =zl = (n/4)s = (n/4)s;
sprzeczno$c¢.
Tak wiec x* € B(zo, 5), a stad (T2)'(z*) = 0, co wobec poprzedniej obserwacji, daje f(x*) = y*. d

10.15. Twierdzenie o rzedzie

Twierdzenie 10.15.1 (Twierdzenie o rzedzie). Niech 2 € topR™ i niech f € C*(2,R™), k € NU {0, w},
bedzie odwzorowaniem takim, ze rank f'(xz) = r, x € 2, dla pewnegor € {0,...,min{n,m}}. Niech A :=
(=1,1) C R. Wtedy dla dowolnego punktu a € (2 istnieje:

e otoczenie otwarte U C (2 punktu a,

e otoczenie otwarte V. C R™ punktu f(a), f(U) C V,

e dyfeomorfizm klasyC* & : A" — U, $(0) = a

o dyfeomorfizm klasyC* W : V — A™, U (f(a)) =0,
takie, ze (W o f o @)(t1,...,tn) = (t1,...,tr,0,...,0), (t1,...,t,) € A™

v— v

@ 12
rod,0

An (Prea0 (prza;0) Am
Dowop. Przypadek r = 0: Wtedy f = f(a) = const w sktadowej spdjnej zbioru §2, do ktérej nalezy punkt a.
Dobierzmy 7 > 0 takie, ze U := a+7A" C 2izdefiniujmy V := f(a)+A™, () := a+7t,¥(u) := u— f(a).
Przypadek r > 1 Niech P : R" — R" i@ : R™ — R™ beda dowolnymi izomorfizmami afinicznymi.
Zdefiniujmy (2 : 1((2) =QofoP: — R™a:= P 1(a). Zauwazmy, ze odwzorowanie
f jest klasy C* oraz rank f (x ) = r dla dowolnego = € (2. Przypu$émy, ze twierdzenie o rzedzie zachodzi dla

odwzorowania f w punkcie ainiech U, V', @i ¥ beda dobrane do odwzorowania f zgodnie z tym twierdzeniem.
NiechU := P(U),V :=Q V), ®:=Pod,W:=WoQ.

i

in (prgd ;0) Alj

g7

Mamy (¥ o fo®)(t) = (W oQ)o fo(Pod))(t) = (Pofod)(t)=(t,...,t,0,...,0), czyli twierdzenie
o rzedzie zachodzi dla odwzorowania f w punkcie a.

Stosujac powyzsze rozumowanie do P(x) := z + a1 Q(y) := y — f(a), redukujemy dowdd do przypadku
a =01 f(0) = 0. Z algebry liniowej wiadomo, ze istniejg izomorfizmy liniowe P : R* — R"iQ : R™ — R™

takie, ze Q o f'(0) o P = [% g} (*9).  Dowéd redukuje sie wiec do przypadku, gdy f'(0) = FO (ﬂ Niech

g: 2 — R g(x):= (fi(x),..., fr(®),Zr41,...,T,). Oczywiscie g jest klasy C*, g(0) = 0 oraz ¢'(0) = I,,.

(10) I oznacza (r X r)-wymiarowa macierz jednostkowa.
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Na podstawie twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym istnieje otoczenie otwarte zera U C (2 oraz 7 > 0
takie, ze odwzorowanie g|; : U — 7A™ jest dyfeomorfizmem klasy C*. Niech & := (g|y/)~! : 7A"
¢ = fod: TA" — R™. Zauwazmy, ze ¢ jest klasy C¥, ©(0) = 0 orazrank ¢’ (t) = r dla dowolnego t € 7A"™.
Ponadto, o(t) = (t1,...,tr, @ri1(t), ..., om(t)), a wiec w szczegdlnosci o(1A™) C (TA)" x R™~" oraz

U,

]Ir 07',n7r
’
= 1%}
¥ (t) *m—r,r [Bff( ) p=r+1,....m
v=r+1,....n

Poniewaz rank ¢'(t) = r, wnioskujemy stad, ze aafu“ t)=0terA" p=r+1,....m,v=r+1,...,n

Innymi stowy, funkcje @41, ..., ¢, zaleza jedynie od t1, . . ., t,.. Niech
U (TAT) X R™ — (TA") X R™7, WU gyt oy tim) 2= (U Upi1 — @rg1 (U)o i — o (1)),
Wida¢, ze ¥ jest dyfeomorfizmem klasy C* (") i ¥ (0) = 0. Ponadto,
(Fop)(t)=(Tofod)(t)=(t0), t=( t")e(rA")x (TA"™").

Niech teraz @ : A" — U, &(t) := D(rt), V := UL (7A™), W : V — A™ W(y) := %@(y) Odwzorowania
& i ¥ s3 dyfeomorfizmami klasy C* oraz

(Wofod)(t)= %(@ofo{i)(ﬂf) %(Tt/,()) =({,0), t=(,t")e A" x A" ", a

10.16. Twierdzenie Morse’a

Bedzie nam potrzeba nastepujaca wersja twierdzenia o funkcjach danych catka. Ogélny wynik bedzie mozna
znalez¢ w Twierdzeniu 12.3.1.

Twierdzenie 10.16.1 (Twierdzenie o funkcjach danych catka). Niech (2 bedzie zbiorem otwartym wR"™, P :=
[a.b] i niech f : 2 x P — R bedzie odwzorowaniem takim, ze dla pewnego k € Ny U {oo} mamy:

e f(-,t) € C*(£2) dla dowolnegot € P,

e odwzorowanie 2 x P > (z,t) — DSf (z,t) € R jest ciggle dla || < k (*2).

Wtedy odwzorowanie 2 > & —— ff f(x,t)dt jest klasy C*(02) oraz D%(z) = f: Def(z,t)dt,x € 2, |a| < k.

Dowop. (Por. dowod Twierdzenia 7.7.1) Wystarczy rozwazy¢ przypadki k = 0ik = 1.
k = 0: Ustalmy ¢ € §2, kule B(c,7) CC 2ie > 0. Odwzorowanie f jest jednostajnie ciagte na B(c, r) x P.
Zatem istnieje 6 > 0 taka, ze | f(x,t) — f(c,t)| < e dlax € B(c,d) it € P. Otrzymujemy stad:

b
o(z) — p(0)] < / |f(z,t) = fle,t)|dt <e(b—a), =€B(c,d).
k = 1: Niech a = e;. Wystarczy wykaza¢, ze

op . ["of
(9735](:6)7 ——(z,t)dt, =€,

a c%cj
bowiem cigglo$¢ prawej strony mamy juz zapewniona. Ustalmy ¢ € 2, kule B(c,r7) CC £21ie > 0. Odwzoro-
wanie (,t) — 2L (x,t) jest jednostajnie ciagle na B(c, ) x P. Zatem istnieje § > 0 taka, ze |§Tfj(ﬂc7t) —

ox;
aaTJ;(c, t)| <edlaz € B(c,d) it € P.Stad, na podstawie twierdzenia o przyrostach skonczonych, otrzymujemy:
he;) — ) ’ hej.t) = fle,t) O
plethey) =wle) —f(c,t)dt‘ g/ flexhe; ) = fet) - OF (o plar<eo—a), |h]<o.
h a E)xj a h ij

O

Twierdzenie 10.16.2 (Twierdzenie o funkcjach danych calka niewlasciwa). Niech {2 bedzie zbiorem otwartym
wR", niech —00 < a < b < +o0o iniech f : £2 x [a,b) — R bedzie odwzorowaniem takim, ze dla pewnego
k € No U {oco} mamy:

o f(-,t) € C*(£2) dla dowolnegot € [a,b),

e odwzorowanie 2 X [a,b) 3 (x,t) — DZf(z,t) € R jest ciggle dla || < k,
11 a_l(v’,vprl, v Um) = (VU1 F 1 (V) Um + em (V).

12) Dla k = 0 warunek ten oznacza po prostu ciaglos¢ f.
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e dla dowolnego |a| < k istnieje odwzorowanie g, € R([a,b)) takie, ze |D%f (x,t)| < ga(t) dla (x,t) €
2 x [a,b).
Wtedy odwzorowanie 2 > x —— ff f(x,t)dt jest klasy C*(02) oraz D%(z) = f: Def(z,t)dt,x € 2, |a| < k
(*)

Odnotujmy, ze analogiczny wynik zachodzi, gdy przedzial [a, b) zastapimy przedzialem (a, b] (—oo < a <
b < +00) lub tez przedzialem (a, b) (—o0o < a < b < +00).

Dowép. (Por. dowdd Twierdzenia 7.7.2) Ustalmy ciag a < b, < b, b, " b1i niech <p,, = f Y f(z, t)dt,
x € £2.Napodstawie poprzedniego twierdzenia wnioskujemy, ze ¢, € C*(£2 )oraz D%, ( f D&f (x,t)dt,
z € 2, |a| < k. Zauwazmy, ze p, — ¢ jednostajnie na (2. Istotnie, |¢, (z) fb go(t)dt — 0.

Wynika stad, ze ¢ jest ciagla. Z tych samych powoddéw, dla dowolnego || < k mqg (DO‘ V)V—l jest zbiezny
jednostajnie. Teraz wystarczy juz tylko wykorzystac twierdzenie o rézniczkowaniu ciaggu wyraz po wyrazie. [

Twierdzenie 10.16.3. Niech D C R™ bedzie obszarem gwiazdzistym wzgledem punktu a = (a1,...,an) € D
(14) i niech f € C*(D) (k € NU {oo}). Wtedy istniejq funkcje f1, ..., fn € CF~1(D) takie, ze

z) — fla) = Z(Ij —a)fi(x), == (x1,...,2,) € D.

Zauwazmy, ze musi by¢ f;(a) = ngj(a),j =1,...,n.Istotnie,

fla+hej) — f(a)
h

Dowod Twierdzenia 10.16.3. Mozemy zalozy¢, ze a = 0. Niech

1 af

= fila+ he;) — fi(a), j=1,...,n

Mamy

ijfj /ij (tx)dt = /Ojt (tx)dt = f(z) — £(0).

Pozostaje zauwazy¢, ze z Twierdzenia 10.16.1 wynika, ze f; € CF=1(02), i =1,...,n. O

Twierdzenie 10.16.4. Niech D C R" bedzie obszarem gwiazdzistym wzgledem punktu 0 i niech f € C*(D)
(k € Na U {00}), f(0) = 0, grad £(0) = 0. Wtedy istniejq funkcje f; x € C*~%(D), j,k = 1,...,n, takie, ze

x) = Z zjrpfie(x), x=(x1,...,2,) € D, przy czym f; . = fi ;.

k=1
Zauwazmy, ze musi by¢ f; (0) = £ 8228216 (0),4,k =1,...,n.Istotnie, na podstawie wzoru Taylora mamy:
f(2) L En: o (0)z;zk + o(||]|?) Z iz f x 0, a stad
= = . —
ij:18xjaxk Lk = ]k]k a ) 9

- a5 ()~ fia(®)) = ollal?), & —0.

Pyt 2 0x;0xy,
W szczegolnoscei, biorac © = z(t) = te; + tey, dla j # k, lub tez x = x(t) := te; dla j = k, dostajemy

tQ(% 3iaka (0) - fj,k(ﬂc(t))) =o(t?), t—0,

skad natychmiast wynika zadany wzor.

13) Zauwazmy, ze nasze zalozenia gwarantuja zbieznos¢ wszystkich wystepujacych w tezie calek niewlasciwych.
) Tzna+t(x—a) € Ddaz € Di0O<t< 1.
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n

Dowdd Twierdzenia 10.16.4. Na podstawie Twierdzenia 10.16.3 mamy f(z) = > z;f;(z), z € D, gdzie f; €

j=1

C*=1(D) oraz £;(0) 97 (0) = 0,5 = 1,...,n. Stosujac to samo twierdzenie do funkcji f;, dostajemy

= Bacj

n
fl@) =Y zapfin(x), x€D,
k=1
gdzie f; x € C*~%(D), j,k = 1,...,n. Zastepujac funkcje f; x przez %(fj,k. + f&,;) zapewniamy sobie symetrie.
O

Definicja 10.16.5. Niech 2 € topR", niech f € C?(2) i niech a € 2. Zalézmy, ze f'(a) = 0 (tzn. a jest
punktem krytycznym funkeji f). Powiemy, ze jest to punkt krytyczny nieosobliwy, jezeli odwzorowanie f”(a)
(rozumiane jako n X n—wymiarowa macierz symetryczna) ma rzad n. W przeciwnym przypadku mowimy, ze
punkt krytyczny jest osobliwy.

Przyklad 10.16.6 (Punkty krytyczne osobliwe). (@) f(z) = 23 f'(z) = 32?% f"(x) = 6x. Punkt x = 0
jest jedynym punktem krytycznym; jest to punkt osobliwy.

®) () = {e—l/xz sin’(1/z), jereliz #0

o : f(0) = f(0) = 0, 0 jest punktem krytycznym nieizolowa-
0, jezeliz =0

nym (CWICZENIE).

@fmw:rtwﬁﬂmwzmﬂ%ffmwﬂww:{%;j%}ﬂam:&ﬂ&®=a

@ f(z,y) = 2% f'(z,y) = [22,0], f’(2,y) = {(2) 8] Zbiér punktéw krytycznych to prosta x = 0;

wszystkie punkty krytyczne s osobliwe.
© o) =% 9) = 2y, 200 w) = |
proste xy = 0; wszystkie punkty krytyczne sa osobliwe.

2% 4xy

4y 2,2:2] . Zbiér punktéw krytycznych to dwie

Obserwacja 10.16.7 (Diagonalizacja form kwadratowych). Rozwazmy forme kwadratowa f : R* — R, f # 0,

postaci f(z) = Y. ajrrjrr = x'Az, gdzie A := [a; ] jest macierza symetryczna. Jezeli z = Pz’ zadaje
Jk=1
zmiane wspoélrzednych (P jest macierzg nieosobliwa), to w nowych wspélrzednych macierz formy f ma postaé

P AP (jest to macierz przystajaca do macierzy A). Proces diagonalizacji formy f polega na znalezieniu takich
wspolrzednych 2/, w ktérych forma f ma postac

2 2 2 2

FPr) =i 4y o
dla pewnych 0 < k& < r < n. Wiadomo, Ze taka diagonalizacja jest zawsze mozliwa. Jest oczywiste, ze r =
rank A (w szczegdlnosci, 7 = n, o ile A jest nieosobliwa). Wiadomo réwniez, ze liczby k, r zaleza wylacznie od

7.

Twierdzenie 10.16.8 (Twierdzenie Morse’a). Niech {2 C R™ bedzie zbiorem otwartym, niech f € C*°({2) i niech
a € 2 bedzie punktem krytycznym nieosobliwym z f(a) = 0. Wiedy istnieje dyfeomorfizm @ : U — ®(U) C 12
klasy C*, gdzie U jest pewnym otoczeniem zera, taki ze $(0) = a oraz

fod(t)=ti+ - +tf —thy — - —tn, t=(t1,...,tn) €U, dlapewnegok € {0,...,n}.

Obserwacja 10.16.9. grad(f o ®)(t) = 0 < t = 0, skad w szczegdlnosci wynika, ze punkty krytyczne
nieosobliwe odwzorowan klasy C*° sg izolowane.

Dowéd Twierdzenia Morse’a. Mozemy zatozy¢, ze a = 0. Zastosujemy indukcje. Pokazemy, ze dla dowolnego
r € {1,...,n+1} istnieje lokalna C*°-dyfeomorficzna zmiana ukladu wspétrzednych @,., @,.(0) = 0, po ktorej,
dla x w pewnym otoczeniu zera, mamy:

r—1 n
fo®d.(x) = Zoixf + Z ziTk fr(T),
i=1

Jk=r
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gdzie o1,...,00-1 € {—1,1}, f;r sa klasy C*™ oraz f;r = fij, j,k = r,...,n. Zauwazmy, ze przypadek
r = 1, to Twierdzenie 10.16.4, za§ r = n+ 1, to teza Twierdzenia Morse’a. Przechodzimy do kroku indukcyjnego
T~ 141

Niech g = f o &, Wiemy, ze g/ (0)(h) = f"(0)(@,(0)(h)) + F/(0)(@/(0)(h)) = F"(0)(&.(0)(h)). skad.,
w szczegOlnosci, wynika, ze macierz g” (0) jest nieosobliwa. Zauwazmy, zedlap € {1,...,r—1}ig € {r,...,n}
mamy

0%g 5
0) = 20, x; Ik ) =0.
Oxp0z, ( r J;T ’ (’%cp ) v=0
Stad
-20'1 . 0 0 e 0 ]
0 ... 20,_ 0 e 0
" 0) = r—1
TO=V0 0 0 £O) o )
| O o 0 fn,r(o) cee fn,n(o)_

Poniewaz macierz g”(0) jest nieosobliwa, zatem macierz [f; 1(0)]; k=r,...» musi by¢ réwniez nieosobliwa. Po
liniowej zmianie wspoirzednych z,, . . . , x,, mozemy uzyska¢ sytuacje, w ktorej f,. . (0) # 0. Oznaczmy przez o,
dyfeomorfizm powstaly ze zlozenia tej zmiany wspolrzednych z dyfeomorfizmem &, Niech o, := sgu(f,.,(0))
iniech U bedzie otoczeniem zera takim, ze sgn(f, -(z)) = o, € U. Zdefiniujmy

- . . ~ i)
2, =W, (2) := xpr/ | frr(@)] + J,.j§1 x; Tl xeU.

Odnotujmy, ze ¥,.(0) = 0 oraz

OrZ r_w frr +2 Z xrxjfrg Z x]xkg]k

Jj=r+1 Jk=r+1

gdzie g; 1, : =1 T ff Ik ¢ C*°(U). Rozwazmy odwzorowanie

o =U(2) = (21, 21, U (@), Tpprs -, Tn), T EU

Mamy ¥(0) = 0. Ponadto,

ov, n Frs(0)
2(0) = 6y pr/ | frr (0)] + 0 5y —2raO)
Oz \/7 Z i 7 (0]
W szczegolnoscei Bi’;’ (0) =0dlas <r—1,awiec det ¥ (0) = gw

j=r+1
2 = +/|frr(0)] # 0. W konsekwencji ¥

jest C*°-dyfeomorfizmem V' — ¥(V') w pewnym otoczeniu zera V' C U. Ostatecznie mamy

r—1 n n
x) =Y o} +alfee()+2 > meaifr(@)+ Y zmefie(@)
i=1 j=r+1 Gok=r+1
r—1 n n
2
= ool — Y wimegik(@) + Y wewsfr(@)
i=1 Jyk=r+1 Jg=r+1

*Zazx’2+ Z J:xkhjk x'). O

Jk=r+1
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10.17. Rachunek wariacyjny II

Zaczniemy od podania warunkéw koniecznych na minimum funkcjonatu postaci
b
Dour— I(u):= / F(z,u(z),u'(z)) dz € R, gdzie
a

D = {u € C([a,b]) NC"*((a,b), (c,d)) : u(a) = a, u(b) = B, catka I(u) jest zbiezna},
a<bec<dafB¢c(cd),F:RxR— Rjest dang funkcja klasy C*, gdzie R := (a,b) x (c, d). Oczywiscie,
problem znalezienia maksimum redukuje si¢ do minimum poprzez zmiane F' na —F.

Twierdzenie 10.17.1. Dla dowolnychu € D i h € C}((a,b)) istnieje § > 0 taka, ze u + th € D dla dowolnego
t € (—4,8). Odwzorowanie (—6,8) D t — I(u + th) € R jest klasy C* oraz dla dowolnegot € (—6,5) mamy

dt
Stosujemy uproszczony zapis: F'(z,v,v’) zamiast F'(z,v(x),v’(z)). Zauwazmy, ze poniewaz noénik h jest
zwarty, to nie ma problemoéw z istnieniem calki po prawej stronie. Operator

oI d b

Ch((@,0)) 3 h— o (u) i= 1+ th) o= = /

nazywamy pierwszq wariacjq funkcjonatu I w punkcie u € D (przypomnijmy sobie pojecie pochodnej kierun-
kowej).

d b
—I(u+th) = / (F;(gc7 u+th,u' +th"Yh + Fl(z,u+ th,u' + th')h')dx.
a

(Fé(x, u,u'Yh + Fl(x,u, u’)h') dx

Dowép. Niech K := supph C [p,q] C (a,b). Poniewaz u(K) CC (¢, d), istnieje R > 0 takie, ze u(K) +
(=R, R) C (c,d). Niech M := sup(,) k|, § := £ Ustalmy t € (—6,6) i niech v := u + th. Oczywi-
écie v € C([a,b]) N C"*((a,b), (c,d)) oraz v(a) = «, v(b) = 3. Pozostaje sprawdzi¢ zbieznoé¢ catki. Mamy:
f; F(z,v,v)dz = qu F(z,v,v")dz + f(ayb)\[pyq] F(x,u,u')dz. Pierwsza calka jest to zwykla catka Riemanna
z funkcji kawalkami ciagtej, druga jest zbiezna, bo catka I(u) jest zbiezna.

Pozostata cze$¢ twierdzenia wynika z twierdzenia o funkcjach danych calka. O

Twierdzenie 10.17.2. Jezeliu € D realizuje minimum funkcjonatu I, to %(u) =0, czyli

b
/ (F;(Lu,u’)h + Fl(z,u, u')h’)dw =0, heCi((a,b)).
Calkujac przez czeséci dostajemy:
Twierdzenie 10.17.3. Jezeliu € D realizuje minimum funkcjonatu I, to dla dowolnego xo € (a,b)

/ab (L) /I Fy (€. u(€),u! (€)de )W da = 0, h € Ch((a.b)).

Zo

Lemat 10.17.4. NiechV : (a,b) — R bedzie funkcjq kawatkami cigglq takg, ze

b
/ (x)h' (x) de =0, heCi((a,b)).
a
Wtedy, po uzupetnieniu wartosci w punktach nieciggtosci, ¥ = const.

Dowép. Niech a < & < --- < &y < b bedg punktami niecigglosci i niech 1,22 € (a,b) \ {&1,...,én}
x1 < 2 (jezeli ¥ jest ciggla, to bierzemy dowolne a < z1 < x2 < b). Przypus$émy, ze ¥ (1) # ¥(x2). Mozemy
zalozy¢, ze W (1) < ¥(x2). Ustalmy W (z1) < 1 < 12 < ¥(x2) iniech r > 0 bedzie takie, ze 2r < z2 — 21,
r<az—ar<b—xz W) <ndalz—2x| <ri¥x) > nda|z — x3] < r. Niech g bedzie funkcja
kawatkami liniowa odpowiadajacg tamanej

[(a,0), (x1 —1,0), (21, —%), (z1 +7,0), (z2 — 1,0), (z2, %), (x2 4+ 1,0), (b,0)].

Zdefiniujmy h(z) := [ g(£)d¢, = € (a,b). Widaé, ze h € Cj((a,b)), h' = g. Mamy wiec:
b 147 Totr
0= / U (z)h (z) do = / U (z)g(z) dz —|—/ Y (z)g(x) dz

1—T To—T

x1+T To+T
>m / g(x) dz + 12 / g(z) dx =ny —m > 0; sprzecznosé. [
Jax

1—7 JT2—T
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Twierdzenie 10.17.5 (Twierdzenie Eulera). Jezeli w € D realizuje minimum funkcjonatu I, to dla dowolnego
xo € (a,b) istnieje stala C taka, ze

F(x,u(x),u'(z4)) — /mﬂﬁ(&’u(f)yw(@)dﬁ =C, ze(ab)

W szczegolnosci,
Fl(z,u(z), v (z—)) = Fl(z,u(z),u' (z+)), z€(a,b), ()

funkcja (a,b) 3 x — F.(x,u(z), v (z+)) jest ciggla, lewo- i prawostronnie rézniczkowalna oraz
/
(2 Fleu(e) ol (@) (2) = Fjfe.u(e). o (z2)), = € (a.b). *

Réwnanie (T) nosi nazwe réwnania Eulera (lub réwnania Eulera—Lagrange’a). R6wnanie to dla punktow
ciaglosci v’ ma postac¢
d

@F;(x, u(z), v (x)) = F,(z, u(z),u'(z)).

Obserwacja 10.17.6. Jezeli F jest klasy C? i u € C?((a, b)), to réwnanie Eulera ma postaé
F (2, u(@), ol (2) + Fy (2, u(@), ' (2)u' (x) + FL (2, u(@), o' (2))u” () = Fy(e, u(@), o' (2)), © € (a,b);

jest to rownanie rézniczkowe zwyczajne rzedu drugiego. Mozna wyrézni¢ trzy szczegélne przypadki.
(a) F'(z,y, z) nie zalezy od x (np. dla funkcjonatéw Fermata). Rownanie Eulera ma posta¢

Fy . (u(@), v (@)’ (x) + FL, (u(@), o' (2))u” () = Fy(u(z), v (z)), @€ (a,b).
Z drugiej strony
d
7 (F(u, ') —u' Fl(u, u')) = (Fé(u, u') = F (u,u')u — F_(u, u’)u”) =0, z€(ab).
Tak wiec rozwigzan rownania Eulera nalezy poszukiwaé wérdd rozwigzan jednoparametrowej rodziny rownan
F(u(z),u'(z)) — o' (@) FL(u(z),u'(2)) = C, w € (a,b), CeR;

réwnania te to rOwnania rozniczkowe zwyczajne rzedu pierwszego.
(b) F(x,y, 2) nie zalezy od y. Rdbwnanie Eulera ma posta¢

Fy (0! (2) + F (2,0 (2))u" (2) = 0, € (a,b);

wprowadzamy nowg funkcje niewiadomg v := v’ i rbwnanie sprowadza sie do réwnania rézniczkowego zwy-
czajnego rzedu pierwszego.

(c) F(z,y, z) nie zalezy od z. Rownanie Eulera ma posta¢ F, (z,u(z)) = 0, = € (a,b); jest to po prostu
réwnanie funkceyjne (tu wystarczy F € C1, u € D).

Twierdzenie 10.17.7. Dla problemu Fermata (tzn. F(z,y, 2) = @(y)V/1 + 22), jezeli p € C*((c,d)) iu € D
realizuje minimum funkcjonatu tou € C*+*((a,b)).

W szczegoblnosci, rozwigzanie plaskiego problemu brachistochrony ((c,d) = Rso, ¢(y) := \/2171}) musi by¢
klasy C*((0,b)) (o ile istnieje).

ﬁ. Odwzorowanie R 5 z 2 liz2
syC (@(2) = (1+2%)% > 0).Mamy F.(y, 2) = ¢(y)®(=). Wiemy, e F} (u(x), ' (z-)) = F(u(x), ' (z+)),
czyli o(u(z))P(v'(z—)) = ¢(u(z))P(v'(z+)), = € (a,b). Poniewaz funkcja ¢ jest $cisle dodatnia, zatem
&(u' (z—)) = P(u'(xz+)), a stad v/ (z—) = «/(z+) dla dowolnego x € (a,b). Oznacza to, ze u jest klasy
C*((a,b)).

Przypuéémy, ze juz wiemy, ze u jest klasy C*((a,b)) dla pewnego 1 < ¢ < k. Na podstawie rownania
Eulera dostajemy %(gp(u)@(u/)) = ¢'(u)V/1+ u2. Prawa strona tego réwnania jest klasy C*~'. W takim
razie o(u)®(uv') € C*((a,b)). Funkcja ¢(u) € C*((a,b)) i jest écisle dodatnia. Stad ®(u’) € C’. Ostatecznie,
u' € C*((a,b)), a wiec u € CF1((a,b)). O

Dowép. Mamy Fl(y,z) = ¢(y) € (—1,1) jest dyfeomorfizmem kla-

(15) Uwaga: nie twierdzimy, ze v’ (z—) = u/(z+).
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Przyklad 10.17.8 (Plaskie zagadnienie brachistochrony). Przypomnijmy, ze rozwazamy problem typu Fermata
z funkejg F(y, z) = \/217@,‘/ 1422, y >0, z € R, zwarunkami brzegowymi u(0) = 0, u(b) = 5 (b, 5 > 0). Na
podstawie Twierdzenia 10.17.7 wiemy, ze poszukiwane rozwigzanie jest klasy C*°((0,b)). Réwnanie Eulera dla
naszego problemu ma postaé

1 1 !
Fu,uw) — ' Fl(u,v') = ﬁ\/ 14+ u? - \/297\/% = const, czyli u(1 4+ u?) = C.
Dokonajmy podstawienia v = arcctg u’. Mamy
Cy 9

C
= ————=C(Csin"v = —1(1 — c0s 20),
1+ ctg“v 2
skad dostajemy ctgv = u’ = C(sin 2v)v’, a wiec 2C1v' sin? v = 1. Ostatecznie © = %(21} —sin2v) + Ch.
Podstawiajagc w = 2v, dostajemy z = C'(w — sinw) + Ca, u = C(1 — cosw), gdzie C > 0. Biorac pod uwage
warunek u(0) = 0, dostajemy Co = 0, czyli

x = C(w — sinw), *)
u=C(1— cosw). (**)

Sprawdzimy teraz, ze dla dowolnego 3 > 0 istnieje dokladnie jedna stala C' > 0 taka, ze u(b) = (. Funkcja
w — C(w — sinw) jest $cisle rosnaca i jej pochodna C(1 — cosw) jest rozna od zera w przedziale (0, 27).
W takim razie pierwsze rownanie (*) mozemy rozwigza¢ wzgledem w = w(x,C) ijezeli 0 < = < 27C, to
funkcja w(-, C') bedzie klasy C*°((0,b)). Niech ¢(z,C) := C(1 — cosw(z,C)). Na podstawie (**) problem
sprowadza sie do pokazania, ze istnieje dokladnie jedna stata C' = C(8) > 5-b =: Cj taka, ze (b,C) = f.
Zauwazmy, ze w(b, Cy) = 2, a stad (b, Cp) = 0. Na podstawie twierdzenia o funkcjach uwiklanych mamy

O ——(z,C) =1—cosw(z,C) + Csinw(z, C)

oC 80

=1—cosw(z,C) + Csinw(z, C’)( -

. 1
_ Lw(z,C

w(z,C) smw(m,C’)) _ 2(1 B 27{0(1“ ) ) _

C(1 —cosw(z,C)) tg sw(z, C)

Wynika stad, ze funkcja ¢ (b, -) jest Scisle rosnaca (co oznacza, ze istnieje co najwyzej jedna stata C' > Cy spelnia-

jaca nasz warunek). Pozostaje pokaza¢, ze (b, C) — ~+00 przy C — +o00. Mamy w(b, C) —sinw(b, C) = &,
awiec w(b,C) — 0, gdy C — +o0. Korzystajac z tego mamy:

. . 1 —cosw(b,C)
li b,C 1 C(1— b,C))=0b 1
e p(b:C) = e (1= cosw(b, C)) e w(b, C) — sinw(b, C)
b lim LTCSW H g, SO0 H o CBSY L
w—0+ w — sinw w—0+ 1 — cosw w—0+ Sinw

Ostatecznie rozwigzanie réwnania Eulera spelniajace nasze warunki brzegowe ma posta¢ z = C(w—sinw), u =
C(1—=cosw), 0 < w < wp. gdzie C = C(B) iwg = wo(b,C) € (0,27).

b

Luk cykloidy: [0, wo] — C(t — sint, 1 — cost), gdzie C = C(8), wg = wo(b, B).

Powinni$my sie jeszcze upewnié ze nasze rozwigzanie nalezy do dziedziny funkcjonatu. Brakuje nam jeszcze
skoriczonosci wartosci T (u). Liczymy (korzystajac z réwnoéci u(1 + u'?) = 20):

/ u’ / /
d’LU 'LU() < Q.
Zgu T= C( w—sinw)

r=C(1—cos w)dw=udw
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Aby rozwiaza¢ w pelni problem brachistochrony musimy wykazaé, ze problem redukuje sie do problemu
plaskiego. W tym celu rozwazymy nastepujacy problem wariacyjny:

A=(a,a),B=(b,p) e RxR™ a<b GG CR" G,G — obszary,

b
Dour— I(u):= / F(z,u(z),u'(z)) dz € R, gdzie

D := {u € C([a,b],R™) N C"*((a,b),G),Yae(ap) v (z—),u (z+) € G', u(a) = a, u(b) = J, calka I(u) jest
zbiezna}, zaé F' : (a,b) X G x G’ — R jest dana funkcja klasy C*.

Postepujac podobnie jak w Twierdzeniach 10.17.1, 10.17.2, 10.17.3 i 10.17.5 dostajemy kolejno:

Twierdzenie 10.17.9. Dla kazdychu € Dih = (hy,...,hy,) € Ci((a,b),R™) istnieje§ > O taka, zeu-+t-h €
D dla dowolnegot = (t1,...,tm) € (=0,0)™, gdziet-h := (t1h1,. .., tmhm). Odwzorowanie (—9,6)™ >t —
I(u+t-h) €R jest klasy C! oraz dla dowolnegot € (—6,5)™ mamy

b
fiuu+rhy:/ Qﬂ@au+rhmq¢-Mmf+ﬂﬂxu+rhﬂﬁm.ﬁmgda j=1,....m.

a1, v
Niech
aI 8 b ! i / /! i
ale(U) = QTjI(u+t'h) o /a (FyJ (@, u,u')h; + FZ (2, u,u )h’j)dx:

w€D, h=(hi,...,hm) €Ci((a,b),R™), j=1,...,m.

Twierdzenie 10.17.10. Jezeliu € D realizuje minimum funkcjonatu I, to

oI ’
Tm(u) = /a (Fé7 (z,u,u')hj + Fl(x,u, u/)h;.)da:

- /ab (FL (eu ) — / Fy (6, u(€), /() dg ) Wy = 0,

0

h=(hi,...,hm) € Ci((a,b),R™), 2o € (a,b), j=1,...,m.

Ponadto, istniejg state C1, . . ., Cy, takie, ze
x
/ ’ / / . s
F (2, u(z), ' (z4)) — /wo Fy (§u(§),u'(§)dE =Cj, z€(ab), j=1,...,m.
W szczegoblnosci,

F! (z,u(z),v/ (z—)) = FZ/.7 (z,u(z), v (z+)), =z € (a,b),

i
funkcja (a,b) > x — F. (2, u(x), u'(x+)) jest ciggla, lewo- i prawostronnie rézniczkowalna oraz

(x — FZ’J (:r,u(z:),u/(m—i—)));(x) =F (z,u(z),v (z4)), =€ (a,b), j=1,...,m. ()

Y

Uklad réwnan (f) nosi nazwe réwnari Eulera (lub rownarn Eulera—Lagrange’a). Rownania te dla punktow
ciaglosci v’ majg posta¢

d .
%F;, (2, u(z),u'(2)) = F,, (z,u(z),d'(x)), j=1,....m
Przyktad 10.17.11 (Ogodlny problem brachistochrony).
1 /
Doyr—I(y):= / I @l dr € Ry,
0 Vs(7)
gdzie D := {vy € C([0,1],R?) N C"((0,1),R? x Rsp) : Yreg01) V(7)) # 0, 4(0) = (0,0,0), ~(1) =
(z0,Y0,20), I(y) < 400}, (xo,y0) # (0,0) 129 > 0. W zagadnieniu tym mamy F(y,z) = \H/ZLL, (y,2) €
(R? x Rsg) x (R?), =: G x G'. Zauwazmy, Ze nie mozemy wzigé G’ = R3,bo F ¢ C*((R? x Rsq) x R3).
Poniewaz g—; =0dlaj = 1,2, zatem z rownan Eulera mamy
()

=(C;=const, 7€(0,1), j=1,2.

Vsl (Tl
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Jezeli Cp = 0, to 1 = const, a wiec 9 = 0 i ruch odbywa sie w plaszczyZnie = 0. Podobnie, jezeli Cy = 0,

to ruch odbywa si¢ w plaszczyznie y = 0. Jezeli C1, Cs # 0, to M = M € (0,1). Wynika stad, ze
710(:) ch: = C = const, 7 € (0, 1), a wiec ruch odbywa sie w plaszczyzme o 0—2 =C.

Wobec tego, ze juz wiemy, ze ruch jest plaski, mozemy zalozy¢, ze v2 = 0, z9 > 0, yo = 0 (Cz = 0). Wtedy
Cy # 01w konsekwencji, 1 (7+£) jest stalego znaku dla 7 € (0,1) (i nigdzie si¢ nie zeruje). W takim razie
71 1 [0,1] — [0, z0] jest bijekcja $cisle rosnaca i f := vy ' : [0,29] — [0, 1] jest funkcja kawatkami klasy C*
w (0,0). Niechu := 30 f : [0,1] — R. Wtedy u € C(]0, z0]) NC"*((0, 20), R=0), u(0) = 0, u(xq) = 2o oraz
/wo \/1+u’2(x)d w0 1T+ 92 (f(x) [ (x) d
Y dx = x
0 V3(f(2))

75 2 (1)

() %
[ i ar- [T
T= ’Yl(T)

de=n) (r)dr

Warunki dostateczne na minimum funkcjonalu podamy w podrozdziale 12.5.



ROZDZIAL 11

Podrozmaitosci

11.1. Podrozmaitosci lokalne

Definicja 11.1.1. Niech@ # M C R",d € NyNn[0, 7], k € NU{oo, w}. Méwimy, ze zbidr M jest d—wymiarowq
podrozmaitoscig lokalng klasy C* wR™, jezeli:
- dlad =0: M jest conajwyzej przeliczalnym zbiorem dyskretnym (dowolny punkt a € M ma otoczenie
otwarte U C R™ takie, z¢ M N U = {a}). Zauwazmy, ze dla d = 0 klasa C* jest obojetna;
- dlal <d<n: spehiony jest nastepujacy warunek: Ve pr Ipectopre IUctop M: acU Ip:P—U*
e p: P — U jest homeomorfizmem,
e peCk(PR"),
e rankp/(t) =d, t € P.

Zwykle bedziemy pomija¢ stowo ,lokalna” i bedziemy méwi¢ o d—wymiarowej podrozmaitosci klasy C* wR™ lub
tez pisa¢ krétko M € MP%(R™) (oznaczenie to ma charakter lokalny).

W powyiszej sytuacji méwimy, ze p : P — U jest lokalng parametryzacjq (dla U), zas p~% : U — P
jest mapq (na U). Kazda rodzine map p{l : U — P, i € I, takg ze |J U; = M nazywamy atlasem na

i€l

M. Zauwazmy, ze na podstawie twierdzenia Lindelofa (1), z dowolnego atlasu na M mozna wybra¢ podatlas
przeliczalny.

Dla d = n, na podstawie twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym, powyzsze warunki oznaczaja, ze M €
top R™. W szczegblnosci, dla d = n klasa C* jest obojetna.

Obserwacja 11.1.2. (a) W R nie ma nietrywialnych podrozmaitosci.

(b) Jezeli M € ME(R") i@ # N € top M, to N € ME(R™).

(c) Jezelip : P — U jest lokalng parametryzacja, zas ¢ : ) — P jest dowolnym dyfeomorfizmem klasy
C* (Q € topRY), to po ¢ : Q — U jest rowniez lokalna parametryzacja.

(d) Jezeli M € M%(R™),d > 1, to dla kazdego punktu a € M istnieje lokalna parametryzacjap : AY — U
(A= (-1,1)) taka, ze p(0) = a.

(e) Kazda podrozmaitosé klasy C* jest klasy C¢ dla dowolnego 1 < £ < k — 1.

(f) Jezeli M := {(t,p(t)) : t € P},gdziel <d<n—1,PetopRlip e CH(P,R" %), to M € MER").

(g) Jezeli M € ME(R") oraz & : 2 — (2’ jest dyfeomorfizmem klasy C*, gdzie M C 2, to ®(M) €
ME(R™).

Istotnie, przypadkid = 0id = n sa trywialne. Dla 1 < d < n— 1, wystarczy pokazad, ze jezelip : P — U
jest lokalng parametryzacja dla U € top M,to Pop : P — &(U) jest lokalng parametryzacja dla &(U). Jedyna
watpliwo$¢ moze budzi¢ ostatni warunek z rzgdem. Mamy: (& o p)’(¢t) = @'(p(t)) o p/(t). Ponadto, '(z) jest
macierza nieosobliwg dla dowolnego = € (2. Stad rank(® o p)’(t) = rank p’(t) = d dla dowolnego ¢t € P.

(h) Kazda d—wymiarowa plaszczyzna afiniczna M C R" jest d-wymiarowa podrozmaitoscia w R"™ klasy
C«. Istotnie, przypadki d = 0id = n sg trywialne. Dla 1 < d < n — 1, jezeli M = xo + V, gdzie V jest
d-wymiarowa podprzestrzenig wektorowg R”, to dla dowolnej bazy v, ..., vq przestrzeni V odwzorowanie
Re > (t1y.. . tq) — xo + t1v1 + - -+ + tqug € M jest (globalna) parametryzacja M klasy C¥ — CWICZENIE.

(i) (n — 1)-wymiarowa jednostkowa sfera euklidesowa S,,_1 S,,—1 := {z € R" : ||z| = 1} = 9B, jest
(n — 1)-wymiarowa podrozmaitoécia w R™ klasy C*. Istotnie, jezeli np. U, := {z € S,—1 : z, > 0}, to
odwzorowanie B,,_1 3 2’ —— (2/,1/1 —||2'||2) € U,l jest lokalng parametryzacja U, klasy C*. Podobnie
mozemy sparametryzowac kazdy z 2n zbioréw Uji ={zeS,_1:+z; >0} j=1,...,n

Zauwazmy, do parametryzacji So wystarcza dwa rzuty stereograficzne z przeciwnych biegunéw.

(1) Ernst Lindelof (1870-1946).
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(j) Zbiér M = {(x,y) € R? : 2 = y?} nie jest jednowymiarowa podrozmaitoscia klasy C! w R2, ale
odwzorowanie p : R — M, p(t) := (t2,t%), jest homeomorfizmem klasy C¥. Zauwazmy, ze p’(0) = (0,0), a
wiec p nie jest lokalng parametryzacja.

Istotnie, przypusémy, ze ¢ = (f,g) : A — M jest odwzorowaniem rozniczkowalnym w ¢ = 0 takim, ze
q(0) = (0,0). Wtedy f> = g°. Po podzieleniu przez t? i przejéciu z t do zera dostajemy (f/(0))2£(0) = (¢'(0))?,
co daje ¢'(0) = 0. Dzielac z kolei przez t* mamy: (f(t)/t)® = (g(t)/t)*(3). Przy t — 0 lewa strona zmierza
do (f7(0))3, zaé prawa jest < Odlat < 0i > 0dlat > 0. Stad: f/(0) = 0. Tak wiec ¢’ (0) = (0, 0), a zatem ¢ nie
moze by¢ parametryzacja.

Twierdzenie 11.1.3. Niech {2 C R" bedzie zbiorem otwartym i niech f : 2 — R™ bedzie odwzorowaniem
klasy C* (k € NU {oco, w}) o stalym rzedzie d. Wtedy dowolny punkt a € §2 ma otoczenie otwarte U C 2 takie,
ze f(U) jest d~wymiarowq podrozmaitoscig klasy C* wR™.

Dowop. Przypadek d = 0 jest trywialny, bowiem wtedy f jest stale na kazdej skladowej zbioru (2. Niech
1 € d < min{m,n}. Ustalmy a € (2. Na podstawie twierdzenia o rzedzie istnieja zbiory otwarte U C (2,
V C R™ i dyfeomorfizmy klasy C* o : A™ — U, 3 : V — A™ takie, ze (0) = a, 3(f(a)) =0, f(U) C V,
6OfOOL(t1,...,tn) = (tl,...,td,O,...,O),t: (t17-~-7tn) €A™,

(m—d)x

v— vy

a B
An (erdvo) Am

W tej sytuacji f(U) = 871 (A4 x {0}™~9), a zatem odwzorowanie A% 3 t — 7 1(ty,...,t4,0,...,0)
jest parametryzacja f(U) klasy C*. O
Twierdzenie 11.1.4 (Opisy podrozmaitosci). Niech M € MK(R™),1 < d <n—1,k € NU {oco, w}. Wredy
nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) M jest d~wymiarowq podrozmaitosciq klasy C* wR";
(ii) Yaenm Far>d HPEtop g’ JUctop M: acU Ip:p—u : p 1 P — U jest odwzorowaniem otwartym (tzn. p(top P) C
topU), p(P) = U, p € C*(P,R"), rankp'(t) = d, t € P;
(iii) Yoermr Inctoprr: ac2 I:0—an: D jest dyfeomorfizmem klasy ck, d(MNN) = Al x {O}"*d (2);
(iv) VYaenm Joctoprr: ac2 Igctoprn Fvcre o:0—q 1 V jest d—wymiarowq podprzestrzeniq wektorowg R",
& jest dyfeomorfizmem klasy C*, d(M N 2) =V N Q;
(V) VaEM 3(271_(1 HQEtOp]R'u: acN Elfgck(gﬂgé) MNO= f_l(O), rank f’(ac) =n—d,x €
(Vi) Yaem 3oetopRr: acn Ipeck(orn—d4y s M N2 = F7H0), rank f'(z) =n —d, x € §2;
(vil) VYaer Joetoprr: ae Ipetopre Jpeck(Prn-a) Joes, P jest wypukly, o(MN$2) = {(t, (1)) : t € P},
gdzieo :R" — R”, o(x1,...,2n) = (To@1), -+ Tom));
(viii) Voen JoctopRrn: ac2 Ipctoprd Ip:P—mne Is:o—p 1 P jest wypukly,p € C*(P,R"), s € C*(2,RY),
MN2=pP),sop=idp.
Zauwazmy, ze w warunku (viii) odwzorowanie r := po s : 2 — M N {2 jest retrakcja klasy C*.
Dowop. Implikacje (i) = (ii), (iii) = (iv) sg oczywiste. Implikacja (ii) = (iii) wynika z dowodu Twierdzenia
11.1.3.
(iv) = (v): Niech L : R® — R" bedzie izomorfizmem liniowym takim, ze L(V) = {0}"~¢ x R4
Zdefiniujmy g := Lo ®, f := (g1, ,Gn_a) : 2 — R4 = R",
(v) = (vi): Na podstawie twierdzenia o rzedzie istnieja zbiory otwarte A C R”, B C R’ oraz dyfeomor-
fizmy klasy C¥ o : A" — A, B : B — A’ takie,2ea € A C 2, a(0) = a, f(A) C B, 3(0) = 0,
Bofoalt)=(t,...,tn-q,0,...,0),t € A"

A%B
o ¢

An (erd,O) A[

(2) Takie odwzorowanie ¢ bedziemy nazywac odwzorowaniem rozplaszczajgcym.
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Niech g :=a ', h:= (g1,...,9n_a) : A — R4 Oczywiscie rank h/(z) =n —d, xz € A", oraz M N A =
{red:flx)=0t={xcAd:fof(x) =0} ={x € A: (prg.—,0) 00"} (z) = 0} = h7(0).

(vi) => (vii): Po permutacji zmiennych, mozna zatozy¢, ze det | 5351] (a)] il md = (. Teraz wystarczy
tylko skorzysta¢ z twierdzenia o odwzorowaniu uwiklanym (zbiér U; w twierdzeniu o odwzorowaniu uwikla-
nym (a wiec P w (vii)) mozna zawsze wybra¢ w klasie obszarow wypuktych).

(vii) = (viii): Niech p(t) := o7 1(t, (1)), t € P,s(z) := prga(o(z)), x € R™ Oczywiscie, MN2 = p(P)
oraz s o p = id p. Pozostaje tylko zmodyfikowa¢ zbiér {2 i zastapi¢ go przez s~ (P).

(viii) = (i): Niech U := M N 2. Oczywiscie p : P — U jest homeomorfizmem (p~! = s|y7). Pozostaje
zauwazyd, ze ze zwigzku s’ (p(t)) o p/(t) = idge, t € P, wynika latwo, ze rank p/(t) = d dlat € P. O
Przyklad 11.1.5. Niech 2 := (R"),, f(z) := ||z||? — 1, 2 € 2. Wtedy rank f'(z) = 1,z € £, oraz f~(0) =
Sn—1, a zatem na podstawie Twierdzenia 11.1.4(vi), S,_1 jest (n — 1)-wymiarowg podrozmaitoscig klasy C*
(por. Obserwacja 11.1.2(i)).

Twierdzenie 11.1.6. Niech M € M’;(R"), d > liniechp: P — U,q:Q — V bedq dwiema lokalnymi
parametryzacjami takimi, ze U NV # @. Wtedy odwzorowanie ¢ :=p~Loq: ¢ L (UNV) — p~H({UNV) jest
dyfeomorfizmem klasy C*; odwzorowanie @ nosi nazwe funkcji przejécia.

Dow0p. Przypadek d = n jest oczywisty. Zatézmy, ze d < n — 1. Oczywiscie, ¢ jest homeomorfizmem. Wy-
starczy wiec sprawdzié, ze jest klasy C* (a nastepnie zamienié rolami p i g). Problem ma teraz charakter lokalny.
Ustalmy a € UNV iniech p(tg) = a = q(ug). Na podstawie twierdzenia o rzedzie istniejg otoczenie A; punktu
to w P, otoczenie A, punktu ug w @, otoczenia By, Bz punktu a w R", dyfeomorfizmy klasy C* v : AT — A;,
ﬁj : Bj — An,] = 1,2, takie, zep(Al) C Bl, q(AQ) C BQ, 061(0) = t(), OZQ(O) = Uo, ﬂj(a) = 0,_] = 1,2,
Bropoai(§) =(€0).& € A% Byogoas(n) = (1,0),n € A%

A 2 BBy «+ % A,

O‘lT B1| B2 lO‘Q
Ad (ide$0) An (idmd,()) Ad

Stad wynika, ze na zbiorze ¢! (p(A;) N Bz) zachodzi réwnoéé
p=p log=amoprgiofiofy o(ay",0),

ktéra dowodzi, ze ¢ jest klasy CF w otoczeniu ug. O

Definicja 11.1.7. Niech M € ME(R"), d > 1 iniech F bedzie dowolna przestrzenia unormowang. Powiemy,
ze odwzorowanie f : M — F jest k—krotnie rozniczkowalne w punkcie a € M (f € D¥(M, F;a)), jezeli dla
dowolnej parametryzacji lokalnej p : P — U takiej, ze ¢ € U, mamy f o p € D*¥(P, F;p~'(a)). Podobnie,
powiemy, ze odwzorowanie f : M — F jest klasyC* na M (f € C¥(M, F)), jezeli dla dowolnej parametryzacji
lokalnej p : P — U odwzorowanie f o p jest klasy C*(P, F).

Obserwacja 11.1.8. (a) Zauwazmy, ze definiujemy tylko pojecie rdézniczkowalnosci, ale nie definiujemy
F®(a).
(b) Dla d = n wprowadzone powyzej pojecia sa zgodne ze standardowymi definicjami.
(c) D¥(M, F;a)iC*(M, F) sa przestrzeniami wektorowymi.
(d) Jezeli f € D*(M, F;a) it € D*(02,G; f(a)), gdzie 12 jest zbiorem otwartym w F, G jest przestrzenig
unormowana i f(M) C £2,to ¢ o f € DF(M,G;a).
(e) Jezeli f € CK(M, F), f(M) C 2iv € Ck(2,G),too f € CH(M, Q).
Twierdzenie 11.1.9. Dla dowolnego odwzorowania f : M — F i punktu a € M nastepujgce warunki sq
réwnowazne:
() f € DE(M, Fia);
(ii) istnieje lokalna parametryzacjap : P — U taka, zea € U i f op € D¥(P,F;p~'(a));
(iii) istnieje otoczenie {2 C R™ punktu a oraz f: 2 — F takie, ze ]?E D¥(£2, F;a) oraz f: fnaMn.
Dowob. To, ze (i) <= (ii) wynika wprost z Twierdzenia 11.1.6.
(i) = (iii): Niech 2, P, p, s beda takie, jak w Twierdzeniu 11.1.4(viii). Przypomnijmy, ze p : P — M N {2
jest lokalng parametryzacja (por. dowdd implikacji (viii) => (i) w Twierdzeniu 11.1.4). Zdefiniujmy f = (fo
p) o s. Oczywiscie, f=fnaMnQoraz f € DF (2, F;a).
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(111) — (i): Rozwazmy dowolng parametryzacje lokalng p : P — U (a € U) i niech p(ty) = a. Niech

0, f beda jak w (iii). Mozemy zatozy¢, ze U C 2. Wtedy fop = f o p, a stad oczywiscie wynika, ze f op €
DE(P, Fity). O

W ten sam sposob mozna wykaza¢ nastepujacy wynik (CWICZENIE).

Twierdzenie 11.1.10. Dla dowolnego odwzorowania f : M — F' nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) feCHM,F);
(ii) dla dowolnego punktu a € M istnieje lokalna parametryzacjap : P — U taka, zea € Ui fop €
CF(P, F);
(iii) dla dowolnego punktu a € M istnieje otoczenie {2 C R™ oraz fe CF(2, F) takie, ze f=fnaMn .

Obserwacja 11.1.11. (a) Jezelip : P — U jest lokalng parametryzacja klasy C*, to p~* € C*(U, R%).

(b) Jezeli o € DF(2,R™;up) (2 € top E, zas F jest przestrzenia unormowana), p(f2) C M i f €
DF(M, F; p(ug)), to f o p € D*(£2, Fiup).

Istotnie, wystarczy wykorzysta¢ Twierdzenie 11.1.9(iii) i zauwazy¢, ze w otoczeniu punktu ug mamy fop =
foe

(c) Jezeli p € CF(2,R™), p(2) C M i f € C*(M,F),to fop € CF(2,F).

Istotnie, wystarczy wykorzystac lokalnie Twierdzenie 11.1.10(iii).

Definicja 11.1.12. Niech M bedzie d—~wymiarowa podrozmaitoscia klasy C* w R™ (1 < d < n). Niecha € M
iniechp : P — U bedzie dowolng lokalng parametryzacja taka, ze a € U. Przyjmijmy, ze a = p(to). Przestrzen
T, M = p/(to)(R?) nazywamy przestrzeniq styczng do M w punkcie a.

Oczywiscie, jezeli d = n, to T, M = R"™.

Zauwazmy, ze definicja jest poprawna, bowiem na podstawie Twierdzenia 11.1.6, jezeli ¢ : Q — V jest
jaka$ inna parametryzacja taka, ze q(ug) = a, to ¢ = p o ¢, gdzie ¢ jest dyfeomorfizmem klasy C!, p(ug) = to.
W szczegdlnosci, poniewaz ¢’ (ug) jest izomorfizmem, zatem ¢’ (ug)(R?) = p' (to) (¢ (uo) (R?)) = p/(to)(RY).

Przyjmujemy ponadto, ze T, M := {0}, jezeli d = 0.

Oczywiscie dim T, M = d.

Twierdzenie 11.1.13. Niech M bedzie d—wymiarowq podrozmaitoscig klasy C'wR"1<d<n—-1),aeM
i niech £2 € topR™, f € C'(2,R?) bedzie takie, zea € 2, M N 2 = f71(0) irank f'(x) =n—d,z € 2 (3)
Wtedy T,M = Ker f'(a).

Dowép. Niech V := Ker f’(a). Odnotujmy, ze dim V' = d. Niechp : P — U, U C {2, bedzie dowolna lokalna
parametryzacja, p(to) = a. Poniewaz f o p = 0, zatem f’(a) o p/(t9) = 0, a stad T,M C V, co wobec réwnosci
wymiaréw, daje zadang rownosc. O

Twierdzenie 11.1.14 (Réwnowazne opisy przestrzeni stycznej). Niech M bedzie d—wymiarowq podrozmaito$cig
klasy CkwR*(1<d<n—-1),ae M, X cR" Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) X € T,M;
(ii) istnieje e > 0 oraz odwzorowanie~y : (—e,e) — M klasy C* (*) takie, ze v(0) = a,v'(0) = X;
(iti) istniejq ciggi (a, )32, C M, (r,)32, C (0,+00) takie, ze a, — a,ry(a, —a) — X (°).

Dowop. Dla X = 0 rownowazno$¢ warunkoéw jest oczywista. Przyjmujemy dalej, ze X # 0.

(i) = (ii): Niech p : P — U bedzie lokalna parametryzacja, p(ty) = a. Niech Y € R? bedzie taki, ze
X =p'(to)(Y). Wtedy X = ~+/(0), gdzie y(7) := p(to + 7Y), |7| < € (¢ male).

(il) = (iii): Wystarczy przyjac¢ a, := ( 1) r,i=v,v> 1

(iii) = (i): Niech p : P — U bedzie lokalng parametryzacja, p(to) = a. Mozemy zalozy¢, ze a,, = p(t,),
t, € P,v > 1. Oczywiscie t, — %o (6). Mozemy réwniez zalozy¢, ze t,, # to, v > 1, oraz (przechodzac do

podciagu), ze Y, : ﬁ — Y dla pewnego Y € R%.

Por. Twierdzenie 11.1.4(v).

Jako odwzorowanie (—¢, &) — R™.

[

Odnotujmy czysto geometryczny charakter warunku (iii).

Poniewaz p jest homeomorfizmem.
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Ta=ar — mxy- Niech p(t) = p(to) + ' (to)(t — to) +
a(t)||t — tol|, gdzie a(t) — 0 przy t — tg. Ostatecznie mamy:

X M) tat) | )

IX1 v=oe (1P (B0) (Yo) + a(t)ll 1P (t) (V)

co konczy dowdd (bo T, M jest przestrzenig wektorowa). (|
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Zauwazmy, ze T,||a, — al| —

Twierdzenie 11.1.15. Niech M € MK(R"),1 < d<n—1,k € NU{oo, w}. Zalézmy, 20 € M oraz ToM =
R? x {0}~ 9. Wtedy istniejg £2 € topR™, P € tode, 0 € £2,0 € P, oraz odwzorowanie f € C*(P,R"~%)
takie, ze M N 2 = {(¢, f(t)) : t € P}, f(0) =01i f(0) =0.

Z powyzszego twierdzenia wynika w szczegélnosci, ze dla dowolnego a € M rozmaito$é M jest lokalnie
wykresem nad afiniczng przestrzenig styczng a + T, M pewnego odwzorowania klasy C*.

Dowép. Niech g : Q@ — U = M N {2 bedzie dowolng lokalng parametryzacja, 0 € @, ¢(0) = 0 € U.
Warune{k ¢ (0)(R?) = R4 x {0} oznacza, ze %(0) =0,j=d+1,....,n, k =1,...,d. Wynika stad,
ze det[g—zi(O)] j.k=1,....d 7 0. Wobec twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym, mozemy wiec zalozy¢, ze ¢ :=
(q1,...,q4) : @ — P jest dyfeomorfizmem klasy C*. Wtedy p := qop™' : P — M N 2 jest lokalng
parametryzacja, p(t) = (t, f(t)), przy czym f(0) = 0 oraz f'(0) = 0. O

Twierdzenie 11.1.16. Niech M bedzie d—wymiarowq podrozmaitoscig klasyC* wR™ (1 < d<n—1),a € M
i niech f € D(M, F;a). Wtedy f'(a)|r, v nie zalezy od wyboru lokalnego przedtuzenia f rézniczkowalnego
w punkcie a (7)

Dowdp. Wystarczy pokazad, ze jezeli g : 2 — F jest odwzorowaniem rézniczkowalnym w punkcie a i takim,
zeg=0naM N, tog (a)lr,pm =0.

Istotnie, niech p : P — U bedzie dowolng parametryzacja lokalna, a = p(ty) € U C £2. Mamy go p = 0.
Zatem g'(a) o p'(to) = 0, co daje zadang réwnos¢. d

Definicja 11.1.17. W powyzszej sytuacji kladziemy

f'(a): TuM — F, f'(a) := J'(a)lz,m
Odnotujmy, ze f'(a) € L(T,M, F'). Odwzorowanie f’(a) nazywamy rézniczkq odwzorowania f w punkcie a.

Twierdzenie 11.1.18. Niech M bedzie d—wymiarowq podrozmaitoscig klasy C1 w R™ i niech M’ bedzie d'-
wymiarowq podrozmaitoscig klasy C* w R™ . Niech f : M — M’ bedzie rozniczkowalne w punkcie a € M.
Wtedy f'(a)(ToM) C Ty M'. W szczegolnosci, f'(a) € L(ToM, Ty M').

Jezeli ponadto f jest bijektywne i f~' jest klasy C' (tzn. f jest dyfeomorfizmem klasy C!), to f'(a) €
Isom(T, M, Ty M’).

Dowdp. Zatézmy, ze M' N2 = g=1(0), gdzie {2’ € top R, geCH (2, R %), rank ¢'(y) = n' —d',y € 2,

f(a) € £ (por. Twierdzenie 11.1. 4(v1)) Niech f bedzie lokalnym przedluzeniem odwzorowania f na otoczenie

2 punktu a. Mozemy zalozyé, ze f(£2) C 2. Wtedy g o f = 0 na M N (2, zatem (g o f)'(a) = 0 na T,M

(por. Twierdzenie 11.1.16). Oznacza to, ze ¢'(f(a)) o f'(a) = 0 na T,M, co wobec Twierdzenia 11.1.13, daje

zgdany wynik. O
Prawdziwe jest nastepujace fundamentalne twierdzenie

Twierdzenie* 11.1.19 (Whitney, (8) ). Dla dowolnej podrozmaitosci M € ME(R™), gdzied > 1,k € NU {co},
istnieje podrozmaitosé M’ € M (R?"*1) taka, ze M i M’ sq C*-dyfeomorficzne.

Obserwacja 11.1.20. Dla rozmaitosci klasy C? i odwzorowan f : M — F majacych druga pochodna w punk-
cie a nalezy oprze¢ sie pokusie zdefiniowania drugiej rozniczki w punkcie a jako odwzorowania " (a) : T, M x
T.M — F danego wzorem f”(a) = f"(a 7, mxT, 0> gdzie f jest lokalnym przediuzeniem f takim, ze f”(a)
istnieje.

Istotnie, jT"(a) |7, M xT, M moze zaleze¢ od wyboru przedluzenia.

7) Przediuzenie takie istnieje na mocy Twierdzenia 11.1.9(ii).
8) Zob. H. Whitney, Differentiable manifolds, Annals Math. 37 (1936), 645-680, Ch.II, § 8.
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Niech np M :={(t1t>) cR?>:tc R}, F:=R, f :=0,a:= (0,0). Zauwazmy, ze T,M = R x {0}. Niech
f(z,y) := 22 — y. Oczywiscie f jest przedtuzeniem f, ale f”(a)((h1,0), (h2,0)) = 2h1h, hy, hy € R.
Lemat 11.1.21 (Lemat o jednoczesnej parametryzacji). Niech M € ME(R™), M' € ME, (R™) bedq takie, ze
M’ C M. Wtedy
(a) d' <d
(b) jezelid = d, to M’ jest podzbiorem otwartym w M ;
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(c) jezelid < d < n, to dla dowolnego punktu a € M’ istnieje lokalna parametryzacjap : AY — U
podrozmaitosci M, a € U, taka, ze p(0) = a i p(AT x {0}4=%) = M'NU (?).

W szczegélnosci, jezeli d’ > 1, to odwzorowanie p : AY — M' N U, p(v) := p(v,0), jest lokalng parame-
tryzacjq dla M’ (*°).

Dowép. Dla d’ = 0 twierdzenie jest oczywiste. Zalozmy, ze d’ > 1. W szczegdlnosei, d > 1

(a) Wobec Twierdzenia 11.1.14(ii) mamy: T,M’' C T,M,a € M’.Stad d’' = dim T, M’ < dim T, M = d.

(b) Wezmy dowolny punkt a € M’ iniechp: P — U, q : Q — V bedg parametryzacjami lokalnymi dla
M i M’ takimi, ze a € U NV (P,Q € top R?%). Mozemy zalozyé, ze V = U N M’. Rozwazmy homeomorfizm
p:=ptog:Q — p~1(V).Napodstawie Obserwacji 11.1.11 jest to odwzorowanie klasy C*. Mamy poy = q.
W szczegodlnosci, p'(p(u)) o ¢’'(u) = ¢'(u), skad wynika, ze rank ¢'(u) = d, u € Q. Teraz, na podstawie
np. twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym, p~*(V) jest podzbiorem otwartym w P, a wiec U N M’ jest
zbiorem otwartym w M.

(c) Wezmy dowolng parametryzacje lokalng p : P — U podrozmaitosci M taka, ze a = p(tg) € U.
Niech N := p~}(M’' N U). Zauwazmy, ze N jest d'~wymiarowa podrozmaitocig klasy C* w RY. Istotnie, dla
dowolnego uy € N, niech q : Q — V bedzie lokalng parametryzacja klasy C* podrozmaitoéci M’ i p(ug) €
V C M'NU.Niech ¢ := p~togq: Q — p (V). Oczywiscie, tak jak w (b), ¢ jest homeomorfizmem klasy
CFip'(o(u) oy (u) = ¢(u),u € Q.Stad rank ¢’ (u) = d’, u € Q. Tak wiec ¢ jest lokalng parametryzacja
podrozmaitosci N w otoczeniu ug.

Teraz, na podstawie Twierdzenia 11.1.4(iii) (zastosowanego do podrozmaitoéci N) istnieja zbidr otwarty
Q2 € top P, ty € 12, oraz C*~dyfeomorfizm & : 2 — A takie, ze (N N 2) = AY x {0}4¢

Poszukiwana parametryzacja bedzie: p o &1 : A — p(£2). O

11.2. Twierdzenia o retrakcji
Rozpoczniemy od prostszej wersji twierdzenia o globalnej retrakcji.

Twierdzenie 11.2.1. Dla dowolnej podrozmaitosci M € ME(R™) (k € Ny U {00, w}) istnieje otoczenie otwarte
M C £ C R" oraz globalna retrakcjar : 2 — M klasyC*~! taka, ze dla dowolnegox € 2 mamy ||z—n(z)| =
dist(x, M), przy czy punkt w(x) jest jedynym punktem realizujgcym te odleglosé (norma i odleglosé sq euklidesowe).

Dowop. Mozemy zatozyé, ze 1 < d < n — 1. Rozpocznijmy od elementarnej obserwacji, ze dla a € M oraz
x € B(a,r) mamy dist(x, M) = dist(z, M N B(a, 3r)). Istotnie, dla y € M \ B(a,3r) mamy ||y — z| >
ly —all =llz—all = 3r—r =2r >r > |z —al| > dist(x, M). Pozwala to na lokalizacj¢ problemu
(CwiczeniE). Ponadto, problem jest oczywiscie niezmienniczy wzgledem izometrii euklidesowych. Pozwala to
dla dowolnego a € M na przejscie do nastepujacego zagadnienia lokalnego. Najpierw redukujemy sytuacje do
a = 0oraz T,M = R? x {0}"~9. Nastepnie, na podstawie Twierdzenia 11.1.15 mozemy zalozy¢, ze M :=
{(t, (1)) : t € A%(r)}, gdzie A(r) := (—r,7)" C R, f: A%r) — R"? jest klasy C* oraz f(0) = 0,
f/(0) = 0. W konsekwencji, dla x = (2, 2") € A%(s) x A"~4(s) przy 0 < s < 1 mamy

dist?(x, M) = min{|[t — 2’ ||> + || f(t) — 2”||* : t € A%(r)} =: min{g(z,t) : t € A%(r)}.
Jedynego punktu realizujacego odlegtos$é¢ bedziemy szukaé w postaci (p(x), f(p(z))), gdzie ¢ : A™(s) —
Ad(r) jest klasy C*~! (wtedy bedziemy mogli przyjaé¢ (z) = (¢(), f(p(z))), = € A™(s),0 < s < 1).
Zauwazmy, ze

dg af'
R COR (tk—xk—i-z Fi(t) = zas atﬂ()) = 2F(x,t), k=1,....d.

(9) Dla d’ = 0 warunek ten oznacza, ze p(0) = M’ NU.
(10) Uwaga na warunek: rank p/ (v) = d’, v € A
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Tak wiec, t = p(z) powinno by¢ jedynym rozwiazaniem ukladu rownan F(z,t) = 0,k = 1,...,d, w otoczeniu
punktu (0,0). Oczywiscie F}, jest klasy C*~1. Ponadto, F(0,0) = 0 oraz
OF, 4o a f; O?f;
t)=6 ( ()= ( , J_ (¢ )
Tre o0 = e+ 3 (GEOGEO + (50 —maes) g 0

W szczegblnosci, [d—tj(o, 0)]k,e=1,....,a = 4. W takim razie, na podstawie twierdzenia o odwzorowaniu uwikla-
nym, istnieja 0 < s1,71 < 1 oraz odwzorowanie ¢ : A"(sy) — A%(ry) klasy C*~! takie, ze t = (z) jest
jedynym rozwiazaniem naszego ukladu dla (z,t) € A™(s;) x A%(ry). Teraz wystarczy jeszcze tylko dobraé
0 < s < s tak by dlaz € A™(s) bylo dist(x, M) = dist(z, M N (A%(r) x R*~9)). O

Przyklad 11.2.2. Twierdzenie 11.2.1 nie jest prawdziwe dla k = 1. Niech § € (0,1), M := {(¢, |t|'*?) : t € R};
M jest jednowymiarowa podrozmaitoscia klasy C1, przy czym ToM = R x {0} (CwiczeniE). Pokazemy, ze dla
dowolnego y > 0 istnieje ¢ > 0 takie, ze

dist*((0,9), M) < [[(0,9) — (. 4) > = £ + (y — t179)% < = |(0,9) — (0, 0)||*.

Oznacza to, ze istnieja co najmniej dwa punkty rozmaitoéci M realizujace odleglosé. W konsekwencji ciagta
retrakcja 7 : {2 — M taka, jak w Twierdzeniu 11.2.1 nie moze istniec.
Istotnie, warunek ¢? + (y — t'79)? < y? oznacza, ze y > 3 (t' =% + t'7), co pozwala zawsze dobra¢ ¢.

Prawdziwe jest nastepujace wysoce nietrywialne twierdzenie — zob. H. Federer, Geometric measure theory,
Springer Verlag, Berlin, 1969, Theorem 3.1.20. (*!)

Twierdzenie 11.2.3 (Twierdzenie o retrakcji). Niech M C R"™ bedzie niepustym zbiorem spojnym i niech k €
N U {co}. Wtedy M jest podrozmaitoscig klasy C* w R™ wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq zbior otwarty 2 > M
oraz retrakcjar : £2 — M klasy C*.

Dow6p. (<) Niech d := max{rankr’/(z) : € 2}. Jezelid = 0, to r jest odwzorowaniem stalym na
skltadowej spodjnej zbioru (2 zawierajacej M, a wtedy M musi byé¢ punktem. Zalézmy wiec, ze 1 < d < n.
Poniewaz, ror = r, zatem 7’ (r(a)) or’(a) = r'(a) dla dowolnego a € 2. W szczegdlnosci, r’(a) or'(a) = r'(a)
dla dowolnego a € M, a stad r’'(a)(X) = X dla dowolnego wektora X € V, := r’'(a)(R"™), a € M. Niech
Q2 :={z € 2 : rankr’'(z) = d}, My := M N 2. Jest jasne, ze {2 jest niepustym zbiorem otwartym. Na
wstepie zauwazmy, ze 1({2y) = Mo, czyli rankr/(r(a)) = d dla dowolnego a € 2. Istotnie, ustalmy a € (2.
Mamy d > rankr/(r(a)) = dimr/(r(a))(R™) = dim/(r(a))(r'(a)(R")) = dim ' (a)(R™) = d.

Na podstawie Twierdzenia 11.1.3, kazdy punkt a € M posiada otoczenie U C 2 takie, ze 7(U) €
ME(R™). Wtedy rowniez U N r(U) € ME(R™). Poniewaz r(£29) = Mo, dostajemy U N 7(U) = U N Mo,
co pokazuje, ze U N7 (U) jest otwarty w Mo. W takim razie My € ME(R™).

Teraz pokazemy, ze My = M (co zakonczy dowdd implikacji). Poniewaz M jest niepustym podzbio-
rem otwartym M, a M jest spdjne, wiec wystarczy pokazac, ze My jest domkniete w M. Przypomnijmy, Ze
r(@)(X) = X,a € M, X € Vg,orazdimV, = d, a € My. Dlaa € My niech L, : R* — R" bedzie
izometria (L, L% = 1,,) taka, ze L,(V,) = R? x {0}~ iniech W, := Ly,r'(a)L;t. Wtedy W,(X) = X dla
X € R? x {0}, co oznacza, ze W, = la r o Fdx(n—d)

O—dyxd + *(n-dyx(n—d)

Niech teraz My > a; — ao € M. Poniewaz macierze L, sg ortogonalne, mozemy (przechodzac do
podciagu) zalozy¢, ze L,, — L, gdzie L jest ortogonalna. Wtedy W,, = L, 1'(as)L;" — Lr'(a)L™!, co
oznacza, ze rank 1’ (a) = d, a wiec a € M.

(=) Niech d := dim M. Przypadki d = 0id = n sa oczywiste. Niech wigec 1 < d < n — 1. Na podstawie
Twierdzenia 11.1.4(viii), dla dowolnego a € M istnieja: zbior otwarty (2, C R", a € (2,, wypukly zbior otwarty
P, C RY, odwzorowania p, : P, — $2,, g, : §2, — P, klasy C* takie, z2e M N 2, = py(P,), ¢q © pa = idp, .

Rozwazmy pokrycie {2, : a € M} zbioru 2 := |J 2, i zastosujmy do niego konstrukeje specjalnego

aeM
rozkladu jednosci z L = % (o = i = 2(1 + 7) = 10) (Konstrukcja 10.9.3). Otrzymujemy zbidr co najwyzej
przeliczalny S C (24 oraz funkcje 15 € C°(R™, [0,1]), s € S, takie, ze

B(s',h(s)) NB(s",h(s")) =@, §,s" €5, s’ #5", gdzie

(11) Herbert Federer (1920-2010).
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h(z) := 1 sup min{1, dist(z, R" \ £2,)}, = € (2.

20 gem
Ponadto:
e rodzina {B(s, 10h(s)) : s € S} jest pokryciem wpisanym w pokrycie {2, : a € M},
e suppt, C B(s,10h(s)), s € S, 1)
o #{s€ S :B(x,10h(z)) NB(s,10h(s)) # @} < (9 +6/L)" = (129)", z € £, (2)
e rodzina {B(s,5h(s)) : s € S} jest pokryciem (2o,
e s =1naB(s,(1+7)h(s)) =B(s,5h(s)),s € S. (3)

Ponizej rozwazymy jedynie przypadek, gdy S jest przeliczalny. Dow6d w przypadku, gdy S jest skoficzony
przebiega analogicznie (i jest nieco prostszy). Ponumerujmy elementy zbioru S = {s1, s, ...} i przyjmijmy
oznaczenia: ¢; = s, K; = B(si, 10h(s;)), Q; := B(s;,5h(si)), i = 1,2,.... Dla dowolnego i ustalmy
a; € M takie, ze K; C (24, i przyjmijmy: £2; := §2,,, P; := Py, pi '= Pa;» ¢i = qa;-

Na wstepie skonstruujemy indukcyjnie ciag (U;, 7;)52,, taki, ze

e U, jest zbiorem otwartym w R", U; C (2,

o 71;:U; — M jest odwzorowaniem klasy ck,

e r;=idna M NU,, (4)

° MﬁQj CMNU;dlaj<i,i=1,2,....

Dla ¢ = 1 kladziemy U; := (21,71 := p1 0 q1.

Krok indukcyjny 4 ~» ¢+ 1: Niech V41 := 2,41 N r;l((l,;ﬂ) C £2;11 NU;. Zauwazmy, ze wobec (4) mamy

MNU; N Qi+1 C V:L‘+1. (5)

Na V;11 definiujemy g; 411 := pit+1 ((1 —Yir1)(giv10m) + ¢i+1%‘+1)~ Wobec wypuktosci P; 1 funkcja ta
jest poprawnie okreslona. Jest to funkcja klasy C* oraz g;11 : Vi1 — M N 241,
e Wobec (4) na M N V41 mamy 0,41 = piy1 © i1 = id.
e Wobec (1) na Vi1 \ K;+1 mamy ;41 = Pi+1 © Gi+1 0 75 = 74
e Wobec (3) na Viy1 N Qiy1 mamy ;41 = Pit1 © ¢it1.
Niech U;11 := (U; \ K1) U Vig1 U Qg1 iniechr;y; : U1 — M bedzie dane wzorami
T na Uz \ Ki+1
Tit1 i= { Qit1 na Viqg . (6)
Pi+1°¢iv1  NaQiy
Z poprzednich rozwazan wynika, ze ;1 jest poprawnie okreslonym odwzorowaniem klasy C* oraz r; 1, =
id na M NU;41. Oczywiscie U; 1 C §2. Zauwazmy, ze wobec (5) i inkluzji K; 1 C (2;41, mamy
MnN Ui+1 =Mn (Ul U Q¢+1).

Stad i z zaloZenia indukcyjnego wynika, ze M N Q; C M NU;y1dlaj <i+ 1.
Przechodzimy do nastepnego etapu dowodu. Niech

0= QﬁUj Zauwazmy, ze M = M N QQI = QMHQZ C .
i=1j=i = =

Wykazemy, ze dla dowolnego i istnieje i, takie, ze
UiNQi, =Ui, NQiy, 1 =iy (7)

Ustalmy ¢9. Wobec (2) istnieje i, takie, ze K; N K;, = & dlai > i,. Dla dowodu (7) zastosujemy indukcje ze
wzgleduna i > ..

1 ~» 1 + 1: Korzystajac z tego, ze K;11 N Q;, = & mamy:

Uip1 N Qi = ((Ui \ Kit1) N Qio) U (Vi+1 N Qin) U (Qi+1 N Qin)
= Ui\ Kiy1) N Qi, = Ui N Qiy = Ui, N Qi
Jako wniosek dostajemy

'QﬁQio = Um(UJQan):

i=1j=i i

(Uj N Qiy) = Ui, NQi,

NEGE:
D}

3

T

<.
Il
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co pokazuje, ze {2 jest otwarty. Wykazemy teraz, ze dlai > i, mamy r; = r;_ na 2NQ;, (= U; .NQ;, = UiNQy, ).
Ponownie stosujemy indukcje ze wzgledu na ¢ > ..

i ~» i+ 1: Poniewaz U; 11 N Q;y = (U; \ Ki41) N Q. zatem, wobec (6) i zalozenia indukcyjnego, mamy
rig1 =1 =1, nal1 N Qio-

Teraz szukang retrakcje okreslamy na (2 wzorem rr = ligl T4 ]
12— 100

Obserwacja 11.2.4. Odnotujmy, ze Twierdzenie 11.2.3 w poréwnaniu z Twierdzeniem 11.2.1 daje retrakcje lep-
szej klasy. Z drugiej strony, retrakcja z Twierdzenia 11.2.1 ma elegancka naturalng interpretacje geometryczna.

Jako natychmiastowy wniosek z Twierdzenia 11.2.3 dostajemy mozliwo$¢ globalnego definiowania funkcji
klasy D¥(M, F) (odp. C* (M, F)); por. Twierdzenia 11.1.9(iii) i 11.1.10(11.1.10).
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Twierdzenie 11.2.5. Niech M € M%(R™) oraz f : M — F. Wtedy f € D*(M,F) (odp. f € C*(M, F))
wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq otoczenie otwarte 2 O M oraz f € DF(Q, F) (odp. f € C¥(M, F)) takie
flv =

220

11.3. Ekstrema warunkowe

Rozwazmy nastepujacy problem. Dane sa: M € MA(R") (1 < d < n — 1), punkt @ € M i funkcja
f € D¥(M:;a). Problem polega na znalezieniu (rézniczkowych) warunkéw koniecznych i dostatecznych na to,
by f miata w punkcie a ekstremum lokalne, zwane ekstremum warunkowym. Nazwa bierze sie stad, ze poniewaz
problem ma charakter lokalny, to mozemy zatozy¢ (korzystajqc z Twierdzenia 11.1.9 i zmniejszajac ewentualnie
M),ze f=Ff | M gdzie f 22— R MCcCS2ectopR”i f jest k-krotnie rézniczkowalne w punkcie a, a zatem
szukamy ekstreméw lokalnych funkcji f przy warunku ,punkt lezy na M.

Twierdzenie 11.3.1 (Warunek konieczny na ekstremum warunkowe). Jezeli f ma w punkcie a ekstremum wa-
runkowe, to f'(a) = 0.

Dowép. Niech p : P — U bedzie lokalng parametryzacja, p(tg) = a. Wtedy f o p ma ekstremum lokalne
w punkcie ¢, a zatem f”(a) o p(tp) = 0, co daje zadany wynik. g

Twierdzenie 11.3.2 (Warunek dostateczny na ekstremum warunkowe). Zatézmy, ze dla pewnego k > 2 mamy:
f'(a) =0naR", ..., f(k_l)(a) =0naR", ]?(k)(a) Z 0 nal, M.
Wtedy:
() jezeli f*)(a)(X) > 0dlaX € (T,M), (*2), to f ma w punkcie a silne minimum warunkowe;
(b) jezeli f¥)(a)(X) < 0 dla X € (T,M)., to f ma w punkcie a silne maksimum warunkowe;

(c) jezeli f<k>(a) przyjmuje na T, M wartosci réznych znakéw (12), to f nie ma w punkcie a lokalnego ekstre-
mum warunkowego.

Dow6p. Niechp : P — U bedzie dowolng lokalng parametryzacja, p(tp) = a.Niech g := ,fOp. Musimy zbadaé
ekstremum lokalne (w sensie klasycznym) funkcji g w punkcie to. Ze wzoru na pochodna zlozenia (Twierdzenie
10.7.6),dla j = 1,..., k, mamy

. ~ ) il / (€]
49 @)(V) = (Fop D (t)(¥) = 3 Lo () IO -y e g
agll; _/—’X ———

co wobec naszych zalozen daje
g(j)(to) =0, j=1...,k-1, g(k)(to)(Y) :J?(k)(a)(pl(tO)(Y))v Y eR%

Przypomnijmy, ze p'(to)(Y) € (T,M), dlaY € (R%),, a zatem g(*)(t) zachowuje sie (w sensie okreslonosci)
tak, jak f(*)(a) na T, M. Teraz wystarczy juz tylko zastosowa¢ klasyczne twierdzenie o ekstremach lokalnych.
g

Obserwacja 11.3.3. (a) Z dowodu Twierdzenia 11.3.2 wynika, ze odwzorowanie f® (@)| (1, pmy+ nie zalezy
od wyboru rozszerzenia f(w klasie rozszerzen spelniajacych zalozenia twierdzenia). Tak wiec wystarczy zbada¢
okreglonoéé f*¥)(a) na T, M dla jednego ustalonego rozszerzenia f funkeji f takiego, ze f@)(a) = 0, j =
1,...,k — 1 (k parzyste).

(b) Niech k = 2. Zauwazmy, ze warunek ]?’(a) = 0 nie moze zosta¢ zastapiony warunkiem f’(a) = 0. Niech
np.n =2, M :={(z,2%) : 2 € R}, a = (0,0), f(,22) := 2> (oczywiscie f nie ma ekstremum warunkowego
w punkcie a). Niech f(z, y) = 22 — y + 23. Widaé, ze f = f na M. Ponadto, f'(a) =0naT,M =R x {0}
i ]‘N"’(a)((h, 0)) = 2h2, h € R (a wiec spelniony jest warunek (a) z Twierdzenia 11.3.2).

12} W szczeg6lnoéci, k musi by¢ parzyste.
3) W szczegolnosci, gdy k jest nieparzyste.
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(c) Patrzac na Twierdzenie 11.3.2 (i pamietajac o (a)) widzimy, iz przeszkoda w stosowaniu Twierdzenia 11.3.2
bedzie nastepujaca sytuacja: Dla pewnego 1 < m < k — 1 znalezli$my rozszerzenie ftakie, ze:

. f jest k—krotnie rézniczkowalne w punkcie a,

. f(ﬁ(a) =0,7=1,...,m— 1 (warunek ten jest pusty dla m = 1),

o fM(a)#0,

. f('”> (a) = 0naT,M (dlam = 1 jest to po prostu warunek konieczny na ekstremum warunkowe).

Rozszerzenie takie na nic sie nam nie przyda. Pytamy wiec, czy mozemy znaleZ¢ inne rozszerzenie takie,
ze f(~7)(a) = 0,4 = 1,...,m. Jezeli tak, to bedziemy mieli pewng szanse, ze Twierdzenie 11.3.2 rozstrzygnie
o ekstremum.

Mozemy zawsze zatozy¢, ze M N§2 = g~1(0), gdzie g € C*(2,RY) irank ¢'(x) = n—d, x € 2. Zauwazmy,
ze dla dowolnego odwzorowania ¢ = (1, . ., p¢) € CF(£2,R?), odwzorowanie

fo=f—v101 = — vege

jest przedluzeniem f oraz, ze jest ono k-krotnie rézniczkowalne w punkcie a.

Twierdzenie 11.3.4 (Metoda mnoznikéw Lagrange’a). (@) Dlam =1, jezeli f'(a) = 0 na T, M, to istnieje
A= (A1,...,\¢) € R takie, ze dla funkcji fri=f—Agi— - — Aege spelniony jest zwigzek f;\(a) =0 naR"™
Liczby A1, ..., A¢ noszq nazwe mnoznikéw Lagrange’a.
(b) Dla2 < m < k —1, jezeli

° fN'jest k—krotnie rozniczkowalne w punkcie a,

o fWD)=0j=1,....m—1,

. f(m)(a) =0naT,M,
to istniejg wielomiany jednorodne Q1,...,Q € H"L_I(R" R) takie, ze dla odwzorowania

fQ(l‘): ZQZ gz ) x € 2,

mamy:fg)(a) =0,j=1,...,m.

Dowép. (a) Przypomnijmy, ze T, M = Ker ¢’(a) (Twierdzenie 11.1.13). W tej sytuacji warunek f’(a) = 0Ona
T, M oznacza, ze Ker gf(a) N --- N Ker gj(a) C Ker f'(a), a to, na podstawie znanych wynikéw z algebry,
implikuje istnienie A (zob. dowdd (b)).

(b) Na wstepie zauwazmy, ze dla dowolnych Q1,...,Q, € H™ 1(R™ R), na podstawie wzoru Leibniza,
mamy:
) 1 I )
g @m = 7@~ 5523 (1)@ 0l wm, neR =1 m
i=1 s=0

Przypomnijmy, ze QES) € H™=1=5(R", L5(R",R)). W szczegdlnoéci, mamy Q(-S)(O) =0dlas=0,...,m—2.
Z drugiej strony ¢;(a) = 0. Tak wiecdlaj = 1,...,m—1, otrzymujemy f’(])( )(h) = 0. Wiemy, ze ngfl)(O) =
(m — 1)!Q;. Stad dla j = m mamy:

¢

4
TS @) = F @y - - (m”j 1)@5’"*”<o><h>g;<a><h> = f @) = 3 Qik)gi(a)(h),

=1

h € R".
Tak wiec caty problem sprowadza si¢ do doboru Q,- € H™Y(R™,R),i=1,...,¢ w ten sposéb by

£ (a) ZQ (R)gi(a)(h), heR™

Poniewaz W := f(m)(a) € H™(R™",R)iW = 0 na T,M, zatem wystarczy juz tylko wykorzysta¢ znane
wyniki z algebry, aby stwierdzi¢, ze W da si¢ przedstawi¢ w zadanej postaci. Mozemy skorzysta¢ np. z takiego
rozumowania: Niech L, . .., L,,_4 bedzie dowolnym liniowo niezaleznym podukltadem ukladu g} (a), . . ., g;(a).
Wybierzmy d form liniowych L,,_ 441, ..., L, W ten sposob, ze odwzorowanie L := (L1,...,Ly) : R" — R"
jest izomorfizmem. Niech V' := W o L™1. Wtedy V € H™(R",R) iV = 0 na {0}"~¢ x R% Oznacza to,
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ze wielomian V mozna zapisaé w postaci V (z) = 21 V1(z) + -+ + Zpn_aVa_a(z), gdzie V; € H™ L(R™,R),

i = 1,...,n — d (posta¢ te latwo uzyskac przez zwykle grupowanie wyrazéw z wykorzystaniem warunku
V(0,...,0,Zn—dt1,--.,2n) = 0). Zdefiniujmy Q; := V;oL,i =1,...,n—d. Ostatecznie W = Q1L; +-- -+
Qn—dLn—d- O
Przyklad 11.3.5. Niech M := {(xy,...,2,) ER" tzy + - + 2, = ¢, 21, .. s Ty > 0}, gdzien > 2ic¢ >0
jest ustalong stala (M jest (n — 1)-wymiarowa podrozmaito$ciag w R™). Niech daleJ f(ml, e Tp) =Ty T

Szukamy ekstreméw warunkowych f na M.
Stosujemy metode mnoznikow Lagrange’a. Niech fy(x) := f(x) — A(z1 + - - - + z,, — ¢). Punkt podejrzany
o ekstremum warunkowe, to punkt a € M taki, ze

O/ ‘
“Z@)=|]ar—-2=0, j=1,...,n
6Ij Ivl;[j

Dostajemy stad tatwo a = (¢/n,...,c¢/n) i A = (¢/n)""1. Teraz przechodzimy do badania zachowania sie
f¥(a) na T M. Oczyw1s01eTM {(Xl,.. ) ER™ : Xy + - 4+ X, = 0}, za$

X,
Z( )"_szXk, X eR™
J£k

Wynika stad, ze

R =—(5)"7Ix1P <0, x e @),

a wiec f ma w punkcie ¢ maksimum warunkowe, czyli

c\"™ T4+ xp\"
xl---mn§<ﬁ> :(Tn), Ti,...,2Ly = 0.

11.4. Orientacja

Definicja 11.4.1. Niech E bedzie n-wymiarowa rzeczywistg przestrzeniq wektorowa (1 < n < o0) i niech
B(FE) oznacza rodzing wszystkich baz E. Dla dowolnych dwoch baz e = (e1,...,¢en), f = (f1,...,fn) €

B(FE) niech A = A(e, f) oznacza macierz przejicia od e do f, tzn. f; = Z Ap e, j=1,.

Oczywiscie A(e,e) = id, A(f,e) = A(e, f)71, Ae,g) = Ale, f) (f g). W zbiorze B(E) wprowa-
dzamy relacje e ~ f :<= det A(e, f) > 0. Jest to relacja réwnowaznosciowa. Niech O(F) := B(E)/ ~.
Kazda klase rownowaznoéci z O(F) nazywamy orientacjg E.

Dlabazy e = (e, ...,e,) niech € := (—ey, eq, ... e, ). Zauwazmy, ze det A(e,€) = —1 < 0,awiece £ €,
czyli [e].. # [€]~.Ponadto, dla dowolnej bazy f € B(E) albo f ~ e albo f ~ €. Oznacza to, ze na F istniejg
dokladnie dwie orientacje. Zadna z nich nie jest wyrézniona. Jezeli ustalimy jedna, np. O, to druga oznaczamy
przez —O.

W przypadku gdy £ = R”, mozemy wyrdznic orientacje wyznaczong przez baze kanoniczng. Orientacje
te oznaczamy przez [R"] i nazywamy orientacjq kanoniczng. Niech [R"]_ := —[R"];.Dlae = (e1,...,e,) €
BR"),e; =(ej1,---,€jn),J =1,...,n mamy: [e]. = [R"]} <= det[e; ] > 0.

Jest oczywiste, ze dowolny izomorfizm L : E — F generuje bijekcje O(E) — O(F), [e]~ — [L(e)]~.

Jezei E = F @ G, dimF = p,dimG = ¢, p,q > 1, p+ g = n, to mamy naturalne odwzorowanie
© : B(F) x B(G) — B(FE) dane wzorem O((f1,..., fp), (91:---,9¢)) = (€1, .., €p, f1,..., [q). Jezeli
ustalimy jaka$ orientacje Op € O(FE), to © indukuje odwzorowanie & : O(F) — O(G) poprzez relacje

!
2(f12) = lgl- s == [O(F.g) = O Zawwaimy, e A®(f.9).0(F9)) = 1T, "]
a wiec @ jest dobrze okreglone i injektywne. Ponadto, dla dowolnych f € B(F)i f € B(G) albo &([f]~) =
[g]~ albo QS([]?]N) = [g]~, a wiec P jest bijekcjag. W tym sensie ,zada¢ orientacje F” to to samo, co ,zada¢
orientacje G” (przy ustalonej orientacji Oy).

Powyzsza konstrukcje bedziemy stosowac do sytuacji: £ = R*, F' = V,1 < dimV =d < n -1,
G=V!t:={aeR":V,ey : (a,z) = 0}, gdzie (, ) oznacza standardowy iloczyn skalarny, Oy = [R"]+ Dla
O € O(V) bedziemy krétko pisa¢ O+ := &(0).
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Definicja 11.4.2. Niech teraz M € MJ(R"). Jezeli d = 0, to przez orientacje M rozumiemy dowolne odwzo-
rowanie O : M — {—1,+1}.

Jezelid > 1, to przez orientacje M rozumiemy dowolne odwzorowanie M > x -2, O(z) € O(T, M) takie,
ze dla dowolnego punktu a € M istnieje lokalna parametryzacjap : P — U, a € U, taka, ze O(p(t)) =
' () ([RY 1), t € P. W tej sytuacji méwimy, ze parametryzacja p : P — U jest zgodna z orientacjg O.

Niech O(M) oznacza zbidr wszystkich orientacji M. Powiemy, ze rozmaito$¢ jest orientowalna, jezeli O (M) #
@. Dalej zajmowac si¢ bedziemy jedynie przypadkiem d > 1.

Obserwacja 11.4.3. (a) Niechp : P — U, q : Q@ — U bedsg dwiema parametryzacjami i niech ¢ :=
p~log: @ — P.Wiadomo, ze det ¢'(u) # 0, u € Q. Niech (u) := sgn(det ' (u)), u € Q. Poniewaz
o = 2o e ¢ )([R.) = /()6 0 RL) = () IR ) = e (o) R
u e .

(b) Dla dowolnej parametryzacji p : P — U niech p : P U bedzie dane wzorem: p := p o f
P = TY(P), gdzie I : RY — RY I(t) = ¢ := (—ti,ta,...,tq). Widaé, ze p : P — U jest réwniez
lokalng parametryzacja. Ponadto, na podstawie (a), jezeli p : P — U jest zgodna z O, to p'(t)([RY]}) =
—p'(D(RY;) = —O(p(?)), t € P. Wynika stad, ze —O € O(M), gdzie (—O)(z) := —O(x), z € M.

(c) Jezelip : P — U jest parametryzacja zgodna z O taka, ze P jest obszarem, to, na podstawie (a), dowolna
parametryzacjaq : Q — U jest zgodna albo z O albo z —O (bowiem funkcja ¢, jako funkcja ciggla o wartosciach
w {—1,+1}, jest stala).

Definicja 11.4.4. Niech A = (p; : P, — Uj)ier bedzie dowolnym atlasem na M. Jezeli kazda z parametryzacji
p;i © P; — U, jest zgodna z orientacja O, to méwimy, ze atlas A jest zgodny z O.

Na podstawie Obserwacji 11.4.3(a) otrzymujemy bez trudu nastepujacy wynik.
Twierdzenie 11.4.5. Jezeli A = (p; : P; — U;);c jest atlasem zgodnym z orientacjg O, to dla odwzorowan
przejscia p; j 1= p,i_1 opj: pj_l(Ui nuU;) — pi_l(Ui NU;) mamy:
det ¢} ;(u) >0, wep; (U;nUj), ijel ()

Twierdzenie 11.4.6. Niech A = (p; : P, — U,);c1 bedzie atlasem na M takim, ze dla wszystkich odwzorowan
przejscia mamy (1). Wtedy na M istnieje orientacja O taka, ze atlas A jest zgodny z O.

Oznacza to, ze ,zada¢ orientacje M” to to samo, co ,zadaé atlas spelniajacy (1)”. Takie atlasy bedziemy
nazywac orientujgcymi.

Dowép. Niech O(x) := pl(p; *(x))([RY4) o ile 2 € U;. Jedyny problem to poprawno$é¢ definicji. Przypusémy,
zex € U;NUjiz =p(t) =p;(u), zatem t = ¢; j(u). Wtedy

P () ([R4) = pi(i;(w)(@; ; (w)([RT1)) = pi(t)([R)+). O

Twierdzenie 11.4.7. Jezeli M jest podrozmaitoscig spojnq i orientowalng, to na M istniejq doktadnie dwie rozne
orientacje. W szczegolnosci, jezeli M ma s sktadowych spojnych i jest orientowalna, to na M istnieje doktadnie 2°
réznych orientacji.

Dowop. Niech O bedzie ustalong orientacja M. Wtedy —O jest rowniez orientacja i —O # O. Pozostaje poka-
zaé, ze dla kazdej innej orientacji O’ mamy albo O’ = O albo O’ = —O. Niech

M,y ={zeM:0(x)=0()}, M_:={xeM:0'(z)=-0(x)}.

Oczywiscie M NM_ = @i M = M, UM_. Napodstawie Obserwacji 11.4.3(a) oba te zbiory sg otwarte. Stad,
wobec spdjnosci, albo M = M albo M_ = M. ]

Twierdzenie 11.4.8. Jezelid = 1, to M jest orientowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwzorowanie ciggte
s : M — S, takie, ze s(x) € T, M,z € M. Ponadto, dla dowolnej orientacji O rozmaitosci M istnieje
odwzorowanie ciqgte s : M — S,,_1 takie, ze s(x) € T, M iO(x) = [s(x)]~,z € M.

W powyzszej sytuacji moéwimy, ze s jest orientujgcym polem wektorow stycznych.
Mozna pokazac, ze dowolna jednowymiarowa podrozmaitos¢ jest orientowalna. Z tego tez powodu, powyzsza
propozycja nie stanowi, w gruncie rzeczy, kryterium na orientowalnos¢, ale daje jedynie opis orientacji.



Marek Jarnicki, Wykiady z Analizy Matematycznej III, wersja z 26 stycznia 2023

224 MU
11. Podrozmaito$ci

Dowép. Niech O bedzie pewna orientacja na podrozmaitosci M. Jezeli A = (p; : P; — U,;)qer jest atlasem
zgodnym z O, to definiujemy s(z) := v(pl(p; '(2))), gdy = € Uj, gdzie v(X) := X/|| X| oznacza wersor
wektora X € (R"),. Jedyny problem to, czy definicja jest poprawna. Rozumujemy lokalnie: jezelip : P — U
iq:Q — U sg parametryzacjami zgodnymi z O oraz ¢ = p o ¢, to (korzystajac z tego, ze ¢'(u) > 0, u € Q)
mamy: v(¢'(u)) = v(p'(o(u))¢’ (1)) = v(p' (v (u))).

W drugg strone: kladziemy O(z) := [s(x)]~ € O(T,M), x € M. Trzeba sprawdzi¢, ze O jest orientacja.
Ustalmy punkt a € M oraz dowolng parametryzacje p : P — U, a = p(tp), taka, ze P jest przedzialem

ip'(to)([R]+) = Of(a) (taka parametryzacja zawsze istnieje — pamietajmy, ze mozemy zastapi¢ wyjéciowa
parametryzacje przez p : P — U). Mamy s(p(t)) = e¢(t)v(p/(t)), t € P, gdziee : P — {—1,+1} jest
funkcja ciagla (bo s jest odwzorowaniem ciagtym)ie(tg) = +1. Zatem € = +1, co koniczy dowdd. O

Twierdzenie 11.4.9. jezelid = n — 1, to M jest orientowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwzorowanie
cigglen : M — S,,_ takie, ze n(z) € (I,M)*, z € M. Ponadto, dla dowolnej orientacji O rozmaitosci M
istnieje odwzorowanie cigglen : M — S,,_ takie, zen(x) € (T,M)* iO(z) = ([n(z)])*, 2 € M.

W powyzszej sytuacji moéwimy, ze n jest orientujgcym polem wektoréw normalnych.

Dowop. Niech O bedzie pewna orientacjg na M. Ustalmy x € M. Zauwazmy, ze uktad warunkéw: w € R”,
|w|| = 1L, w L T,Mi(w].)t = O(x) wyznacza jednoznacznie wektor w. Kladziemy n(r) := w. Pozostaje
sprawdzi¢ cigglos¢ odwzorowania  —— mn(z). Ustalmy punkt a € M oraz parametryzacje p : P — U,
a = p(to), zgodna z O. Zauwazmy, ze dla t € P wektor w = n(p(t)) jest wyznaczony (jednoznacznie) przez
uklad warunkéw (*): w € R™, |lw|| = L w L T,y M, det [w, ngl(t)’ e ati’il (t)] > 0.Niech teraz t,, — to
i przypusémy, ze w, := n(p(t,)) — wgo. Wtedy wy spelnia powyzszy uktad z t = to, a wiec wg = n(p(to))-

W druga strone: ktadziemy O(z) := ([n(z)]~)* € O(T. M), r € M. Trzeba sprawdzi¢, ze O jest orientacja.
Ustalmy punkt @ € M oraz dowolng parametryzacije p : P — U, a = p(to), taka, ze P jest obszarem
ip/(to)([R"1]4) = O(a). Mamy p/(t)([R" '] ) = (t)O(p(t)). t € P, gdziee : P — {1, +1}ie(to) =
+1. Pozostaje wykazad, ze € jest funkcja ciaglta. W tym celu wystarczy tylko zauwazy¢, ze wprost z definicji
([n(2)]~)* mamy:

e(t) = sgn (det [n(p(t)), 9y, O (t)D, tePp. O

oty Otn—1
Obserwacja 11.4.10 (lloczyn wektorowy). Niech a; € R", j = 1,...,n — 1. Z wektoréw tych utworz-
my (n — 1) X n-wymiarows macierz A poprzez ustawienie ich jako wiersze. Dla k € {1,...,n} niech A
oznacza podmacierz macierzy A powstata poprzez opuszczenie k-tej kolumny. Niech wy, := (—1)¥! det 4y,
w = (w1, ...,w,). Zauwazmy, ze wektory as, ..., a,_1 sa liniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy w = 0. Dla
j €{1,...,n—1} niech B; oznacza n X n-wymiarowa macierz powstalg z A poprzez dolozenie a; jako pierw-

szego wiersza. Stosujac do tej macierzy rozwiniecie Laplace’a (15) (wzgledem pierwszego wiersza) wnioskujemy,

ze:
n

(w,a;) = Z(—l)kﬂaj,k det Ay, =det B; =0,
k=1
tak wiecw L aj, 7 =1,...,n — 1. Dalej mamy:

n

det[w, ax, ..., an_1] = Y (=1)"wy det Ax = (det A;)* = [[w]*.

k=1 k=1
Wektor w nazywamy iloczynem wektorowym wektoré6w a1, ..., a,—1 i 0znaczamy a; X - - - X dp_1. Zauwazmy,
ze operacja (R™)" ™1 3 (a1,...,ap_1) — a1 X -~ X an_1 € R™ jest (n — 1)-liniowa.
Jezeliuklad (ay, . .., a,_1) jest baza pewnej podprzestrzeni V przestrzeni R™, wyznaczajaca na V orientacje

O, to ([w]~)* = O. W szczegdlnosci, w sytuacji opisanej w Twierdzeniu 11.4.9 mamy:

no(0) = o0 - x 52 (0).

(14) Uwaga:jezeli w €R™, [|w|| =1, w L T4y M, to det [w, aé%(t)7 cey ata%l(t)] #0.
(15) Pierre Simon de Laplace (1749-1827).
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Obserwacja 11.4.11. Istnieja podrozmaito$ci nieorientowalne, np. wstega Mobiusa (16) :
M :=p((—1,1) x [0,7]), gdzie p : R? — R3, p(t,u) := ((2 + t cosu) cos 2u, (2 + t cos u) sin 2u, t sin u).

Wstega Mobiusa.
Mamy
cosucos2u, —4sin2u — t(sinucos2u + 2 cos u sin 2u)
p'(t,u) = |cosusin2u, 4cos2u — t(sinusin2u — 2 cosu cos 2u)
sin u, tcosu

Zauwazmy, ze

9 o . ot . B
7p(t7 ) x p(t’u)_(cosusanu7 4 cos 2u — t(sin u sin 2u — 2 cos u cos 2u)

ot ou sin u, tcosu ’
cosucos2u, —4sin2u — t(sinu cos2u + 2 cos u sin 2u)

sin u, tcosu ’
cosucos2u, —4sin2u — ¢(sinw cos2u + 2 cos usin 2u)

)

= (—4sinwucos 2u + t sin 2u(1 + cos 2u), —4 sin u sin 2u — t(cos 2u + sin® 2u), 4 cos u + 2t cos” u).

Stad

cosusin2u, 4cos2u — t(sinwusin2u — 2 cosu cos 2u)

dp dp

—(t X —
| % 5
W szczegdlnosci, |%(t, u) X %(t,u)“ >0,-1<t<1,0<u < 7. Wynika stad w szczegélnosci, ze M jest
2-wymiarowa podrozmaitoécig w R? klasy C> (por. Twierdzenie 11.1.3). Dla ¢ = 0 dostajemy

2
(Lu)H =16 + 16t cosu + 4t*(1 + cos® u).

n(p(0,u)) = n(2 cos 2u, 2sin 2u, 0) := v(%(o,u) X ?(O,u)) = (— sinu cos 2u, — sin u sin 2u, cos ).
u

Zauwazmy, ze (2,0,0) = p(0,0) = p(0, ), ale n(p(0,0)) = (0,0,1), za§ n(p(0, 7)) = (0,0, —1). Oznacza to,
ze nie istnieje ciggle pole wersoréw normalnych M O p({0} x [0,7]) > (z,y,2) — n(z,y, z), a wiec, na
podstawie Twierdzenia 11.4.9, M nie jest orientowalna.

Lemat 11.4.12 (Lemat o jednoczesnej orientacji). Zatézmy, ze M € ML(R™) i niech D C M bedzie obszarem
(w sensie topologii indukowanej) takim, ze intps(clpyy D) = D, tzn. D jest tlusty (caly czas w sensie topologii
indukowanej). Zatézmy dalej, ze M' := Oy D € M} _,. Ustalmy pewngq orientacie O € O(M). Pokazemy, ze
orientacja ta indukuje w sposob naturalny pewngq orientacje O’ rozmaitosci M’, zwang orientacja indukowang
przez O na M'.

Dowop. Postepujemy nastepujaco: ustalmy punkt a € M’. Na podstawie Lematu 11.1.21, istnieje parametry-
zacja p : P — U podrozmaitoéci M, a € U, taka, ze P jest otwarta kostka w R? i jezeli P:= prra-1(P), to
{0} x P c Pip({0} x P) = M’ NU.Dlad = 1 oznacza to, ze P C R jest przedzialem otwartym, 0 € P
i{p(0)} =M'nNU.

(16) August Mabius (1790-1868).
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Przypadek d > 2: Zbiér {0} x P dzieli P na dwie sktadowe spéjne Py := P N {t120}. Poniewaz p jest
homeomorfizmem, zatem M’ N U dzieli U na dwie skladowe Vi := p(P4). Kazdy punkt skladowej V4 nalezy
albodo D_ := DNU albodo Dy := (M \ clpy D) NU. Zauwazmy, ze tlusto$¢ zbioru gwarantuje, ze D # &.
Istotnie, w przeciwnym razie mielibySmy: U C intps clpy D = D — sprzeczno$¢. Teraz, wobec spdjnosci Py,
oznacza to, ze mamy jedna z dwoch mozliwosci:

(a) V7 =D_ 1V+ == D+,

(b) V_ = D4 i V4 = D_: w tym przypadku zastepujemy wyjsciowa parametryzacje przez parametryzacje
t — p(—t1,ta,...,tq) i sprowadzamy sytuacje do (a).

Tak wiec mozemy przyjaé, ze Vo = D.. Teraz, zastepujac ewentualnie wyjSciowa parametryzacje przez
t — p(t1, —ta,ts,...,tq) (tu jest istotne, ze d > 2), mozemy zalozy¢, ze parametryzacja jest zgodna z O
(wystarczy jg uzgodni¢ w jednym punkcie i skorzystac ze spojnosci P). Dostajemy w ten sposob pewng para-
metryzacje p: P — M’ N U, p(u) := p(0, u).

Przypusémy teraz, ze analogiczng konstrukcje przeprowadziliémy dla jakiej$ innej parametryzacjiq : () —
U, ktéra spelnia te same warunki, co p i w efekcie konstrukeji dostalismy nowa parametryzacje q : @ — M'NU.
Wiemy, ze ¢ = poyidet ¢'(u) > 0,u € Q (bo obie parametryzacje sa zgodne z O). Niech § := p~1oq : Q —
P. Pokazemy, ze det @' (v) > 0 dlav € Q. Mamy: §(v) = q(0,v) = p((0,v)) = p(E(v)) = p(0, F(v)), a wiec
©1(0,v) = 01 @(v) = (p2(0,v),...,0q4(0,v)). Zauwazmy, ze p(Q+) = P, a stad: g—‘g(o, v) > 0. Ponadto,
o [0 0

* ¢'(v)

Oznacza to, ze potrafimy skonstruowac rodzine lokalnych parametryzacji (p; : P; — Uy )icr zgodng z O
taka, ze rodzina (p; : P, — M'N Ui)icr jest atlasem orientujacym na M’. Atlas ten wprowadza na M’
pewng orientacje O’. Z konstrukcji wynika, ze O’ zalezy wylacznie od O. Orientacje O’ nazywamy orientacjq
indukowang przez O.

Przypadek d = 1: W tej sytuacji nie zajmujemy sie uzyskaniem zgodnosci V. = Dy, ale jedynie, poprzez
ewentualng zamiane parametryzacji p na parametryzacje t —— p(—t), uzyskujemy zgodno$¢ parametryzacji
z orientacjag O. Mamy dwa mozliwe przypadki:

(a) V- = D_ iV, = D, :wtedy przyjmujemy O’ (p(0)) := +1,

(b) V- = Dy iV, = D_: wtedy przyjmujemy O’(p(0)) := —1.

Musimy jeszcze sprawdzié, ze O nie zalezy od wyboru parametryzacji. Niech ¢ : Q — U bedzie inng
parametryzacja zgodna z O. Wiemy, ze ¢ = po, p : Q — P, ¢'(u) > 0, u € Q. Oznacza to, ze o(Py) = Q4,
skad od razu wynika, ze (a) zachodzi dla p wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi dla q. ]

} ,astad det ¢/ (0,v) = 3%(0, v) det &' (v), co koniczy dowdd.



ROZDZIAL 12

Calka Riemanna

12.1. Calka Riemanna na kostce

Zasadniczym celem podrozdzialow 12.11 12.2 jest przeniesienie wynikow przedstawionych w podrozdziale
7.1 na przypadek wielowymiarowy. Te dowody, ktore sa prostym uogélnieniem przypadku jednowymiarowego
pozostawiamy jako CWICZENIE.

Definicja 12.1.1. Kostkq (domkniets) nazywamy dowolny zbiér postaci P := [a1,b1] X « -+ X [an,b,] C R™,
gdzie a; < b;, j = 1,...,n (rozwazamy tylko kostki niezdegenerowane).
Objetoscig kostki P nazywamy liczbe | P| := (by—ay) - - - (bp,—ay); zauwazmy, ze | P| > 0 oraz, ze |zo+P| =
|P|, zo € R™.
Podziatem kostki P nazywamy dowolng skoniczong rodzine kostek # = {Py,..., P, } taka, ze P = P; U
U P, oraz int P; Nint P, = @ dla j # k; dlan = 1 podzial kostki P = [a, b] mozemy utozsamia¢ z ciagiem

= (z0,...,Tm), gdziea =29 <x1 <- - <y =b.
Podziatem prostym kostki P nazywamy podziat postaci {Py,,.. %, : 1 < k; < mj, 1 < j < n}, gdzie
Pry ok = [Tk 1, T2k ) X - X [Tk —15 Tk, )» 238 (X505 -+ -, Tj,m; ) jest podziatem [aj, 5], 5 = 1,...,n

Podziat ten sklada si¢ z my - - - m,, kostek. Typowym przypadkiem jest sytuacja, gdy =1 := a; + mi'j(bj —aj)
(tzn. dzielimy krawedzie na rowne czesci).

Niech 1y = {P1,...,Pn}, m2 = {Q1,...,Q,} beda podzialami kostki P. Powiemy, ze 72 jest wpisany
w m lub tez, ze mo jest zageszczeniem 1, jezeli dla dowolnego j € {1,...,m} rodzina {Qr : Qr C P;}
jest podzialem Pj; innymi stowy, jezeli int P; Nint @y, # @, to Q) C P;. W tej sytuacji piszemy mp < 7.

Srednicq podziatu m = { P, ..., P,,} nazywamy liczbe diam 7 := max{diam P, ..., diam P,,}.

Niech (73)52 ; bedzie ciagiem podzialéw kostki P. Powiemy, ze jest to normalny ciqg podziatéw kostki P
(krotko: (m)22, € NCP(P)), jezeli diam m, — 0.

Obserwacja 12.1.2. (a) Relacja < jest przechodnia.
(b) Dla dowolnych podzialow 7y, w5 kostki P istnieje podziat prosty 7 taki, ze 7 < 7;, 7 = 1,2, tzn. 7 jest
wspolnym zageszczeniem podziatow my i mo.
(c) Dla dowolnego podziatu 7 = { P4, ..., Py} mamy |P| = |Pi| + - + | Pyl
Istotnie, najpierw sprawdzamy przypadek podziatu prostego:

Mn mi My n n m; n
Z Z 1Py, kon ZZ [Tk, =m0 =TI D @ik, — 2i,-1) = [J 05 — a5) = [P
ki=1 kn ki=1 k,=1j=1 J=1k;=1 j=1
Dla dowolnego podzialu znajdujemy najpierw wpisany podzial prosty 7/ = {Q1, ..., Q. }, a nastepnie rozumu-
jemy nastepujaco: [P| = >° @kl = . > [Qkl= > [Pl
k=1 j=1ke{l,..,r}: j=1

QkCPj

Definicja 12.1.3. Niech f : P — R bedzie dowolng funkcja ograniczona. Zdefiniujmy:

m(f, P) :=inf f(P), M(f,P):=sup f(P).
Niech teraz # = { Py, ..., P, } bedzie dowolnym podziatem kostki P. Pot6zmy:

m

=Y m(f, PPl U(f,m) =Y M(f.F))|Pl.

J=1 Jj=1

227
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Liczbe L(f, ) nazywamy sumgq aproksymacyjng dolng dla funkcji f przy podziale 7. Analogicznie, U(f, ) na-
zywamy sumgq aproksymacyjng gorng. Czasami mowi sie o sumach Darboux lub sumach Riemanna. Niech

/f—supo, /f inf U(f.7).

gdzie supremum i infimum bierzemy po wszystkich podziatach kostki P. Liczbe [, , f nazywamy catkq doing
z funkcji f po kostce P. Analogicznie, liczbe | ; f nazywamy catkq gorng.

Powiemy, ze funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna na kostce P (f € R(P)), jezeli f*P f= f; f
Wtedy wspélng wartos¢ tych calek oznaczamy przez || p [ inazywamy catkq Riemanna z funkcji f po kostce P.

Niech teraz ¢ : P — C bedzie funkcja ograniczona. Powiemy, ze @ jest catkowalna w sensie Riemanna na
P (p € R(P,QC)), jezeli Rep, Im p € R(P). Kladziemy wtedy [, ¢ := [, Rey +i [, Im¢ i nazywamy te
liczbe catkg Riemanna z funkcji ¢ po kostce P.

Oczywiscie kazda funkcja stala ¢ € C jest calkowalna w sensie Riemanna i jP ¢ = c|P]|.

Przyklad 12.1.4. Niech f := x pngr. Przypomnijmy, ze x 4 oznacza funkcje charakterystyczng zbioru A C P.
Funkcje f nazywamy funkcjg Dirichleta w kostce P. Wtedy L(f,7) = 0 oraz U(f,n) = |P| dla dowolnego
podziatu 7. Tak wiec [, , f = Ooraz [, f = |P|, czyli f ¢ R(P).

Ponizej przedstawimy szereg (mniej lub bardziej elementarnych) wlasnosci catki Riemanna; f, g : P — R,
¢,9 : P — C oznaczaja funkcje ograniczone, 7, 7, mo — podziaty kostki P. Wiekszo$¢ dowoddéw przebiega
analogicznie, jak dla n = 1 i te pozostawiamy jako CWICZENIE.

Obserwacja 12.1.5. (a) Dla dowolnego ¢ € R mamy: L(f + ¢,7) = L(f,7) 4+ ¢|P| oraz U(f + ¢, ) =
U(f,7) + c|P|. Wynika stad natychmiast, ze [, ,(f +¢) = [, f + c|[P|oraz [,(f +¢) = [5f+ c|P|.
W szczegolnosci, f € R(P) <= f+c € R(P) oraz [,(f +¢) = [, f + [ c. Wynik przenosi si¢ natychmiast
na funkcje ograniczone p: P—Cic e C:p € R(P,C) <= ¢ +c e R(P,C)oraz [(¢+¢c)= [po+ [pc

(b) Jezeli f < g,to L(f,m) < L(g,m) iU(f,m) < U(g, 7). W szczegdlnosci, [, f < [, g oraz f;f <
[ g.Jezeli ponadto f, g € R(P), to [, f < [ g (monotonicznosé catki).

(c) L(—f,m) =-U(f, ) W szczegolnosci,

b f*P(_f) = _f;f,

o peR(P,C) <= (—p) e R(P,C) orasz— =—[pe

¢ 9eRPC)«=peRPO)i [, 7= fpgo

(d) Jezelimi < ma, to L(f,m) = L(f, m2), U(f,m) < U(f,m2). W szczegodlnosci,

o L(f,m)<U(f m)dladowolnych my, ma,

o [pf< f; f

(€ fE€R(P) <= Veso In : U(f,m) — L(f,m) <e.

(f) Dlakazdego ciagu (m4)%2,; € NCP(P) mamy L(f, m) — f*P LU(f,me) — f; f

Ograniczymy sie do sum gornych. Mozna zatozy¢, ze f > 0. Wezmy € > O iniech 7 = {Q1,...,Qm}
bedzie podzialem takim, ze U(f, 7) — f; f<eNiechm ={Px1,...,Pim,} Wtedy

U(f’ﬂ-k): Z M(f7Pk])|Pk’J|+ Z M(fka,j)|Pk,j| <U(f77f)+M(f:P)71k7 gdZie

Je{1,....mp}: Je{1,....omp}:
Jieq1,...omy: Pr,;CQi Vie(1,...,m}: Pr,j ZQi
Mk -= > |Prjl, k=1
Je{1,....my}:

Vie{1,...m}: Pr,j ZQi

Zauwazmy, ze 1, — 0. Istotnie, jezeli Py, ; ¢ @i, 1 = 1,...,m, to P ; musi przecina¢ ktoras ze cian ktorejs
z kostek Q1,..., Q. Stad ni, < cdiam g, k > 1, gdzie ¢ > 0 jest pewna statg (CwiczeNig). Ostatecznie

/fgliminfU(f,ﬂ'k) limsup U (f, 7)) < /f+€
P k—4o00

k—+4o0

co, wobec dowolnosci € > 0, koniczy dowdd.
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Definicja 12.1.6. Niech # = {Py,..., P,} bedzie podzialem kostki P i niech £ = {&,...,&.}, & € P,
j=1,...,m.Dlay: P — C,sume M(p,m, &) := > ¢(&)|P;| nazywamy sumgq aproksymacyjnq posredniq
q 1

j=
dla funkcji ¢ przy podziale 7 i punktach posrednich £. Czasami méwimy o sumie Cauchy’ego—Riemanna.
Obserwacja 12.1.7. (a) Jest rzecza widoczna, iz:

o M(ap+ p,m &) =aM(p,m &)+ BM (Y, 7 &), a, 3 € C.

o M(p,m§) = MRep,m &) +iM(Imp,m,¢§).

o [M(p,m )| < M(lgl, 7).

e dlaf:P— Rmamy: L(f,7) < M(f,m &) <U(f, 7).

(b) Nastepujace warunki sa rownowazne (por. Twierdzenie 7.1.9):

() » € R(P,C);

(ii) istnieje ¢ € C takie, ze dla dowolnego ciagu (m)72; € NCP(P) oraz dla dowolnego wyboru
punktdéw posrednich (£5)52 ; (tzn. & jest zbiorem punktéw posrednich dla 7)) mamy M (o, T, &) — ¢
réwnowaznie: dla dowolnego ciagu (7,)52; € NCP(P) oraz dla dowolnego wyboru punktéw posrednich
(&k)72, istnieje ¢ € C takie, ze M (@, m, &) — ¢

(iii) istnieje ¢ € C takie, ze dla dowolnego € > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla dowolnego podziatu 7
o $rednicy < 0 oraz dla dowolnego wyboru punktéw posrednich £ mamy | M (p, 7, &) — ¢| < &

(iv) istnieje ¢ € C oraz ciag ()52, € NCP(P) takie, ze dla dowolnego wyboru punktéw posrednich
(&k)72y, mamy M (o, mg, ) — ¢; rbwnowaznie: istnieje ciag ()52, € NCP(P) taki, ze dla dowolnego
wyboru punktéw posrednich (£5)%2 ,, istnieje ¢ € C takie, ze M (¢, mj, &) — c.

(c) R(P,C) jest zespolona przestrzenig wektorowa, a operator R(P,C) 5 ¢ — [, ¢ € C jest C-liniowy.

(d) Jezeliyy € R(P,C) oraz |p(z') —p(z")] < |¥(2') —y(z"”)|, 2’ 2" € P,to ¢ € R(P,C) (por. Obserwacja
7.1.12(c)).

(e) Jezeli p € R(P,C), to || € R(P) oraz | [, (p’ < [p || (por. Obserwacja 7.1.12(d)).

() Jezeli p, ¢ € R(P,C), to v -1p € R(P,C).

(g) Operator R(P,C) x R(P,C) > (¢, 1) W2, [p ¢ € C jest semi-iloczynem skalarnym. W szczeg6lnosci,
na podstawie nieréwnosci Schwarza, mamy| [, @E|2 < (Splel®)([p¥?). ¢,¢ € R(P,C). Ponadto, funkcja

R(P,C) 3 p+— ([p \g0|2)1/2 jest seminormgq.
(h) C(P,C) C R(P,C) (por. Obserwacja 7.1.12(n)).
(i) Jezeli0 < f € C(P)i [, f =0, to f = 0. W szczegodlnodci, odwzorowanie

C(P.C) x C(P,C) 3 (¢, ) +— /P oD

jest iloczynem skalarnym. Niestety, jak wiemy, przestrzenn C(P,C) z tym iloczynem skalarnym nie musi by¢
przestrzenia Hilberta (zob. Obserwacja 7.1.12(1)).
(j) (Twierdzenie o wartosci $redniej) Dla dowolnej funkeji f € C(P) istnieje £ € P taki, ze f(&) = ﬁ Ip -

(k) Niech 7 = {Pi,..., Py} bedzie ustalonym podziatem. Wtedy » € R(P,C) <= ¢|p, € R(P;,C),
j=1,...,m.Ponadto, [, ¢ = fPl o+ + me © (por. Obserwacja 7.1.12(k)).

(1) Jezeli p € R(P,C), to p|g € R(Q, C) dla dowolnej kostki @ C P oraz fQ © = [p vo. gdzie o := @ na
Qigo:=0naP\Q.

(m) Jezeli R(P,C) > ¢, — ¢ jednostajnie na P, to ¢ € R(P,C) i [, — [, (por. Obserwacja
7.1.12(0)).
Definicja 12.1.8. Mowimy, ze zbior A C R™ ma miare Jordana (objetosé) zero (krotko: |A| = 0), jezeli dla
dowolnego £ > 0 istnieje skoniczona rodzina kostek P4, ..., Py, taka,ze A C PyU---UP,, i|P1|+- -+ |Pn| < &

Obserwacja 12.1.9. (a) Kazdy zbiér o mierze Jordana zero jest ograniczony.
(b) Kazdy zbidr skoniczony ma miare Jordana zero.
(c) Jezeli|A| = 0,to |A] = 0.
(d) Zbiér P N Q™ jest przeliczalny, ale nie ma miary Jordana zero.
(e) Podzbidr zbioru o mierze Jordana zero na miare Jordana zero.
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(f) Suma skoriczonej liczby zbioréw o mierze Jordana zero ma miare© Jordana zero.

(g) JezeliR™ 3 a, — ag € R, to zbidr {a, : v > 0} ma miare Jordna zero.

(h) Jezeli A C R™ ma miare Jordana zero, to dla dowolnego zbioru ograniczonego B C R zbiér A x B ma
miare Jordana zero.

Twierdzenie 12.1.10. (a) Niech Q C R? bedzie kostkq i niech o : Q — R"~¢ bedzie dowolnym odwzoro-
waniem cigglym, 1 < d < n — 1. Wtedy wykres A := {(t, (t)) : t € Q} ma miare Jordana zero.
W szczegdlnosci, dla dowolnej ,kostki ograniczonej” R C R™ (tzn. zbioru R takiego, ze istnieje kostka P, dla
ktorejint P C R C P) mamy |0R| = 0.
(b) Niech Q C R bedzie kostkq i niechp : ) — R™ bedzie odwzorowaniem spelniajgcym warunek Holdera
z wyktadnikiem o. Wowczas:
(b1) Jezelian > d, to zbiér A := p(Q)) ma miare Jordana zero. (1)
(ba) Jezeli an > d, to zbiéor A := p(Z) ma miare Jordana zero dla dowolnego zbioru Z C @ o mierze
Jordana zero.
(b3) Jezeli p spetnia warunek Lipschitza (np. p € C1(£2,R™), gdzie {2 jest otoczeniem Q), to:
o jezelin > d, to |p(Q)| =0,
e jezelin > d, to |p(Z)| = 0 dla dowolnego zbioru Z C Q o mierze Jordana zero. (*)
(c) Fezeli M € M}i(R”), 0 < d < n—1, to kazdy zwarty podzbior A C M ma miare Jordana zero. Dla
przyktadu, |0B(a,r)| = 0.

Dowop. (a) Ustalmy € > 0. Wobec jednostajnej ciagglosci odwzorowania ¢ istnieje § > 0 taka, ze
le(t) = o(t")lle < oile [t —2"| < 0.
Niech m = {Q1, ..., Qm } bedzie podzialem kostki Q takim, ze diam 7 < ¢. Ustalmy ¢; € @, i niech

Pj = Q; % (¢(t;) + [~e,e]"7%).

Oczywiscie A C Py U---U Py, oraz |Pi| + -+ |Pp| = |Q1](26)" % + - - + |Qm|(26)" ¢ = |Q|(2)" .

(b) Przypusémy, ze |[p(t') — p(t"))||ec < C|It' — t"]|* t',¢" € Q. Ustalmy £ > 0. Przypadki (b1) i (b2)
rozpatrzymy jednoczesnie. Niech X := @ (odp. X := Z) iniech s := 2|Q| (odp. 3¢ > 0, gdzie 5 jest dowolne).
Niech 7 = {Q1, ..., Qm} bedzie uktadem kostek takim, ze

o Qj=uj+[-nnl%gdzieu; eRL j=1,...,m,n € (0,1],

° XCQ1U"'UQm,Q]‘mQ§£@,j:1,...,m,

o MmN = Q]+t Q| <

Niech § := C(2V/dn)®. Ustalmy t; € Q; N Q iniech P; := p(t;) + [~6,5]", j = 1,...,m. Oczywiscie
ACPiU---UP,oraz [Pi| + -+ |Py| = m(20(2Vdn)*)" < (2(eFDn=ds(Ca/2)m)pon—d.

Gdy an > d, to dla malych > 0 ostatnia liczba bedzie dowolnie mata (odp. gdy an = d, to dobierajac
2 > ( stosownie mate, mozemy uczyni¢ te ostatnig liczbe dowolnie mata).

(bs) wynika z (b1) i (bs).

(c) wynika z (b). O

Obserwacja 12.1.11. (a) Jezeli zbior Np(p) := {a € P : ¢ nie jest cigglta w punkcie a} ma miare Jordana
zero, to ¢ € R(P, C) (por. Obserwacja 12.1.7(h)).

(b) Jezeli zbior Dp(p,) := {a € P : ¢(a) # ¥ (a)} ma miare Jordana zero, to ¢ € R(P,C) < ¢ €
R(P,C). Ponadto, [, ¢ = [, ¥ (por. Obserwacja 7.1.16(b)).

(c) Relacja p ~ 1 L |Dp(p,1)| = 0 jest relacja rownowaznosciowa w R(P, C); catka Riemanna jest
dobrze okreslonym operatorem liniowym R(P,C)/~ — C.

(d) Jezeli0 < f € R(P)i [pf = 0,tozbiér Z; := {xz € P : f(x) > 0} jest przeliczalng sumg zbiorow
o mierze Jordana zero. Zbidr Z; moze nie mie¢ miary Jordana zero (zob. Obserwacja 7.1.16(e)).

Definicja 12.1.12. Mowimy, ze zbiér ograniczony A C R"™ jest mierzalny w sensie Jordana (regularny dla catki
Riemanna) (krotko: A € J(R™)), jezeli x4 € R(P) dla pewnej kostki P O A. Liczbe |A| := [}, x4 nazywamy
miarq Jordana (objetoscig) zbioru A

(1) Warto w tym miejscu przypomnie¢ o istnieniu krzywej v : [0, 1] — R? takiej, ze v([0, 1]) = [0, 1] x [0, 1]. Z (b1) wynika, ze
~ nie moze spelnia¢ warunku Holdera z wykladnikiem o > 1/2.
(2) Jezeli n < d, to biorac jako p projekcje prra—n, za$ jako Z zbiér postaci A x B C R™ x RI=", gdzie |A| = 0, a B jest

ograniczony, widzimy, ze p(Z) = B nie musi by¢ zbiorem o mierze Jordana nawet, gdy p jest liniowe.



Marek Jarnicki, Wykiady z Analizy Matematycznej III, wersja z 26 stycznia 2023

. . . . 231
12.2. Calka Riemanna na zbiorze mierzalnym w sensie Jordana

Obserwacja 12.1.13. (a) Jezeli xa € R(P) dla pewnej kostki P D A, to x4 € R(Q) dla dowolnej kostki
Q D A.Ponadto, [, xa = fQ X A (por. Obserwacja 12.1.7(c)).
(b) Jezeli |[A| = 0 w sensie Definicji 12.1.8, to A € J(R™) oraz |A| = 0 w sensie Definicji 12.1.12.

(c) Dla zbioru ograniczonego A C R™ mamy: A € J(R") < [0A]| =0.

Istotnie, niech P bedzie dowolng kostka taka, ze A CC P.

Poniewaz Np(xa) C OA, implikacja (<) wynika z Obserwacji 12.1.11(a)). Dla dowodu (=) przypusémy,
ze x4 € R(P). Chcemy pokazaé, ze |0A| = 0. Ustalmy dowolne ¢ > 0. Z catkowalnoéci funkeji x4 wynika,
ze istnieje podzial m = { Py, ..., P} kostki P taki, ze U(xa,m) — L(xa,T) < €/2. Warunek ten oznacza, ze
S|P <e/2,gdzie] :={ie{l,....m}: PbLNA#@, P, ¢ A}.Niech B := G OP;. Wiemy, ze |B| = 0.
i€l j=1
W szczegolnosci, istnieje skonczone pokrycie zbioru B kostkami Q1, . .., @ takie,] ze |Q1] + -+ |Qr] < /2.
Wystarczy jeszcze pokazaé, ze (0A) \ B C |J P;. Niech a € (0A) \ B. Wtedy istnieje i takie, ze a € int P;,.
Stad P;, N A # @. Gdyby P;, C A, to mielilljillémy a € int A. Tak wiec ig € I, co konczy dowod.

(d) Dowolna kula euklidesowa B(a, 7) jest mierzalna w sensie Jordana (zob. Twierdzenie 12.1.10(c)).

(e) Kazda kostka jest regularna.

(f) Jezeli A,B e J(R"),to AUB, AN B, A\ B € J(R"), tzn. J(R"™) jest algebrq zbiorow.

Istotnie, (A U B), 9(A N B) C (0A) U (0B). Niech B CC P.Mamy A\ B = (P \ B) N a oraz
d(P\ B) C (0P)U (0B).

(g) Jezeli A € J(R™)i B C 0A,t0 A\ B, AU B € J(R"). W szczegdlnosci, int 4, 4 € J(R™).
(h) Jezeli A € J(R™), B € J(R™),to Ax B € J(R""™). Istotnie, 0(A x B) C ((0A) x B)U (A x (0B))
i mozemy skorzysta¢ z Obserwacji 12.1.9(h) i (c).

12.2. Calka Riemanna na zbiorze mierzalnym w sensie Jordana
Naszym najblizszym celem jest zbudowanie teorii catki Riemanna na zbiorach regularnych.

Definicja 12.2.1. Niech A € J(R"), A C P, gdzie P jest kostka. Dla funkcji ograniczonej ¢ : A — C niech

A
po = {g’ na P\A Powiemy, ze ¢ jest catkowalna w sensie Riemanna na A (krotko: ¢ € R(A, C)), jezeli
, na

@0 € R(P,C). Kladziemy wtedy [, ¢ := [}, 0. Jak zwykle, R(A) := {p € R(A,C) : p(A) C R}.
Bez trudu widad, ze taka definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru kostki P D A.

Ponizej przedstawimy liste podstawowych wlasnosci tak zdefiniowanej catki Riemanna. Dowody poszcze-
gélnych wlasnosci polegaja na wykorzystaniu znanych wlasnosci catki Riemanna na kostce.

Obserwacja 12.2.2. Niech A € J(R"™).

(a) Jezeli |A| = 0, to kazda funkcja ograniczona ¢ : A — C jest catkowalna oraz [, ¢ = 0.

(b) Jezelizbior N4 (p) := {a € A : pnie jest ciagla w a} ma objetos¢ zero, to p € R(A, C). W szczegdlnosci,
Ch(A,C) C R(A4,C).

(c) 1 € R(A) oraz [, 1 = |A|, gdzie | A| oznacza miare Jordana zbioru A (w sensie Definicji 12.1.12).

(d) R(A,C) jest algebra, operator R(A) > ¢ — [, ¢ € C jest liniowy i monotoniczny. W szczegolnosci,
jezeli A C B, gdzie B jest takze regularny, to |A| < |B| (tzn. miara Jordana jest monotoniczna).

(e) Jezelip € R(A,C), to |p| € R(A) oraz | [, ¢ < [, |l

(f) Operator R(A,C)xR(A,C) 3 (p,¢) — fA p1h € Cjest semi-iloczynem skalarnym. W szczegdélnosci,
zachodzi nierownos¢ Schwarza: | [, np@ﬁ < ([aleP)([410). o, 0 € R(A,C).

(g) Dla funkcji ograniczonych p,¢ : A — C, jezeli zbiér Da(p,¢) := {a € A : ¢(a) # ¥(a)} ma
objeto$¢ zero, to ¢ € R(A,C) <= 1) € R(A,C). Ponadto, [, ¢ = [, ¥.

(h) Jezeli B C A jest zbiorem regularnym, to dla funkcji ¢ : A — C mamy: p|p € R(B,C) <= ¢-xp €
R(A,C).

(1) Jezeli A=AUA,, gdzie A, Ay € j(Rn), i |A1 N Az‘ =0,top € R(A, (C) <~ (;OlAj S R(Aj,C),
j =1,2.Ponadto [, ¢ = fAl w+ fAz . W szczegblnosci,

e miara Jordana jest skoriczenie addytywna, tzn. [AUB| = |A|+|B| dla A, B € J(R") takich, ze ANB = &;

e jezeli B C A jest zbiorem regularnym i ¢ € R(A,C), to ¢|p € R(B,C);
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e dla dowolnej funkcji ograniczonej ¢ : A — Cmamy: ¢ € R(A,C) <= ¢ € R(A,C)oraz [, o = |5
e dla dowolnej funkcji ograniczonej ¢ : A — C mamy: p € R(A,C) <— € R(int A,C) oraz
Ja# = fuea -
Twierdzenie 12.2.3. Niech A € J(R"™'), niech f € R(A) i niech B oznacza wykres funkcji f, tzn. zbiér
B :={(z, f(x)): x € A} C R™. Wtedy |B| = 0.

Dowop. Niech A C P, gdzie P jest kostka, niech fy oznacza standardowe przedtuzenie funkcji f i niech By :=
{(z, fo(z)) : * € P}. Zauwaimy, ze |B| = 0 <= |By| = 0 (Cwiczenir). Wynika stad w szczegdlnosci, ze
mozemy zatozy¢, ze A = P jest kostka.

Dlae > 0, niech m = {Py, ..., P, } bedzie podziatem kostki P takim, ze U(f,7) — L(f,7) < €. Pot6zmy,
Q; =P x[m(f,P;),M(f,P;)],j=1,...,m.Wtedy BC Q1 U---UQ,, oraz

(Qul+ -+ +1Qul = D IPI(M(f, ) —m(f, ) <e. O
j=1

Twierdzenie 12.2.4 (Twierdzenie o catkach iterowanych). Niech A € J(R™), B € J(R™) i niech p € R(A x
B,C) (por. Obserwacja 12.1.13(h)). Zalézmy, ze p(z,-) € R(B,C) dla dowolnego x € A (*). Wtedy funkcja
Asxr— [y oz, y)dy € R jest catkowalna na A oraz

[, otentetn= [ ([ etein)ae. )

W szczegblnosci, powyzszy wzor stosuje si¢ dla funkcji klasy Cy,(A x B, C).

Dowdp. W oczywisty sposob dowdd sprowadza sie do przypadku, gdy A = P i B = @ sa kostkami oraz ¢ = f
ma warto$ci rzeczywiste. Ustalmy dowolne podzialy 7’ = { Py, ..., P,.} kostki P i7" = {Q1, ..., Qs } kostki Q.
Wtedy rodzinam :={P; x Qp : j=1,...,r, k=1,..., s} jest podzialem kostki P x (). Wybierzmy dowolne
punkty posrednie £ dla podzialu /. Wtedy

m(f, P  Qu)lQul < /Q F(&w)dy < M, Py x Q)| (°)

skad po pomnozeniu przez | P;|, zsumowaniu najpierw wzgledem k, a potem wzgledem j, mamy:
”
wm <Y [ S wiinl < Ul
j=1

Pozostaje rozwazy¢ normalne ciagi podziatéw i zastosowaé Obserwacje 12.1.7(b). O

Wnhniosek 12.2.5. Niech A € J(R"), B € J(R™) i niech ¢ € R(A,C), v € R(B,C). Wtedy ¢ @ ¢ €

R(A x B,C) (°) oraz
| staptmdnay = ( [ w@is)( [ vta)

Dowép. Jedynym problemem jest catkowalno$é ¢ ® 1 na A X B. Mozemy zalozy¢, ze A = P, B = @ sa
kostkami oraz, ze ¢ = f i1 = g maja wartosci rzeczywiste (CwiczeNig). Ustalmy dowolne podziaty /' =
{P1,...,P.} kostki P i7" = {Q1,...,Qs} kostki Q i niech 7 bedzie jak w dowodzie Twierdzenia 12.2.4.
Zalozmy, ze | f1, |g] < c. Wtedy

U(f @ g.m) = L(F @ g,m) < o((U(f,7) = LU m)IQI + (U(g,7") = Lg,7"))|P|)

i dalej mozemy rozumowac standardowo. 0

(3) Odnotujmy, Ze nie wynika to z catkowalnosci ¢ na A x B. Dla przyktadu: A = B = [0, 1], ¢(0, -) = Xgn[o,1]> (2, ) := 0dla
z € (0,1].
4) Stosujemy tu wygodny tradycyjny zapis catki Riemanna z uwidocznieniem zmiennych.
5) Z calkowalnosci funkcji f (&, ) na Q wynika jej calkowalno$¢ na Q.

5) (f @ 9)(=z,y) = f(x)g(y)
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Twierdzenie 12.2.6 (Catka jako miara objetosci). Niech A € J(R"™1) i niech o, 8 € Cy(A), a < 3. Potézmy
B:={(z,y) € AxR:a(z) <y < B(x)}. Wtedy B € J(R™) oraz dla dowolnej funkcji ¢ € R(B,C) takiej,
ze f(z,-) € R([(z), B(x)],C), x € A, (") funkcja A > z — fﬂ((z)) o(x,y)dy € C jest catkowalna i mamy:

/Bga(x,y)dﬂcdy:/ (/;::) ga(x,y)dy)dac.

W szczegblnosci, |B\ J4(B — a) (por. Przykiad 7.5.1(1)).

< c. Zauwazmy, ze
0B C ((8A) x [—¢, ) U{(z,a(z)) :x € AU{(z,B(z)) :x € A} =: Z; U Zy U Zs.

Istotnie, niech B 3 (z4,ys) — (%0, y0) € 0B. Jezeli g € DA, to oczywiscie (xo,yo) € Z1. Jezeli xy € int A,
to wobec ciaglosci funkcji v i 3, mamy a(z9) < yo < B(x0). Ponownie korzystajac z ciaglosci tych funkcji,
wnioskujemy, ze wykluczone jest, aby a(zg) < yo < S(z0).

Teraz regularnosc¢ zbioru wynika z Obserwacji 12.1.9(h) oraz Twierdzenia 12.2.3.

Niech g : A X [—¢, ] — R bedzie trywialnym rozszerzeniem funkeji ¢ (poprzez wartosci zerowe). Wtedy
na podstawie twierdzenia o calkach iterowanych (Twierdzenie 12.2.4) mamy:

B(x)
/tp(w,y)d:vdy=/ wo(w,y)dwdy=/ (/ soo(%y)dy)dx:/ (/ w(%y)dy)dw- O
B Ax[—c,c] A [—e,c] A a(z)

Twierdzenie® 12.2.7 (Twierdzenie o zmianie zmiennych w calce Riemanna). Niech® : U — V bedzie dyfe-
omorfizmem klasy C* zbioréw otwartych U,V C R™ i niech A € J(R"), A CC U. Wtedy:

o P(A)e JRM),

e dla dowolnej funkcji f € R(P(A)) funkcja (f o) - |P'| jest catkowalna na A, gdzie |P'| = J,,(P) oznacza
modut wyznacznika macierzy Jacobiego odwzorowania @ (zob. podrozdziat 10.1.1),

° f<1>(A)f Julfo®) 2], fe€R(@(A)).

Dowdd zostanie podany pdzniej (Wniosek 14.3.10). Teraz tylko zauwazmy, ze regularno$é ¢(A) wynika z
tego, ze OP(A) = P(DA), a stad, na podstawie Twierdzenia 12.1.10(bs), dostajemy |0P(A)| = 0. Latwo réwniez
sprawdzié, ze twierdzenie jest prawdziwe dla translacji.

=
N

Przyklad 12.2.8. Niech ry,...,r, > 0, E := {(:rl7 s xy) €ERME
B, |r1 - - - 7, gdzie B, := B(1). W szczegdlnosci, [B(a, r)| = |B,|r"™.

Istotnie, niech @ (w1, ..., &,) = (r121,...,rpy,). Wtedy |9/ (z)| = ry - - rp,astad [E| = [ 1 f<P(B )1
Js,

| = an Ty Tp = |Bn|r1 T
Cwiczenie 12.2.9. Dla ponizszych odwzorowan @ wyznaczy¢ V := &(U), sprawdzi¢ czy @ : U — V jest
dyfeomorfizmem oraz wyliczy¢ wzor na | 9’| (a, b, ¢ > 0 oznaczaja stale).
o &:R?2 — R2, &(r,p) := (arcosp,brsing), U := Rsg x (0,27), &' (r,0) = abr; det P'(r, p, z) =
aber; dlaa = b =1 sg to tzw. wspoirzedne biegunowe.
o &:R3 — R3 &(r,p,2) := (arcosy,brsing,cz), U := Rsg x (0,27) X R, det &'(r, p, z) = aber;
dlaa = b = c =1 sg to tzw. wspolrzedne walcowe.

+ o+ T2 < 1} Wtedy |E| =

T

:w‘

o (wspotrzedne sferyczne) @ : R® — R3, &(r,¢,0) = (arsinfcosg,brsinfsinp,crcosd), U =
R+ x (0,27) x (0,7), det &' (r, ¢, 0) = aber?sinf; dlaa = b = ¢ = 1 s3 to tzw. wspotrzedne sferyczne.
(n)
o &= @ :R" — R", wspétrzedne sferyczne wR™:
by

(r,0) :=rcos by,
o(r, 0) :=rsin ; cos O,
(

S

3(r,0) :=rsin 6, sin O cos O3,

®,,_1(r,0) :=rsinfy ---sinb,_o cosb,_1,

D, (r,0) :=rsinb ---sinb,_osinb, 1,

() Np. ¢ € Cy(B, C).
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U :=Rsg x (0,7)""2 x (0,27), det &' (r, 01 ..., 0,_1) =" 1sin" 20, sin" 30, ...sin6, o
Wskazoéwka: rozwiniecie wyznacznika wzgledem ostatniej kolumny daje:
(n) (n-1)
det &' (r,01,...,0,_1) = rsinby ---sinf,_odet & (r,61,...,0,_2) iteraz mozna skorzysta¢ z induk-

234

cji.

12.3. Funkcje dane calka

Twierdzenie 12.3.1 (Twierdzenie o funkcjach danych caltka). Niech (2 bedzie zbiorem otwartym w R™, niech
A C R"™ bedzie regularnym zbiorem zwartym (8) iniech f : 2 x A — R bedzie odwzorowaniem takim, ze dla
pewnego k € No U {co} mamy:

o f(-,t) € C*(N) dla dowolnegot € A,

e odwzorowanie 2 X A > (z,t) — DSf(x,t) € R jest ciggle dla |a| k (9).
Wtedy odwzorowanie 2 > & — - [ 4 f (@, t)dt jest klasy C*(2) oraz D°p(x) = [, Dof (z,t)dt, x € £2, |a <
Dow¢ép. Cwiczenie— por. dowod Twierdzenia 10.16.1. O

12.4. Calki krzywoliniowe II
Twierdzenie 12.4.1 (Niezalezno$¢ catki krzywoliniowej od drogi calkowania). Niech D C R™ bedzie obszarem
iniechV : D — R" bedzie odwzorowaniem ciggtym. Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) dla dowolnej drogi~y : [0,1] — D calka fv Vdx zalezy jedynie od koricow tej drogi;
(ii) pole V jest potencjalne, tzn. istnieje funkcja @ € C'(D) (zwana potencjalem) taka, ze
oo

Vi= o1 j=1,....n.

Warunek (i) pozwala zdefiniowaé¢ dla A, B € D calke ff Vdx rozumiang jako catka po dowolnej drodze
faczacej A i B wewnatrz obszaru D. W szczego6lnosci, catka po dowolnej drodze zamknietej jest rowna zero.
Zauwazmy, ze potencjal pola jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscia do stale;.

Dowép. (ii) = (i): Na podstawie Twierdzenia 7.8.5 dostajemy

1 1
[vae- / V(1)) (1))t = / (@0 ) (1)t = B(y(1)) — B((0)).
(i) = (ii): Ustalmy A € D iniech

&(x) ::/ Vdz, xe€D.
A

Wtedy dlaa € Didlaj € {1,...,n}, korzystajac z niezaleznosci catki od drogi, mamy

max{\V(a—l—the]) V](a)\ 0 1}—>0 O

Twierdzenie 12.4.2 (Lemat Poincarégo ('°)). Niech D C R™ bedzie obszarem gwiazdzistym wzgledem punktu
a iniechV € C*(D,R™). Wtedy V jest polem potencjalnym wtedy i tylko wtedy, gdy
ov; _ovi

. _ 11
due ~ 0u, jk=1,...n (1) (%)

8) Np. A = P - kostka.
9) Dla k = 0 warunek ten oznacza po prostu ciagtosé f.
10; Jules Henri Poincaré (1854-1912).

1) Mamy (;) nietrywialnych warunkéow.
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Przyklad 12.4.3. Powinni$my zawsze pamietac o nastepujacym przykladzie obszaru, w ktérym Lemat Poinca-
régo nie zachodzi.
Niech D := (R?), = R?\ {(0,0)}, ¢(z,y) := 1 In(z®+¢?), (z,y) € D, P(z,y) == —%;j(x,y) =~

Q(z,y) = ?)—‘;’(x,y) = 2,z Wtedy g—g — %—5 = gif + ?;Tf = 0 (CwiczeNIE), a wiec pole V := (P, Q)

spetnia warunek (*). Gdyby to pole bylo potencjalne w obszarze D, to na podstawie Twierdzenia 12.4.1, catka
z tego pola po dowolnej drodze zamknietej lezacej w D bylaby réwna zero. Z drugiej strony, biorac jako droge
okrag jednostkowy mamy

27
/ Pdx + Qdy = / (P(cost,sint)(—sint) + Q(cost,sint) cost)dt = 2,
0% 0

co daje sprzecznosc.

Dowéd Twierdzenia 12.4.2. Oczywiscie, jezeli pole V jest potencjalne i @ jest jego potencjalem, to @ musi by¢
klasy C2, a zatem:

w,_ e _ e _ov
vy Oxpdx;  Owx;j0xy,  Oxj’

W drugg strone: mozemy zalozy¢, ze a = 0. Niech

1 1 n
&(x) = / Vdx :/ (V(tx),z)dt :/ Z%(tm)xidt, x€D.
[0,2] 0 0

Na podstawie twierdzenia o funkcjach danych catka funkcja @ jest klasy C!. Ponadtodlaz € Dij € {1,...,n}
mamy:

19,/ ! i 8‘/7 na mocy () ! n 8%
%(1)_/0 (;axj(tx)tmi-l-vj(m))dt oc /O(t;axi(tm)xi+‘/j(tm))dt

= [ (e5viten) + Vit )t = [ Leviteana = el = Vi), o

12.5. Rachunek wariacyjny III

Zgodnie z zapowiedzia w podrozdziale 10.17 przechodzimy do podania warunkéw dostatecznych na mini-
mum funkcjonatu

b
Dour— I(u):= / F(z,u(z),u'(z)) dz € R, gdzie

D = {u € C([a,b]) NC"*((a,b), (c,d)) : u(a) = a, u(b) = B, catka I(u) jest zbiezna},

a<bc<dape (cd),F:RxR — Rjestdana funkcja klasy C?, gdzie R := (a, b) x (c, d). Zachowujemy
oznaczenia z podrozdziatéw 9.4, 10.17.
Zdefiniujmy pomocnicza funkcje Weierstrassa

E(x,y,21,2) = F(x,y,20) — F(z,y,21) — (22 — 21) FL (2,9, 21).

Twierdzenie 12.5.1. Zalézmy, ze:
o I jest klasy C?,
o u e DNC?((a,b)) jest rozwigzaniem réwnania Eulera,
o istnieje funkcjap : R — R klasy C' taka, ze:
o u/(z) = p(z,u(x)), z € (a,b),
o dla dowolnego punktu (zo,yo) € R istnieje przedzial otwarty A = Ay . C (a,b), zg € A, oraz
funkcja rézniczkowalna v = v(-; xo,yo) : A — (¢, d) takie, ze:
v'(x) = p(x,v(x)), x € A (zauwazmy, ze funkcja v musi byé klasy C?),
v(xo) = yo (odnotujmy, ze na podstawie twierdzenia Picarda, funkcja v jest jednoznacznie wyzna-
czona w pewnym otoczeniu punktu xg),
v jest rozwigzaniem réwnania Eulera w A.
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e £>20wR xR?,

o |Fl(z,y,2)| < M(y)dla(z,y,z) € R xR, przy czym funkcja M jest catkowalna w przedziatach (¢, d) N
(a —eo,a+¢0)), (¢, d) N (B — €0, B+ €0) dla pewnego g > 0 (jezeli o, 5 € (¢, d), to wystarczy zatozyé, ze M
Jjest lokalnie catkowalna w (¢, d)).

Wtedy u realizuje minimum funkcjonatu I wD.

Dowdp. Rozwazmy pole wektorowe (P, Q) : R — R2,
P(z,y) = F(z,y,p(x,y)) — p(z.y) Fi(z,y,p(x,9)),  Qz,y) = Fi(z,y,p(z,y))-

Jest to pole klasy C*'. Ponadto, jest to pole potencjalne. Istotnie, poniewaz mamy do czynienia z prostokatem,

wystarczy sprawdzic, ze gQ = a—l;. Liczymy:

0Q oP
B oY)~ 8—y(x, y) = F; (x,y,p) + F. (z,y,p)p}, — Fy(x,y,p) — F.(x,y,p)p,,
+py FL(x,y,p) + pE, (2, y,p) + pF. (2,9, p)p,
= —F(z,y,p) + F . (x,y,p) + F).(x,y,p)p + F. (2, y,p) (0}, + pyyD)-
Ustalmy (9, yo) € R iniech funkcja v = v(-;x0,%0) : A — (¢, d) bedzie taka, jak w zalozeniach. Poniewaz
v'(z) = p(z,v(x)), zatem
"= py(w,0) + P (2,00 = p, + ),

a stad, na podstawie rownania Eulera, dostajemy

Z—Cj(:v,v(w)) - g—]y)(z,v(aj)) = —F,(z,v,v") + F; (z,0,0") + F, (z,v,0" )W + F]_(z,0,v" 0" =0 w A.

W szczegdlnosci, dla x = xg dostajemy, (:co, Yo) = ‘?95 (0, yo), co wobec dowolnoéci punktu (zg, yo) konczy
dowdd potencjalnosci pola.

W konsekwencji calka krzywoliniowa Z(y) := fv Pdx + Qdx zalezy wylacznie od koncow krzywej v :
[0,1] — R.

Wezmy dowolna funkcjew € Di0 < € < g9. Rozwazmy dwa odwzorowania: ’yu :(a,b) — R,y (z) =
(’Y‘| la+e,b—¢] )

(@, u(x)), 77 : (a,0) — R, 7a(x) := (z,u(x)). Niech A.(u) := E(yuljateb-e)). A (ﬂ) =
Le :=E([vula + ), vala+€)]), Re := E([yu(b — €),va(b — €)]). Wiemy, ze A.(u) + Re — A:(u) — Le = 0.
Yo
Yala+¢) Ya(b—¢)
Yula+€) Yu(b —€)
Biorac pod uwagg, ze u’ = p(x, u) oraz £ > 0, dostajemy:
b—e b—e
As(u):/ F(x,u,u)dz, A.() g/ F(x,u,u')dzx.
ate ate
Ponadto,
u(ate) u(ate) ,
|L\—‘/ a+sydy)—’/ Fl(a+e,y,pla+e,y) dy‘ ‘/ M (y)dy
u(ate) u(ate) [u(a+e)@(ate)]
i podobnie

rl<| | M(y)dy
[u(b—e),u(b—e)]

Poniewaz u(a+e)—u(a+¢e) — a—a = 0,gdye — 0, zatem calkowalno$¢ funkcji M na (¢, d)N(a—eg, a+£p)
gwarantuje, ze L, — 0, gdy ¢ — 0. Podobnie, R, — 0.

Przypomnijmy, ze A.(u) + R. — A-(u) — L. = 0. Bioragc pod uwage dotychczasowe oszacowania i prze-
chodzac z € do 0, dostajemy I(u) — I(@) < 0, co dowodzi, ze u realizuje minimum. d
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Obserwacja 12.5.2. Dla funkcjonalu Fermata mamy:

£ <Ly = ( 1 53— 1 P - - L)>O7 IR A) ’ GRXR2.
(JL‘ Y, 21 ZQ) SD(Z./) \/ + 23 \V + 21 (Z2 Zl)m (CL‘ Y, 21 22)

Ponadto,
|2

za$ ¢, jako funkcja ciggla, jest oczywiscie lokalnie catkowalna w (¢, d). Tak wiec, dla funkcjonatéw Fermata
zp €C?ia,f € (c,d), caly problem polega na znalezieniu funkcji p.

Zauwazmy, ze w zagadnieniu brachistochrony zalozenie a, 8 € (¢, d) nie jest spelnione, bowiem oo = 0 = c.
Na szczeScie, w tym przypadku o(y) = ﬁ jest funkcjg catkowalna w dowolnym przedziale postaci (0, €o).

Obserwacja 12.5.3. Funkcje p mozna skonstruowac¢ z jednoparametrowej rodziny rozwigzan réwnania Eulera.

Doktadniej, niech F' € C? i niech U = U(z, C) bedzie jednoparametrows rodzing rozwiazan réwnania
Eulera, tzn. przy dowolnym C € (C_, C. ) funkcja U (-, C) jest okreslona w pewnym przedziale (a(C), b(C)) C
(a,b) i spelnia tam rownanie Eulera. Zakladamy ponadto, ze:

o zbior 2:= {(2,C) : C € (C_,C4), = € (a(C),b(C))} jest otwarty w R,

o UelC?(2),UL#0w8,

e dla dowolnego (z¢,yo) € R istnieje doktadnie jedna stata C' = C(zg,y0) € (C_,C) taka, ze zg €
(a(C),b(C)) 1U(zo, C) = yo,

e istnieje stata Cy € (C_,C,) taka, ze (a(Cy),b(Co)) = (a,b) oraz U(-,Cp) = u (u € D N C?((a,b))
jest ustalonym rozwigzaniem réwnania Eulera, o ktorym chcemy orzec, czy realizuje minimum).

Zdefiniujmy p(x,y) := UL(z,C(x,y)), (x,y) € R. Zauwazmy, ze na podstawie twierdzenia o funkcjach
uwiklanych, zatozenie ze U/, # 0 gwarantuje, ze odwzorowanie R 3 (z,y) — C(z,y) jest klasy C1. W takim
razie p € C}(R). Oczywiscie, p(x, u(x)) = UL(z, C(z,u(x))) = UL(z,Co) = v/(z), © € (a,b). Ponadto, dla
dowolnego (¢, yo) € R mozemy przyja¢ C := C(zo,yo), A = Agy,yo = (a(C),b(C)), v(-;20,%0) :==U(:,C)
iwtedy v'(z) = UL (z,C) = U.(z,C(z,v(x))) = p(z,v(x)), z € A.

Przyklad 12.5.4 (CwiczeNik). Rodzina rozwigzan z Przyktadu 10.17.8
x=C(0—sinf), u=C(l—-cosf), C>0,0<6<8(C),

spelnia warunki z Obserwacji 12.5.3, a wiec funkcja z Przyktadu 10.17.8 jest rozwigzaniem ptaskiego problemu
brachistochrony.

12.6. Wzo6r Greena

Przypomnijmy (Definicja 4.5.1), ze krzywa Jordana na plaszczyznie to homeomorficzny obraz okregu o :
T — R2, ktéry utozsamiamy z krzywa zamknieta v : [0,1] — R2 (y(¢) := o(e?>*™)). Wiadomo, ze kazda
krzywa Jordana v : [0, 1] — R? dzieli ptaszczyzne na dwa obszary:

e ograniczony, zwany wnetrzem krzywej v i oznaczany int 7,

e nieograniczony, zwany zewnetrzem krzywej y i oznaczany ext -,
takie, ze J(inty) = d(exty) = ~*.

Definicja 12.6.1. Niech D C R? bedzie obszarem ograniczonym takim, ze dla pewnego N € Ny mamy:
(1) 0D =~ U--- Uk, gdzie v; : [0,1] — R? jest droga ]ordana(u) zorientowangq dodatnio wzgledem
D, tzn. ,gdy idziemy po 7] zgodnie z przebiegiem parametru, to obszar D mamy po lewej rece”, j =
0,...,N,
v Cinty,j=1,...,N,
v; Cextypdlajk=1,....,N,j#k.
Powiemy, ze dla obszaru ograniczonego D C R? spelniajacego warunek (T) zachodzi wzér Greena (%),
jezeli dla dowolnych funkcji P, Q € C'(2), gdzie {2 jest pewnym otoczeniem D, zachodzi wzor:

/6DPdI+Qdy:/D(%—%). (1)

12) Tzn. droga bedaca krzywa Jordana.
13) George Green (1793-1841).
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Zauwazmy, ze na mocy Twierdzenia 12.1.10 obszar D jest regularny oraz, ze catki po obu stronach powyzszego
wzoru istniejg. Problemem jest réwno$¢.

Obserwacja 12.6.2. (a) Przypusémy, ze D jest normalny wzgledem osi x, tzn.
D ={(z,y) € (a,0) xR: p(z) <y < (2},

gdzie p, v € C([a,b]) N C"([a,b]) i p(x) < ¢(z) dlaz € (a,b) (*°). Niech dalej Q := 0. Wtedy, na podstawie
twierdzenia o catkach iterowanych, mamy:

R A e N

= / Pdx + 0dy + / Pdx + 0dy = Pdx + 0dy.
[a,b]>t—(t,p(t)) e([a,b]atﬁ(t,w(t») oD

(b) Jezeli D jest normalny wzgledem osi y, to fD (% — g—g) = faD 0dz + Qdy.
(c) Wzor Greena zachodzi dla obszaréw normalnych wzgledem obu osi (np. dla prostokatow, trojkatow, elips,
wielokatéw wypuktych itd).
(d) (CwiczeNiE) Wzér Greena zachodzi dla obszaréw, ktére dajq sie podzielié na skoriczong liczbe obszaréw
normalnych wzgledem obu osi (np. dla wielokatéw (mogacych mieé ,dziury”)).
(e) (CwiczeNiEg) Jezeli dla obszaru D zachodzi wzér Greena, to |D| = % 1) op —Ydr + xdy. Wzor ten byt
podstawa budowy planimetru.
(f) (Cwrczenig) Niech D = {(rcosp,rsing) : a < ¢ < 3, 0 < r < R(p)}, gdzie 8 — a < 2m,
R € C"' ([, 8], Rso) (por. Przyktad 7.5.1(2)). Wobec (e), jezeli dla obszaru D zachodzi wzér Greena, to |D| =
5 [ B (p)de.
Definicja 12.6.3. Aby poznaé ogoélniejsza klase obszardw, dla ktorych zachodzi wzér Greena, rozwazmy naste-
pujaca konstrukcje. Niech v : [0,1] — R? bedzie krzywa Jordana. Dla dowolnego podziatu m = (tg, ..., %)
odcinka [0, 1], niech v, : [0,1] — R? oznacza lamana wpisana w v wyznaczona przez podzial 7, tzn. v, =
Obserwacja 12.6.4. Niech (7)., € NCP([0,1]).
(a) (CWICZENIE) 7,;, — 7y jednostajnie na [0, 1].
(b) Wobec (a), jezeli krzywe Yo x,, - - - , YN,x, SaJordana, to dla k > 1 spelniaja one (1) dla pewnego obszaru
Dy, . Ponadto, jezeli D C 2,to Dy, C 2,k > 1.
(c) (CwiczeNiE®)Istnieje droga Jordana  taka, ze pewnego normalnego ciggu podziatéw v, nie jest Jordana
dla dowolnego k.
(d) Jezeli v jest klasy C*, vj(t) # 0, t € [0,1], oraz 7/(0) = 4/(1), to ¥, jest Jordana dla k > 1.
Istotnie, zauwazmy, ze odwzorowanie ~y przedtuza sie¢ w sposob naturalny do odwzorowania v : R —
R2, klasy C!, okresowego o okresie 1 i takiego, ze 7'(t) # 0 dla dowolnego ¢ € R. Przypuéémy, ze istnieje
(mr)72, € NCP([0,1]) oraz punkty uj,uy € [0,1],k =1,2,..., takie ze |uj, —u}| < 1orazy., (u}) = Yu, (uf),
k=1,2,.... Mozemy zalozy¢, ze uj, — uy, uj, — u(. Na podstawie (a) wnioskujemy, ze y(ug) = v(u( ).
Korzystajac z twierdzenia o funkeji uwiklanej, widzimy, ze dla dowolnego u € [0, 1] istnieje ograniczony
prostokat otwarty P, = P, , X P, o §rodku w punkcie y(u) taki, ze v* N P, jest wykresem (wzgledem ktdrejs
osi) funkcji klasy C1. Niech dla przyktadu v* N P, = {(t,o(t)) : t € P, .}, gdzie ¢ : Py, — P, jest klasy
C'. Wezmy dowolne prostokatne otoczenie ,, CC P, punktu v(u). Zauwazmy, ze v N @, musi by¢ lukiem
Jordana dla k > k(u) > 1. Dobierzmy w1, ...,un € [0,1] tak, ze v* C Qu, U+ U Qup -
W przypadku, gdy ug = ug =: to, niech y(to) € Qu,, . Wtedy vr, (u},), vm, (u))) € Qu;, dlak > 1, a wigc
Vo (U),) # Yy, (uy) dla k > 1 — sprzeczno$é. W przypadku, gdy np. uj, = 0, uy = 1, wystarczy skorzysta¢
z okresowosci.

Twierdzenie 12.6.5 (Wz6r Greena). Niech D C R? bedzie obszarem spetniajgcym (1) i niech ()52, € NCP([0,1])
bedzie taki, ze dla dowolnych k € Nij € {0,..., N} mamy:
® =, jest krzywq Jordana,
N
(14) Stosujemy tu tradycyjne oznaczenia: faD Pdx + Qdy := E fﬁ/_ Pdzx + Qdy.
j=0""

(15) Nie wykluczamy réwnoéci na koncach przedziatu.
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o jezelimy = (tk,0> . ’tk,mk): to ’yj‘[tk,iflytk,i] S Cl([tk’ifl, tk,i]), i=1,...,mg.
Wtedy wzor Greena zachodzi. W szczegélnosci, jezeli~y; : [0,1] — R? jest krzywq Jordana klasy C*, 7 (t) # 0,
te[0,1],5=0,...,N, to wzor Greena zachodzi (Obserwacja 12.6.4(d)).

W przyszlosci pokazemy, ze powyzsze dodatkowe zalozenia mozna pomingé, a wiec wzér Greena zachodzi
dla dowolnego obszaru spetniajgcego (1) — zob. § 15.3.

Dowép. Niech £2, PiQ b(;dqjak w Definicji 12.6.1. Wobec Obserwacji 12.6.4(b), mozemy zalozy¢, ze dla dowol-
nego k € N, krzywe v ,, J = , N, spelniaja (1) i ograniczaja pewien obszar D,, CC 2. Na podstawie

Obserwacji 12.6.2(d), wzor Greena zach0d21 dla D, , tzn. faD Pdx + Qdy = fD (W - —) k> 1. Jezeli

pokazemy zbieznosc¢ do siebie odpowiednich calek gdy & — +oo to uzyskamy wzor Greena dla D.
Ustalmy k£ € Nij € {0,..., N}. Dla uproszczenia oznaczen niech V = (P, Q), 7 := 7 = (to,.-,tm)s
v = 7. Mozemy zaloiyé (zmniejszajac 2), ze V jest odwzorowaniem ograniczonym i jednostajnie ciagglym na

2 oraz ze f := % — & Jest funkcja ograniczong na {2. Mamy:
t—1ti—1 .
Ye(t) == y(tiz1) + W(V(tz) —(tic1)), tim1 <t<t, i=1,...,m.
i —ti-1

Liczymy:

V), 7%(0)) = (V0.7 (1)) dt

(Ve
(Vi M> (Vi) ®)] e
<

[ v [raf < [

m

72/
>/

< (sgp [V ])w, (diam ) + (rr}y@x 71wy (w~ (diam 7).

ti —ti—1

Viy (t:) —v(tiz1) =" ()t — ti—1)>’ dt
ti —ti1

1) = VD). (1)) dt

Wynika stad natychmiast, ze [,,, Pdx+ Qdy — [, Pdx + Qdy.
Tk

Niech |f| < ¢ na £2. Wtedy ’ Ip. f—=1Jp j‘ < ¢(|D\ Dxry| + |Dx, \ DJ); zauwazmy, ze zbiory D \ Dy, ,

Tk
D, \ D sa regularne. Pozostaje udowodni¢, ze |D \ Dy, | + |Dx, \ D| — 0, gdy & — +00. Istotnie, niech
e > 01iniech Qq,...,Q, beda kwadratami takimi, ze 0D C intQ; U ---UintQ, i |@Q1] + - +|Q.] < e
(por. dowdd Twierdzenia 12.1.10). Wtedy, jezeli & > 1,to (D \ Dy, ) U (Dr, \ D) C Q1 U--- U Q,, a zatem
|D\ D, | + |Dr, \ D] < |@Q1] + - +[Qr| <& O

Obserwacja 12.6.6. Przy pewnych szczegdlnych dodatkowych zatozeniach, wzér Greena moze by¢ wykorzy-
stany do udowodnienia wzoru na zmiane zmiennych w catce Riemanna (Twierdzenie 12.2.7) dlan = 2.

Zatézmy, ze & = (1, P2) : U — V jest dyfeomorfizmem klasy C2 zbioréw otwartych U, V C R2. Zmien-
ne w U bedziemy oznaczaé (z,v), zas§ w V — (u,v). Niech P,Q € C1(V), f := % — O—P .Niech D CC U bedzie
obszarem spetniajacym (1) o gladkim brzegu klasy C! (w szczegélnosci, spetnione sq zalozema z Twierdzenia
12.6.5). Zauwazmy, ze wtedy obszar @(D) spelnia rowniez (1) z tym, ze orientacja d®(D) moze si¢ zmieni¢ na
przeciwng. Niech € := 1, gdy orientacja si¢ nie zmienia i € := —1, gdy zmienia sie na przeciwng. Obszar &(D)
spelnia rowniez zalozenia z Twierdzenia 12.6.5). Bedziemy chcieli pokazaé, ze

[ = [wene
(D) D
Korzystajac ze woru Greena liczymy:

9Q P / /
- = _ )= Pdu+ Qdv = ¢ Pdu + Qdv
/qsw) ! /qs(m ( du v ) 00(D) ¢ Z ¢

Pory;
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N 1
=e§j/0 (Po®ony)(@107;) +(Qodony) (@ 07,))dt
_EZ/I ((Po@oq/j (( )'y 1—&-(—0% Bzg)’YJQ)
j=0"0
+(QO@O’Yj)((88 ’Y;)’Yﬂ ( O’YJ)’Y;Q))dt
ZE/OD %Jr Qo @ ) (Po@ %HQ @)%j)dy
<[ (2 (om0 @)%)—%((Po@)?ﬂ@ 00 272))

o [ (02,15 O gy (B0 00 000 [ 1
- 5/(8u o0 =5 02) (%, oy oy o) = (e

12.7. Formy rézniczkowe

Niech E i F beda rzeczywistymi przestrzeniami unormowanymi (16). Niech r € Niniech o € S,. Z per-
mutacjg o kojarzymy odwzorowanie 0 = o : E” — E” dane wzorem o(x1,...,%;) 1= (Zo(1), - - -, To(r))-
Przypomnijmy, ze odwzorowania wieloliniowe symetryczne byly charakteryzowane przy pomocy relacji L €
Hom (E, F) <= Vyes, : Loo = L.

Definicja 12.7.1. Mowimy, ze odwzorowanie L € Hom' (E, F') jest skosnie symetryczne (antysymetryczne)
(L € Hom, (E, F)), jezeliVyes, : Loo = (sgno)L.

W naturalny sposéb wprowadzamy przestrzen £}, (E, F') odwzorowan r-liniowych antysymetrycznych cia-
glych.

Oczywiscie, Hom! (E, F) = Hom! (E, F) = Hom' (E, F) oraz L(E,F) = LL(E, F) = L}(E, F).

Przyjmijmy dodatkowo Hom (E, F) = LO(E, F) = Hom’(E,F) = L°(E,F) := F.

Obserwacja 12.7.2. (@) Hom) (E, F') jest podprzestrzenig wektorowg Hom" (E, F).
(b) L5 (E, F) jest podprzestrzenig domknieta w L"(E, F).
(c) LI'(E, F) jest Banacha o ile F' jest Banacha.
(d) Dla L € Hom"(E, F') (r > 2) nastepujace warunki sa rownowazne:
(i) L € Hom(E, F);
(11) vz:(arl,...,zT)EET Vje{l ..... r—1} ¢ (xj =Tjt1 — L(IE) = 0);
(ii)) Vo (oy,....or)eBm Vjke(L,..r}, sk © (T = T => L(z) = 0).
Obserwacja 12.7.3. Zaldzmy, ze n := dim E' € Niniech (eq,...,e,) bedzie ustalong bazg F.

(a) Dla L € Hom,(E,F)=Ll(E,F)(r > 1)iz; = ) xjxer € E,j=1,...,r, mamy:
k=1

n

L(wy,. . we) = Y @ik Tk, Lleky, ek,

[
= > ( D (sgno)wr g, -~-$7-,kd<r))L(€k“---761%) = ) (det Xq1,..»y.x)L(ex), (1)
1<k1 < <kr<n  o€S, KeAp

gdzie:
(] A?:{(k‘l,,k) <k <- <l€7~<n},

[ X_[$jk]j 1,..., TEM(TXW,R)
k=1

.....

o X, x €M(rxr; ]R) oznacza podmacierz powstala z X poprzez wyboér wierszy o numerach ji, ..., j,
ikolumn kq,..., k,,
o cx = (€p,...,ek.) € E".

(b) Lr(E,F)={0}dlar > n.

(16) W przyszlosci najistotniejszym bedzie przypadek £ = R™, FF = R.
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(c) DlaK € A? nieche}, : E" — R bedzie odwzorowaniem danym wzorem e} (21, ..., x,) := det X(1,0r), K-
Z wlasnosci wyznacznikéw wynika natychmiast, ze e}, € L} (E,R) oraz, ze e}, (es) = k., J, K € A?. Oczy-
wiscie, dlar = 1 mamy e} (§) =&, k=1,...,n.
(d) (1) mozemy zapisa¢ w postaci L = Y, L(ex)e}, ktory ustala izomorfizm £, (E, F) ~ P,
KeAr
(e) W szczegdlnosci, gdy F' = R, to dim L], (E,R) = () i (€} ) ke ar jest baza L], (E,R).

Definicja 12.7.4. Obecnie zdefiniujemy podstawowg dla calej teorii operacje mnozenia zewnetrznego odwzoro-
wan skosnie symetrycznych Hom, (E, R) x Hom? (E, F) 3 (u,v) - u A v € Hom! [ "*(E, F):
o jezelir = s =0, to przyjmujemy u A v := u - v;

o jezelir =0is > 1,tokladziemy (u A v)(21,...,25) :=u-v(T1,...,Zs);
o jezelir > 1is =0, tokladziemy (u A v)(21,...,2,) == u(T1,...,2,) - V;
e jezelir,s > 1, to kladziemy

(u AV (X1, .oy Tpgs) = Z (sgno)u(Toys - To@r)) - VTo(rg1)s - s Lo(rts))s LlyerrsTrps € I,
€S

gdzie S, s :={0 € Srys:0(1) <---<o(r), o(r+1)<--- <o(r+s)}.
Obserwacja 12.7.5. Iloczyn zewnetrzy u A v jest poprawnie zdefiniowany oraz L, (E,R) A L(E,F) C
LI+5(E,F).

Istotnie, przypadki, gdy s = 0 nie budza watpliwoséci. Dla rs # 0 jest widoczne, ze u Av € Hom”*(E, F).
Aby wykazaé, ze u A v € Hom! 7*(E, F) skorzystamy z Obserwacji 13.1.2(d). Ustalmy j € {1,...,r +s — 1}
i przypusémy, ze x; = xj41. Niech

Ari={oe S :{j,j+1} c{o(1),...,0(r)}},

Ay:={oe S {jj+1} C{o(r+1),....0(r+9)}},

Ci:={0c€eS s:je{ol),...,0(r)}, j+1e{o(r+1),...,0(r+9)}}
Co:={o€Ss:7+1€{c(1),...,o(r)}, je{o(r+1),...,0(r+s)}}.

Oczywiscie, > (sgno)u(Ts(1),---»Zo(r)) - V(Zo(r41)s - - -1 To(rts)) = 0, = 1, 2. Pozostaje wiec pokazaé, ze
gEA;

Z (Sgno—)u(ma(l)u EER) xa(r)) : U(xa(r+1)7 s 7xa(r+s))
ceCy

= — Z (SgnT)u(x.,(l), “ee ,IT(T)) . U(.ZT(T+1), ‘e 7x-r(r+s))-
T7€Co

Wynika to natychmiast z nastepujacego rozumowania. Bierzemy dowolng permutacje ¢ € C;. Nastepnie w
ciagu (o(1),...,0(n)) zamieniamy miejscami elementy j i j + 1. W efekcie dostajemy nowa permutacje 7 €
S,1s taka, ze sgnT = —sgno. Pozostaje zauwazyé, ze T € C3_; — CWICZENIE. Jezeli k = r, to oczywiscie
7(1) < -+« < 7(r).Jezeli k < r, to problem moglby by¢ tylko wtedy, gdy j + 1 = o(k + 1), co jest niemozliwe.
Podobnie, jezeli{ =7+ 1, to7(r + 1) < -+ < 7(r + s). Jezeli £ > r + 1, to problem moglby by¢ wtedy, gdy
(¢ — 1) = j, co jest niemozliwe.
Twierdzenie 12.7.6. (a) Operacja A : LL(E,R) x Li(E,F) — L'TS(E,F) jest dwuliniowa i ciggla.
Ponadto, || A || < (7::')'

(b) Jezeli F =R, touhv=(-1)"vAu, uecLl,(ER),veL:ER).

(c) JezeliF =R, to (uAv) Aw=uA (vAw), ueL(ER),veLlLiER),wecL (ETR).

(d) Operacja (C(E,R))" > (u1,...,up) —> ug A -+ Au, € Lo (E,R) jest r—liniowa i skosnie symetryczna.

() (ur A+ Aup)(z,. .., zp) = det([ur(z;)]jk=1,...r) ur € L(E,R),z; € E, j,k=1,...,7.

() el =i Ao Aet, K = (ki,... k) € AT

Dowép. (a) Przypadki rs = 0 sa oczywiste. Jezeli s # 0, to

1A D@ sl € S oty s ooty o)
oES, s

(16) Odnotujmy, ze #S; s = (H—SA)!'
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(b) Przypadkirs = 0 sa oczywiste. Jezelirs # 0,toniech 7 = (r+1,...,r+s,1,...,7) € S, 5. Zauwazmy,
zesgnt = (—1)" orazo € S, s <= o o7 € S, . Stad:

(vAu) (X1, Tpgs) = Z (sgn(o o T)V(To(ri1)s- - To(rts)) - W(To)s - To(r))

oES, s
= (sgn7)(uAv)(ZT1,..., Tris)-
(c) Wystarczy pokaza¢ (CWICZENIE), Ze obie strony sa réwne
Z (sgno)u(zy, ..., 2 )0(Xpi1y. ey Trps)W(Trgsity -y Trpsit), gdzie

OCESy st
Srsti={0€Spqspi:0(l)<---<o(r), or+1)<---<o(r+s),o(r+s+1)<---<o(r+s+1)},

(d) r-liniowos¢ jest oczywista. Wobec (b), jezeli u; = u;41, to:

UL A N =Ur Ao AUj—1 AUjpr ANUj Atjpo A ANy
:Ul/\"'/\uj',l/\(*1)1'1Uj/\u]'+1 /\uj+2/\~~/\ur:f(ul/\w-/\u,«).

(e) Indukcja wzgledem r. Przypadek r = 1 jest trywialny. Zatézmy, ze wynik zachodzi dla r — 1. Zauwazmy,
zeSr_10={(1,...;i—-1,i+1,...,r0) €S, :i=1,...,r}.Niech X = [ug(z;)]; r=1,...,r. Wtedy

(ur Ao Aup) (@1, ar) = Z(—l)rﬂ'(ul A Ao ) (T T, i1y - -5 ) U (T4)
i=1

= Z(—l)iJrrur(xi)(det X1y im it 1) (1yr—1)) = det X
i=1

na podstawie rozwiniecia Laplace’a (wzgledem ostatniej kolumny).
(f) wynika z (e). O

Definicja 12.7.7. Niech {2 € top R” i niech F' bedzie przestrzenig unormowang. Formq rézniczkowq rzedu r na
2 o wartosciach w F nazywamy dowolne odwzorowanie u : 2 — L"(R", F'). Zbiér wszystkich takich form
rozniczkowych oznaczamy przez F(,)(£2, F'). Odnotujmy, ze F (o ({2, F) to po prostu zbior wszystkich funkcji
u: 2 — F. Jak zwykle, F,y(£2) := F,y (2, R).

W oczywisty sposéb F(,({2, F') ma strukture przestrzeni wektorowej. Oczywiscie F(,y({2, F') = {0} dla
r > n. Mamy ponadto okre$lone mnozenie zewnetrzne form:

A f(r)(_()) X f(s)(Q,F) — f(r+s)((2, F), (unv)(z):=ulz)Av(z), v € 1.

Odnotujmy, ze jezeli f : 2 — F jest odwzorowaniem rézniczkowalnym (w kazdym punkcie), to df :=
e Foy(2,F).

Dla k£ € N niech fﬁ)(Q,F) = DF(0, LI (E, F)), Cé“r)(.Q,F) = CF(02,L7(E, F)). Widag, ze definicje
te sa zgodne dla r = 0, tzn. .F(’f))(Q,F) = DN, F) iCéCO)((LF) = CF(02, F). Jak zwykle, ]-'(’T)(Q,F) =

Floy (82, F), Fi1) (2, F) == F£, (2, F).

Obserwacja 12.7.8. (a) Niechey,...,e, oznacza baz¢ kanoniczng R™. Kazdg forme u € F,({2, F') moze-
my przedstawié w postaci kanonicznej

u(z) = > ul@)(er)e; = Y ur(z)dzy,

IeAr IeAy
gdziedla I = (iy,...,4%,) mamy dzy = dx;, A--- Adx;,, dr; = d(pr;) = e}. Bedziemy réwniez stosowaé zapis
/ /
w(z) = Y. wus(x)dxy lub nawet u(x) = > ur(z)de;.
[I|=r I

W tym sensie forme¢ u mozna utozsamia¢ z rodzing ,zwyktych” funkeji (ur)rean. W szczegolnosci, dla
r =n, forme u = u(, . n)dr1 A -+ A dr, mozemy utozsamiac z jedna funkcja u(1,... n)-
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(b) Dla dowolnego k € Ny U {oo} mamy:
w € Fiy(2,F) <= Vicap :ur € DY, F), u€Cy(£2,F) <= Vicay s ur € CH(2, F).

(c) Jezeli f € D(£2, F), to posta¢ kanoniczna df wyglada nastepujaco df = Z af dx;. W szczegolnosci,
jezeli fi, ..., fr € D2, R) todfy A+ Adfy = 3 2Urendn) gg
I r

Nastepujace pojecie rézniczki zewnetrznej jest centralnym punktem catej teorii form rézniczkowych.

Definicja 12.7.9. Okreslimy operator d : F(,\(£2, F)) — Fr41)(§2, F).
e Dlar = 0 bedzie to zwykly operator rézniczkowania zdefiniowany poprzednio.

e Dlar > 1liu€ F(, (£, F) bierzemy posta¢ kanoniczng u = 3 wuydx; i definiujemy
I€An

N :
du = Z dur Ndzr = Z ( Z E(I’Z)Omi)dx‘]’ gdzie
reAn JEA, | (1i)eS(J)
S(J) = {(I, Z) S /1? X {17 .. .,TL} : 35:&(1,i)€{71,+1} : dSC1 A d$1 = Ed%J}.

Formalnie rzecz biorac, powinni$my pisa¢ d,.. Zauwazmy, ze dla 7 = n mamy zawsze du = 0.

Twierdzenie 12.7.10. (@) Operatord : F(,,(§2, F) — F(r41) (12, F') jest liniowy.

Ponadto, cl(]-'(kr)((}7 F)) c f(’j+11)((2, F) oraz d(C’é“r)( F)) c Cfr+11)(Q,F), kE>1.
(b) Fezelip € D(£2,F), tod(pdx;, N -+ Adx;.) = (dp) A dxiy A--+ Adx;, dla dowolnych iy, ... i, €
{1,...,n}.
(c) FJezeliu € f”, (_(27 F)(p.ue Ca,>((2, F)), tod*u = (dod)u=0.

(d) Dlau € ]-'(’T)((Z) ive .7-'(’8)(!2, F) mamyd(uAv) = (du) ANv+ (=1)"u A (dv).

Dowép. (a) jest oczywiste.
(b) Jezeli i, = i, dla pewnych p # v, to obie strony sg zero. W przeciwnym przypadku, najpierw porzad-
kujemy (i1, ..., i,) do ciggu rosnacego (co powoduje pomnozenie obu stron przez pewna liczbe ¢ € {—1,+1}).
(c) Wobec (a) wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy u = @dxy, gdzie ¢ € D"(U, £2), zas I € A Korzystajac
z (b) oraz z symetrii drugich pochodnych czastkowych mamy:

&Py = d(z1 g;’id:ci /\de> - id(aafi) Adz; A dey

" 8 82@ 82
g:l Oz ;0z; ;0 i M dvi N der = E; (ij(%z 0x;0x; )dx] A dz; A dzp = 0.

(3

(d) Wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy u = pdzr, v = 1dx ;. Mamy:
d(u Av) = d(pypder ANdzy) = d(ep) ANdrp Adxy = ((de)y) + o(dy)) Adxp Adxy
= ((dp) Ndar) A (ddey) + (=1)"(pder) A ((d) Adey) = (du) Av+ (=1)"uA (dv). O

Przyklad 12.7.11. (a) JezeliV = Z Vidzy € F(1 (2, F), todV = 3 (av’c - %)d:cj A dxy. W szcze-

<k Bwj axk
J
, , . B _(0Q
golnosci, dla n = 2 mamy d(Pdx + Qdy) = (5= - a—y)dm A dy.
(b) Jezeliuw = > (=1)"'ujdzy A -+ Adzj_1 Adzjpr Ao+ Adz, € Flo-1y($2,F), to wtedy du =

i=1

)
3Z;)dx1 A ANdxy,.

-

(

1

J

Ciag dalszy podrozdziale 15.1.



