Sprawy organizacyjne

Literatura

Wyktad bedzie w zasadzie ,samowystarczalny”. Oto kilka pozycji przydatnej literatury uzupetniajacej

(wszystkie pozycje zostaly wydane przez PWN, z wyjatkiem ksiazek H. Cartana i H. Federera):

P

[EE

—
—_

[ I I R N e e e N T "N TS
W N = O © 0o 3O U s [\&)

[
g

Andrzej Birkhole, Analiza matematyczna.

Henri Cartan, Calcul différentiel. Formes différentielles, Herman, Paris.
Ryszard Engelking, Topologia ogdlna.

Herbert Federer, Geometric measure theory, Springer Verlag, Berlin.
Grigorij Michajtowicz Fichtenholz, Rachunek rozniczkowy i catkowy, t. I-II1.
Franciszek Leja, Rachunek rozniczkowy i catkowy.

Witold Kotodziej, Analiza matematyczna.

Kazimierz Kuratowski, Rachunek rozniczkowy @ catkowy.

Stanistaw Lojasiewicz, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych.

Krzysztof Maurin, Analiza, t. I-11.

Walter Rudin, Podstawy analizy matematycznej.

Walter Rudin, Analiza rzeczywista i zespolona.

Laurent Schwartz, Kurs analizy matematycznej, t. I-11.

Program wykladu
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Przestrzenie metryczne II.
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Odwzorowania liniowe.

w

Odwzorowania dwuliniowe.
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Rodziny sumowalne II.

Ut

Operator odwracania w algebrach Banacha.

(=}

Roézniczkowanie odwzorowail zmiennej rzeczywiste;j.

-

Pochodne kierunkowe.

o

Rozniczkowanie odwzorowan zmiennej wektorowe;j.

Ne)

Druga pochodna.

(e}

Przestrzenie unormowane III.

Pochodne wyzszych rzedow.

Wzor Taylora.

Szereg Taylora.

FEkstrema lokalne.

Twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym i twierdzenie o odwzorowaniu uwiklanym.
Odwzorowania analityczne.

Twierdzenie o rzedzie.

Podrozmaitosci.

Ekstrema warunkowe.

Orientacja.

Catka Riemanna na kostce.

Catka Riemanna na zbiorze regularnym.
Wiasnosci catki Riemanna.

Twierdzenie Morse’a.
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(25) Calki krzywoliniowe.
(26) Wzor Greena.

Kontynuacje
W przyszltym semestrze beda wyklady z Analizy Matematycznej 4 (60 godzin).
Zaliczanie ¢éwiczen

W semestrze jest 60 godz. ¢wiczen. Limit nieobecnosci to 20 godzin, w tym limit nieobecnosci nie-
usprawiedliwionych to 8 godzin.

W przypadku przekroczenia ktoregokolwiek z tych limitéw student otrzymuje ocene NZAL i nie jest
dopuszczony do egzaminow.

Egzaminy

Student, ktory uzyskat z zaliczenia oceng¢ > 4,5 nie musi zdawaé egzaminu pisemnego i otrzymuje
7 egzaminu pisemnego ocene roéwng ocenie z zaliczenia, z tym ze student, ktory ma 4,5 moze z wlasnej
woli pisaé¢ egzamin pisemny, aby poprawi¢ sobie ocene na 5,0.

Terminy egzaminéw pisemnych:

e 29.01.2019 (wtorek), godz. 9:00-11:00, sala 1094; termin gtéwny.

e 18.02.2019 (poniedziatek), godz. 9:00-11:00, sala 1094; termin poprawkowy.

Egzamin bedzie sie sktada¢ z 5 zadan i bedzie oceniany w skali 0-50 punktoéw. Nie bedzie zadan
Lteoretycznych”.

Egzamin 18.02.2019 jest dla oséb dopuszczonych do zdawania, ktoére badz nie zdaty egzaminu w gtow-
nym terminie, badz z jakiego$s powodu do niego nie przystapily w gléwnym terminie.

— Studenci, ktorzy uzyskaja > 26 pkt i mieli zaliczenie na ocene > 3,0 otrzymuja ocene z egzaminu
pisemnego wedlug nastepujacej tabeli:

Punkty ‘ Ocena

2632 | 3,0
3337 | 35
3842 | 4,0
1346 | 45
4750 | 5,0

— Studenci, ktorzy uzyskaja > 34 pkt i mieli zaliczenie na ocene 2,0 otrzymuja ocene z egzaminu
pisemnego wedlug nastepujacej tabeli:

Punkty ‘ Ocena

3441 | 3,0
1246 | 35
4750 | 4,0

— Pozostali piszacy egzamin otrzymuja ocene koncows 2,0.
— Wszyscy studenci zdaja egzamin ustny (szczegoly zostana podane na wykladzie).



ROZDZIAL 9

Uzupelnienia

9.1. Przestrzenie metryczne II

Przypomnimy i uzupelnimy nasza wiedze¢ w zakresie przestrzeni metrycznych. Ponizej (X, o), (Y, d)
itd. oznaczaja przestrzenie metryczne. Szczegdly pozostawiamy jako CWICZENIE.

Definicja 9.1.1. Zbior A C X nazywamy nigdziegestym, jezeli int A = @ (réwnowaznie: zbior X \ A
jest gesty). Zbiory postaci U A,, gdzie kazdy zbior A, jest nigdziegesty, nazywamy zbiorami I kategorii
Baire’a. Zbiory niebedace zbloraml I kategorii Baire’a nosza nazwe zbiorow II kategorii Baire’a.

9.1.2 (Twierdzenie Baire’a). Niech X # & bedzie przestrzeniq zupetng. Kazde z ponizszych réwnowaznych

sformutowan jest nazywane twierdzeniem Baire’a.

(1) Jezeli £2,, C X jest zbiorem otwartym i gestym w X, n € N, to zbidr () 2, jest gesty w X.
neN
(i) Jezeli A C X jest zbiorem I kategorii Baire’a, to int A = &, w szezegdlnosci, A G X.

(ii) = (i): Niech A4,, := X \ 2,,. Wtedy A,, jest domkniety oraz int A, = &, n € N. Wobec (ii)
mamy @ =int J A, =int(X \ ) 2,).
n=1 n=1

) _ _
(i) = (ii): Niech A = |J A,, przy czym int A, = &, n € N. Niech 2, := X \ 4,,. Wtedy 2,

jest zbiorem otwartym i gestym w X, n € N. Wobec (i) mamy @ = int(X \ () §2,) = int J 4, D
n=1 n=1

int |J A4, =int A.

n=1
Definicja 9.1.3. Funkcja f : X — R jest I klasy Baire’a, jezeli istnieje ciag (fs)2; C C(X) taki,
ze fs — f punktowo na X. Powiemy, ze funkcja f jest n—tej klasy Baire’a, jezeli istnieje ciag (fs)32,
funkeji (n — 1)—szej klasy Baire’a taki, ze fs — f punktowo na X.

9.1.4 (Punkty nieciagtosci funkeji I klasy Baire’a). Niech (X, o) bedzie przestrzeniq zupeing i niech

f: X — R bedzie I-klasy Baire’a. Oznaczmy przez N(f) zbior punktow nieciggtosci f. Wiedy N(f) jest
zbiorem I kategorii Baire’a.

Dowdd. Niech f = hm fn, gdzie (fn)52; C C(X). Zdefiniujmy

App = {2 € X Vst |ful@) — ful@) < 1/k}, kLeN.

Zbiér Ay jest domkniety, zbior Fyp := Agy \ int Ay ¢ jest domkniety i nigdziegesty. Wystarczy wiec

pokazaé, ze N(f) C |J Fj,. Ustalmy punkt 2o € N(f) Poniewaz (f,,(x0))52; jest ciagiem Cauchy’ego,
k,LeN

zatem dla dowolnego k € N istnieje £(k) takie, ze xg € Ay gky. Gdyby 29 € int Ay o) dla dowolnego
k € N, wtedy, dla dowolnego k € N, istniatoby 7 > 0 takie, ze B(xo,7:) C Ay o). Oznacza to, ze
[fn(x) = fowy(x)] < 1/k dla x € B(xg,r) i n > £(k). W szczegolnosci, |f(x) — foy(z)] < 1/k dla
x € B(xo, ). Dla z € B(xg, ri;) mamy wiec

() = Flo)l < 1F(@) = Fa (@) + Facry (2) = focro o) | + | ey (o) — (o)
< 2/k+ [for) (@) = foy (o),

co, wobec ciaglosci fy(x), dawaloby ciagltosé funkcji f w punkcie xq. Tak wige zo € Fj, 4 dla pewnego
keN. O
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Definicja 9.1.5. Funkcje f: X X Y — Z nazywamy oddzielnie ciqgtq, jezeli:
e f(x,-) € C(Y,Z) dla dowolnego z € X,
e f(-,y) €C(X,Z) dla dowolnego y € Y.

) B ezeli (x, 0,0
Cwiczenie 9.1.6. Udowodni¢, ze funkcja f(z,y) := ¢ ** v %eée? (z,9) # (0,0) jest oddzielnie cig-
0, jezeli (z,y) = (0,0)

gla, ale nie jest ciagta.

9.1.7 (Funkcje oddzielnie ciagte). Dla dowolnej oddzielnie ciagtej funkcji f : R x Y — R istnieje cigg
(fs)2, CC(RXY) taki, ze fs — f, tzn. dowolna funkcja oddzielnie ciggla f : R x Y — R jest I klasy
Baire’a. W szczegolnosci, zbior N(f) jest I kategorii Baire’a.

Dowdd.
k+1 k

T
falw,y) = (=) fE ) + (Fr2) FE2 ), E<a<E yev hez

1
n

(dla dowolnego y € Y, f,.(-,y) jest funkcja afiniczng na kazdym przedziale [£, £+1

n’ n

ze funkcja f, jest ciagta (bo jest ciagta na kazdym ,pasie” [E ﬂ} x Y'). Ponadto,

n’ n

]). Jest rzecza widoczna,

o) = 5Ge)] = | (Co) () — £o)) + (2 (P2 0) — f(o)|
<max{|f(E,y) = flz,y), IF(EEL ) — fz, )]}, E<a<El yeY kel

1
n
Teraz dla ustalonego punktu (zg, yo) € RxY oraz e > 0, dobierzmy 6 > 0 takie, ze | f(x, yo) — f (2o, yo)| <
e dla |z — xo| < §. Niech n > 1/6 i niech % <z < % Wtedy z poprzedniego oszacowania dostajemy

| fr(xo,9y0) — f(x0,90)| < &, co dowodzi, ze f,, — f punktowo. O
Pojawia sie naturalne pytanie czy dowolna funkcja oddzielnie ciagta f : R™ x ... x R"* — R
(tzn. f(x1,...,2j—1,Tjt1,---,2k) € C(R™) dla dowolnych z1 € R™, ...,z € R™ ij € {1,...,k}) jest I klasy

Baire’a 7 Prawdziwy jest nastepujacy wynik:
9.1.8. Niech f :Rx --- x R x R*~¢ — R bedzie funkcjq oddzielnie ciggtq (¢ > 2). Wtedy f jest £—tej klasy Baire’a.
(t=2)
£x

Dowdd. Dla dowolnej funkcji g : R x R*~! — R, zdefiniujmy ciag (gs)32, tak, jak w (9.1.7):

[ vk
k k —
gs(z,y) = ("f)g(fmy)+( 1")9( ), EgagEL yer kez

Zauwazmy, ze:

(a) jezeli funkcja g(-,y) jest ciagta dla dowolnego y € R* ™!, to g5 — g punktowo,

(b) jezeli R*~! = RP x R? x R” (p,q,7 € No), y = (u,v,w), oraz funkcja g(z, (u,-,w)) jest ciagta dla dowolnych
(z,u,w) € R X R? x R", to kazda z funkcji gs (-, (u, -, w)) jest ciagta dla dowolnych (u,w) € RP x R".
Teraz postepujemy nastepujaco:

e Stosujemy powyzsza konstrukcje do g := f. Wobec (a), do zakoniczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze kazda z funk-
cji f1 := gs jest ({—1)-szej klasy Baire’a. Na podstawie (b), wiemy, ze kazda funkcja f1(-,z2,..., -1, Tjt1,.., o, To41)
jest ciagta dla dowolnych (za,...,zp,Ter1) ERX - x R xR~ j=2 ... £+4+1.

+ ———

(£—1)x
e Powtarzamy konstrukcje dla g := fl wzgledem zmiennej z3. Dostajemy kolejny ciag aproksymujacy (f2 o2, taki,
ze kazda funkcja f2(-, -, 23, ..., &j—1,", Tj41,---,T¢, Ter1) jest ciagla dla dowolnych (3, ...,z 2pr1) € R X -+ x RXR?~4,
—_———
(£—2)x
j=3,...,4+1.
e Powtarzamy powyzsze rozumowanie ¢ razy. O

Okazuje sieg, ze dla £ > 2 wynik ten nie moze by¢ poprawiony, tzn. istniejg przyktady oddzielnie cigglych funkcji f,
ktoére nie sa (£ — 1)-szej klasy Baire’a — zob. np. [Leb 1905].

9.1.9 (Rozklad jednosci). Niech X bedzie lokalnie zwartq przestrzenia Hausdorffa, tzn. kazdy punkt
r € X ma otoczenie U takie, ze U jest przestrzenia zwarta. Kazda przestrzen lokalnie zwarta jest
T, 1 .Wtedy dla dowolnego zbioru zwartego K C X i dla dowolnego jego pokrycia otwartego Uy, ...,Un
istnieja funkcje f; € Co(U;,[0,1]), 7 =1,..., N, takie, ze fi + -+ fy <1lna X oraz fi+---+ fy =1
na otwartym otoczeniu K.
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Dowdd. Krok 1°. Dla dowolnych dwoch zbioréw domknietych i roztacznych A, B C X istnieje funkcja
feC(X,[0,1]) taka, ze f =1and Ai f =0na B (np. f(z) = #’f&}m, gdy dodatkowo zalozymy,
ze X jest przestrzenia metryczna).

Krok 2°. Dla dowolnego a € X oraz dla dowolnego jego otoczenia otwartego U istnieje otoczenie
otwarte V punktu a takie, ze V C U oraz V jest zbiorem zwartym.

Istotnie, dowoéd sprowadza sie do znalezienia otoczenia V takiego, ze V C U. Stosujemy Krok 1°
do A:={a} 1B :=X\U. Niech f € C(X,][0,1]) bedzie taka, ze f(a) =11 f = 0 na B. Zdefiniujmy
Vi={zeX: flx) >} Wtedy VC{zeX:f(z) >3} CcX\B=U.

Krok 3°. Dla dowolnego zbioru zwartego i jego otoczenia otwartego U istnieje zbior otwarty V' taki,
2e K CV CV CUiV jest zbiorem zwartym.

Istotnie, dla dowolnego a € K dobieramy na podstawie Kroku 2° otoczenie otwarte V, takie, ze
V. C UiV, jest zbiorem zwartym. Wobec zwartosci K istnieje skoriczona liczba punktow a1, ...,a, € K
takich, ze K C V,, U---UV,, = V.

Krok 4°. Dla dowolnego otoczenia U zbioru zwartego K istnieje funkcja f € Co(U, [0, 1]) taka, ze
f=1naK.

Istotnie, na podstawie Kroku 3° istnieje zbior otwarty V taki, ze K C V. C V Cc UiV jest zbiorem
zwartym. Teraz stosujemy Krok 1° do A:= K i B:= X\ V.

Krok 5°. Dla dowolnego » € K ustalmy j(x) € {1,...,N} tak, ze © € Uj(,) i niech V, bedzie
relatywnie zwartym otoczeniem punktu x takim, ze V, C Uj(x) Wobec zwartoéci K istnieje skoriczona
liczba punktéw 1, ...,z € K takich, ze K C V,, U---UV,, =: V. Niech

Lj:= U Ve, j=1,...,N.
i€{l,....k}: j(zi)=7j
Na podstawie Kroku 4° istnieja funkcje g; € Co(Uj;,[0,1]), gj =1 na L;, j =1,..., N. Zdefiniujmy
fi=ag1, for=(1-g1)g2,-- -, fn=(1—g1)...(1 —gn-1)9n-

Oczywiscie f; € Co(U;,[0,1]), j = 1,...,N. Ponadto, fi +---+ fn =1—(1—g¢1)...(1 — gn), a stad
fit---+fy=1naV. ]
9.2. Odwzorowania liniowe

Ponizej E, F' oznaczaja przestrzenie unormowane nad K.

Definicja 9.2.1. Moéwimy, ze normy || |1, || ||z : E — Ry sa rdwnowazne, jezeli o, ~ oy (*)-
Piszemy wtedy || |1 ~ || [|2-

Dla dowolnych xq,...,zy € E definiujemy tamang o wierzchotkach xg, ...,y
[500, N ,I’N] = [1‘07.271} y---u [l'N—th]-
Zauwazmy, ze kazda tamana jest zbiorem spojnym. Lamang [z, ..., 2y] mozemy utozsamiaé z krzywa

bedaca suma odcinkow.

Obserwacja 9.2.2. Dla dowolnego zbioru otwartego D C E mamy réwnowaznosé:
D jest obszarem (tzn. zbiorem otwartym i spojnym) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych z,y € D
istnieje tamana [zg,...,zy] C D taka, ze g = 2 i xn§ =y (W szczegblnosci, D jest tukowo spojny).

Istotnie, dowodu wymaga jedynie implikacja (=>). Ustalmy 2y € D i niech Dy oznacza zbior tych
wszystkich € D, dla ktorych istnieje tamana [zg,...,zxy] C D taka, ze zy = z. Problem polega na
pokazaniu, ze Dy = D o ile D jest obszarem. Wystarczy pokazaé, ze Dy jest niepusty, otwarty i domkniety
w D. Oczywiscie Dy # &, bo xg € Dy.

Jezeli a € Do i B(a,r) C D (D jest otwarty), to B(a,r) C Do, bo jezeli [xo,...,zn] ,dochodzi” do

a, to [zo,...,zN, x| dochodzi do x dla dowolnego = € B(a,r).
Jezeli b jest punktem skupienia Dy w D i B(b,r) C D, to bierzemy dowolny punkt a € B(b,r) N Dy
i teraz, jezeli [z, ...,z n] dochodzi do a, to [zg,...,zyN,b] dochodzi do b, czyli b € Dy.

(1) Przypomnijmy, ze o) ||(¢,y) := ||z — y|| — zob. Obserwacja 4.6.2(c).
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Definicja 9.2.3. Hom(FE, F) oznacza przestrzen wszystkich odwzorowaii K-liniowych L : B — F}
E* := Hom(F,K). L(E, F) oznacza przestrzeni wszystkich odwzorowari liniowych i ciagtych L : E — F;
E':= L(E,K).

Obserwacja 9.2.4. Odnotujmy, ze na ogot (jezeli F jest przestrzenia nieskonczenie wymiarowa) E' &
FE*. Na przyklad, niech E oznacza przestrzenn wszystkich wielomianéw rzeczywistych jednej zmiennej
rzeczywistej, niech || f|| := sup{|f(x)| : € [0,1]}, f € E, iniech L : E — R, L(f) := f(3). Oczywiscie
L € E*. Zauwazmy, ze |(%)*|| = (3)* — 0. Z drugiej strony L((£)*) = (2)¥ — oo. Oznacza to, ze
L¢FE.

~

[

Obserwacja 9.2.5. (a) Jezeli F=Fy x -+ X Fy,L: E— F, L= (Ly,...,Ly), to
LEﬁ(E,FlX~-'XFN)<:>L]'€£(E,FJ'),jIl,...,N,
(b) Jezeli E = E1 x---x En, L: E — F, L; : E; — F, Lj(z;) := L(0,...,0,2;,0,...,0),
N—— ~——
(j=1) x (N—j) x
j=1,...,N,toL € L(E1 x--- X EN,F) <= L; € L(E;,F), j =1,...,N. Zauwazmy, ze L(z) =
L1($1)+'--+LN(.$N)dlaxz(l'h...,l']v)EElX'--XEN.

(c) Przypomnijmy, ze Hom(K,F) = L(K,F) ~ F. Stad, wobec (b), dostajemy Hom(K¥, 6 F) =
LKN F) ~ FN — izomorfizm jest dany wzorem:

FN 5 (ay,...,an) — (KN 3 (z1,...,25) — @101 + - - + zyay € F) € Hom(KY, F).

Przypomnijmy rowniez, ze: Hom (K", K™) = L(K", K™) ~ M(m xn; K) = K[m x n] = przestrzei ma-
cierzy wymiaru m X n o wyrazach z K. Izomorfizm Hom(K", K™) ~ M(m X n; K) dany jest nastepujacym
przepisem. Odwzorowaniu liniowemu L : K — K™ przyporzadkowujemy macierz, ktorej i-ta kolumna
sktada sie ze wspotrzednych wektora L(e;) = L(0,...,0,1,0,...,0). Izomorfizm odwrotny to odwzoro-

K3
wanie, ktore przypisuje macierzy A € M(m x n; K) odwzorowanie liniowe postaci K" 5 z — A.x € K™,
gdzie A.x oznacza wynik mnozenia macierzy A przez wektor x utozsamiany z macierza kolumnowa n x 1.

Propozycja 9.2.6. Niech L € Hom(E, F). Wtedy nastepujace warunki sq réwnowazne:
(i) L e L(E,F);
(il) odwzorowanie L jest cigglte w 0;
(iil) istnieje punkt a € E taki, ze odwzorowanie L jest ciggle w a;
(iv) istniejg a € E, r > 0 takie, ze L(B(a,7)) jest zbiorem ograniczonym (2) ;
(v) istnieje C > 0 takie, ze |L(x)||r < Cllz||g dla dowolnego x € E.
Dowdd. Jedyny problem to implikacja (iv) = (v). Niech L(B(a,r)) C B(R). Wystarczy pokazaé, ze
|IL(x)|| < C dla ||z|| = 1. Wezmy dowolne = € E takie, ze ||z|| = 1. Mamy:

1@ = LG = HIL(a+ re) - L@l < L1+ )] + L)) < 2 = ¢ 0

T
Whiosek 9.2.7. || [[1 ~ || [|2 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje C > 0 takie, ze 5| 1 < || |2 < C|| |1

Powyzszy wynik oznacza, iz w kategorii metryk zadanych przez normy réwnowaznosé takich metryk
jest réwnowazna ich poréwnywalnosci.

Dowdd. Stosujemy Propozycje 9.2.6 do identycznosci id : (E, || ||1) — (E, || ||2)- O

Whiosek 9.2.8. L(E, F) jest przestrzeniq unormowang przez funkcje
ILI = Ll 2, Py = sup{[[L(z)|| : =]l <1}, L€ L(E,F).

2) Oczywiscie warunek ten jest rownowazny temu, ze istnieja a € E, r > 0 takie, ze L(B(a,r)) jest zbiorem
a

ograniczonym.
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Zauwazmy, ze jezeli E # {0}, to

2 =sup {IEO o e .} = supgiL@) : el =13 ()

]

oraz, ze | L] jest najmniejsza stata C' taka, ze (v) zachodzi. W szczegolnosei, || L(z)|| < [|L||||lz]l, = € E.
Obserwacja 9.2.9. Jezeli A € L(E,F), B € L(F,G), to Bo A € L(E,G), |Bo Al < ||B||lA]
W szezegolnodei, jezeli A € L(E, E), to Ak := Ao---0A e L(E,E)i|A*| < ||A|*.
—_—
kX

Propozycja 9.2.10. Jezeli F' jest przestrzeniq Banacha, to L(E, F) jest przestrzeniq Banacha.

Dowdd. Niech (L,)S2; bedzie ciagiem Cauchy’ego w L(E, F'). Wprost z definicji normy w L(E, F'), wy-
nika, ze (Ly|5(g))021 C B(B(R), F) jest ciagiem Cauchy’ego dla dowolnego R > 0. Poniewaz B(B(R), F")
jest przestrzenia Banacha, zatem istnieje odwzorowanie L(®) € B(B(R), F) takie, ze L,,|§(R) — L)
jednostajnie na B(R). Jest widoczne, ze L) ‘E(R) = L™ dla dowolnych 0 < R < R’. Mamy wiec odwzo-
rowanie L : E — F takie, ze L‘E( R = LU 7 linjowosci odwzorowan L,, v € N, wynika natychmiast
liniowoé¢ L. Biorac R = 1 widzimy, ze L, — L w L(E, F). g

Definicja 9.2.11. Niech Isom(F, F') oznacza rodzine wszystkich izomorfizméw algebraicznych L : E —
F takich, ze L i L~! sa ciggle (tzn. L jest réwniez izomorfizmem topologicznym).

Obserwacja 9.2.12. (a) Jezeli Isom(FE, F') # @, to E jest przestrzenia Banacha wtedy i tylko wtedy,
gdy F jest przestrzenia Banacha.
(b) Jezeli L € Tsom(E, F)i E # {0}, to ||[L7| > ||L|~!.
Istotuie, 1 = |[ids || — [ L~ o L]l < IL- I L]

Propozycja 9.2.13. Zatézmy, ze 1 < dim F < co. Wiedy:
(a) Wszystkie normy w E sq¢ réwnowazne.
(b) Isom(K%, E) # @, d := dim E.
(¢c) L(E,F)=Hom(E, F) dla dowolnej przestrzeni unormowanej F.
(d) E jest przestrzeniq Banacha.

Dowdd. (a) Niech || || bedzie ustalong norma na E. Niech d := dimg F i niech ey, ..., eq bedzie dowolng
baza E. Zdefiniujmy L : K — E, L(t,...,tq) := tie; +- - - +tgeq; L jest izomorfizmem algebraicznym.

Ponadto L jest odwzorowaniem ciagtym bowiem ||L(t)|| < max{|lei|,- .., leall}|tll: = Cllt||1, t € K9.

Zauwazmy, ze funkcja N : E — R, N(z) := |L71(2)||1, jest norma na E. Wystarczy pokazaé, ze
||| ~ N. Wiemy, ze || || < CN. Wystarczy wiec pokazaé, ze N < const || || (co jest rownowazne ciaglosci
LY.

Chcemy pokazaé, ze ||L~'(z)||; < const||z|, # € E. Innymi stowy, ||t|; < const ||L()|, t € K9,
co z kolei jest rownowazne pokazaniu, ze | L(t)|| > const > 0 dla ||t||y = 1. Teraz wystarczy juz tylko
skorzystac z twierdzenia Weierstrassa o osiagganiu kreséw (wobec faktu, ze L jest ciagle, a sfera {||¢||; = 1}
jest zwarta).

(b) L € Isom(K%, E).

(c) i (d) wynikaja z faktu, ze Isom(K¢, F) # @, a dla E = K¢ wlasnosci (c) i (d) sa oczywiste. O

Whiosek 9.2.14. Niech V' C E bedzie skoriczenie wymiarowq podprzestrzenig wektorowqg E. Wtedy V'
jest przestrzeniq Banacha. W szczegolnosci, V' jest domknieta.

Propozycja 9.2.15. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) dim F < oo;

(i) Vaer, r>o0: Bla,r) jest zbiorem zwartym;

(i) Jeer, r>0: Bla,r) jest zbiorem zwartym.

Dowdd. Implikacje (i) = (ii) = (iii) sa oczywiste. Pozostaje do wykazania (iii) = (i). Korzystajac
z translatywnosci kul, widzimy, ze (iil) = (ii). Poniewaz kula B(0,2) jest zwarta, istnieje skoriczona

(?) A=A\ {0}
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liczba punktéw ai,...,any € B(0,2) taka, ze B(0,2) C U B(aj,1). Niech V' oznacza podprzestrzen

generowana przez wektory ai,...,ayn. Na podstawie Wnlosku 9.2.14, jest to podprzestrzen domknieta.
Pokazemy, ze E = V. Ustalmy a € E. Zamierzamy pokaza¢, ze a € V. Mozemy zalozy¢, ze ||a| < 1.
Poniewaz a € B(0,2), istnieja j1 € {1,...,N} oraz z1 € B(0,1) takie, ze a = a;, + 1 =: by + 1.
Powtarzajac to samo dla wektora 2z, wnioskujemy, ze a = by + %x% gdzie bs € V i |jza]| < 1. Po k
krokach dostajemy: a = by, + Qk%xk., gdzie by, € V i ||ag|| < 1. W szczegdlnosci, a € V. O

9.3. Odwzorowania dwuliniowe

Dalej E, F, G oznaczaja przestrzenie unormowane nad K.

Definicja 9.3.1. Przez Hom(FE, F'; G) oznaczamy przestrzen wszystkich odwzorowari dwuliniowych B :
E x F — G. Jezeli E = F, to piszemy Hom?(E, G) zamiast Hom(E, E; Q).

Przez L(E, F;G) oznaczamy zbior wszystkich ciagltych odwzorowaii dwuliniowych E x F — G;
niech £L2(E, G) := L(E, E; G). Oczywiscie, L(E, F; G) jest K-przestrzenia wektorowa.

Obserwacja 9.3.2. Przypomnijmy pewien fakt algebraiczny. Niech
Hom(E, F;G) 3 B~ (E 3 2 +— B(,") € Hom(F,G)) € Hom(E, Hom(F, G));
& jest dobrze okreslone, liniowe, bijektywne i ¥ = &~! jest dane wzorem
Hom(FE,Hom(F,G))> A N (E x F 3 (z,y) — Ax)(y) € G) € Hom(E, F; G).
Tak wiec Hom(FE, F'; G) ~ Hom(E, Hom(F, G)). W identyczny sposéb mozna pokazac, ze
Hom(FE, F'; G) ~ Hom(F,Hom(E, R));
Hom(E, F;G) > B — (F >y B(-,y) € Hom(E, G)) € Hom(F, Hom(E, G)).
Propozycja 9.3.3. Niech B € Hom(E, F; G). Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(i) B € L(E,F;G);
(ii) odwzorowanie B jest ciggte w (0,0);
(iil) istnieje punkt (a,b) € E x F taki, ze odwzorowanie B jest cigglte w (a,b);

)
) or B
(iv) istniejq (a,b) € E x F i1 >0 takie, ze B(B(a,r) x B(b,r)) jest zbiorem ograniczonym (*) ;
(v) istnieje C' > 0 takie, ze | B(z,y)|la < Cllz|ellyl|r dla dowolnego (z,y) € E x F.
Dowdd. Implikacje (i) = (ii) = (iii) = (iv) sa oczywiste.

(iv) = (v): Niech B(B(a,r) x B(b,)) C B(R).

Wystarcay pokazad, 7e | B(z,y)| < C dla 2] = [ly]l = 1. Wermy (z,y) € E x F, |2l = [}yl = 1

1 1

1B(rz, ry)ll = 5| Bla+rz,b+ry) — B(a,b+ry) — Bla+rz,b) + B(a, b)|

4R
(IB(a+rz,b+ry)| +[B(a,b+ry)ll + | Bla+rz,b)l| + [ B(a, b)) < —5 =: C.

1Bz, y)|| =

\

2
1
r2

(v) = (): [ B(z,y) = B(zo, yo)|| = [|1B(x = z0,y) + B(zo,y — o)l
Cllz = zollllyll + l[zolllly = woll) < Cmax{[lzoll, [yll}[(z,y) = (o, yo)[1. T

Wnhiosek 9.3.4. L(E, F;G) wraz z normg
IBIl = 1 Bllz(e,Fic) == sup{l|B(z,y)|l : [zl < 1, |lyll <1}, B € L(E,F;G)
jest przestrzenig unormowang.

(4) Roéwnowaznie: istnieja (a,b) € E X F ir > 0 takie, ze B(B(a,r) X B(b,r)) jest zbiorem ograniczonym. Uwaga: dla

unikniecia kolizji oznaczen piszemy chwilowo B(a,r) zamiast B(a,r).
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Zauwazmy, ze jezeli E # {0} i F' # {0}, to
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=su 1B,y =su T x| = =
18] = sup {Ei i < (o) € Bex o f = supf| B+ el =1 ol =13

oraz, ze || B|| jest najmniejsza stala C taka, ze (v) zachodzi. W szczegdlnosci,

[1B(z,y) < [IBllll=lllyll, (z,y) € Ex F.

Przyktlad 9.3.5 (Przyktady odwzorowan dwuliniowych).  (a) L(E,F) x E > (L,x) 2 L(z) € F,
|B]l < 1. Ponadto, jezeli E # {0} i F # {0}, to ||B|| = 1. Istotnie, jezeli g € E i yo € F sa
takie, ze ||zl = |lyoll = 1, to zdefiniujmy & : K-z — K wzorem £(Axg) := A. Jest to oczywiscie
odwzorowanie liniowe oraz ||§ H = 1. Z twierdzenia Hahna-Banacha (°) (%) dostajemy odwzorowanie
liniowe ¢ : E — K takic, e £ = £ na K - 2o oraz ||€] = 1. Niech teraz L(z) := £(2)yo, = € E. Wtedy
IB(L, 2)|| = [€(2)| < |l oraz || B(L,xo)|| = |&(x0)| = 1.

(b) L(F,G) x L(E,F) 3 (Q,P) v> Qo P € L(E,G),
i G # {0}, to | B|| = 1 (CWICZENIE).

|B|| < 1. Ponadto, jezeli E # {0}, F' # {0}

Propozycja 9.3.6. (a) Odwzorowanie L(E,F;G) > B W2, (E >z — B(z,) € L(F, G)) €
L(E,L(F,Q@)); jest dobrze okreslone, izomorficzne i izometryczne, tzn.

& € Isom(L(E, F;G), L(E,L(F,G))), |®B)|=|B|, Be€L(E,F;G). (7)

(b) Jezeli E i F sq skoticzenie wymiarowe, to L(E, F;G) = Hom(E, F;G).
Analogiczne wlasnosci przystuguja odwzorowaniu
L(E,F;G)> B (F Sy B(.y) € L(E, G)) e L(F,L(E,G)).

Dowdd. (a) Jest oczywiste, ze B(x,-) € L(F,G) dla dowolnego z € E. Ponadto, ||B(x,-)| < ||B]|[||=]-
Stad ®(B) € L(E,L(F,G)) 1||2(B)| < ||B]. Ostatecznie ¢ € L(L(E, F;G),L(E,L(F,G))) i ||P| < 1.
Teraz przechodzimy do odwzorowania ¥ = @~ 1:

L(E,L(F,G)) > AL (E X F 3 (2,y) — Az)(y) € G) € L(E, F;Q).

Poniewaz [|A(z)(y)| < [[A@)[llyl < [Allllzlllyll, zatem ¥(A) € L(E, F;G), [¥(A)l| < [|A]. Wynika
stad, ze ¥ € L(L(E,L(F,G)),L(E,F;G)) 1 ||¥| < 1.

(b) Na podstawie (a) i Propozycji 9.2.13 mamy: L(E, F;G) ~ L(E, L(F,G)) = Hom(E, Hom(F, G)) ~
Hom(E, F; G). d

Whniosek 9.3.7. Jezeli G jest przestrzeniq Banacha, to L(E, F; G) jest przestrzenig Banacha (8).

9.4. Rodziny sumowalne IT

7Z przeliczalnymi rodzinami sumowalnymi spotkalismy sie juz podrozdziale 5.7. Obecnie uzupelnimy
nasza wiedze.

Niech X i I beda dowolnymi niepustymi zbiorami i niech E bedzie ustalona przestrzenia Banacha
nad K (E # {0}). Zakladamy, ze I jest zbiorem nieskonczonym. Nie zaktadamy, ze I jest zbiorem
przeliczalnym. Oznaczmy przez F(I) rodzine wszystkich niepustych skonczonych podzbiorow I.

Rozwazmy rodzine funkcji f; : X — E, i € I.

Tak, jak poprzednio zdefiniujmy f4 := Y. fi, A € F(I).

i€EA

5) Hans Hahn (1879-1934).
6) Twierdzenie Hahna—Banacha. Niech V bedzie podprzestrzeniq przestrzeni unormowanej (E, || ||) 4 niech & :

V' — K bedzie funkcjonatem liniowym takim, ze [€(@)] < |lz||, = € V. Wtedy istnieje funkcjonat liniowy 2: E — K taki,
zef & naV oraz |f(x)| [lz|l, = € E.
W szczegolnogci, ||®]| = ||~ || =1 oile E # {0}, F # {0} i G # {0}.
Esg Bo L(E, L(F,G)) jest przestrzenig Banacha.
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Definicja 9.4.1. Powiemy, ze rodzina funkcji (f;):cs jest jednostajnie sumowalna na X, jezeli istnieje
funkcja f;: X — FE taka, ze

Ves0 35(e)=5(e.1)eF (1) YVaes1):s@)ca | falz) — fi(@)]| <e, z€X;

funkcja f; jest wyznaczona jednoznacznie (CWICZENIE). Nazywamy ja sumg rodziny f i oznaczamy przez

> fi
icl

Jezeli rodzina (|| fi]|)ier jest jednostajnie sumowalna na X, to méowimy, rodzina (f;);er jest bezwzgled-
nie jednostajnie sumowalna na X.

Nastepujaca propozycja pozwala zredukowaé przypadek dowolnego I do (poprzednio badanego) przy-
padku, gdy I jest przeliczalny.

Propozycja 9.4.2. Jezeli rodzina (fi)ier jest jednostajnie sumowalna na X, to #{i € I : f; Z0} <N
Dowdd. Dla dowolnego e > 01 € I\ S(e) mamy:

i@ = [l fgyuse) (@) = fs@ @) < [ friyuse (@) = fr@)]| + [ s () — fr@)] <26, ze X
Innymi stowy: {i € I : Jpex : ||fi(z)|| > 2e} C S(e) dla dowolnego € > 0. W takim razie

{z’e]:fi;_éo}cGS(%). O
n=1

Obserwacja 9.4.3. Niech L : E — F bedzie operatorem liniowym i ciagtym. Jezeli (f;)ier jest
rodzing jednostajnie sumowalng na X, to rodzina (L o f;);es jest rowniez jednostajnie sumowalna na X

oraz ZLofz_L(ZfZ)

icl
Istotnie, || Z Lsz z) = Lo fi(z)| < |[Ll[[fa(z) = fi(2)], A € F(I), v € X.

Uogolnieniem Twierdzenia 5.7.11 o mnozeniu mnozeniu rodzin sumowalnych jest nastepujace twier-
dzenie:

Twierdzenie 9.4.4. Niech E, F,G bedq przestrzeniami Banacha. Zatdzmy, Ze:

e B:EXxF — G jest operatorem dwuliniowym ciggtym,

o fi:X—FE icl g;:X—F,jcJ, sqgodwzorowaniami ograniczonymd,

o (fi)icr jest rodzing jednostajnie sumowalng na X,

o (gj)je jest rodzing bezwzglednie jednostajnie sumowalng na X.
Wtedy:

o (B(fi,95))G.5)erxs jest rodzing jednostajnie sumowalng na X,

. > B(fig;) = B(f1,9.)-

(4,4)€EIxJ

Jezeli ponadto (f;)ier jest rodzing bezwzglednie jednostajnie sumowalng na X, to (B(fi, 95)) ¢ j)erxJ

jest rodzing bezwzglednie jednostajnie sumowalng na X.

Dowdd. Jedynym problemem jest jednostajna sumowalnosé rodziny (B(f;, g;)) ¢, j)erx.; jezeli bowiem
jest ona jednostajnie sumowalna, to na mocy Twierdzenia 5.7.10 o grupowaniu wyrazow (z I(j) := I x{j})
oraz Obserwacji 9.4.3, dostajemy

S Bl =3 (X B(e) TE S Btg) TR Bs ).

(i,7)€IXJ JjeJ 1€l JeJ
Niech M > 0 bedzie takie, ze dla dowolnych A € F(I), B € F(J) mamy: || fa(z)]| < M, > |lg;(z)| <
JEB
M, xz € X. W szczegolnosci, || fr(z)|| < M oraz ) |lgj(z)|| < M, z € X.
j€J

J
Wezmy ¢ > 0 i niech zbiory S(¢) € F(I), C(g) € F(J) beda takie, ze || fa(z) — fr(z)|| <&,z € X, dla
dowolnego A € F(I) takiego, ze S(e) C A oraz ). ||g;(z)|| <€, z € X, dla dowolnego B € 3"(J \ C(¢)).
JjEB

Niech teraz D € F(I x J) bedzie taki, ze S(¢) x C(g) C D. Dla dowolnego j € J niech D(j) :={ieI:
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(i,7) € D} (9) . Zauwazmy, ze na podstawie Obserwacji 9.4.3 (z L := B(fy,-)) mamy

> B(fi,g;) = B(fr,95) = > B(fi9;) = > B(fr,9:) = Y_ B(fpij) — f1.95);

(i,j)€D (i,5)€D jeJ jeJ
gdzie fz := 0. Wynika stad, ze

| > BUg) = BULe| <IBI( XS Ifo6) — filllgsll+ Y- Wpe) = filllgsl)

(¢,5)eD JEC(e) JgC(e)
<UBI (=Y llgsll +2M 7 llgsll) < 3M]BJl
= J¢C(e)

W przypadku, gdy rodzina (f;);cs jest bezwzglednie jednostajnie sumowalna, na podstawie pierwszej
czesci twierdzenia (zastosowanej do mnozenia) wnioskujemy, ze rodzina (|| f;||[lg;1|)¢i,j)erx jest jedno-
stajnie sumowalna. W szczegolnosci, spetnia ona warunek Cauchy’ego. Pozostaje jeszcze tylko zauwazyé,
ze dla dowolnego A € F(I x J) mamy

Yo IBGug)l <IBI Y- Ifillllgill- O

(3,5)€A (3,5)€A
9.5. Twierdzenie Lévy’ego—Steinitza
Twierdzenie 9.5.1 (Lévy-Steinitz (1°) ). Niech a = (a”)32, C R™ bedzie ciggiem takim, ze lim a” = 0.

V—00

Zdefiniugmy:

oo o0
S(a) = {m € R" : 3,.n—n : 0 jest bijekcja, szereg Z a’™) jest zbiesny oraz x = Z a"(”)}.
v=1 n=1
Jesli S(a) # @, to S(a) jest rzeczywistq podprzestrzeniq afiniczng R™.
Obserwacja 9.5.2. (a) z € S(a) wtedy i tylko wtedy, gdy 0 € S((a' — x,a?,a3,...)).
(b) Dla dowolnego odwzorowania liniowego L : R* — R™, jezeli x € S(a), to L(z) € S((L(a'), L(a?),...)).
Na poczatek ustalmy oznaczenia uzyte w dowodzie. W R"™ rozwaza¢ bedziemy norme euklidesowa. Dla elementu
z € R® = R"~! x R bedziemy pisa¢ x = (z’, z,). Rzutowanie na poszczegdlne wspotrzedne oznaczymy odpowiednio
’
R">z+ >z €eR", R"3z %z, cR
Dowo6d Twierdzenia 9.5.1 opieraé sie bedzie na nastepujacych dwoch lematach, ktére udowodnimy pézniej.
Lemat 9.5.3. Jesli (0/,0),(0',1) € S(a), to (0,2) € S(a).
Lemat 9.5.4. Jesli (0’,0),(0',1) € S(a), to (0/,t) € S(a) dla dowolnego t € (0,1).
Dowdd Twierdzenia 9.5.1. Niech z!',2? € S(a), t € R. Wystarczy pokazaé, ze bar(t,z!,z2) := (1 — t)z! + tz? € S(a).
Zauwazmy, ze bar(t, 2!, 2?) = bar(1 — t, 22, z'). Mozemy wiec zalozy¢, ze t > 0. Poniewaz
bar(2t,z', 2?) = (1 — 2t)z’ + 2ta? = —z' + 2[(1 — t)z! + t2?] = bar(2, 2, bar(t, 2!, 2?)),

2 1

mozemy sie ograniczy¢ do przypadku ¢t € (0,1] U {2}. Przypadki ¢t = 1 i 2! = 22 sa trywialne. Wstawiajac a! — =

w miejsce al mozemy zalozyé¢, ze 2! = 0. Niech L bedzie izomorfizmem liniowym takim, ze L(z?) = (0’,1). Wstawiajac
L(a¥) w miejsce a”, v = 1,2,..., mozemy zatozyé, ze x> = (0’,1). Twierdzenie jest teraz natychmiastowa konsekwencja
przedstawionych powyzej lematow. O

Przechodzimy do lematéw. Poniewaz (0,0),(0’,1) € S(a), mozemy zalozy¢, ze wyrazy szeregu a ulozone sa pewien
szczegblny sposob.

Niech Ko = @ i przeprowadzmy nastepujaca konstrukcje indukcyjna. Niech £ € N i zalézmy, ze skonstruowaliSmy zbiér
Ky_1. Poniewaz (0’,1) € S(a), istnieje zbiér skoriczony J; D K,_1 U {£} taki, ze

1
V_ / -_—
E a (0,1)H<Z.

vedy

Poniewaz (0’,0) € S(a), istnieje zbiér skoriczony K, D J, taki, ze

9) Odnotujmy, ze S(e) C D(j) dla j € C(e).
10) Paul Pierre Lévy (1886-1971).
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Oznaczmy teraz j; = #Jp, ke = #Kp, £ = 1,2,..., i przetasujmy szereg tak, aby elementy J; (odpowiednio Kj)
stanowily pierwsze j, (odpowiednio ky) wyrazéw szeregu po przestawieniu, £ =1,2,....
Ostatecznie mozemy zalozyé, ze istnieja liczby 0 = ko < j1 < k1 < j2 < k2 < j3 < k3 < ja < ka < ... takie, ze

Je 1 ko
v <= v
| -@nf<g |[Xe

v=1 v=1

W dowodach obu lematéw kluczowa role odegra nastepujacy fakt, ktéry udowodnimy pézniej.

1
< =12

Lemat 9.5.5. Przyjmijmy, ze cigg sum cze¢Sciowych szeregu a ma punkt skupienia x € R"™. Wtedy z € S(a).

Dowdd Lematu 9.5.3. Ustawmy wyrazy szeregu w nastepujacej kolejnosci:
1,71, ki+1,....52, ji+1,...k, J2+1,... k2,
ko +1,....53, ks+1,....5a, Jz+1,... ks, Ja+1,... ke, .

Ustalmy ¢ € N i przyjrzyjmy si¢ teraz sumie S, utworzonej z pierwszych jog_1 + jor — kae—1 wyrazoéw tak ustawionego
szeregu. Mamy:

J2e—1 J2e
Ise-@2< | Y@ -@nf+] Y @ -0
v=1 v=kg¢_1+
1 J2e kae—1 0
< + Z“V*O’JHJrHZ“" < +L
20—1 H ( ) 20—1 20 ¢—+oco
v=1 v=1
Stosujac teraz Lemat 9.5.5 otrzymujemy teze. O
Przyjmijmy na chwile prawdziwos¢ jeszcze jednego lematu.
Lemat 9.5.6. Niechv',...,v™ €R", 0<t <1, w:=v! 4+ - - +v™, ¢ := max{||v!],...,|[v™"||}. Wtedy istniejqg o0 € Tp,
orazr € {1,...,m} takie, ze
r
H Zv”(i) — th < 3"e.
i=1
Dowdd Lematu 9.5.4. Stosujac Lemat 9.5.6 dla a®e—111 qFe-1+2  gie otrzymujemy o, € Si—kp 11 <o < je—ke—1
takie, ze
re Je
HZCLM*H'W@ — twy|| < 3"y, gdzie wy 1= Z a”, ep:=max{||a”|:v=4ke—1+1,...,50}
i=1 v=ko_1+1

Zauwazmy, ze ey — 0 przy { — +o0.
Ustawmy wyrazy szeregu w nastepujacej kolejnosci:

ko +o01(1), ko +01(2),..., ko +01(j1 — ko), J1+1,51+2,... ki1,
ki +o2(1), k1 +02(2),..., k1 +02(d2 — k1), e+ 1j2+2,..., ko,
ko +03(1), k2 +03(2),..., k2 +03(j3 — k2), Js+ 1,43 +2,...,ks,...

Ustalmy ¢ € N i przyjrzyjmy si¢ teraz sumie Sy utworzonej z pierwszych ky_, +r, wyrazéw tak ustawionego szeregu. Mamy:

kl—l e
IS¢ — (0, )]l < H 3|+ H 3 akertoe) g,
v=1 =1

Stosujac Lemat 9.5.5 otrzymujemy teze. |

1 1 1
+t|Jwy — (07, 1)]| € —— + 3", +t(f + —) — 0.
-1 L £—1) t—+co

Pozostaje udowodni¢ sformutowane po drodze lematy. W ich dowodach przydatny jest kolejny lemat, ktory oczywiscie
na koncu réwniez udowodnimy.

Lemat 9.5.7. Niechv',...,v™ € R™ bedq takie, ze vl +---+v™ = 0. Polézmy € := max{||v!]],...,|[v™|}. Wtedy istnieje
permutacja o € L, taka, ze 0(1) =1 oraz
-
H S
i=1

<3%, r=1,...,m.
Dowdd Lematu 9.5.5. Oznaczmy S; := Zi71 a’,i=1,2,...,iniech 0 =1ip <i1 <iz < ... beda takie, ze lim s;, =x.
- £—+oo
Stosujac Lemat 9.5.7 dla uktadu S;, _, — S, + ate—1t1 gile—1t2 gile—1+3 gl otrzymujemy permutacie oy € Yip—ig_y
taka, ze oy(1) = 1 oraz
T
’ Sig_y = Siy + E a1t <gmey r =1, i — g,

=1
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gdzie ) ’ ) '
e = max{||S;, _, — Si, + a1, |lat P2 late L flae )}
Ustawmy wyrazy szeregu w nastepujacej kolejnosci:
01(1)701(2)7 ceey Ul(il)y
i1+ 02(1),41 + 02(2),. .., 41 + 02(i2 — i1),
ig +o3(1),i2 +03(2),...,12 + 03(i3 — 12), ...
Ustalmy ip_1 < k < i i przyjrzyjmy sie sumie S. Mamy:

ig—1 k—ip_q
Sk — || < HZGV* + 1186, fSi,,HJr‘ Sip_1 — Siy + Z ale—1toe()
v=1 i=1
ig—1

< H Za”, +‘|Sii—l 7Si/z‘|+3n5£ — 0.
3 £—+o0
v=1
Zbieznos¢ pierwszych dwoch sktadnikéw wynika ze zbieznosci podciagu ciagu sum czeSciowych a, trzeciego zas dodatkowo
ze zbieznodci lim a¥ = 0. Tym samym otrzymujemy teze. O
v—oo
Dowdd Lematu 9.5.6. Przypadek w = 0 jest trywialny. W przypadku w # 0 niech L : R® — R" bedzie izometria taka, ze
L(w) = (0, ||w||). Zastepujac v7 przez L(v?)/||wl|, j = 1,..., m, mozemy zalozyé, ze w = (0, 1). Oznaczmy s, := ngl v,
r=1,...,m. Korzystajac z Lematu 9.5.7, mozemy tak przestawi¢ elementy v!, ..., v, ze |7/ (s:)|| < 3" le,r =1,...,m.
Wezmy najmniejsze r € {1,...,m} takie, ze mn(sy) > ¢ (11). Zauwazmy, ze T (sr) = Tn(sr—1) + T (v") < t+ ¢, co
oznacza, ze ||sp — t|| < |7 (sr)|| 4 |7n(sr) —t] < 377 le + e < 3"e. O

Dowdd Lematu 9.5.7. Przypadek n = 1 jest elementarny — CwiczeNiE. Ponizsze rozumowanie przedstawia krok induk-
cyjny n — 1~ n.

Niech M := max{||sa|l : {1} C A C {1,...,m}} = ||s4,], gdzie s := ZjeA vI. Przypadek M = 0 jest trywialny.
W przypadku M > 0 niech L bedzie izometria taka, ze L(sa,) = (0, ||sa, ). Zastepujac vJ przez L(v7)/||s4, ||, mozemy
zatozy¢, ze sa, = (0',1) (w szczegdlnoéci, M = 1). Przez odpowiednia permutacje elementéw mozemy zalozy¢, ze Ag =
{1,...,¢} oraz (stosujac dwukrotnie zalozenie indukcyjne)

™ r
H Zﬂ"(vj) ‘ <3 le, r=1,...,¢, H Zﬂ/(UZH) ’ <3 le, r=1,...,m—¢
=1 =1

Zauwazmy, ze mn(v?) > 0,5 =1,...,L.

Istotnie, gdyby 7 (v;) < 0 dla pewnego j € {1,...,¢}, to wtedy mielibySmy
s a0\ g3 = 107, 1) = (&' (07), e (W) = 1 = 7 (07) > 1.

Zauwazmy, ze [|s a0\ 53] = 15{1,2,...,m}\ 40\ {7} || 1 jedna z tych sum wystepuje w definicji M (= 1) — sprzecznosc.
Podobnie 7 (v7) <0, j =£+1,...,m (tym razem w dowodzie rozwazamy s4,u(;} — CWICZENIE).
Przystepujemy teraz do konstrukcji permutacji o. Kladziemy o(1) := 1, a nastepnie postepujemy indukcyjnie.
Przyjmijmy, ze skonstruowaliémy wartosci o(1),...,0(k), k = k1 + k2 < m, wykorzystujac wartosci {1,2,...,k1,£ +

1,0+ 2,...,£+ ka} oraz w ten sposob, ze |mn(sk)| < €, gdzie sy, := Z§:1 v7(*) Na wstepie zauwazmy, ze wtedy

el < I17' (sl + (o) sz )

k2
‘ + H Zw/(v“j) ) +e<3" e 43" te 4o < 3"
j=1
o Jesli mp(s,) > 0, to na pewno £+ k2 < m (bo mn(sm) = 0) i ktadziemy o(k+ 1) := £+ k2 + 1.
o Jesli mp(s,) < 0, to na pewno k1 < £ (bo m,(s¢) = 1) i ktadziemy o(k+ 1) := k1 + 1.
e Jesli mp(sg) = 0, to zachodzi jedna z powyzszych nieréwnosci i stosownie dobieramy o(k + 1).
W kazdej z powyzszych sytuacji zachowujemy nier6wnos¢ |mp (sg41)| < . O

9.6. Operator odwracania w algebrach Banacha

Definicja 9.6.1. Mowimy, ze (A, | ||) jest algebrq Banacha z jedynka, jezeli:
A jest algebra z jedynka e,

(A, ) jest przestrzenia Banacha,

lzyll < [lzllllyll, =,y € A,

llell = 1.

Niech O(A) oznacza zbioér elementéw odwracalnych algebry A i niech O(A) 3 « el e O(A).
Odnotujmy, ze A jest bijekcja; A~! = A.

(11) Poniewaz s, = 1 > t, wigc takie r zawsze istnieje.
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Obserwacja 9.6.2. (a) Niech X # @ bedzie zwarta przestrzenia topologiczna i niech A := C(X,K
Wtedy A z norma Czebyszewa (supremowa) jest algebra Banacha z jedynka. Ponadto, O(A) = {f
C(X,K): f(z)#0, z € X} oraz A(f) =1/f.

(b) Niech E # {0} bedzie przestrzeniag Banacha nad K i niech A := L(E,E). Wtedy A z norma
z L(E, FE) i skladaniem jako mnozeniem wewnetrznym jest algebra Banacha z jedynka idg. Ponadto,
O(A) = Isom(E, E) oraz A(L) = L™!.

(¢) Niech A := L(K", K") ~ M(n x n;K) ~ K" (z norma operatorowa z L(K" K")). Wtedy O(A)
to zbior macierzy odwracalnych, tzn. O(A) = {L € M(n x n;K) : det L # 0}. Zauwazmy, ze jest to zbior

)-
€

otwarty w M(n x n; K). Ponadto, odwzorowanie O(A) 3 L Lt e O(A) jest homeomorfizmem.
Powyzsza sytuacja (w (c)) nie jest przypadkowa. Mamy bowiem nastepujacy ogdlny wynik.
Propozycja 9.6.3. Niech A bedzie algebrg Banacha z jedynkqg e. Wiedy:
(a) B(e,1) Cc O(A) oraz (e — )~ ! = iox”, llz| <1, gdzie 2° := e.

(b) Ogdlniej, jezeli a € O(A), to B(a,1/]la™t|) € O(A) oraz (a —x)~t = Y (e tz)a™t, |z|| <
v=0
1/la™t||. W szczegdlnosei, O(A) jest otwarty w A.

(¢) Odwzorowanie O(A) > x ale O(A) jest homeomorfizmem.

Dowdd. (a) Ustalmy = € A, ||z|| < 1. Na wstepie zauwazmy, ze poniewaz ||z¥| < ||z||”, v € N, zatem
szereg jest zbiezny do pewnego elementu a. Mamy:

oo oo o0 oo
(e—x)a:a—xazg x”—g T =, a(e—m):a—ax:E x”—g 2T =e.
v=0 v=0 v=0 v=0

(b) Niech a € O(A). Ustalmy = € A, ||z|| < 1/[|a™}||. Wtedy |la~'z| < 1. Poniewaz a — z =
a(e — a~lz), wystarczy skorzystaé z (a).
(c) Niech a € O(A), ||z]| < 1/||la}||. Na podstawie (b) mamy:
S la= 12|l

[A(@ —2) = A@)]| = (@ =) —a™ | = | (e ) a™ | <D lla M| fll)” = T— a2l O
v=1 v=1

Przypomnijmy, ze dla dowolnych przestrzeni unormowanych F, F', symbol Isom(E, F') oznacza ro-
dzine wszystkich izomorfizméw algebraicznych L : E — F takich, ze L i L™! s ciagle.
Korzystajac z poprzednich rozwazan tatwo dostajemy nastepujacy wynik.
Propozycja 9.6.4. Dla dowolnego Ly € Isom(E, F) i X € L(E, F) takich, ze | X|| < 1/|Ly*|| mamy
oo
Lo— X € lsom(E, F), (Lo—X)"'=Y (Ly'oX)" oLy’
v=0
W szezegdlnosci, zbior Isom(E, F) jest otwarty w L(E, F), a odwzorowanie

Isom(E, F) 5 L% L' € Isom(F, E)

jest homeomorfizmem.



ROZDZIAL 10

Ro6zniczkowanie odwzorowan

10.1. Rézniczkowanie odwzorowan zmiennej rzeczywistej I1

Niech P C R bedzie dowolnym przedzialem nieredukujacym sie¢ do punktu i niech F' bedzie prze-
strzenia unormowana nad K. Najpierw uzupelnimy i poszerzymy nasza wiedze z Rozdziatu 6.

Obserwacja 10.1.1.  (a) Jezeli F = Fy x --- x Fx, f = (f1,..., fn), to
f€D(P F;a) < f; € D(P, Fj;a), j=1,...,N.

Ponadto, f/(a) = (fi(a), ... fiy(a)).

(b) Jezeli L € L(F,G) (gdzie G jest przestrzenia unormowana) i f € D(P, F;a), to Lo f € D(P,G;a)
i (Lo f)(a)=L(f'(a)).
Propozycja 10.1.2. (a) Jezeli f € D(P,F;a), g € D(P,G;a), B€ L(F,G;H), gdzie F, G i H sq
przestrzeniami unormowanymi, to

B(f,9) € D(P,H;a), (B(f,9)) (a) = B(f'(a),g(a)) + B(f(a),g'(a)).
(b) Jezeli H jest przestrzenig Hilberta, f,g € D(P, H;a), to
(f.9) € D(P,H;a),  ({f,9))(a) = (f'(a),9(a)) + {f(a),q'(a)).

Dowdd. (a) Dwuliniowos¢ i ciaglosé B daja:

B(f(a+h),g(a+h)) — B(f(a),g(a))

h

= p(HetN =T g0y )+ (s, LD L g, ga) + B (@), ' (@)

(b) W przypadku gdy K = R, wlasno$¢ ta wynika bezposrednio z (a). W przypadku gdy K = C,
wystarczy zauwazyé, ze w dowodzie (a) korzystalismy tylko z R—jednorodnosci. O

Propozycja 10.1.3 (Wzor Leibniza). (a) Jezeli f € D*(P,F;a), g € D*(P,G;a), B € L(F,G; H),
t
’ ko /k , ,
B(f,9) € D¥(P,H;a), (B(f,9)"(a) = (j>B(f(”(a)>g<k*”(a))~
§=0
(b) Jezeli H jest przestrzeniq Hilberta, f,g € DF(P, H;a), to

k
. k . .
(g e P A, ()@ = 3 ()P ans )
j=0
Dowdd. (a) Dla k = 1 wynik pokrywa sie z Propozycja 10.1.2(a).
k ~~ k + 1: Na podstawie zalozenia indukcyjnego
k

(B9 () =3 (’?)B<f<f‘><x>,g<k*ﬁ<x>>, rel,

=0 M

gdzie U C P jest pewnym otoczeniem a. Rozniczkujac ten wzoér w punkcie a (zgodnie z Propozycja
10.1.2(a)) dostajemy

k
B @) = 3 (5) (B9 @6 @) + B (a4 )

i=0 M

153
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. k+1
kE+1 , .
vy (M B0 @, )
=0~ 7
(b) wynika z (a). O

Propozycja 10.1.4.  (a) Jezeli f € CK(P,F), L € L(F,G), to Lo f € C*(P,G), k € Ng U {oc}.

(b) Jezeli f € C*(P,F), g € C*(P,G), B € L(F,G;H), to B(f,q) € C*(P,H), k € Ny U {co}.
W szczegolnosci: jezeli H jest przestrzeniq Hilberta, f,g € C*(P,H;a), to (f,g) € C*(P,H;a), k €
NO @] {OO}

Dowdd. (a) wynika z Obserwacji 10.1.1(b).

(b) Stosujemy indukcje wzgledem k. Dla k = 0 wynik jest oczywisty.

k ~» k + 1: Na podstawie Propozycji 10.1.2(a) mamy (B(f,q)) = B(f’,9) + B(f,¢’). Poniewaz,
fl€CF(P,F)ig €CFP,QG), zalozenie indukcyjne implikuje, ze (B(f,g))’ € C*(P, H), a stad B(f,g) €
Ck+1(P, H). O

10.2. Pochodne kierunkowe

Niech E i F beda przestrzeniami unormowanymi, niech {2 C E bedzie zbiorem otwartym i niech
f:2— F.Dlaae 2ife€ E,niech

Roe={teR:a+tfe N2}

Oczywiscie 2,0 =R 10 € £2,¢. Dla £ # 0, zbior (2, ¢ jest izomorficzny z 2N (a + RE). Latwo widaé, ze
§2,.¢ jest zbiorem otwartym. Niech

Qo S99 flatte) e F.

Oczywiscie fo,0 = const = f(a), f4,¢(0) = f(a). Dla £ # 0, funkcje fq,¢ mozemy utozsamiac z f|on(atre)-
Jezeli (’1,5 (0) istnieje, to méwimy ze f ma pochodng kierunkowq w punkcie a w kierunku & i definiu-

jemy
of

gt s f(a+t€)7f(a)
8§(a) = foe(0) = lim ——————.

t—0 t

Oczywiscie %(a) zawsze istnieje i 9L (a) = 0.

a0
Dla E =R i ¢ # 0 mamy:

g—‘g(a) istnieje <= f’(a) istnieje. Ponadto, g—g(a) = f'(a)¢.
Zauwazmy, ze dla a € R, mamy
of of of

B(af) (a) istnieje <= g—‘é(a) istnieje. Ponadto, Baf) (a) = oeaé (a).

Poniewaz rozniczkowanie , kierunkowe” sprowadza sie do rozniczkowania pewnej pomocniczej funkeji
jednej zmiennej rzeczywistej, wiele regut rézniczkowania kierunkowego wynika natychmiast z odpowied-
nich wtasnosci rézniczkowania funkcji jednej zmiennej rzeczywistej, np. (przy oczywistych zatozeniach

o fig) mamy:

Jezeli g—g(a) i g—g(a) istnieja, to ‘9({)72'5’)(61) istnieje oraz
of+g), ,_0f 9y

o (a) = a—g(a) + 55(0)-
Jezeli 2L(a) i 24(a) istnieja oraz B € L(F,G; H), to %ﬁ’m(a) istnieje oraz

¢ ¢

Przyklad 10.2.1.

o) = { el (a1,22) # (0.0)

0, jezeli (z1,22) = (0,0
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Wtedy af(O 0) = 0 dla dowolnego ¢ € R? (1) ,ale f(t,1%) = %, a wiec, w szczegolnosei, f nie jest ciggla
w (0,0).

Definicja 10.2.2. Moéwimy, ze f ma w punkcie a ro’z'niczk@ Gateaur (rézniczke stabg) (2) , jezeli ﬁ(OL)

3
istnieje dla dowolnego & € E oraz odwzorowanie E 3 £ L, ‘g—é( a) € F jest liniowe i ciagle; odwzorowanie

to nazywamy rdzniczkq Gateauxr odwzorowania f w punkcie a.

Przyktad 10.2.1 pokazuje, ze istnienie rézniczki Gateaux nie implikuje nawet ciggltosci odwzorowania
w punkcie.

Jezeli L : E — F jest operatorem liniowym nieciagtym (takim, jak, np. w Obserwacji 9.2.4), to
%—2(0) = L(§) dla dowolnego & € E. W szczegolnosci, odwzorowanie E > £ — %—g(a) € F jest liniowe,
ale nieciaggte.

Dla E = R mamy: 4, f istnieje <= f’(a) istnieje.

Jezeli E =R" i (e1,...,e,) jest baza kanoniczna w R™, to
of L of
Oe; Be; @ = " Oz, Py
J J

nazywamy j-ta pochodng czgstkowq (o ile istnieje).
Jezeli ponadto F' =R™, f = (f1,.-., fm), to macierz

0
1@ = | §5 )] k
j=1,...,m, k=1,...,n

(o ile wszystkie pochodne czastkowe istnieja) nazywamy macierzqg Jacobiego odwzorowania f w punkcie
a (3) . Jezeli m = 1, to macierz Jacobiego nazywamy gradientem funkcji f w punkcie a:

grad f(a) = [%(a), ce 3‘11 (a)} .

Jezeli m = n, to det J f(a) nazywamy jakobianem odwzorowania f w punkcie a.

Przyktlad 10.2.3. Niech

) = %, jezeli (x1,z2) # (0,0)
1,42) .-— .
0, jezeli (z1,22) = (0,0)
Wtedy £2(0,0) = £2(0,0) = 0, ale 5355(0,0) nie istnicje.
Niech
f(il' T ) . mlmjf(f-lzéw)> jCiCh (Il,iEQ) 7é (0,0)
1,42) -— .
0, jezeli (z1,22) = (0,0)
Wtedy %{(O, 0) = f(¢) dla dowolnego £ € R?, ale odwzorowanie
0
RZ>5¢— a—é(o,o) eR
nie jest liniowe.
Obserwacja 10.2.4. (a) Jezeli E jest skoniczenie wymiarowa, to dla istnienia rozniczki Gateaux

istotna jest tylko liniowosé¢ odwzorowania & — ﬂ( ).

¢
(b) Jezeli E =R"™ i é,f istnieje, to
0 7] 3]
00O = @ = 5L @6+ 4 P @ —gad S, €= (610nr) € R,

(¢) Jezeli F = Fy X+ X Fn, f = (f1,...,fN), to d.f istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy dq f1,. -, dafN
istnieja. Ponadto, d,f := (04 f1,. ., 0afN)-

1 F(t)—1(0) _ _tE1€3
( ) Dla & # (0,0) mamy 7 = t4§%+2§‘21'
2) René Gateaux (1880-1914).

3) Carl Jacobi (1804-1851).
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(d) Jezeli E=R"™, F =R™id,f istnieje, to Jf(a) jest reprezentacja macierzows d, f, czyli

0
(0.0)€) = S @ = J(a)g, € e R,
Niech &1, ...,&; € E. Jezeli pochodna kierunkowa
akflf
S (@)
0&i—1...0&
rzedu k—1 w kierunku wektorow &1, . .., g1 istnieje dla x z pewnego otoczenia punktu a, to definiujemy
pochodng kierunkowq rzedu k w kierunku wektorow &1, . .., & jako
8kf o akflf
o Dy,
O ... 06 08 \Oj—1 ... 08

Odnotujmy (CWICZENIE), Ze

8k+£f al akf
(a) = ( )(@).
Ote ... 06 Opyp - O8y1 \ O ... 061
W szczegolnosei, dla E = R™ definiujemy n* pochodnych czastkowych rzedu k:
oFf
a(L'ik 895“ (CL), *L » < { ’ ,’ﬂ}

Przyklad 10.2.5. Niech

%ﬁzg), jezeli (z1,22) # (0,0)
f(z1,22) = S
0, jezeli (1, 22) = (0,0)

Wtedy g—xfl(x) i 9L (1) istnieja dla dowolnego € R? oraz

6902
*f (0,0) = — *f
85[3181’2 ’ o 81‘281’1

Propozycja 10.2.6 (Twierdzenie o réwnosci pochodnych mieszanych). Zatézmy, ze pochodne kierun-

(0,0) =1 (CWICZENIE).

kowe , )
of of

istniejq dla x z otoczenia punktu a i sq¢ ciggle w punkcie a. Wtedy
0% _ 0%

acon'™ = gnoe @)

Dowdd. Mozemy zatozyé, ze &, n # 0 i, dalej, ze ||£]| = ||n|| = 1. Niech kula B(a,3r) C 2 bedzie taka, ze
pochodne mieszane istnieja dla dowolnego punktu x € B(a, 3r). Zdefiniujmy

52
B(t) 1= fla-+ 6+ tn) — flat 1) = flat )+ (@) ~ £ 50 (@) <
Pokazemy, ze $(t)/t?> — 0 przy t — 0+, co wobec symetrii wyrazenia
fla+t€+tn) = fla+1t6) = fla+tn) + f(a),
da zadany wynik.
Wystarczy pokazaé, ze
0% o*f
<t? - :0< <ty <t<r
120 < & sup {| 525 (0 +-w€ +ym) = g (@) o< wmy <o}, 0<i<r (1)

Ustalmy 0 < ¢ < r i niech

0%
0&0n

g(y) == fla+t&+yn) — fla+yn) —ty (@), 0<y<r
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Mamy @(t) = g(t) — g(0). Ponadto,
of of o°f
"(y) = == t - = —t .
9' () o (@ Ty = 5 (et ym) —taa (a)
Na podstawie twierdzenia o przyrostach skoiiczonych, mamy:
12(8)]] < tsup{llg'(y)]l : 0 <y <t} (1)
Ustalmy teraz 0 < y < t i niech
2
h(zx) := Z—i(a—l—xf—i—yn) - zaign(a), 0<z<r
Mamy ¢'(y) = h(t) — h(0). Ponadto,
0% f o*f
/ o .
Na podstawie twierdzenia o przyrostach skornczonych, dostajemy
lg' W)l < ysup{[|'(z)] : 0 < = < 2},
co tacznie z (1) daje (1) O

Whiosek 10.2.7. Niech&y,..., & € E (k > 2). Zatézmy, ze dla dowolnego ¢ € {2,. ..k} i dla dowolnego
odwzorowania injektywnego 7 : {1,...,0} — {1,...,k}, pochodna kierunkowa
otf
TP T ()
) - - 081

istnieje dla x € (2 oraz funkcja

of
e e @

Ere) - - - & (1)

jest ciggta na catym §2 dla ¢ < k oraz jest ciggta w punkcie a dla ¢ = k. Wtedy dla dowolnej permutacyi
k—elementowej o mamy:

23>z +—

orf orf
(a) = ().
agg(k) . 850(1) 6£k . 8{1
Dowdd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na k. Przypadek k = 2 zostal rozwiazany w poprzedniej
propozycji. Zatézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla k — 1 i niech o bedzie dowolna permutacja k
elementows.
Przypadek o(j) =4, j=1,...,k—2,0(k — 1) =k, (k) = k — 1 redukuje sie do przypadku k = 2:

akf (a) _ 82 ( ak72f ) o) — 82 ( 8k72f )(a) - 5kf (a)
0oy -0y O&k—108k \OC—z ... 06 08k 08,—1 \Ok—z ... 0 0. 06
Przypadek o(k) = k wynika z zalozenia indukcyjnego:
0 a0 oy _0 (T Ny O
Oy - - 0oty (@)= 3¢, (aga<k,1)..,aga(1)) Y= e, (ag,H ...agl)(“) T 96 ... 06 (a).

Pozostale przypadki wynikaja z faktu, iz kazda permutacja jest ztozeniem pewnej liczby permutacji
powyzszych dwoch typow. O
10.3. Roézniczkowanie odwzorowan zmiennej wektorowej

Niech E i F beda przestrzeniami unormowanymi nad K, niech 2 C E bedzie zbiorem otwartym,
f: 82— F iniech a € 2.

Definicja 10.3.1. Powiemy, ze odwzorowanie f jest rdzniczkowalne w punkcie a (ma w punkcie a
rozniczke Frécheta (mocng) (*)), jezeli istnieje odwzorowanie L € L(E, F) takie, ze

fla+h) = f(a)+ L(h) + o([|h]]) gdy h — 0.

(1) René Fréchet (1878-1973).
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Roéwnowaznie,
fla+h) — f(a) — L(h)

=0.
E.3h0 ]

Odnotujmy, ze oczywiscie definicja ta nie zalezy od wyboru normy (w klasie norm réwnowaznych).
Zbior wszystkich odwzorowan f : {2 — F rézniczkowalnych w punkcie a bedziemy oznaczaé roboczo
przez D(£2, F; a). Oczywiscie, kazde odwzorowanie stale jest rézniczkowalne (L = 0).

Obserwacja 10.3.2. (a) Jezeli f jest rozniczkowalne w punkcie a, to f jest ciagle w punkcie a.
(b) Kazde odwzorowanie liniowe i ciagte L € L(FE, F) jest rozniczkowalne w kazdym punkcie a € E.
Istotnie, L(a + h) = L(a) + L(h).
(c) Jezeli f jest rozniczkowalne w punkcie a, to f ma rézniczke Gateaux w punkcie a i d,f = L (gdzie
L jest odwzorowaniem wystepujacym w definicji rozniczkowalnosci w sensie Frécheta).
Istotnie, dla dowolnego & € E mamy

fla+1t€) = fla) + L(t€) + o([[t&]]) = f(a) +tL(E) + o(t), gdy t — 0.

Jak wiemy, istnieja odwzorowania nieciagte majace rozniczke Géateaux, a wiec rézniczkowalnosé
w sensie Frécheta jest istotnie mocniejsza.
(d) Jezeli E = R™, to f jest rozniczkowalne w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje L € L(R™, F')
oraz odwzorowania g, ..., g, : 2 —a — F takie, ze

fla+h)=fa)+Lh)+ Y hjgi(h), h=(h1,....hn) € 2—a.
j=1

Istotnie, jest widoczne, ze powyzszy warunek jest wystarczajacy. Przypusémy teraz, ze f(a + h) =
f(a) + L(h) + o(]|hl]), gdzie L € L(R™, F). Definiujemy

gj(h)::”Z#(f(a+h)ff(a)fL(h)>, he(@—a), ¢(0):=0, j=1.....n.

7 powyzszej obserwacji wynika, ze jezeli f jest rézniczkowalne w punkcie a, to odwzorowanie L
wystepujace w definicji jest jednoznacznie wyznaczone. Oznaczamy je przez f'(a) i nazywamy pochodng
(rozniczkq Frécheta) odwzorowania f w punkcie a. Mamy wiec

@€ LEF),  [la)h) =000 =5

Przypomnijmy, ze const’(a) = 0 i jezeli L € L(E,F), to L'(a) = L dla dowolnego a € E (Obserwacja
10.3.2(b)).

%), ner

Uwaga 10.3.3. W przypadku przestrzeni zespolonych musimy wyraZnie rozréznia¢ pomiedzy rézniczko-
waniem w sensie zespolonym i rézniczkowaniem w sensie rzeczywistym. Oczywiscie kazde odwzorowanie
C-liniowe jest R-liniowe. Tak wiec, jezeli F, F' sa przestrzeniami nad C i odwzorowanie f jest réznicz-
kowalne w punkcie a w sensie zespolonym (tzn. rozniczka f'(a) jest C-liniowa), to f jest rézniczkowalne
w punkcie a w sensie rzeczywistym. Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Np. jezeli L € L(E, F') jest
odwzorowaniem R-liniowym, ktére nie jest C—liniowe, to L jest rozniczkowalne w sensie rzeczywistym,
ale nie jest rozniczkowalne w sensie zespolonym; dla przyktadu: E = F :=C, L(z) :=%, z € C.

Obserwacja 10.3.4. (a) Jezeli E =R, to f jest rozniczkowalne w sensie Frécheta w punkcie a wtedy
i tylko wtedy, gdy f'(a) istnieje w zwyklym sensie. Ponadto, f'(a)(h) = f’(a)h dla dowolnego h € R.
(b) Jezeli F' = F1 X e X FN, f = (fl,...,fN), to
f €D, F;a) < f; € D(2,F};a), j =1,...,N. Ponadto, f'(a) = (fi(a),..., fy(a)).

(c) Jezeli f,g € D(2,F;a), to uf +vg € D(2,F;a) oraz (uf +vg)(a) = pf'(a) + vg'(a), p,v € K.
Innymi stowy, D(£2, F; a) jest K—przestrzenia wektorowa, a operator D(§2, F;a) 3 f — f'(a) € L(E, F)
jest K-liniowy.

(d) Jezeli L € L(F,G) (gdzie G jest przestrzenia unormowana) i f € D(§2, F;a), to Lo f € D(£2,G;a)
i (Lo f)(a)=Lo f(a)
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(e) Jezeli B € L(E, F;G), to B'(a,b)(h, k) = B(h,b) + B(a, k), (a,b), (h,k) € E x F.
Istotnie, odwzorowanie E x F' 3 (h, k) N B(h,b) + B(a, k) € G jest liniowe i ciaglte. Ponadto,
Bla+ h,b+ k) — B(a,b) — (B(h,b) + B(a,k)) = B(h, k)

159

oraz

[B(h, K)| - [IBIIIIA]I%]
R+ WEIE Al + NI
Propozycja 10.3.5. (a) Jezeli f € D(2,F;a), g € D(2,G;a), Be L(F,G;H), gdzie F, G i H sq
przestrzeniami unormowanymi, to B(f,g) € D(£2, H;a) oraz
(B(f.9)) (a)(h) = B(f'(a)(h), g(a)) + B(f(a),g'(a)(h)), he€E.
(b) W szczegdlnosci, jezeli f € D(2,K;a) i g € D42, F;a), to f-g € D(2,F;a) oraz
(f-9)(a)(h) = f'(a)(h) - g(a) + f(a) - ¢'(a)(h), h€EE.
(c) Jezeli H jest przestrzeniq Hilberta, f,g € D(£2, H;a), to

(f,9) € D(2,H;a) i ({f,9)) (a) = (f'(a),9(a)) + (f(a), g'(a)).

Dowdd. (a) Operator E > h s B(f'(a)(h),g(a)) + B(f(a),¢'(a)(h)) jest oczywiscie liniowy i ciagly.
Wobec dwuliniowosci B, dostajemy:

B(f(a+ h).gla+ 1) — B(f(a),g(a)) ~L(h) _ ¢ f(a+h) — f(a) — F(a)(h)
Il =5 Tl 9la+h)
gla+h) - gla)— g @h) (@)
4] )+ B(

Ciaglosé B oraz rozniczkowalno$é f i g w punkcie a (w szczegolnosci, ciagltosé g w punkeie a) implikuja,
ze Ay(h) — 01 Az(h) — 0 oraz [|As(h)|| < ||BIlllf(a)llllg(a + ) — g(a)|| — 0, gdy h — 0.

(b) wynika z (a).

(c) W przypadku, gdy K = R wlasnos¢ ta wynika bezposrednio z (a). W przypadku, gdy K = C
wystarczy zauwazy¢, ze w dowodzie (a) korzystaliSmy tylko z R—jednorodnosci. O

BRI+ 11[D)-

+ B(f(a), gla+h) = g(a)) = Ar(h) + Az(h) + As(h).

Propozycja 10.3.6 (Rozniczkowanie ztozenia). Niech G bedzie przestrzeniq unormowang, niech U C
G bedzie zbiorem otwartym, niech p : U — FE i niech to € U. Zatézmy, ze ¢ € D(U,E;ty), f €
D(£2, F; p(to)) i p(U) C £2. Wiedy f oo € DU, Fito) oraz (f o @) (to) = f'((to)) © ¢'(to)-
Dowdd. Niech a := p(to), B := ¢'(to), A := f'(a),
p(to +t) = p(to) + B(t) + BW)tl,  fla+h) = fla) + A(h) + a(h)|A],

gdzie }irr(l) B(t) =0, }llin}) a(h) =0.

Oczywiscie Ao B € L(G, F). Dla malych t € G, niech

h(t) == @(to +t) — p(to) = B(t) + B)||t].
Oczywiscie h(t) — 0, gdy t — 0. Mamy:
(fop)to+1t) = fla+h(t) = fla) + AB() + SD)[E]) + a(h()IB(E) + BE)[] ]
= (fop)(to) + A(B(t)) + @)l

gdzie
3(t) = 4B + )| T + 50|

Pozostaje jeszcze zauwazy¢, ze y(t) — 0, gdy t — 0. d

Obserwacja 10.3.7. Propozycja 10.3.5 wynika z Propozycji 10.3.6 i Obserwacji 10.3.4(b, e). Istotnie,

(B(f,9)) (a)(h) = (B (f,9)) (a)(h) = (B'((f,9)(a)) o (£, 9) () (h)
= B'(f(a),9(a))(f'(a)(h), ¢ (a)(h)) = B(f'(a)(h),g(a)) + B(f(a),g'(a)(h)).
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Jezeli E = Fy X -+- X En, a=(ai,...,an), to definiujemy
.Qaj = {!L‘j S Ej : (al,...7aj,1,mj,aj+1,...7an) S 9}7

faJ(.ZJ) 7f(a1, cy A1, X5, A4y an) :EjE_Q D j=1,...,N;
zauwaziy, ze {2, ; jest zbiorem otwartym w E;. Powiemy, ze f ma w punkcie a rdzniczke czgstkowq
w kierunku przestrzeni E;, jezeli rézniczka faj(a]) € L(E;, F) istnieje. Oznaczamy ja wtedy przez

aalgj ().
Obserwacja 10.3.8. Jezeli dimE; = 11 E; = R¢ (dla pewnego j), to %(a) istnieje wtedy i tylko
wtedy, gdy g—’g(a) istnieje. Ponadto,
5f af
i h; € E;.
Propozycja 10.3.9.  (a) Jezeli f’(a) istnieje, to (r;,—hfl(a)7 NN %(a) istniejg oraz

h)_z;aaﬁfﬂj(a)(hj)v hf:(hl,...,hN)eE‘l><...><EN7

czyli
of / .
8E()(h):f(a)(O,...,O,hj,O,...,O), thEj, j=1,...,N.
W szczegdlnosei, dla E = R™, jezeli f'(a) istnieje, to istniejg pochodne czgstkowe g—wfl(a), cee %(a)

oraz f'(a)(h) = Zl a%(a)hj.
j=
(b) Niech ¢ € D(U, E;to) i f € D02, F;0(to)) bedg takie, jak w twierdzeniu o rézniczkowaniu ztoze-
nia. Zatoimy, ze

G=G1x--xGp, E=E x---xE,, ¢=(p1,...,0n)

Wtedy:
( 0 ) (to) (X) = ZZ( 0o 08 (1)) (Xe). X = (Xp,.... ) €Gux o x G
0 8Gk 0 k)s = 1y---5p 1 P
k=1j=1

czyli

fop) N~ (9f dp; _

oG, R =3 (i, Pt © 5L (00)) (Xi), k=10
W szczegolnosci, dla G = KP, E = K", dostajemy

fop), \ <= 0f dp; B
atk (t()) - = 6:0] (Qo(t )) 8t (t())a k= ]-7 Ry 2

Jezeli ponadto F' = K™, to powyiszy wzor ma nastepujgcq interpretacje macierzowq:

J(f o p)(to) = Jf(p(to)).Jo(to). ()

Dowdd. (a) Zauwazmy, ze fq; = f 01, ;, gdzie

Ya,j
QaJ’ Sx; — (al,...,a]—_l,xj,aj_,_l,...,an) € F1 x---xX Ey.
Wystarczy teraz skorzystaé z twierdzenia o rézniczkowaniu ztozenia:

fai(ai)(hy) = (f 0 va3) (a;)(h;) = (f'(Va,j(a;)) © ¥q ;(a;))(h;) = £'(a)(0,...,0,h;,0,...,0).

(5) Przypomnijmy, ze wzoér ten jest prawdziwy przy zalozeniu, ze ¢'(to) i f'(¢(to)) istnieja. Jezeli istniejg tylko
pochodne czastkowe (tak, ze wszystkie wystepujace obiekty maja sens), to wzor nie musi zachodzi¢. Dla przyktadu, niech
@R — R2, p(t) := (t,t2) (odnotujmy, ze ¢ jest klasy C*), f : RZ — R, f(t t2) := 0, f(t,0) = f(0,t) :=t, a poza tym

f jest okreslona dowolnie, tg := 0. Wtedy ¢(0) = (0,0), foe =0, Jp(0) = Jf(0,0) =[1,1], Jf(0,0).J(0) = 1.

0 )
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(b) Na podstawie (a) mamy:

e
se (10) (X))

>

k=17

NE

(f 09)'(to)(X) = f'(o(to)) (¢’ (t0) (X)) = f’(w(to))(

>~
Il

1
n

=3 o el (X gk t)(xi)
J k=1

n
j=1 =

(3 e(t0) 0 G- 10)) (X0). O

1

Twierdzenie 10.3.10 (Twierdzenie o przyrostach skoniczonych). Zatdzmy, ze D C E jest obszarem
gqwiaZdzistym wzgledem punktu a (tzn. [a,x] C D dla dowolnego x € D). Niech f : D — F bedzie
odwzorowaniem cigglym takim, ze f'(x) istnieje dla @ € D\ S, gdzie S C D jest zbiorem takim, ze
#(SNJa,z]) < Vo dla dowolnego x € D. Wtedy dla dowolnego L € L(E, F) mamy:

If(z) = fla) = L(z — a)|| < sup{||f'(§) = L|| : € € [a, 2]\ S}z —all, x€D.
W szczegolnosci,
If(2) = fla)ll < sup{llf" ()] : € € [a, 2] \ S}H|z —all, =€ D.

Dowdd. Zastepujac odwzorowanie f przez f — L redukujemy dowod do przypadku L = 0.
Ustalmy = € D, z # a i niech

g(t) == fla+t(x—a)), te0,1, S :={tel0,1]:a+t(x—a)eS}.
Wtedy ¢ : [0,1] — F jest odwzorowaniem ciaglym i ¢'(¢) istnieje dla ¢ € [0,1] \ S’. Ponadto, na
podstawie twierdzenia o rozniczkowaniu zlozenia, ¢'(t) = f'(a + t(x — a))(z — a). Stad, na podstawie
klasycznego twierdzenia o przyrostach skoriczonych (zob. Wniosek 6.4.4), mamy:
I1f(@) = fla)ll = llg(1) — g(O)]| < sup{llg'(®)]| : t € [0,1] \ S}
=sup{||f'(a +t(x —a))(z—a)| : t €[0,1]\ 5}
< sup{[lf' ()l : § € [a,2] \ S}z — all. U
‘Whiosek 10.3.11. Niech D C E bedzie dowolnym obszarem i niech f : D — F bedzie odwzorowaniem

ciggtym takim, ze f'(x) = 0 dla € D\ S, gdzie S C D jest zbiorem takim, ze #(S N [a,b]) < Ng dla
dowolnego odcinka [a,b] C D. Wtedy f = const.

Dowdd. Na podstawie twierdzenia o przyrostach skoriczonych wnioskujemy, ze dla dowolnej kuli B(a,r) C
D odwzorowanie f|g(a,r) jest state. Stad, wobec spojnosci D, f musi by¢ globalnie state. O

Whniosek 10.3.12. Niech f : 2 — F bedzie funkcjq ciggta © rézniczkowalng w 2\ {a} dla pewnego
a € 2. Jezeli L := lim f'(z) istnieje (granica w L(E, F)), to f'(a) istnieje i f'(a) = L.

Dowdd. Na podstawie poprzedniej propozycji mamy f(a+ h) = f(a) + L(h) + a(h)||h], gdzie |a(h)] <
sup{£/(6) — LIl € € (a.a +hl} — 0. 0

Obserwacja 10.3.13. Niech D C E bedzie obszarem. Dla dowolnych punktéw z,y € D, niech gﬁj (z,y) oznacza infimum

n
wszystkich liczb postaci Z ||zj —xj—1] gdzie [xo,...,2zn] C D jest lamang laczaca x i y. Dostajemy funkcje QB :DxD —

Jj=1
R4 . Oczywiscie, na podstawie nieréwnosci trojkata, mamy le(z, y) = ||z — y||. Bez trudu sprawdzamy, ze ,le jest metryka.
Jest to tzw. metryka wewnetrzna dla obszaru D. Ponadto, jezeli [z,y] C D, to ,933 (z,y) = ||z — y||. W szczegolnosci, giD

jest ciagta w wyjsciowej topologii.
Jezeli D jest ograniczonym obszarem gwiazdzistym wzgledem pantu x0, to 0’5 (w,y) < [lx—zo|l+ ||y—z0|| < 2diam D.
Odnotujmy, ze istnieja obszary ograniczone D C R? takie, ze 0} nie jest funkcja ograniczong — CWICZENIE.

Na podstawie Twierdzenia 10.3.10 dostajemy nastepujaca wersje twierdzenia o przyrostach skoriczonych.

Twierdzenie 10.3.14 (Twierdzenie o przyrostach skoriczonych). Niech D C E bedzie dowolnym obszarem i miech f :
D — F bedzie odwzorowaniem ciqgtym takim, ze f'(z) istnieje dla x € D\ S, gdzie S C D jest zbiorem takim, ze
#(SNa,b]) < Ng dla dowolnego odcinka [a,b] C D. Wtedy

() — F)I < sup{[lf'(©)Il : £ € D\ S}eb(z,y), =,y € D.
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Propozycja 10.3.15. Zatozmy, z2e E = FE1 X --- x Ex i f: 2 — F jest odwzorowaniem takim, zZe

o rozniczka czgstkowa ;’—Ef(a:) istnieje dla x z pewnego otoczenia punktu a i jest ciggta w punkcie a
J

dla dowolnego j € {1,..., N} \ {jo},
. %(a) istnieje.
Wtedy f'(a) istnieje.

Dowdd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na N.
e N = 2. Mozemy zalozy¢, ze a = 0 oraz jo = 2. Wiemy, ze jedynym kandydatem na f’(0) jest
odwzorowanie
of of

Ey x Ey 3 (h, ha) /> ﬁ(o)(hl) + ﬁ( )(h2) € F.

Jest to oczywiscie odwzorowanie liniowe ciagle. Dla matych h = (hq, ho) szacujemy (korzystajac z twier-
dzenia o przyrostach skoriczonych oraz definicji rozniczki czastkowe;j):

af of

[ £ h2) = 7(0.0) = (O () = e (O) o)
< Hf(hhhz) — f(0,he) — a@g (h1) H + Hf 0,h2) — f(0,0) — 86;; © )(hz)H

<sup {[| 2L (61, ha) — L) € 10,01} Wil + o(la]) = o(l(hn, )]

e N —1~» N.Mozemy zalozy¢, ze jo = N. Wobec zatozenia indukcyjnego rézniczka czastkowa
of
E)(EQ X e X EN
istnieje. Teraz wystarczy wykorzysta¢ przypadek N = 2. O

] (a)

Fakt, ze f’(z) istnieje dla dowolnego x € 2 bedziemy zapisywaé symbolicznie: f € D(£2, F). Oczy-
wiscie D(£2, F') jest K-przestrzenia wektorowa. Niech
BD(2,F):={f €D, F)NB(,F): f € B(2,L(E,F))}.
Widaé, ze BD(§2, F') jest przestrzenia wektorowa, za$ funkcja
BD(2,F) > f — || fle1 = sup{|lf (@) : 2 € 2} + sup{||f' ()] : = € 2}
jest norma na BD(2, F).

) € L(E, F) jest ciagla, to mowimy, ze f jest klasy

Jezeli f € D(£2, F) oraz funkcja E > x N f (x
=CH2,R).

C! i piszemy f € CY(£2, F). Jak zwykle, C1(£2)
Niech BCY(£2, F) :=CY(2,F)NBD(N2, F).

Propozycja 10.3.16. Zalozmy, Ze odwzorowanie f : {2 — F ma w kazdym punkcie x € (2 rdzniczke
Gateaux o, f .

(a) Jezeli odwzorowanie

N>3x+——6,f € LIEF)

jest ciggte w punkcie a € 2, to f'(a) istnieje (i oczywiscie f'(a) = daf).

(b) f € CH12, F) wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie 2 > x v+ 0, f € L(E,F) jest ciggte.
Dowdd. (a) Zauwazmy, ze dla matych h € E funkcja

fa,h
—

[0,1] >¢ fla+th)eF

jest rozniczkowalna oraz f! , (t) = %(a—i—th) = dattnf(h). Teraz, na podstawie twierdzenia o przyrostach
skoniczonych, mamy

If(a+h) = f(a) = daf ()]l = I fa,n(1) = fa,n(0) — fon(0)(1 = O)]
< sup{[| £ n(t) = fon(0)] < £ € [0,1]} = sup{[|darenf (h) — daf(R)I| : £ € [0,1]}
< sup{[[0asenf = dafllcim.r) < t € [0, 1]}AIl = o(|[R).
(b) wynika natychmiast z (a). d
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Obserwacja 10.3.17.  (a) C!(£2, F) jest K-przestrzenia wektorowa.
(b) Jezeli f € CY(N2,F), g € CH(N,G)i B e L(F,G;H), to B(f,g) € C1(2, H).
Istotnie, na podstawie Propozycji 10.3.5(a), mamy
(B(f.9))" = B(f',9) + B(f.9).

(c) Jezeli p € CYU,E), f € CL{2,F)ipU) C 2,t0 fopeCLU,F).
Istotnie, na podstawie Propozycji 10.3.6, mamy (f o @) = (f o p)o ¢,

(d) Jezeli E=FE; x---x Ex i %,...,% istnieja, to
feC(,F) = % €C(2,L(E;,F)), j=1,...,N.
J
W szczegodlnosci, dla £ = R"™, Jeze11 W7 ey ;—f istnieja, to
1 of .
feC(F)<— ——€eC(,F),j=1,...,n
oz,
Istotnie, implikacja (=) wynika z faktu, ze (Propozycja 10.3.9)
7]
S @) = P00 0000, €2 by € B
J
a stad
of
95 < j=1,....,N. (°
|5 @) = g )| < 1@ = F@o)l G=1 N ()

Dla dowodu implikacji (<=) zauwazmy najpierw, ze na podstawie Propozycji 10.3.15 wiemy, ze
f € D(£2, F). Dalej mamy

1) - £l =son {32 (@) = 5@ ) | I <1, 5 =1..... v}

— 0.

T—x0

S L Lo

Twierdzenie 10.3.18 (Twierdzenie o rézniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie). Niech D C E bedzie
ograniczonym obszarem gwiaZdzistym wzgledem xq @ niech F bedzie przestrzenig Banacha.

(a) Zatdzmy, ze mamy rodzine (fi)icr C D(D, F) takg, Ze:

o (fl)ier jest rodzing jednostajnie sumowalng na D,

o (fi(xo))ier jest rodzing sumowalng.
Wtedy (fi)ier jest rodzing jednostajnie sumowalng na D, funkcja [ := > f; jest rézniczkowalna na D

iel
oraz f' =3 fl, cayli (3 fi)/ => fL
i€l i€l iel
(b) Zatézimy, ze mamy cigg (f,)22, C D(D, F) taki, Ze:

o0
o szereg Y. fl jest zbiezny jednostajnie na D,
v=1

o0
o szereg Y. fu(xo) jest zbiezny.
v=1

o0 (o]
Wtedy szereg > f, jest zbiezny jednostajnie na D, funkcja f := > f, jest rézniczkowalna na D oraz
v=1 v=1
oo . o0 ’ o0
= Zllen czyli ( Zlfu) = ZlfL-
(c) Zatozimy, ze mamy cigg (f,)02, C D(D, F) taki, ze:

o cigg (f])22, jest zbieiny jednostajnie na D,
o ciag (f,(20))32, jest zbiezny.

(6) W Ej X -+ X Ex wybieramy norme maksimum.
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Wtedy cigg (f,)S2, jest zbiezny jednostajnie na D, funkcja f = lilil fv jest rézniczkowalna na D oraz
vV— oo

= lim fl, cayli ( lim £,) = lim fl.

v——4o00 v—-+4o00o
Dowdd. (a) Niech
gi=f:D—LEF),icl, g=> f
iel

!

Niech fa := > fi, A € F(I). Zauwazmy, ze fa jest funkcja rozniczkowalna oraz (fa) = ga. Wezmy
icA

)
¢ > 0 iniech C(e) € F(I) bedzie takie, ze dla A € F(I\ C(e)) mamy | fa(zo)|| <eillgalz)|| <e, z € D.
Na podstawie twierdzenia o przyrostach skonczonych (Twierdzenie 10.3.10), dla A € F(I\C(¢)) iz € D
mamy:

[fa(@)l < [[fa(@o)ll + [Ifa(x) = fa(zo)|| < &+ sup{llga(§)]| : § € [z, 0]} [x — zol| < €+ ediam D.

Wynika stad, ze (f;)ics jest rodzina jednostajnie sumowalna.
Ustalmy a € D i niech

fi(@)—fi(a)—f;(a)(z—a) sl
i ezeli z # a
hi() = o=l deelizga b er
0, jezeli z = a
Zauwazmy, ze kazde z odwzorowan h; jest ciagte w punkcie a. Rodzina (h;);cr jest jednostajnie sumowalna
na D.

Istotnie, mamy

fa(z) = fala) — ga(a)(z — a)

ha(@) = lz—al

) z # a’?
a stad, na podstawie twierdzenia o przyrostach skoriczonych, dla x bliskich a, dostajemy

[ha(2)]| < sup{[lga(§) — ga(a)ll : § € [z,a]} < 2supfllga(§)]| : £ € D},

co, na podstawie kryterium Cauchy’ego, daje jednostajna sumowalnosc.
Teraz, na podstawie wlasnosci rodzin jednostajnie sumowalnych, mamy

f(x) = f(a) = gla)(x

—a)
frar? Iz — fraerd Ze; (z) ;xlfé (@)
co konczy dowdd.
(b) Dowdd jest analogiczny — CWICZENIE.
(c) wynika z (b). d

Whiosek 10.3.19. Niech D C E bedzie obszarem. Zatoimy, ze F jest przestrzeniq Banacha. Wtedy
(BD(D, F), || |p.1) jest przestrzeniq Banacha. Ponadto, BCY(D, F), jako podprzestrzen domknicta, jest
rowniez przestrzenig Banacha.

Dowdd. Niech (f,)32, C BD(P, F) bedzie dowolnym ciagiem Cauchy’ego. Wtedy (f,)S2; jest ciagiem
Cauchy’ego w B(D, F'), a (f])52, jest ciagiem Cauchy’ego w B(D, L(E, F)). Poniewaz przestrzenie

B(D,F)iB(D,L(E,F))

sa zupelne, zatem f, — go € B(D, F) jednostajnie na D i f, — g1 € B(D, L(FE, F)) jednostajnie na
D. Teraz pozostaje juz tylko skorzystaé lokalnie z Propozycji 10.3.18, aby stwierdzié, ze go € D(D, F)
ig1=gp u

Obserwacja 10.3.20. Korzystajac z Obserwacji 10.3.13, mozemy uogoélni¢ Propozycje 10.3.18 na takie obszary D C E,
dla ktoérych giD jest funkcja ograniczona (punkt z¢p moze byé woéwczas dowolnym punktem obszaru D).



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej 111, wersja z 22 stycznia 2019

10.4. Druga pochodna 165

10.4. Druga pochodna

Niech E i F beda przestrzeniami unormowanymi nad K. Niech {2 C E bedzie zbiorem otwartym,
f:802 — F, a € (2. Bedziemy chcieli zdefiniowaé pojecie drugiej pochodnej funkcji f w punkcie a.

Definicja 10.4.1. Mowimy, ze f ma drugg pochodng (rézniczke Frécheta, rozniczke mocng) w punkcie
a, jezeli f'(x) istnieje dla z € V, gdzie V C 2 jest pewnym otoczeniem otwartym punktu a, oraz od-
wzorowanie f':V — L(F, F) ma pochodna w punkcie a. Definiujemy drugg pochodng (drugq rézniczke
Frécheta, drugq rézniczke mocng) odwzorowania f w punkcie a:

f'(a) = (') (a) € LB, L(B, F)) = L2(B, F);
aby unikna¢ nieporozumien ustalamy identyfikacje
L(E,L(E,F))3 Ar— (EX E 3 (&,&) — A(&)(&) € F) € L2(E, F),
f(@)(&, &) = f'(a) (&) (&), &.&€E.
Zbior wszystkich odwzorowan f : £2 — I, dla ktorych f”(a) istnieje oznaczamy przez D?(12, F;a).

Oczywiscie, dla E = R powyzsza definicja jest rownowazna istnieniu f”(a) (w sensie klasycznym)
oraz

f//(a)(£17£2) = f//(a)glf% 51752 cR.

Propozycja 10.4.2 (Por. Obserwacja 10.6.1(c)). Jezeli f”(a) istnieje, to dla dowolnego & € E odwzo-
rowanie x — f'(x)(§) ma pochodng w punkcie a oraz

fa)(&m) = (x— f(x)n) (@)(©), &neE.

W szczegolnosci:

e dla dowolnych &,n € E pochodna kierunkowa %(a) istnieje oraz f"(a)(&,n) = ;2257] (a).

o jedeli E =R", to wszystkie drugie pochodne czgstkowe amajgm (a), 1,7 =1,...,n, istniejqg oraz
1 . 82f n
f (a)(&??): § 2.0 (a)fjnia 62(615"'7§n)7 7]:(7]17"'77771)ER .
ij=1 SOt

Dowdd. Wiemy, ze
fla+8) = f'(a) + "(a)(€) + o([[€]l) przy £ — 0 (réwnos¢ w L(E, F)).
Podstawiajac n dostajemy:
fla+&)m) = f'(a)(n) + f"(a) (& n) + o([|E]l) przy £ — 0,

co daje zadany wynik. O

Niech L£2(E, F) oznacza zbiér wszystkich odwzorowaii symetrycznych z £2(E, F). Odnotujmy, ze
L2(E, F) jest podprzestrzenia domknigta £2(FE, F). W szczegdlnosci, jezeli F jest Banacha, to przestrzeit
L2(E, F) jest Banacha.
Twierdzenie 10.4.3 (Twierdzenie o symetrii drugiej rézniczki). f”(a) € L2(E,F). W szczegdlnosci
(por. Propozycja 10.4.2), dla E = R™ dostajemy

0? o?
/ / (a), i,5=1,...,n.

a$ja$i a) - 8.1'1833] “

Dowdd. (Por. dowod Propozycji 10.2.6.) Ustalmy &, € E. Chcemy pokazaé, ze

f"(@) (& n) = f"(a)(n, &)

Mozemy zalozy¢, ze ||€]|=||n||=1. Niech kula B(a,3r) C {2 bedzie taka, ze f’(x) istnieje dla dowolnego
punktu z € B(a, 3r). Zdefiniujmy

B(t) = fla+tE+1tn) — fla+t&) — fla+tn) + fla) — " (a)(&m), |t <

Pokazemy, ze ®(t)/t? — 0 przy t — 0+, co wobec symetrii wyrazenia

fla+t€+tn) = fla+t8) — fla+tn) + f(a),
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da zadany wynik. Ustalmy 0 < ¢ < r i niech
9() = fla+t&+yn) — flat+yn) —tyf'(a)(&n), 0<y<r
Mamy &(t) = g(t) — g(0). Ponadto,
9'(y) = [la+t&+yn)(n) = fla+yn)(n) —tf"(@)(&n).
Na podstawie twierdzenia o przyrostach skoriczonych, mamy:
[2()]| < tsup{llg'(y)ll : 0 <y <t}
Niech
fla+h)= f'(a)+ f"(a)(h) + a()||h]l, k]| < 3r

(rownosé w L(E, F)), gdzie }lLiH?(l) a(h) = 0. Wynika stad, ze dla 0 < y < ¢t mamy

9'(y) = f'(a)(n) + £ (@) (€ +yn)(n) + a(t& +yn) ()€ + ynll

— f'(a)(n) — f"(a)(yn)(n) — alyn) () lynll — tf" (a)(€)(n)
(

= a(t& + yn)()[[t€ + ynll — alyn) () lynll,
a wiec
sup{|l¢'(y)|| : 0 <y <t} < 3tsup{|la(ué + )|l : 0 < p, v <t}
Ostatecznie,
o(t
I2OL < ssuplatus +omll -0 < pv < 1) — 0 0

Obserwacja 10.4.4. Niech E, F beda przestrzeniami wektorowymi nad K. Odwzorowanie Q : E — F
nazywamy wielomianem jednorodnym stopnia 2 (formgq kwadratowg) (Q € HQ(E F)), jezeli istnieje od-
wzorowanie Q € Hom?(E, F) takie, ze Q(z) = Q(z, ), x € E. Oczywiscie H?(E, F) jest K-przestrzenia
wektorows. Zauwazmy, ze odwzorowanie

Qz.y) = 3(Qx.y) + Qy,v)), z,y € E,
jest dwuliniowe, symetryczne (Q € Hom?(E, F)) i Q(z) = @( z), z € E. W takim razie odwzorowanie
Wz,

Hom?(E,F) > W+ (E 3 2 — W(z,2) € F) € H*(E, F)

jest epimorfizmem. Jest ono réwniez injektywne bowiem
Q(;L’,y)=%(Q(ery,ery)fQ($7:L’)7Q(y7y)), $7y€E> QEHOIH?(E7F)
(zob. Propozycja 10.5.1). Oznacza to, ze A : Hom?(E, F) — H?(FE, F) jest izomorfizmem algebraicznym,

przy czym odwzorowanie odwrotne = := A~! jest dane wzorem

H*(E,F) 3 Q — Q € Hom?(E, F),

ExE3 (z,y) -5 1Q(z +y) — Q(x) - Q(y)) € F.

Niech teraz E, F beda unormowane. Oznaczmy przez H2(E, F) przestrzen wszystkich ciaglych wie-
lomianow z H*(E, F).
Zauwazmy, ze H2(E, F) = A(L2(E, F)). W przestrzeni H?(E, F) wprowadzamy norme

QI = sup{[[Q@)[| : [l=[| < 1};

wobec nieréwnosci [|Q(z)| = [|Q(z, )|l < ||Q]/||z||?, norma ||Q|| jest poprawnie okreglona. Przy takim
unormowaniu
A€ Tsom(LA(E, F),H*(E,F)), (4] <1, || <3).
Jezeli F jest Banacha, to H2(FE, F) jest Banacha.

Korzystajac z powyzszych identyfikacji bedziemy pisaé¢
f"(a)(h) := f"(a)(h,h), heE

(z pelna $wiadomoscia, ze czasem moze to prowadzi¢ do wieloznacznoscei).
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Propozycja 10.4.5. Zatozmy, Ze
fe DN, F;a), geD*(N,G;a), BeL(FG;H).
Wtedy B(f,g) € D?(£2,H;a) oraz

(B(f,9))"(a)(&mn) = B(f"(a)(&n), 9(a)) + B(f'(a)(n), g'(a)(£))
+ B(f'(a)(€).¢'(a)(n)) + B(f(a), g"(a)(&m)), (§m) € ExE.
W szczegolnosci,
(B(f.9))"(a)(h) = B(f"(a)(h),g(a)) + 2B(f'(a)(h),g'(a)(h)) + B(f(a),g"(a)(h)), he€E.

Oczywiscie, tak jak poprzednio, mozemy sformutowaé analogiczne wyniki dla mnozenia i iloczynu
skalarnego — CWICZENIE.

Dowdd. Mozemy zalozyé, ze f € D(2,F), g € D(2,G). Wiemy, ze (B(f,q)) = B1(f',9) + B2(f,q'),
gdzie
By [’(EvF) XG_"C(EvH)a Bl(Lay)(h) = B(L(h):y)v
By: Fx L(E,G) — L(E,H), Ba(x,L)(h):= B(z,L(h)).
Widagé, ze sa to operatory dwuliniowe i ciagle. Teraz wystarczy juz tylko skorzysta¢ z Propozycji 10.3.5:
(B(f,9))"(@)(&) = B:1(f"(a)(€), 9(a)) + B1(f'(a),¢'(a)(§)) + B2(f'(a)(€), ¢ (a)) + Ba2(f(a), 9" (a) (),
EeE

(réwnosé w L(E,L(E, H))). Po podstawieniu argumentéw dostajemy szukany wzor. O

Propozycja 10.4.6 (Rozniczkowanie ztozenia). Niech G bedzie przestrzeniq unormowang, niech U C G
bedzie zbiorem otwartym, niech ¢ : U — E i niech tg € U. Zalézmy, ze ¢ € D2(U,E;ty), f €
D2(0, F;0(to)) i o(U) C 2. Wtedy f o € D2(U, F;tq) oraz

(fo)"(to)(&n) = " (e(to)) (¢ (to)(€), ¢ (to) (M) + f'(¢(ta)) (¢ (to) (&, m), & m € G.
W szczegdlnosci,
(fo9)"(to)(h) = f"(¢(to)) (¢ (to) (h)) + f'(@(to))(¢" (to)(h)), h € G.
Dowdd. Mozemy zatozy¢, ze ¢ € D(U,E) i f € D(§2, F). Wiemy, ze (f o p)' = B(f' o ¢, ¢’), gdzie
B: L(E,F)x L(G,E) — L(G,F), B(P,Q):=PoQ.

Wiadomo, ze B jest operatorem dwuliniowym i ciagtym. Stad, na podstawie Propozycji 10.3.5, mamy:

(f 0 ©)"(t0)(§) = B((f" 0 ¢)'(t0)(€), ¢'(to)) + B(f'((t0)), ¥" (t0)(€))
= B(f"(¢(to))(¢'(t0)(£)), ¢’ (t0)) + B(f'(¢(to)), " (o) (&)
(rownosé w L(G, F)). O
W standardowy sposob definiujemy D?(£2, F), BD2(£2, F), C?(£2, F) oraz BC?(£2, F). Niech
Iflle.2 = sup{llf(@)ll - = € 2} +sup{[lf' (@)l : = € 2} +sup{[lf"(2) : 2 € 2}, feBD*RF).

Zauwazamy, ze f' € C1(2,L(E, F)) <= f € C?(£2, F). Ta prosta uwaga pozwala bez trudu pokaza¢,
ze jezeli f € C2(2,F), g € C*(2,G) i B € L(F,G;H), to B(f,g) € C?(2,H). Podobnie, jezeli p €
C2(U,E)i f€C?(2,F), to fopecC*(U,F).

Teraz przychodzi kolej na uogdlnienie twierdzenia o rézniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie (por.
Twierdzenie 6.9.1), a na koniec dowodzimy, ze BD?(f2, F) i BC?(f2, F) sa przestrzeniami Banacha, gdy
F jest przestrzenia Banacha (CWICZENIE).

Jezeli E = F1 X --- X En, to mozemy wprowadzié¢ rézniczki czgstkowe drugiego rzedu
o%f
———(a) € L(E;,E; F) ~ L(E;, L(E;, F)),
575,95, (@) € £UEs B ) = £(By, £(5:, )
>*f o of o
(@)(&m) = -7 (a)()(m), §€E;, n€E;, 4j=1,...,N.

OE;0F; OE; OF;
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2
Propozycja 10.4.7. Jezeli f € D?(2,F;a), to %(a) istnieje, i,j = 1,..., N, oraz
jOE;

N o2
f” ‘57 =
(a)(&,m) 2 95,08,

(@)(&,mi), €= (&1,--,¢én), n=(m,...,nn) € B1 X ... ENn.

W szczegdlnosct,
o%f

am,0m, W& = f”(a)((o,v..,o,fj,o,...,O),(o,...,o,zi,o,...,O)),

a stad, wobec symetrii " (a),

f

(a)(‘fyﬂh) oE; 8E

6E 6E o (@), &)

Jezeli E = R"™, to z istnienia f"(a) wynika symetria macierzy drugich pochodnych czqstkowych:

o%f o%f
(= T
2z 02, Ox;0x;

(@, @j=1,..,n

Dowdd. Mozemy zalozy¢, ze f € D(§2, F). Mamy

N
of
(A .
= Z Lio OF;
i=1
(réwnos¢ w L(E, F)), gdzie

Li:C(Ei,F)—>£(E,F), Li(A)(hl,‘..,hN) = A(h,), ’L':].,...,N.

Stad:
N

N N
1@© =Y gL @E) =Y 3 L (8E 15 @6)
j=1 j=1 i=1

(réwnosé w L(E, F)), a po wstawieniu zmiennych:

82
(@)(Em) = ZZaE e (@) o

j=1 i=1

10.4.1. Druga rézniczka Gateaux.

Definicja 10.4.8. Mowimy, ze funkcja f : 2 — F ma drugq rdézniczke Gateauz (stabg) w punkcie a € (2, jezeli dla

2
dowolnych wektoréw &71,£&2 € E druga pochodna kierunkowa %(a) istnieje oraz odwzorowanie

2 2
E? ol _O7f
3 (&1,€2) 36206

(a)

jest klasy £2(E, F). Odwzorowanie to nazywamy druga rézniczkq Gateauz (staba) funkcji f w punkcie a.

Oczywiscie, dla E = R, 62 f(a) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy f”/(a) istnieje; ponadto 62 f(a)(¢1,€2) = f"(a)é1€2,
&1,62 €R.

Propozycja 10.4.9 (Por. Twierdzenie 10.6.3). Zaldzmy, ze 62 f istnieje dlax € V, gdzie V C (2 jest otwartym otoczeniem
punktu a, oraz odwzorowanie V.3 x —— 82f € L2(E,F) jest ciggte w punkcie a. Wtedy f"(a) istnieje (i oczywiscie

f"(a) = 83 f)-
Dowdd. Bedziemy chcie¢ zastosowaé¢ Propozycje 10.3.16 do funkeji f' : V — L(E, F'). Wystarczy pokazaé, ze

S f'(€2)(&1) = 62f(61,&2).

Liczymy:

! "(x — f(x Opttenf — Oz
5o (E2)(61) = g—é(z)(a) - (tlg% M)(a) - (tlilré y)w)

i et (€)= 8ef(€) _ Gt —gh@ o2y
= lim = lim

t—0 t t—0 t 852851

(z) = 62 f(&1,&2). O



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej 111, wersja z 22 stycznia 2019

10.5. Przestrzenie unormowane III 169

10.5. Przestrzenie unormowane ITI
Niech E, Ey, ..., Ex, F beda przestrzeniami wektorowymi nad K. Przez
Hom(Er,...,Ey F)
oznaczamy przestrzenn odwzorowan k—liniowych
W:.:FE x---x FE, — F.

Jezeli By = --- = Ey, = E, to piszemy Hom"(E, F). Przez Hom" (E, F) oznaczamy przestrzeni wszystkich
symetrycznych odwzorowaii z przestrzeni Hom* (E, F), tzn. tych odwzorowan W e Hom"(E, F), dla
ktorych
W(.I'l, RN SUk) = W(l‘a(l), N 7$U(;€))
dla dowolnych zi,...,xz, € E i permutacji k—elementowej o € 3.
Oczywiscie, dla dowolnej permutacji o € ¥j mamy

Hom(Ey, ..., Ex; F') ~ Hom(Eqqy, ..., Eyr); F).
Odnotujmy, ze Hom'(E, F) = Hom}(E, F) = Hom(FE, F).

Dla 1 < ¢ < k — 1 rozwazmy odwzorowanie

Hom(E,...,Ep; F) > W 2 W € Hom(Ey, . .., E;; Hom(Eyy 1, . .., Ex; F)),

W
Eyx--xEr>(xy,...;20) — W(xy,...,Te,...,").
Bez trudu sprawdzamy, ze @ jest dobrze okreslone oraz, ze @ jest izomorfizmem algebraicznym, przy
czym ¥ := &1 jest dane wzorem:
Hom(Ey, ..., Ey;Hom(Eyi1,...,Ep F)) 5 A A € Hom(Ey, . .., By F),

E; x - x Ep 3 (x1,...,28) A, Az, ... zo)(Tog1, ..., x5) € F.
Mamy wiec

HOHI(El, ey Ek; F) ~ I’IOII?[(.El7 N Eg; HOm(E€+17 - ,Ek; F))
W szczegblnosci,

Hom"(E, F) ~ Hom"(E, Hom*~“(E, F)).
Niech ﬂk(E , ') oznacza przestrzen wszystkich wielomiandw jednorodnych stopnia k, tzn. przestrzen

wszystkich tych odwzorowait Q : E — F, dla ktérych istnieje Q € Hom" (B, F) takie, ze Q(x) =
@(m7 ..., ) dla dowolnego x € E. Wzbr

@(1‘1, ce D) = % Z @(xg(l), e Ta(k))y Tl Tk €8,
oesy,
zadaje odwzorowanie z Hom” (E, F) o tej samej wlasnosci. Mamy wiec epimorfizm
Hom"(E,F) > W % (E> 2+ W(a,...,z) € F) € H¥(E, F).
Przyjmijmy dodatkowo H°(E, F) := F.

Propozycja 10.5.1 (Formuta polaryzacyjna). Dia 0 < ¢ <k, k e N i Q € H'(E, F) zachodzi wzor

- Z (_1)k7(£1+..4+8k)Q($0_’_Elml +"'+5kxk’)

O(z1,. .., jezeli 0 = k
Q) el . To,..., 7% € B,
0, jezeli0 << k-1
Dla ¢ = k > 2 formula polaryzacyjna pokazuje, ze odwzorowanie A jest injektywne (a wiec jest
izomorfizmem) i daje ponadto wzér na = := A~! (zawsze mozna przyjaé¢ zo = 0). Mamy wigc

Hom®(E, F) ~ H*(E, F).
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Dowdd. Przypadek ¢ = 0 pozostawiamy jako CWICZENIE. Dla ¢ > 1 mamy

1
k! Z (—D* Qo + 121 + - + epay)
" ee{0,1}*

1 ~
= 7' Z (—1)k_|E|Q(l‘0 + 1% + 4 EkTLy... 0 + 1% + -+ {fkflfk)

e€{0,1}* 7
1 Yl . N
— § k—le § : J1 Jk
—E (71) II ﬁfl ...Ek (I07...7$O,...7$k7...7$k)
e€{0,1}* 305--Jk ENp Jo Jk P s
o+ t+ik=~t
= E Ajg,...,ij(I()?"'7I07"'7xk7"'7$k)'
. - N —r N———
Jo,--,jk€No ) )
Jot- =~ Jo Tk

Ustalmy jo, ..., jr € Ng takie, ze jo + - - - + jr = £ i rozwazmy dwa przypadki:

e Istnieje s € {1,...,k} takie, ze js = 0 (ma to zawsze miejsce, gdy ¢ < k, bo j1 + -+ + jr < ).
Wtedy Aj,,...j, =0, bo (fl)k_(gl‘*""“g’“) zmienia znak, gdy przechodzimy od e, = 0 do €5, = 1, a cala
reszta pozostaje bez zmian.

e Przypadek przeciwny. Musi byé £ =k, jo =017 =--- = jr = 1. Wtedy
1 _
AO,l,...,l = E Z (71)}C ‘E‘k!&‘l L Ep = 1. O
ee{0,1}*

Odwzorowanie @) : E — F nazywamy wielomianem stopnia < k, jezeli istnieja Q; € ﬂj(E,F),
j=0,...,k, takie, ze Q = Qo + - - - + Q. Przestrzenn wielomianéw stopnia < k bedzie oznaczana przez
P.(E,F). Na podstawie formuly polaryzacyjnej wiemy, ze @y, jest wyznaczony jednoznacznie przez Q.
Powtarzajac to rozumowanie dla Q — @, wnioskujemy, ze Qx—_1 jest wyznaczony jednoznacznie itd.
Wynika stad, ze wszystkie wielomiany Qo, ..., Q sa wyznaczone jednoznacznie.

Obecnie przechodzimy do przypadku, gdy przestrzenie E, Eq, ..., Ej, F' sa unormowane.
Niech L(Ej,..., Ey; F) oznacza przestrzen wszystkich odwzorowan ciagtych z Hom(Fy, ..., Ey; F)
(jezeli By = - -+ = Ej, = E, to piszemy L¥(E, F)).
Propozycja 10.5.2. Niech W € Hom(E, ..., Ey; F). Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(1) We ‘C(Elv’ . 7Ek;F);
(il) W jest ciggte w 0;
(iil) istnieje punkt a € Ey X -+ x Ey, taki, ze W jest ciggle w a;
(iv) istniejg a = (a1,...,ax) € By X -+ x E i r > 0 takie, Ze
W (B(ai,r) x --- x Blag,r))
jest zbiorem ogramiczonym;
(v) istnieje C' > 0 takie, ze
IW(zy...,ze)|| < Cllza|l - llzkll, (z1,...,2k) € B1 X -+ X E}.
Dowdd. Implikacje (i) = (ii) = (iii) = (iv) sa oczywiste.
(iv) = (v): Niech
W (B(ai,r) x --- x B(ay,r)) C B(R).
Wystarczy pokazaé, ze |W (z1, ..., 2x)|| < C dla ||z1]| = -+ = [lag]| =7 (7). Wezmy (z1,...,2%) €
Ey x --- x Ej takie, ze ||x1|| = - -+ = ||zg|| = r 1 szacujemy:

W(xi,...,z0)l| = [[W((ar + 21) — a1, ..., (ar + zx) — a)||

’ Z (—l)k"E‘W(al +e1x1, ..., a + skxk)H <2*R=:C.
e€{0,1}*

(7) Wtedy |W (z1,...,z)|| < (C/rF)||z1] - - - ||z || dla dowolnych (z1,....xx) € E1 X -+ X Ej.
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(v) = (i): Dla ||h1]),- -, [|hk]] < 1 szacujemy:
HW(CLl +hi,...,ar + hk) — W(al, .. .,ak)||
= H Z W((1—e1)a +51h1,-~~7(1—Ek)ak-l-&khk)H
e€{0,1}*: |e|>1

< Y Clal =l lagll' =[] < Cconst(k, a)(|hall +--- + [[xl). O

e€{0,1}*: [e|>1

Whniosek 10.5.3. L(E1,..., Ey; F) jest przestrzeniq unormowang poprzez funkcje

IWI = IWlc,...eur) = sup{W (@1, ..ozl ol < 1.0 okl <1}, We L(Ey, ..., Bgs F).
Zauwazmy, ze
W (z1,...,25)]l
W] = sup { == (Z1,...,%k) € (E1)x X -+ X (Eg)s
{ o]l [kl }

oraz ze |W/|| jest najmniejsza stala C taka, ze (v) zachodzi. W szczegdlnosei,
W (@, ..zl < MWzl - lleell, (@1, 2k) € By X o X By
Propozycja 10.5.4. (a)
@([,(El,...,Ek;F)):,C(El,...,Eg;ﬁ(E[+1,...,Ek;F)), ||¢(W)H :HVV”7 WGﬁ(El,...,Ek;F),
a wiec
S ISOHI(;C(EM o aEk; F),[’(Elv EEEE EZ7 ‘C(EZ+17 ) Eka F)))
1 D jest izometrig.
(b) Jezeli Ey, ..., E) sq skonczenie wymiarowe, to
L(Ey,...,Ex; F) =Hom(Es,...,Ey F).
W szczegolnosci, jezeli E jest skoriczenie wymiarowa, to
LF(E,F) = Hom*(E, F).
(c) Jezeli F jest Banacha, to L(Ey,...,Eg; F) jest Banacha.
Dowdd. (a) Wystarczy skorzystac ze wzoréow na @ i ¥.
(b) Stosujemy indukcje wzgledem k:
‘C(Ela ceey Ek+1; F) = ‘C(Ela vy Ek; ‘C(Ek+17 F))
= Hom(Ey,..., Ex;Hom(Eg41, F)) = Hom(FEy,. .., Exy1; F).
(c) Stosujemy indukcje wzgledem k:
L(Ey, ..., B3 F) = L(Ey, ... By L(Eggr, F)). g
Niech £¥(E, F) oznacza przestrzeii ciaglych odwzorowari z Hom]:(E, F). Jest to podprzestrzen do-
mknigta L¥(E, F). W szczegdlnosci, jezeli F jest Banacha, to L¥(E, F) jest Banacha.
Niech H*(E, F) oznacza przestrzeii ciaglych wielomianéw jednorodnych stopnia k i niech Py (E, F)

oznacza przestrzen ciggtych wielomianéw stopnia < k.
Przestrzen 'Hk(E, F) normujemy przy pomocy funkcji

QI = 1Ry (k) = sup{llQ@)] : ]z <1}, Q € H*(E,F).

Odnotujmy, e ||Q|| jest dobrze okreslona, [|Q| < [|Q| oraz [|Q(z)| < |Q|/|=|*, = € E.
Na podstawie formuly polaryzacyjnej dostajemy

Propozycja 10.5.5. (a)
A(LL(E, F)) = HNE, F),

AcTsom(LM(E, F), H*(E, F)), |4 <1, |E] <.
(b) Dla wielomianu Q = Qo+ -+ + Qk € P,(E,F) mamy
QEPLEF) <= Q; e H(E,F), j=1,...,k.

9]
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(c) Jezeli E jest rzeczywistq przestrzeniq unitarng, to ||Al = 1.
Dowdd. (a) Jezeli ||z1]],..., |lzk|| <1, to

k
~ 1 1 k 1
Q1) < 5 D Rl =1l > F < Q2" < e|Q,
k k l k!

" ec{0,1}* Te=1

a wige |2 < e?¢. CwiczeniE: Wyznaczyé ||Z].
(b) Przypusémy, ze @ jest wielomianem ciaglym. Na podstawie formuly polaryzacyjnej mamy
~ 1 _
Qk(wl,...,xk) ::g Z (—1)k |€|Q(€1I1+"'+€k$k), L1y Tk GE,
T ee{0,1}*

skad natychmiast wynika, ze Qf jest wielomianem jednorodnym ciaglym. Stosujac to samo rozumowanie
do wielomianu Q) —Qj wnioskujemy, ze Qr—1 jest wielomianem jednorodnym ciagltym. Skoiiczona indukcja

koniczy dowod.

(c) Na wstepie zauwazmy, ze mozna zalozyé, ze dim E < +oo. Istotnie, przypusémy, ze (c) zachodzi dla przestrzeni
skoriczenie wymiarowych. Niech 21, ...,z € B(1) i niech V := Ray + - - - + Ray. Wtedy, dla dowolnego Q € H*(E, F),
mamy

1Q(x1,- ...zl < Qv+l = IQIvI < I,

co dowodzi, ze ||Q| = ||Q||, a wiec ||A] = 1.
Mozemy wiec zatozy¢, ze dim E' < +o00.
Niech W € H2(E, F) i przypusémy, ze by, by € B(1) sa takie, ze |W| = ||W (b1, b2)|. Wtedy

W (b1 & b2) || = |W|[]|bx & b2,
Istotnie, gdyby np. ||W (b1 + b2)| < ||V/[\/H||b1 + b2]|2, to wowezas
IWI = W (b1, b2) | = FIIW (by +b2) = W(bx = b2)l| < [WII5 (b2 + b2l* + [|bx = b2]?)
) ~
= W5 IbalI + [1B2]1%) < [IW1I;

sprzeczno$¢ ((*) wynika z faktu, ze norma w E jest zadana przez iloczyn skalarny).
Przechodzimy do zasadniczego dowodu. Ustalmy Q € H¥(E, F), k > 2. Poniewaz E jest skoriczenie wymiarowa, zbiér

B(1)F jest zwarty i w zwiagzku z tym ||Q|| jest zrealizowana dla pewnych a1, ..., as € B(1). Niech a € B(1) bedzie taki, ze
(a,a;) #0, j =1,...,k. Zastepujac ewentualnie a; przez —a; mozemy zalozy¢, ze (a,a;) >r >0, j=1,...,k. Niech

K= {(wla""‘rk) eg(l)k : (a"rj> zr, j=1,....k ”/Q\H = H@\(xlvvwk)”}

Zauwazmy, ze (ai,...,ar) € K oraz, ze K jest zwarty. Zdefiniujmy f(z1,...,zx) := (a,z1) + -+ + {(a,zg) 1 niech
(b1,...,bx) € K realizuje maksimum funkcji f na K. Pokazemy, ze £1b1 = - -+ = by, =: cdla pewnycheq,...,ex € {—1,1}.
Zauwazmy, ze to juz zakonczy dowod, bowiem wtedy

QN = 11, - -, i)l = 1Q(e1b1, - - -, exbi) | = 1Q(c, - ., )l = Q] < Q-

Przypus$émy, ze np. by # ba 1 by # —ba. Zdefiniujmy d := (b1 + b2)/||b1 + bz2]| 1 zauwazmy, ze:
o |1 +b2f <2,

_ f{a,b1)+(a,ba) 2r
* (@d) = Tmm 2 rer R R
e stosujac druga czes¢ dowodu do wielomianu W(z) := Q(z,=,bs,...,b;), v € E (dla ktorego W(z1,xz2) =
Q(z1,22,b3, ..., by) oraz |[W|| = [[W (b1, b2)|]), dostajemy [|[W (b1 + b2)|| = [|[W|[[[br + ba|?, czyli [W(d)[| = W],
e w takim razie (d,d,bs,...,b;) € K,
o f(ddb,... b) = 285pUEAD2) 4 bg) 4t (a,br) > F (b, br)s
sprzecznoscé. O

Propozycja 10.5.6. Niech Q = Qo+ -+ Qi € P,.(E, F). Wtedy nastepujace warunki s¢ réwnowazne:
(1) Q € Pk(EvF)’
(il) Q jest ciggte w 0;
(iil) istnieje punkt a € E taki, ze Q jest ciggle w a;
(iv) istniejg a € E i ro > 0 takie, Ze Q(B(a,10)) jest zbiorem ograniczonym;
(v) dla dowolnego r > 0, Q(B(r)) jest zbiorem ograniczonym (%) .

(8) Roéwnowaznie: dla dowolnych a € Eir > 0, Q(B(a,r)) jest zbiorem ograniczonym.
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Dowdd. Implikacje (i) = (ii) = (iii) = (iv) sa oczywiste.
(iv) = (v): Wobec formuly polaryzacyjnej (z zo := a)
Q(B(ro/k) x - x B(ro/k))

jest zbiorem ograniczonym. Stad na podstawie Propozycji 10.5.2, Qr jest ciaglte. W szczegolnosci, Qr (B(r))
jest zbiorem ograniczonym dla dowolnego r > 0. Teraz powtarzamy rozumowanie dla wielomianu @ — Qp
i wnioskujemy, ze Q—1(B(r)) jest zbiorem ograniczonym dla dowolnego r > 0 itd. Ostatecznie Q;(B(r))
jest zbiorem ograniczonym dowolnych j =1,...,k i r > 0, skad natychmiast wynika (v).

(v) = (i): Stosujemy poprzednie rozumowanie. O

Propozycja 10.5.7. (a) Jezeli W € L(Eq,...,Eg; F), to
W'(ay,...,ax)(h1,... hg) = W(hi,a9,...,a5) + W(ai, ha,as, ... ag) + -+ W(ag,...,ax_1, hi)-
(b) Jezeli Q € HF(E, F), to
Q'(a)(h) = kQ(a,...,a,h), a,h€E.

W szczegdlnosci, Q' € HF—Y(E, L(E, F)).
(c) Jezeli Q € Pp(E,F), to Q' € Pr_1(E,L(E, F)).

Dowdd. (a) — zob. dowdd Obserwacji 10.3.4(e).
(b) wynika z (a).
(c) wynika z (b). O
10.6. Pochodne wyzszych rzedéw

Niech E i F' beda przestrzeniami unormowanymi nad K, niech {2 C E bedzie zbiorem otwartym,
f:02 — F,a€ Qizalormy, ze f*1(z) € LFY(E, F) istnicje dla € V, gdzie V jest pewnym
otoczeniem a (9) . Mamy wiec odwzorowanie

fEV vV — L YE F).
Definiujemy k-tq pochodng (k-tq rézniczke Frécheta) odwzorowania f w punkcie a:
FW(a) = (f*V) () € L(B, LY 1B, F)) ~ LB, F);
aby unikna¢ nieporozumien ustalamy identyfikacje

L(E,CF"YE,F)>A— Ac CFE,F),

Ex B*' 5 (6,m) = A©)m) € F,
tzn.
P a) & m) = fP(@)(©)),  (&n) € Ex EF
Zbior wszystkich odwzorowan f : 2 — F, dla ktorych f*)(a) istnieje oznaczamy przez D*(12, F; a).

Obserwacja 10.6.1. (a) (CWICZENIE; por. Propozycja 10.5.7)
e Jezeli L € L(E,F),to L™ =0 dla k > 2.
o Jezeli B€ L(E,F;G),to B® =0dlak > 3.
o Jezeli W e L(Ey,...,Ex; F), todlal < ¢ <k mamy

14
W( )(al, ey ak)((hm, ey th), ey (hz,l, ey hg’k))
E W(al, e ,ajl_h ha(l),j17 aj1+1, ceey aje_l, ha(f),jw ajﬁ+17 e ,ak);
1<j1<--<je<k
[

w szczegolnosci, W) =0 dla £ > k + 1.

(9) Wiemy juz co to oznacza dla k = 2, 3.
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o Jezeli Q € HF(E, F), to

Q<f>(a)(h,...,h):f!(k>c§(a,...,a,h,...,h), a,h€E, (=0,... k
N—_—— V4 N N —

£x (k—0)x £x

w szczegolnosci, Q) (a) = k!Q, a € F, astad Q) =0dla £ > k + 1.
o JezeliQ € Pr(E,F),to QY =0dlal>Fk+1.
(b) f*) € DR, LF(E,F);a) = f € D*(02, F;a). Ponadto,

(f®)O(a) = f*=+9(a)

(po utozsamieniu LY(E, LF(E, F)) ~ LMY E, F)).

Rozumujemy indukcyjnie wzgledem ¢. Dla ¢ = 1 wynik jest trywialny.

0~ 04 1: Jezeli f) € DY, LF(E, F);a), to, zgodnie z definicja, (f*))®(z) istnieje dla z
z otoczenia punktu a oraz

(fEN D (@) = (F) D) (a).
Na podstawie zatozenia indukcyjnego mamy (f*¥))(©) = f(k+6) Stad, na podstawie definicji, dostajemy
(fON D a) = (F5F9) (a) = fEHD(a).
(c) Jezeli f € D**(2, F;a), to dla dowolnych hey 1, ..., hyy¢ € E odwzorowanie
z— @) (hosr, ... hige)
ma ¢-ta pochodng w punkcie a oraz
FEOa) (ha, . hige) = (@ — fP (@) (hesrs - hage) O (@) (R, - he), oy he € B

Rozumujemy indukcyjnie wzgledem ¢.
¢ =1 (por. Propozycja 10.4.2): Wiemy, ze

FPa+ha) = fP(a) + f5D(a) (h) + o[ ]]) pray by — 0
(réwnosé w LF(E, F)). Podstawiajac ha, ..., hy1 dostajemy:
Fa+ ) (ha, o hiia) = FP (@) (ha, o b)) + FED (@) (B, by o higr) + o [[Ba )
przy hy — 0,

co daje zadany wynik.
£~ £+ 1: Zalozmy, ze f € DFT(U, F) dla pewnego otoczenia U punktu a. Ustalmy heyo, ...,
hr+e+1 € E. Na podstawie zalozenia indukcyjnego odwzorowanie

Usa+s fO () (heya, .. hirerr)

jest {—krotnie rézniczkowalne w U oraz

9O @) (has ... hes1) = FETO(2)(ha, ... hires1), @ €U, hay... hesr € E.
7 drugiej strony, poniewaz f 41 (4) istnieje, wiec

FEa+ h) = [ (@) + fRH D (@) () + o([|ha ) pray b — 0
(rownosé w LFH(E, F)). Podstawiajac hyia, ..., hryer1, dostajemy
9 a+ ) =g (a) + & (@) (hay sy heray o Brgesn) +o(([lall) - pray b — 0
(rownos¢ w LY(E, F) po stosownym utozsamieniu). Wynika stad, ze ¢(“*") (a) istnieje oraz
g (@) = FED @), heyay o higer),

co konczy dowdd.
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(d) Jezeli f € DF(£2, F;a), to dla dowolnych hy, ..., hs € E pochodna kierunkowa %(a) istnieje
oraz

oFf

— (@)= f®(a)(hy, ... h).

(@) = O @) )

Rozumujemy indukcyjnie. Przypadek k = 1 jest oczywisty.
k ~~ k + 1: Na podstawie (c) mamy

8k+1f Bl 8kf o *)
Oy Ol T Oy Ol Ot _aTLl(”Hf ()02, i) ) (@)

= (z+— B (@)(ha, ..., his1)) (@) (h1) = fFD (@) (ha, ..., higr).

(e) Dla E = R mamy: f € D*(§2, F;a) (w sensie Frécheta) wtedy i tylko wtedy, gdy f*)(a) istnieje
w sensie klasycznym oraz

F®a)(hy, ... hi) = f®(a)hy - -hg,  ha,... hi €R.

Rozumujemy indukcyjnie. Przypadek k = 1 jest oczywisty.
k ~~ k + 1: Na podstawie (c) mamy

FE @) (b, i) = (@ — fP (@) (has .. hisr)) (@) (ha)
= (@ +— fP(@)hy - hisr) (@) (ha) = FETD ()b - By
(f) Jezeli E=R"i f € DF(2, F;a), to

FO@0 ) = Y e (@b b by = (s i) €RY G =1k
in [ [

Propozycja 10.6.2 (Twierdzenie o symetrii wyzszych rozniczek). Zachodzi relacja f*)(a) € LF¥(E, F).
W szczegolnosci, jezeli E = R"™, to
k! {3 « n
[P = >, SDf(ah, heR",
aENy: |al=k

gdzie dla o = (aq,...,ap) € Nj:

al:=ay! - apl,

D%f(a) := (8%1)‘11 0---0 (%)““f(a) (zauwazmy, ze wobec symetrii rézniczki, operator D*f(a) jest

poprawnie okreslony).

Dowdd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na k. Przypadek k = 2 zostal rozwiazany w Twierdzeniu 10.4.3.
Zalozmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla k — 1 1 niech o bedzie dowolng permutacja k elementows.
Przypadek (1) =2, 0(2) =1, 0(j) = 4, j = 3,..., k, redukuje si¢ do przypadku k = 2:

FE(a)(ha, by, by, .. hi) = (2 — FE2D () (R, ..., hi))" (a)(ha, h1)
= (& — f52(@)(ha, ..., b)) " (@) (hn, o)
= f®(a)(h1, ha, hs, ... ).
Przypadek o(1) = 1 wynika z zalozenia indukcyjnego:
B (@) (1, ho@ys - howy) = (@ — FE (@) (ho) - - hory)) (@) (ha)
= (x> fE V(@) (he, ..., he)) (@) (h1) = F®(a) (R, ha, ..., hy).

Pozostale przypadki wynikaja z faktu, iz kazda permutacja jest zlozeniem pewnej liczby permutacji
powyzszych dwoch typéw (por. dowod Wniosku 10.2.7). O

Twierdzenie 10.6.3 (Por. Propozycja 10.3.16, Wniosek 10.2.7). Niech f : 2 — F bedzie taka, ze dla
dowolnego £ € {1,... ,k}:
e pochodna kierunkowa %(x} istnieje dla dowolnych &1,...,& € E oraz x € {2,



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej 111, wersja z 22 stycznia 2019

176 L. . ,
10. Roézniczkowanie odwzorowan

e odwzorowanie .
‘ L) o'f
> (517"'755) I 8&351
jest klasy L(E, F) (10) dla dowolnego x € 12,
e odwzorowanie 2 > x — §'f € LYE,F) jest ciggle na catym 2 dla £ < k oraz jest ciggle
w punkcie a dla ¢ = k.

Wtedy f*)(a) istnieje (i oczywiscie f*)(a) = 65 f).

()

Dowdd. Zastosujemy indukcje ze wzgledu na k. Przypadek k = 1 to Propozycja 10.3.16. Zal6zmy, ze
twierdzenie jest prawdziwe dla k — 1 > 1. Wobec zalozenia indukcyjnego f € CF~1(£2, F). Wystarczy
pokazaé, ze

0o fETV(E) s Ermr) = G5 f(En - G &)
i zastosowaé¢ Propozycje 10.3.16 (do funkcji f*=1 : 2 — £F=1(E, F)). Liczymy:

9 0—1)
S fF (&) (&, rmr) = ! (@) (&1, ... Ent)
3%

(k—1) _ r(k=1) sh=1 ¢ _ 6’;*1
:(}E,%f ($+tflz) f (x))(fla'”’gk—l):(tLOM)(gh”wgk—l)
i z+t§kf(£17 o) = OFTVE(E, ) o %(m + &) — %(I)
—tgr(l) t _tg% :

ak

:8&67.}“851(95):6};f(€177§k71’€k) O

Propozycja 10.6.4. (a) (Wzor Leibniza) Niech f € D¥(§2, F;a), g € D*(2,G;a) « B € L(F,G; H).
Wtedy B(f,g) € D*(£2, H;a). Ponadto,

k
(B(.0) P (@) =3 ("?)B(f@(a)(h),g<k*j><a><h>>, hek.

j=o M
(b) Niech G bedzie przestrzenig unormowang, niech U C G bedzie zbiorem otwartym, niech o : U —

E i niech ty € U. Zatéimy, ze o € DU, E;ty), f € DF(02,F;0(tg)) i o(U) C 2. Wtedy fop €
DF(U, F;ty) — zob. réwniez Propozycja 10.7.3.
Dowdd. (a) Rozumujemy indukcyjnie. Przypadek k = 1 jest dobrze znany.

k ~~ k+1: Wiemy, ze (B(f,9)) = B1(f',9) + B2(f,¢'), gdzie By i By sa operatorami dwuliniowymi
i ciaglymi takimi, jak w dowodzie Propozycji 10.4.5. W takim razie, na podstawie zalozenia indukcyjnego,
(B(f,9)) € D¥(02,L(E,H);a), a stad B(f,g) € D**1(2, H;a).

Indukcyjny dow6d wzoru pozostawiamy jako CWICZENIE.

(b) Znoéw indukcyjnie. Przypadek k =1 jest dobrze znany.

k ~ k + 1: Korzystamy ze wzoru (f o )’ = B(f' o ¢,¢'), gdzie B jest operatorem skladania
odwzorowan tak, jak w dowodzie Propozycji 10.4.6. Dalej rozumujemy standardowo. O

W ,pelnej” wersji wzor Leibniza wyglada nastepujaco.

Propozycja 10.6.5. Niech f € D’“(Q F;a), g € Dk(2,G;a) i B € L(F,G; H). Wtedy

(B(£.9) P (@)(h1,....h Z D BED @ty ho): 9% @ ko g1y, hor))s b € B,
J=00€%; p_j

gdzie X p_j :={0 €y :0(l)<---<0o(j), o(G+1) < - <o(k)}.

Dowdd. Wystarczy do wzoru w Propozycji 10.6.4(a) zastosowaé formule polaryzacyjna z Propozycji 10.5.1 i dokonaé
stosownych przeksztalcen:

(BU)P @k ) == Y (- ‘E'Z B(fO(@)(erhs + -+ +erhi), g (@) (e1hs + -+ + sxhn)

se{o 1}k

(10) Odwzorowanie to, to £—ta rézniczka Gateaux funkcji f w punkcie x.
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k
_ 1 k—|e| J! M1 P (k_j)! vy Vg
_Z]‘!(k—j)! Z =1 Z m!...ukgal Tk Z Vlg...l,kgal e X
Jj= e€{0,1}F RENE, |ul=j vENE |v|=k—j
=0 k Eul 5 vl
x B(fO @) (b1, iy by b, g T (@) (B b s ) )
p1X HE X v X Vi X
b 1 1
por. dowéd Prop. 10.5.1 k—|e| m1tvy prtvg
= —1 -_— X
Z Z =D Z u1!-'-uklu1!~~uk!81 &k
J=0 cef{o0,1}k HENE, |u|=j
UENg, lv|=k—j
pitri>1, =1,k
><B(f(j)(a)(hlv-wvhkw--7hka---1hk)7g(k7j)(a)(hlv--<7h17---7hk7--<7hk))
p1X HE X v X Vi X
k
! ! @) (k=3)
= > B @0 bk he) g T @by B hy))
- Hll"'uk!’/ll"'yk! N—— N—— N—_—— N——
3=0 MEN]& [nl=3 p1 X g X v X Vi X
veNE, |v|=k—j
pitvi=1, i=1,...k
k
:Z Z B(f9(a)(ho(r)s - ha()): 9% (@) (ha(is1) - Po())-
J=00€; 1_;
O

W standardowy sposob definiujemy przestrzenie
D¥(2,F), BDF(,F), CF(Q,F) i BC*(Q,F).
Normujemy przestrzen BD* (2, F):

k
I fller = sup{|[fD (@) : x € 2}, feBD",F).
=0

Zauwazamy, ze f' € CF=1(02,L(E, F)) <= f € C¥(£2, F). Ta prosta uwaga, wobec dowodu Propo-
zycji 10.6.4, pozwala bez trudu pokaza¢ (CWICZENIE), Ze:

o jezeli f € CF(N2,F), g€ CF(N2,G) i B < L(F,G;H), to B(f,g) € CF(2, H),

o jezelip € CK(U,E) i f € CF(2,F), to fop e CFU,F).

Teraz przychodzi kolej na uogdlnienie twierdzenia o rézniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie (por.
Twierdzenie 6.9.1), a na koniec dowodzimy, ze BD*(D, F) i BC*(D, F) sa przestrzeniami Banacha, gdy
F jest przestrzenia Banacha (CWICZENIE).

Twierdzenie 10.6.6 (Twierdzenie o rézniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie). Niech D C E bedzie obszarem takim, ze
0% jest funkcjq ograniczong (np. D jest ograniczonym obszarem gwiazdzistym) i miech F bedzie przestrzeniq Banacha.
(a) Zatdzimy, ze mamy rodzing (fi)ic; C D*(D, F) takq, ze:

. (fi(k))igj jest rodzing jednostajnie sumowalng na D,

e dla dowolnego j € {0, ...,k — 1} istnieje punkt c; € D taki, zZe rodzina (fi(j)(cj'))iel jest sumowalna.
Wtedy dla dowolnego j € {0,...,k — 1} rodzina (fz.(]))ig jest jednostajnie sumowalna na D i jezeli g; := Z fi(]), to
iel
go € D¥(D, F) ongéj> =g5,j=1,...,k, czyli (Zfi)Q) = Zfi(J), j=1,... k.
i€l iel
(b) Zatéimy, ze cigg (fn)S%, C DF(D,F) jest taki, ze:
[ee]
o szereg Z f}lk) jest zbiezny jednostajnie na D,
n=1 -
o dla dowolnego j € {0, ...,k — 1} istnieje punkt ¢; € D taki, Ze szereg Z fn(cj) jest zbieziny.
o n=1 o
Wtedy dla dowolnego j € {0,...,k — 1} szereg Z fr(zj) jest zbiezny jednostajnie na D i jezeli g; := Z fflj), to go €
n=1 n=1

DF(D, F) oraz g(()j) =g;,5=1,...,k, cayli ( Z fn)(j) = Z f,(Lj), i=1,...,k.
n=1 n=1

(c) Zalézmy, ze cigg (fn)22, C DF(D,F) jest taki, ze:

e cigg (f,(bk))zoz1 jest zbiezny jednostajnie na D,
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o dla dowolnego j € {0, ...,k — 1} istnieje punkt c; € D taki, ze cigg (f,<1j>(c]~))$l°:1 jest zbiezny.

Wtedy dla dowolnego j € {0,...,k — 1} cigg (fr(,,j))z":1 jest zbieiny jednostajnie na D i jezeli g; := lim fr(bj), to
n—+oo
(4 _

lim 9, 5=1,... k.

n—-4oo

go € D¥(D, F) oraz géj> =g5,j=1,...,k, czyli ( lirf fn>
Propozycja 10.6.7. Zatéimy, ze D jest obszarem i f € D*(D, F). Wtedy
fePwi(BEF)—= f® =o.

Dowdd. Jak zwykle indukcja. Przypadek k = 1 jest dobrze znany (Wniosek 10.3.11).

k ~ k + 1: Poniewaz (f)) = 0, wiec f(*) = const = Q € H*(E, F). Przypomnijmy, ze Q) = k!Q

(k

(Obserwacja 10.5.7). Teraz (f — %Q) = 0, a stad, na podstawie zalozenia indukcyjnego, f — %Q €
Pe_1(E, F), a wiee f € Pp(E, F). O

10.6.1. Wyzsze pochodne raz jeszcze. Niech E i F beda przestrzeniami unormowanymi nad K, 2 € top FE,
f: 02 — F, a € 2. Obecnie zajmiemy si¢ innym rodzajem k-tej rézniczki oznaczanym roboczo przez d¥ f. Przyjmujemy,
ze d f := (a) oraz jezeli rozniczka di~1f: EF—1 — F istnieje dla z z pewnego otoczenia U punktu a, to dif(&,. .. &) =
Uz dy ' f(2)(E1, - Erm1) € F)'(a)(€k)-

Obserwacja 10.6.8. (a) Odwzorowanie d¥ f jest zawsze k-liniowe (indukcja).
(b) Jezeli f € Dk(£2, F;a), to dk f istnieje oraz df f = f(¥)(a).
(c) Dla E = R, istnienie d¥ f jest rownowazne istnieniu f(*)(a) oraz df f(€1,...,&,) = FF)(a)é1 - - €.
k k
(d) Jezeli d¥f istnieje, to dla dowolnych &1, ...,€&; € E pochodna kierunkowa 655%17:951((1) istnieje oraz ﬁ(a) =
dEF(Er, ., &) (indukcja).

Propozycja 10.6.9. Niech E = R™ i zatézmy, ze f(*) (z) istnieje dla x z pewnego otoczenia U punktu a. Wtedy d’;"’lf
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy f(*+1)(a) istnieje.

W szczegolnosci, dla E = R"™ oba typy rozniczek sie pokrywajq.
Dowdd. 7 istnienia dg*' f wynika, 7e dla dowolnego wielowskaznika I = (i1,...,ix) € {1,...,n}* pochodna (U 3 z —

k
f(k)(z)(ei1 e ,eik)),(a) istnieje. Innymi stowy, istnieje pochodna (U Sxr— 81157{9%(1))1((1) Z drugiej strony, mamy

6k
F® @), ... 6) = E ﬁ(m)flyil'“sk,ikv zel, &,...,& €R".
7 ip i1

Zapisujac t¢ rownosé na poziomie £*(R™, F) mamy

ok
P@ =3P @),
1 K

Oz,

gdzie Pr € L¥(R™,R), Pr(&1,...,6k) == &1, -+ €k,ip,- Wynika stad natychmiast, ze f(*+1) (a) istnieje (CwiczENIE). a

10.7. Wzér Taylora

Niech E i F beda przestrzeniami unormowanymi nad K, niech 2 C E bedzie zbiorem otwartym,
f:02 — F,ac izatozmy, ze f € D*(£2, F;a) (dla pewnego k € N).
Definiujemy k-tq reszte odwzorowania f w punkcie a:

Relf,a,) = £(o) — (£(a) + F @)z — ) 4 5@ —a) 4+ 2 fP @) —a), zen
Ponadto przyjmujemy Ry(f,a,x) := f(z) — f(a). Mamy:
fla+h) = fa)+ f'(a)(h) + S f"(a)(h) + - + %f(k)(a)(h) + Ri(f,a,a+h), he—a.

Zauwazmy, ze dla k > 2, funkcja Ry (f,a,-) jest rozniczkowalna w pewnym otoczeniu U punktu a
oraz,

Rk(faav')/(x) :Rk—l(flaaax)7 S U
Istotnie, jezeli f € D(U, F), to na podstawie Propozycji 10.5.7 mamy:

Ref. ) @)(0) = F@)0) ~ (F/@)(k) +2- 1 (@)~ ah) + 4 koo fO (@) —a oz~ ah)
= Ri—1(f',a,z)(h), zeU.
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Twierdzenie 10.7.1 (Wzor Taylora).  (a) (Wzdr Taylora z resztq Peano) Jezeli f*)(a) istnieje, to
. Rk(f,a,a-l-h) _ 11
T
(b) Jezeli f € C*(£2,F), to dla dowolnego zbioru zwartego K C £2 mamy:

Rie(f.a,a+h
lim sup{W:aeK7 0 < ||A] <5}:0.

6—0
(c) (Wzor Taylora z reszta typu Lagrange’a) Zatdzmy, ze £2 jest gwiaZdzisty wzgledem a, f € DFTH(02, F)
oraz || f D (z)|| < M dla dowolnego x € 2. Wtedy
M||h|**
(k+1)!°
Dowdd. (a) Indukcja ze wzgledu na k. Przypadek k =1 jest oczywisty.
k ~ k + 1: Na podstawie twierdzenia o przyrostach skoriczonych, dla matych 0 # h € 2 — a mamy:

|Re(f,a,a+ h)| < heQ—a, keN,.

Hh”k-&-lHRk+1(~f’a’ a+h)“ Hh”k-&-l”RkJrl(f’a (1—|—h) RkJrl(faaaa)H

sup{|| R+1(f, a,")' ()| : = € [a,a+ ]}

<
= e plIR (0 + O] € € 0.1}
<sup{”§uk|\Rk<f aa+@)ge O} —0

(b) Indukcja ze wzgledu na k. Przypadek k = 1 wynika z twierdzenia o przyrostach skoriczonych.
Istotnie, dla 0 < ¢ < dist(K, 9f2) mamy:

HhH
:Sup{Hf(a—i—h)_ﬁ;;ﬂ)_f(a)(h)H ae K, 0< HhH Sé}
<sup{[[f'(=) = f(@)| s a € K, @ € [a,a + h], 0 <[] <5} ——0

(ostatni fakt wynika z jednostajnej ciaglosei funkeji f' na K — por. 4.4.5).
k ~~ k + 1: Na podstawie dowodu (a), dla matych § > 0, mamy:

B (fa,a+ b)) IRe(f ava+€)]|
p{ o} <sup { g

(¢) Indukcja ze wzgledu na k. Przypadek k = 0 wynika z twierdzenia o przyrostach skoriczonych.
k ~ k +1: Mamy

a€ K, 0<|h| < ac K, 0<|§|<dp —0.
0—0

M||h|*+!
! < i | e L .Q _
IRe( oat W) < G he2—a
Ustalmy h € 2 — a i niech
M h k+2tk}+2
g(t) = Ry+1(f,a,a+th), o(t) = ”(kHW’ €[0,1].
Wobec poprzedniej nieréwnosci mamy
!/ I ! M||th‘|k+1 /
lg' O = 1 Rr11(f, a, ) (a + th)(R)|| = [ Rk (', a;a + th)(R)]| < W\Ih\l =¢/(t), te[01].
Stad, na podstawie zwyklego twierdzenia o przyrostach skoriczonych,
R h)|| = |lg(1 0)]| < (1 0) = M][h]"*> O
[Bri1(f;a,a+h)[ = [lg(1) = g(0)]] < (1) = ¢(0) = W

(1) Cayli Ri(f,a,a+ h) = o(||h[|*) przy h — 0.
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Obserwacja 10.7.2 (Jednoznacznosé wzoru Taylora). Jezeli f(*)(a) istnieje, Q = Qo + --- + Qi €
P (E,F) oraz

fla+h)=Q(h) +o(|nl*),  przy h — 0, ()
to Q; = %f(j)(a), j=0,... k.
Istotnie, na podstawie wzoru Taylora z resztg Peano, mamy:
fla) + f'(@)(h) + 5f"(@)(h) + -~ + %f(k)(a)(h)
=Qo(h) +Q1(h) + Q2(h) +--- +Qr(h) + o(|h]|*), przy h — 0.
Ustalmy h € E. Zastepujac w powyzszym wzorze h przez th (t € R) dostajemy

fla) + f'(a)(m)t + 5" (@) (W)t* + -+ + %f(k)(a)(h)tk
= Qo(h) + Qu(h)t + Q2()t* + - + Q(W)t" + o(t*),  pray t — 0,
skad natychmiast wynika, ze Q;(h) = %f(j)(a)(h)7 j=0,..., k.

Propozycja 10.7.3 (Wzor na k—ta pochodna zlozenia). Niech E, F, G bedq przestrzeniami unormo-
wanymi, niech U C G, 2 C E bedqg zbiorami otwartymi i niech ty € U. Zatéimy, ze p € D*(U, E;ty),
o(U) C 2, f € DR, F;0(tg)). Wtedy (por. Propozycja 10.6.4(b)):

k!
(fo)® (to)(Y) = > o
a=(ai,..., wc)ENS

a1 +2as+-+kar=k

ot o (£0IT) | SOT) o) gy g

a1 X ap X

Dowdd. Skorzystamy z Obserwacji 10.7.2 (podobnie, jak dla jednej zmiennej). Przyjmijmy oznaczenia:
1 . 1. .
0 1= e (to), az=glto), f:= 5 fDla), §=0..k
Mamy:

Zfz (MAI*,  elto+Y) = Z% Y) +BY)|YI*,
7=0

gdzie }llln}) a(h) =0, 1limO B(Y) = 0. Korzystajac z Obserwacji 10.7.2 wystarczy wyznaczy¢ wielomian
jednorodny stopnia k w rozwinieciu (f o ¢)(to +Y). Liczymy:

(f o0)(to+Y) = Z (Z@J BOOIYIF) +alelto +Y) = ¢(t)) HZ@J vy
-y (Z% )) + oY1)

1=0

k .
Y Y (a0 a0 el1) + oY)

e

i=0 a,...,arE€Ng

o1+t =i o awx
k (a1 + -+ ag)!
R |
:Z ( Z Wfal+"‘+(¥k ((pl(Y),,g&l(Y),,SDk(Y)a7(10k(y)) +O(HY“k)
v=0 aq,...,ar€Ng L k: a1 X ag X

a1 2o+ +kop=v
O
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Propozycja 10.7.4. Przy zatozZeniach takich, jak w Propozycji 10.7.3, mamy
1 )
(Fo@)® (to) (Y1, ..., Vi) = > Sy et (w)(to)(n(l), . .,ng)), Yi,.. Yk €G. (%)
a:(al,.AA,(xk)GNg ac¥a =1 k
ar142ag+--+kap=Fk T
gdzie ¥ oznacza zbidr tych wszystkich permutacji k-elementowych o, dla ktérych cigg (o(1),...,0(k)) po podzieleniu na
grupy wedtug reguty:
najpierw a1 grup l-elementowych, potem ag grup 2-elementowych, ..., a na koricu ay, grup k-elementowych
k
jest w kazdej grupie rosngcy. Zauwazmy, ze takich permutacji jest k! iN®i)~1, Ostatni wyraz w (*) ma charakter sym-
J ) grup acy Y, p 9 Y Y
i=1
boliczny. Oznacza on, ze ciqg (Yo (1), -, Yo(k)) dzielimy grupy wedlug powyzszej zasady i po takim podzieleniu odpowiednie
(1) (k)

wyrazy powinny byé podstawione do odpowiednich odwzorowar ¢ (to0)-

Dowéd. Do wzoru z Propozycji 10.7.3 zastosujemy formule polaryzacyjna. Ustalmy Y = (Yi,...,Y:) € G¥. Dla ¢ =
(61,-.-,¢ex) €{0,1}* niech € - Y := &1Y1 + - - - + £, Yx. Mamy

ForP)m = S (S B

e€{0,1}k a=(a1,...,a5)ENE
a1 +2as+-Fkap=Fk

¢’ (to)(e-Y) @' (to)(e-Y) o) (to) (e - Y) ¢ (to) (e - Y)

f<a1+'“+%>(ao(to))(

1 1 k! k!
ap X
| 1
_ _1\k—le]| Z r (17 B 7 12
= Z ( 1) ,Uf'rs‘ € € ( )
ec{0,1}F a=(ay,...,ar)ENE -k
ay+2ag+-+kap=k ar
1
f(a1+ +(¥k>(5@(1)(t0)(yl7"‘7Y1?"'?Yk7"'7yk))
By g% nE g%
j=1,...,05
i=1,....k
1 LY plantetaw) [ o0
= E o g H — )f e (o) (Y1, -, Y1, Yoy oo, Ya)
_ ko s N =1 P v v
a=(a1,...,a)ENg i,5 N0 v ul x uk o x
a1 +2a0+Fkap=k i=1,...,k s=1,...,ar ©J 7
J=1,...,04
s=1,...k G=1,...,04
[i,jl=i, |[n%|=1, s=1,....k
i=1,...k
1 ;
- D7 et (o 0) Yoy Vo)) D
a=(ar,...,ay)eNy  @€Za i=1,....k

a1 +2a0+-+kag=k

10.8. Szereg Taylora

Niech F bedzie przestrzenia Banacha i niech f : {2 — F'. Zal6zmy, ze dla pewnego a € {2 pochodna
f (k)(a) istnieje dla dowolnego k € N. Wtedy definiujemy szereg Taylora funkcji f w punkcie a
o0
1 v
(T)(w) = 3 F O (@)~ )
v=0

(Tof)(a+ h) jest szeregiem wielomianéw jednorodnych zmiennej h.

Propozycja 10.8.1 (Borel, por. Twierdzenie 6.12.4). Niech (E,{ , )) bedzie rzeczywistq przestrzeniq
unitarng (np. R™ ze zwyktym iloczynem skalarnym), zas F' — przestrzeniq Banacha. Wtedy, dla dowol-
nego ciggu wielomiandw jednorodnych Q, € HY(E,F), v € Ny, istnieje funkcja f € C*(E,F) taka,

k k

) lwigle= 30 w85 migte= [T N Iwtl= D0 w5y
J J J
i k

s=1 s=1 i=1,...,
Jj=1,...,a;
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ze

Tof(x Z Qu(w
czyli

1
;f@)(o) =Q,, veN,.
Dowdd. Rozpocznijmy od prostej obserwacji, ze dla funkcji
Esazs (z,z) eR

mamy & (a)(X) = 2(a, X), ¢"(a)(X, X) = 2(X, X), ) (a) = 0, k > 3 (por. Obserwacja 10.6.1).

Niech v € C*(R4,[0,1]), ¥(t) =0dlat < 1/4, ¥(t) =1 dla t > 1. Zdefiniujmy ¢(z) = ¢((z,z)) =
Yod(z), z € E. Wtedy ¢(z) = 0 dla ||z]] < 1/2, p(z) = 1 dla ||z| = 1 oraz ¢ € C*(E, 0, 1]). Niech
Cy = sup{|le® (z)| : ||z < 1}, k € No. Zauwazmy, ze Cy = 1 oraz C}, < +oo, k € N (na podstawie
wzoru na pochodng ztozenia — por. Propozycja 10.7.3). Istotnie, niech ¢, := sup{[¢v O (¢)| : t € R} < 4-00.
Dla z,h € E, ||z|| <1, ||h]] < 1, mamy

™) () (h)] = (v 0 @)™ (x)(R)|
_ ’ Z L¢(a1+~~~+ak)(¢(x))(gp/(l')(h))al (@(M(@(h})ak

ar!ap! 1!

aq,...,ar€Ng
a1+200++kar=k

k! 2z, h)\ @ /2(h, h)\ @2 k!
. (1 4a2) ) ) «
- ’ Z al!aglw ' ’ (@(l’))( 1! ) ( 2! ) g Z 0[1!062100‘1+a22 L oo
a1,a2ENy ay,a2ENp
a1 +2as=k a1 +2as=k

Na wstepie pokazemy, ze dla dowolnego N € Ny istnieje funkcja gy € C®(E, F) N BDN(E, F) taka,
ze gy = 0 w pewnym otoczeniu zera oraz

1
1@n+1 —gnllEN < N ()
Ustalmy N € Ny. Przypomnijmy (Obserwacja 10.6.1), ze
N+1
Q%L-)i-l( )( ):M( >QN+1( a, . ..,0,7X,...7X).
w —_—

(N+1—p)x X

W szczegdlnosci,
Q@i < u (Y iQxsalla
Niech M, := p! (N ) [@nall, p=0,..., N + 1. Poléimy
he(z) := p(z/e)Qn+i(z), z€E, e>0.

Wtedy dla 0 < £ < 1, korzystajac ze wzoru Leibniza (por. Propozycja 10.6.4), mamy

(- et/nenna) " @|

N
1Qn+1 = hellzy = @41 — hellpeyn = Y, sup
v—o lzll<e
N

w3 () -t weathee|
=0

v—o llzll<e; llgll<t

sup H — Vil (:) P (/) (€)™ VQEGL( )&+ (11— (x/s))QN_H( )(g)H

o lzll<e, lIgl<1

N
v=0 u=0
N v—1 N v
v L—v —u —v 14
< Z (Z <M) CV*,MEI M;L€N+1 Ko MVENJrl ) < 52 Z (ﬂ) CV*ILMH = ECOHS'E(N).
v=0 p=0 v=0 pu=0

Teraz jako gy wystarczy wziaé h. ze stosownie matym e.
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Jezeli juz mamy funkcje gy, NV € Ny, to definiujemy

[e o]
f=Qo+ > (@ni1—gn).
N=0
Wobec (1), szereg jest zbiezny normalnie w C*(E, F) dla dowolnego k. W takim razie f € C*(FE, F).
Oczywiscie, f(0) = Qp.
Dla dowolnego v szereg > (Qny1 —gn )™ jest zbieiny jednostajnie na E. Wynika stad w szczegol-
N=0

nosci (na podstawie twierdzenia o rézniczkowaniu szeregu wyraz po wyrazie), ze
[e o]

0= Qv —gn)™(0 Z QY. (0)=11Q,, veN O

N=0

Cwiczenie* 10.8.2. Niech E, F beda przestrzeniami Banacha. Czy dla dowolnego ciagu ciaglych wie-
lomian6éw jednorodnych @, € HY(E, F), v € Ny, istnieje funkcja f € C*(E, F) taka, ze

TOf Z QV

Zauwazmy, iz z dowodu Twierdzenia 10.8.1 wynika, ze wystarczy znalezé funkcje ¢ € C*(E, [0,1])
taka, ze p(z) = 0 dla ||z|| < 1/2, ¢(z) = 1 dla ||z| > 1 oraz sup{||¢® (z)|| : |z| < 1} < 400, k € Ny.

Propozycja 10.8.3 (Twierdzenie Whitneya (13) ). Niech (E,(, )) bedzie dowolng osrodkowq przestrze-
nig unitarng (np. R™ ze standardowym iloczynem skalarnym). Wtedy dla dowolnego zbioru domknietego
S C F istnieje funkcja f € C°(E,Ry) taka, ze S = f~(0) oraz f9) =0 na S dla dowolnego j € Ny.

Dowdd. Mozemy zalozy¢, ze @ # S # E. Niech &(z) := (z,x), * € FE i niech ¢ € C®(R4,]0,1])
bedzie dowolna funkcja taka ¥ = 1 na [0,1/2] oraz [0,1) = {z € R4 : ¢(z) > 0}. Zdefiniujmy ¢ :=
Y o & (por. dowdd Propozycji 10.8.1). Niech C; := sup{|l¢\V(z)| : |lz|| < 1}, j € No. Poniewaz F
jest osrodkowa, zbior E \ S zawiera podzbior przeliczalny gesty, powiedzmy {q1,¢qo,...}. Niech dj =
dist(gg, S), k € N.

1 al —dk
ak::2kmm{0j:j< } Zakgo( ) rz e k.

Sprawdzamy, ze f spelnia wszystkie wymagane warunki:
o feC™(E,Ry): Wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego j € Ny, szereg

>aul(e(52))]

jest zbiezny jednostajnie w E. Mamy

) Sy q 00 C j—1 C, > 1
S al((52) - Sk (58] TG < Bl oS L cer
k=1 k=1 k=1 k

k=1

e f(x) >0dlax e E\S: Ustalmy punkt g € E\ S i niech B(zo,2r) C E\ S dla pewnego
0 < r < 1. Wezmy dowolny punkt gqx, € B(xo,r). Wtedy di, > r, a stad zo € B(qx,,dk,), a wiec
Fl20) > ax, (2520 > 0.

e fW =0na S dla dowolnego j: Jezeli zy € S, to ||z — qr|| > di, a wicc <p(7)(‘” q’”) =0 dla
dowolnego k, a stad £\ (xq) = 0. O

Cwiczenie* 10.8.4. Niech F bedzie dowolng przestrzenia unormowana. Czy dla dowolnego zbioru do-
mknietego S C E istnieje funkcja f € C*°(E,R,) taka, ze S = f~(0) oraz f) =0 na S dla dowolnego
j€eENy?

Z nazwiskiem Whitneya czesto taczy sie nastepujace wazne twierdzenie.

(1%) Hassler Whitney (1907-1989).
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Twierdzenie* 10.8.5 (Twierdzenie Whitneya). Niech S C R"™ bedzie zbiorem domknictym i niech

Ssars P, € Pr(R™, F) (k € Ny) bedzie odwzorowaniem takim, ze dla dowolnego zbioru zwartego
K C S mamy:

o { 1P (@) = P ()]
o =l

Wtedy istnieje odwzorowanie f € C*(R™, F) takie, ze fU)(z) = ngj)(x), reS, j=0,...,k.

taw €K, 0< lo—al <8 j=0,....k} — 0.
§—0+

Zauwazmy, ze dla k = 0, powyzsze twierdzenie moéwi, ze dowolna funkcja ciagla P : § — F

przedtuza si¢ ciagle na cate R™.
Niech f : 2 — F bedzie odwzorowaniem klasy C*¥ (k € Ng) zbioru otwartego £2 C R” w przestrzen unormowang, F'.
Przypomnijmy oznaczenie:

K
1
Ri(fia,2)i=f(2) = Y ~[P(@)(z—a), aze
v!
v=0
Przypomnijmy réwniez jedna z postaci wzoru Taylora (Twierdzenie 10.7.1(b)):

Propozycja 10.8.6. Dla dowolnego zbioru zwartego K C {2 mamy
R .
wup { L0 01

a,z€K, 0<|lz—al|<édp — 0 gdyd— 0.
lz — all®

Dla a € (2 zdefiniujmy
k

(k) 1
Pa(z) = Tuf(2) = >~ f®(@)(z~a), =R
v!
v=0
P, : R" — F jest wielomianem stopnia < k o wartosciach w F' (P € P (R"™, F)). Oczywiscie, Py(z) = f(z) — Rr(f; a,x)
dla x € £2. W szczeg6lnosci,
(k—=1)
Py(z) = f'(2) = Re—1(fsa,2) = Ta f'(z), z€9,

i dalej

() e : 14
P ()= Ta D), z€2,j=0,....k (1)
Stad, dla = € §2, dostajemy

G) () Oz~ 77 ) )
Py (x) = Pl (x) = [V (2) = Ta fY(2) = Re—;(fY)5a,2).
Teraz, wobec Propozycji 10.8.6, mamy

Propozycja 10.8.7. Dia dowolnego zbioru zwartego K C {2 mamy

P (g) _ pld)
sup{M:a,wEK,O<Hw7a|\<6,j:0,...,k} — 0
|z — al|k—J 5—0+

Propozycja 10.8.8. Niech 2 C R" bedzie zbiorem otwartym i niech
25a+s P, € PL(R", F)
bedzie odwzorowaniem takim, ze dla dowolnego zbioru zwartego K C 2 mamy:

1P (2) — PO (@)I|

7(P; K, §) := sup{ o — alft—7

@ €K 0< o =al <6,j=0....k} — 0. (W)

(k)
Wtedy odwzorowanie f : 2 — F dane wzorem f(z) := Py(x), x € 2, jest klasy Ck i Tof =Pa,a€n.
Dowdd. Przypus$émy, ze juz wiemy, ze
fP@) =P @), ze2 j=0,..¢

dla pewnego £ € {0,...,k} (dla £ = 0 jest to po prostu definicja odwzorowania f). Teraz, korzystajac z (W), wnioskujemy,
ze dla dowolnego a € {2 mamy

@) = @) — P{(a) = fO)(a).
Oznacza to, ze f(©) jest odwzorowaniem ciagltym. Ponadto, jezeli £ < k — 1, to dla dowolnego a € 2 i h € (R™), mamy

FO(a+h) — FO(a) — P @)(h) P+ h) = PO (@) - RSV (a)(h)
Il - il

(14) Odnotujmy, ze Plij)(a) =f@(a),j=0,...,k
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L 3
_ Pt m =Pt PO h) - POa) - PO @) ()
121l 121l
Na mocy (W) pierwszy sktadnik dazy do 0 przy h — 0. Oczywiscie drugi sktadnik dazy réwniez do 0 gdy h — 0. Oznacza

to, ze fU+D (a) istnieje i £+ (a) = Pée+1)(a). Teraz skoriczona indukcja wzgledem £ konczy latwo dowod. O

10.9. Ekstrema lokalne

Niech E bedzie przestrzenia unormowana nad K, niech 2 C E bedzie zbiorem otwartym, f : 2 — R,
a € (2.

Definicja 10.9.1. Powiemy, ze f ma w punkcie a minimum lokalne (odp. silne minimum lokalne), jezeli

istnieje otoczenie U C 2 punktu a takie, ze f(x) > f(a) dla z € U (odp. f(x) > f(a) dla z € U \ {a}).
Zmieniajac kierunki nieré6wnosci definiujemy maksimum lokalne i silne maksimum lokalne.
Zamieniajac f na —f mozemy zawsze ograniczy¢ nasze rozwazania do miniméw lokalnych.

Definicja 10.9.2. Niech Q € H*(E,R). Powiemy, ze:
e Q jest nieujemnie okreslony (potokreslony dodatnio), jezeli Q(h) = 0, h € E,
e Q jest dodatnio okreslony, jezeli Q(h) > 0, h € E.,
o Q jest silnie dodatnio okreslony, jezeli istnieje stala ¢ > 0 taka, ze Q(h) > c||h||¥, h € E.
Zmieniajac kierunki nier6wnosci definiujemy pojecie niedodatniej okreslonosci (pétokreslonosci ujem-
nej), ujemnej okreslonosci i silnej ujemnej okreslonosci (15),
Zamieniajac (Q na —@Q) mozemy zawsze ograniczy¢ nasze rozwazania do dodatniej okreslonosci.

Obserwacja 10.9.3. (a) Jezeli k jest nieparzyste i @ # 0, to @ nie jest ani nieujemnie ani niedodat-
nio okreslony (16) . Istotnie, jezeli k jest nieparzyste, to Q(—h) = —Q(h).

(b) Jezeli E jest skoniczenie wymiarowa, to dodatnia okreslonosé jest rownowazna silnej dodatniej
okreslonosci (17). Istotnie, jezeli F jest skoriczenie wymiarowa i ) jest dodatnio okreslony, to ¢ :=
inf{||Q(h)| : ||h|]| = 1} > 0 (bo sfera jest zwarta) i dla A # 0 mamy Q(h) = ||h||kQ(ﬁ) > c||h||*.

(c) Jezeli E=R", k=21Q = [Qi,;lij=1,..n jest macierza symetryczna, to nastepujace warunki sa
réwnowazne: N

(i) forma Q(h) = h'Qh = Y Q; jhih;, h=(h1,...,hy,) € R™ (¥), jest nieujemnie okreslona;
ij=1
(i1) D(iy,...,is) = 0 dla dowolnych 1 < iy < --- < i, < n, gdzie

Qil,ilv"inl,is
D(iy,...,is) :=det , 1<ip < <ig<n.
Q’is,i17' B Qis,is

(iii) wszystkie wartosci wlasne macierzy @ sa nieujemne.
Minor D(iy,...,1s) nosi nazwe minora gtdwnego rzedu s. Minor D(1, ..., s) nosi nazwe wiodgcego minora
gtownego rzedu s. Z kryterium tego wynika oczywiscie, ze @) jest niedodatnio okreslona wtedy i tylko
wtedy, gdy (—1)*D(i1,...,is) = 0 dla dowolnych 1 <4y < -+ <5 < n.

Istotnie, wiadomo, ze jezeli Q = Q', to Q = P'AP, gdzie P jest macierza ortogonalng (PP! = 1,,),
za$ A jest macierza diagonalng majaca na przekatnej wartosci wtasne dy, . . ., d,, macierzy A. Wynika stad,
ze forma @) jest dodatnio (nieujemnie) okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy forma skojarzona z macierza A
jest dodatnio (nieujemnie) okreslona, co z kolei jest rownowazne temu, ze dy, ..., d, > 0 (dy,...,d, > 0).
W szczegdlnoscel, (1) < (iii).

Poniewaz det Q = det A = d; - - - d,,, wnioskujemy stad rowniez, ze jezeli @Q jest dodatnio (nieujemnie)
okreslona, to det @ > 0 (det@ > 0). Ustalmy 1 < iy < -+ < iy < n. Zauwazmy, ze D(i1,...,1s) jest
wyznacznikiem reprezentacji macierzowej formy G, gdzie G : R® — R,

G(t) == Q(0,...,0,t1,0,...,0,£2,0,...,0,¢,,0,...,0), t=(t,...,t;) € R".
11 12 1s

W tym ostatnim przypadku zadamy istnienia stalej ¢ < 0 takiej, ze Q(h) < ¢||h||* dla dowolnego h € E.

Czyli jest mieokreslony.

Tak nie musi by¢ gdy dim E = co — CWICZENIE.

(18) Odnotujmy, ze Q(h) = @\(h7 h), h € R™, gdzie @(m,y) = z'Qy, z,y € R", oraz ze Q; j = C/Q\(ei,ej), “wji=1,...,n.
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Jest jasne, ze jezeli Q) jest dodatnio (nieujemnie) okreslona, to G jest dodatnio (nieujemnie) okreslona,
a stad D(i1,...,is) > 0 (D(i1,...,15) = 0).

Pozostaje wykazac, ze (ii) = (iii). Wiadomo, ze réwnanie charakterystyczne det(A — Al,,) = 0
macierzy A ma postac

(A" + Zn: (X Dln.i)) =N =0

s=1 1<i1<--<is<n

Jezeli wiec D(iy,...,i5) > 0 dla dowolnych 1 < iy < -+ < i5 < n, to kazdy pierwiastek tego rownania
(czyli wartoéé¢ wlasna) musi byé¢ > 0 (CWICZENIE).
CwICzENIE: Czy dla nieujemnej okreslonosci formy @ wystarczy, by D(1,...,8) >0, s=1,...,n 7

(d) Jezeli E=R", k=21iQ = [Qi,;]ij=1,..n jest macierza symetryczna, to nastepujace warunki sa
rownowazne:
(i) forma skojarzona z macierza @ jest dodatnio okreslona,

(i) D(,...,8)>0,s=1,...,n (*);

(iii) wszystkie wartosci wlasne macierzy @ sa dodatnie.
Istotnie, wiemy juz, ze (i) <= (iii) = (ii). Pozostaje wykaza¢, ze (ii) = (i). Dowod ten przeprowadzimy
indukcyjnie ze wzgledu na n. Przypadek n = 1 jest oczywisty. Zal6zmy, ze wynik zachodzi dla n — 1.
Oznacza to w szezegélnosci, ze Q((z/,0)) > 0 dlaz’ € (R"~1),. Niech @(x, y) := z'Qy, z,y € R", oznacza
dwuliniowe odwzorowanie symetryczne generujace forme Q. Latwo sprawdzié, ze istnicje w® = (w’,1) €
R™ takie, ze @(wo,ej) =0,7 =1,...,n — 1. Istotnie problem polega na rozwiazaniu kwadratowego

ukladu rownan:
n—1

ZQs,jwj =—Qnj, s=1,...,n—1,
s=1

ktorego wyznacznik to D(1,...,n —1) > 0.

Latwo rowniez stwierdzi¢, ze forma @ jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Q((z’,0)) > 0
dla ' € (R*1), oraz Q(w") > 0. Istotnie, wektory (ey,...,e,_1,w’) tworza baze. Forma Q jest
dodatnio okreslona <= Vegn-1Viz0 : 0 < Q((2,0) + tw®) = Q((¢/,0)) + 2tQ((z',0), w°) + t2Q(w) =
Q((@',0)) + 2Q(w”).

Pozostaje wigc sprawdzenie, ze Q(w®) > 0. Niech R oznacza reprezentacje macierzowa formy Q
w bazie eq,...,e,_1,w". Wiemy, ze det R > 0. Pozostaje zauwazy¢, ze det R = D(1,...,n — 1)Q(w?)
(CWICZENIE).

Propozycja 10.9.4 (Warunki konieczne na ekstrema lokalne). Zatdzmy, ze f ma w punkcie a minimum
lokalne i f*)(a) istnieje. Wtedy:

e f'(a) =0, tzn. a jest punktem krytycznym f.

o gezelik =2, f'lla) =0, ..., f*V(a) =0 i fF)(a) #0, to k jest parzyste i réiniczka %) (a)
jest nieujemnie okreslona.

Dowdd. Ustalmy h € E,. Funkcja g(t) = f(a+th) jest poprawnie okreslona dla |t| < ¢ (przy dostatecznie
matym ¢) i ma minimum lokalne w punkcie t = 0. Widag¢, ze ¢g(¥)(0) istnieje. Stad, na podstawie teorii
dla jednej zmiennej rzeczywistej, 0 = ¢’(0) = f'(a)(h).

Jezeli teraz f'(a) = 0, ..., f*D(a) =0, to ¢(0) = 0, ..., g*= D) = 01i g*(0) = f*)(a)(h).
7 klasycznej teorii funkcji jednej zmiennej rzeczywistej dostajemy teraz, ze f*)(a)(h) > 0 oraz, ze k
musi by¢ parzyste. (]

Propozycja 10.9.5 (Warunki dostateczne na ekstrema lokalne). (a) Przypusémy, ze f*)(a) istnicje,
f'(a) =0, ..., f*D(a) =0, arézniczka f*)(a) jest silnie dodatnio okreslona (20). Wtedy f ma w punk-
cie a silne minimum lokalne.
(b) Przypusémy, ze f € D¥(U,R), gdzie U jest otwartym otoczeniem punktu a, f'(a) =0,..., f#D(a) =
0, a rozniczka f('“)(x) jest nieujemnie okreslona dla dowolnego x € U. Wtedy f ma w punkcie a minimum
lokalne.
Elgg Q jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy (—1)*D(1,...,s8) >0,s=1,...,n.
20

W szczegolnosci, k musi by¢ parzyste.
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Dowdd. (a) Niech ¢ > 0 bedzie takie, ze & f*) (a)(h) > c||h[|¥, h € E. Wtedy, na podstawie wzoru
Taylora z reszta Peano, mamy

fla+h) = fla)+ %f”“)(a)(h) +o([|A]*) > f(a) + gllhl\k > fla), 0<[hll <1 (*)

(b) Niech B(a,r) C U. Dla dowolnego h € E, ||h| < 7, niech g(¢) := f(a +th), 0 < t < 1. Wtedy
gD (t) = fO(a+th)(h),0<t<1,j=1,...,k Korzystajac z jednowymiarowego wzoru Taylora z reszta
Lagrange’a, wnioskujemy, ze istnieje liczba 6(h) € [0, 1] taka, ze

Flath) ~ Fla) = 9(1) ~ 9(0) = 1™ (B(h)) = 1 7 (a + ORI (R) > 0. 0

Cwiczenie 10.9.6 (Funkcje wypukle). Powiemy, ze funkcja f : £2 — R jest wypukta, jezeli dla dowol-
nego segmentu [a,b] C £2, funkcja [0,1] 3 ¢t — f(a 4+ t(b—a)) € R jest wypukla (por. Definicja 6.8.1).
Funkcje f : 2 — R nazywamy wklestq, jezeli funkcja —f jest wypukla.

Udowodnié, ze jezeli f € D2(£2), to f jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego x € 2,
druga rozniczka f”(x) jest nieujemnie okreslona.

10.10. Twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym i twierdzenie o odwzorowaniu uwiklanym

Twierdzenie 10.10.1 (Twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym). Zatdzmy, ze E, F sq przestrzeniami
Banacha, 2 C E jest zbiorem otwartym i f € C*(2,F) (k > 1). Zatézmy, ze punkt a € 2 jest taki, ze
f'(a) € Isom(E, F). Wtedy istnieje otoczenie otwarte U C (2 punktu a takie, zZe:

V.= f(U) jest zbiorem otwartym,

flu : U —V jest dyfeomorfizmem klasy C* (22) ,

jezeli g := (fluv)™':V — U, to ¢'(y) = (f'(g(y)))~* dla dowolnego y € V.

Odnotujmy, ze wzor na ¢'(y) wynika bezposrednio z pozostatych wlasnosci (wystarczy zrozniczkowac
identycznosci (f|y) o g =idy, go (flv) = idy).

Obserwacja 10.10.2. Rozwazmy dla treningu przypadek E = F = R. Zalozenie f'(a) € Isom(R,R)
oznacza oczywidcie, ze f'(a) # 0. Istnieje wiee przedzial otwarty U C (2 taki, ze a € U oraz f'(z) # 0 dla
dowolnego = € U (w szczegdlnosei, funkeja f|y jest scisle monotoniczna). Zbior V := f(U) jest wtedy
przedziatem otwartym, odwzorowanie g := (f|y)~! : V — U jest rézniczkowalne oraz ¢’ = 1/(f’ o g).
Ze wzoru tego wynika natychmiast, ze jezeli g € C*(V) dla pewnego £ € {0,...,k — 1} (co wiemy dla
£=0),to g € CHV), a wiec g € C**1(V). Oznacza to, ze g € C*(V) (uwaga na przypadek k = o).

Propozycja 10.10.3. Przy oznaczeniach z Twierdzenia 10.10.1 przy E = F := R, mamy dodatkowo:
Jezeli f € C¥(£2), to g € C¥(V).

Wynik ten wynika natychmiast z Twierdzenia 5.8.9. Ponizej podamy inny dowdd bardziej dostoso-
wany do naszych potrzeb.

Przypomnijmy, ze teza ta nie zachodzi bez zalozenia, ze f'(a) # 0. Dla przykladu, funkcja R 3 z ——
23 € R jest analitycznym homeomorfizmem, ale funkcja odwrotna R 3 y —— ¢/y nie jest rézniczkowalna
w zerze.

Dowdd. ([Kra-Par 2002]) Skorzystamy z Twierdzenia 6.13.3. Ustalmy K CC V. Zaktadamy, ze wiemy
juz, ze g € C*(V). Na podstawie Obserwacji 5.8.2(d) oraz Twierdzenia 5.8.7 wnioskujemy, ze h := 1/f" €
C¥(U). Istnieja wiec stale C, p > 0 takie, ze

1 C
— sup |h®) (g(y))] < —, s€Np. (10.10.1)
St yeK 0
Teraz udowodnimy indukcyjnie, ze
1 C
-7 Sup 19 ()] < k—_kp k € Np. (10.10.2)
s yeK Y

Em; Przypomnijmy, ze zapis ,,0 < ||h|| < 1” oznacza, ze istnieje 9 > 0 takie, ze nieréwnosci zachodza dla 0 < ||h|| < eo.
22

Odwzorowanie bijektywne h : U — V nazywamy dyfeomorfizmem klasy C*, jezeli h i h~! sg klasy C*; zauwazmy,

ze wtedy h/(z) € Isom(FE, F) dla dowolnego = € U — CWICZENIE.



188 Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej 111, wersja z 22 stycznia 2019
10. Roézniczkowanie odwzorowan

gdzie

Ch = (20)F(~1)*! (,%) B e R

Zauwazmy, ze i liril /Oy = 20 (CWICZENIE), a wiec (10.10.2) zakoriczy dowdd.

Poniewaz, ¢’ = h o g, przypadek k = 1 wynika natychmiast z (10.10.1) (z s = 0). Teraz k ~ k + 1.
Korzystamy z Twierdzenia 6.6.12:

1
(+1) ()] = hog)®
su = su e}
e 19" ()] (k+1)!y€}3‘( 9" ()]
1 1 g e g®(y) o
_ plart-+ar) ( ) ( )
Flger! ”_Z%No arl- - ay! T Kl
a1+20472+7"'+k04k-,=k
| « g
<k11 Z (a1+l +(Tk)' +C+ k(?l1) 1"'(fk1>k
[0 Bn phiiin €2 - -
+ aq,...,ar €Ny QL k- e 0 ¢

a1 +2as+-+kar=k

g X e eercnm ()7 ok (1)

ar!l- ol
aq,...,a ENg 1 k
a1 +2az+-+kar=Fk

_ @O COF g (—U“l*“*“k(al+---+ak)!(%>°“ (I%)a

Qk 2(k+1) oql---ak!

IS

ai,...,ap€Ng
ar+2as+--+kap==k

» C)M (-1)F 3 Crr1
SO St ) T P | —
o 2(k+1) (k+1) kE+1 ok’

gdzie (*) wynika ze wzoru

) D A (TREELTO LY ) Y ) P G-I
a!- - ap! 1 k kE+1
@t,...,a ENg
a1+2an++kap=k
Powyzszy wzor udowodnimy korzystajac ponownie z Twierdzenia 6.6.12 dla funkcji

f(x)ZzliI: Ooxk: 3 %xk,

z € (—1,1),

>~ /1 (k)
ga(t)::1—\/1—2t:—z<l2€>(—2t)kzz¢ (O)tk, te(-35.3). (®)

k!
k=0

Niech h := f o . Mamy

1 /
hiO) = J(60) = s =)
a stad
— et )28 = 000 = 90
B s (PO (90
= > Ozﬂ-.-ak!f( o )(O)CPT) "'(SO k! )

aq,...,arENg
a1 +2a0++kar=k

TS M(_@(_Q)l)“ﬂ..(_(

k)"
arl (=2)
at,...,ap€Ng L ke
a1+200++kar=k

— (—2)F! Z (=1t ton(aq 4+ ay)! (%)al N < )ak' -

gl ag!
ay,...,ar€Ng ! k
aj+200+-+kap=k

SIS

el S

(23) Korzystamy tu z rozwiniecia (1 +¢)* = Z;O:O (‘I‘:)tk, te(—1,1), a €R.
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Twierdzenie 10.10.4 (Twierdzenie o odwzorowaniu uwiktanym). Zatdzmy, ze Ey, Es, F sq przestrze-
niami Banacha, 2 C Ey x Fy jest zbiorem otwartym i f € CF($2,F) (k > 1). Zatéimy, Ze punkt
a = (a1,a2) € 2 jest taki, ze
of
OFs
Wtedy istniejg otoczenia otwarte Uy C Ey, Us C Ea punktow ay i ay oraz odwzorowanie ¢ : Uy — Uy
klasy C* takie, e

(a) € Isom(FEs, F).

UrxUpC 2, A{zelUixUs: f(z) = fla)} ={(t,p(t) : t € Un},

%(x) € Isom(Ey, F), x €Uy x Us,
2

0 =~ (5L 000)) o gl(te0). tet,

Zauwazmy, ze wzor na pochodna ¢'(t) wynika z pozostatych wlasnodci. Istotnie, mamy f(t, ¢(t)) =
f(a) dla dowolnego ¢ € U;. Rozniczkujac dostajemy
of of

o (B0 (0) + 51 (b () 0 /() = 0.

Obserwacja 10.10.5. Rozwazmy dla treningu przypadek E; = E5 = F = R. Niech (a,b) € 2 bedzie
ustalonym punktem takim, ze %(a,b) # 0. Mozemy zalozy¢, ze %(m,y) > 0 dla dowolnego (z,y) € 2
oraz, ze {2 jest prostokatem.

Ustalmy e > 0 takie, ze (a,b+e) € £2. Oczywiscie

f(a,b*E) <f((l,b) <f(a7b+5)'
Niech 6 > 0 bedzie takie, ze
flz,b—¢) < f(a,b) < f(z,b+¢), z€(a—90,a+0).

Wynika stad, ze dla dowolnego x € (a — d,a + ¢) istnieje doktadnie jeden punkt y = ¢(z) € (b—¢,b+¢)
taki, ze f(z,p(x)) = f(a,b).

Pozostaje sprawdzi¢, ze ¢ : (a — d,a + &) — (b—e,b+ ¢) jest klasy CF. Na wstepie zauwazmy, ze
powtarzajac powyzsze rozumowanie dla dowolnego punktu (zg,yo) € P := (a — d,a + ) x (b —e,b+¢)
i dowolnego 0 < £* < 1, wnioskujemy, ze istnieje §* > 0 oraz funkcja
" i (xo— 6" m0+6") — (Yo —€",y0 +€7)
takie, ze P* := (zg — 0%, 20 + 6*) X (yo — €*,90 + &%) C P oraz y = ¢*(x) jest jedynym rozwiazaniem
rownania f(z,y) = f(xo,y0) W prostokacie P*. Jezeli yo = ¢(x0), to oczywiscie ¢* = @ na (xg — 6*,x9 +
0*), co w szczegolnosci, wobec dowolnosci e*, oznacza, ze ¢ jest funkcja ciagla.

Zauwazmy, ze caly problem lezy w rézniczkowalnodci . Jezeli bowiem ¢ jest rézniczkowalna, to
rownosé f(z,¢(x)) = f(a,b) implikuje, ze

of of

5g (Bre(@)) + gy(% p(x)) ¢'(x) =0, )
a stad )
o' (z) = —727%0(%@(36)), z € (a—68,a+09),
o (2, o))
co z kolei pokazuje, ze ¢’ jest funkcja ciggla, a wiec ¢ jest klasy C'. Jezeli juz wiemy, ze ¢ jest klasy C*
dla pewnego ¢ € {1,...,k — 1}, to powyzsza rownosé pokazuje, ze ¢ jest klasy clt

Przechodzimy do rozniczkowalnosci. Ustalmy zy € (a — 0, a + §). Dla maltych A € R mamy:

0= flan + hyplan + 1)) = f o, ) = 52 (6(8), e + R+ 5 (oo, n() (ot + 1) = (o))

gdzie £(h) € [zo, o + h] 1 n(h) € [p(z0), ¢(xo + h)]. Wynika stad, ze

= 2L 0ol + 1) + 5 (o, 01— 2AT0),

0 h
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Teraz przechodzac z h do 0 (i korzystajac z ciaglosei ¢) otrzymujemy rézniczkowalnosé funkeji ¢ w punk-
cie xg.
Jezeli k > 2, to rozniczkujac (*), dostajemy
foa(@op(@) + 217, (2, 0(2) ¢ (x) + fy, (2, (@) (@' () + [z, 0(2)) ¢"(x) =0, (**)
a stad, po uwzglednieniu (*), mamy (dla uproszczenia zapisu pomijamy argument funkeji ¢):

(@) (fl(w,0))? =210 (x,0) foz, o) (@, 0) + £, (2, 0) (fr(z, ¢))?
(fy(z,0))?

(CWICZENIE). W szczegolnosci, jezeli ¢’ (1) = 0 dla pewnego zp, to

¢ (x) = —

//(l’ ) _ alcl,ac(x0790(x0))
v 1 (@o, o(x0))

Prowadzi to do nastepujacego warunku dostatecznego na ekstrema lokalne funkeji y = ¢(x) uwiklanej
réwnaniem f(z,y) = 0, gdzie f € C2(£2), 2 C R? (CWICZENIE):
Jezeli
fy(a,b) #0,  fila,b) =0, f;.(a,b) #0,
to réwnanie f(x,y) = 0 da sie w otoczeniu punktu (a,b) rozwiktaé oraz funkcja uvwiktana y = p(z),
w(a) = b, ma w punkcie a ekstremum lokalne; ponadto, jezeli f,' ,(a,b)f,(a,b) <0, to jest to minimum,
a w przypadku przeciwnym — maksimum.

Cwiczenie 10.10.6. Korzystajac z metody uzytej w poprzedniej obserwacji, przeprowadzi¢ dowod twier-
dzenia o odwzorowaniu uwiktanym w przypadku, gdy Fy = R"™, Fy = F' = R. W przypadku, gdy k > 2,

2
wyprowadzi¢ wzoér na axa Do . Korzystajac z tych wzoréw, sformutowaé¢ warunek dostateczny na eks-

trema lokalne funkcji y = ¢(z1,...,,) uwiklanej rownaniem f(xq,...,2,,y) = 0, gdzie f € C%(12),
N CR*"xR.

Dowdd tego, Ze twierdzenie o odwzorowaniu uwiktanym implikuje twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym.
Niech E, F, (2, f,a beda takie, jak w zalozeniach twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym. Zdefiniujmy

E :=F, Ey,=FE, 2:=FxQ, a:=/(f(a),a),
f:§—>F7 f(yvx):f(x)_
Zauwazmy, ze f jest klasy C*, f(ﬁ) =0 oraz
;—E’;(ﬁ) = f'(a) € Isom(E,, F).

Niech U1, U2 1 g beda takie, jak w twierdzeniu o odwzorowaniu uwiklanym dla Ey, Es, F, _Q f a, tzn. U1
F, Ug C {2 sg otwarte, g : U1 — U2 jest klasy C* oraz

{(y.2) €U x Uz iy = f(2)} = {(y.9(v)) : y € U} ()
Niech U := Uy N f~Y(Uh), V = U;. Wobec (1) wnioskujemy, ze fly : U — V jest bijekcja oraz
(flo) =g O

Dowad tego, zZe twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym implikuje twierdzenie o odwzorowaniu uwikta-
nym. Niech Ey, Fo, F, {2, f,a beda takie, jak w zalozeniach twierdzenia o odwzorowaniu uwiktanym.
Zdefiniujmy

E:=E xE,, F:=F xF,
F:Q—F, f(ri,29) = (a1, f(21,22)).

of gn . O2F g

(24) Stosujemy tu tradycyjne oznaczenia f,, := o0 1o,y = Bzoy
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Oczywiscie, f jest klasy C¥, f(a) = (a1, f(a)) oraz
~ 0 0
Fl@)(X1,50) = (X1, 5 @)(0) + 5 (@)(X2)) = (X1, A@)(X1) + Bla) (X2)), (X1, Xa) € By x o

W szczegolnosei, f/ (a) € Isom(E, F) poniewaz
(/@)™ (Y1,Y2) = (Y1, (B(a) ' (Y2 = A(@)(V1))),  (Y1,Y2) € By x F.
Niech teraz U 1% beda takie, jak w twierdzeniu o odwzorowaniu odwrotnym dla E F 0, f ia,tzn. Uc®

jest otwartym otoczeniem a, V CcF jest otwarty i f \~ U—V jest dyfeomorfizmem klasy C.
Oczywiscie f/ (z) € Isom(E7 F ) dla dowolnego = € U. Wynika stad, ze
;—E{;(x) € Isom(E,, F), zeU.
Istotnie, poniewaz
~ af of
") (X1, X)) = (X X —(z)(X.
F(@)(3X1, X2) = (X1, g (@)(X0) + g (2)(X2)

=: (X1, A(z)(X1) + B(z)(X2)), (X1,X2) € Fy X By,
zatem dla z € U mamy:
(B(2)) " (Y) = prp, (F'(2)71(0,Y)), Y €eF.
Niech g := (ﬂa)*l. Z postaci odwzorowania f wynika, ze
dla1,y) = (21 h(21,y),  (21,y) €V,
gdzie h : V — E, jest pewnym odwzorowaniem klasy C*, dla ktorego h(a1, f(a)) = ag. Zdefiniujmy
W= {21 € By : (x1, f(a)) € V}, (1) := h(w1, f(a)).

Zauwazmy, ze ¢(a;) = az. Dobierzmy teraz otoczenia otwarte Uy C Fy i Uy C Ey punktow aq i ag tak,
ze Uy x Uy CU, Uy CWip(Up) CUs. Liczymy

{(t,e(t) : t € Ur} = {(21, h(z1, f(a))) : @1 € Ur} = {g(z1, f(a)) : w1 € Ur}
= {(z1,22) € U: 1 € Ur, f(z1,72) = f(a)} ={z €Uy x Uz : f(z) = f(a)}. O

Dowdd twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym.
Lemat 10.10.7. Niech E, F bedg przestrzeniami Banacha. Wtedy odwzorowanie
Isom(E, F) 5 L+ L' € Isom(F, E)
jest klasy C* oraz
AN (L) (H) = —Ly'oHoLy', Lo€lsom(E,F), H <€ L(E,F).
Dowdd. Ustalmy Lo € Isom(E, F'). Oczywiscie odwzorowanie
L(E,F)> H+— —Ly'oHolLy' € L(F,E)

jest liniowe i ciagle. Na podstawie Propozycji 9.6.4, dla dowolnego H € L(E, F) takiego, ze ||H| <
1/||Lg ||, mamy

|A(Lo + H) = A(Lo) + Ly o Ho Ly ' = | Y _(-1)"(Lg ' o H)Y o Ly |

v=2

ZHLolHqulH | HLO H HH”2 )
— 1L Al

Wynika stad rozniczkowalnosé odwzorowania A w punkcie Ly oraz wzor na pochodna.
Mamy wiec A'(L) = &(A(L), A(L)), L € Isom(E, F'), gdzie

&: L(F,E) x L(F,E) — L(L(E,F),L(F,E)),
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®(A,B)(H):=—-AoHoB, HeL(EF).

192

Zauwazmy, ze operator ¢ jest poprawnie okreslony, dwuliniowy oraz

I1P(A, B)ll2(ce,r),crE) < 1Alzm,e) | Bllore),
skad wynika, ze
@€ L?(L(F,E), L(L(E,F),L(F,E)))
i) < 1.

Teraz skorzystamy z rozumowania indukcyjnego. Przypusémy, ze A jest klasy C? (dla £ = 0 to wiemy).
Wtedy ze wzoru A’ = &(A, A) wynika, ze A’ jest klasy C*. Znaczy to, ze A jest klasy C*T'. Tak wiec A
jest klasy C*. O
Lemat 10.10.8. Niech E, F bedq przestrzeniami unormowanymi, niech U C E, V C F bedqg zbiorami
otwartymi i niech f : U — V bedzie odwzorowaniem bijektywnym. Niech g := f~! i niech a € U bedzie
taki, ze f'(a) istnieje. Wtedy nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) ¢'(f(a)) istnieje;

(ii) f'(a) € Isom(E, F) i g jest ciggte w punkcie f(a).

Dowdd. Tmplikacja (i) = (ii) jest oczywista (¢'(f(a)) = (f'(a))™1).

(i) = (i): Niech A := f’(a). Chcemy sprawdzi¢, ze
9(f(a) + k) = g(f(a)) + A7 (k) + |[Kl| B(k),
gdzie (k) — 0 przy k — 0. Niech B(f(a),r) C V. Dla || k|| < r zdefiniujmy h(k) := g(f(a) + k) — a.

Ciaglosé odwzorowania g w punkcie f(a) implikuje, ze h(k) — 0 przy k — 0. Nasz problem sprowadza
sie wiec do roéwnosci

h(k) = A7 (f(a + h(k)) = f(a) +[|f(a+ h(k)) = f(a)[|B(K)

i dalej, korzystajac z rownosci f(a + h) = f(a) + A(h) + ||h||a(h), a(h) — 0 przy h — 0, mamy
0 = A7 (|[a(k)lla(h(K))) + [|A(A(K)) + (k) lla(h(k)) | B(K).-

Wystarczy wiec pokazaé, ze

_l’_
+
A (||R]la(h))

[A(R) + [|Rlla(R)]]
dazy do zera przy h — 0. Poniewaz operator A~! jest ograniczony, wystarczy wiec pokazaé, ze wyrazenie
[[72f]cx(R)
| A(R) + [|Rlla(R)]]
dazy do zera przy h — 0. Poniewaz «(h) — 0 przy h — 0, wystarczy oszacowac od dotu wyrazenie
[ACR/[[R]) + a(R)]].

Odnotujmy, ze [[A]] = A~ (A(R))]| < |A"H[[A(h)]. Mamy wige
IACR/R]) + a(h)]| = 1/ A7 = [la(R)]- O

Lemat 10.10.9. Niech E, F bedq przestrzeniami Banacha, niechU C E, V C F bedg zbiorami otwartymi
i niech f: U — V bedzie homeomorfizmem takim, ze f € C*(U,F) i f'(z) € Isom(E, F) dla dowolnego
x € U. Wtedy g := f~ jest klasy C*(V, E).

Dowdd. Na podstawie Lematu 10.10.8 g jest odwzorowaniem rézniczkowalnym oraz ¢'(y) = A(f"(g(y))),
y €V, gdzie

A:Isom(E, F) — Isom(F, E)
oznacza operator odwracania. Przypomnijmy, ze A jest klasy C*°. Teraz uruchamiamy zwykta procedure
rekurencyjna i pokazujemy, ze g jest klasy C*. O

Lemat 10.10.10. Niech E, F bedq przestrzeniami Banacha, niech 2 C E bedzie zbiorem otwartym
i niech f : 2 — F bedzie odwzorowaniem rézniczkowalnym takim, ze f' jest cigglta w xo oraz f'(xo) €
Isom(E, F) dla pewnego x¢ € §2. Wtedy, dla dostatecznie matych T > 0, zbior f(B(xo,T)) jest otoczeniem
punktu f(xg).
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Dowdd. Niech P : E —> E,Q:F— F beda dowolnymi dyfeomorfizmami klasy C', gdzie EiF sa
przestrzeniami Banacha. Zdefiniujmy

Q=P YQ), [f=QofoP:2—F, Iy:=P ).

Zauwazmnmy, ze f’(io) € Isorn(E7 F ). Jest rzecza widoczna, ze wystarczy pokazaé, ze dla dostatecznie
matych 7 > 0 zbior f~’(B (To,T)) zawiera pewne otoczenie punktu f(io).

Powyzsza uwaga pozwala najpierw zredukowa¢ problem do przypadku 2o = 01 f(x¢) = 0 (poprzez
translacje: E = E, P(z) = z + =, F = F, Q(y) == y — f(x0)), a nastepnie do przypadku F = FE
i f/(0) = —idg (biorac E := E, P:=idg, F:=E, Q := —(f'(0))™1).

Ustalmy 7 > 0 takie, ze X := B(7) C {2 oraz
|f(z) +ide || <%, zeX.
Pokazemy, ze B(5) C f(X).
Ustalmy y* € B(%) i niech T': X — E, T(z) := f(z) — y* + . Zauwazmy, ze jezeli T'(2*) = z*, to
fl@™) =y"
Bedziemy chcieli zastosowaé twierdzenie Banacha o punkcie statym
Na podstawie twierdzenia o przyrostach skoriczonych, dla 2/, 2" € X, mamy

IT(z") = T(")|| = [[f(2") = f(@") + (" = 2")]]
< sup{[lf'(2) +idg || : 2 € [, 2"} 2’ — 2| < A}’ — 2.
Stad, dla z € X, mamy
IT (@)l < IT(2) = TO) + 1TO)] < 3llzl + lly*ll < O

Przechodzimy do zasadniczego dowodu twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym. Niech E, F, {2, f, a
beda takie, jak w zatozeniach.

Poniewaz zbior Isom(E, F) jest otwarty w L(E, F'), a operator odwracania A jest homeomorfizmem,
mozemy zalozyé, ze f'(x) € Isom(F, F) dla dowolnego z € £2. Niech A := f’(a), n := 1/||A~}|. Ustalmy
dowolng kule B(a,r) C {2 tak mala, by

If@) - Al< 3, xeBar).

Teraz, na podstawie twierdzenia o przyrostach skoriczonych, dla dowolnych z’, 2" € B(a,r) mamy:
1f@") = f@I = [A@ = 2")|| = [[f (") — f(") — A" — ")

> nllz" — "|| — sup{||f'(z) — Al : @ € [/, 2"]}]|2" — 2"|| > g”

x ="

Wynika stad, ze f|p(a,r) jest odwzorowaniem injektywnym oraz, ze odwzorowanie

g = (le(a,’r))_l : f(B(CL,T‘)) — B(a,r)
jest ciagte (spetnia warunek Lipschitza). Wobec Lematu 10.10.9, pozostaje jeszcze zauwazy¢, ze f(B(a,r))
jest zbiorem otwartym, co wynika z Lematu 10.10.10. (]

W przypadku, gdy F = F = R", twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym mozna istotnie wzmocnié.

Twierdzenie 10.10.11 (Twierdzenie o odwzorowaniu odwrotnym). Zatdzmy, ze 2 C R™ jest zbiorem otwartym, a € {2
i f: 02— R" jest odwzorowaniem rézniczkowalnym takim, ze:

e pochodna f' jest ciggta w punkcie a € (2,

e f/(a) € Isom(R™,R") (tzn. det Jf(a) #0).
Witedy istnieje otoczenie otwarte U C §2 punktu a takie, ze

o V:= f(U) jest zbiorem otwartym,

o fly:U — V jest homeomorfizmem,

o jezelig:= (fly)~':V — U, to g jest rézniczkowalne oraz g'(y) = (f'(9(y))) ™! dla dowolnego y € V.

Dowdd. Zachowajmy oznaczenia z dowodu Twierdzenia 10.10.1. Tak jak poprzednio, znajdujemy r > 0 takie, ze det J f(z) #
0 dla dowolnego x € B(a,r) CC {2 oraz

1£@) = £ > Flle’ —2"ll, 2’2" € Bla,r)
(wszystkie obliczenia wykonujemy w normie euklidesowej), gdzie 0 < n < min{1/||A7Y||, 1}, A := f'(a). W szczegdlnosci,
flB(a,r) jest odwzorowaniem injektywnym oraz odwzorowanie g := (fhE(a,r))_l : f(B(a,r)) — B(a,r) jest ciagle. Podobnie
jak poprzednio, pozostaje jeszcze pokazaé, ze zbior f(B(a,r)) jest otwarty. Poprzednio robiliSmy to w oparciu o Lemat
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10.10.10 (ktérego uzycie wymagalo zalozenia, ze f’ jest ciagla w kazdym punkcie zg € B(a,r)). Obecnie zastosujemy inna
metode.
Ustalmy punkt zo € B(a,r). Wystarczy pokazac, ze B(f(zo),7) C f(B(zo,70)), gdzie

ro =1 — |lzo —all, T:=(n/4)ro.

Ustalmy y* € B(f(xo0), 7). Szukamy x* € B(xo,ro) tak, by f(z*) = y*.
Niech T(x) := || f(z) — y*||, x € 2. Odnotujmy, ze T? jest odwzorowaniem rézniczkowalnym oraz

(T?) (2)(X) = 2(f(z) — y*, f'(2)(X)), z €2, X €R™

Wiynika stad w szczegolnosci, ze jezeli (T2) (x) =01 Jf(z) # 0, to f(x) = y*.

Ustalmy 0 < s < 79 tak, by y* € B(f(z0), (n/4)s). Poniewaz B(x¢, s) jest zbiorem zwartym (tu korzystamy istotnie
7z zalozenia, iz E = F = R™), zatem istnieje punkt z* € B(zo, s) taki, ze T(z*) = min{T(z) : = € B(zo, s)}. Zauwazmy, ze
T(zo) < (n/4)s, a wiec T'(z*) < (n/4)s. Pokazemy, ze z* € B(zo, s). Przypusémy, ze ||* — zo|| = s. Wtedy

T(z™) = £ (&) = f(wo) = (" = f@o)l| = [If(z") = f(=o)ll = ly"™ — f(=)ll > (n/2)[|=™ — moll — (n/4)s = (n/4)s;

sprzecznosé.
Tak wiec z* € B(zo, s), a stad (T?)’(z*) = 0, co wobec poprzedniej obserwacji, daje f(z*) = y*. O
10.11. Odwzorowania analityczne
Niech E, F, G beda przestrzeniami Banacha.

Definicja 10.11.1. Niech {2 C E bedzie otwarty. Powiemy, ze odwzorowanie f : 2 — F jest analityczne
(f € C¥(2,F)), jezeli dla dowolnego a € (2 istnieja r > 0 i ciag wielomianéw jednorodnych Qi €
HF(E, F), k € Ny, taki ze B(a,r) C {2 oraz

fla+h)=>"Qulh), heB).
k=0

Obserwacja 10.11.2. Jezeli F = R, to powyzsza definicja jest zgodna z Definicja 5.8.1.
Rozpoczniemy od pewnej obserwacji dotyczacej wielomianéw jednorodnych.

Lemat 10.11.3. Niech E, F bedg przestrzeniami Banacha i niech Q € HF(E,F), k = 1,2,.... Za-
toimy, ze dla pewnego r > 0, szereq Y ooy Qr(h) jest zbiezny dla dowolnego h € B(r). Wtedy istniejq
state C, 0 > 0 takie, ze ||@;€|| < %, k=1,2,....

W szczegdlnosci, dla dowolnego h € B(fp), 0 < 6 < 1, mamy ||Qx(h)|| < COF, k = 1,2,..., skqd
wynika, ze szereq > poq Qr jest zbiezny normalnie w kazdej kuli B(6p), 0 < 6 < 1.

7 powyzszego lematu wynika, ze w definicji odwzorowania analitycznego mozemy zawsze zakltadac,
ze istnieje stala C > 0 taka, ze |Qy]| < &, k € N.

Dowdd. Niech Fs := {h € B(r) : Vien © [[Qk(R)|| < s}. Zbiory Fs sa oczywiscie domknigte, Fy C
Fy11, oraz B(r) = (.2, Fs. Poniewaz B(r) jest przestrzenig zupelng, twierdzenie Baire’a implikuje, ze
istnieje sp € N takie, ze int Fy, # @. Niech B(z,7) C Fy,. Teraz na podstawie wzoru polaryzacyjnego
(Propozycja 10.5.1), dla hq, ..., hy € B(7/k), dostajemy:
~ 1
”Qk(hla ) hk)” < EQk‘SOv

skad wynika, ze

-~ 1 2k80 (Qk‘)k So 2k S0 S0
< 7 = St =——, kel O
”%”mgw kKl TF TF T (e2r)F

Lemat 10.11.4. Niech E, F bedg przestrzeniami unormowanymi i niech Qi € HF(E, F), k=1,2,....
Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) Je,r>0 Veen Vi, peeBe ¢ 1Qk(ha, . )| < C;
(i) 3¢, r>0 Veen : |Qkll < &5
(ili) 3¢, rs0 Vren : |1Qkll < &
(i¥) Jo, 10 Yher Ve Q6 () < C.
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Dowdd. Latwo widaé, ze (i) < (ii) = (iii) <= (iv). Implikacja (iii) = (ii) wynika z Propozycji
10.5.5(a):
C
(re=2)*’
Propozycja 10.11.5 (Por. Lemat 10.10.7). Odwzorowanie

k e N. O

1Qk]l < ™[ Qxll <

Isom(E,F) 5 L% L' € L(F,E)
jest analityczne.

Dowdd. Ustalmy Lo € Isom(FE, F'). Na podstawie Propozycji 9.6.4, dla dowolnego H € L(E, F) takiego,
ze |H|| < 1/||Lg ||, mamy

AMLo+H)=> (-1 YolLyt= ZQk
k=0

Zauwazmy, ze Qr(H) = Qk(I—L ..., H), gdzie
Qu(Hy, ..., Hy) == (=1)*(Lyt o Hy)o---o(Ly' o Hy)o Lyt, Hy,...,Hy € L(E,F).
Widaé, 7e Qi € LF(L(E, F), L(F, E)). O

Propozycja 10.11.6. Niech f(a+ h) := > o, Qr(h), h € B(r), gdzie Q) € H*(E,F), ||@k|\ < %,
k € No. Wtedy:

(a) fecC¥(B(a,r),F)CC®B(a,r),F),

(b) f9(a+h)= z;ijj!(’;)@k(h, coishyy o), b€ B(r) (réwnosé wHI(E,F)), j € Ny,
(k—j)x Jx

(¢) Qs = 49 (a), j € No, cayli fla+h) = Tuf(h), h € B(r),

(d) fY) ec¥(2,H(E,F)) dla dowolnego odwzorowania f € C¥(£2,F), j € N.

Dowdd. (a) Niech b € B(a,r) i niech g :=r —||b — al|. Dla ||h|| < o, policzmy formalnie

f(b+h):f(a+(h+bfa)):kZ:0Qk(h+(bfa ZZ( ) ... hb—a,....b—a)

FE0I=0 ix (k=3

=Y (I;)@k(h,...,h,b— b—a) ZP]

j=0 k=j . .
I ix (k—j)x =

Powyzsze formalne przeksztalcenia stang sie poprawne, jezeli rodzina
k\ ~
> ; Qi(h,....h,b—a,...,b—a)
—— — —
(k’yj)@\%:jék’ ix (k—j)x

bedzie sumowalna. Wynika to natychmiast z oszacowania

() mi—o =g < (F)o(y (BT)™

Jx (k—j)x

Niech

Pi(hy, ... Z()Qk hi,....hj,b—a,....b—a), hi,....h; € E.
N————
k=J (k—3)x

Mamy
~ . — k—j
H(k_)Qk(hl,...,hj,b—a,...,b—a)H<<’?>Cllh1|\,,,llhj|\(|\b all) ;

] D e —— J T T T

(k—j)x
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H (];) @’“(H,_«w)H <o(t) (’;) =

Jx (k—j)x

196

a stad

Szereg definiujacy ]3j jest zatem zbiezny w L1(E, F), a stad ﬁ] € LI(E,F).
(b) W przestrzeni L(E, F) rozwazmy szereg

> Qi(n Z ka h,-)
k=1 = (k 1) x
(zob. Propozycja 10.5.7(b)). Dla h € B(fr), 0 < 6 < 1, mamy
. c
sup [[kQk(h, ..., h )|z, F) < k0% 1= < const < +o0.
keN
Teraz wystarczy juz tylko (CWICZENIE) skorzysta¢ z twierdzenia o rézniczkowaniu szeregu wyraz po
wyrazie (Twierdzenie 10.3.18) i Lematu 10.11.4.
(c) i (d) wynika z (b). O
Propozycja 10.11.7 (Zasada identycznosci). Jezeli 2 jest spdjny, f,g € C¥(2,F) i f = g na pewnym
niepustym zbiorze otwartym U C {2, to f = g.

Dowdd. CWICZENIE. O
Propozycja 10.11.8 (Por. Twierdzenie 6.13.3). Niech 2 C E bedzie zbiorem otwartym i niech f €
C>®(2,F). Wtedy

1 C
fEC’ (2, F) <= Vacn Ic>0, Blar)c2 YneB(r) Vien, : EHf(’“)(a +h)|l < ol

Dowdd. (<=): Niech a € 2 i niech C, r > 0 beda takie, jak w warunku. Korzystajac ze wzoru Taylora
z reszta typu Lagrange’a (Twierdzenie 10.7.1(c)), dla h € B(r) mamy:

upacEB(am) ||f(k+l)(x)”
(k+1)!

[

k+1
<o(liy .
T k—+4o00

(=): Nlech a € (2. Przypusémy, ze f(a + h) Zk 0 Qr(h), h € B(2r), gdzie Q) € H*(E,F),
H@kH < W’ k € Ny, B(a,2r) C 2. Niech ¢(t ) = L. Korzystaj@c z Propozycji 10.11.6(b) oraz
z rozumowania z dowodu Twierdzenia 6.13.3, dostajemy dla h € B(r):

159 Za ()12t CZJ BIONE)

(k=i)x  ix

|£a+m) - Z SO @M)| = 1R a0+ 1) <

:c(%) (1) = c(%)jﬂzjﬂ :j!i—? jEN. O

Propozycja 10.11.9 (Por. Twierdzenie 5.8.7). Niech U C G, 2 C E bedg zbiorami otwartymi, niech
peCY(UE), p(U)C 2, feC(2,F). Wtedy fop € C¥(U,F).

Dowdd. Wykorzystamy Propozycje 10.11.8. Niech tg € U, a := ¢(tp) i niech C > 1,0 < s < r < 1 beda
takie, ze

C
B(t — ") (to + 1)|| <
(to,r) CU, S ™ (o + Il <
1 *) <
¢(B(to,s)) C Bla,r) C 2, 5 sup [[fP(a+h)| <, keNo.
k! heB(r) r

Skorzystamy z Propozycji 10.7.3. Dla ¢t € B(s) mamy
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1 %) (a1 + -+ ag)! C Cyo C\ ok
Lea®torols Y = (5 ()
ai,...,a ENg
a1 +2ao+-+kap=k
rk ar!l---ag! T ok T (L2 )k
a,...,a ENg 2
a1 +2az+--+kag=k
gdzie (*) wynika ze wzoru:
Z (041+"‘+04k)!_2k—1
loa! o ’
ai,...,ap€Ng ar Ok
a1+202++kar=k
Dla dowodu tego wzoru, niech
f@)i= = S e =3 L, k1<
2—z 1-(z-1) % = ’ ’
1 — v — 1 (v) v
Sﬁ(t)izﬁ :Zt :Z;@ 07, [t < 1.
v=0 v=0 "
Wtedy
Fe0) = - = I - S e 1+ Y2 = 3 Lo, <
= = = _— = = —_— (e} -
A S g7 e ’ 2
- v=0 v=0 v=1 v=0
Teraz, korzystajac ze wzoru na pochodna ztozenia, dostajemy
L1 1 A ONEINIRI (UM
k-1 _ L (k) _ (ert--tak)
2 = g0 = 2 ol o k(l)( 1! ) ( k! )

aq,...,a ENg
a1 +2a0++kar=k

— > fnt o bow) g

ar!l- - ayg!
aq,...,ar €Ny 1 k
a1 +200+-Fkop=k

Twierdzenie 10.11.10 (Por. Propozycja 10.10.3). Przy zatozeniach i oznaczeniach Twierdzenia 10.10.1,
jezeli f € C¥($2,F), to g € C¥(V, E).

Dowdd. Wiemy juz, ze g € C*° (V). Skorzystamy z Propozycji 10.11.8. Ustalmy yo € V. Na podstawie
Propozycji 10.11.5 oraz 10.11.9 wnioskujemy, ze h := (f')™! = Ao f' € C¥(U,L(F, E)). Istnieja wigc
stale C' > 1, 0 < s < r < 1 takie, ze

9(B(yo.5)) C Blg(yo),): 75 sup [[A%(g(yo +9))ll < 5, k€ No.

- y€B(s)
Teraz, podobnie jak w dowodzie Propozycji 10.10.3, dowodzimy indukcyjnie, ze

1 C

— (k) < —k keN

i y:lél()s) 19 (o + )l < =5 05
gdzie C}, jest takie, jak w dowodzie Propozycji 10.10.3. Poniewaz, g = h o g, przypadek k = 1 jest oczy-
wisty. W kroku indukcyjnym korzystamy z Propozycji 10.7.3 i szacujemy dokladnie tak, jak w dowodzie
Propozycji 10.10.3 (CWICZENIE). a

Teraz, korzystajac z rozumowania pokazujacego rownowaznosé twierdzenia o odwzorowaniu odwrot-
nym z twierdzeniem o odwzorowaniu uwiktanym, dostajemy latwo nastepujacy wynik.

Twierdzenie 10.11.11. Przy zaloZeniach i oznaczeniach Twierdzenia 10.10.4, jezeli f € C¥(§2, F), to
[C2S] CW(U1,E2).
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10.12. Przestrzenie funkcji spelniajacych warunek Héldera

Niech E, F' beda przestrzeniami unormowanymi nad K i niech {2 C E bedzie otwarty. Przypomnijmy sobie przestrzenie
BD* (2, F) i BCk(02, F) wyposazone w norme || |2,k — zob. definicje przed Propozycja 10.6.7. Dla o > 0 niech H*(£2, F')
oznacza zbior wszystkich funkcji f : £2 — F', ktore spelniajg globalny warunek Hoéldera z wykladnikiem . Zauwazmy, ze
jest to K—przestrzen wektorowa oraz H*(2,F) C C(£2,F). Dla f : 2 — F poloézmy

[flo == SHP{M (Ty €0, x sﬁy} € [0, +00].
llz —yll*
Jest oczywiste, ze f € H*(2,F) < |fla < +o0. Wtedy tez ||f(z) — fF()| < |flallz — y||¥, z,y € 2. Zauwazmy, ze dla
a > 1 mamy: |f|la < 400 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest lokalnie stala (réwnowaznie: stala na kazdej sktadowej
spojnej £2). Istotnie, dla dowolnego = € 2 oraz ¢ € E, ||£|| = 1, mamy:
f(@+1t) — f(=)
t

] < |flaltet,

co przy t — 0 daje g—g(:z) = 0 dla dowolnych z € 21 ¢ € E. Oznacza to stalos¢ f na kazdej sktadowej spojnej (CWICZENIE).
7 tego tez powodu bedziemy dalej zaktadaé, ze o € (0, 1].

Latwo sprawdzié, ze | |o : §% — Ry jest K—seminormg, tzn. [0la = 0, |Afla = |[M|fla (A € K) oraz |f + gla <
|fla + |gla. Dla k € Ng definiujemy

BCH (2, F) := {f € BDF(2, F) : ||, < +00} C BCk (02, F),
przy czym BCO® (2, F) = B(2, F) N H% (2, F). Sa to K-przestrzenie wektorowe. Przestrzenie te normujemy przy pomocy

norm || fllo,k,a == ||fllor + |f®)|,. We wszystkich powyzszych oznaczeniach, zgodnie z ogélnymi regutami, jezeli F = R,
to pomijamy F'.

Przyktad 10.12.1. Dla dowolnego k € No, funkcja f(z) := |z|*T*, = € (=1,1), jest klasy BC*¥*((—1,1)). Ponadto,
f ¢ BC*P((=1,1)) dla a < 8 < 1. Dla k parzystego i a = 1 dostajemy funkcje f € BCk1((—1,1)) \ DF+1((=1,1);0).
Istotnie, mamy
k—jta osoli
19 @) = 1(%) {x S0 k.
37 | (1) (—x)" It jezeliz <0
W szczegblnodci, dla j = k dostajemy

el

f(k)(x) okl %, jezelixz >0 .
(=D)*(—2)*, jezelixz <0

LF ) (@)= ) ()

. Nie ma
lz—y|™

Pozostaje sprawdzi¢, ze |f(F)|, < +oo. Dla x,y € (—1,1), = < y, szacujemy wyrazenie A :=
problemu, gdy zy = 0. Zakladamy wiec, ze zy # 0. W przypadku, gdy « < 0, y > 0 mamy

_1\e(_p)x _ _1\kpa
P e I L s TR
|z — g« t>1 (E+ 1)
Jezeli zy > 0, to mamy
o _ o 1 —u
A<k! sup = o k! sup v < +o0. (25)
o<t<u<t (U= 1) o<u<1 (1 —u)®
(k) (z)— £ (k)
Dla 8 > a mamy W = k!|z|*~#, a ostatnie wyrazenie nie jest ograniczone w (0, 1).

Obserwacja 10.12.2 (Wtasnosci przestrzeni BC**($2, F)). (a) Jezeli (2 jest ograniczony, to dla 0 < 8 < a < 1 mamy
| g < O] |a, gdzie C := (diam 2)*~5. W szczegdlnosci, jezeli 2 jest ograniczony, to dla 0 < 8 < a < 1 mamy:
BCk(02,F) C BCkP (02, F) oraz || |la.x,6 < Cll ll2.k.a, gdzie C := max{1, (diam £2)>~8}.

(b) Jezeli £2 jest wypukly, to BDFT1(2, F) C BCH1 (02, F) oraz || ||o,k,1 < || [|2,k+1 (wystarczy skorzystaé z twierdzenia
o przyrostach skonczonych).

(c) Dla f € B(2,F) mamy: f € BCHHLo(Q,F) < f' € BCk2(2,L(E,F)). Ponadto, || flokt1,a = Ifleo +
1112,k -

Pojawia sie naturalne pytanie, ktére z wynikéw dla funkcji BCK pozostajq prawdziwe dla BCk.

Propozycja 10.12.3. Jezeli F' jest Banacha, to (BC**(2,F),|| |la.k,) jest Banacha.

Dowdd. Niech (fs)S2, C BCF<(£2, F) bedzie ciagiem Cauchy’ego w sensie || ||,k o. Poniewaz (BCF(£2, F), || |la.k) jest

przestrzenia Banacha (zob. uwagi przed Propozycja 10.6.7), mamy f H”iik fo € BCF(Q, F). Pozostaje, wykazaé, ze

17— £)a — 0. Dlaz,y € 2,  # y, mamy

158 @) — £ @)~ G @ - Vo0l _ 1Y@ = £ @) - P w) - £ @)

lz -yl v—too lz =yl

<hmsup|f§’“>—f£“\as—> 0. O

v—+00 —oo

L . 1w H . a—1
(25) Jezeli a < 1, to tljr{17 (172)6 = tlirlrL (1Eu)0<*1 < +oo0.
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Propozycja 10.12.4. Zaldzmy, ze §2 jest ograniczony i wypukly.
(a) Niech B € L(F,G;H), f € BCF*(2,F), g € BCH*(2,G). Wtedy B(f,g) € BC**(2, H) oraz
1B(f; Dll2,k,a < CUBIIfa,kallglera
gdzie C = const(diam 2, k, «).
(b) Niech U C G bedzie otwarty wypukty i ograniczony, f € BCH*(2,F), ¢ € BC*P(U, E), ¢(U) C 2. Wtedy
0,08 eseli kb —
fope BCk A(U,F), Zez}elz}k 0.
Bekmin{eSY (U, ), jezeli k > 1

Zauwazmy, ze biorac G = E=F =R, U = 2 = (-1,1), f(z) = |z|%, ¢(t) := |t|®, widzimy, ze dla k = 0 wyniku z (b)
nie da si¢ poprawic.

Dowdd. (a) Indukcja wzgledem k (przy dowolnych pozostatych elementach). Dla k = 0 mamy:

1B(£(z), 9(x)) — B(f (), gDl _ 1B (=) = f(y), 9@l + 1B(f(w), 9(x) — ()l
lz —yll* N lz —yll*
< IBl(flallglle.o0 + 11fll2.0lgle) < 2Bl fl2,0,al9l2.0.q;

skad wynika, ze [|B(f, 9)l2,0,a < 3IIBllIfll2,0,all9ll2,0,a- Dla dowodu k ~ k + 1 mamy (B(f,9))" = B1(f',9) + Ba(f, ')
przy standardowej interpretacji operatoréow dwuliniowych

By :L(E,F)x G — L(E,H), Ba:F x L(E,G) — L(E,H).
Zauwazmy, ze f' € BC* (02, L(E, F)), g € BC*1(22, F) C BCk (02, F). Korzystajac z zalozenia indukcyjnego wnioskujemy,
ze B1(f',g) € BC**(2, L(E,G)). Analogicznie dowodzimy, ze Ba(f,g') € BC*(2, L(E, G)). W takim razie (B(f,g))’ €
BCk (0, L(E, @), co daje B(f,g) € BCk+1:%(0,G). Ponadto,
1B(f, 9l 2ka = IB(f, 9)lle.0 + (B, 9)) | 2.k
<|IBlllIfll2.0llglle.0 + CilBilllf | 2.k.allgl 2.k + C2l B2llll fll2.k,a 9" | 2.k a

summum&%amm&ma+@wmmﬂﬂmm&rummm&mwgwmg

< |IB]l (\lf\lrz,k+1,aIIQ\I:z,k+1,a + Csllfll2,k+1,allgll k1 + C4\|f\|n,k+1Hgl\n,k+1,a)

< CIBlIf 2.kt 1,09l 2, k41,0
(b) Dla k = 0 mamy:

1 (e(®) — S| e (®) — o)\ )
[t — ul|*? gm“( [t — ul]® ) < flalels:

Dla dowodu kroku indukcyjnego k ~» k + 1 mamy (f o) = (f' o) o’ = B(f' o, ¢’), gdzie
B:L(E,F)x L(G,E)> (A,B)— Ao B € L(G, F).

Wiemy, ze f' € BC**(2,L(E,F)), ¢ € BC*Y(U,E) oraz ¢’ € BCkP(U, L(G, E)). Z zalozenia indukcyjnego dostajemy
flop € BCH*(U, L(E, F)). Na podstawie (a), B(f'op,¢’) € BCkmin{e8} (U, £(G, F)), astad fop € BCk+1min{e.6} (U, ),
O

Twierdzenie 10.12.5 (Wzor Taylora). Jezeli f € BCK (02, F), to

1B (f;a,a + )]

inpra . < Wle laathca.

W szczegdlnosci, dla dowolnego zbioru A C §2 takiego, ze A + B(r) C 2 dla pewnego v > 0 (np. dla dowolnego zbioru
zwartego) mamy
) | Rx(f,a,a + h)| }
1 s — " a €A 0<|h||<d; =0, 0<B<a.
r>50t up{ DA Il feo
Dowdd. Indukcja wzgledem k (przy dowolnych pozostalych elementach). Dla k = 0 wystarczy skorzystaé z definicji |f|a-
Dla dowodu k ~» k 4+ 1 mamy:

[Rks1(f a0 a+ B _ sup{||R} ., (f,a,a+ &) : £ € (0, h}HIR|

[ftite [[][F+1te
:smﬂW%Uﬁwa+£m:£€(QH}<smﬂKfﬂ“hMth:£€(QH}<|ﬂm4” -
[[n][+e = (|72 e = “

Niech C*%(§2) := {f € C¥(£2) : VaenIu, : flu, € BCH*(Ua)}.

Propozycja 10.12.6. Niech L(E,F) D Isom(E,F) 3 X AL x-le Isom(F, E) C L(F,E) bedzie operatorem odwraca-
nia. Wtedy dla dowolnego Lo € Isom(E, F) istnieje otoczenie wypukte W C Isom(E, F) takie, ze Alyw € BCH1(W) dia
dowolnego k € Np.
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Dowdd. Wiemy, ze A'(H) = &(A(H),A(H)), H € L(E, F), gdzie & € B(L(F,E),L(F,E); L(L(E,F),L(F,E))) (por. do-
wod Lematu 10.10.7). Stad, na podstawie Propozycji 10.12.4, dla dowolnego wypuklego otoczenia W odwzorowania Lo,
jezeli A € BC1(W), to A’ € BCk1(W), a wiec A € BC*+1:1(W). Pozostaje wybraé¢ wypukte W tak, by A € B(W, L(F, E)).

O

Twierdzenie 10.12.7. (a) Przy oznaczeniach z twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym, jezeli f € C*(2,F), to
g € CH(V, E).
(b) Przy oznaczeniach z twierdzenia o odwzorowaniu uwiktanym, jezeli f € C* (02, F), to p € C* (U x Ua).

Dowdd. (a) Zachowujemy oznaczenia z twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym. Mozemy zalozy¢, ze {2 jest zbiorem
wypuktym ograniczonym oraz f € BCK*(£2). Wiemy, ze ¢’ = Ao f' og, gdzie A : Isom(E, F) — Isom(F,E) jest
operatorem odwracania. Na podstawie Propozycji 10.12.6 mozemy zalozy¢ f/(g(V)) C W, gdzie W C L(E, F) jest wziete z
Propozycji 10.12.6 dla Lo := f’(a), za$ V jest otoczeniem wypuklym punktu f(a). W szczegdlnosci, A € BC*1 (W, L(F, E))
dla dowolnego s € Ny. Zastosujemy indukcj¢ ze wzgledu na k.

k = 1: Wiemy, ze A € BCOY (W, L(F,E)), ' € BC%*(2,L(E, F)) oraz g € BC%1(V, F). Na podstawie Propozycji
10.12.4(b) dostajemy Ao f' o g € BCY*(V, L(F, E)). Skad g’ € BC%*(V, L(F, E)), a wiec g € BCY*(V,E).

k ~ k + 1: Poniewaz A € B(fk'l(VV,R"z)7 f € BCk(2,L(E, F)) oraz g € BC*1(V, F), zatem, wobec Propozycji
10.12.4(b), dostajemy Ao f’ o g € BCH*(V, L(F, E)), skad wynika, ze g’ € BC**(V, L(F, E)), a wiec g € BC*+1.o(V, E).

(b) Wynika z (a) i dowodu réwnowaznosci twierdzen o odwzorowaniu odwrotnym i uwiktanym. O

10.13. Twierdzenie o rzedzie

Twierdzenie 10.13.1 (Twierdzenie o rzedzie). Niech {2 C R™ bedzie zbiorem otwartym i niech f : 2 —
R™ bedzie odwzorowaniem klasy C* (k € NU {oco, w}) takim, ze

3rE{O,A..,min{n,m}} vaQ : rank f/(.Z') =

Niech A :=(—1,1) C R. Wtedy dla dowolnego punktu a € 12 istnieje:
e otoczenie otwarte U C §2 punktu a,
e otoczenie otwarte V.C R™ punktu f(a), f(U) C V,
o dyfeomorfizm klasy C* & : A" — U, &(0) = a,
o dyfeomorfizm klasy C* W :V — A™ W(f(a)) =0,
takie, Ze
(WOfO@)(th...,tn) = (tl,...,tT,O,...,O), (t17-~-7tn) S A",
f

U ——

A" (prgr,0) A™

Dowdd. Przypadek r = 0. Wtedy f = f(a) = const w sktadowej spojnej zbioru 2, do ktorej nalezy
punkt a. Dobierzmy T > 0 takie, ze U := a + 7A"™ C 2 i zdefiniujmy V := f(a) + A™, &(t) := a + 7t,
U(u) :=u— f(a).

Przypadek r > 1. Niech P : R" — R" i@ : R™ — R™ quq dowolnymi izomorfizmami afinicznymi.
Zdefiniujmy 2 := P~ (Q) f =QofoP: 2 —R™ g:= = P~ !(a). Zauwazmy, ze odwzorowanie ]7
jest klasy C* oraz rank f () = r dla dowolnego z € 0. Przypuacmy7 ze twierdzenie o rzqdz1e zachodzi
dla odwzorowania f w punkcie @ i niech U, V,oiw beda dobrane do odwzorowania f zgodnie z tym
twierdzeniem.

Niech U := P(U), V := Q }(V), ®:= Pod, ¥ :=Wo Q.

.
7| |7
An (prgr,0) Am

Mamy
(Wofod)t)=(WoQ)ofo(Pod))(t)=Wofod)(t)=/(ty,...,t,0,...,0),
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czyli twierdzenie o rzedzie zachodzi dla odwzorowania f w punkcie a.

Stosujac powyzsze rozumowanie do P(z) := x+aiQ(y) := y— f(a), redukujemy dowdd do przypadku
a=01 f(0)=0.
7 algebry liniowej wiadomo, ze istnieja izomorfizmy liniowe P : R — R" i @ : R™ — R™ takie,
ze
I.0
Qo f'(0)o P = [50} - (*)
Dowod redukuje sie wiec do przypadku, gdy
ren |1 0
Niech

g: 2 — Rn? g(fE) = (fl('r)v '7fr(‘r)7a:r+17~-~71'n)'

Oczywiscie g jest klasy C*, g(0) = 0 oraz ¢’(0) = I,. Na podstawie twierdzenia o odwzorowaniu odwrot-
nym istnieje otoczenie otwarte zera U C {2 oraz 7 > 0 takie, ze odwzorowanie

glv : U — 7A"
jest dyfeomorfizmem klasy C*. Niech
&= (gly)tTA" — T,
pi=fod:TA" — R™.
Zauwazmy, ze o jest klasy C*, ¢(0) = 0 oraz rank ¢/ (t) = r dla dowolnego ¢ € TA™. Ponadto,
P(t) = (1, tr, ors1(t), .-, om(t)),

a wiec w szczegdlnosci p(TA™) C (1A)" x R™™" oraz

/ I Opn—r
_ d
D= Lo [350)]rirm
v=r+1,....,n

Poniewaz rank ¢’ (t) = r, wnioskujemy stad, ze

7]
6S;:M(L‘):O, tetA", pu=r+1,....mv=r+1,...,n

Innymi stowy, funkcje @,41,..., @ zaleza jedynie od t1,...,t,.. Niech
v (TA") X R™™" — (7A") x R™™7)

V(U a1y tm) = (U U — @r1 (W), U — @ (0)).
Widag, ze ¥ jest dyfeomorfizmem klasy C* (27) i @(0) = 0. Ponadto,
(Fop)(t)=Tofod)(t)=(t0), t=(1")e(TA")x (rA™T").
Niech teraz
A" — U, b(t):=d(rt),
V=0T (TA™), WiV — AT W(y) = =W (y).

(26) I, oznacza macierz (r X r)-wymiarowa jednostkowa,

10 ... 0
01 ... 0
I =
0 0 1

() T vr1s o) = (Vv + @1 (0, v+ o (1)),



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej 111, wersja z 22 stycznia 2019

202 L. . ,
10. Roézniczkowanie odwzorowan

Odwzorowania @ i ¥ sg dyfeomorfizmami klasy C* oraz

1~ ~ 1
==(Wo fod)(rt)==(7t',0) = (I',0), t= (@ t")e A" x A", O
T T

(Tofod)(t)

Wobec Twierdzenia 10.12.7 i dowodu Twierdzenia 10.13.1, tatwo dostajemy nastepujacy wynik.

Twierdzenie 10.13.2 (Twierdzenie o rzedzie). Przy oznaczeniach z Twierdzenia 10.18.1, jezeli f € C* (), to dyfe-
omorfizmy ® i ¥ mozna wybraé tak, by &, o1, w, w1 ¢ cko,

10.14. Podrozmaitosci

Definicja 10.14.1. Niech 2 € topR", M C 2,d € Ny N [0,n], k € NU{co, w}. Méwimy, ze zbior M
jest d—wymiarowq podrozmaitoscig 2 klasy C*, jezeli M jest zbiorem relatywnie domknictym w {2 oraz:
—dlad=0: M jest zbiorem dyskretnym (28) (29) (30),
—dla1l<d<n: speiony jest nastepujacy warunek: Voerr Ipciopre IUctop M: acl Ip:P—U :
e p: P — U jest homeomorfizmem,
e peCH(P,R"),
e rankp/(t) =d, t € P.
Mozna réwniez mowié o rozmaitoéciach klasy CF<.
W powyzszej sytuacji méowimy, ze p : P — U jest lokalng parametryzacjq (dlaU), zadp=t : U — P
jest mapg (na U).
Kazda rodzing map p;” LU, — Py, i €1, taka ze U Ui = M nazywamy atlasem na M. Zauwazmy,
il
ze na podstawie twierdzenia Lindeltfa, z dowolnego atlgsu na M mozna wybraé¢ podatlas przeliczalny.
Zauwazmy, ze dla d = n, na podstawie twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym, powyzsze warunki
oznaczaja, ze M jest podzbiorem otwartym R™. Poniewaz M jest jednocze$nie podzbiorem domknietym
2, to dla d = n podrozmaitos¢ M musi by¢ suma pewnej liczby sktadowych otwartych (2 (31) .

Zbior M C R™ nazywamy lokalnie d—wymiarowq podrozmaitosciq klasy C* wR™, jezeli dowolny punkt
a € M posiada otoczenie otwarte (2, takie, ze M N £2, jest d-wymiarows podrozmaitoécia 2, klasy C*.
Zauwazmy, ze dla d = 0, M jest zbiorem dyskretnym, za$ dla d = n, M jest zbiorem otwartym.
Niech 2 := |J £2,. Wida¢, ze M jest zbiorem domknietym w 2 i w takim razie, M jest d—-wymiarowa
acM
podrozmaitoscia, 2 klasy C*. Oznacza to, ze kazda podrozmaitosé ,lokalna” jest podrozmaitoscia stosow-
nego zbioru otwartego.
W dalszym ciagu, piszac ,,M jest d-wymiarows podrozmaitoscia klasy C* w R™ bedziemy mieli na
my$li podrozmaitosé ,lokalng”.

Obserwacja 10.14.2.  (a) W R nie ma nietrywialnych podrozmaitosci.

(b) Jezeli M jest d-wymiarows, podrozmaitoscia klasy C¥ w R™ i N € top M, to N jest d—wymiarowa
podrozmaitogcia klasy C* w R™.

(¢) Jezeli p: P — U jest lokalna parametryzacja, za$ ¢ : Q — P — dowolnym dyfeomorfizmem
klasy C* (Q € topR?), to po ¢ : Q — U jest réwniez lokalng parametryzacja.

(d) W szczegolnosci, jezeli M jest d-wymiarowa podrozmaitoécia klasy CF w R™ i 1 < d < n, to dla
kazdego punktu a € M istnieje lokalna parametryzacja p : A — U (?) taka, ze p(0) = a. Z tych
samych powodéw mozemy zawsze znalezé parametryzacje p : R? — U taka, ze p(0) = a (33 .

(e) Kazda podrozmaitosé klasy C* jest klasy C* dla dowolnego 1 < £ < k — 1.

(f) Kazdy wykres M := {(t,p(t)) : t € P}, gdzie 1 <d <n—1, P € topR? i ¢ € C*(P,R""?), jest
d-wymiarowa, podrozmaitosciag P x R"~? klasy C*.

28) Tzn. dowolny punkt a € M ma otoczenie otwarte U C R™ takie, ze M NU = {a}.

Zauwazmy, ze #M < Rg — CWICZENIE.

W szczegolnosci, dla d = 0 klasa C* jest obojetna.

W szczegolnoéci, dla d = n klasa C* jest obojetna.

32) A= (—1,1).

Wystarczy zauwazy¢, ze istnieje C¥~dyfeomorfizm ¢ : R* — A9 taki, ze ©(0) = 0 — CWICZENIE.
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(g) Jezeli M jest d-wymiarowa podrozmaitoscia 2 klasy C¥ i @ : 2 — 2 (2 € topR") jest
dyfeomorfizmem klasy C*, to M’ := &(M) jest d-wymiarowa podrozmaitoscia (2’ klasy C*.
Istotnie, przypadki d = 0 i d = n s trywialne. Dla 1 < d < n — 1, wystarczy pokazaé, ze jezeli
p: P — U jest lokalng parametryzacja dla U € top M, to Pop : P — ®(U) jest lokalng parametryzacja
dla @(U). Jedyna watpliwosé moze budzié¢ ostatni warunek z rzedem. Mamy: (Pop)'(t) = &' (p(t)) op/ (t).
Ponadto, &' (z) jest macierza nieosobliwg dla dowolnego = € {2 (poniewaz & jest dyfeomorfizmem). Teraz
juz widaé, ze rank(® o p)'(t) = rank p’(t) = d dla dowolnego ¢t € P.
(h) Kazda d—wymiarowa plaszczyzna afiniczna M C R™ jest d—-wymiarowa podrozmaitoscig R™ klasy
cv.
Istotnie, przypadki d = 01id = n sa trywialne. Dla 1 < d <n—1, jezeli M = z¢o+V, gdzie V jest d—
wymiarowa podprzestrzenia wektorowa R”, to dla dowolnej bazy vy, ..., vq przestrzeni V odwzorowanie

RdB(tl,...,td)i—>1‘0+t1’01+~-'—|—td1}d€M

jest (globalna) parametryzacja M klasy C¥ — CWICZENIE.
(i) (n —1)-wymiarowa jednostkowa sfera euklidesowa S,,_;

Su_1:={z €R": |z| = 1} = 9B,

jest (n — 1)-wymiarowa podrozmaitoscia R™ klasy C¥.
Istotnie, jezeli np. U;f := {x € S,,_1 : z,, > 0}, to odwzorowanie

Bn-1 32— (', V1= [l/]?) € U

jest lokalna parametryzacja U," klasy C* — por. (f). Podobnie mozemy sparametryzowaé kazdy z 2n
zbioréw UjjE ={z €S,y :%z; >0}, j=1,...,n (3).

(j) Zbior M := {(x,y) € R? : 2® = 42} nie jest jednowymiarows podrozmaitoscig klasy C! w R2, ale
odwzorowanie p : R — M, p(t) := (t,%), jest homeomorfizmem klasy C* (*°).

Istotnie, przypusémy, ze ¢ = (f,g) : A — M jest odwzorowaniem rézniczkowalnym w ¢ = 0
takim, ze q(0) = (0,0). Wtedy f3 = g?. Po podzieleniu przez t? i przejéciu z t do zera dostajemy
(/(0))2£(0) = (¢'(0))?, co daje ¢g'(0) = 0. Dzielac z kolei przez t* mamy: (f(t)/t)* = (g(t)/t)*(1). Przy
t — 0 lewa strona zmierza do (f/(0))3, za$ prawa jest < 0dlat < 01i > 0 dla ¢t > 0. Stad: f/(0) = 0.
Tak wiec ¢'(0) = (0,0), a zatem ¢ nie moze by¢ parametryzacja.

Twierdzenie 10.14.3 (Opisy podrozmaitosci). Niech M CR™, 1 <d<n—1, k € NU{oo, w}. Wtedy
nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) M jest d~wymiarowq podrozmaitoscig klasy C* w R™;
> cto : :P—U -
(il) Yaem 3a>d Ipetopra’ IUectop M: act Fp:P—U
p: P — U jest odwzorowaniem otwartym (36) s
p(P)=U,
p € CH(P,R"),
rankp/(t) =d, t € P;
(iii) Vaem Ioctopre: ae2 Idi0—sAn:
& jest dyfeomorfizmem klasy C*,
H(M N 2) =A% x {0}~ (37);
(IV) Vaem 3QEtop]R": aes? 3QGtop]R" Jycrn 3@:9—>Q :
V' jest d—wymiarowq podprzestrzeniq wektorowg R™,
& jest dyfeomorfizmem klasy CF,
S(MN2)=VnQ;
(V) Vaem EIZ}nfd EI(Zetop]R": a€n Elfeck(Q,Rf) :
MNQ=f10),
rank f/(z) =n—d, x € 2;

Czy 2n jest minimalng liczba lokalnych parametryzacji ,,pokrywajacych” w sumie caty sfere S,_17
35) Uwaga: p’(0) = (0,0).
36) Tzn. p(top P) C top U.

Takie odwzorowanie ¢ bedziemy nazywaé odwzorowaniem rozptaszczajgcym.
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(Vi) Vaenm Inectoprn: ace Ifeck (o rn—d)
Mn 2= f10),
rank f'(z) =n—d, x € £2;
(Vii) VaeMm EIQGtopR": acs? E!Petop]Rd ElgoEC’“(P,R"*d) EIO’EZ" :
P jest wypukty,
o(Mn2)={(tet):te P},
gdzie 0 : R" — R, 0(21,...,2n) = (To(1) -+ To(n));
(Vlll) vaGM ElQEtopR"‘: ac? 3Petode 3p:P—>Z\lﬁﬂ 3s:Q—’P :
P jest wypukty,
p € C*(P,R"),
s € CF(N,RY),
MnN2=p(P),
sop=idp. (38)
Dowdd. Implikacje (i) = (ii), (iil) = (iv) sa oczywiste.
(ii) = (iii): Niech a = p(tp). Na podstawie twierdzenia o rzedzie istnieja zbiory otwarte A € top P,
B € topR" oraz Ck-dyfeomorfizmy o : AY — A, 3: B — A™ takie, ze o(0) = to, (a) = 0, p(A) C B
ifBopoa(t)=(t1,...,t4,0,...,0), t € A7

A 2., B
] dl
Ad’ (Per70) AR
Niech 2’ € top B bedzie taki, ze p(A) = M N 2 (korzystamy tu z otwartosci p). Zauwazmy, ze
B(M N Q') = Bop(A) = (prps,0) 0 @ (A) = (prps, 0)(A") = A% x {0},
Wezmy 7 > 0 takie, ze TA™ C $(£2'). Niech 2 := 71(7A") C 2. Zdefiniujmy & := 18|o : 2 — A",
Odwzorowanie @ jest oczywiscie dyfeomorfizmem klasy C*. Ponadto, widaé, ze
1
SMNN)==pMNN)cC A x {0}
T

Aby pokazaé réwnosé ustalmy t € A x {0}"~¢ i niech x € M N £’ bedzie takie, ze 3(x) = 7t. Wtedy
x € M N2 oraz $(z) =t.

(iv) = (v): Niech L : R® — R" bedzie izomorfizmem liniowym takim, ze L(V) = {0}"~¢ x R%.
Zdefiniujmy g : = Lo ®, f :=(g1,-..,9n—a) (£ :=n—d).

(v) = (vi): Na podstawie twierdzenia o rzedzie istnieja zbiory otwarte A C R", B C R’ oraz
dyfeomorfizmy klasy C¥ o : A™ — A, B : B — A’ takie, ze a € A C £2, a(0) = a, f(A) C B, 3(0) =0,
Bofoalt)=(t,... tn—g,0,...,0),t € A"

A — . B
T
An (PYRN,f{i,, ) AZ
Niech g := a™%, h:= (g1, .-, gn_a)- Oczywiscie rank h/(z) =n — d, z € A", oraz
MNA={zcA:flz)=0}={zcA:Bof(x)=0}={x € A: (prgn-a,0)0a (z) =0} =h (0).

(vi) = (vii): Po permutacji zmiennych, mozna zalozy¢, ze

ofi
0Ty “ }i,jzl,...,nfd 70

det [
Teraz wystarczy tylko skorzystaé z twierdzenia o odwzorowaniu uwiktanym (39) .

(38) Zauwazmy, ze odwzorowanie r := po s : 2 —s M N £ jest retrakcja klasy C* (odwzorowanie r : A — B, gdzie
B C A, nosi nazwe retrakcji, jezeli r = id na B).
(39) Trzeba zauwazy¢, ze zbior Uy w twierdzeniu o odwzorowaniu uwiklanym (a wiec P w (vii)) mozna zawsze wybraé

w klasie obszaréw wypuktlych.



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej 111, wersja z 22 stycznia 2019

10.14. Podrozmaitosci 205

(vii) = (viii): Niech
p(t) =0 (tp(t), t€ P, s(x) = prpa(o(z)), v € R™.
Oczywiscie, M N 2 = p(P) oraz s o p = idp. Pozostaje tylko zmodyfikowaé zbior (2 i zastapié go przez
s~H(P).
(viii) = (i): Niech U := M N 2. Oczywiscie p : P — U jest homeomorfizmem (p~! = s|y).

Pozostaje zauwazy¢, ze ze zwiazku s'(p(t)) o p'(t) = idga, t € P, wynika latwo, ze rankp’(t) = d dla
teP. O

1

Odnotujmy, ze prawdziwe jest nastepujace wysoce nietrywialne twierdzenie.

Twierdzenie* 10.14.4 (Twierdzenie o retrakcji). Niech M C R™ bedzie niepustym zbiorem spdjnym
i niech k € NU{oo}. Wtedy M jest podrozmaitoscig klasy C* wR™ wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq zbior
otwarty 2 O M oraz retrakcja r = 2 — M klasy CF.

Obserwacja 10.14.5. Niech 2 := (R"),, f(z) = |z||* = 1, = € 2.
Wtedy rank f'(z) = 1, z € £2, oraz f~1(0) = S,,_1, a zatem na podstawie Twierdzenia 10.14.3(vi),
Sn—1 jest (n — 1)-wymiarowa podrozmaitoscia klasy C* (por. Obserwacja 10.14.2(i)).

Twierdzenie 10.14.6. Niech 2 C R™ bedzie zbiorem otwartym i niech f : {2 — R™ bedzie odwzorowa-
niem klasy C* (k € NU {oco, w}) o statym rzedzie d. Wtedy dowolny punkt a € £2 ma otoczenie otwarte
U C 12 takie, ze f(U) jest d~wymiarowq podrozmaitoscig klasy C* w R™.

Dowdd. Przypadek d = 0 jest trywialny, bowiem wtedy f jest state na kazdej sktadowej zbioru f2. Niech
1 < d < min{m,n}. Ustalmy a € §2. Na podstawie twierdzenia o rzedzie istnieja:

e zbiory otwarte U C 2, V C R™,

e dyfeomorfizmy klasy C* a: A® — U, 3:V — A™

takie, ze
. ()—aﬁ((DZO ()CV
o fBofoalty,...,tn)=(t1,...,tq,0,...,0), t = (t1,...,t,) € A™.
——
(m—d)x
W tej sytuacji f(U) = 871(A% x {0}™~%), skad oczywiscie wynika, ze f(U) jest d—wymiarowa
podrozmaitoscia klasy C* w R™. ]

Propozycja 10.14.7. Niech M bedzie d—wymiarowq podrozmaitosciq klasy C* (1 < d < n) i niech
p: P — U, q:Q — V bedg dwiema lokalnymi parametryzacjams takimi, ze U NV # &. Witedy
odwzorowanie
pi=p logiqg (UNV)—p i (UNV)

jest dyfeomorfizmem klasy C* (40) .

Dowdd. Przypadek d = n jest oczywisty. Zatozmy, ze d < n — 1. Oczywiscie, ¢ jest homeomorfizmem.
Wystarczy wiec sprawdzié, ze jest klasy C* (a nastepnie zamieni¢ rolami p i ¢). Problem ma teraz
charakter lokalny. Ustalmy a € U NV i niech p(ty) = a = q(up). Na podstawie twierdzenia o rzedzie
istniejg otoczenie A; punktu o w P, otoczenie A, punktu ug w @Q, otoczenia By, By punktu a w R™,
dyfeomorfizmy klasy C* a; : A? — A;, B; : B — A", j = 1,2, takie, ze: p(41) C Bi, q(A2) C Ba,
a1(0) = to, a2(0) = ug, Bj(a) =0, =1,2, Bropoai(£) = (£0), £ € AL, frogoas(n) = (n,0), n € A,

Ay —2— By By 1 — Ay
S
Ad (40 0 gn (G40) g
Stad wynika, ze na zbiorze ¢~!(p(A4;) N By) zachodzi réwnosé
p=p log=aioprgaofiofy o(ay’,0),

ktora dowodzi, ze o jest klasy C* w otoczeniu ug. ]

(40) Odwzorowanie ¢ nosi nazwe funkcji przejscia.
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Definicja 10.14.8. Niech M bedzie d-wymiarowa podrozmaitoscia klasy C* (1 < d < n) i niech F bedzie
dowolna przestrzenia unormowana. Powiemy, ze odwzorowanie f : M — F jest k—krotnie rézniczkowalne
w punkcie a € M (f € D¥(M, F;a)), jezeli dla dowolnej parametryzacji lokalnej p : P — U takiej, ze
a €U, mamy fop € DF(P,F;p~'(a)).

Podobnie, powiemy, ze odwzorowanie f : M — F jest klasy C¥ na M (f € C*(M, F)), jezeli dla
dowolnej parametryzacji lokalnej p : P — U odwzorowanie f o p jest klasy C*(P, F).

Zauwazmy, ze dla d = n wprowadzone powyzej pojecia sa zgodne ze standardowymi definicjami.

Obserwacja 10.14.9.  (a) D¥(M, F;a) i C¥(M, F) sa przestrzeniami wektorowymi.

(b) Jezeli f € D¥(M,F;a) i € D*(2,G; f(a)) (gdzie 2 jest zbiorem otwartym w F, za$ G jest
przestrzenia unormowang i f(M) C £2), to ¢ o f € DF(M,G;a).

(c) Jezeli f € CK(M,F), f(M)C i eC2,G), topofeCkM,QG).

Propozycja 10.14.10. Dia dowolnego odwzorowania f : M — F i punktu a € M nastepujgce warunki
s réwnowazne:
(i) f € DF(M, F;a);
(ii) istnieje lokalna parametryzacja p: P — U taka, 2e a € U i fop € D*(P, F;p~'(a)).
(iii) istnieje otoczenie 2 C R™ punktu a oraz f: 2 — F takie, Ze fe Dk (2, F;a) oraz f: f na
Mn .

Dowdd. To, ze (i) <= (ii) wynika wprost z Propozycji 10.14.7.

(i) = (iii): Niech 2, P, p, s beda takie, jak w Twierdzeniu 10.14.3(viii). Przypomnijmy, ze p :
P — M N 2 jest lokalng parametryzacja (por. dowod implikacji (viii) = (i) w Twierdzeniu 10.14.3).
Zdefiniujmy f = (f op) o s. Oczywiscie, f=fnaMn®oraz f € DF($2, F;a).

(iil) = (i): Rozwazmy dowolna parametryzacje lokalna p : P — U (a € U) i niech p(t9) = a. Niech
2, ]?be;d@ jak w (iii). Mozemy zalozy¢, ze U C 2. Wtedy fop = fop, a stad oczywiscie wynika, ze
fop € DF(P,F;ty). O

W ten sam sposéb mozna wykazaé nastepujacy wynik (CWICZENIE).

Propozycja 10.14.11. Dla dowolnego odwzorowania f : M — F nastepujgce warunki sqg rownowazne:
(i) feCk(M, F);
(ii) dla dowolnego punktu a € M istnieje lokalna parametryzacja p: P — U taka, 2ea € U i fop €
CH(P, F);
(i) dla dowolnego punktu a € M istnieje otoczenie 2 C R™ oraz f € CF(02,F) takie, ze f~': f na
MnN L.

Obserwacja 10.14.12. (a) Jezeli p : P — U jest lokalna parametryzacja klasy C*, to p~! €
CF(U,RY).
(b) Jezeli p € D*(2,R™;ug) (2 € top E, zas$ E jest przestrzenia unormowana), ¢(2) C M i f €
Dk(MvF;QO(UO))’ to f opeE Dk(QvF§u0)'
Istotnie, wystarczy wykorzysta¢ Propozycje 10.14.10(iii) i zauwazy¢, ze w otoczeniu punktu ug mamy
fop=Tfop
(c) Jezeli ¢ € C¥(2,R™), () C M i f € C*(M,F), to fopeCFR,F).
Istotnie, wystarczy wykorzystaé¢ lokalnie Propozycje 10.14.11(iii).

Definicja 10.14.13. Niech M bedzie d-wymiarowa podrozmaitoscig klasy C* w R™ (1 < d < n). Niech
a € M i niech p : P — U bedzie dowolna lokalng parametryzacja taka, ze a € U. Przyjmijmy, ze
a = p(to). Przestrzen

T, M = p'(to)(R?)
nazywamy przestrzeniq styczng do M w punkcie a.

Oczywiscie, jezeli d = n, to T,M = R".

Zauwazmy, ze definicja jest poprawna, bowiem na podstawie Propozycji 10.14.7, jezeli ¢ : Q — V'
jest jaka$ inna parametryzacja taka, ze q(ug) = a, to ¢ = p o ¢, gdzie ¢ jest dyfeomorfizmem klasy C!,
@(ug) = to. W szezegdlnosci, poniewas ¢’ (ug) jest izomorfizmem, zatem ¢’ (uo)(R?) = p' (to) (o’ (uo) (RY)) =
P/ (to) (RY).
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Przyjmujemy ponadto, ze T, M := {0}, jezeli d = 0.
Oczywiscie dim T, M = d.

Propozycja 10.14.14. Niech M bedzie d—wymiarowq podrozmaitoscig klasy Ct wR™ (1 <d<n—1),
a € M i niech 2 € topR", f € C*(2,RY) bedzie takie, 2e a € 2, M N2 = f~10) i rank f'(z) =n —d,
ze 2 (*). Weedy T,M =Ker f’(a).

Dowdd. Niech V := Ker f'(a). Odnotujmy, ze dimV = d. Niech p : P — U, U C {2, bedzie dowolng
lokalng parametryzacja, p(to) = a. Poniewaz f op = 0, zatem f’(a) o p/(tp) = 0, a stad T,M C V, co
wobec réwnodci wymiaréw, daje zadang rownosc. O

Propozycja 10.14.15 (Réwnowazne opisy przestrzeni stycznej). Niech M bedzie d—wymiarowq podroz-
maitoécig klasy CF wR™ (1<d<n—1), a € M, X € R"*. Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(i) X € T,M;
(i) istnieje e > 0 oraz odwzorowanie 7 : (—¢,&) — M klasy C* (*?) takie, ze v(0) = a, 7/(0) = X;
(il) istniejg ciggi (a,)o2, C M, (r,)52; C (0,400) takie, ze

ay —a, m(a, —a) — X. (%)

Dowdd. Dla X = 0 rownowazno$é warunkow jest oczywista. Przyjmujemy dalej, ze X # 0.
(i) = (ii): Niech p : P — U bedzie lokalna parametryzacja, p(tg) = a. Niech Y € R? bedzie taki,
ze X =p'(to)(Y). Wtedy X = ~/(0), gdzie y(7) := p(to + 7Y), |7| < € (¢ male).
(ii) = (iii): Wystarczy przyjac a, :==v(L), r, :=v, v > 1.
(ili) = (i): Niech p : P — U bedzie lokalng parametryzacja, p(tg) = a. Mozemy zalozy¢, ze
a, = p(t,), t, € P, v > 1. Oczywiscie t, — to (44). Mozemy réowniez zalozy¢, ze t, # tg, v > 1, oraz
(przechodzac do podciagu), ze
Y, = t—to .y
[t — tol|
dla pewnego Y € R%.
Zauwazmy, ze T, ||a, — a|| — || X, a zatem
ay, —a X
i .
law, — all X1

Niech p(t) = p(to) + p'(to)(t — to) + a(t)||t — tol|, gdzie a(t) — 0 przy ¢ — to. Ostatecznie mamy:

X L V) ralh) _ p()Y)
1X - v=toe [Ip/(R0) (Vo) + at)l [P (Fo) (V)
co koriczy dowod (bo T, M jest przestrzenia wektorowa). O

Propozycja 10.14.16. Niech M bedzie d—wymiarowq podrozmaitoscig klasy C* w R™ (1 < d < n —
1), a € M i niech f € D(M,F;a). Wtedy f'(a)|r,m nie zalezy od wyboru lokalnego przedtuzenia f
rozniczkowalnego w punkcie a (45) .

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze jezeli g : 2 — F jest odwzorowaniem rozniczkowalnym w punkcie a
i takim, ze g = 0 na M N £2, to ¢'(a)|r,m = 0.

Istotnie, niech p : P — U bedzie dowolng parametryzacja lokalna, a = p(to) € U C §2. Mamy
gop=0. Zatem ¢'(a) o p'(tg) = 0, co daje zadana réwnos¢. d

Definicja 10.14.17. W powyzszej sytuacji kladziemy
fla): TM — F,  f'(a) == f'(a) |z, -

Odnotujmy, ze f'(a) € L(T,M, F). Odwzorowanie f’(a) nazywamy rézniczkq odwzorowania f w punkcie
a.

41) Por. Twierdzenie 10.14.3(v).

Jako odwzorowanie (—¢,e) — R™.

Odnotujmy czysto geometryczny charakter warunku (iii).
Poniewaz p jest homeomorfizmem.

Przedluzenie takie istnieje na mocy Propozycji 10.14.10(iii).
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Propozycja 10.14.18. Niech M bedzie d—wymiarowq podrozmaitoscig klasy C' w R™ i niech M’ bedzie
d' ~wymiarowq podrozmaitosciq klasy C* w R™ . Niech

f:M— M
bedzie roiniczkowalne w punkcie a € M. Wtedy f'(a)(T,M) C TyyM'. (*6)

Dowdd. Zaloimy, ze M' N 2 = g=*(0), gdzie 2’ € topR", g € C* (2, R =), rank¢'(y) = n/ — d,
y €2, f(a) € £ (*") . Niech f bedzie lokalnym przedluzeniem odwzorowania f na otoczenie £2 punktu a.
Mozemy zalozy¢, ze f(()) C 2. Wtedy gof: 0 na M N2, zatem (gof)’(a) = 0naT,M (por. Propozycja
10.14.16). Oznacza to, ze ¢'(f(a)) of’(a) = 0na T, M, co wobec Propozycji 10.14.14, daje zadany wynik.

O

Uwaga 10.14.19. Dla rozmaitosci klasy C? i odwzorowani f : M — F majacych druga pochodna
w punkcie a nalezy oprzeé¢ sie pokusie zdefiniowania drugiej rézniczki w punkcie a jako odwzorowania
f"(a) : TyM x T,M — F danego wzorem f”(a) = f"(a)|r, srx1, a1, gdzie f jest lokalnym przediuzeniem
f takim, ze f”(a) istnieje.

Istotnie, f”(a)|1, prxT, v moze zalezeé od wyboru przedluzenia.
Niech np. M = {(t,t?) e R2: t e R}, F :=R, f := 0, a := (0,0). Zauwazmy, ze T,M = R x {0}.
Niech f(z,y) := 22 —y. Oczywiscie f jest przedtuzeniem f, ale f”(a)((h1,0), (he,0)) = 2h1ho, h1, he € R.

Lemat 10.14.20 (Lemat o jednoczesnej parametryzacji). Niech M bedzie d—wymiarowq podrozmaitoscig
klasy CF wR™ i niech M’ bedzie d' —wymiarowq podrozmaitoscig klasy C* w R™ takq, ze M’ C M. Wtedy

(a) d' < d;

(b) jezelid' =d, to M’ jest podzbiorem otwartym w M;

(c) jezeli d < d < m, to dla dowolnego punktu a € M’ istnieje lokalna parametryzacja p : A* — U
podrozmaitosci M, a € U, taka, ze p(0) = a i p(AT x {0}4=¢) = M'NU (*®).

W szczegdlnosci, jezeli d' > 1, to odwzorowanie p : AY — M’ N U, p(v) := p(v,0), jest lokalng

parametryzacjq dla M’ (49) .

Dowdd. Dla d’' = 0 twierdzenie jest oczywiste. Zalozmy, ze d' > 1. W szczegolnosei, d > 1.

(a) Wobec Propozycji 10.14.15(ii) mamy: T,M' C T,M, a € M'. Stad d' = dim T, M’ < dimT,M =
d.

(b) Wezmy dowolny punkt @ € M’ i niech p : P — U, ¢ : Q@ — V beda parametryzacjami
lokalnymi dla M i M’ takimi, ze a € UNV (P,Q € top R?%). Mozemy zalozy¢, ze V = UNM'. Rozwazmy
homeomorfizm ¢ := p~tog: Q — p~*(V). Na podstawie Obserwacji 10.14.12 jest to odwzorowanie klasy
CF. Mamy po ¢ = q. W szczegdlnosci, p'(¢(u)) o ¢’ (u) = ¢'(u), skad wynika, ze rank ¢'(u) = d, u € Q.
Teraz, na podstawie np. twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym, p~1(V) jest podzbiorem otwartym
w P, a wigc UN M’ jest zbiorem otwartym w M.

(¢) Wezmy dowolng parametryzacje lokalna p : P — U podrozmaitosci M taka, ze a = p(tg) € U.
Niech N := p~ (M’ NU). Zauwazmy, ze N jest d'~wymiarows podrozmaitoécia klasy C¥ w R¢. Istotnie,
dla dowolnego uy € N, niech ¢ : Q@ — V bedzie lokalna parametryzacja klasy C* podrozmaitosci
M'ip(u) € VC M'NU. Niech p := ptoqg:Q — p L (V). Oczywiicie, tak jak w (b), ¢ jest
homeomorfizmem klasy C* i p/(p(u)) o ¢'(u) = ¢'(u), u € Q. Stad rank ¢'(u) = d’, u € Q. Tak wiec ¢
jest lokalng parametryzacja podrozmaitosci N w otoczeniu ug.

Teraz, na podstawie Twierdzenia 10.14.3(iii) (zastosowanego do podrozmaitosci N) istnieja zbior
otwarty {2 € top P, to € £2, oraz C*—dyfeomorfizm & : 2 — A? takie, ze H(N N N2) = AL x {0}~

Poszukiwang parametryzacja bedzie: po @1 : A — p(£2). O

Obecnie pokazemy nastepujaca prostsza wersje twierdzenia o globalnej retrakcji.

Twierdzenie 10.14.21. Dla dowolnej d—wymiarowej podrozmaitosci M klasy C* (k € Ny U {oco,w})
istnieje otoczenie otwarte M C £2 C R™ oraz globalna retrakcja m : 2 — M klasy C*~1 taka, ze dla

46) W szczegélnosci, f'(a) € L(TaM, Tjq)M’).

47) Por. Twierdzenie 10.14.3(vi).

48) Dla d’ = 0 warunek ten oznacza, ze p(0) = M’ NU.
(49) Uwaga na warunek: rankp’(v) = d’, v € A
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dowolnego x € 2 mamy ||z —7(x)|| = dist(z, M), przy czy punkt w(x) jest jedynym punktem realizujgcym
te odlegtosé (norma i odlegtosé sq euklidesowe).

Dowdd. Mozemy zalozyé, ze 1 < d < n — 1. Rozpocznijmy od elementarnej obserwacji, ze dla a € M
oraz x € B(a,r) mamy dist(x, M) = dist(x, M N B(a,3r)) (CWICZENIE). Pozwala to na lokalizacje
problemu. Ponadto, problem jest oczywiscie niezmienniczy wzgledem izometrii euklidesowych. Pozwala to
dla dowolnego a € M na przejécie do nastepujacego zagadnienia lokalnego. Najpierw redukujemy sytuacje
do a = 0 oraz T,M = R% x {0}"~9. Niech p : P — U bedzie dowolna, lokalna parametryzacja, 0 € P,
p(0) =0 € U. Warunek p/(0)(R?) = R? x {0}~ oznacza, ze 35] 0)=0,j=d+1,....,n, k=1,....,d.
Wynika stad, ze det[gg
zatozyé, ze ¢ = (p1,...,pq) : P — @Q jest dyfeomorfizmem klasy C*. Wtedy q := poyp™! : Q — U
oraz q(t) = (t, f(t)), przy czym f(0) = 0 oraz f'(0) =0 (°°). Ostatecznie wiec mamy:

M = {(t, () : t € A%(r)}, gdzie Al(r) := (—r,7)" C RY, f: Ad(r) — R jest klasy C* oraz
f(0)=0, f(0)=0

W konsekwencji, dla z = (2/,2”) € A%(s) x A""%(s) przy 0 < s < 1 mamy

1 (0)]j,k=1,....a # 0. Wobec twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym, mozemy wiec

dist?(z, M) = min{||t — z'||> + || f(t) — "||* : t € A%(r)} = min{g(z,t) : t € A%(r)}.

Jedynego punktu realizujacego odlegtosé bedziemy szukaé w postaci (p(z), f(p(x))), gdzie ¢ : A™(s) —
A%(r) jest klasy C*~1 (wtedy bedziemy mogli przyja¢ 7(z) := (p(z), f(p(z))), x € A(s), 0 < s < 1).
Zauwazmy, ze

n—d

99, t)*2(tkka+z (1) xdﬂ)ngi(t)) —2F(z.1), k=1,....d.

oty

Tak wiec, w otoczeniu punktu (0,0), ¢ = ¢(x) powinno byé jedynym rozwiazaniem ukladu réwnan
Fy(z,t) =0, k=1,...,d. Oczywicie F}, jest klasy C*~!. Ponadto, F(0,0) = 0 oraz

OF,, . 01 ()04 0%
B @)= 6H+Z( S5 >+<fj<t>—xd+j>—atea;k<t>).

W szczegdlnosci,
OF},
— (0, =1
[(’%4 ( )} ko=1,....d d
W takim razie, na podstawie twierdzenia o odwzorowaniu uwiklanym, istnieja 0 < s1,71 < 1 oraz
odwzorowanie ¢ : A"(s;) — A%(r;) klasy C*~! takie, ze t = ¢(x) jest jedynym rozwigzaniem naszego
ukladu dla (z,t) € A"(s1) x A%(ry). Teraz wystarczy jeszcze tylko dobraé¢ 0 < s < s; tak by dla
x € A™(s) bylo dist(z, M) = dist(x, M N (Ad(r;) x R*~9)). d

Przyklad 10.14.22. Twierdzenie 10.14.21 nie jest prawdziwe dla k = 1. Niech 6 € (0, 1),
M = {(t,[t|'"?) : t € R};

M jest jednowymiarows podrozmaitoécia klasy C', przy czym ToM = R x {0} (CWICZENIE). Pokazemy,
ze dla dowolnego y > 0 istnieje t > 0 takie, ze

dist*((0,9), M) < [[(0,9) — (t.£4) > = £ + (y — t179)% < = |(0,9) — (0, 0)||*.

Oznacza to, ze istnieja co najmniej dwa punkty rozmaitosci M realizujace odleglosé. W konsekwencji
cigglta retrakcja 7 : 2 — M (taka, jak w Twierdzeniu 10.14. 21) nie moze istniec¢.
Istotnie, warunek 2 + (y — t'119)2 < y? oznacza, ze y > 1(t'=% 4+ t11?), co pozwala zawsze dobrac¢ t.

(50) Zauwazmy, ze nasza konstrukcja pokazuje, ze lokalnie M jest wykresem nad afiniczng przestrzenia styczna a+74 M
(dla dowolnego k € N U {oo,w}).
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10.15. Ekstrema warunkowe

Rozwazmy nastepujacy problem. Dane sa: d-wymiarowa podrozmaitosé M C R” klasy C* (1 < d <
n — 1), punkt @ € M i funkcja f: M — R, ktora jest k—krotnie rézniczkowalna w punkcie a. Problem
polega na znalezieniu (rézniczkowych) warunkéw koniecznych i dostatecznych na to, by f miala w punkcie
a ekstremum lokalne, zwane ekstremum warunkowym. Nazwa bierze sie stad, Zze poniewaz problem ma
charakter lokalny, to mozemy zalozy¢ (korzystajac z Propozycji 10.14.10 i zmniejszajac ewentualnie M),
ze [ = ﬂM, gdzie f: 2 —R McC2ectopR™i fjest k—krotnie rézniczkowalne w punkcie a, a zatem
szukamy ekstremow lokalnych funkcji fvprzy warunku ,,punkt lezy na M”.
Obserwacja 10.15.1 (Warunek konieczny). Jezeli f ma w punkcie a ekstremum warunkowe, to f/(a) =
0.

Istotnie, niech p : P — U bedzie lokalna parametryzacja, p(to) = a. Wtedy fo p ma ekstremum
lokalne w punkcie tg, a zatem f'(a) o p'(tg) = 0, co daje zadany wynik.

Twierdzenie 10.15.2 (Warunek dostateczny). Zatdzmy, ze dla pewnego k > 2 mamy:
f'(a) =0naR", ..., f(k_l)(a) =0 na R", f(k)(a) # 0 na T, M.
Wtedy:
(a) jezeli f®)(a)(X) >0 dla X € (T,M), (°1), to f ma w punkcie a silne minimum warunkowe;
(b) jezeli f*)(a)(X) <0 dla X € (T,M),, to f ma w punkcie a silne maksimum warunkowe;
(c) jezeli f(k)(a) przyjmuje na T, M wartosci réznych znakow (52) , to f nie ma w punkcie a lokalnego

ekstremum warunkowego.

Dowdd. Niech p: P — U bedzie dowolng lokalng parametryzacja, p(to) = a. Niech g := fo p. Musimy
zbadaé ekstremum lokalne (w sensie klasycznym) funkeji ¢ w punkcie ¢g. Ze wzoru na pochodna ztozenia
(Propozycja 10.7.3), dla j = 1,..., k, mamy

) ~ . g!
9V (t)(Y) = (fop)P (to)(Y) = > ol ol
[CARRRRNCT2

al,...,aJ'ENo
o1 +202+Fjo; =]

P (to)(Y) P (to)(Y) P9 (t0)(Y) P9 (t0)(Y)
TR e R Y SRR i e i

ag X a; X

f(a1+---+aj)(a)( ), Y € R4,

co wobec naszych zaltozeri daje
g(J)(tO):O7 jzla"wk*L
9B (t0)(Y) = FP () (to) (V)), Y e R™.

Przypomnijmy, ze p'(to)(Y) € (T,M). dla Y € (R%)., a zatem g¥)(ty) zachowuje si¢ (w sensie okreslo-
nosci) tak, jak f (k)(a) na T, M. Teraz wystarczy juz tylko zastosowaé klasyczne twierdzenie o ekstremach
lokalnych. O

Obserwacja 10.15.3. Niech k = 2. Zauwazmy, ze warunek f’(a) = 0 nie moze zostaé zastapiony
warunkiem f’(a) = 0. Niech np. n = 2, M := {(z,22) : 2 € R}, a = (0,0), f(x,22) := 2% (oczywiscie
f nie ma ekstremum warunkowego w punkcie a). Niech f(z,y) = 2% — y + 23. Widaé, ze f = f na M.
Ponadto, f’(a) =0 na T,M =R x {0} i f”(a)((h,0)) = 2h%, h € R (a wiec spelniony jest warunck (a)).

Obserwacja 10.15.4. Z dowodu Twierdzenia 10.15.2 wynika, ze odwzorowanie
f(k) (a)|(TaM)k

nie zalezy od wyboru rozszerzenia f (w klasie rozszerzen spelniajacych zatozenia twierdzenia). Tak wiec
wystarczy zbadaé okreslonos¢ f*)(a) na T,M dla jednego ustalonego rozszerzenia f funkcji f takiego,
ze fU)(a) =0,j=1,...,k —1 (k parzyste).

Em; W szczegolnosci, k musi by¢ parzyste.
52

W szczegolnosci, gdy k jest nieparzyste.
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Patrzac na Twierdzenie 10.15.2 (i pamietajac o Obserwacji 10.15.3) widzimy, iz przeszkoda w stoso-
waniu Twierdzenia 10.15.2 bedzie nastepujaca sytuacja: Dla pewnego 1 < m < k znalezlidémy rozszerzenie
f takie, ze:

. f jest k—krotnie rézniczkowalne w punkcie a,

. f(j)(a) =0,j=1,...,m—1 (warunek ten jest pusty dla m = 1),

o [(a)#0,

. f('”> (a) = 0na T,M (dla m =1 jest to po prostu warunek konieczny na ekstremum warunkowe).

Rozszerzenie takie na nic si¢ nam nie przyda. Pytamy wiec, czy mozemy znalezé inne rozszerzenie
takie, ze f(j)(a) =0,75=1,...,m. Jezeli tak, to bedziemy mieli pewng szanse, ze Twierdzenie 10.15.2
rozstrzygnie o ekstremum.

Mozemy zawsze zatozyé, ze M N 2 = g~1(0), gdzie g € CF(2,RY) i rankg'(z) = n —d, x € 1.
Zauwazmy, ze dla dowolnego odwzorowania ¢ = (1, ..., @) € CF(2,R?), odwzorowanie

f<p =f =191 = — pege
jest przedtuzeniem f oraz, ze jest ono k—krotnie rozniczkowalne w punkcie a.
Propozycja 10.15.5 (Metoda mnoznikow Lagrange’a). Dla m = 1, jezeli f'(a) = 0 na T, M, to istnieje
A= (A1,...,Ae) € RE takie, ze dla funkcji

Fa=F=dgi— = g
spetniony jest zwigzek ﬂ(a) =0 na R" (53) .

Liczby A1, ..., A¢ nosza nazwe mnoznikéw Lagrange’a.
Dowdd. Przypomnijmy, ze T,M = Ker g’(a) (Propozycja 10.14.14). W tej sytuacji warunek f’(a) =0
na T, M oznacza, ze
Kergj(a)N---NKergy(a) C Ker f'(a),

a to, na podstawie znanych wynikow z algebry, implikuje istnienie A (zob. dowdd Twierdzenia 10.15.6).
O

Obecnie udowodnimy przypadek ogdlny.

Twierdzenie 10.15.6. Dla dowolnego 2 < m < k, jezeli
. fjest k—krotnie rozniczkowalne w punkcie a,
o fD@)=0,j=1,....,m—1,
. ]?("”(a) =0 na ToM,

to istniejg wiclomiany jednorodne Q1,...,Q, € H™ 1(R™,R) takie, Ze dla odwzorowania
- - 1 ¢
fo(z) = f(z) - ooy ZQI(JC —a)gi(z), z €L,

mamy: fg)(a) =0,j=1,....m

Dowdd. Na wstepie zauwazmy, ze dla dowolnych Q1,...,Q, € H™ (R",R), na podstawie wzoru Leib-
niza, mamy:

L g
j 1 s j—s no .
g @m = 7@~ 5523 ()0l @, neR =1 m
=1 s=0
Przypomnijmy, ze Qgs) € H™1=5(R", L5(R™,R)). W szczeg()lnoéci mamy Q(s)( 0)=0dlas=0,...,m—
2. 7 drugiej strony g;(a) = 0. Tak wiec dla j = 1,.. — 1, otrzymujemy fw)( )(h) = 0. Wiemy, ze
ngfl)(o) = (m — 1)!Q;. Stad dla j = m mamy:
¢ ¢
m Z(m 1 m m— “(m
@0 = @m - L3 (™ )l omian = 7 @m - Y e
Ci=1 i=1

(53) A wigc dla m = 1 nasza procedura nie zacina si¢ i jako odwzorowanie ¢ mozna wybra¢ odwzorowanie state p = A.
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h e R"™.

Tak wigc caly problem sprowadza si¢ do doboru Q; € H™ }(R*,R), i = 1,..., ¢, w ten sposob by
I
Fm (@) (k) = Qih)gi(a)(h), heR™
i=1

Poniewaz W := f(m)(a) € H™"(R™",R) i W = 0 na T,M, zatem wystarczy juz tylko wykorzystaé¢
znane wyniki z algebry, aby stwierdzi¢, ze W da sie przedstawi¢ w zadanej postaci. Mozemy skorzy-
sta¢ np. z takiego rozumowania: Niech Ly, ..., L,_4 bedzie dowolnym liniowo niezaleznym poduktadem
uktadu gi(a),...,g;(a). Wybierzmy d form liniowych L,,_441,...,L, W ten sposob, ze odwzorowanie
L:=(Ly,...,L,): R" — R" jest izomorfizmem. Niech V := W o L™1. Wtedy V € H™(R",R) i V =0
na {0}"~¢xR%. Oznacza to, ze wielomian V mozna zapisa¢ w postaci V(z) = 21 Vi (2)+- - - +2n_aVy_a(z),
gdzie V; € H™ }(R™,R), i = 1,...,n — d (postaé¢ te latwo uzyskaé¢ przez zwyklte grupowanie wyrazéw
z wykorzystaniem warunku V(0,...,0,Zp—dt1,...,2n) = 0). Zdefiniujmy Q; :=V;oL,i=1,...,n —d.
Ostatecznie W = Q1L1 + -+ + Qn_aLn_g4- O

Przyklad 10.15.7. Niech

M :={(z1,...,2n) ER" 129+ -+ 2 =¢, T1,...,2, > 0},
gvdzie n > 21ic > 0 jest ustalong stala (M jest (n — 1)-wymiarows podrozmaitoscia w R™). Niech dalej
flxe, .. xn) =21 X

Zadanie: znalez¢é ekstrema warunkowe fna M.
Stosujemy metode mnoznikéw Lagrange’a. Niech

A@) = f(@) = Mo+ + 20— ¢).

Punkt podejrzany o ekstremum warunkowe, to punkt a € M taki, ze

O .
67]_(&) = H‘ak—A:Q j=1,...,n.
k#j
Dostajemy stad tatwo a = (¢/n,...,¢/n) i A = (¢/n)"~L. Teraz przechodzimy do badania zachowania si¢

f{(a) na T, M. Oczywiscie
TaM:{(le...7Xn) GIR"I:)(1_&-...4_‘)(’”:0}7

zas

F@0 =Y (5) XX, xer

Wynika stad, ze

@) = ()X <o, xe@m.,

a wiec f ma w punkcie a maksimum warunkowe, czyli

c\" Ty + -+ Tp\"
.’L'lwng(*) :(¥> s .’1?1,...,@7120.
n n

10.16. Srednia uogoélniona

Ustalmy n € Ny oraz liczby a1,...,an,t1,...,tn > 0 takie, ze a1, ..., an sa parami rézne oraz t1 + - - - +t, = 1. Niech

a:=(ai,...,an), t :=(t1,...,tn). Rozwazmy funkcje
Sat . . 1/x
Ry« 2 x> (t1a] +--- + tnay, € R>o.
Uwaga: Formalnie mozna zrezygnowaé z zalozenia, ze a1, ..., an sa parami rézne, poniewaz (poprzez zmiane n i t1,...,tn)
zawsze mozna doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej badz n = 1, badz ay,. .., an sa parami rézne.
Lemat 10.16.1. (a) lim Sg¢(z) =max{ai,...,an} =: Sa,t(+00).
xr—+400
(b) lim Sa,¢(2) = af' -+ aj =i Sa,2(0).
xr—

(¢) lim Sg¢(z) =min{aq,...,an} =: Sa,t(—00).

T — —00
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Dowdd. (a) i (c) sa elementarne (CWICZENIE).

(b) Zauwazmy, ze Sq,t = exp(yp), gdzie ¢(z) = %ln(tla”f + -+ +tnak). Granica lim; o ¢(x) jest symbolem nieozna-
0

czonym typu . Stosujemy regule d’Hopitala
tiaiIna; + - +thaf Ina
limgo(z)glim 1% 1 non n:tllna1+~»-+tnlnan. O
z—0 z—0 tiaf + - +tpaf
Definicja 10.16.2. Funkcje Sa,t : R — Rs nazywamy sredniq uogdlnionq liczb a1, . ..,an z wagami ti, ..., tn.
Obserwacja 10.16.3. W przypadku, gdy ¢t1 = -+ =t := 1/n, niech S, := Sq,+. Wtedy dostajemy klasyczne $rednie:
2 2
ai+---t+a
e Sq(2) =4/ 2———" = srednia kwadratowa;
n
a1+---+a
o S.(1)= ot $rednia arytmetyczna;
n
e S4(0) = ¥ay---a, = Srednia geometryczna,;
n
® So(—1) = 4————— = érednia harmoniczna.
a Tt ay

Uwaga: Definiujac powyzsze $rednie rezygnujemy z zatozenia, ze a; # ay dla j # k.
Lemat 10.16.4. Funkcja Sq,¢ : R — R jest analityczna.

Dowdd. Przypomnijmy najpierw, ze dla ¢ > 0 funkcja R 3 & —— ¢® = exp(zlnc) jest analityczna. Wynika stad tatwo,
ze funkcja R 3 = N In(t1a] + - - 4 tna) jest analityczna. Wiemy, ze 1(0) = 0. Wynika stad natychmiast, ze funkcja
¢ jest analityczna (¢(0) := 4’(0)). Istotnie, jezeli ¢ (z) = 2130:1 ckrh, |z < 7, to p(z) = 220:1 cxrh~1) |z < 7. Stad,
Sa,t = exp(yp) jest analityczna. O
Propozycja 10.16.5. Funkcja Sa,: jest scisle rosngca.

Dowdd. Wrystarczy udowodnié $cista monotonicznos$é funkcji ¢. Mamy
l tiaflnay + - +tpay Inan
T tiaf + - +tpaf

1
¢'(@) = ——5 In(t1af + -~ + tnay) +

Ustalmy = € R i polozmy u; = uj(x) := ag?, 7 =1,...,n. Widzimy, ze wystarczy pokazaé, ze

tiurInug + -+ thun Inu
flut,...,un) = —In(tiur + -+ + thun) + 1 1 non >0, wul,...,un >0,
tiug + -+ tpun

przy czym rownos$é zachodzi wylacznie dla u; = -+ - = up,.
Jest oczywiste, ze f(u,...,u) = 0. Ustalmy liczbe p > 0 i rozwazmy zbioér

M :={(u1,...,un) € RYy: t1ur + -+ + tpun = p}.

Zauwazmy, ze dla (u1,...,un) € M mamy
1
flut,...,un) = h(ui,...,up) := —lnp+ ;(tlul Inug + -+ + tpup Inuy).
Wobec zaleznosci limgs_, g4 6 Ind = 0, funkcja h przedtuza si¢ do funkcji ciagtej h na zbiorze zwartym M = {(u1,...,un) €
RY :tiur + -+ tpun = p}. Niech u¥ = (u(l), ...,ud) € M bedzie punktem, w ktéorym h przyjmuje globalne minimum na

M. Wiemy, ze E(uo) < 0. Rozwazmy dwa przypadki:
(a) u® € M: Stosujemy metode mnoznikow Lagrange’a (do funkcji h z warunkiem g(u1, . .., un) := t1u1 4+ - -+ tntn —
p = 0). Warunek Lagrange’a
oh ¢ 99 , o .
— () —A—(u") =0, =1,...,n,
S ) =2 ZL W) =0,

daje

1 0 .

5(1nuj +1)—A=0, j=1,...,n,
astad u? = .- = uf, co oznacza, ze h(ul) = 0.

(b) u® € M \ M: Mozemy zatozy¢, ze dla pewnego 1 < s < n — 1 mamy u? >0,...,u >0, u2+1 =...=4% =0
Zauwazmy, ze h(ui,...,us,0,...,0) = —Ilnp + %(tlul lnup + -+ + tsuslnus), (u1,...,us) € M’ := {(u1,...,us) €
R, ¢ trur + -+ tous = p}. Stosujac roiumowanie z (a) wzgledem zmiennych ui,...,us, wnioskujemy, ze musi by¢
wW=-.=ul= ﬁ Wynika stad, ze h(u®) = —Inp+ %(tl +~-+t5)ﬁlnﬁ =—In(t1+--+ts) >0
— sprzecznosc.

Oznacza to, ze globalne minimum funkcji h na M jest rowne 0. Wobec rozumowania w (a), widzimy réwniez, ze jezeli
u® € M jest taki, ze h(u®) =0, tou) = =uf. O

Propozycja 10.16.6. Istniejg liczby x4+ € R takie, ze funkcja Sa,: jest wypuklia w przedziale (—oo,xz_) i wklesta
w (x4, +00).
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Dowdd. Wiadomo, ze Si/ , = Sa,t((¢')? + ¢). Obliczmy ¢ (x):

2 tia7Inay + -+ +tpaj Inan

2
@' (z) = = In(t1af + -+ + tnal) —

2 tiaf + -+ tpal
1tia In2a; + -+ tnal Ina,, 1 (tlagl” Inai + -+ tpal lnan)2
T tiay + - +tnad T t1ay + - +tnad ’
Rozumowanie przy © — —oo: Wystarczy pokazaé, ze lim z3¢”(x) < 0. Mozemy zalozyé, ze a1 < --- < an.
T— — 00
Podstawmy u; = u;(z) := af i v; = v;(z) = uj/u1 = (a;/a1)”. Zauwazmy, ze vj(z) — 0 gdy # — —oodlaj=2,...,n.

Dla § = (£1,...,én) € RZ niech
M) =t1&1+ - +tnkn,
P(¢):=t1&1Iné1 + -+ tnénInép,
Q&) :=t1&1In%& + -+ + tn&n In%En.
Zauwazmy, ze M (v) — t1, P(v) — 0, Q(v) — 0 gdy & — —co. Mamy

Pu) | Qu) (P(u) )2
3, ./
=2InM -2 —
2 =2 MO =230y F My~ \ M)
t 1 Ik <t tpon(Invy, +1
=2InM((v) —2lnu; —2 winv +Inw) + +tnvn(Invn + Inuy)
M(v)
N tivi(lnvy +Inwug)? + - + tpop(In vy + Inwug)? B (twl(lnm +Inwur) + -+ trvn(lnvy, + lnul))2
M (v) M(v)
P(v) Q) P(v) 2 (P(U) )2
=2InM 21 -2 —21 2 1 1 - —=+1
nM(v) 4+ 2lnug M) nu1+M(v)+ M(v) nui + In“u; M(v)+ nu
P P(v) \?
o M) — 2 LW L QW) ( (”)> — 2Int <O.
M(v) M(v) M(v)) z—-—oo
Rozumowanie przy © — +oo: Wystarczy pokazaé, ze lim z*((¢'(z))2 + ¢”/(x)) = —oco. Mozemy zalozyé, ze
z—400

ai > --- > an. Tak, jak poprzednio definiujemy w;, vj, M, P, Q. Zauwazmy, ze vj(z) — 0 gdy  — +oodlaj=2,...,n,
oraz M(v) — t1, P(v) — 0, Q(v) — 0 gdy * — +oo. Mamy

400 (N2 4 o () = [ — 10 M(v) + L) 2 o2 M) — 2 E@) QW) [ P) 2
 ((¢'(2)° + (90))—( In M(v) + M(v)) + (21 M(v) 2M(v) + M(o) (M(v)) )
: 1n2t1+(+oo)-(21nt1):700. |

Cwiczenie* 10.16.7. Zbada¢ wypuklosé¢ funkeji Sa,t. Odnotujmy, ze problem wypuklosci funkcji Sq,t jest wysoce nietry-
wialny. Dla przyktadu, korzystajac z pomocy komputera mozna tatwo, sprawdzié, ze dla n = 4, a1 := 0.1635, a2 := 4.7965,
a3 := 9.3668, a4 := 1.7856, t1 := 0.0455, t2 := 0.1430, t3 := 0.0007, t4 := 0,8108, mamy co najmniej 5 punktéw przegiecia.

10.17. Orientacja

Niech E bedzie d-wymiarowa rzeczywista przestrzenia wektorowa (1 < d < 00) i niech B(F) oznacza
rodzine wszystkich baz E. Dla dowolnych dwoch baz e = (e1,...,eq), f = (f1,..., fa) € B(E) niech
A = A(e, f) oznacza macierz przejscia od e do f, tzn.

d
fj:ZAk,jeka ]Zl,,d
k=1

Oczywiscie

A(e7e):id7 A(f7e) :A(ev-f)_lv A(evg) ZA(B,f)A(f,g)
W zbiorze B(FE) wprowadzamy relacje e ~ f :<= det A(e, f) > 0. Jest to relacja rownowaznosciowa.
Niech O(F) := B(F)/~. Kazda klas¢ rownowaznosci z O(E) nazywamy orientacjq E.

Dla bazy e = (ey,...,eq) niech € := (—ey,ea,...€q). Zauwazmy, ze A(e, €) rézni si¢ od macierzy
jednostkowej tym, ze ma —1 na miejscu (1,1). W szczegolnosei, det A(e,e) = —1 < 0, a wiec e % €,
czyli [e]~ # [e]~. Ponadto, dla dowolnej bazy f € B(FE) albo f ~ e albo f ~ e. Oznacza to, ze na
E istnieja doktadnie dwie orientacje. Zadna z nich nie jest wyrézniona. Jezeli ustalimy jedna, np. O, to
drugg oznaczamy przez —O.

W przypadku gdy E = R, mozemy wyréznié orientacje wyznaczona przez baze kanoniczna. Orien-
tacje te oznaczamy przez [R%), i nazywamy orientacjq kanoniczng. Niech [RY]_ := —[R?],. Dla

e=(e1,...,eq) EB(]Rd), ej=(ej1,---:€4), j=1,...,d,
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mamy: [e]. = [RY; <= det[e; ;] > 0.

Niech V bedzie podprzestrzenia wektorowa w R™, dimV =d, 1 < d < n — 1. Niech V+ := {a ¢
R” : Vpev : {(a,z) = 0}, gdzie { , ) oznacza standardowy iloczyn skalarny. Przypomnijmy, ze V1 jest
przestrzenia wektorowa, dimV+: =n—doraz R* =V @ V.

Zauwazmy, ze mamy naturalne odwzorowanie

6:B(V)x B(Vt) — B(R")

dane wzorem

@((617"'76d)7(f17 fn d)) (617---7ed7f17"'7fn—d)-
Okreslmy nowe odwzorowanie @ : O(V) — O(V+) poprzez relacje
?([e]~) = [f]~ == [B(e, f)]~ = R
Zauwazmy, ze
roehy — A(e7e/) 0
A@e .0 ) =[5 45 )

a wiec @ jest dobrze okreslone i injektywne. Ponadto, dla dowolnych e € B(V) i f € B(V*) albo
&([e]~) = [f]~ albo &([€]~) = [f]~, a wiec & jest bijekcja. Bedziemy krotko pisa¢ O+ := &(0).

W tym sensie ,zadaé orientacje V” to to samo, co ,zadaé orientacje V+".

Niech teraz L : R — V bedzie dowolnym izomorfizmem liniowym. Izomorfizm ten daje bijekcje

B(R?Y) — B(V), L((e1,...,eq)) := (L(e1), ..., L(eq)).
Odnotujmy, ze A(L(e), L(f)) = A(e, f). Mamy wicc bijekcje L : O(RY) — O(V) (°*). Zauwazmy, ze
L(-0) = —L(0). Ponadto, jezeli T : R? — R jest izomorfizmem liniowym, to (L o T)(0) = L(T(0)),
O € O(RY).

Niech M bedzie d-wymiarows podrozmaitoécia klasy C! w R”.
Jezeli d = 0, to przez orientacje M rozumiemy dowolne odwzorowanie O : M — {—1,+1}.
Jezeli d > 1, to przez orientacje M rozumiemy dowolne odwzorowanie

M3 z+% 0(z) € O(T, M)
takie, ze dla dowolnego punktu a € M istnieje lokalna parametryzacja p : P — U, a € U, taka, ze
O(p(t)) = p'(t)([RYy), t € P. W tej sytuacji méwimy, ze parametryzacja p : P — U jest zgodna
z orientacjq O.
Niech O(M) oznacza zbior wszystkich orientacji M. Powiemy, ze rozmaitos$¢ jest orientowalna, jezeli

O(M) # 2.

Dalej zajmowacé sie¢ bedziemy jedynie przypadkiem d > 1

Obserwacja 10.17.1.  (a) Niech p: P — U, ¢ : @ — U beda dwiema parametryzacjami i niech
p:=plog:Q — P. Wiadomo, ze det ¢’ (u) # 0, u € Q. Niech e(u) := sgn(det ¢’ (u)), u € Q. Poniewaz,
q = p oy, zatem

¢ (W) ([R4) = p'(p(w)(¢' (@) (RY]4)) = 1 (0(w) (@) [R)4) = e(u)p' (p(w)(RY)1), ueQ.

(b) Dla dowolnej parametryzacji p : P — U niech p : P—U bedzie dane wzorem: p := po I,
P:=T1"Y(P), gdzie I :RY — RY, I(t) =1 := (—t1,ta, ..., tq).
Widaé, ze p: P — U jest rowniez lokalng parametryzacja. Ponadto, na podstawie (a), jezeli
p: P — U jest zgodna z O, to p'()([RY];) = —p/(D)([RY]) = —O(p(#)), t € P.
Wynika stad, ze —O € O(M), gdzie (—O)(z) := —=O(x), z € M.
(c) Jezeli p: P — U jest parametryzacja zgodna z O taka, ze P jest obszarem, to, na podstawie (a),
dowolna parametryzacja q : Q — U jest zgodna albo z O albo z —O (bowiem funkcja €, jako funkcja
ciagla o wartosciach w {—1,+1}, jest stata).

Niech A = (p; : Pi — U,;)ier bedzie dowolnym atlasem na M. Jezeli kazda z parametryzacji
pi : P; — U, jest zgodna z orientacja O, to méwimy, ze atlas A jest zgodny z O.
Na podstawie Obserwacji 10.17.1(a) otrzymujemy bez trudu nastepujacy wynik.

(54) Oznaczana ta sama litera co odwzorowanie.
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Propozycja 10.17.2. Jezeli A = (p; : P, — Uy;)icr jest atlasem zgodnym z orientacjg O, to dla
odwzorowan przejscia

wij=p; op; :pj_l(Ui NU;) — p; "(U; N T;)
mamy:

det g5 ;(u) >0, uepj*l(UiﬂUj), i,j € I. )

Propozycja 10.17.3. Niech A = (p; : P; — Uj;)ies bedzie atlasem na M takim, Ze dla wszystkich
odwzorowan przejscia

piji=p; op;p; (UinUy) — p; {(UiNU;)
mamy (1). Wtedy na M istnieje orientacja O taka, ze atlas A jest zgodny z O.

Oznacza to, ze ,zadaé¢ orientacje M” to to samo, co ,zadaé¢ atlas spelniajacy (f)”. Takie atlasy
bedziemy nazywaé orientujgcyms.

Dowdd. Niech O(z) := pl(p; }(z))([R%],) o ile x € U;. Jedyny problem to poprawnosé definicji. Przypu-
sémy, ze v € U; NU; 1 @ = p;(t) = p;(u), zatem t = @; j(u). Wtedy

P () ([R4) = pi(i;(w) (95 ; (W) ([RY)1)) = pi()([RT]1). 0

Propozycja 10.17.4. Jezeli M jest podrozmaitosciq spdjng i orientowalng, to na M istniejq doktadnie
dwie rdzne orientacje.

W szezegolnosci, jezeli M ma s sktadowych spojnych i jest orientowalna, to na M istnieje doktadnie
2% roznych orientacji.

Dowdd. Niech O bedzie ustalona orientacja M. Wtedy —O jest rowniez orientacja i —O # O. Pozostaje
pokazaé, ze dla kazdej innej orientacji O" mamy albo O’ = O albo O’ = —0O. Niech

M, ={zeM:0'(z)=0()}, M_:={zeM:0(z)=-0(z)}.

Oczywiscie My " M_ = @ i M = M, U M_. Na podstawie Obserwacji 10.17.1(a) oba te zbiory sa
otwarte. Stad, wobec spdjnosci, albo M, = M albo M_ = M. O

Propozycja 10.17.5. Jezelid = 1, to M jest orientowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwzorowanie
ciggte s : M — S,,_1 takie, ze s(x) € TuyM, x € M.

Ponadto, dla dowolnej orientacji O rozmaitosci M istnieje odwzorowanie ciggte s : M — S,_1
takie, ze s(x) € T, M i O(x) = [s(x)]~, v € M.

W powyzszej sytuacji mowimy, ze s jest orientujgcym polem wektorow stycznych.

Mozna pokazaé, zZe dowolna jednowymiarowa podrozmaitosé jest orientowalna. Z tego tez powodu,
powyzsza propozycja nie stanowi, w gruncie rzeczy, kryterium ma orientowalnosé, ale daje jedynie opis
orientacyi.

Dowdd. Niech O bedzie pewna orientacja na podrozmaitosci M. Jezeli A = (p; : P, — Uj;)ier jest
atlasem zgodnym z O, to definiujemy
s(z) := wersor(p;(p; ' (z))) edy z € U;.
Jedyny problem to, czy definicja jest poprawna. Rozumujemy lokalnie: jezelip: P — U iq: Q — U
sa parametryzacjami zgodnymi z O oraz ¢ = p o ¢, to (korzystajac z tego, ze ¢’'(u) > 0, u € Q) mamy:
wersor(q/(u)) = wersor(p/(1o(u))¢ (1)) = wersor(p/(so(u))).

W druga strone: ktadziemy O(zx) := [s(z)]~ € O(T. M), x € M. Trzeba sprawdzi¢, ze O jest orien-
tacja. Ustalmy punkt a € M oraz dowolna parametryzacje p : P — U, a = p(ty), taka, ze P jest
przedziatem i p’(to)([R]+) = O(a) (taka parametryzacja zawsze istnieje — pamietajmy, ze mozemy za-
stapi¢ wyjsciowa parametryzacje przez p : P—U ). Mamy

s(p(t)) = e(t) wersor(p'(t)), te P,

gdzie ¢ : P — {—1,+1} jest funkcja ciagla (bo s jest odwzorowaniem ciaglym) i £(tg) = +1. Zatem
€ = +1, co konczy dowod. ]
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Propozycja 10.17.6. Jezelid =n —1, to M jest orientowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwzo-
rowanie ciggte n: M — S,_1 takie, ze n(z) € (TyM)*, z € M.

Ponadto, dla dowolnej orientacji O rozmaitosci M istnieje odwzorowanie ciggte n : M — S,
takie, ze n(x) € (T,M)*+ i O(x) = ([n(z)]~)t, € M.

W powyzszej sytuacji méowimy, ze n jest orientujgcym polem wektorow normalnych.

Przypadek podrozmaitosci wymiaru 2 < d < n — 2 zostanie scharakteryzowany w Obserwacji 13.2.6.

Dowdd. Niech O bedzie pewna orientacjg na M. Ustalmy = € M. Zauwazmy, ze uktad warunkow: v € R™,
v =1, v L T, M i ([v]~)* = O(z) wyznacza jednoznacznie wektor v. Kladziemy n(z) := v. Pozostaje
sprawdzi¢ ciaglos¢ odwzorowania x — n(z). Ustalmy punkt a € M oraz parametryzacje p : P — U,
a = p(to), zgodna z O. Zauwazmy, ze dla t € P wektor v = n(p(t)) jest wyznaczony (jednoznacznie)
przez uktad warunkow (55) :
17) 17)
vER™, [p|=1, vlTyyM, det [v, 877’1@), o Wil(t)} > 0.

Niech teraz t, — to i przypusémy, ze v, := n(p(t,)) — vo. Wtedy vy spelia powyzszy uklad z t = ¢,
a wige vo = n(p(to))-

W druga strone: kladziemy O(z) := ([n(z)]~)t € O(T,M), x € M. Trzeba sprawdzi¢, ze O jest
orientacja. Ustalmy punkt a € M oraz dowolng parametryzacje p : P — U, a = p(to), taka, ze P jest
obszarem i p'(to)([R"71]+) = O(a). Mamy p’'(t)([R"™1]4) =e(t)O(p(t)), t € P, gdziee : P — {—1,+1}
ie(tg) = +1. Pozostaje wykazaé, ze ¢ jest funkcja ciaglta. W tym celu wystarczy tylko zauwazyé, ze
wprost z definicji ([n(z)].)t mamy:

£(1) = san ( det [n(p(t))7%(t),...,%(t)}), teP. 0

Uwaga 10.17.7. Niech a; € R", j =1,...,n — 1. Z wektoréw tych utworzmy (n — 1) X n-wymiarows
macierz A poprzez ustawienie ich jako wiersze

ay
A=
an—1
Dlak € {1,...,n} niech Aj oznacza podmacierz macierzy A powstala poprzez opuszczenie k-tej kolumny:
a1 cee a1, k—1 a1, k+1 cee a1,n
A, = . . .
an—1,1 s an—1,k—1 An—1,k+1 cee Qp-1n
Niech vy, 1= (=1)**ldet Ay, v = (v1,...,v,). Zauwazmy, ze wektory aj, ..., a,_1 sa liniowo zalezne
wtedy i tylko wtedy, gdy v = 0.
Dla j € {1,...,n — 1} niech B; oznacza n X n—wymiarowa macierz
a;
a
E%ZZ .
Gp—1

Stosujac do tej macierzy rozwiniecie Laplace’a (56) (wzgledem pierwszego wiersza) wnioskujemy, ze:
n
(v,a;) = z:(—l)kHajJg det Ay = det B; =0,
k=1
tak wiec v L aj, j =1,...,n — 1. Dalej mamy:

n n
det[v,a1,...,an_1] = Z(—l)k"'lvk det Ay, = Z(det AR)? = ||v||2.
k=1 k=1
(55) Uwaga: jezeli v€R™, [|v]|=1, v LT,y M, to det [v, %(t), ey Btizil (t)] #0.

(56) Pierre Simon de Laplace (1749-1827).
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Wektor v nazywamy iloczynem wektorowym wektoréw aq,...,a,_1 1 oznaczamy ai X -+ X @y_1. La-
uwazmy, ze operacja
(IR")”_1 S(a1,...,ap_1)— a1 X+ X ap_1 € R"
jest (n — 1)-liniowa.
Jezeli uktad (ay,...,a,—1) jest baza pewnej podprzestrzeni E przestrzeni R", wyznaczajaca na E
orientacje O, to ([v])* = O.
W szczegoblnosci, w sytuacji opisanej w Propozycji 10.17.6 mamy:

n(p(t)) = wersor (g—i(t) X +e X 8p_ (t)),

atn 1
czyli
(_1)k+1 A(P1,-- 5Pk —1,Pk415e-+,Pn) (_1)k+1 A(P1se- s Ph—1,Pk+15+>Pn)
ngop= Ot tn—1) _ O(t1,-tn—1) E—=1 n (57)
- —_— ) -_— 9 ety .
( zn: (3(171,-..,17171,pj+1,.--,pn))2)1/2 |p']
; O(t1yeetn—1)
j=1

Obserwacja 10.17.8. Istniejg podrozmaitos$ci nieorientowalne, np. wstega Mébiusa (58) :
M := p((—1,1) x [0,27]), gdzie p : R* — R3, p(t,u) := ((2+ tcos %) cosu, (2 + tcos %) sinu, tsin %).
Mamy

cos % cosu, —2sinu—t(}sin % cosu+ cos % sinu)
/ _ U o3 j R VA u
p'(t,u) = 008551nu, 2cosu — t(5 s1r11§smu —Cos 5 cosu)
u
sm§7 stcos 5

Wstega Mobiusa.

Zauwazmy, ze

8p(t ) % ap(t ) ( cos%sinu, 200su—t( sin § sinu — cos § cosu)
u) X —(t,u) =
ot ou’ sin %, ltcos 2 ’
cos g cosu, —2sinu— t( sin § cosu + cos 5 sinu
- 1 9
sin 4 5 tcos 5
cos g cosu, —2sinu— t( sin % 2 cos u + cos § sinu )
cos 5 sinu, 2cosu — t( sin 5 sinu — cos § cosu

t
:(fZSingcoqur§sinu(1fcosu) fQSmgsmufg(cosqusm w), 2COS§+tCOS2 g)

Stad
H tuH—4—|—4tcos§+t2(i+cos g)

(57) Przypomnijmy, ze
T a2

=1,...,

(°®) August Mébius (1790-1868).
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W szczegdlnosci, H%(t,u) X %(uu)H >0,-1<t<1,0<u<2nm

Wynika stad w szczegolnosci, ze M jest 2—-wymiarowa podrozmaitoscia w R® klasy C* (por. Twier-
dzenie 10.14.6). Dla ¢t = 0 dostajemy
(0, u) x

0 0
N(p(0,u)) = N(2cosu,2sinu,0) := wersor (—p —p(07 u)) = (—sin g cosu, — sin % sinu, cos E).

ot ou 2
Zauwazmy, ze (2,0,0) = p(0,0) = p(0,27), ale N(p(0,0)) = (0,0,1), zas§ N(p(0,27)) = (0,0,—1).
Oznacza to, ze nie istnieje ciagte pole wersoréw normalnych M > p({0} x [0, 27]) > (z,y, 2) — n(z,y, 2),
a wiec, na podstawie Propozycji 10.17.6, M nie jest orientowalna.

Obserwacja 10.17.9. Zalézmy, ze M jest d-wymiarows orientowalna podrozmaitoécig klasy C* w R”™
i niech D C M bedzie obszarem (w sensie topologii indukowanej) takim, ze intps(clps D) = D, tzn. D jest
ttusty (caly czas w sensie topologii indukowanej). Zalozmy dalej, ze dprD =: M’ jest (d — 1)~wymiarowa
podrozmaitoscia klasy C' w R™. Ustalmy pewna orientacje O € O(M). Pokazemy, ze orientacja ta
indukuje w sposéb naturalny pewna orientacje O’ rozmaitosci M’.

Postepujemy nastepujaco: ustalmy punkt a € M’. Na podstawie Lematu 10.14.20, istnieje parametry-
zacja p : P — U podrozmaitosci M, a € U, taka, ze P jest otwarta kostka w R? i jezeli P:= prra-1(P),
to {0} x P C Pip({0} x P) = M’ NU. Dla d = 1 oznacza to, ze P C R jest przedzialem otwartym,
0ePi{p(0)} =M nU.

Na wstepie rozwazymy przypadek d > 2. Zbior {0} x P dzieli P na dwie sktadowe spojne P_ := PN
{t; < 0} 1Py := Pn{t; > 0}. Poniewaz p jest homeomorfizmem, zatem M’'NU dzieli U na dwie sktadowe
Vi = p(Py). Kazdy punkt sktadowej Vi nalezy albo do D_ := DNU albo do Dy := (M \ clyy D)NU.
Zauwazmy, ze tlustosé zbioru gwarantuje, ze D # @&. Wobec spdjnosci, oznacza to, ze mamy jedna
z dwodch mozliwosci:

(a) V-=D_iV, =Dy,

(b) Vo = D4 i V4 = D_: w tym przypadku zastepujemy wyjsciowa, parametryzacje przez parame-
tryzacje t — p(—t1,ta,...,tq) i sprowadzamy sytuacje do (a).

Tak wiec mozemy przyjaé, ze Vo = Dy. Teraz, zastepujac ewentualnie wyjéciowa parametryzacje
przez t — p(t1, —to,t3,...,tq) (tu jest istotne, ze d > 2), mozemy zalozy¢, ze parametryzacja jest
zgodna z O (wystarczy ja uzgodni¢ w jednym punkcie i skorzystaé ze spojnosci P). Dostajemy w ten
sposob pewna parametryzacje p : P—MNU, p(u) = p(0,u).

Przypusémy teraz, ze analogiczng konstrukcje przeprowadziliSmy dla jakiej$ innej parametryzacji
q: Q — U, ktora spelnia te same warunki, co p i w efekcie konstrukeji dostaliSmy nowa parametryzacje
G:Q — M'NU. Wiemy, ze ¢ = po ¢ i det @' (u) >0, u € Q (bo obie parametryzacje sa zgodne z O).
Niech @ :=p~tog: Q — P. Pokazemy, ze det @ (v) > 0 dla v € Q. Mamy: §(v) = (0,v) = p((0,v)) =
p(¢(v)) = p(0,4(v)), a wice ¢1(0,v) = 01 4(v) = (p2(0,0),...,¢4(0,v)). Zauwaimy, ze p(Q+) = Px,
a stad: g—ii(o,v) > 0. Ponadto,

¢(0,0) = [ .
a stad
det o/ (0,0) = 221 (0,0) det & (v),
(9U1

co konczy dowdd.
Oznacza to, ze potrafimy skonstruowac rodzing lokalnych parametryzacji (p; : P; — U, )ies zgodna
z O taka, ze rodzina
(pi: Pi — M'NUs)ier
jest atlasem orientujacym na M’. Atlas ten wprowadza na M’ pewna orientacje O’. Z konstrukcji wynika,
ze O zalezy wylgcznie od O. Orientacje O nazywamy orientacjq indukowang przez O.

Teraz przypadek d = 1. W tej sytuacji nie zajmujemy sie uzyskaniem zgodnosci V3 = Dy, ale jedynie,
poprzez ewentualna zamiane parametryzacji p na parametryzacje t — p(—t), uzyskujemy zgodnosé
parametryzacji z orientacja O. Mamy dwa mozliwe przypadki:

(a) Vo = D_ iV, = Dy: wtedy przyjmujemy O'(p(0)) := +1,

(b) V- = D4 1 V4 = D_: wtedy przyjmujemy O’(p(0)) := —1.
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Musimy jeszcze sprawdzi¢, ze O nie zalezy od wyboru parametryzacji. Niech ¢ : @ — U bedzie
inng parametryzacja zgodng z O. Wiemy, ze ¢ = po, ¢ : Q@ — P, ¢'(u) > 0, u € Q. Oznacza to, ze
©(P1) = Q4+, skad od razu wynika, ze (a) zachodzi dla p wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi dla q.

Ponownie uzyskaliSmy orientacje indukowang przez O na M'.



ROZDZIAL 11

Calka Riemanna

Zasadniczym celem rozdziatu jest przeniesienie wynikéw przedstawionych w Rozdziale 7 na przypa-
dek wielowymiarowy. Te dowody, ktore sa prostym uogdlnieniem przypadku jednowymiarowego pozosta-
wiamy jako CWICZENIE.

11.1. Calka Riemanna na kostce

Definicja 11.1.1. Kostkq (domknieta) nazywamy dowolny zbior postaci P := [ay,b1] X -+ X [an, by] C
R™, gdzie a; < bj, j = 1,...,n (rozwazamy tylko kostki niezdegenerowane). Objetoscig kostki P nazy-
wamy liczbe |P| := (by—ay) - - - (b —ay,); zauwazmy, ze |P| > 0 oraz, ze |xo+P| = | P|, xg € R™. Podziatem
kostki P nazywamy dowolng skoriczong rodzine kostek = = {Py,..., P} taka, z2e P = PLU---U P,
oraz int P; Nint P, = @ dla j # k; dla n = 1 podzial kostki P = [a, b] mozemy utozsamiaé z ciagiem

T = (z0,...,Tm), gdzie a = xg < 21 < -+ < Xy, = b. Podziatem prostym kostki P nazywamy podziat
postaci {Pg,,. .k, : 1 <kj <mj, 1<j< n}, gdzie Py, g, = (@161, Z1ky) X X [T by —1, Tk, |, 28S
(5,0, xjym_y) jest podz1alem la;,b;], 7 =1,...,n. Podzial ten sklada si¢ z my - - - m,, kostek. Typowym

przypadkiem jest sytuacja, gdy z; 1 := a;j + (k/m;)(b; — a;) (tzn. dzielimy krawedzie na réwne czesci).
Niech my = {P1,..., Pn}, m = {Q1,...,Q,} beda podziatami kostki P. Powiemy, ze 7o jest wpisany
w 1 lub tez, ze my jest zageszczeniem iy, jezeli dla dowolnego j € {1,...,m} rodzina {Qy : Qr C P;}
jest podziatem P;; innymi stowy, jezeli int P; Nint Q # &, to Qi C P;. W tej sytuacji piszemy mo < 7.
Srednicq podzmlu 7 ={Py,..., Pn} nazywamy liczbe diam 7 := max{dlam Py,...,diam P, }.
Niech (74)52 ; bedzie ciagiem podzialéw kostki P. Powiemy, ze jest to normalny ciqg podziatow, jezeli
diam m, — 0.

Obserwacja 11.1.2. (a) Relacja < jest przechodnia.

(b) Dla dowolnych podziatow w1, 7o kostki P istnieje podzial prosty = taki, ze 7 < mj, j = 1,2,
tzn. m jest wspdlnym zageszczeniem podziatow my i .

(c) Dla dowolnego podziatu w = { P, ..., P} mamy |P| = |Pi| + -+ |Pnl.

Istotnie, najpierw sprawdzamy przypadek podziatu prostego:

mi My my My,

DRSS SILNPNED SEE B | (TR
ki=1 kn=1 ki=1 kn,=1j=1
n  mj n
= H Z (mj,k']’ — .Z'jﬁkjfl H b — (LJ |P|
Jj=1k;=1 J=1
Dla dowolnego podziatu mlaJduJemy naJplerW wpisany podzial prosty 7' = {Q1,...,Q.}, a nastepnie
m
rozumujemy nastepujaco: |P| = Z |Qk| = Z > Qs = X |-
k=1 J=lke{l,...,r}: j=1
QkCPj

Definicja 11.1.3. Niech f: P — R bedzie dowolng funkcja ograniczong na kostce P. Zdefiniujmy:
m(f,P)=inf f(P), M(f,P):=sup f(P).

Niech teraz m = { P, ..., Py} bedzie dowolnym podziatem kostki P. Pot6zmy:

me, )IPil, U(f,m) ZMﬁ )| |-

221



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej 111, wersja z 22 stycznia 2019

222 11. Calka Riemanna

Liczbe L( f,m) nazywamy sumg aproksymacyjng dolng dla funkcji f przy podziale 7. Analogicznie, U(f, )
nazywamy sumg aproksymacyjng gorng. Czasami mowi sie o sumach Darbouz. Zauwazmy, ze

m(f, P)|P| < L(f,7) <U(f,m) < M(f,P)|P|.
Niech

/ = sup L(J.m) /f inf U (f. ).

gdzie supremum i infimum bierzemy po wszystkich podziatach kostki P. Liczbe [, , f nazywamy calkq
dolng z funkcji f po kostce P. Analogicznie, liczbe |, ; f nazywamy catkq gorng.

Powiemy, ze funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna na kostce P (f € R(P)), jezeli [, f =
i) ; f. Wtedy wspolng wartosé tych catek oznaczamy przez [ p [ 1nazywamy catkq Riemanna z funkcji f
po kostce P.

Niech teraz ¢ : P — C bedzie funkcja ograniczona. Powiemy, ze ¢ jest catkowalna w sensie Rie-
manna na P (¢ € R(P,C)), jezeli Rep, Imy € R(P). Kladziemy wtedy [, ¢ := [,Rep +i [,Imgp
i nazywamy te liczbe catkq Riemanna z funkcji ¢ po kostce P.

Oczywicie kazda funkcja stata ¢ € C jest calkowalna w sensie Riemanna i [}, ¢ = ¢|P)|.

Przykltad 11.1.4. Niech f := xpngn. Przypomnijmy, ze x4 oznacza funkcje charakterystyczng zbioru
A C P. Funkcje f nazywamy funkcjg Dirichleta w kostce P. Wtedy L(f,7) = 0 oraz U(f,7) = |P| dla
dowolnego podziatu m. Tak wiec [, f =0 oraz [ f = |P|, czyli f ¢ R(P).

Ponizej przedstawimy szereg (mniej lub bardziej elementarnych) wlasnosci catki Riemanna; f,g
P — R, 9,9 : P — C oznaczaja funkcje ograniczone, m, m, me — podzialy kostki P. Wigkszos¢
dowodow pozostawiamy jako CWICZENIE — por. Obserwacja 7.1.5.

Obserwacja 11.1.5.  (a) Dla dowolnego ¢ € R mamy: L(f +¢,7) = L(f,7)+c|P| oraz U(f +¢,7) =
U(f,m) + ¢|P|. Wynika stad natychmiast, ze [,,(f +¢) = [,p f+c|P| oraz [(f +¢) = [p f+c|P].
W szczegolnosci, f € R(P) <= f+c € R(P) oraz [,(f+c) = [, f+ [ c. Wynik przenosi sie natychmiast
na funkcje ograniczone p: P—Cic e C: p € R(P,C) <= ¢+c € R(P,C) oraz [p(¢+c) = [p o+ [pe

(b) Jezeli f < g, to L(f,m) < L(g,m) i U(f,7) < U(g,n). W szczegolnosci, [, f < [,pg oraz
[p f < [pg- Jezeli ponadto f,g € R(P), to [, f < [pg (monotonicznosé catki).

(¢) L(— f ): =U(f,n). Wszczegolnoéci,
Jop(=H) == [pf,
o220 5 ) € R(P.C) orns o= = oo
peR(P,C)«=FeRPC)i [L7=[pe.
(d) Jezeli w1 < ma, to L(f,m1) = L(f,m2), U(f,m1) < U(f,m2). W szczegolnosci,

L(f,m) < U(f,m2) dla dowolnych 7y, 72,

JopF<Jpf

(6) f € ‘(R(P) <:’>v6>0 37r : U(f,ﬂ') 7L(f777) <e

(f) Dla kazdego normalnego ciggu podzialow (my)32, mamy: L(f, mx) — [, 5 f, U(f, 7)) — fP

Ograniczymy sie do sum gornych. Mozna zalozyé, ze f > 0 (zastepujac f przez f +c¢). Wezmy € > 0

i niech 7 = {Q, ..., Q. } bedzie podziatem takim, ze U(f,7) — f; f <e Niech iy ={Pr1,.--, Peomy }-
Wtedy

Ufm)= Y M(f, Pij)lPresl+ ) M(f, Pej)|Prjl < U(f.m) + M(f, Py,
JE{L,...;mi} je{l,...mp}
Jieq1,...,my:Pr, i CQi Vie(1,...,m} Pk, i ZQi
gdzie
me= >, Pl k=1
Je{1,....my}
Vie{1,....m}
Py ;7Qi
Zauwazmy, ze n, — 0. Istotnie, jezeli P, ; ¢ Q;, % = 1,...,m, to P ; musi przecina¢ ktéras ze Scian

ktorejs z kostek Q1,..., Qm. Stad np < cdiammy, k > 1, gdzie ¢ > 0 jest pewna staltg (CWICZENIE).
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Ostatecznie .
/ f <liminf U(f, 7) < limsup U(f, 7x) < / f+e,
P k—o0 k—+o0
co, wobec dowolnosci € > 0, konczy dowod.

Definicja 11.1.6. Niech 7 = {P, ..., P,,} bedzie podzialem kostki P i niech £ = {&,...,&n}, & € Py,
j=1,...,m.Dla ¢: P — C, sume

M(p,7,8) : E:wélp\

nazywamy sumg aproksymacyjng posredniq dla funk‘qz @ przy podziale m i punktach posrednich &. Czasami
moéwimy o sumie Cauchy’ego—Riemanna.

Obserwacja 11.1.7.  (a) Jest rzecza widoczna, iz:
(ii) W szczegolnosci, M (o, m,&) = M(Rep, 7, &) +iM(Im g, 7, §).
(i) Ponadto, [M(p,m,€)| < M(lg|,m,€).
(iv) Dla f: P — R mamy: L(f,7) < M(f,7,§) <U(f, 7).
(b) Nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) ¢ € R(P,C);
(ii) istnieje ¢ € C takie, ze dla dowolnego normalnego ciagu podziatow (m4)52, oraz dla dowol-
nego wyboru punktéw posrednich ()72, (1) mamy M (o, 7, k) — ¢ (2);
(iii) istnieje ¢ € C takie, ze dla dowolnego £ > 0 istnieje § > 0 taka, ze dla dowolnego podziatu 7
o drednicy < 0 oraz dla dowolnego wyboru punktéw posrednich £ mamy |M(p, 7, &) — | < g
(iv) istnieje ¢ € C oraz normalny ciag podziatow (my)22 ; takie, ze dla dowolnego wyboru punktéw
posrednich (£)2,, mamy M (p, 7, &) — ¢ (3).

(c) R(P,C) jest zespolona przestrzenia wektorowa, a operator R(P,C) 3 ¢ — [, ¢ € C jest C-
liniowy.

(d) Jezeli ¢ € R(P,C) oraz |p(z') — p(z")| < |¥(2') — (a™)|, ', 2" € P, to ¢ € R(P,C).

(e) Jezeli p € R(P,C), to |¢| € R(P) oraz ‘ I 90‘ < [plol-

(f) Jezeli p, ¥ € R(P,C), to ¢ -9 € R(P,C).

(g) Operator R(P,C) x R(P,C) > (¢,v) W2 Jp e € C jest semi-iloczynem skalarnym. W szcze-
gblnosci, na podstawie nieréwnosci Schwarza, mamy ‘fp (pﬂ2 < (fp |<P\2) (fp |1/)|2), v, € R(P,C).
Ponadto, funkcja R(P,C) 3> ¢ — ([, [¢]*)/? jest seminormg.

(h) C(P,C) C R(P,C).

(i) (Twierdzenie o wartosci sredniej) Dla dowolnej funkcji f € C(P) istnieje & € P taki, ze f(§) =

Bt

Definicja 11.1.8. Moéwimy, ze zbior A C R™ ma objetosé zero (|A| = 0), jezeli dla dowolnego € > 0
istnieje skoniczona rodzina kostek Py, ..., P, taka, ze AC PyU---UP,, i |P|+ -+ |Pn| <e.

Obserwacja 11.1.9. (a) Kazdy zbior o objetosci zero jest ograniczony.
(b) Kazdy zbior skoriczony ma objetosé zero.
(¢) Podzbidr zbioru o objetosci zero ma objetosé zero.
(d) Suma skoniczonej liczby zbioréw o objetosci zero ma objetosé zero.

1) Tzn. &, jest zbiorem punktéw posrednich dla 7.
2) Jest rzecza oczywista, ze jezeli mamy dwa ciagi zbiezne liczb rzeczywistych (a)2, 1 (br)2, oraz wiemy, ze

ciag a1,b1,a2,be,... jest rowniez zbiezny, to lim ar = lim bg. Z tej trywialnej uwagi wynika, ze warunek (ii) jest
k—+4oco k—+o00

réownowazny nastgpujacemu warunkowi: dla dowolnego normalnego ciggu podziatow (m)p2 | oraz dla dowolnego wyboru
punktow posrednich (€))7, ciag (M (p, T, Ex)) 5o, Jest zbieiny do granicy skoriczonej.

(3) Podobnie jak poprzednio, warunek (iv) jest rownowazny nastepujacemu warunkowi: istnieje normalny cigg po-
dziatow (my) 72, taki, ze dla dowolnego wyboru punktow posrednich (€x)72 1, ciag (M (p, g, Ek)) i, Jest zbieiny do granicy
skoniczonej.



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej 111, wersja z 22 stycznia 2019
11. Calka Riemanna

(e) Jezeli R™ 3 a, — ag € R™, to zbior {a, : ¥ = 0} ma objetos¢ zero.

(f) Jezeli A C R™ ma objetosé zero, to dla dowolnego zbioru ograniczonego B C R™ zbiér A x B ma
objetos¢ zero. W szczegolnosci, dla dowolnej kostki ograniczonej @ C R" (*) mamy [0Q| = 0.

(g) Jezeli |A| =0, to |A| = 0.

Propozycja 11.1.10. (a) Niech Q@ C R? bedzie kostkq domknietq i niech ¢ : Q — R"™? bedzie
dowolnym odwzorowaniem ciggltym, 1 < d < n — 1. Wtedy wykres A := {(t,0(t)) : t € Q} ma objetosé
zero.
(b) Niech Q C RY bedzie kostkg domknietq i niech p : Q — R™ bedzie odwzorowaniem spetniajgcym
warunek Holdera z wyktadnikiem o. Wowczas:
(b1) Jezeli an > d, to zbior A := p(Q) ma objetosé zero. (5)
(be) Jezeli an > d, to zbior A := p(Z) ma objetosé zero dla dowolnego zbioru Z C Q o objetosci zero.
(bs) Jezeli p spetnia warunek Lipschitza (np. p € C1(£2,R™), gdzie 2 jest otoczeniem Q), to:
o jezelin > d, to |p(Q)] =0,
o jezelin >=d, to |p(Z)| =0 dla dowolnego zbioru Z C Q o objetosci zero. (6)
(c) Jezeli M jest d—wymiarowq podrozmaitoicig w R™ klasy C', 0 < d < n — 1, to kazdy zwarty
podzbior A C M ma objetosé zero (7) .

Dowdd. (a) Ustalmy e > 0. Wobec jednostajnej ciagtosci odwzorowania ¢ istnieje 6 > 0 taka, ze

max lo;i () — ;") <eoile |t — "] <.

Niech 7 = {Q1,...,Qm} bedzie podziatem kostki @ takim, ze diam 7 < §. Ustalmy ¢; € @, i niech

Py = Qj x (p(t;) + [—&,e]" 7).

Oczywiscie A C PyU---U Py, oraz |P|+ -+ |Pn| = |Q1](26)" % + - 4+ |Qm|(26)" % = |Q](2e)" 4.

(b) Przypusémy, ze max;j—1,. n |p;j(t') —p;(t")| < C||t' —¢"||*, t',t" € Q. Ustalmy ¢ > 0. Przypadki
(b1) 1 (b2) rozpatrzymy jednoczesnie. Niech X := @ (odp. X := Z) i niech 3 := 2|Q)| (odp. 3¢ > 0, gdzie
» jest dowolne). Niech 7 = {Q1, ..., Q. } bedzie ukladem kostek takim, ze

e Qj=uj+[-nnl gdzie u; eRY, j=1,...,m, ne (0,1],

L d XCQIU"'UQWMQij#gaj:lw“an%

o m(2n)!=1Qi|+ -+ Q| <

Niech § := C(2V/dn)®. Ustalmy ¢; € Q; N Q i niech P; := p(t;) + [-3,6]", j = 1,...,m. Oczywiscie
ACP U---UP, oraz |P| + - + | Pp| = m(2C(2Vdn)*)" < (2(0Fn=ds(Cqe/2)m)poen—d.

Gdy an > d, to dla matych n > 0 ostatnia liczba bedzie dowolnie mata (odp. gdy an = d, to
dobierajac » > 0 stosownie male, mozemy uczyni¢ te ostatnia liczbe dowolnie mata).

(b3) Wynika VA (bl) i (bg)

(¢c) wynika z (b). O

Obserwacja 11.1.11.  (a) Jezeli zbior Np(yp) := {a € P : ¢ nie jest ciagla w punkcie a} ma obje-
to$¢ zero, to ¢ € R(P,C) (por. Obserwacja 11.1.7(h)).
(b) Niech 7 = {Pi,..., Py} bedzie ustalonym podziatem. Wtedy ¢ € R(P,C) <= ¢|p, € R(P;,C),
j=1,...,m. Ponadto, [ = [p o+ -+ [, o
(¢) Jezeli zbior Dp(p,v) := {a € P : ¢(a) # ¥(a)} ma objetosé¢ zero, to ¢ € R(P,C) < ¢ €
R(P,C). Ponadto, [, ¢ = [p¢.
(d) Jezeli p € R(P,C), to plg € R(Q, C) dla dowolnej kostki @ C P oraz [, ¢ = [}, po. gdzie o := ¢
na Qipo:=0naP\Q.
(e) Relacja g~ PN |Dp(p,1)| = 0 jest relacja rownowaznosciowg w R(P, C); catka Riemanna jest
dobrze okreslonym operatorem liniowym R(P,C)/~ — C.
1) Q jest (niezdegenerowana) kostka ograniczona, jezeli Q jest kostka domknigta i intQ C Q.
553 Warto w tym miejscu przypomnieé¢ o istnieniu krzywej v : [0,1] — R? takiej, ze ([0, 1]) = [0,1] x [0,1]. Z (b1)
wynika, ze v nie moze spelnia¢ warunku Holdera z wyktadnikiem o > 1/2.
(6) Jezeli n < d, to biorac jako p projekcje prra—n», zaé jako Z zbiér postaci A x B C R™ x RI=", gdzie |A| =0, a B
jest ograniczony, widzimy, ze p(Z) = B nie musi by¢ zbiorem o objetosci zero nawet, gdy p jest liniowe.
(7) Dla przyktadu, [S,—1| = 0.
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(f) Jezeli R(P,C) > Lp,, — ¢ jednostajnie na P, to ¢ € R(P,C) i [, 0, — [p¢.
(g) Jezeli 0 < feC(P)i [pf=0,to f=0. W szczegolnoici, odwzorowanie

C(P,C) x C(P,C) 5 (p,1) — /P 7T

jest iloczynem skalarnym.
(h) Niestety przestrzeni C(P,C) z tym iloczynem skalarnym nie jest przestrzenia Hilberta.
Istotnie, niech P :=[0,1] C R

0, jezeli0 <z < 5 — 1
fol@) =8 %@—3+1), jezelil-L<a<i+l,
1, jezeli 3+ 1 <z <

o =

fo = x(1/2.1)- Wtedy [(f, — fo)? — 0 (CWICZENIE). W szczegolnosci, (f, )52, jest ciagiem Cauchy’ego
w C(P,C), ktory nie ma granicy. Istotnie, przypusémy, ze granica taka istnieje i jest nia funkcja go €
C(P,C). Mamy [, |fo — g0\2 = 0. Stad, wobec (g), go = 0 na [0, 3) i go = 1 na (3, 1]; sprzecznosé.

(i) Jezeli 0 < f e R(P) i [, f =0, to zbior Zy := {x € P: f(x) > 0} jest przeliczalng suma zbiorow
o objetosci zero.

Wystarczy pokazac, ze dla dowolnego ¢ > 0 zbior A := {f > ¢} ma objetosé zero. Wezmy ¢ > 0
i podzial 7 = {Py,..., Py} taki, ze U(f,7m) < e. Wtedy

U(fimyze »  |Pl.
je{1,....m}:
ANP;£2

Wynika stad, ze A mozna pokryé kostkami o tacznej objetosci < e/c.

(j) Zbior Zy := {f > 0} w (i) moze nie mie¢ objetosci zero. Dla przykltadu, niech PNQ"™ = {ry,r2,...}
0, jezeliz ¢ Qm
1
37

iniech f: P — [0,1], f(z) := . Oczywidcie, zbior Zy = P N Q" nie ma objetosci

jezeli x = 7

zero, ale [, f = 0. Istotnie, dla dowolnego k € N rozwazmy podzial 7 = {Py,..., Py} (m > k) taki, ze
rj €intp Py, j=1,...,k, [Pi|+ -+ |Ps| < +. Wtedy
k k m 1 1
= M(f, |P|+2Mf> WP <Y 1P+ —= > IFl<++—IP|
; k—l—l ko k+1
j=1 j=k+1 j=1 J=k+1

Definicja 11.1.12. Moéwimy, ze zbidér ograniczony A C R™ jest mierzalny w sensie Jordana, jezeli
xA € R(P) dla pewnej kostki P D A. Liczbe |A| := [, xa nazywamy miarg Jordana (objetosciq) zbioru
A (%)

Wiasnosé 11.1.138. Jezeli A jest zbiorem ograniczonym takim, ze |0A| = 0 w sensie Definicji 11.1.8, to
A jest mierzalny w sensie Jordana. Ponadto, jezeli |A| = 0 w sensie Definicji 11.1.8, to |A| = 0 w sensie
Definicji 11.1.12.

Dowdd. Wystarczy skorzystaé z Obserwacji 11.1.11(a). O

Obserwacja 11.1.14. Sumy aproksymacyjne posrednie mozna zdefiniowa¢ dla dowolnego odwzorowania
¢ P — F, gdzie F jest przestrzenia unormowana. Pozwala to przenie$¢ pojecie catki Riemanna:
odwzorowanie ¢ : P — F nazywamy catkowalnym w sensie Riemanna (p € R(P, F)), jezeli istnieje
¢ € F takie, ze dla dowolnego normalnego ciagu podziatow (m;,)72 , oraz dla dowolnego wyboru punktow
posrednich mamy: M (¢, 7k, k) — ¢. Element ¢ nazywamy wtedy catkq Riemanna odwzorowania ¢ po
kostce P i oznaczamy fp ©. Obserwacja 11.1.7(b) gwarantuje zgodnosé definicji dla F' = C. Pojawia
sie tu pewna subtelno$é: nowa definicja catki obejmuje formalnie funkcje nieograniczone, a Obserwacja
11.1.7(b) dotyczy tylko funkcji ograniczonych. Dla usuniecia tego problemu wystarczy zauwazy¢, ze jezeli
funkcja ¢ : P — F jest calkowalna w nowym sensie, to musi by¢ ograniczona. Istotnie, przypusémy
np. ze supp ||p|| = +o0 i niech P 3 a, — ag € P bedzie ciagiem takim, ze ||¢(a,)|| — +o00. Wezmy

(8) Latwo widaé (por. Obserwacja 11.1.11(b)), ze jezeli x4 € R(P) dla pewnej kostki P D A, to x4 € R(Q) dla
dowolnej kostki @ D A. Ponadto, fP XA = fQ XA-
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normalny ciag podziatow (7)), T = {Pr1,..., Pem,}, taki, ze ag € intp Py 1, k > 1. Ustalmy k.
Wybierzmy w sposob dowolny punkty posrednie &y 2, . .., &k m, . Poniewaz supp,_, [|¢|| = 400, to zawsze

znajdziemy punkt & 1 taki, ze || M (o, g, &k)|| = k. Mamy wiec | M (@, 7k, & )| — 400, czyli ¢ nie moze
by¢ catkowalna w nowym sensie.

11.2. Calka Riemanna na zbiorze regularnym

Niech A C R™ bedzie dowolnym zbiorem ograniczonym takim, ze |[90A| = 0 — takie zbiory be-
dziemy roboczo nazywaé regularnymi. Naszym celem jest zbudowanie teorii catki Riemanna [ 4 f- Dla
prostoty ograniczymy sie do funkcji ograniczonych f : A — R. Przeniesienie teorii na funkcje zespolone
pozostawiamy jako CWICZENIE.

Cwiczenie 11.2.1.  (a) Jezeli |A] =0, to A jest regularny.

(b) Kazda kostka jest regularna.

(c) Jezeli zbior A jest regularny, to zbior int A jest regularny; implikacja przeciwna nie jest prawdziwa.
(d) Jezeli zbiér A jest regularny, to zbiér A jest regularny; implikacja przeciwna nie jest prawdziwa.
(e) Jezeli zbiory A, B sa regularne, to zbiory AU B, AN B, A\ B sa regularne.

(f) Jezeli zbiory A C R", B C R™ sa regularne, to zbiér A x B jest regularny (por. Obserwacja
11.1.9(f)).

Definicja 11.2.2. Niech A C P, gdzie P jest kostka. Dla f : A — R niech

5 na A
fo:= 0, na P\ A

Powiemy, ze f jest catkowalna w sensie Riemanna na A (f € R(A)), jezeli fo € R(P). Kladziemy wtedy
S [ = [p fo- Bez trudu widac, ze taka definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru kostki P D A.

Ponizej przedstawimy liste podstawowych wlasnosci tak zdefiniowanej catki Riemanna. Dowody po-
szczegdlnych wlasnosci polegaja w wiekszosci przypadkéw na wykorzystaniu wlasnosci catki Riemanna
na kostce i dlatego tez podamy tylko szkice dowodow.

Obserwacja 11.2.3. (a) Jezeli |A| = 0, to kazda funkcja ograniczona f : A — R jest calkowalna
oraz [, f =0 (por. Cwiczenie 11.2.1(a)).
Istotnie, zbior {z € P : fo(x) # 0} C A 1 wystarczy skorzysta¢ z Obserwacji 11.1.11(c).
(b) Jezeli zbior Na(f) := {a € A : f nie jest ciaggla w a} ma objetos¢ zero, to f € R(A) (jest to
uogolnienie Obserwacji 11.1.11(a)).
Istotnie, wtedy Np(fo) = {a € P : fo nie jest ciagta w punkcie a} C N4(f)UIA i mozemy skorzystaé
z Obserwacji 11.1.11(a).
W szczegolnosci, BC(A) C R(A).
(¢) 1€ R(A) oraz [, 1=|A|, gdzie |A| oznacza miare Jordana (objetos¢) zbioru A w sensie Definicji
11.1.12.
(d) R(A) jest algebra, operator R(A) > f —— [, f € R jest liniowy i monotoniczny. W szczegolnosci,
jezeli A C B, gdzie B jest takze regularny, to |A| < |B].
(e) Jezeli f € R(A), to |f| € R(A) oraz | [, fI < [,If]-
(f) Operator R(A) x R(A) > (f,g) = [, fg € R jest semi-iloczynem skalarnym. W szczegolnosci,
zachodzi nieréwnosé¢ Schwarza: ([, fg)2 S (S ([49%), f.9 € R(A).
(g) Jezeli zbior {a € A : f(a) # g(a)} ma objetosé zero, to f € R(A) wtedy i tylko wtedy, gdy
g € R(A). Ponadto, [, f = [, g (jest to uogoélnienie Obserwacji 11.1.11(c)).
(h) Jezeli B C A jest zbiorem regularnym, to dla funkcji f: A— R mamy: f|p € R(B) < f-xB €
R(A).
(1) Jezeli A = Ay U Ay, gdzie Ay, Ao sa zbiorami regularnymi i [A; N As| = 0, to f € R(A) wtedy
i tylko wtedy, gdy f|a, € R(A;), j =1,2. Ponadto [, f = fAl f+ fAz I
Istotnie, jezeli f € R(A), to f-xa,; € R(A) (%), a zatem fla;, € R(4;), = 1,2. Odwrotnie, jezeli
fla, € R(Aj), to fj == f-xa, € R(A), j = 1,2, azatem f1+ fo € R(A). Teraz wystarczy tylko zauwazy¢,
ze {fi + fo # f} C AL N Ay i skorzystacé z (g).

(9) Bo xa; € R(A) i R(A) jest algebra (por. (d)).
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W szczegolnosei (por. Cwiczenie 11.2.1):

e jezeli B C A jest zbiorem regularnym i f € R(A), to f|p € R(B);

e dla dowolnej funkcji ograniczonej f: A — R mamy: f € R(A) <= f € R(A) oraz [, [ = [5[;

e dla dowolnej funkeji ograniczonej f : A — R mamy: f € R(A) <= f € R(int A) oraz [, [ =
fint A f

Propozycja 11.2.4. Niech A C R"™! bedzie zbiorem regularnym, niech f € R(A) i niech B oznacza
wykres funkcji f, tzn. zbior B := {(x, f(x)) : ® € A} C R". Wtedy |B| = 0.

Dowdd. Niech A C P, gdzie P jest kostka, niech fy oznacza standardowe przedtuzenie funkcji f i niech
By := {(=, fo(z)) : x € P}. Zauwazmy, ze |B| = 0 <= |By| = 0 (CwiczENIE). Wynika stad w szczegol-
nosci, ze mozemy zalozy¢, ze A = P jest kostka.

Dla € > 0, niech 7 = {P,..., Py} bedzie podziatem kostki P takim, ze U(f,w) — L(f,7) < e.
Potozmy, Q; := P; x [m(f, P;), M(f,P;)],j=1,...,m. Wtedy B C Q1 U---UQ,, oraz

Qul+ -+ 1Qm| =D IPI(M(fi, Py) —m(fi, Py) <e. O
j=1

Twierdzenie 11.2.5 (Twierdzenie o catkach iterowanych). Niech A C R™, B C R™ bedg zbiorami
regularnymi i niech f € R(A x B) (por. Cwiczenie 11.2.1(f)). Zatézimy, e f(x,-) € R(B) dla dowolnego
reA (10) . Wtedy funkcja A > x — fB f(z,y)dy € R jest catkowalna na A oraz

/AXBf(zv?J)dwdyI/A(/Bf(x,y)dy)dx. ()

W szczegdlnosci, powyzszy wzor stosuje sie dla funkcji klasy BC(A x B).

Dowdd. W oczywisty sposéb dowod sprowadza sie do przypadku, gdy A = P i B = @ sa kostkami.
Ustalmy dowolne podziaty 7’ = {P, ..., P.} kostki P i7" ={Q1,...,Qs} kostki Q. Wtedy rodzina

m:={P;xQr:j=1,...,r, k=1,...,s}
jest podzialem kostki P x Q. Wybierzmy dowolne punkty posrednie ¢ dla podziatu /. Wtedy
m(f, Pj x Qr)|Qk| </Q F&y)dy < M(f, Py < Qi)lQxl, (')
K

skad po pomnozeniu przez |P;|, zsumowaniu najpierw wzgledem k, a potem wzgledem j, mamy:
T
Litm) <Y [ 16 dyiP <U(m).
=179

Pozostaje rozwazy¢ normalne ciagi podziatow i zastosowaé Obserwacje 11.1.7(b). O

11.3. Wlasnosci catki Riemanna

Propozycja 11.3.1. Niech A C R", B C R™ bedg zbiorami regularnymi i niech f € R(A), g € R(B).
Wtedy f @ g € R(A x B) (13) oraz

/A | J@gty)dedy = ( /A sz /B a0)dy).

Dowdd. Jedynym problemem jest catkowalno$é f ® g na A x B. Mozemy zaltozyé, ze A= P, B=(Q sa
kostkami. Ustalmy dowolne podziaty #’ = {Py,..., P,} kostki P i " = {Q1,...,Qs} kostki Q i niech 7
bedzie jak w dowodzie Twierdzenia 11.2.5. Zalozmy, ze |f|, |g| < c. Wtedy

U(f @ g,m)~ L(f @ g,m) < (U 7) = LU T)IQI+ (U9, ") ~ Lig,n"))|PY)
i dalej mozemy rozumowaé¢ standardowo. (]

(10) Odnotujmy, ze nie wynika to z calkowalnoici f na A x B. Dla przykladu: A = B = [0,1], f(0,-) = xqnio,1]>
f(z,-):=0dlaz € (0,1].
1) Stosujemy tu wygodny tradycyjny zapis calki Riemanna z uwidocznieniem zmiennych.
12) 7 calkowalnosci funkcji f(&;,) na Q wynika jej calkowalnos¢ na Q.

13) (f ® 9)(z,y) = f(z)g(y)
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Propozycja 11.3.2 (Calka jako miara objetosci). Niech A bedzie zbiorem regularnym w R™™L i niech
a,f € BC(Q), a < B. Potézmy B := {(z,y) € Ax R : a(z) <y < B(x)}. Wtedy B jest zbiorem
reqularnym oraz dla dowolnej funkcji f € R(B) takiej, ze f(z,-) € R([a(z), B(2)]), © € A, (**) funkcja

A>z+— fﬂ(” f(z,y)dy € R jest catkowalna i mamy:

fydady= [ ([ fle.y)dy)de.
: (L

W szczegolnosci, |B] = [,(3 —
Dowdd. Niech |of, |6] < c. Zauwazmy, ze
0B C (0A) X [—¢, ] U{(z,a(x)) : x € A U{(z,B(x)) :x € A} = Z1 U Zy U Zs.

Istotnie, niech B 3 (zs,ys) — (xo,y0) € OB. Jezeli g € 0A, to oczywiscie (xg,y0) € Z1. Jezeli
xo € int A, to wobec ciaglosci funkcji a1 8, mamy a(zg) < yo < B(xo). Ponownie korzystajac z ciagtosci
tych funkcji, wnioskujemy, ze wykluczone jest, aby a(zg) < yo < B(z0)-

Teraz regularno$¢ zbioru wynika z Obserwacji 11.1.9(f) oraz Propozycji 11.2.4.

Niech fp : A X [—¢,c] — R bedzie trywialnym rozszerzeniem funkcji f (poprzez wartosci zerowe).
Wtedy na podstawie twierdzenia o catkach iterowanych (Twierdzenie 11.2.5) mamy:

/B f(, y)dady = /A oty = /A ( /H’c] ol y)dy)dr = /A ( / f()) f(@y)dy)de. O

Twierdzenie 11.3.3 (Twierdzenie o funkcjach danych catka). Niech {2 bedzie zbiorem otwartym w R™,
niech A C R" bedzie reqularnym zbiorem zwartym (15) i niech f: 2 x A — R bedzie odwzorowaniem
takim, zZe dla pewnego k € No U {c0} mamy:

o fi:=f(-,t) €CF() dla dowolnego t € A,

e odwzorowanie {2 X A > (z, t) — D f)(x) € R jest ciggte dla |a| < (16)
Wtedy odwzorowanie o(x) := jA z,t)dt, © € 2, jest klasy CF(£2) oraz D%(z) = jA x)dt,
x €0, la] <k.

Dowdd. Wystarczy rozwazyé przypadki k=01 k = 1.

k = 0: Ustalmy a € (2, kule B(a,r) CC 2 1e > 0. Odwzorowanie f jest jednostajnie ciaglte na
B(a,r) x A. Zatem istnieje 6 > 0 taka, ze |f(x,t) — f(a,t)] < e dla x € B(a,d) i t € A. Otrzymujemy
stad:

lo(x / |f(z,1) (a,t)|dt < e|4|, z € B(a,d).
k = 1: Niech o = e;. Wystarczy wykazaé, ze
&P Ofi
dt 0
oz, x) = axj() , TEL,

bowiem ciaglo$¢ prawej strony mamy juz zapewniona. Ustalmy a € §2, kule B(a,r) CC 2ie > 0. Odwzo-

rowanie aft () jest jednostajnie ciagte na B(a,r) x A. Zatem istnieje 6 > 0 taka, ze |52 Ofe (ac) — gcfj (@) <e
dla z € B(a d) it € A. Stad, na podstawie twierdzenia o przyrostach skonczonych, otrzymujemy:

plathe;) = pla) [ Of / fla+hej t) — fla,t)  Of¢ <
g ax] dt ‘ - awj(a) dt <elAl, |hl <6 O

Twierdzenie 11.3.4 (Twierdzenie o funkcjach danych calka niewlasciwa). Niech 2 bedzie zbiorem
otwartym w R™, niech —co < a < b < 400 @ niech f : 2 X [a,b) — R bedzie odwzorowaniem ta-
kim, zZe dla pewnego k € Ng U {c0} mamy:
fi == f(-,t) € C*(2) dla dowolnego t € [a,b),
e odwzorowanie 2 X [a,b) 3 (x,t) — D f)(z) € R jest ciggle dla || < k
e dla dowolnego |a| < k istnieje odwzorowanie ciggle g : [a,b) — R takie, zZe |D*(fi)(x)] < gal(t)

dla x € 2 it € [a,b) oraz takie, ze catka niewtasciwa ff g (t)dt jest zbiezna.

i

4) Np. f € BC(B).
15) Np. A = P — kostka.
6

i

Dla k = 0 warunki te oznaczaja po prostu ciaglosé¢ f.
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Wtedy odwzorowanie p(x f flz, t)dt, x € 02, jest klasy C*(§2) oraz D%( f D fy)(z)dt,
e, |a| <k (*)

229

Dowdd. Ustalmy ciag a < b, < b, b, /' b i niech p,(z) := f fx t)dt z € (2. Na podstawie po—
przedniego twierdzenia wnioskujemy, ze ¢, € C*(§2) oraz DO‘ u( f D(f)(x)dt, x € £2, |a| <

Zauwazmy, ze ¢, — @ jednostajnie na (2. Istotnie, |p, (z) fb go(t)dt — 0. Wynika stad, ze
© jest ciaggla. Z tych samych powodow, dla dowolnego |a| < k mqg (DO‘ l,)yi1 jest zbiezny jednostajnie.
Teraz wystarczy juz tylko wykorzysta¢ twierdzenie o rézniczkowaniu ciggu wyraz po wyrazie. O

Obserwacja 11.3.5. Przedzial [a,b) mozna zastapié¢ przedzialem (a, b] lub tez przedziatem (a,b).

Przyklad 11.3.6 (Funkcja I" Eulera). Niech
oo
I'(z) ::/ t*te7tdt, x>0.
0

Wtedy
o ['c COC(R>0),
o I'l)=1,zl'(x)=T(z+1),z>0.
W szezegolnosei, I'(n + 1) = nl, n € No.

Dowdd. Niech f(wx,t):=t""te7t z,t > 0. Wtedy

1 oo
x) :/0 f(xyt)dtJr/l f(z, t)dt, = >0.

Zauwazmy, ze %(m,t) = t*"1(Int)*e~*. Wobec poprzedniego twierdzenia, dla dowodu, ze I" jest klasy
C> wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego przedziatu [, 5] C (0,400) i dla dowolnego k € Ny istnieja
funkcje ciagte g : (0,1] — R, hy : [1,+00) — R takie, ze

o [t* nt)ke?| < (t) T € [a g], t € (0,1],
o [t* nt)ke?| < hk t), x € [a, 8], t € [1,00),
e calki fol ge(t)dt i [ hy(t)dt sa zbiezne.
Przyjmujemy:
o gi(t) =t Yntffe ", 0 <t < 1;dla0 < ¢ < @ mamy fol gr(t)dt < const(e) fol to—l=edt =
const(e)
a—e

o hi(t) := NP 146N odzie N > § + k; catkowalnosé hy, jest oczywista; ponadto,

1
P (Int)re™t <P~ < NPT
s=0

Jest widoczne, ze I'(1) = 1. Ponadto, dla > 0 mamy:
oo +o00 oo
'z+1) = / tYetdt = —tmeft’ + m/ t*“le~tdt = a(z). O
0 0 0

Twierdzenie* 11.3.7 (Twierdzenie o zmianie zmiennych w calce Riemanna). Niech @ : U — V bedzie
dyfeomorfizmem klasy C' zbioréw otwartych U,V C R™ i niech A CC U bedzie zbiorem reqularnym (ze
wzgledu na catke Riemanna). Wtedy:

o 2bior P(A) jest reqularny,

e dla dowolnej funkcji f € R(P(A)) funkcja (fo®)-|P'| jest catkowalna na P(A), gdzie |P'| oznacza
modut wyznacznika macierzy Jacobiego odwzorowania © (18) s

° qu(A)f Ja(fo@) -2, feR(D(A)).

Dowod zostanie podany pozniej (Wniosek 12.4.10). Teraz tylko zauwazmy, ze regularnos¢ @(A) wy-
nika z Propozycji 11.1.10(b) oraz ze twierdzenie jest prawdziwe dla translacji.

Cwiczenie 11.3.8. Wyznaczyé det &', sprawdzié¢ czy ®|y jest dyfeomorfizmem oraz wyznaczyé¢ V :=

&(U) dla nastepujacych transformacji i obszarow U (a,b, ¢ > 0 oznaczaja stale):

(17) Zauwazmy, ze nasze zalozenia gwarantuja zbieznosé¢ wszystkich wystepujacych w tezie calek niewlasciwych.
(%) Ton. [9/|(2) := | det[GeE (1) k1. nl-
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o (wspohzedne biegunowe) @ : R? — R2,
&(r, @) := (ar cos, brsin p),
U =Ry x (0,27);
e (wspohrzedne walcowe) & : R3S — R3,
D(r,p,2) := (ar cos p, brsin p, cz),
U:=Rsp x (0,27) X R;
o (wspohzedne sferyczne) @ : R3S — R3,
&(r, p,0) := (ar cos ¢ cos b, brsin p cos 0, cr sin ),
U:=Rs x(0,2m) x (=5, %);
o (wspolrzedne sferyczne w R™) ¢ : R” — R,
D1 (r,w) :=T COS W1 COS Wa COSWS3 . . . COS Wy—2 COS Wn_1,
Do (r,w) :=7Sin wj COS Wy COSWs3 . . . COS Wy —_2 COSWp_1,

@3(r,w) :=rSinws COSW3 . . . COSWy_2 COSWp_1,

Dy, _1(r,w) :=rsinwy,_2 cOSwy,_1,

D, (ryw) :=rsinw,_1,

U:=Rso % (0,2m) x (—5,%5)" 2

8
M

Cwiczenie 11.3.9. Niech aq,...,a, >0, E:= {(;rl,...,xn) cR": Z—; - < 1}. Obliczy¢ |E|.
1 n

a

11.4. Twierdzenie Morse’a

Propozycja 11.4.1. Niech D C R™ bedzie obszarem qwiaZdzistym wzgledem punktu a = (a1,...,a,) € D
(*9) i niech f € C*(D) (k € NU {oo}). Wtedy istniejq funkcje f1,..., fn € C¥71(D) takie, ze

n

f) = fla) = (x; —a;)fj(x), == (x1,...,20) € D.

j=1
Zauwazmy, ze musi by¢ f;(a) = gT_fj(a), j=1,...,n. Istotnie,
fla+he;) — f(a)

h = fila+ he;) — fi(a), j=1,...,n.

Dowdd Propozycyi 11.4.1. Mozemy zaltozy¢, ze a = 0. Niech
tof

——(tx)dt, =z € D.
o Oz;

fi(a) =

Wtedy f; € Ck=Y(D), j =1,...,n (zob. Twierdzenie 11.3.3). Ponadto, mamy:
= d
ijfj / ija (ta)dt = / T (tz)dt = f(xz) — £(0). O
j=1 0

Whiosek 11.4.2. Niech D C R" bedzie obszarem gwiazdzistym wzgledem punktu 0 i niech f € C*(D)
(k € NoU{oo}), f(0) =0, grad f(0) = 0. Wtedy istniejq funkcje f;r € C*=2(D), j,k = 1,...,n, takie,
ze
2)= > wpfik(@), @=(r1,...,2,) €D,
Jk=1

przy czym fip = fr ;-

(19) Tzn.a+t(r—a)€Ddlaze Di0<t <1
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Zauwazmy, ze musi by¢ f;(0) = éaf af“( ), 4,k = 1,...,n. Istotnie, na podstawie wzoru Taylora
mamy:
1 n
2 S 2 O tollelf) = 3 rha) w0,
J,k=1 7,k=1
a stad:
n
1 0%f 2
3 k(5 5, 55 @ — ir@) = olllzl), = —o.
7,k=1
W szczegdlnosci, biorac « = z(t) = te; + teg dla j # k, lub tez x = z(t) := te; dla j = k, dostajemy
1 0%*f
tQ(f 0) — f; t):tQ,t 0,
55 o O = Fk(al) = o), 1 —

skad natychmiast wynika zadany wzor.
n

Dowdd Propozycji 11.4.2. Na podstawie Propozycji 11.4.1 mamy f(z) = 3 z;f;(z), € D, gdzie f; €

j=1
Ck=Y(D) oraz f;(0) = %(O) =0, j=1,...,n. Stosujac to samo twierdzenie do funkecji f;, dostajemy

n
v)= Y wjanfix(x), x€D,
Gok=1
gdzie f; € C*"2(D), j,k = 1,...,n. Zastepujac funkcje f; ) przez %(f]k + fx,;) zapewniamy sobie
symetrie. (]

Definicja 11.4.3. Niech £2 C R™ bedzie zbiorem otwartym, niech f € C2({2) i niech a € 2. Zal6zmy,
ze f'(a) = 0 (tzn. a jest punktem krytycznym funkcji f). Powiemy, ze jest to punkt krytyczny nieoso-
bliwy, jezeli odwzorowanie f”(a) (rozumiane jako n x n—wymiarowa macierz symetryczna) ma rzad n.
W przeciwnym przypadku mowimy, ze punkt krytyczny jest osobliwy.

Przyklad 11.4.4 (Punkty krytyczne osobliwe).  (a) f(x) = 23 f'(z) = 322, f’(x) = 6x. Punkt
x = 0 jest jedynym punktem krytycznym; jest to punkt osobliwy.

(b) f(z) = {gl/mz sin’(1/z), jezeli z # 0

o : f/(0) = f”(0) = 0, 0 jest punktem krytycznym nieizo-
jezelixz =0
lowanym (CWICZENIE).

(©) flz,y) =a®=3ay® f'(z,y) = [32% =3y, —6ay], f'(z,y) = [_Ggy :gﬂ; £'(0,0) =0, £(0,0) =
0.
(d) f(z,y) = 22 f'(z,y) = [22,0], f'(z,y) = B 8} Zbior punktow krytycznych to prosta x = 0;

wszystkie punkty krytyczne sa osobliwe.
292 4 .
(e) f(m,y) = 2%y% f'(x,y) = [2zy?, 222%y], f(z,y) = Lkngly 2?4 Zbior punktéw krytycznych to
dwie proste xy = 0; wszystkie punkty krytyczne sa osobliwe.

Obserwacja 11.4.5 (Diagonalizacja form kwadratowych). Rozwazmy forme kwadratowa f : R” — R,
f # 0, postaci

n
= Z a; kTjTy = zt Az,
Jok=1
gdzie A := [a; ;] jest macierza symetryczna. Jezeli ¢ = Pz’ zadaje zmiane wspotrzednych (P jest macierza
nieosobliwa), to w nowych wspolrzednych macierz formy f ma postaé P! AP (jest to macierz przystajaca
do macierzy A). Proces diagonalizacji formy f polega na znalezieniu takich wspotrzednych ', w ktorych
forma f ma postaé
T

dla pewnych 0 < k& < r < n. Wiadomo, ze taka diagonalizacja jest zawsze mozliwa. Jest oczywiste,
ze r = rank A (w szczegolnosci, r = n, o ile A jest nieosobliwa). Wiadomo rowniez, ze liczba k zalezy
wylacznie od f.
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Twierdzenie 11.4.6 (Twierdzenie Morse’a (20)). Niech 2 C R™ bedzie zbiorem otwartym, niech f €

C>(£2) i niech a € 2 bedzie punktem krytycznym nieosobliwym z f(a) = 0. Wtedy istnieje dyfeomorfizm

®:U — P(U) C 12 klasy C=, gdzie U jest pewnym otoczeniem zera, taki ze &(0) = a oraz
fodt)=ti+ - +tf —thy — - —tn, t=(t,...,ta) €U,

dla pewnego k € {0,...,n}.

Obserwacja 11.4.7. grad(f o ®)(t) = 0 <t = 0, skad w szczegdlnodci wynika, ze punkty krytyczne
nieosobliwe odwzorowan klasy C*° sg izolowane.

Dowdd Twierdzenia Morse’a. Mozemy zatozy¢, ze a = 0. Zastosujemy indukcje. Pokazemy, ze dla dowol-
nego r € {1,...,n+ 1} istnieje lokalna C*°~dyfeomorficzna zmiana uktadu wspotrzednych &,., €,.(0) = 0,
po ktoérej, dla z w pewnym otoczeniu zera, mamy'

Zazaz + Z zjzk k(e

J,k=r
gdzie o1,...,00_1 € {—1,1}, f; x sa klasy C* oraz f;, = fij, j.k =r,...,n. Zauwazmy, ze przypadek
r =1, to Wniosek 11.4.2, zas r = n+1, to teza Twierdzenia Morse’a. Przechodzimy do kroku indukcyjnego
ra~sr 4+ 1.
Niech g := f o @,.. Wiemy, ze

g"(0)(h) = f"(0)(2,.(0)(h)) + f'(0)(@/(0)(h)) = f"(0)(P;.(0) (),
skad, w szczegolnodci, wynika, ze macierz ¢’’(0) jest nieosobliwa. Zauwazmy, ze dla p € {1,...,r — 1}
ige{r,...,n} mamy
0%g 0 Ofjk
0xp0x, 0)= 0y (2%% + Z Ttk gy Zp (:c)) o=0 0
J,k=r
Stad
(207 ... 0 0 e 0
0 20,1 0 0
" O —
7O= 1 0 0 o fral0)
0 0 far(0) el

Poniewaz macierz g”(0) jest nleosobhwa zatem macierz [f; (0)]; k=r,...

n musi by¢ réwniez nieosobliwa.

Po liniowej zmianie wspotrzednych z,, . .

, &, mozemy uzyskaé sytuacje, w ktorej f,,(0) # 0. Oznaczmy

przez @, dyfeomorfizm powstalty ze zloZenia tej zmiany wspotrzednych z dyfeomorfizmem @,.. Niech
oy :=sgn(fr,(0)) i niech U bedzie otoczeniem zera takim, ze sgn(f,.(z)) = o, x € U. Zdefiniujmy

= 0(@) = e[ @ 4 0r Y J;ff D weu

j=r+1

Odnotujmy, ze ¥,(0) = 0 oraz

2 2
o =i frr(@

x)+2 Z i fr (@

Z TjTrgj, k

j=r+1 Jok=r+1
gdzie g; == f‘rfjf”‘ € C*(U). Rozwazmy odwzorowanie
=0 (z) = (z1,..., 01, %% (T),Tri1,...,2n), x€U.
Mamy ¥(0) = 0. Ponadto,
 frg(0)

(*°) Harold Morse (1892-1977).

83:5 _5rr\/|f7'r |+UT Z

Jg=r+1

\/\fw



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej 111, wersja z 22 stycznia 2019
11.5. Catki krzywoliniowe

i, ‘gf (0)=0dla s <r—1,awiec det ¥/ (0) = 81 (0) = /| frr(0)] # 0. W konsekwencji
¥ jest C*°—dyfeomorfizmem V — ¥ (V) w pewnym otoczeniu zera V C U. Ostatecznie mamy

233

n

r—1 n
fodu(z)=> oiw} +alfrr(2)+2 Y mxifri(@)+ > wjzfik(@)
=1

j=r+1 Jik=r+1

r—1 n n
2
:Zaiw?JrUrﬂ«"'r = > wmmgin(a) + > wewsfe ()

J,k=r+1 j=r+1

—Zazx'Q—i— Z ll’kh]k a'). O

Jk=r+1
11.5. Calki krzywoliniowe

Bedziemy kontynuowaé rozwazania z § 7.2. Na wstepie przypomnijmy Twierdzenie 7.2.4.

Twierdzenie 11.5.1. Dowolna droga +y : [0,1] — R"™ jest prostowalna (21) oraz

1
L(y) = / I @l (?2)

Niech v : [a,b] — R™ bedzie krzywa i niech f :y* — R bedzie dowolng funkcja ograniczona (23) .
Dla podziatu m = (t, ..., t,,) przedziatu [a,b] i dla punktéw posrednich £ = (&1, ..., &) niech

M(f,7,m,8): Zf ENN(E) = (t-1)]-

Powiemy, ze funkcja f jest catkowalna wzd%uz krzywej v (f € R(v)), jezeli istnieje ¢ € R takie, ze dla
dowolnego normalnego ciggu podziatow ()5, przedziatu [a,b] oraz dla dowolnego wyboru punktow
posrednich (£x)%2; mamy:

M(fa’%ﬂ—]mfk) —C
Liczbe ¢ nazywamy catkq krzywoliniowq niezorientowang z funkcji f po krzywej vy i oznaczamy ¢ = f,y fdl.

Obserwacja 11.5.2.  (a) Calkowalnosé i catka sa niezalezne od parametryzacji krzywej.

Istotnie, wystarczy tylko zauwazyé, ze jezeli T : [¢,d] — [a, b] jest §ciSle rosnaca bijekcja, to jest to
odwzorowanie jednostajnie ciagte, a w szczegolnosci obraz normalnego ciagu podzialéw jest normalnym
ciggiem podzialow.

(b) ~ jest prostowalna wtedy i tylko wtedy, gdy 1 € R(~y). Ponadto L(vy f 1dl.

(¢) f €R(y) < f € R(&7). Ponadto, fev fdl= [ fd ().

(d) Jezeli~;:[0,1] — R™, j = 1,2, sa krzywymi takimi, ze (1) = 72(0) oraz f : vf U~vys — R jest
funkcja taka, ze f|7; € R(v;), 1 =1,2,t0 f € R(y1 & 72) oraz

/Mm fdi :/71 fdl+/w fdl.

Istotnie, wystarczy rozwazy¢ normalny ciag podziatow bedacy ,suma” normalnych ciagdéw podzialdow
dla poszczegdlnych krzywych i udowodnié, ze w definicji catki krzywoliniowej niezorientowanej mozemy
bra¢ tylko takie normalne ciagi podzialow (m4)5° ,, dla ktorych ¢ € 7y, k > 1, gdzie ¢ jest ustalonym
punktem z (a, b).

Rozwazmy bowiem dowolny normalny ciag podziatow (m)32, i ciag punktéow posrednich (£x)52 ;.
Niech (7},)2, bedzie ciagiem powstatym przez dolozenie punktu ¢ i niech (£},)%2, bedzie uzupetnio-
nym ciagiem punktéw posrednich (zachowujemy wszystkie dotychczasowe punkty posrednie). Wtedy
(por. dowod Propozycji 7.2.3) mamy:

‘M(f7777rk7€k) - M(faf%ﬂ-;wg;c” < 3(S$p|f|)w’}’(dlam77k)7

21) Wazgledem odlegtosci euklidesowe;j.

23) 4* := y([a, b]) jest obrazem geometrycznym krzywej ~.

24) Uzasadnia to nazwe ,caltka niezorientowana’.
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dalej rozumujemy standardowo.
(e) Operator R(7) 5 f+— [ fdl € R jest liniowy.

Propozycja 11.5.3. Niech v : [0,1] — R™ bedzie drogg. Wtedy mamy C(v*) C R(vy) oraz

/ fl = /f DIV @ fect). (%?)

Dowdd. Mozemy zalozyé, ze v jest klasy C!. Ustalmy podzial m = (tg,...,t,,) oraz punkty posrednie
&= (&1,...,&m). Wtedy

M (£, 7,m,€) = M((f o DIl . €)] Z|f ENNIA(E) —A(E-1) =7 €t — 1)
< (n;@xm)w(dlamw);

dalej standardowo. O

Niech teraz v : [a,b] — R™ bedzie dowolng krzywa i niech V = (V4,...,V,,) : v* — R"™ bedzie
dowolnym odwzorowaniem (polem wektorowym) ograniczonym. Dla podziatu © = (¢o, . . ., t,,) przedziatu
[a,b] i dla punktéow posrednich £ = (&1, ..., &, ) niech

M(V,y, ) : Z V(t) = y(t-). (%)

Powiemy, ze pole V jest catkowalne wzdluz krzywej vy, jezeli istnieje ¢ € R takie, ze dla dowolnego
normalnego ciagu podzialow ()72, przedziatu [a,b] oraz dla dowolnego wyboru punktéw posrednich
(fk)ioz1 mamy:

MV, 7, &) — c.
Liczbe ¢ nazywamy catkq krzywoliniowq zorientowang z pola V' po krzywej v i oznaczamy ¢ = f,y Vdx =
fv Vidzy + -+ + Vypdzy,.

Obserwacja 11.5.4. (a) Catkowalnosc i caltka sa niezalezne od parametryzacji krzywej.
(b) Pole V jest catkowalne na v wtedy i tylko wtedy, gdy jest calkowalne na ©&v. Ponadto,

/edex:—/Wde (27)

(c) Jezeli y; : [0,1] — R™, j = 1,2, sa krzywymi takimi, ze v, (1) = 72(0) oraz V : 4f U~ys — R”
jest odwzorowaniem takim, ze V jest calkowalne osobno na 7; i 2, to V jest calkowalne na 7; @ 2 oraz

/ de:/ de+/ Vdz.
Y172 71 Y2

(d) Calka zorientowana po krzywej v jest operatorem liniowym.

Propozycja 11.5.5. Niech v : [0,1] — R™ bedzie drogq. Wtedy kazde pole ciggte V' jest catkowalne na
~ oraz

/ Vdz = / V)7 ()t ()

(25) Zauwazmy, ze catka po prawej stronie istnieje. Twierdzenie daje praktyczny sposéb obliczania caltek niezoriento-
wanych.

26) (, ) oznacza standardowy iloczyn skalarny w R™.
27) Uzasadnia to nazwe ,calka zorientowana”.
28) Zauwazmy, ze catka po prawej stronie istnieje. Twierdzenie daje praktyczny sposob obliczania calek zorientowa-

nych.
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Dowdd. Mozemy zalozyé, ze v jest klasy C!. Ustalmy podzial m = (t,...,t,,) oraz punkty posrednie
&= (&1,...,&m). Wtedy

M(V.,m,) = MV 077 m. ] € S| (VE)285) = 3(t51) =7 ()t = 1))
Jj=1
< (I%*X|‘V|‘)w7/(diam7l');
dalej standardowo. O

Twierdzenie 11.5.6 (Niezaleznosé calki krzywoliniowej od drogi catkowania). Niech D C R™ bedzie
obszarem i niech V. : D — R"™ bedzie odwzorowaniem ciggtym. Wtedy nastepujgce warunki sq rowno-
wazne:
(i) dla dowolnej drogi v : [0,1] — D catka f7 Vdzx zalezy jedynie od koricow tej drogi;
(ii) pole V jest potencjalne, tzn. istnieje funkcja @ € C1(D) (2wana potencjatem) taka, ze
0P

V= — j=1,...,n.
J axja J ) y 1

Warunek (i) pozwala zdefiniowaé¢ dla A, B € D calke ff Vdx rozumiana jako calka po dowolnej
drodze taczacej A i B wewnatrz obszaru D. W szczeg6lnosci, catka po dowolnej drodze zamknietej jest
réwna zero.

Zauwazmy, ze potencjal pola jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscia do statej.

Dowdd. (i) = (i): Na podstawie Propozycji 11.5.5 dostajemy

1 1
/ Vi = / (V (), (8))dt = / (@ o) (H)dt = B(1(1)) — B((0)).
o 0 0
(i) = (ii): Ustalmy A € D i niech

b(x) ::/ Vdz, xe€D.
A

Wtedy dla a € D idla j € {1,...,n}, korzystajac z niezaleznosci catki od drogi, mamy

{P(a—i—he;)—@(a) _%(Q)‘:‘%/MW]VM_ | _’/ a -+ the;)dt — V(a)

< max{|Vj(a + the;) — Vj(a)| : 0 < 1}%0 O

Twierdzenie 11.5.7 (Lemat Poincarégo (29) ). Niech D C R™ bedzie obszarem gwiazdzistym wzgledem
punktu a i niech V€ C1(D,R"™). Wtedy V jest polem potencjalnym wtedy i tylko wtedy, gdy

v, oV

gvs _ 9V C 30
0, amj, jk=1,...,n. () (*)

Dowdd. Oczywiscie, jezeli pole V jest potencjalne i @ jest jego potencjatem, to @ musi byé klasy C?,
a zatem:

av; 0% 0% % .
—J — — = =, j,k:].,...,n
Oz, Oxpdxr;  Ox;0x, Oz

W druga strone: mozemy zalozy¢, ze a = 0. Niech

1 1 n
B(z) = / Vi = / (V (), 2)dt = / S Viltz)eidt, @€ D.
[0,2] 0 0o =

529; Jules Henri Poincaré (1854-1912).

0) Mamy (g) nietrywialnych warunkow.
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Na podstawie twierdzenia o funkcjach danych calka funkcja @ jest klasy C'. Ponadto dla z € D i j €
{1,...,n} mamy:

oP _ ! ~ 3V1 na mocy () ! " aV}
%j(x)f/o (;&rj (tw)tmi—l—Vj(tx)))dt o /0 (t;m (tm)xi—i-Vj(tm)))dt

%

= [ (vt +vite))at = [ Lot = vl = vito) o

11.6. Wzo6r Greena

Wiadomo, ze kazda krzywa Jordana - : [0, 1] — R? dzieli ptaszczyzne na dwa obszary:
e ograniczony, zwany wnetrzem krzywej v i oznaczany int v,

e nieograniczony, zwany zewnetrzem krzywej y 1 oznaczany ext -y,

takie, ze d(inty) = d(exty) = v*.

Niech D C R? bedzie obszarem ograniczonym takim, ze dla pewnego N € Ny mamy:

(t) 0D = 4§ U---Un~n, gdzie ; : [0,1] — R? jest droga Jordana (31) zorientowang dodatnio
wzgledem D, tzn. ,gdy idziemy po 7} zgodnie z przebiegiem parametru, to obszar D mamy po
lewej rece” (32) ,j=0,...,N,

v; Cinty, j=1,..., N,
v; Cextyy dlaj,k=1,...,N,j#k.
Powiemy, ze dla obszaru ograniczonego D C R? spelniajacego warunek (f) zachodzi wzor Greena
(33) , jezeli dla dowolnych funkeji P, Q € C!(§2), gdzie {2 jest pewnym otoczeniem D, zachodzi wzor:

/@Dpdeery:/D(g—g—a@—];). (34)

Zauwazmy, ze na mocy Propozycji 11.1.10(b) obszar D jest regularny oraz, ze calki po obu stronach
powyzszego wzoru istnieja. Problemem jest rownosé.

Obserwacja 11.6.1. (a) Przypusémy, ze D jest normalny wzgledem osi x, tzn.
D ={(z,y) € (a,b) x R: p(x) <y <¢(x)},

gdzie ¢, v : [a,b] — R sg funkcjami ciaglymi, kawalkami klasy C' i ¢(z) < ¢(z) dla z € (a,b) (*°).
Niech dalej @ := 0. Wtedy, na podstawie twierdzenia o catkach iterowanych, mamy:

G- 5L (L = [t e

= / Pdz + 0dy + / Pdz + 0dy = / Pdz + 0dy.
[a,b]3t— (.0(8)) & ([ab]t—(ta(1))) oD

(b) Jezeli D jest normalny wzgledem osi y, to

/D(g—ff%z) :/é)DOdeery.

(¢) Wzor Greena zachodzi dla obszar6w normalnych wzgledem obu osi (np. dla prostokatow, trojka-
tow, elips, wielokatow wypuktych itd).

(d) Wzor Greena zachodzi dla obszarow, ktore daja sie podzieli¢ na skoriczona liczbe obszaréw nor-
malnych wzgledem obu osi (np. dla wielokatow (mogacych mieé ,dziury”)).

31) Tzn. droga bedaca krzywa Jordana.

32) Pojecie to sformalizujemy w przyszlosci.

33) George Green (1793-1841).
N

(34) Stosujemy tu tradycyjne oznaczenia; faD Pdzx + Qdy := Z fyv Pdzx + Qdy.
=0 "

(35) Nie wykluczamy réownosci na koricach przedziatu.
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Aby poznaé ogolniejsza klase obszarow, dla ktorych zachodzi wzoér Greena, rozwazmy nastepujaca
konstrukcje.

Niech @ = (to,...,tm) bedzie podzialem [0,1] takim, ze 7;|y, , ] jest klasy C' dla dowolnych
j=0,...,N,i=1,...,m (m> 1). Niech v, » oznacza lamana wpisana w -y; wyznaczona przez podzial
m, tzn. przez punkty (v;(t0),...,vj(tm)), j=0,..., N

Cwiczenie 11.6.2. Pokazaé, ze jezeli vy : [0,1] — R? jest droga, to dla dowolnego normalnego ciagu
podziatow (m)72, mamy -y, — 7 jednostajnie na [0, 1].

Lemat 11.6.3. Jezeli v : [0,1] — R? jest krzywq Jordana klasy C*, ~'(0) = +/(1), v'(t) #0, t € [0,1],
to v jest Jordana dla dostatecznie drobnych podziatow .

Dowdd. Przypusémy, ze istnieje normalny ciag podzialow ()32, oraz punkty wu),u; € [0,1], k =
1,2,..., takie ze |uj, — u}| < 1 oraz vx, (uy) = Vr,(uy), k = 1,2,.... Mozemy zalozy¢, ze uj, — uy,
ull — ufj. Na podstawie Cwiczenia 11.6.2 wnioskujemy, ze v(u)) = y(uf)).

Odwzorowanie v przedtuza sie w sposéb naturalny do odwzorowania y : R — R?, klasy C', okreso-
wego o okresie 1 1 takiego, ze 7/(t) # 0 dla dowolnego ¢t € R. Korzystajac z twierdzenia o funkcji uwiktanej,
widzimy, ze dla dowolnego u € [0, 1] istnieje ograniczony prostokat otwarty P, o srodku w punkcie y(u)
taki, ze y* NP, jest wykresem (wzgledem ktorejs osi). Niech dla przyktadu P, = y(u)+(—r1,71) X (—r2,72)
oraz v* N P, = {(z,¢(x)) : |z —n(w)| < ri}. Niech Q, = ~v(u) + (—=r1/2,r1/2) x (—ra,r2). Za-
uwazny, Ze 'y;k N @, musi by¢ tukiem Jordana dla k > k(u) > 1. Dobierzmy u1,...,uy € [0, 1] tak, ze
7 C Quy “UQuy-

w przypadku gdy Uo = ug =: tg, niech (o) € Qu,,. Wtedy vr, (uy,), ’7m( ) € Qu,, dla k> 1,
a wieC Yr, (uf,) # vr,, (u)) dla k > 1 — sprzecznosé. W przypadku, gdy np. uy = 0, ug = 1, wystarczy
skorzystaé z okresowosci — CWICZENIE. ]

Cwiczenie 11.6.4. Znalez¢ przyklad drogi Jordana 7 : [0,1] — R? takiej, ze dla pewnego normalnego
ciagu podziatow (my)72 ,, krzywa ~y, nie jest Jordana, k =1,2,....

Twierdzenie 11.6.5 (Wzor Greena). Niech D C R? bedzie obszarem spetniajgcym (1). Zatézmy do-
datkowo, ze 7y; x, jest krzywq Jordana dla j =0,..., N i pewnego normalnego ciggu podziatow ()72 .
Wtedy wzor Greena zachodzi.

W szczegdlnosci, jezeli v; : [0,1] — R? jest krzywaq Jordana klasy C*, 7;(0) = v;(1), vi(t) # 0,
te[0,1], 1 =0,...,N, to wzor Greena zachodzi (por. Lemat 11.6.3).

W przysztosci pokazemy, ze powyzsze dodatkowe zalozenie mozna pominaé, a wiec wzdr Greena
zachodzi dla dowolnego obszaru spetniajgcego (1) — zob. Twierdzenie 13.3.4.

Dowdd. Niech Dy, oznacza obszar ograniczony krzywymi v, .., j = 0,...,N. Widaé, ze D, C {2,
k> 1. Na podstawie poprzedniej cze$ci dowodu wzoér Greena zachodzi dla D, , k > 1. Jezeli pokazemy
zbiezno$¢ do siebie odpowiednich catek gdy k& — +o00, to uzyskamy wzoér Greena dla D.

Lemat 11.6.6. Niech v : [0,1] — R" bedzie krzywq kawatkami klasy Ct, niech v, oznacza tamang
wpisang w y wyznaczong przez podziat m = (to,...,tm) odcinka [0,1] i niech V : 2 — R™ bedzie
ciggtym polem wektorowym okreslonym w pewnym otoczeniu §2 zbioru v*. Wiedy

/Vda: — Vdz.
diam m—0 P

Dowdd. Mozemy zalozyé, ze 7 jest klasy C!. Mamy:
t— ;- .
Vr(t) = v(t,'fl)—l—ﬁ(v(ti)—v(tifl)), ticiy SE<ty, i=1,...,m.

Mozemy zalozy¢ (zmniejszajac 2), ze V jest odwzorowaniem ograniczonym i jednostajnie ciagltym na (2.

Liczymy:
‘L def[{‘/d:c “552/ D0 = (V87" ®)] dt

- K %> (Vo) @) a
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m t;

<;/t

i—1

<V(y,,(t)), y(ti) — V(tz‘;)—;il(t)(ti — ti71)>‘ gt

=30 [ | (veno) - Vi o)
< (SI(IZP HVH)wy(diamw) + (I’Y#QX H’YIH)UJV(W—Y(diamﬂ)), -

Z powyzszego lematu wynika natychmiast, ze

/ Pdx+Qdy — Pdx + Qdy.
oD, d

iam7m—0 Jgp

Niech f:= 292 — %—};. Mozemy zalozy¢, ze | f| < ¢ na 2 (3¢). Wtedy

ox
’/Dﬂf*/Df’ < c(|D\ Dx| + D\ D)). (7

Pozostaje udowodnié¢, ze |D \ D;|+ |D; \ D| — 0, gdy diam7 — 0. Istotnie, niech £ > 0 i niech
Q1,...,Q, beda kwadratami takimi, ze 9D C int Q1 U---Uint Q, 1 |Q1] + -+ + |Q»| < € (por. dowod
Propozycji 11.1.10). Wtedy, jezeli srednica podziatu 7 jest dostatecznie mata, to (D \ D) U (D, \ D) C
Q1 U---UQ,, a zatem

|D\ Dr| + [Dx \ D] < @] + -+ Q| <& U

Whiosek 11.6.7. Jezeli dla obszaru D zachodzi wzér Greena, to
2|D| = / —ydx + xdy.
oD

Obserwacja 11.6.8. Przy pewnych szczegblnych dodatkowych zalozeniach, wzér Greena moze byé¢ wykorzystany do
udowodnienia wzoru na zmiane zmiennych w calce Riemanna (Twierdzenie 11.3.7) dla n = 2.

Zatozmy, ze & = (D1,P2) : U — V jest dyfeomorfizmem klasy C? zbioréw otwartych U,V C R2. Zmienne w U
bedziemy oznaczaé (x,y), zas w V — (u,v). Niech P,Q € CY(V), f := 99 _ op (38). Niech D CC U bedzie obszarem

ou v
spetiajacym (1) o gladkim brzegu klasy C! (tzn. spetnione sa zalozenia z Lematu 11.6.3). Zauwazmy, ze wtedy obszar
®(D) spelnia rowniez (f) z tym, ze orientacja O®(D) moze si¢ zmieni¢ na przeciwna. Niech ¢ := 1, gdy orientacja si¢ nie
zmienia i € := —1, gdy zmienia sie na przeciwna. Obszar ®(D) spelnia réowniez zalozenia z Lematu 11.6.3. Bedziemy chcieli
pokazaé, ze
/ f:/(f0<15)|@’|A
&(D) D
Korzystajac ze woru Greena liczymy:
N
/ f:/ (@—8—}3):5/ Pdu-‘,—de:sZ/ Pdu + Qdv
3(D) 3(D) du v 0% (D) =0 J #or;

N 1
:EZ/ (Po®or;)(P107;) +(QoPov;)(P20;) )dt
j=0"0

N 1
8%, 8%, 0P 0P
= 82/0 ((Po@ow)((a Ow)v},l + (E ow)%,g) + (Qoq?ovj)((a Ovj)v},l + ({Ty O%‘)"f}z))dt
j=0

_ s 2 P 2
_E/;;D((P B+ @002 Jdr+ (Pom) T+ (@Qon) T2 )ay

:g/D (%((Po@)%+(@o@)%) 7%((Po¢)%+(62045)%)>

CWIC':ZENlEg (@0¢7£O¢)<%&,&&): (f o ®@)|P'|.
b ou v or Oy 0y Oz D

36) Zmniejszajac ewentualnie £2.
37) Zauwazmy, ze zbiory D \ D, Dy \ D sa regularne.

38) CwiczENIE: Prosze sprobowaé ocenié, na ile to zalozenie jest ograniczajace.



