Sprawy organizacyjne

Literatura

Wyklad bedzie w zasadzie ,samowystarczalny”. Oto kilka pozycji przydatnej literatury uzupelniajacej (wszyst-
kie pozycje zostaly wydane przez PWN, z wyjatkiem ksigzek H. Cartana i H. Federera):

Andrzej Birkholc, Analiza matematyczna.

Henri Cartan, Calcul différentiel. Formes différentielles, Herman, Paris.
Ryszard Engelking, Topologia ogéina.

Herbert Federer, Geometric measure theory, Springer Verlag, Berlin.
Grigorij Michajlowicz Fichtenholz, Rachunek rézniczkowy i catkowy, t. I-III.
Franciszek Leja, Rachunek rozniczkowy i catkowy.

Witold Kotodziej, Analiza matematyczna.

Kazimierz Kuratowski, Rachunek rézniczkowy i catkowy.

Stanistaw Lojasiewicz, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych.
Krzysztof Maurin, Analiza, t. I-1L

Walter Rudin, Podstawy analizy matematycznej.

Walter Rudin, Analiza rzeczywista i zespolona.

Laurent Schwartz, Kurs analizy matematycznej, t. I-11.

Program wykladu

(1) Rpetytorium z teorii miary i catki.
(a) o-algebry i zbiory borelowskie.
(b) Odwzorowania mierzalne.
(c) Odwzorowania proste.
(d) Funkcje Baire’a.
(e) Miary.
(f) Miary zewnetrzne. Warunek Carathéodory’ego.
(g) Regularno$¢ miary.
(h) Konstrukcja Carathéodory’ego.
(i) Miary Hausdorffa.
(j) Miara Lebesgue’a.
(k) Ogoélna teoria catki.
(2) Catka Riemanna a catka Lebesgue’a.
(3) Zasada Cavalieriego. Twierdzenia Tonellego i Fubiniego.
(4) Twierdzenie o zmianie zmiennych w calce Lebesgue’a.
(5) Funkcje dane calka.
(6) Gestosc Co(£2,C) w LP(£2,C, L™).
(7) Splot.
(8) Regularyzacja.
(9) Rozklad jednosci.
(10) Miara i calka Lebesgue’a na podrozmaitosciach w R”™.
(11) Calkowanie form rézniczkowych.
(12) Twierdzenie Stokesa.
(13) Miara i ko-miara odwzorowan lipschitzowskich.
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(14) Szeregi Fouriera — uzupelnienia.
(15) Transformacja Fouriera.

Zaliczanie éwiczen

Sposob zaliczania ¢wiczen ustala prowadzacy ¢wiczenia.
Egzaminy

Egzamin bedzie ustny.

W ciggu catego semestru, az do rozpoczecia zimowej sesji egzaminacyjnej, mozna zdawac¢ w trybie zdal-
nym egzaminy czesciowe, po weze$niejszym umowieniu terminu przy pomocy emaila. Egzamin czeSciowy moze
obejmowac dowolny fragment wykladu. Zdane fragmenty wyktadu nie obowiazuja podczas gtéwnego egzaminu
W sesji egzaminacyjne;j.



ROZDZIAL 13

Teoria miary i calki

Teoria miary i calki jest treScig niezaleznego wykladu. W konsekwencji, znaczna cze$¢ tego rozdzialu ma na
celu przypomnienie podstawowych poje¢ i ustalenie oznaczen. Dla kompletnosci wyktadu pewne twierdzenia
zostaly podane z dowodami.

13.1. o-algebry i zbiory borelowskie

Definicja 13.1.1 (0-algebra). Powiemy, ze rodzina podzbioréw 9 C P(X) jest o—algebrg na X, jezeli:
(1) o em,
2 AeMm= X\ Ae,
B) (452, cM= | 4; e M.
j=1

Odnotujmy, ze rodzina J(R™) wszystkich podzbioréw R™, ktére sa mierzalne w sensie Jordana nie jest
o—algebra.

Obserwacja 13.1.2 (Wlasnosci o—-algebr). Ponizej 9 oznacza o—algebre na X.
(a) X e M.
(b) 90t := P(X) jest maksymalng o—algebra na X.
(c) 9 := {&, X'} jest minimalng o—algebra na X.
d Ap,..., AyeM= A U---UANy €.
o0
(e) (A])joil CNM = ﬂ Aj e M.
Jj=1
f) Ay,..., AN eM= A1 N---NANy € M.
(g) A, BeM—=— A\BeM.
(h) Dla dowolnego zbioru Y i dla dowolnego odwzorowania f : X — Y rodzina
fM:={BCY:f(B)em}
jest o—algebra na Y. Zauwazmy, ze dla g : Y — Z mamy: g, f,.90 = (g o f). M.
(i) Dla dowolnego zbioru Y C X rodzina M|y := {ANY : A € M} jest o-algebra na Y. Zauwazmy, ze
jezeiY e M to M|y ={AeM: ACY} CM.

(j) Dla dowolnej rodziny (9;):cr o—algebr na X (T' # @) rodzina (| M, = {A C X : Vier : A € M}
teT
jest o—algebra na X. W szczego6lnosci, dla dowolnej rodziny & C P(X) istnieje najmniejsza o—algebra na X

zawierajaca F, ktorg bedziemy oznacza¢ przez o (5).
(k) Dla dowolnej rodziny F C P(X) oraz zbioru Y C X mamy o(Fly) = o(F)|y.
inkluzji o(Fly) D o(F)|y, niechOM := {4 € o(F) : ANY € o(F|y)}. Oczywiscie, F C 9. Ponadto,
91 jest o—algebra (CwiczeNiE). Stad M = o (F).

Definicja 13.1.3 (Zbiory borelowskie). Jezeli X jest przestrzenia topologiczna, to B(X) := o(top X ) nazywa-
my o—algebrq zbioréw borelowskich na X.

Definicja 13.1.4 (Kostki).
A oi=e(a+[0,1]"), A2, :=ela+[0,1)"), >0, a€eR",

Si={Ayjpq:a€Z’}, S:=J8  87:={AYp,:aeZ"}, §:=[]8
k=1 k=1

zbiory typu A? , nazywa si¢ czasami kostkq z naroznikiem.
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Obserwacja 13.1.5 (Wlasnosci kostek). (a) Dla dowolnych k € N oraz x € R", istnieje dokladnie jedna
kostka z naroznikiem @) € 8 taka, ze x € Q).

(b) Dla dowolnych k,¢ € Noraz Q € 87, R € 87, jezelik < ¢,toalbo Q N R = @ albo R C Q.

(c) Dowolny zbiér @ # (2topR"™ jest sumg co najwyzej przeliczalnej liczby kostek z rodziny 8, 2 =
Uj=, Py, przy czym int P; Nint P; = @ dlad # j.

(d) Dowolny zbior @ # 2top R™ jest suma co najwyzej przeliczalnej liczby parami rozlacznych kostek z
naroznikiem z rodziny 8°, {2 = Ujil Qj.

Rodzine tych kostek oznaczmy przez Jy. Jest to rodzina co najwyzej przeliczalna (moze by¢ pusta). Niech

teraz F; oznacza rodzine wszystkich kostek P € 83 (odp. P € 89) takich,ze P C 2oraz P ¢ |J Q. W ten
Q€eFo
sam sposob konstruujemy J}, jako rodzine wszystkich kostek P € &, (odp. P € 8Y) takich, ze P C {2 oraz

PN kUI U @ =g,k > 2. Teraz, jako pokrycie zbioru {2 wystarczy wziag¢ rodzine Ej Fk.
J=0QeT; k=0

Obserwacja 13.1.6 (Wlasnosci zbioréw borelowskich). (@) B(X) = o(cotop(X)). Zbiory typu G5 (*) oraz
zbiory typu ¥, (2) sg borelowskie.

(b) Korzystajac z Obserwacji 13.1.5(c), wnioskujemy natychmiast, ze B(R") = o(F), gdzie

F:={P C R": P jest kostka}.

(c) Niech A C R bedzie dowolnym zbiorem gestym (np. A = Q). Wtedy B(R) = o(F), gdzie F jest jedna z
nastepujacych rodzin przedziatow:
rodzina wszystkich przedziatow A C R,
rodzina wszystkich przedziatow A C R o koricach w A U {—o0, +oc},
{[=o00,a):a € A},
{[=o00,a] : a € A},
{(a, 400] : @ € A},
{Ja, +o0] : v € A}

13.2. Odwzorowania mierzalne

Definicja 13.2.1. Niech 9 bedzie o—algebra na X i niech Y bedzie przestrzenia topologiczna. Powiemy, ze
odwzorowanie f : X — Y jest M-mierzalne (krotko: mierzalne), jezeli f~1(£2) € 9 dla dowolnego 2 €
topY, tzn. topY C f. 9. Piszemy wtedy f € M(X,Y, M) lub krotko:

o fe M(X,Y),oilezkontekstu jasno wynika, co to jest 91,

e f € M(X,MM),o ile z kontekstu jasno wynika, co to jest Y, w szczegdlnosci, gdy Y = R (z topologia
naturalng),

o f e M(X),oilezkontekstu jasno wynika, co to jest Y i 9.

Jezeli X jest przestrzenia topologiczna, to odwzorowania B (X )-mierzalne nazywamy borelowskimi.

Uwaga: We wszystkich istotnych przypadkach zaktada sie dodatkowo, ze top Y ma baze przeliczalng, np. ze
Y jest osrodkowg przestrzenia metryczna. Bez dodatkowych zalozen (o X lub/i Y"), wprowadzone powyzej poje-
cie odwzorowania mierzalnego jest zbyt ogdlne i nie pozwala na uzyskanie interesujacych wynikéw. W praktyce
mozna si¢ ograniczy¢ do przypadku, gdy Y € {R, C}.

Obserwacja 13.2.2 (Wlasno$ci odwzorowan mierzalnych). (@ fe M(X,Y,M) — B(Y) C f.IM.
(b) C(X,Y) C M(X,Y,B(X)).
(c) Jezeli f € M(X,Y, M), g € MY, Z,B(Y)) (np. g € C(Y,Z)),togo f € M(X,Z,M) (B(Z) C
9:B(Y) C g fuIM = (g o [)IN). W szczegdlnoscei:
jezeli f € M(X,C., M), to ; € M(X,C., M);
jezeli f € M(X, M), to |f] € M(X,M);
jezeli f € M(X,Y, M), gdzie (Y, ]| ||) jest przestrzenig unormowana, to || f|| € M(X,I);
jezeli f= (fl, f2) S M(X, Y1 x Yg,m), to _fj S M(X,}/],E)Jt),] =12

oo
(1) Tzn. zbiory postaci .ﬂl £2;, gdzie £2; € top X, j € N.
j=

[ee]
(2) Tzn. zbiory postaci U F;, gdzie F)j jest domkniety w X, j € N.
=1
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(dDlaf: X —Y CZmamy: f € M(X,Y, M) < f € M(X,Z,M).

(e) Kazde odwzorowanie state jest mierzalne.

(f) xa € M(X, M) &= A M.

(g) Niech f; € M(X,Y;,9M), j = 1,2. Zalézmy, ze top Y; ma baze przeliczalna, j = 1,2 (*). Wtedy
f = (fl,fg) S M(X7 Y x Yg,m).

Istotnie, dowolny zbi6r otwarty 2 C Y7 X Y ma postat 2 = | .Q;l) X .Q;Q), gdzie Q;i) ctopY;,j €N,
2 ‘ .

251

i = 1,2 Wynika stad, ze f~1(2) = U 71 (2") n £71(2%) e m.
j=1

(h) Niech Y bedzie przestrzenia topologiczng i niech F C P(Y') bedzie dowolng rodzing taka, ze B(Y) C
o(F). Zatézmy f : X — Y jest taka, ze f~1(A) € 9 dla dowolnego A € F. Wtedy f € M(X,Y,9M).
Istotnie, poniewaz F C f.90, zatem B(Y) C o(F) C f.IM i korzystamy z (a).
W szczegblnoéci, wobec Obserwacji 13.1.6(c), dla f : X — R nastepujace warunki sa réwnowazne:
feM(X,Mm);
F~1(A) € M dla dowolnego przedziatu A C R;
{z e X : f(z) < a} € M dla dowolnego a € Q;
{z € X : f(z) < a} € M dla dowolnego a € Q;
{r € X : f(z) > a} € M dla dowolnego o € Q;
{zr € X: f(z) 2 a} € M dla dowolnego a € Q.
(@) CT(X) Cc M(X,R,B(X)) (zob. Definicja 5.8.1). W szczegdlnoéci, na podstawie (c), jezeli f € M(X,Y, M),
geCl(Y),togo f e M(X,Z M).
(j) Jezeli f, g € M(X, M), to {f < g}, {f < g} €M
Istotnie, {f < g} = U {f<a}n{g>a}loraz{f <g}=X\{g9< [}
acQ

(k) Jezeli f,g € M(X,Y,0), gdzie Y jest przestrzeniag Hausdorffa z bazg przeliczalna, to {f = g}, {f #
g} €M

Istotnie, niech h := (f,g) : X — Y?2. Na podstawie (g), h jest odwzorowaniem mierzalnym. Niech
A = {(y,y) : y € Y}. Jest to zbiér domkniety. W szczegodlnosci, {f = g} = h~1(A) € 9. Mierzalnos¢
{f # g} wynika teraz ze zwiazku {f # g} = X \ {f = g}

(1) Jezeli X = |J Xj, gdzie X; € M, j € N,todla f : X — ¥V mamy: f € M(X,Y,M) <= f|x, €
i=1
M(X;,Y,9m) (4),j € N,

(m) Niech f; € M(X,Y;,9M), gdzie Y; jest przestrzenia unormowana z baza przeliczalng, j = 1,2. Niech
A€ LY xYs,Z),B e L(Y1,Ys; Z), gdzie Z jest przestrzenig unormowang. Wtedy

A(f1, f2), B(f1,f2) € M(X, Z,M).

W szczeg6lnosci,

o jezelifj € M(X,Y,0M),j = 1,2,gdzieY jest przestrzenig unormowana z baza przeliczalna, to f1+ f2 €
M(X, Y, m);

o jezeli fi € M(X,K, M), fo € M(X,Y, M), gdzie Y jest K-przestrzenig unormowang z baza przeli-
czalnag, to f1 - fo € M(X,Y,M);

o M(X,Y, M) jest przestrzeniag wektorowa nad K.

(n) Dla f € M(X,C, M) istnieje funkcja o € M(X, Sy, M) taka, ze f = aff].
Istotnie, kladziemy

o) = f@)/|f (@), jezeli f(x) # 0
L jezeli f(z) =0
i korzystamy z (1).

(0) Dla dowolnych f, g € M(X,9M) zbiér A := {z € X : f(x) + g(x) istnieje} nalezy do M oraz f + g €
M(A,90). Ponadto, f - g € M(X, M) przy zastosowaniu konwencji 0 - 0o := 0.

)Np.Y; =R, j=1,2
4) Tu i dalej stosujemy nastepujaca umowe: jezeli A € M i f : A — Y, to piszac ,f € M(A,Y,9M)” mamy na mysli ,f €
M(A,Y, M| 4)".
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Istotnie, niech B := {x € X : f(x), g(x) € R}. Wiemy, ze B € M oraz, ze f +g,f - g € M(B,IM)
(korzystamy z (m)). Zbior A \ B jest rowny
{f > =00, g =+o0}U{f = —00, g < +o0}U{f < 400, g = —cc}U{f = +00, g > —oo} =: B1U---UBj.
Oczywiscie B; € MM, j =1,...,4. Tak wigc A € 9. Ponadto f + g jest odwzorowaniem stalym na kazdym ze
zbiorow B;. Teraz stosujemy (1).

Przypadek iloczynu jest analogiczny: zbiér X \ B rozpada sie na zbiory z 901, na ktérych iloczyn f - g jest
staly (5)

(p) Jezeli (f;)52; C M(X, M), toinf{f;:j € N} sup{f; : 7 € N} € M(X,9).

Istotnie, {x € X :inf{f;(z):j e N} <a} = U {z € X : f;(z) < a}. Podobnie dla supremum.

Jj=1
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(@) W szczegdlnosci:

o jezeli f,g € M(X, M), to max{f, g}, min{f, g} € M(X,M);

o jezeli f € M(X,9M), to f1 := max{f,0}, f— := max{—f,0} € M(X,9M); (°)
o jezeli (fj)52,; C M(X, D), to hmlnf fj, limsup f; € M(X, ).

j—+oo
Istotnie, 1_1m_&nf fj = supgen 1nf{fj : j = k}. Podobnie dla lim sup.
J—T0o0

(r) Jezeli (f;)32; C M(X,9M),to A:={z € X : ‘liI-P f;j(x) istnieje} € 91 oraz _lig_n fi € M(A,9m)
j——oo j—+oo

(7). W szczegdlnosci, kazda funkcja f : X — R n-tej klasy Baire’a jest B(X )-mierzalna (8). Dla przyktadu,
kazda oddzielnie ciagla funkcja f : R x R*~! — R jest B(R™)-mierzalna .

(s) Jezeli (f;)52; C M(X,Y, D), gdzie (Y, o) jest przestrzenia metryczna, oraz f; — f punktowo na X,
to f € M(X,Y, Sm)

Istotnie, dla 2 € topY, 2 # Y, niech {2, := {y € 2 : o(y,Y \ 2) > e} iniech Y, := Y. Wida¢, ze
Qa jest zbiorem otwartym oraz £2. C §2.- dla0 < €' < . Pozostaje jeszcze tylko zauwazyé, ze f~1(£2) =
U U ﬂ £ ().
i=1k=1j=

(t) N1ech 2 € topR™iniech f € M(2,R, B(2)). Przypuétémy, ze A € B({2)idlapewnegoj € {1,...,n}
pochodna gf () istnieje przy dowolnym x € A. Wtedy af € M(A,R,B(£2)).

Istotnie, na podstawie (1), wystarczy pokazacé, ze 81]': € M(AN {2, R, B($2)). Ustalmy k € N. Niech

1.,y _
RIS Tl (C RO

L

af na A N §2; ;. Teraz mozemy skorzysta¢

Na podstawie (c), funkcje f¢, £ > k, sa mierzalne oraz , li§1 fo=
bezposrednio z (r).
(u) Niech 2 € topR™ i niech f : 2 — R bedzie funkcja ciagla. Dla j € {1,...,n} niech
7]
Aji= {:C €: %(m) istnieje}.

J
Wtedy A; € B(R") oraz (na podstawie (t)) 8f € M(4;,R,B(2)).
Istotnie, podobnie jak w (t), wystarczy pokazac, ze Aj N £y, € B(R™) dla dowolnego k € N. Ustalmy
k € Niniech
t ) —
ou(x) == inf{—f(‘H e;) J(@)
Jest to funkcja B(R™)-mierzalna, bowiem (korzystajac z cigglosci f ) mamy:

oy (z) = inf {w

1
:0<|2€|<;}7 x €y, vk

0<t| < — te@} x € (2.

(°)Np. f-g = —coma{f =—o00, g >0}U{f =400, g<0}U{f >0, g=—00}U{f <0, g=+oo}. Przypadki
f+g=+4o0if-g=0rozpatrujemy podobnie.

g

( ) Formalnie rzecz blorqc, klasy Baire’a byly definiowane dla funkcji X — R, ale nic nie stoi na przeszkodzie, aby rozszerzy¢ te

Zauwazmy, ze f = f4 — f— (dzialanie jest zawsze wykonalne) oraz | f| = f4 + f—.
A={ze X: hm mf fj(x) = limsup f;(x)} i korzystamy z (k) i (q).

j—+oo

definicje na funkcje X — R.
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Analogicznie, niech

Uy (x) = sup{

Jest to rowniez funkcja B(R™)-mierzalna.
Zauwazmy, ze Aj N §2y/, = {x € Oy, liIJIrl wu(z) = lirf ¥, (x)}. Stad, na podstawie (r), wniosku-
V— 100 V— 100

jemy, ze A; € B(R™).

[z +te) - f(x)

1
; 0<|t|<;}, meﬁl/k,u>k.

13.3. Odwzorowania proste

Definicja 13.3.1. Niech Y bedzie przestrzeniag unormowang z bazg przeliczalng. Powiemy, ze odwzorowanie
f:X — Y jest proste (f € Mo(X,Y,M)), jezeli f € M(X,Y, M) oraz zbidr f(X) jest skoriczony. Zgodnie
z 0g6lna umowa, bedziemy réwniez stosowaé oznaczenia Mo (X,Y), Mo (X, M) i My(X).

Niech M (X,90) oznacza zbiér nieujemnych funkcji prostych f : X — R. Jak zwykle, bedziemy
réwniez stosowaé oznaczenie M (X).

Niech M™ (X, ) oznacza zbi6r nieujemnych funkeji mierzalnych f : X — [0, +00]. Bedziemy réwniez
stosowaé oznaczenie M ™ (X).

Obserwacja 13.3.2 (Wlasnos$ci odwzorowari prostych). (@) Niech f € My(X, Y, M), f(X) = {a1, ...,
N

an} aj # apdlaj # k. Wtedy 4; == f~'({a;}) e M, j =1,...,N (9), oraz f = ) ajxa,. Postaé te
j=1

nazywamy postaciq kanoniczng odwzorowania f.

(b) Niech B; € M, j=1,...,N,B;N B, = @ dlaj #k,
J

N
U Bj = X iniechby,...,by €Y (1%). Wtedy
=1

N

fi=3 bixs, € Mo(X,Y, ).

j=1
() M (X, M) C M+ (X,0). Ponadto, M (X, M) oraz M* (X, M) sa wypuklymi stozkami ('1).
(d) Mo(X,Y,90) jest przestrzenig wektorowa.

Twierdzenie 13.3.3. Dla dowolnej funkcji f € M+ (X, D) istnieje cigg (f,)5; € M (X,9M) taki, ze f,, / f

punktowo na X. Ponadto, jezeli f jest ograniczona, to f, — f jednostajnie na X.

Dowép. Niech

j—1
2n

A, ={reX: < flz) < 2‘7—”}, j=1...,n2", A,:={x e X: f(z) =n},

n2" .

. 7—1

fni= (E : on XAn,j)+nXAn7 neN.
J=1

Oczywiscie f, € MJ (X, M), fn < f,n € N Jezeli f(z¢) = +00, to fn(zo) = n /" +00. Jezeli f(zg) <
N < 400, to f(zg) — fn(zo) < 1/2™ dlan > N. Daje to zbieznos¢ punktowa f, — f na X oraz zbieznos¢
jednostajna w przypadku, gdy f jest ograniczona. Monotonicznoéé pozostawiamy jako CWICZENIE. (]

13.4. Funkcje Baire’a

Definicja 13.4.1. Dla przestrzeni topologicznej X, niech B(X) oznacza najmniejsza rodzine F C EX, ktora
spelnia nastepujace dwa warunki:
(") C(X) CF,

(") jezeli (fx)22, C Fi fr, — fo punktowona X, to fy € F.
Zauwazmy, ze rodzina B (X ) jest poprawnie zdefiniowana — wystarczy wzia¢ przeciecie wszystkich rodzin spel-
niajacych () 1 (**).

Funkcje z B(X) nazywamy funkcjami Baire’a. OczywiScie, kazda funkcja n—tej klasy Baire’a jest funkcja
Baire’a.

9) Zauwazmy, ze A1, ..., AN sa parami rozlaczne oraz, ze w sumie daja X.
10) Nie zaktadamy, ze b1, ..., by sa parami rozne.

1Y) Podzbiodr S przestrzeni wektorowej FE jest wypuklym stozkiem, jezeli to + uy € S dla dowolnych ¢,u > 0, z,y € S.
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Twierdzenie 13.4.2 (Funkcje Baire’a). Niech X bedzie przestrzeniq metryczng. Wtedy M(X,B(X)) = B(X).

Dowép. Na podstawie Obserwacji 13.2.2(b,r), rodzina M (X, B(X)) spelnia (*) i (**). Wynika stad natychmiast,
ze B(X) C M(X,B(X)).

Dla dowodu przeciwnej inkluzji pokazemy najpierw, ze

(1) jezeli f,g € B(X), f,g: X — R,to f - g, af + Bg € B(X) dla dowolnych o, 5 € R.

Ustalmy g € B(X), g : X — R, oraz o, € R. Niech

Fy={f€B(X): f-g. af +Bg € B(X)}.

Jest widoczne, ze rodzina F;; spetnia (**). Ponadto, F, spelnia oczywiscie (*), gdy g € C(X). Wynika stad, ze
Fy = B(X) dlag € C(X). Zamieniajac rolami f i g, wnioskujemy stad, ze F, spelnia (*) dla dowolnego g.
Ostatecznie, F; = B(X) dla dowolnego g, co konczy dowdd (7).

Dla dowodu inkluzji M(X, B(X)) C B(X) ustalmy f € M(X,B(X)). Wobec Obserwacji 13.2.2(q), wa-
runku (**) oraz (1), mozemy zalozy¢, ze f : X — R,.. Teraz korzystajac z Twierdzenia 13.3.3, warunku (**) oraz
(T), redukujemy dowdd do przypadku, gdy f = x4 dla pewnego A € B(X). Niech9 := {B € B(X) : xp €
B(X)}. Zauwazmy, ze top X C 9N, bowiem dla zbioru otwartego {2 C X, jego funkcja charakterystyczna x
jest polciagla z dotu, a wiec w szczegdlnosci, I klasy Baire’a (por. Twierdzenie 4.7.6 (12)). Wobec definicji B(X),
pozostaje pokaza¢, ze I jest o—algebra.

Niech B € 9. Wtedy xx\p = 1 — xB € B(X) na podstawie (), co oznacza, ze X \ B € M.

Niech teraz B, C' € 9. Poniewaz x p\¢ = XB — XBX0: zatem (1) daje B\ C' € M. Jezeli BN C = @, to
XBuC = XB + X, wiee BUC € M. Ogdlnie, BUC = (B\ C)UC € M.

Przypusémy, ze (Bj)72, C 9. Checemy pokazaé, ze B := | J; ; By, € M. Mamy xp = kgrfoo Xy, gdzie

Cr=B1U---UBy, k=1,2,.... Zpoprzednich rozwazan wynika, ze (C)72; C M, astad xp € B(X). O

Cwiczenie* 13.4.3. Czy Twierdzenie 13.4.2 pozostaje prawdziwe dla dowolnej przestrzeni topologicznej ? (por. Ob-
serwacja 4.7.7).

13.5. Miary

Definicja 13.5.1. Niech 9t bedzie o—algebra na X. Funkcje i1 : 9 — [0, +00] nazywamy miarg nieujemng
na M, jezeli:

(1) p(2) =0,
@ (A M A NA,=adlaj#k= pu(U A;) = > u(A;) (jest to tzw. przeliczalna addytyw-
j=1 j=1
nosé).

W ten sam sposéb mozemy zdefiniowac pojecie miary zespolonej i : 9 — C jako funkcji spelniajace;j (2),
z tym, ze warunek (2) zawiera w sobie zadanie zbieznosci szeregu > p(A;) (13). Niech
j=1
M(9) oznacza rodzing wszystkich miar nieujemnych p : 9t — [0, 400,
M(D1, C) oznacza rodzine wszystkich miar zespolonych p : 90t — C,
M(D1, R) oznacza podrodzine rodziny M(90t, C) zlozong ze wszystkich miar rzeczywistych p : M —
R,
e M(9M, R, ) oznacza rodzine wszystkich ograniczonych miar nieujemnych pn : 9t — R

Obserwacja 13.5.2 (Wlasnosci miar). (a) M(D1, K) jest K-przestrzeniag wektorowsa. Rodziny M(90t) i M(90T, R )
s wypuklymi stozkami.
(b) W definicji miary nieujemnej warunek (1) mozna zastapi¢ warunkiem p #Z +oo. u(Ay) = u(Ap) +

> (), skad wynika, ze p(2) = 0.
=2

(c) Dla p € M(9, C) jest zawsze spelniony warunek (1).

Elzg Tu korzystamy z zalozenia, ze X jest przestrzenig metryczng.
13

Oczywiscie szereg ten musi by¢ zbiezny bezwarunkowo, a wigc bezwzglednie.
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1, jezelizge A

jest miara nieujemna na P(X); jest to
0, jezelixzg ¢ AJ 2 ) 2 (X):

(d) Dla dowolnego z¢ € X funkcja d,,(A) = {

tzw. miara Diraca (14).

(e) Funkcja u(A) := {

(f) Jezeli u jest miarg (15), topu(A1U---UAN) = pu(Ar) 4+ - + p(An) dla dowolnych Ay, ..., Ay € M
takich, ze A; N Ay = @ dla j # k; jest to tzw. skoriczona addytywnosc.

(g) Jezeli p € M(IM), to u(A) < pu(B) dla A C B. Ponadto, dla dowolnej miary oraz dla A C B mamy:
w(B\ A) = u(B) — u(A) oile liczba ;1( A) jest skoriczona.

(h) Jezeli p € M(M), to dla dowolnych zbioréw (B;)52; C M mamy: u( U B;) < > p(By); jest to
j=1 j=1

A dy A jest skon
# &%y J’es s 'oncz?ny jest miarg na P(X); jest to tzw. miara liczgca).
400 gdy A jest nieskonczony

tzw. przeliczalna podaddytywnosc. (16)

(i) Jezeli p € M(9M), to u(B1 U---UBN) < u(B1) + -+ + u(Bn) dla dowolnych By, ..., By € 9 (jest
to tzw. skoriczona podaddytywnosc).

(j) Jezeli p jest miarai By " B, to u(Bn) — ,u(B). mamy:

oo [eS) N
- “(U A;) = ZIN(AJ-) = NhIEOOZu = Jim L:J = Jim u(By).

(k) Jezeli u jest miara, B; \, B i u(By) jest skoniczona (17), to u(B;) — u(B) (*8).
(1) Niech € M(90) iniech Z := {4 € M : pu(A) = 0}. Wtedy:
. imaAcZeZ:AeZ
e (Z)),Cc2= UZ €Z,
Jj=1

o jezeiAeMiZ e Z,tou(AUZ)=u(A\ Z) = p(A).

Definicja 13.5.3 (Miara zupelna). Powiemy, ze miara u € M(9M) jest zupelna, jezeli dla dowolnego zbioru
Z € 9 takiego, ze p(Z) = 01 dla dowolnego zbioru A C Z mamy A € M.

Twierdzenie 13.5.4 (Uzupelnianie miary). Dla dowolnej miary p € M(ON) istnieje o—algebra IN* oraz miara
zupetna (1 € M(O*) takie, ze

o M C M,

o [Wilom=p,

e dla dowolnej oc—algebry M i miary zupetnejv € M(MN), jezeliM C Niv|om = p, toIM* C Niv|gm- = p*
(19).
Dowép. Zdefiniujmy MM* := {A C X : Iy peon : L C A C R, p(R\ L) = 0}. Oczywiscie I C ™.
Udowodnimy, ze 9* jest o—algebra. Dla dowodu, ze X \ A € M* dla A € 9* wystarczy zauwazy¢, ze jezeli
L qutakiejakwdeﬁnicji to X\RC X\AC X\Li(X\L)\(X\R) =R\ L.Dla dowodu, ze

A = U Aj € M* dla dowolnego ciagu (4;)72; C 2" dobieramy dla kazdego A; zbiory L; i R; tak, jak
j=1

w definicji i mamy: L := U L;cAcC U R;:=RorazR\ L C U (Rj \ Lj).
Jj=1 Jj=
Teraz okreslimy p*. Kladziemy p (A) := u(L), gdy L, R sa takle jak w definicji. Takie okreslenie jest
poprawne, bo jezeli (L1, R1) jest inng parg zbioroéw takich, ze Ly C A C Ryiu(R1\ L1) =0,to (L\ L) U
(L1 \ L) € (R1\ L1) U (R\ L). Oczywiscie u* = p na M. Bez trudu réwniez sprawdzamy, ze u* jest miara:

Paul Dirac (1902-1984).
Tui daleJ piszac, u jest miarg” mamy na mysli to, ze p jest miarg nieujemna, lub miarg zespolona.
(16) H<U B = A7) = 3 mAn (A7) < Zu
j=1

= j=1
E g Oczywlsme ten ostatni warunek jest istotny wqucznle dla miar nieujemnych.

8) Zadanie skoniczonosci p1( B1) mozna zastapic¢ zadaniem aby (B ) bylo skoriczone dla pewnego N. Jezeli nic nie zatozymy, to
twierdzenie przestaje by¢ prawdziwe: np. X := N, ;1 — miara liczaca, B; := [j, +o0) NN, B := @.
(19) Tzn. para (9*, ©*) jest minimalna. W szczegdlnoéci, jezeli p jest zupelna, to I* = M i p* = p.
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niech (Aj)j‘:l C 9" bedzie ciagiem zbioréw parami roztacznych i niech L;, R; beda skojarzone z A;. Wtedy
(Lj)$2, sa parami rozlaczne oraz

u*(U Aj) = M(U Lj) = Z/'I’(Lj) = ZM*(AJ')-

Dla dowodu zupelnosci, niech B C A € IM*, p*(A) = 0. Chcemy pokazaé, ze B € M*. Niech L C AC R
beda takie, jak w definicji 9t*. Wtedy p(R\ L) = 0. Ponadto (L) = p*(A) = 0, a zatem pu(R) = 0. Wystarczy
wiec zauwazy¢, ze @ C B C Ripu(R\ @) =0.

Pozostaje sprawdzi¢ minimalnos¢. Niech (91, v) beda jak w wypowiedzi propozycji. Ustalmy A € 91* i niech
L, R beda takie, jak w definicji. Wtedy A\ L € M (bo ANL C R\ L e Niv(R\ L) =u(R\ L) =0,av jest
zupelna). Wynika stad, ze A = LU (A \ L) € 9. Zgodno$¢ miary wynika bezposrednio z definicji miary p*. O

13.6. Miary zewnetrzne. Warunek Carathéodory’ego.

Definicja 13.6.1. Powiemy, ze funkcja ¢ : P(X) — [0, +00] jest miarq zewnetrzng na X, jezeli:
(1) ¢(@) =0,
o0 o0
@ Ac U 45 = p(4) < 2 w(4)).
j=1

Miara zewnetrzna jest monotoniczna, tzn. A C B = ¢(A) < ¢(B). Ponadto, jezeli A C Ay U---U Ay,
to p(A) < (A1) + -+ + ¢(An).

Twierdzenie 13.6.2 (Warunek Carathéodory’ego). Niech ¢ : P(X) — [0, +0o0] bedzie miarqg zewnetrzng na
X. Zdefiniujmy

M(p) = {AC X :Vrex 1 9(T) 2 (T NA) +o(T\A)}. (*)
Wtedy M () jest oc—algebrg, zas p|on(,) — miarg zupeing.
Zbiory z M () nazywamy zbiorami mierzalnymi (¢-mierzalnymi).

Dowoép. Krok 1%: p(A) = 0 = A € 9. Tak wiec np. @ € M. W szczegdlnosci, wobec monotonicznosci
miar zewnetrznych, jezeli juz pokazemy, ze 91 jest c—algebra i ¢ jest miarg na 91, to musi to by¢ miara zupelna.
Istotnie, jezeli p(a) = 0,to (T NA) + (T \ A) < ¢(A) + o(T) = ¢(T).

Krok2%: A € M = X\ A € M. Istotnie, p(TN(X\A))+p(T\(X\A)) = p(T\A)+p(TNA) < o(T).

Krok 3%: A, B € M = AN B € M. W konsekwencji, Ay,..., Ay € M = A;N---NAy € M. Istotnie,

2 Bem Aem

P(TA(ANB))+o(T\(ANB)) £ o(TNANB) +p(T\A) +¢(TNANB) < o(TNA)+(T\A) 'S (D).

Krok 4%: A, B € M = A\ B € M. Istotnie, A\ B = AN (X \ B) ikorzystamy z 2% i 3°.

Krok 5°: A, B € 9 = AUB € 9. W konsekwencji, A1, ..., Ay € M = A, U---UAx € M. Istotnie,
AUB=X\((X\A)N(X\ B))ikorzystamy z 2° i 3°.

Kr0k60:A1,...,AN S {7)?7 AjﬂAk = @dla] 75 k= (,0(A1 U"'UAN) = 99(141)++Q0(AN)
(tzn. ¢ jest skonczenie addytywna na 90). Zastosujemy indukcje wzgledem N. Trzeba tylko sprawdzi¢ krok

ANy1EM

il’ldukCyjl’l}HgD(AlU"’UAN+1) = gO((AlU"'UAN+1)QAN+1)+QD((A1U"-UAN+1)\AN+1):
(A1) + (A1 U U An) ™2 (A1) + - + o(Ax).

o0 o0
Krok 7°: (A4;)52, C M, A;N A = @dlaj # k= o(U 4;) = X ©(A;). W szczegolnoci, jezeli juz
j=1 j=1
pokazemy, ze I jest o—algebra, to ¢ bedzie miarg na 91. Istotnie, na mocy 6° mamy:

oo

0o N N
AU > Jim o) = Tm > e(4) = el4))
Jj= 7= J= J=

Krok 8°: Zauwazmy, ze dla dowolnego zbioru Y C X funkcja ¢ := ©|p(y) jest miarg zewnetrzng na Y.
Mozemy wiec zdefiniowaé rodzine 9%(¢)) bedaca odpowiednikiem rodziny 9i(p). Rodzina ta ma oczywiscie

(20) Zauwazmy, ze zawsze ¢(T') < (TN A)+¢(T'\ A), a zatem warunek Carathéodory’ego mozna w sposob rownowazny zapisa¢

W postaci rownosci.
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wszystkie dotychczas sprawdzone wlasnosci wzgledem obcietej miary. Dla nas wazna bedzie nastepujaca zalez-
nosé: A € M(p) = ANY € M(¢). Istotnie, dla T C Y mamy:

PTOANY) + (TN (ANY)) = o(TNA) +o(T\ A) = ¢(T) = »(T).

Krok 9% (4;)32, C M, A;N A, =@ dlaj # k= |J A; € M. Istotnie,
j=1

TmUA +g0T\UA GTQA +¢(T\GA1)

= 7j=1 Jj=1

N—+oco

N
< lim (Z (TN A;) i
=1

||'C2

) 6°18° lim (np(Tﬁ LJ_VJ Aj) + (T \ LJ_VJ Aj)) = (1),

Krok 10° (i ostatni). (4;)52, C MM — U A; € M. Istotnie, U A = U By, gdzie By := Ay, B; =
Jj=1 Jj=1 7j=1
Aj\ (A1 U---UA;_1),j > 2, imozemy skorzystaé z 40 50390, O

Twierdzenie 13.6.3. Dla ;o € M(9M) zdefiniujmy ¢(A) = ¢, (A) = inf{u(B) : A C B € M}, A C X. Wtedy

(@) ¢ : P(X) — [0, +00] jest miarq zewngtrznq takq, ze o = p na M,
(b) 9 C M(e),
(c) » = sup{® : ¢ jest miarg zewnetrzng taka, ze ¢ = p na MM }.
Obserwacja 13.6.4. Z powyzszego twierdzenia wynika w szczegblnosci wazny wniosek, ze rozwazajac miary

nieujemne / zawsze mozemy zalozy¢, ze p = @lon(,) dla pewnej miary zewnetrznej ¢ : P(X) — [0, 4-00].
Tym samym, traci na znaczeniu Twierdzenie 16.4.4.

Dowdd Twierdzenie 13.6.3. (a) Jest rzecza widoczna, ze ¢ = p na 9. Przypusémy, ze A C U Aj. Jezeli p(A;j) =
j=1

+oo dla pewnego 7, to oczywiscie p(A) < Z ©(A;). Przypusémy wiec, ze ¢(A;) < +oo dla dowolnego j.

Wezmy € > Oiniech B; € imbt;dme taki, ze A C Bji M(B ) < o(Aj)+e277,j € N Wtedy A C B :=

0, 5; € Moran o(4) < u(B) < 5= (B) < ¥, ol

Jj=

ﬂ

(b)N1echA€9ﬁ1n1echTCX Przypuscmy,zeTCBeimWtedyTﬂACBﬁAGDﬁlT\

B\NAeM.Stad o(TNA)+o(T\A) < u(BNA)+pu(B\A) = u(B),awiec (TN A)+o(T\ A) < p(T).
(c) Niech v bedzie miarg zewnetrzng taka, ze ¢ = p na 9. Niech A C B € M. Wtedy u(B) = ¢(B) >
1 (A), skad wynika, ze p(A) > 1(A) dla dowolnego A C X. O

Twierdzenie 13.6.5. Niech ¢ : P(X) — [0, +00| bedzie miarq zewnetrzng i niech M = M(yp).
(@) Dla f : X — R mamy:

f € M(Xv m) — V—<>o<oz<[3<oo vTCX : SD(T) T N {f } + (10 T N {f } (*)
(b) Dla dowolnej przestrzeni metrycznej (Y, o) idla f : X — Y mamy:

f e M(X,Y,M) <= Vapcyipan>o Yrex 1 @(T) = o(T N fHA) + (TN fH(B). (*)

Dowép. Na wstepie odnotujmy, ze (b) = (a) (CWICZENIE) oraz, ze w obu twierdzeniach implikacje = zawsze
zachodza. Istotnie, w (a) mamy:

fGM(X79ﬁ)<:>Va€RZ{fga}egﬁjva<gvTcxZ
e(T) Z2 o(Tn{f <af) +o(TN{f>a}) Z2o(TN{f<a}) +o(Tn{f=p})=0)

(21) o(A, B) := inf{o(a,b) : a € A, b € B} (pamietamy, ze inf @ := +00). Jezeli (A, B) > 0, to méwimy, ze A i B s
metrycznie odseparowane.
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W (b) mamy:
fEMX,Y, M) <= Yueropy & fH({U) €M

= VA Bcy: rep(aB)>0 - fH(UT) €M, gdzie U” = U B(xz,r/2)
€A

= VA BCy: r—o(a,B)>0 Vrex 1 @(T) = o(T N f~HUT) + (T \ f~1(U"))
= VaBcy: oa,B)>0 Vrex 1 @(T) 2 (TN fHA)) + (TN f7H(B)) = ().

Najpierw pokazemy, ze (a) = (b). Przypus$¢my, ze warunek (**) jest spelniony. Chcemy pokaza¢, ze dla
dowolnego zbioru domknietego C' C Y zbiér f~1(C) nalezy do 9. Niech g(y) := o(y,C), y € Y. Zauwazmy,
ze g~1(0) = C. Pokazemy, ze funkcja g o f spetia warunek (*). Ustalmy —co < @ < 3 < oo. Niech A :=
{9 < a}, B := {g > B}. Latwo wida¢, ze 9(A, B) > [ — a > 0. W takim razie, dla dowolnego 7" C X mamy
e(Tn{gof <a})+e(TNn{gof=p6})=e(TNf(A)+e(TNf(B)) < ¢(T). Poniewaz zalozylismy
prawdziwos¢ twierdzenia (a), zatem g o f € M (X, 9N). W szczegdlnosci, f~1(C) = (go £)71(0) € M.

Pozostaje sprawdzi¢ <= w twierdzeniu (a). Przypusémy, ze warunek (*) zachodzi. Chcemy pokaza¢, ze dla
dowolnego o € R zbiér A := {f < a} nalezy do 1. Ustalmy . Calo$¢ dowodu zasadza sie na pokazaniu, ze

(T) vTCX: @(T)<+o0 V€>0 EIn:n(T,z—:)EN : @(T N {a < f <o+ %}) <e.
Istotnie, przypu$¢my na chwile, ze (T) jest spelniony. Wtedy mamy:

P(TNA) +(T\A) <p(Tn{f<ap) +o(Tn{f>a+ H+eTN{a<f<at}) <o) +e,
co, wobec dowolnoéci ¢, zakonczy dowdd. Przechodzimy do wykazania (). Ustalamy 7" i . Niech

B, ._Tm{a+]+1\f<a+§}7 jEN.

o0
¢(B;),n € N. Wystarczy wiec pokazaé, ze szereg > ¢(B;) jest
j=1

Zauwaimy, ze o(TN{a < f <a+1}) <

"o

I
o0
zbiezny. Pokazemy, ze kazdy z szeregow Z ©(B2;), Y ©(B2j+1) jest zbiezny. Rozumowanie przeprowadzimy
j=1 j=1
dla szeregu zlozonego z wyrazéw parzystych (pozostaly przypadek jest analogiczny). Udowodnimy indukeyjnie,
ze

N
Z<p32] Usz <¢(T) < 400, NeN.
Oczywiscie, problemem jest tu jedynie pierwsza z nieréwnosci. Trzeba sprawdzi¢ krok indukcyjny od N do
N+1
N + 1. Zastosujemy warunek (*) z liczbami o + ﬁ ia+ ﬁ izbiorem T := |J Bay;. Mamy:
j=1
N+l N zak. md Ry
U Baj) = @(Bavn) + @ Bzy) Z (Baj)- O
Jj=1 Jj=1

Dla nas najwazniejszym wnioskiem z Twierdzenia 13.6.5(b) bedzie nastepujacy wynik.

Twierdzenie 13.6.6. Niech (X, o) bedzie przestrzeniq metryczng, niech ¢ : P(X) — [0,400] bedzie miarg
zewnetrzng. Wtedy

B(X) CM(p) <= Va,Bcx: o(A,B)>0 : P(AUDB) = ¢(A) + ¢(B).
Dowép. Na podstawie Twierdzenia 13.6.5(b) (zastosowanego do odwzorowania idx : X — X) mamy:
3(X) CM<—idy € M(X, X79ﬁ) <~ VA,BCX: o(A,B)>0 VTCX : QD(T) > QD(T N A) =+ (p(T N B)
<= Va,Bcx: o(a,B)>0 : P(AU B) = ¢(A) + ¢(B).

Ostatnia implikacja <= wynika z tego, ze ©(T") > ¢((T'NA)U(T'N B)) i stosujemy warunek do zbioréw T'N A
iTNB. O
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Definicja 13.7.1. Jezeli p : P(X) — [0, +0o0] jest miarg zewnetrzng, to powiemy, ze ¢ jest regularna, jezeli
dla dowolnego A C X istnieje zbiér A € 9 () taki, ze A C Aip(A) = p(A) (2).

Jezeli X jest przestrzenig topologiczna i ¢ : P(X) — [0, +00] jest miarg zewnetrzng taka, ze B(X) C
im(ap) to powiemy, ze ¢ jest B— regularna (regularna w sensie borelowskim), jezeli dla dowolnego A C X istnieje
zbior A € B(X) taki, ze A C Ai (p(A) ©(A) (3).

Jezeli X jest przestrzenig topologiczng i p € M(9N) jest taka, ze B(X) C M, to powiemy, ze p jest B-
regularna jezeli ¢, jest B-regularna, gdzie ,, jest rozszerzeniem miary y do miary zewnetrznej z Twierdzenia
13.6.3 (*4).

Obserwacja 13.7.2. p jest miarg B-regularng wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego A € 9 istnieje zbior
A € B(X) taki, ze A C Aipu(A) = u(A). Odnotujmy, ze ostatni warunek ma charakter ,wewnetrzny” — nie
wystepuje w nim rozszerzenie @,,.

Istotnie, ustalmy zbiér A C X taki, ze ¢, (A) < +oo. Wtedy dla dowolnego k € N znajdziemy zbidr

By, € B(X) taki, ze A C By i pu(Br) < ¢u(A) + . Niech A ﬂ By Wtedy A C A € B(X) oraz

k=

90,,,(14) = ‘P/L(A)-
Definicja 13.7.3. Dla rodziny ¥ C P(X) rozwazmy nastepujace warunki:

1) g ed,

(2 (A )] 1C?:>UA37 ﬂA €F.

Jj=1 Jj=1

Oczywiscie, kazda o—algebra spelnia (1), (2). Jezeli F spelnia (1), (2), to Ay,..., Ay € F = A U--- U

AN, AiN---NAy € F.Jezeli (Fi)ier jest dowolna rodzing rodzin spetniajacych (1), (2), to (] F; spelnia (1), (2).
teT

W szczegblnoscei, dla dowolnej rodziny § C P(X) istnieje najmniejsza rodzina zawierajaca 8 i spelniajaca (1), (2).
Oznaczymy ja roboczo [8]. Oczywiscie, [S] C o(8) (*°).

Twierdzenie 13.7.4. (a) Jezeli € 8 oraz X \ A € [8] dla dowolnego A € 8, to [8] = o (8).

(b) Niech X bedzie przestrzeniq topologiczng, w ktorej kazdy zbior otwarty jest typu F,, np. przestrzeniq me-
tryczng (*9). Wtedy [cotop(X)] = B(X).

Dow6p. (a) Niech F := {A € [8] : X \ A € [8]}. Chcemy pokazaé, ze F = [8]. Z zalozenia wynika, ze § C F.
Wystarczy wiec jeszcze zauwazy¢, ze I spelnia (2).
(b) wynika z (a) O
Pojecie B-regularno$ci w pelni charakteryzuje nastepujace wazne twierdzenie.
Twierdzenie 13.7.5. Niech X bedzie przestrzeniq topologiczng, w ktorej kazdy zbior otwarty jest typu F, i niech
o0
¢ : P(X) — [0, +00] bedzie miarg zewnetrzng takq, ze B(X) C M(p). Zatézmy, ze X = |J (2;, gdzie 2; jest
j=1
otwarty w X i p(£2;) < +o00,j € N (*7).
Wtedy, jezeli ¢ jest B-regularna, to dla dowolnego zbioru B € 9M(p) zachodzq nastgpujgce rownowazne wa-
runki:
(R1) Dla dowolnego € > 0 istnieje zbior C' € cotop X taki, 2 C C Bip(B\ C) < e.
(R2) Dla dowolnego & > 0 istnieje zbior C' € top X taki, ze B C C ip(C\ B) < e.

(R3) B=CUZ, gdzieC € F,(X), za$ Z jest miary zero.
R4) B=C\ Z, gdzie C € G5(X), za$ Z jest miary zero.

22 Zauwazmy ze jezeli p(A) = 400, to mozna zawsze przyjaé A= = X, a wiec warunek wystarczy sprawdzi¢ dla zbiorow A
taklch ze LP(A) < +oo0.
Podobnie jak poprzednio, warunek ten wystarczy sprawdzi¢ dla zbioréw A takich, ze p(A) < +o0.
Przypomnijmy, ze B(X) C MM C M(pu).
PrZypOmnlme ze 0(8), to najmniejsza o—-algebra zawierajaca S.

(26) 0= U{zen ol@, X\ 2)> 1}

(27) Zawsze mozemy zalozy¢, £2; C £2;41,7 € N.
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Ponadto, jezeli B C X spelnia ktorykolwiek z tych warunkéw, to B € ().

Dowép. Dowoéd bedzie podzielony na 9 etapow.
Krok 1°: (R1) = (R3). Istotnie, niech C; € cotop bedzie taki, ze C; C Bi¢(B\ C;) < %, j e N

Zdefiniujmy, C' := U C;,Z =B\ C.Wtedy p(Z) < p(B\ Cj) < ]l] € N, a zatem Z jest miary zero.
=1
Krok 2°: (R2) = (R4). Istotnie, niech C; € top X bedzie taki, ze B C C; i ¢(C; \ B) < %, jeN

Zdefiniujmy, C' := (| C;, Z := C'\ B. Wtedy p(Z) < ¢(C; \ B) < %,j € N, a zatem Z jest miary zero.
j=1

Krok 3°: Jezeli B spetia (R3) lub (R4), to B € M(y). Wynika, to z tego, iz {Z C X : p(Z) = 0} C M(yp)
(por. Krok 1° w dowodzie Twierdzenia 13.6.2).

Krok 4%: (R1) zachodzi dla B wtedy i tylko wtedy, gdy (R2) zachodzi dla X \ B. W szczegélnosci, (R1)
zachodzi dla dowolnego B € () (odp. dla dowolnego B € B(X)) wtedy i tylko wtedy, gdy (R2) zachodzi dla
dowolnego B € M () (odp. dla dowolnego B € B(X)).

Krok 5% (R1) zachodzi dla dowolnego B € B(X) takiego, ze ¢(B) < +o0. Niech

FT:={A € B(X):Ves0 Joca, cecotop x : P((A\C)N B) < e}

Chcemy pokaza¢, ze B € J. W tym celu zauwazmy najpierw, ze oczywiscie cotop X C J. Jezeli pokazemy,
ze J spelnia warunek (2) z Definicji 13.7.1, to na podstawie Twierdzenia 13.7.4(b) bedziemy mieli zawieranie
B(X) C Fi, w szczegodlnosci, bedziemy wiedzieé, ze B € F.

Niech (4;)52, C &, & > 0iniech (C;)52, C cotop X beda takie, ze C; C A; i ¢((A;\ Cj) N B) <277,
j € N. Mamy

(ﬁ \ﬂC ﬁB) (G((Aj\Cj)ﬁB))<s,awigc ﬁAjeS”;

1 j=1 j=1

c;)n ) (UA\UC mB)<<p(U((A\C)mB))<eaw1<;cUAe&"

Jj=1

2?'

NEIEOCQO ((JL—Jl Aj \

Przejécie graniczne to jedyne miejsce, w ktorym korzystamy ze skoniczonosci miary zbioru B — por. Twierdzenie
13.5.2(K)).

Krok 6°: (R2) zachodzi dla dowolnego zbioru B € B(X) (co, wobec Kroku 4°, oznacza, ze (R1) zachodzi dla
dowolnego zbioru B € B(X)).

Istotnie, na podstawie Kroku 50 dla dowolnego j istnieje zbiér domkniety C; C £2; \ B taki, ze ¢((£2; \

B)\ Cj) <e277.Niech C := U (125 \ C;}). Oczywiscie C jest otwarty, B C C oraz ¢(C \ B) < Y ¢((£2; \
j=1

j=1
Cj)\ B) <

Krok 70 (Rl) zachodzi dla dowolnego B € 93?( ) takiego, ze p(B) < +o0.

Niech B € B(X) b(;d21e taki, ze B C B i gp(B) ©(B). Poniewaz, B € I, zatem go(é \ B) = gp(é) -
©(B) = 0.Niech B’ := B \ B,tzn. B’ € B(X), B\B C B'ip(B') = ¢(B\B) = 0. Zdefiniujmy B_ := B\ B
Wtedy B_ C BiB_ € B(X). Na podstawie (c), dla dowolnego ¢ > 0, istnieje zbiér domkniety C C B_ taki,
ze p(B_ \ C) < e. Wynika stad, ze ¢(B\ C) < o(B\ B_) + ¢(B_\ C) < e.

Krok 8°%: (R2) zachodzi dla dowolnego B € 9(¢) (co, wobec Kroku 4°, oznacza, ze (R1) zachodzi dla do-
wolnego zbioru B € M (y)).

Wystarczy skorzysta¢ z metody dowodu Kroku 6°. g

J

13.8. Konstrukcja Carathéodory’ego

Definicja 13.8.1. Niech (X, o) bedzie przestrzenig metryczna, niech ¥ C P(X), @ € Finiech¢ : F —
[0, +00] bedzie dowolnym odwzorowaniem takim, ze {(&) = 0. Funkcje ¢ bedziemy czasem nazywaé funkcjq
tworzgcg. Dla dowolnego 0 < ¢ < 400 niech ¢s, ¢ : P(X) — [0, +00] beda zdefiniowane nastepujaco:

:inf{ZC(Aj) :A; €3, diamA; <6 (jeN), AC U Aj}, ACX, ¢:=supys.
; i 5>0

Przypomnijmy, ze diam & = 01 inf @ = 4o00. Powyzsza konstrukcja nosi nazwe konstrukcji Carathéodory’ego.
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Zauwazmy, ze jezeli 6’ < §”, to s = pgn. Tak wiec @ = 5lir(r)1 s
—0+

Twierdzenie 13.8.2. (a) Odwzorowania ;s oraz @ sq miarami zewnetrznymi.

(b) B(X) C M(p).

(c) JezeliF C B(X), to miara p jest B-regularna.
Dowdp. (a) jest elementarne (CWICZENIE).

(b) Niech A, B C X, 0(A, B) = do > 0. Wtedy os(AUB) = ¢s5(A) +¢s(B) dla0 < § < . Wynika stad,
ze p(AU B) = p(A) + ¢(B) i mozemy skorzysta¢ z Twierdzenia 13.6.6.

(c) Ustalmy A € X id > 0. Jezeli p5(A) = 400, to przyjmujemy B := X. Jezeli cp(;( ) < 400, to

dla € > 0 niech (A((S 6)) ° , bedzie pokryciem zbioru A zbiorami z J o $rednicy < § takim, ze Z C(A(S 6))

@5(A) + . Potézmy B := ﬂ U A (OL/8) Oczywiscie A € BO) € B(X) oraz
k=1j=1

00 5, 1
es(4) < @s(BY) < o5 (| A ) <osla) + 1
j=1

o0
co przy k — +o00 daje ps5(A) = ps(B?)). Niech B := (| B"/9. Wida¢, ze A C B € B(X) oraz
=1

o(A) < p(B) = Zl}ﬂo 170(B) < eETm @1/0(BYD) = el}i{lco ©170(A) = p(A). O

13.9. Miary Hausdorffa

Niech ¥ := cotop X, niech m > 0 i niech
([‘(%))m (28)

G (4) 2= afm) (H2A)™ tEat

3 ) , gdzie a(m) :=

Konstrukcja Carathéodory’ego zastosowana dla funkeji tworzacej ¢,,, : F — [0, +0o0] daje:

e miary zewnetrzne HJ® := @y, 5, H™ 1= m,

e o-algebre H,, := PM(H™);
takie, ze

e B(X)CHpn,

e H™ jest B-regularna i zupelna (tzn. H™ |4, jest zupelna).

Miara H™ nosi nazwe m-tej (m—wymiarowej) miary Hausdorffa, a zbiory z J(,, — zbiorami mierzalnymi
w sensie m-tej miary Hausdorffa.

Obserwacja 13.9.1. (a) Poniewaz diam A = diam A, rodzine wszystkich zbioréw domknietych w definicji
miary Hausdorffa mozemy zastapié rodzing wszystkich zbioréw borelowskich czy tez nawet rodzing wszystkich
zbiorow.

(b) HO jest miara liczaca (Hy = P(X)).

(c) JezeliH™(A) < +oo to H"(A) =0dlan >m > 0.

Istotnie, jezeli A C U A;, gdzie A; jest domkniety, diam A; < § (j € N), to
=1

0 2m 0 ( )2rn 3
(4) <D ¢4y < 2nZC T, skad MF(A) < e M (A)8T
j=1
co przy 6 — 0+ daje teze.
(d) Niech dimg¢(A) := inf{m > 0 : H™(A) < +oo}. Liczba dimgc(A) € [0, +00] nosi nazwe wymiaru
Hausdorffa zbioru A. Wobec (c), H™(A) = 0 dlam > dimgc(A).
(e) Zalozmy dodatkowo, ze X jest przestrzeniag wektorowa i g jest niezmiennicza wzgledem translacji, tzn. o(x+
x0,Y + x0) = o(z,y) dla dowolnych x,y,zo € X. Tak jest np. gdy (X, || ||) jest przestrzenia unormowang i
o(z,y) = ||z — y||. Podstawowym przykladem jest tu oczywiscie X = R" z jedng z klasycznych norm.

(28) (diam )0 := 0. Mozna pokazaé, ze dlam € N: a(m) = |By, | (CWICZENIE). Zauwazmy, ze a(0) = 1.
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Wtedy miary HJ" i H™ sa niezmiennicze wzgledem translacji, tzn. dla dowolnego zbioru A C X i dla
dowolnego zy € X mamy HJ*(A + zo) = HJ*(A), H™(A+ x¢) = H™(A). Ponadto, A+ z¢ € H,,, <= A €
Hon.

Istotnie, pierwsza réwno$¢ wynika z tego, ze diam(A + z) = diam(A), a stad ¢,,,(A + x0) = ¢,,,(4).
Druga rownosc jest konsekwencja pierwszej. Dla dowodu réwnowaznosci mamy

H™(T N (A+x0)) + H™(T\ (A+x0)) = H™((T — 20) N A) + o) + H™ (((T — 20) \ A) + z0)
=H"((T = x0) N A) + H"((T = 20) \ A) S H™(T — 20) = H™(T).

(f) Zaldézmy dodatkowo, ze X jest przestrzenig unormowang (np. X = R"). Wtedy H™(rA) = r™H™(A)
orazrAeH,,, <= AecH,,,ACX,r>0.

Istotnie, jezeli A C |J A;, gdzie diam A; < 6,5 € N, torA C |J rA;, gdzie diam A; < 76, j € N.
=1 j=1

Stad H75(rA) < i Cn(TA) =1 i Com (A}). W takim razie H%(rA) < r™HJ*(A), co przy 6 — 0+ daje
j=1 j=1
H™(rA) < rmH™(A) = r™H™(L(rA)) < H™(rA). Ponadto,

H™T N (rA) +H™(T\ (rA)) =H™(r(:T N A)) + H™(r(+T \ A))
=r"HT(ET N A) + ™ H™ (FT\ A) < r™H™(L1T) = H™(T).
(g) Jezeli X = R", to jako I mozna wziaé rodzine wszystkich zbioréw zwartych i wypuklych (poniewaz
diam A = diam(conv A)).

Twierdzenie 13.9.2. Niech F' bedzie dowolnq przestrzenig unormowang, niech V. C R"™ bedzie zbiorem otwartym
iniechW : V. — F spetnia lokalnie warunek Holdera z wyktadnikiem o € (0, 1]. Wtedy:

(a) H™*(W(K)) < 400 dla dowolnego zbioru zwartego K C V. W szczegolnosci, na podstawie Obserwacji
13.9.1(c), H™(¥(V')) = 0 dla dowolnego m > n/c.

(b) Dla X = R"™ miara H" jest skoriczona na zbiorach zwartych. W konsekwencji, na podstawie Twierdzenia
13.7.5, H™ spetnia warunki (R1) — (R4).

Dowoép. (a) Wobec twierdzenie Lindelofa, wystarczy pokaza¢, H™/ @ (¥(P)) < +ooc, gdzie P CC V jest dowol-
na kostka zwarta o wszystkich krawedziach rownych ¢ taka, ze | ¥ (z') — ¥ (z")|| < Cl|z’ —2"||%,, a',2" € P.
Dla dowolnego N € N podzielmy kostke P na N™ matych kostek o krawedzi £/N. Niech P’ bedzie taka malg
kostka. Wtedy diam ¥ (P’) < C(¢/N)® =: §. Wynika stad, ze

Hj;g“(mp)) < a(n/a)N"(3CE/N)*)V* = a(n/a)(C)V " = M.

Gdy N — o0, wnioskujemy stad, ze H™/*(¥(P)) < M < +oo.
(b) Stosujemy (a) do F = R™, ¥ =id (o = 1). O

13.10. Miara Lebesgue’a

Niech X = R", JF := {@} U {P : P jest kostka}, ((&) := 0, {(P) := | P|. Konstrukcja Carathéodory’ego
daje:

e miary zewnetrzne L} = @5, L 1= ¢,

e o-algebre £, := M(L")
takie, ze

e B(R") C L,,

e L jest B-regularna i zupelna.

Miare £" nazywamy n—wymiarowq miarq Lebesgue’a naR™, a zbiory z £,, — zbiorami mierzalnymi w sensie
Lebesgue’a.

Obserwacja 13.10.1. (a) Dowolng kostke P C R™ mozna, dla dowolnego § > 0, rozbi¢ na skonczona liczbe
kostek o $rednicy < §. To implikuje, ze
o0 oo
L2(A) = L7(A) = inf{z 1P (P, cF, Ac | pj}, ACR",
Jj=1 Jj=1
W szczegdlnosci, jezeli |A| = 0, to L™(A) = 0.
(b) H' = L' (wobec Obserwacji 13.9.1(g)).
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(c) L£L™(P) = |P| dla dowolnej kostki P C R™. W szczegdlnosci, warunki (R1) — (R4) z Twierdzenia 13.7.5

zachodzg dla dowolnego B € £,,.
N N
Oczywiscie L™ (P) < |P|. Ustalmy € > 0.Niech P C |J P;ji ) |Pj| < L*(P) + ¢, gdzie N € NU {o0}.

Jj=1 Jj=1

Zwiekszajac nieco kazda kostke P; dostajemy nowa kostke Q; taka, ze P; C intQ; i |Q;| < |P;| + 277,
N No

Oczywiscie P C | int ;. Poniewaz kostka P jest zwarta, zatem istnieje Ny € N takie, ze P C |J int Q.
=1

J Jj=1
Stad na mocy wlasnosci catki Riemanna mamy:

No No
Pl= [ s [ (Xve) <Xl <Lnp)+2=
P PN =

(d) Miara L" jest niezmiennicza wzgledem translacji, tzn. dla g € R™ mamy: L"(A + zo) = L"(A) dla
dowolnego A C R" oraz A € £,, <= (A + ) € £, — CwiczeNIE (por. Obserwacja 13.9.1(e)).

(e) L(rA) = r"L"(A) orazrA € L, &= A € L,, A C X,r > 0— Cwiczenie (por. Obserwacja
13.9.1(f)).

(f) L™(A) =inf{L"(2) : AC 2 € topR"}.

Odnotujmy, Ze w rzeczywistosci prawdziwe jest nastepujace (trudne) twierdzenie.
Twierdzenie* 13.10.2. (*°) H"(A) = L"(A), A C R™.
Dowdd nierownosci H™ < L™ w Twierdzeniu 13.10.2. Wobec Obserwacji 13.10.1(f), wystarczy pokazac, ze dla do-
wolnego {2 € topR" takiego, ze L™({2) < 400, oraz dla dowolnego 0 < § < 400, mamy H} (2) < L"(£2).
Ustalamy (2 i 6. Niech F := {B(a,r) : B(a,3r) C £2, 6r < §}. Oczywiscie, supge r diam B < % < +o00.
Ponadto, (,(B) = L"(B), B € F. Do rodziny F stosujemy Twierdzenie o pokryciu 10.9.1 z 79 := 2. Otrzy-
mujemy rodzing Fy C F parami roziacznych kul takich, ze dla dowolnej kuli B = B(a,r) € F istnieje kula

By = B(ag, o) € Fo taka, ze ||a — ap|| < r+71¢ ir < 2r¢. Dla dowolnej skoriczonej podrodziny G C F mamy
> LMB) < LM(R2) < +oc.
Beg

Oznacza to w szczegdlnosci, ze rodzina (L™ (B))pe 7, jest sumowalna, a wiec, w szczegdlnoscei, rodzina Fy jest
co najwyzej przeliczalna (Obserwacja 6.2.7(c)). Na podstawie kryterium Cauchy’ego (Twierdzenie 6.2.6(iv)), dla
dowolnego € > 0, istnieje skoniczona podrodzina G, C Fy taka, ze

> LMB)<e.
BeFo\Ge
Niech K. := [Jpcg, B. Zbiér K. jest zwarty. Wezmy dowolne a € 2\ K. Niechkula B = B(a,r) bedzie taka,
7eB(a,3r) C 2\K.,6r < 6. Oczywiscie B € F. Dobierzmy kule By = B(ag, o) € Fotak, ze |la—ag|| < r+7o
ir < 2rg. Oczywiscie, By € Fop \ Ge. Ponadto, a € B(ag, r + r9) C B(aog, 3r¢). Tak wiec
\K.c |J B3
B(b,s)EFo\Ge

Wynika stad, ze rodzina kul G. U{B(b, 3s) : B(b, s) € Fo\ .} jest co najwyzej przeliczalnym pokryciem zbioru
{2 zbiorami wypuklymi i zwartymi o $rednicach < §. Wprost z definicji, mamy wiec:

M) < Y. GB+ Y Cu(B(b3s))
Bege B(b,s)EFo\ e
<> LB +3m > LB <L) +3%, >0, O
BeFy BeFo\Ge

Obserwacja 13.10.3. Kluczem do dowodu nieréwnosci L < H" w Twierdzeniu 13.10.2 jest nastepujaca nie-
rownos¢ izodiametryczna:

LM(A) <(,(4), AcCR™

(29) Zob. np. U. Storch, H. Wiebe, Lehrbuch der Mathematik, t. 3, Analysis mehrerer Verdinderlicher, Integrationstheorie, Spektrum Aka-
demischer Verlag, 1993, § 13.C.
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Istotnie, jezeli ona zachodzi, to na podstawie Obserwacji 13.9.1(g), dla A C R™ i § > 0, mamy:

= inf { Z ¢l Vjen : Aj jest zwarty i wypukly, diam A; <6, A C U Aj}
j=1

> inf { Z L"(A;}) : Vjen : Aj jest zwarty i wypukly, diam A; < 4§, A C U AJ-} > L7(A).
Jj=1

Zauwazmy, ze nierowno$¢ izodiametryczng wystarczy sprawdzi¢ jedynie dla A zwartych i wypuklych takich,
ze diam A > 0.

Przyklad 13.10.4 (Przyklad Vitaliego (*°)). £, ¢ P(R").

Niech P := [0,1]".Dlaz,y € P niechz ~ y <= z —y € Q™. Oczywiscie jest to relacja réwnowazno-
$ciowa. Na podstawie pewnika wyboru istnieje zbiér A C P taki, ze A N [z]~ jest zbiorem dokladnie jednoele-
mentowym dla dowolnego = € P. Przypu$é¢my, ze A jest mierzalny. Zauwazmy, ze dla dowolnych z,y € Q",
x # vy, zbiory A+ x 1 A+ y sgrozlaczne (jezelia+x = b+ ydlaa,b € A, to a ~ b, a stad, wobec wlasnoéci A,

dostajemy a = b, czyli © = y — sprzeczno$¢). Niech Q := [-1,1]", R :=[-1,2]", B:= |J (A+7r)CR.
reQrNQ
Wobec niezmienniczosci miary Lebesgue’a wzgledem translacji dostajemy: L*(B) = Y. L"(A+7) =
reQrNQ

> L"(A) < L™"(R) < 4o0. Zatem L™(A) = 0,astad L"(B) = 0. Z drugiej strony P C B (dla dowolnego
reQrNQ
x € P niech AN [z]. = {a}; wtedy © —a € Q" oraz x — a € Q), a wiec L™*(B) > 0 — sprzecznos¢.
Twierdzenie 13.10.5. A x B € £, dla dowolnych A € £, B € £,.

Dowép. Poniewaz A x B = (A x R?) N (R? x B), wystarczy rozwazy¢ przypadek B = RY. Poniewaz miara
Lebesgue’a spelnia (R3) (Obserwacja 13.10.1(c)), mamy A = F'U Z, gdzie F jest typu F,, za$ Z jest miary zero.
Oczywiscie F' x RY jest typu J,,. Wystarczy pokaza¢, ze Z x RY jest miary zero. W tym celu wystarczy pokazac,
ze Z X () jest miary zero, gdzie () jest dowolna kostka. Rozumujemy z definicji: dla dowolnego ¢ > 0, jezeli
ZC U Pj,gdzie > |Pj|<etoZxQC |J (P xQ)oraz Z |P; x Q| < €|Q|. O
JEJ jeJ jeJ

Twierdzenie 13.10.6 (Por. Twierdzenie 11.1.10(b)). Niech V' C R"™ bedzie zbiorem otwartym i niech¥ : V. —
R™ spetnia lokalnie warunek Holdera z wykladnikiem o > n/m (np. ¥ € CH(V,R™), m > n ia = 1). Wtedy:

(a) jezeliaw > n/m, to LT (¥(V)) = 0;

(b) jezeliacw =n/m i L"(A) = 0 dla pewnego A C V, to L™(¥(A)) = 0;

(c) jezelioo =n/miA e L, dlapewnego A CV,t0W(A) € Ly,

Dowob. (a) Wobec twierdzenia Lindelofa, wystarczy pokazad, ze kazdy punkt a € V' ma otoczenie U, takie, ze
L™(W(U,)) = 0.Ustalmy a € V iniech P CC V bedzie kostka taka, ze a € int P oraz ¥ spelnia w P warunek
Holdera z wykladnikiem «. Na podstawie Twierdzenia 11.1.10(b;) wiemy, ze |¥(P)| = 0, a stad L™ (¥ (P)) = 0.

(b) Podobnie, jak poprzednio, wystarczy pokaza¢, ze kazdy punkta € V ma otoczenie U, takie, ze L (¥ (AN
U,)) = 0. Ustalmy a € V iniech P CC V bedzie kostka taka, ze a € int P oraz ¥ spelia w P warunek

Hoéldera z wykladnikiem a: [|¥(2') — ¥ (2")|| 00 < Cll2’ —2"||%, 2, 2" € P. Ustalmy kostke @ C int P taka, ze
a € Q.Dlae > 0, niech (P;);cs bedzie co najwyzej przehczalnq rodzmq kostek taka, ze ANQ C |J P}, oraz
jed

> |P;| < e. Mozemy zalozy¢, ze P; C int P oraz (zwiekszajac nieco kostke P; i dzielac ja na mniejsze kostki),
JjeJ

ze P; ma réowne krawedzie r;. Zauwazmy teraz, ze dla dowolnego j € J, zbior ¥(P;) jest zawarty w pewnej
kostce ) o krawedzi < 2C75. Mamy wiec V(AN Q) C U Q; oraz

dolQ;I <> @Cr)™ = (20" " <

jeJ jeJ jeJ

Stad L(P(ANQ)) =0
(c) Poniewaz miara Lebesgue’a spelnia (R3) (por. Obserwacja 13.10.1(c)), zatem A = F'U Z, gdzie F' € F,,

za$ Z jest miary zero. Oczywiscie zbiér F moze by¢ przedstawiony w postaci F' = |J K, gdzie kazdy zbior
=1

(2°) Giuseppe Vitali (1875-1932).
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K jest zwarty. Na podstawie (b), zbiér ¥(Z) jest miary zero. Kazdy ze zbioréw ¥ (K;) jest zwarty. Ostatecznie
wiec, U(A) = U VU (K;)U¥(Z) jest mierzalny. O

13.11. Ogolna teoria calki

Niech p1 : 9 — [0, +-00] bedzie ustalona miara (mozemy my$le¢ o mierze generowanej poprzez konstruk-
cje Carathéodory’ego). Naszym celem bedzie okreslenie pewnych klas funkcji f : X — R, czytez f : X — C,
dla ktorych zdefiniujemy catke [y fdu wzgledem miary .

Definicja 13.11.1 (Catka dla funkcji prostych). Dla funkcji f € M7 (X), jezeli f = Z a;x 4, jest jej postacia
=1
kanoniczna, to ktadziemy

/ fdu —Z‘W € [0, +o0]

z zachowaniem konwencji 0 - (+00) := 0.

Obserwacja 13.11.2 (Wlasnosci calki dla funkeji prostych). (a) Definicja calki [ « fdu nie zalezy od wybo-

ru postaci funkeji f w tym sensie, ze jezeli funkcja f, o postaci kanonicznej jak powyzej, da sie réwniez przedsta-
M

wiéwpostacif = Z bk:XBk’ gdzie Bi,...,By €90, Bj NBy=0dlaj#k X = U Bj iby,...,bpr € Ry,
k=1 j=1

to
M

N
Zbkﬂ (B) =Y by _n(BrNA;) =

k=1 j=1 j=1 k=
) [y(af du—afxfdu, >0, f e M{(X).
© [x(f+9)dp= [y fdu+ [y gdp, f,g € M (X).

N
(AN By) = Zaju(A])

N M N M M N
/(f—l—g)duzz CRRCTEESED S WIEHEARD SIS WIC AN
X =1 k=1 j=1 k=1 k=1 j=1

N

:Z +Zb;€u (Bi) = /fdu—}—/gdu
j=1 k=1

() Dla f,g € M (X),jezeli f < g, to [y fdu < [ gdp.

(e) Jezeli [y fdy = 0 dla pewnej funkeji f € ME(X), to u({f > 0}) = 0.

(f) Dla A € Mmamy [,(f|a)dp = [ (xa-f)du, f € M (X); w szczegblnosci, jezeli X = Ay U---UAy,
gdzie Ay,..., Ay € M A;jNA, =@dlaj # k to [ fdu = fAl fdu + -+ fAN fdu dla dowolnego
feMX).

Definicja 13.11.3. Niech W bedzie pewna wiasnoscia przystugujaca punktom zbioru X. Powiemy, ze W za-
chodzi u—prawie wszedzie na X, jezeli istnieje zbidér miary zero Z taki, ze
{z € X : W(z) nie zachodzi} C Z.

Definicja 13.11.4 (Calka dla funkcji mierzalnych nieujemnych). Dla f € M*(X), jezeli (f,)3°; € MJ(X),
fn /" [ (por. Twierdzenie 13.3.3), to

/fdu:: lim /fnd,ue[O,Jroo].
X n—-+o0o X

Lemat 13.11.5. Powyzsza definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru ciggu (f,)5>, oraz pokrywa sie
z poprzedniq definicjq dla f € M7 (X).

N
Dowo6p. Niech f = Y a;xa, iniecch M (X) > fn /' f € MJ(X).Dla0 < ¢ < 1 polézmy
j=1

A i) ={z€A;: fo(z) >ta;}, j=1,...,N,neN
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Zauwazmy, ze A, ;(t) /* A;, gdy n / +00. Mamy

N
;tam(An,j(t)K /X fudp < /X fd.

Stad, przechodzac z n do +0o0, dostajemy:

tf sau< tim [ gudos [ san
b'e n—too Jx X
Teraz przechodzimy z ¢ to 1 i dostajemy lirf Jx fndu = [y fdp.

Przechodzimy do dowodu niezaleznosci definicji od wyboru ciggu. Niech
Mg (X)> fo / fEMT(X), Mg(X)>39. /[

Ustalmy k € N i zdefiniujmy h,, := min{f,, g }. Oczywiscie, h,, € M (X) oraz h,, /' gi. Na podstawie
pierwszej czesci dowodu wnioskujemy, ze [ hndp /[ grdp, a stad

lim / fodu > lim / hdys = / and.
n—-+oo X n—-+4o00 X X

Wobec dowolnosci k, dostajemy lirf Jx fndp > i 11141_1 Jx grdp. Zmieniajac rolami ciagi (fn)52 1. (gn)py
dostajemy poszukiwang réwnos¢. 0

Obserwacja 13.11.6 (Wlasnosci calki dla funkeji mierzalnych nieujemnych).

@ [y(af)dp=ofy fdp, o >0, f e MH(X).

b) [((f+9)dp= [y fdu+ [ gdp, f,g € MT(X).

(c) Dla f,g € M*(X), jezeli f < g,to [y fdu < [y gdp.

(d) Dla A € Mmamy [,(fla)dp = [ (xa-f)dp, f € MT(X); wszczegolnosci, jezeli X = A;U---UAy,
gdzie Ay,..., Ay € M AN A, = @dlaj # k to [ fdu = fA1 fdp+ -+ fAN fdu dla dowolnego
feMT(X).

(e) Jezeli [ fdu = 0 dla pewnej funkcji f € M (X), to u({f > 0}) = 0. u(4;) = 0,5 e N.

(f) Jezeli [ fdp < +oo dla pewnej funkeji f € M™(X), to u({f = +oo}) = 0.

Twierdzenie 13.11.7 (Twierdzenie o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem calki). Jezeli
MHI(X) 3 fo /(1) t0 [ fudp /[ fdp.
Dowoép. Oczywicie nl{r—}r—loo Jx fadp < [y fdp. Niech M (X) 3 fax /" foogdy k /7 +00,n € N. Zdefi-

niwjmy g,, := max{fin, fo.n, - - -, fnn}. Oczywiscie g, € M{ (X). Wida¢ réwniez, ze g, < fn, n € N. latwo
pokaza¢, ze g, / f (CWICZENIE). W takim razie, [ fdu = lir}rl Jx gndp < lirf Jx fadp. O

Whniosek 13.11.8. Dla dowolnego ciggu (f)5-; C M1 (X) mamy [, ( 21 fn)du = 21 I fndp.

Whniosek 13.11.9. Dla dowolnego f € MT(X) funkcjav(A) := [, fdu, A € M, jest miarq nieujemng na M.
Ponadto, [ gdv = [y fgdu, g € MT(X). *
Dowdp. Niech (4;)72; C M, A; N Ay, = @ dla j # k. Mamy:

j=1
j=1

Wzér (*) zachodzi oczywiscie, gdy g = x4 dla A € 9. Zachodzi wigc dla nieujemnych funkcji prostych, a stad,
na podstawie twierdzenia o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem calki, dla dowolnych funkcji
z MT(X). O
Whiosek 13.11.10. Jezeli M (X) 5 f, \, f (*2) i [ fidp < +00, to [ frdp \, [ fdp (*?).

31) Oczywiscie, f € M1 (X).

32) Oczywiscie f € M (X).

33) Mozna oczywiscie zatozy¢, ze f X fndp < +oo dla pewnego N. Bez zadnych dodatkowych zatozen twierdzenie nie jest praw-

dziwe — CWICZENIE.
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Dowép. Niech Z := {f; = 4+o00}. Wiemy, ze 1(Z) = 0. Na zbiorze X \ Z rozwazmy ciag f1 — fn, n € N.
Stosujac do niego twierdzenie o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem mamy: [ X\ 4 (f1 —

fn)dw / fx\z(fl — f)dp. Stad: fX fndp = fX\Z frdp ™\ fx\z fdu = fX fdu. o

Wnhiosek 13.11.11 (Lemat Fatou (3*)). Dla dowolnego ciggu ()52, C M™(X) mamy:

n—+oo n—+oo

/(hmlnffn hmlnf/ Sfndp.
X

Odnotujmy, ze nawet jezeli granica f := 111_1‘_1 [fn istnieje, to bez dodatkowych zalozen mamy: [, fdu <

lim}_nf Jx fndp, np. X := N, iy — miara liczaca, f,, := X{n}, n € N.

Dow6p. Mamy f := liminf fn = sup{gn : n € N}, gdzie g,, := inf{fy : k > n}. Zauwazmy, ze g, < gn+1
oraz g, < fn.Stad fX fdu = hm fX Gndit < hm 1nff fndp. O

Definicja 13.11.12 (Calka). Niech
LX) = L'(X,p) o= { f € M(X / [fldu < +o0},

LY(X,C) = LM (X, C, ) = {feM(X,C):/X|f\du<+oo}.

Jezeli f € LY(X),to [y fydp < 4+00i [ f-dp < +00, a zatem mozemy zdefiniowaé calke

/X fd = /X Fedp - /X f-dp.

Z powyzszego wzoru wynika, ze pojecie catki mozemy rozszerzy¢ na takie funkcje, dla ktorych [y fidu < 400
lub [ « f-dp < 400 (chodzi o wykonalno$¢ dziatan).

L'(X,C) jest zespolong przestrzenia wektorowa. Jezeli f = u + iv € L1(X,C), to u,v € L*(X), a zatem
mozemy okresli¢ catke [y fdu = [ udp + i [, vdp. Oczywiscie dla f,g € M(X) (odp. f,g € M(X,C))
takich, ze f = g u-prawie wszedzie na X mamy: f € LY(X) <= g € L1(X) (odp. f € L' (X,C) < g €
L'(X,C)). Ponadto [y fdu = [y gdp.

0d tej chwili, méwiac o funkcji klasy L', bedziemy mieé na mysli cata klase réwnowaznosci wzgledem po-
wyzszej relacji ~ réwnosci pi—prawie wszedzie na X . Innymi stowy, zamiast przestrzeni L' (X) (odp. L!(X, C))
rozwazamy L*(X)/~ (odp. L*(X,C)/ ~). Nie bedziemy wprowadza¢ specjalnych oznaczen na te przestrzenie
ilorazowe i oznaczymy je ponownie przez L'(X) (odp. L (X, C)). Utozsamienie to pozwala réwniez zaliczaé do
przestrzeni L'(X) (odp. L' (X, C)) (i w konsekwencji — catkowa¢) funkcje okreslone prawie wszedzie. Poste-
pujemy nastepujgco: jezeli f € M(X \ Z) (odp. f € M(X \ Z,C)), gdzie Z jest zbiorem miary zero w X, to
rozszerzamy f do funkcji mierzalnej fo na X kladac fy := 0 na Z i definivjemy f € L'(X) <= fo € L*(X)
(odp. f € L'(X,C) <= fo € L'(X,C)). Ponadto kladziemy [, fdu := [ fodp.

Powyzsze umowy beda w dalszym ciggu stosowane automatycznie bez specjalnych komentarzy.

Obserwacja 13.11.13 (Wlasnosci calki).  (a) Jezeli f € L1(X), to {f = —oo} U {f = +oo} jest zbio-
rem miary zero. Wynika stad bardzo wazny wniosek, ze w gruncie rzeczy zamiast L'(X) wystarczy rozwazaé
L'(X,R), a wiec pewna podprzestrzen L!(X,C). W tym sensie np. L' (X) jest rzeczywista przestrzenia wek-
torowa.

(b) Calka L'(X,K) > f — [y fdu € K jest operatorem K-liniowym.

Istotnie, wystarczy rozwazy¢ jedynie przypadek rzeczywisty. Dla dowodu jednorodnosci wystarczy zaob-
serwowad, ze (—f)y = f_ i (—f)_ = fy.Dla dowodu addytywnosci, niech f,g € L*(X), h := f +g. Wtedy
hy—h_=fy—f-+gy—g_.Stadhy+f_+g_ =h_+fy+gy,azatem [, hodu+ [ fodp+ [ g-dp =
Jx h—dp+ [y frdp+ [y g+dp, co daje zadany wynik.

(c) Dla f,g € L*(X), jezeli f < g.to [y fdu < [y gdp.

(3*) Pierre Fatou (1878-1929).
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@) | [ fdul < [y |fldu, f € L'(X,C). Ponadto, rownoé¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
a € Sy takie, ze | f| = af p-prawie wszedzie.
Istotnie, niech | [ fdu| = et [ « fdp. Wtedy korzystajac z liniowosci catki mamy:

\/ fan] = e ( / (e f)dn) /Re (% f) du</ Fldp

Jezeli | [ fdu| = [ |f|du. to na podstawie powyzszych réwnosci, [ (|f| — Re(e' f))du = 0, a stad
If| = Re(e'? f) u—prawie wszedzie. W konsekwencji Im(e?® f) = 0 y-prawie wszedzie i ostatecznie |f| =
e f ji-prawie wszedzie.
Twierdzenie 13.11.14 (Ciaglosé¢ calki wzgledem zbioru). Jezeli f € L'(X,C), to dla dowolnego ¢ > 0 istnieje
6 > 0 taka, ze jezeli A € M ip(A) <6, tol [, fdu| <e.

Dowdp. Wobec Obserwacji 13.11.13(d) wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy f € M1 (X), [, fdu < +oc.
Niech g € M (X) bedzie taka, ze g < f i Jx(f —g)dp < 5. Przyjmijmy C := maxx g. Wtedy [, fdu <
5+ [a9dn < 5+ Cp(A). O

Whiosek 13.11.15. Jezeli f € L*((a,b), L), gdzie —0o < a < b < +0o0, to funkcja
(a,b) 3 x> fdct
(a0]

Jest absolutnie ciagla, tzn. dla dowolnego ¢ > 0 istnieje § > O taka, ze dla dowolnych punktéow a < a; < by <
N N

as < - <by_1<any <by <b,jezeli Y (bj —aj) <d,t0 Y |f(b;) — f(a;)| < e. W szczegdlnosci, funkcja
j=1 j=1

ta jest jednostajnie ciggta.

Twierdzenie 13.11.16 (Twierdzenie Lebesgue’a o zmajoryzowanym przechodzeniu do granicy pod znakiem
catki). Jezeli (fn)5; C LY(X,C), fn — foraz|fn| < g, n €N, gdzieg € L*(X), to [y fudp — [y fdp.

Dowoép. Oczywiécie wystarczy rozwazy¢ tylko przypadek rzeczywisty. Mamy |f,, — f| < 2g, n € N. Stad, na
podstawie Lematu Fatou, dostajemy

/X(2g)du<1imir£/x(29*|fnffl)du=/(29 du*hmsup/ | fr — fldp,

n—+ n—-+oo

skad bezposrednio wynika teza. O

(o]
Whiosek 13.11.17. Jezeli (f,)2>, € L'(X,C) oraz Z |fn] € LY(X), to szereg > f, jest zbiezny u—prawie

n=1

wszedzie oraz fX ( > fn)du = Z fX frndp. W szczegélnosci, jezeli E pw(A4,) < +oo, to zbior {z € X :

n=1
x nalezy do nieskonczeme wielu An} Jjest miary zero.

Dowép. Poniewaz Z |fn| € LY(X), zatem na podstawie Obserwacji 13.11.13(a), Z |fn] < 400 p—prawie
wszedzie, co daje zbleznosc szeregu. Wzor wynika z twierdzenia Lebesgue’a. O
Whiosek 13.11.18. Dla f € L' (X, C) funkcja9M > A+ J 4 fdp € C jest miarg zespolong.

Dowdp. Przeliczalna addytywno$¢ wynika z Wniosku 13.11.17. Niech mianowicie (4;)52; C 9, A;N A, = &
dla j # k. Mamy:

V(]QAJ')—/XXGAj'de—/(ZXA fdu Z/XA fdp = Z( i)

7j=1
j=1

poniewaz [ '21 Ixa, - fldp < [y |fldp. O
=

Twierdzenie 13.11.19. Niech f € L'(X,C) i [, fdu = 0 dla dowolnego A € M. Wtedy [ = 0 p—prawie
wszedzie.
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Dowdp. Wystarczy rozwazy¢ przypadek f € L'(X). Wiemy, ze twierdzenie zachodzi dla f € M™T(X) (Ob-
serwacja 13.11.6(e)). Wystarczy wiec pokazaé, ze [y fydu = [ f—dp = 0.Istotnie, np. niech A := {f > 0}.
Wtedy 0 = [, fdu= [, frdu= [y frdp. O

Twierdzenie 13.11.20 (Srednia catkowa). Zatézmy, ze u(X) < +oo. Niech C C C bedzie dowolnym zbiorem
domknigtym. Przypusémy, ze dla f € L*(X,C), przy dowolnym A € 9 takim, ze p(A) > 0 mamy Sa(f) =
ﬁ Ju fdu € C. Wtedy f(x) € C dla p-prawie wszystkich x € X.

Dow¢p. Ustalmy ciag kot domknietych (K (aj,75))32, taki, ze C\ C = |J K(aj,7;) (CwiczENIE). Wystarczy
j=1

pokazaé, ze f~'(K(a;,r;)) jest zbiorem miary zero dla dowolnego j. Ustalmy j i niech a := aj, r := r;,
A:= f~Y(K(a,r)). Przypuéémy, ze i(A) > 0. Wtedy:

Sa(9) =l = 2| [ (1 =] < 25 [ 1 —alau<r

co oznacza, ze Sa(f) € K(a,r) C C\ C — sprzeczno$é. O
Twierdzenie 13.11.21 (Nieréwnos¢ Jensena (*°)). Zalézmy, ze u(X) = 1 i niech f € L'(X,R). Niech P C R
bedzie przedziatem takim, ze f(x) € P dla pu-pw. x € X. Wtedy dla dowolnej funkcji wypuklej g : P — R
mamy-'g( Ix fdu) < Jx(go fdp.

Dow6p. Przypomnijmy (Twierdzenie 5.8.11), ze g € C!(P). Zauwazmy, ze [, fdu € P oraz, ze go f € M(X)
(Obserwacja 13.2.2(1)). Niech ¢y := fX fdp. Przypomnijmy (Definicja 5.8.1), ze

9(t) —9(s) _ g(u) —g(1)
t—s = u—t

, Ss,t,bue P, s<t<u

W szczegblnosci, %fn(t“) >C, ty<u,gdzieC :=sup {M 15 < to}.

u to—s
Tak wiec, g(u) > g(to) + C(u — to) dla dowolnego u € P. W szczegdlnosci, g o f > g(to) + C(f — to)
p—prawie wszedzie. Calkujac stronami dostajemy (por. Obserwacja 13.11.13(c))

[ o niduzgtta)+ ([ ran—ta). .

Uwaga 13.11.22. (a) Jeszcze raz przypomnijmy, ze w teorii calki nie jest istotne to, co si¢ dzieje na zbiorach
miary zero. W zwiazku z tym, poprzednie wyniki mozna przeformulowa¢ tak, aby odpowiednie zalozenia i wa-
runki byly spelnione p—prawie wszedzie. Tezy pozostang bez zmian. To, czy uzyjemy sformulowania ,prawie
wszedzie”, czy nie jest w gruncie rzeczy kwestig naszego wyboru: zawsze mozna przeciez zmniejszy¢ X o sto-
sowny zbidr miary zero i mie¢ juz sformulowanie ,wszedzie”. Uwaga ta dotyczy oczywiscie zalozen, a nie tezy
(np. we Wniosku 13.11.17).

(b) Pojecie calki (oraz wiekszos¢ twierdzen) mozna rozszerzy¢ na funkcje f : X — FE, gdzie E jest osrod-
kowa przestrzenia Banacha.

13.12. Przestrzenie LP
Niech p : 9 — [0, +oco] bedzie ustalona miara i niech Y € {R, C}.
Definicja 13.12.1. Dla 0 < p < +o00 zdefiniujmy

LX) = {f € M(X. ) /X fPdp < o0},

LP(X,Y, ) = {f e M(X,C,m) : /X \fIPdu < +oo}.

Obowiazuja skroty LP (X, u), LP(X) oraz zasada utozsamiania funkcji rownych p—prawie wszedzie. Niech

o= ( [ Arran)”"

(35) Johan Jensen (1859-1925).
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Dla f € M(X) niech esssupy f := inf{C € R : f < C p-prawie wszedzie}. Zauwazmy, ze f < esssupy f
pu—prawie wszedzie, tzn. zbiér {f > esssupy f} jest miary zero. Istotnie, niech C' := esssupy f i niech f <

[e o]
C+ % na X \ Z;, gdzie Z,; jest miary zero, j € N. Wtedy f < C'na X \ 'U1 Z;.
j=

Niech L (X) = L™(X, u) := {f € M(X) : | f] jest ograniczona u—prawie wszedzie}. W ten sam sposob
definiujemy L>°(X,C) = L>®(X,C, ). Potozmy || f|| L := esssupy |f]-

LP(X,C) jest zespolona przestrzenig wektorows, 0 < p < +o0. Istotnie, przypadek p = +00 jest oczywisty.
W przypadku 0 < p < +o00, wystarczy skorzystac z nierdbwnosci (a + b)P < 2P(aP + bP), a,b > 0.

Podobnie jak w przypadku L!, zamiast przestrzeni LP(X) mozemy rozwazaé przestrzenr LP(X,R) jako
podprzestrzen LP(X, C). Aby unikna¢ przypadkow trywialnych, dalej zaktadamy, ze zaktadamy p(X) > 0.

Powiemy, ze liczby 1 < p, ¢ < 400 sg sprzezone, jezeli % + % =1 (36).

Twierdzenie 13.12.2 (Nier6wno$¢ Holdera). Jezelip, ¢ > 1 sq sprzezone, to dla dowolnych funkcji f € LP(X,C),
g € LY(X,C), funkcja fg jest klasy L* (X, C) oraz zachodzi nier6wnoé¢ Holdera:

Ifgller < 1Flzellgl

Ponadto, dlal < p,q < 400, rowno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istniejqg cv, 3 > 0 takie, zea+ 3 > 0 oraz
alf|P = B|g|? u—prawie wszedzie na X. (1)

La-

Dowoép. Nierownosc jest oczywistadlap = 1,g = +o00ip = +00,g = 1. Dla 1 < p,q < +00 rozumujemy
nastepujaco. Po pierwsze mozemy zalozy¢, ze f # 01 g # 0. Po drugie, zastepujac f przez f/||f||L» 1 g przez
9/19|| a, mozemy zalozy¢, ze || f||z» = ||g||L« = 1. Mamy pokaza¢, ze [, |fg|du < 1, gdzie A := {fg # 0}.
Funkcja t — exp(t) jest wypukla. W szczegolnosci, erti %et + %e“, t,u € R, przy czym réwno$é zachodzi
jedynie, gdy ¢ = u. Dla dowolnego = € A dobieramy ¢, u € R takie, ze | f(z)| = exp(t/p), |g(x)| = exp(u/q).
Stad | f(x)g(z)| < %\f(a:) P+ %|g($) |7, z € A. Calkujac stronami dostajemy zadana nierdéwnos¢.

Zatézmy, ze 1 < p,q < +oo. Jezeli speiony jest warunek (1) inp. 3 > 0, to |g| = c¢|f[P/9 u-prawie
wszedzie na X, gdzie ¢ > 0,a stad ||gl|ze = ([ [fP)Y9i | fallrr = c [ | f|Pdp.

Zatbézmy, ze w nieréwnosci Holdera zachodzi rownosé. Mozemy pomingé przypadek, gdy f = 0lub g = 0.
Wtedy, dla postaci zredukowanej, musimy mie¢ | fg| = %| fIP + %| g|? p—prawie wszedzie na A, co oznacza, ze
|f|P = |g|9 p—prawie wszedzie na A. Wracajac do postaci niezredukowanej, dostajemy (1) u-prawie wszedzie na
A. Pozostaje pokaza¢, ze warunek ten zachodzi yi-prawie wszedzie na X . Wystarczy pokazad, ze zbiory { f # 0}\
Ai{g# 0} \ A samiary zero. Wynika to z ciggu nierdwnosci || || o x) l9]lLa(x) = [y [fgldn = [, |fgldp =
Ifllzellglliacay < IfllLegr20m 9l Lacrgzop)- O

Twierdzenie 13.12.3 (Nieréwno$¢ Minkowskiego). Dla dowolnego 1 < p < +oo i dla dowolnych f,g €
LP?(X,C) zachodzi nieréwno$¢ Minkowskiego

If +gllee < fllze + llgllzr-

Ponadto, dla1l < p < 400 rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq liczby o, 3 > 0, a + 3 = 1, takie,
ze|f| = alf + gl lg| = BIf + g| p—prawie wszedzie. (*)

W szczegolnosci, (LP(X,K), || ||») jest przestrzeniq unormowang nad K dla dowolnego 1 < p < +o0.
Przestrzeri L?(X, C) wraz z iloczynem skalarnym (f,g) — (f,g)r> := fX fgdu jest przestrzeniq unitarng, a
nierowno$é Holdera to po prostu nierdwnos¢ Schwarza.

Obserwacja 13.12.4. Zauwazmy, ze warunki (¥) sa rownowazne istnieniu liczby ¢ > 0 takiej, ze f = tg u-
prawie wszedzie lub g = t f u—prawie wszedzie.

Istotnie, jezelinp. f = tg, to |f| = (¢/(t+1))|f+glilg] = (1/(t+1))|f+g| (x6wnosci u—prawie wszedzie).

Odwrotnie, jezeli (f) zachodzi, to rozumujemy nastepujaco: Przypadek a = 0 (odp. 3 = 0) sprowadza
sie do réwnosci f = 0g (odp. g = 0f). Mozemy wiec zalozy¢, ze o, 6 > 0. Niech ¢t := «/f. Zauwazmy, ze
|f| = tlg|l- W szczegdlnosci, A := {f = 0} = {g = 0} (z dokladnoscig do zbioru miary zero). Pozostaje
sprawdzi¢, ze Arg f = Argg poza A. Poniewaz o + 5 = 1, dostajemy réwnosé |f| + |g| = |f + g], czyli
[£12 42| fllgl + l9|> = |fI? + 2Re fg + |g|*. Stad | f||g| = Re £, co daje réwnoéé argumentéw poza A.

(36) W szczegolnoscei, 1 1 +00 sa sprzezone.
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Dowdd Twierdzenia 13.12.3. Nier6wno$¢ jest oczywistadlap = 1ip = +00.Dlal < p < +00 rozumujemy
nastepujaco. Wiemy, ze LP jest przestrzenig wektorowa, a wiec f + g € LP. Mozemy oczywiscie zalozy¢, ze
| f 4+ gllz» > 0. Niech g bedzie sprzezone z p. Mamy [ |f + g|Pdu < [ (|f] + |g])Pdp oraz

/X (171 + lgl)Pdu = /X IS+ gP~tdp + /X 9111+ g~ ds

Holder

L8 ([ 111007 d) "+ gler ([ 071+ 19D o)

Poniewaz (p — 1)q = p, wiec dzielac powyzsza nierownos¢ przez [ (| f| + lg|)Pdu)'/9 dostajemy zadana nie-
réwnos$¢ Minkowskiego.

Jezelidla1l < p < 400 w nieréwnosci Minkowskiego zachodzi réwno$¢ i pominiemy przypadek trywialny,
gdy f = 01ub g = 0, to na podstawie powyzszych nierdwno$ci mamy |f + g| = | f| + |g| u—prawie wszedzie
oraz (korzystajac z Twierdzenia 13.12.2) | f|? = c(|f| + |g]) =9, |g|P = d(|f] + |g|)?~ D7 p-prawie wszedzie,
gdzie ¢,d > 0. Wynika stad, ze a(|f] + |g]) = |f| i B(f] + |g]) = |g| n—prawie wszedzie, gdzie a, 3 > 0.
Pozostaje zauwazy¢, ze o + 3 = 1.

Jezeli spelniony jest warunek (}), to |f|P? = oP(|f + g|)?, [g|P = BP(|f + g|)P p-prawie wszedzie, a wigc
mamy réwnosc. O

1/q

Twierdzenie 13.12.5. Jezeli u(X) < 400, to dla dowolnych1 < r < s < +00 mamy: L*(X,C) C L"(X,C)
(7). Ponadto, operatorid : L*(X,C) — L"(X,C) jest ciggty.

Dowép. Dla s = 400 mamy || f||zr < (u(X ))1/T'Hf||Loc f € LOO(X (C).
Gdy s < 400, stosujemy nierownos¢ Holdera z p :=

Lr= (/X |f‘Td,U>1/T = (/X 1- |f|rdu)1/
I L e

Twierdzenie 13.12.6. LP(X,C) jest przestrzeniq Banacha dla dowolnego 1 < p < +o00. W szczegblnosci,
L?(X, C) jest przestrzeniq Hilberta.

11

feLs(X,C). O

Dowop. Niech (fi)52, C LP(X,C) bedzie dowolnym ciggiem Cauchy’ego.
e Przypadek 1 < p < +4o0. Wystarczy pokazaé, ze pewien jego podciag jest zbiezny. Niech (f,, )7,
bedzie podciagiem takim, ze || fn, ., — fn,llzr < 27F, k > 1. Zdefiniujmy

N 0o
gN = ]; |fnk+1 - fn;c|a g = NEIEOOQN = Z |fmc+1 - fnk|

Zauwazmy, ze gy € MT(X)NLP(X), [lgnr < LneN, gk / gP € MT(X). W takim razie [, gPdp < 1

o0
W szczegolnosci, g < +oo pu—prawie wszedzie. Oznacza to, ze szereg > (fn,,, — [n, ) jest zbiezny bezwzglednie

o0
na X \ Z, gdzie Z jest miary zero. Potozmy f := fn, + > (fn,y — fn,) na X \ Z oraz f = 0 na Z. Wtedy
k=1
fn, — [ p-prawie wszedzie na X . Poniewaz f — fr, = > (fn, 1 — fn,,) p—prawie wszedzie oraz > || fn,,, —
k=¢ k=/¢

Jrelloe < Z 27k zatem f € LP(X,C) oraz || f, — fllz» — 0.
° Przypadek p = 400 jest znacznie prostszy — postepujemy nastepujaco. Niech

Z = U{\fkl > [ fellze} U U {f = fel > Ifx = fell>}-

k(=1

Wtedy Z jest zbiorem miary zero oraz (fx|x\z)52; jest ciagiem Cauchy’ego w B(X \ Z,C). W takim razie
fr — [ jednostajnie na X \ Z, gdzie f € M(X \ Z,C) N B(X \ Z,C). Zdefiniujmy f := 0 na Z. Wtedy
f € L>®(X,C)oraz || fr — fllpee — 0. O

(37) CwiczeniE: Czy whasnosé ta zachodzi w przypadku, gdy p(X) = 400 ?
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Twierdzenie* 13.12.7. Niech(0 < p < 1.
(a) Funkcja
Qp(fvg) = Hfng[z,P:/ ‘f*9|pdﬂ7 f,gELp(X,(C),
X
jest metrykq translatywng na LP (X, C).

(b) Dzialania w przestrzeni LP (X, C) sq ciggle w topologii zadanej przez metryke op.
(¢) Przestrzer (LP(X,C), 0p) jest zupetna.



ROZDZIAL 14

Calka Lebesgue’a

14.1. Calka Riemanna a calka Lebesgue’a

Twierdzenie 14.1.1 (Poréwnanie catki Riemanna z catkg Lebesgue’a). Zalézmy, ze A € J(R™) i niech f :
A — C bedzie funkcjq ograniczong. Wtedy:

(@) Ae L,

(b) f € R(A) = f e L' (A) (!). Ponadto o= [, fdcr.

(¢) fe€R(A) <> L™"(Na(f)) =0, gdzie Na(f) := {a € A : f nie jest ciggla wa}.

Dowép. Poniewaz A = (int A) U Z, gdzie | Z| = 0, a zbiory o objetosci zero majg miare zero, zatem A € L,,.
Dla pozostalej czesci dowodu mozemy zalozy¢, A = P jest kostka (2) Ponadto mozemy zalozy¢, ze f > 0.
Ustalmy normalny ciag podzialow prostych (m,)52 , taki, ze 11 < mg, k > 1.Niechmy, = {Py 1, ..., Pym, }-

Ustalmy w dowolny sposob przynaleznos¢ $cian, tak by z kostek Py 1, ..., Py m, otrzymac ,kostki” rozlaczne

Qk,1;- -+, Qk,m, dajace w sumie P. Dla kazdego k otrzymalismy rozbicie P na zbiory £,-mierzalne. Niech

mp mg
Li =Y _m(f, Prj)Xqu,» Uk=Y_ M(f, Pi;)Xq.,-
j=1 j=1
0o my
Oczywiscie, Ly, U, € M{ (P, L,). Niech Z := |J |J 0Py ;. Zbior Z jest miary zero i jak tatwo wida¢ L, <
k=1j=1
f <UgnaP\ Z. Ponadto, Ly < L1 iU > Ugr1na P\ Z, k > 1. Zdefiniujmy L := klir+n LynaP\ Z
— 100

i L := 0 na Z. Analogicznie, niech U := khrf U.na P\ ZiU := 0naZ Wtedy L,U € MT(P,L,)

iL < f < UnaP\ Z. Napodstawie twierdzef o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem catki
oraz Obserwacji 12.1.5(f) mamy:

M%ﬂ=LMM%(AMﬂ,M%ﬁ/LJE

Umﬁ:AWW\LMW,WWﬂ\Kf

Tak wiec j; f—=J.pf=Jp(U—=L)dL". Wynika stad, ze f € R(P) <= L = U L"-prawie wszedzie. Ponadto,
jezeli L = U L"-prawie wszedzie, to wobec zupelosci miary £", mamy f € M™ (P, L,,) oraz

/ fdcr = / LdL" = / Udcn,
P P P

awiec f € L'(P) oraz [, fdL™ = [, f. Pozostaje zauwazy¢, ze
L=U L"-prawie wszedzie

wtedy i tylko wtedy, gdy L"(Np(f)) =0

Istotnie, niech zp € P\ (ZUNp(f)) inieche > 0. Wobec ciaglosci funkcji f w punkcie zo, istnieje kostka
Q@ C P o $rodku w punkcie xg taka, ze | f(2") — f(2")| < e dladowolnych 2/, 2" € Q. Poniewaz diam 7, — 0,
zatem dla dostatecznie duzych £ mamy nastepujaca sytuacje: jezeli g € Py, j(x), to Py jx) C Q (zauwazmy, ze
J(k) jest jednoznacznie wyznaczone). W takim razie Uy (z¢) — Li(z) < &, k> 1.

W drugg strone: Niech L = U na P\ Zy, gdzie Z C Zy i Zy jest miary zero. Wezmy xg € P\ Zpie > 0.
Wtedy Uy (z0) — Li(zo) < e dlak > ko. Przypusémy, ze o € int Py, j, =@ W. Wtedy dla x € W mamy
Ly (20) = Lo () < f(2) < Ugy () = Uy (w0), astad | f(2) — f(z0)] <e. u

1) Tu i dalej, LP(A) := LP(A, L™).
2) Przy whasnosci (c) trzeba zauwazy¢, ze gdy A C P,to Na(f) C Np(fo) C Na(f) UOA.

273
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14.2. Zasada Cavalieriego. Twierdzenia Tonellego i Fubiniego

Twierdzenie 14.2.1 (Zasada Cavalieriego (3) ). Niech A € Lp,14 (0,q € N). Wtedy:
(a) istnieje zbior Z(A) C RP miary zero taki, ze przekroj
A(t) :={ueR?: (t,u) € A}
nalezy do L, dlat € RP \ Z(A);
(b) odwzorowanie RP >t 24, LI(A(t)) € [0, +00] jest £,,—mierzalne (*);
(c) LPTI(A) = [o, PadLP = [, LI(A(t))dLP(L);
(d) jezeli prg,(A) € Ly, to LPTI(A) = [ LI(A(t))dLP(2).
L

prgp (A)
W szczegolnosci, jezeli B € L, C € Ly, to LPTI(B x C) = LP(B) - L1(C) (por. Twierdzenie 13.10.5).

Oczywiscie (d) wynika z (c).
Zauwazmy, ze zbidr pry, (A) moze nie by¢ mierzalny (np. A := B x C, gdzie B nie jest mierzalny, a C jest
miary zero).

Dowép. Niech JF oznacza rodzing wszystkich A € £,,4,, dla ktérych (a), (b) i (c) zachodza. Zauwazmy od razu,
ze @ € ¥F. Udowodnimy kolejno, ze:

19: Dla dowolnych kostek P C R?, Q C RY oraz dla dowolnych zbioréw int P € B C P,intQ C C C Q
mamy A := B x C € F.Ponadto Z(B x C) = &

20: Jezeli (A4;)32, CFiA;NAy = dlaj#ktod:= UA € F. Ponadto, Z(A) C U Z(4;).

1

30: Jezeli (4j)72, CFiA; CAj,jeENto A= Aj € F. Ponadto, Z(A) C U ( i)
Jj=1 j=1

||C8

49: top RP*T9 C F oraz Z(12) = & dla dowolnego zbioru otwartego 2.
5%: Wszystkie zbiory typu F, naleza do F oraz Z(A) = & dla dowolnego zbioru typu F,.

o0
6%: Jezeli (A;)52, C FiA; D Aji1,j € N, oraz A jest ograniczony, to A := (] A; € F. Ponadto,
j=1

Z(A) @ Z(A;).

7%: Wszystkie zbiory miary zero naleza do J.

Przypomnijmy (Twierdzenie 13.7.5), ze kazdy zbior mierzalny A € L, jest postaci C' U Z, gdzie C jest
typu F,, za§ Z jest miary zeroi C N Z = & (5) Tak wiec 20 + 5 + 70 = F = £, co zakoficzy dowéd.
Przechodzimy do dowodéw poszczegdlnych punktéow 10 — 79,

19: Oczywiécie A(t) = C dlat € Bi A(t) = @ dlat ¢ B, a wiec (a) zachodzi (Z(A) = ). Ponadto,
D4(t) = LYA[R) = LYC) =|Q|dlat € Bi 45 (t) = dlat ¢ B. W szczeg6lnosci, odwzorowanie @ 4 jest
mierzalne i LPT9(A) = |P x Q| = |P| - |Q| = LP(B) - L = Jo» PadL?.

[e o] o0
20: Zauwazmy, ze A(t) = U A;(t),t € RP. Wynika stad, ze (a) zachodzi przy Z(A) := |J Z(A;).Ponadto,
j=1

wobec rozlacznosci zbiorow A;, j € N, mamy ¢4 = Z D4, naR?\ Z(A). Wynika stad (b) oraz, ze
j=1

/ B dLP = Z / Gy, dLP = ZL:W = £r+a(A)

(na podstawie twierdzenia o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem calki).

3) Bonaventura Cavalieri (1598-1647).

4) Uwaga: W tym wzorze £9 oznacza zewnetrzng miare Lebesgue’a — oczywiscie jest to istotne jedynie na zbiorze Z(A).

5) Formalnie, z Twierdzenia 13.7.5 wnioskujemy, ze dowolny zbiér A € Ly, jest postaci C U Z, gdzie C jest typu T, zas Z' jest
miary zero. Kladziemy teraz Z := Z' \ C.
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3%: Mamy A;(t) / A(t), t € RP, a wiec (a) zachodzi przy Z(A) := |J Z(A;). Ponadto, 4, / $4 na
j=1
RP \ Z(A). Wynika stad, ze (b) zachodzi oraz, ze
/ ®4dLP = lim Da,dLP = lim LPTI(A;) = LPTI(A)
- j=Foo Jgp O j—Foo

(na podstawie Twierdzenia 13.11.7).

49: Kazdy zbiér otwarty jest suma co najwyzej przeliczalnej rodziny parami roztacznych ,kostek” takich jak
w 19 (por. Obserwacja 13.1.5) i mozemy skorzystaé z 2°.

5%: Wobec 3° wystarczy sprawdzié, ze kazdy zbiér domkniety nalezy do F. Ponownie korzystajac z 3°,
widzimy, ze mozna sie ograniczy¢ do zbioréw domknietych i ograniczonych. Niech A bedzie takim zbiorem,
niech ) bedzie otwartg kostkg ograniczong taka, ze A C Q) iniech 2 := Q \ A. Mamy A(t) = Q(¢) \ (1),
t € RP, a wiec, na podstawie 19 14°, warunek (a) zachodzi (Z(A) := @). Ponadto, &4 = ¢ — P, na RP, wiec (b)
rowniez jest spelnione. Na koniec [, PadLP = [p, PodLP — [, PodLP = LPTI(Q) — LPTI(2) = LPTI(A).

6%: Mamy A;(t) \, A(t), t € RP, a wiec (a) zachodzi przy Z(A) :=

s

Z(Aj). Ponadto, 4, \, $4 na

Jj=1

RP \ Z(A). Wynika stad, ze (b) zachodzi oraz, ze

/ DAdLP = lim Da,dLP = lim LPYI(A;) = LPTI(A).
RP

Jj—+00 Jrp j—+o0

7°: Wobec 3° wystarczy rozwazy¢ ograniczone zbiory miary zero. Niech A bedzie takim zbiorem. Trzeba
pokazaé, ze &4 = 0 LP—prawie wszedzie. Ustalmy kostke P C RPT taka, ze A C P. Na podstawie definicji
miary Lebesgue’a, dla dowolnego j € N istnieje zbiér A; C P typu F, taki, ze A C A, LPTI(A;) < l (%)

oraz Aj 11 C A; (7),j € N.Niech 4¢ := ﬂ Aj. Oczywiscie A C Ay oraz Ay jest miary zero. Na podstawie 6°

wnioskujemy, ze Ag € F (Z(Ap) = 9). W taklm razie 0 = LPTI(Ag) = pr D 4,dLP. Wynika stad, ze @4, = 0
LP-prawie wszedzie. Poniewaz @4 < @4, wnioskujemy stad, ze 4 = 0 LP—prawie wszedzie. g

Twierdzenie 14.2.2 (Twierdzenie Tonellego (8) ). Niech A € L, 1. Wtedy dla dowolnej funkcji f € M1 (A, Lptq)
mamy:
(a) dla LP—prawie wszystkicht € RP odwzorowanie
At) 3 ur— f(t u)
jest £q—mierzalne (°);
(b) odwzorowanie R >t — fA(t) f(t,u)dL(u) jest L,—mierzalne (1°),

(© [a £ = [o, (fa £t w)dL(w))dLP(E).
(d) Fezeli B := pryy(A) € Ly, to

/A facrta = /B ( A(t)f(t,u)dﬁ"(u))dﬁp(t).

Dowép. Jezeli f jest funkcja charakterystyczng zbioru mierzalnego, twierdzenie sprowadza sie do Zasady Ca-
valieriego. Stad fatwo wida¢, ze twierdzenie jest prawdziwe dla f € M (A, £,.1,). Teraz wystarczy juz tylko za-
stosowaé twierdzenie o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem catki. Istotnie, jezeli M (A, £p14) D
fn /" [ 1odwzorowanie

A(t) > uvr— fr(t,u)

6) A; = P N stosowna suma kostek z definicji.

7) Wystarczy zastapi¢ Aji1przez Aj11 N A;j.

8) Leonida Tonelli (1885-1946).

9) Oczywiscie kazde odwzorowanie okreslone na zbiorze pustym jest mierzalne.

10) Odwzorowanie to jest okreslone L£P-prawie wszedzie i oczywiscie fg - =0.
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jest mierzalne dla ¢t € RP \ Z,,, gdzie Z,, jest miary zero, n € N, to
A(t) 3 ur— f(tu)

jest mierzalne dla ¢ € RP \ Z, gdzie Z := |J Z,. Ponadto, jezeli
n=1

RP 3¢t +— fn(t,uw)d L (u)
A(t)

jest mierzalne dlan € N, to (na podstawie twierdzenia o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem
calki) odwzorowanie

RP > t+— f(t, w)dL ()
A#)

jest mierzalne. Wzor otrzymujemy stosujac obustronnie twierdzenie o monotonicznym przechodzeniu do gra-
nicy. O
Twierdzenie 14.2.3 (Twierdzenie Fubiniego (*!) ). Niech A € £, 4. Wtedy dla dowolnej funkcji f € L*(A, C, LP9)
mamy:

(a) dla LP—prawie wszystkicht € RP odwzorowanie

A(t) 3 ur— f(t,u)

jest klasy L* (A(t),C, £9);

(b) odwzorowanie

RP 5t +— ft, w)dL(u)
A(t)

jest klasy L*(RP,C, LP),
(c) fA fdLrta = fRP (fA(t) f(t,u)dﬁq(u))dﬁp(t).
(d) Fezeli B := pry,(A) € Ly, to

/A facra = /B ( A(t)f(t,u)dﬁq(u))dﬁp(t).

Dowdp. Wystarczy rozwazyé przypadek, gdy f € L'(X,R). Najpierw stosujemy Twierdzenie Tonellego do | f|
i dostajemy (a) i (b). Nastepnie stosujemy Twierdzenie Tonellego oddzielnie do fy i f_ i dostajemy wzory

/A fadre = /R N » ()t (u) ) AL (1)

Odejmujemy je stronami i wobec rozkladu f = f, — f_ dostajemy (c). O

Uwaga 14.2.4. W poznanych powyzej twierdzeniach Cavalieriego, Tonellego i Fubiniego wyrdzniona jest pro-
jekcja prg, : R? x R? — RP. Oczywiscie, nic nie stoi na przeszkodzie, aby zastapic ja projekcja na RY, czy tez
ogdlnie — projekcjg na pewne p osi spoéréd (p + q) osi w RPT4. Szczegdly pozostawiamy jako CWICZENIE.

Twierdzenie 14.2.5. Niech B € L, o, € M(B,4L,), a(t) < B(t),t € B. Zdefiniuimy A = {(t,u) €
BxR:at) <u<p(t)} Weedy A€ £,,11 orazdla f € MT(A, L, 41) lub f € LY(A, L") mamy:

/Ade”“—/B(/::) f(t,u)d/il(u))dﬁn(t). ('2)

W szczegblnosci,

£ri(4) = / (6 — a)dLm. (19)

B

(11) Guido Fubini (1879-1943).

(2) = Sy

(13) Por. Twierdzenie 12.2.6.
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Dowop. Mierzalno$é zbioru A wynika z mierzalnosci funkcji
BxR> (t,u) — at), BxR>3 (t,u) — p(t), BxR>(t,u)+— u.
Wzér wynika z Twierdzenia Fubiniego bowiem dla f € L1(4, £"*1) mamy:
B(t)

/A faLntt = /B ( » f(t7u)d£1(u))d£”(t): /B ( /a Y f(t,u)dﬁl(u))dﬁn(t). O

14.3. Twierdzenie o zmianie zmiennych w calce Lebesgue’a

Rozwazmy nastepujaca sytuacje. Niech U,V € topR™ beda zbiorami otwartymi i niech @ : U — V
bedzie odwzorowaniem bijektywnym spelniajacym lokalnie warunek Lipschitza i takim, ze &’(x) istnieje dla
p-w.x € U. Odnotujmy, Ze w rzeczywistosci to ostatnie zalozZenie jest zawsze spelnione, bowiem prawdziwe jest
nastepujace wazne twierdzenie.

Twierdzenie* 14.3.1 (Twierdzenie Rademachera (14) (15) ). Niech {2 C R" bedzie zbiorem otwartym i niech
f 1 £2 — R™ bedzie odwzorowaniem spetniajgcym lokalnie warunek Lipschitza. Wtedy f jest L™ —prawie wszedzie
rozniczkowalne (w sensie Frécheta).

Obserwacja 14.3.2. (a) Dla dowolnego zbioru A € £,,|y, mamy ¢(A) € L,, (Twierdzenie 13.10.6(c)).

(b) Jezeli L"(A) = 0,to L™"(P(A)) = 0 (Twierdzenie 13.10.6(b)).

(c) Okreslone L"-prawie wszedzie odwzorowanie U > = +—— |®'|(z) jest £,-mierzalne (Obserwacja
13.2.2(t, u)).

Definicja 14.3.3. Méwimy, ze dla odwzorowania @ zachodzi twierdzenie o zmianie zmiennych w calce Lebesgue’a
jezeli:

(1) LM(D(A)) = [, |®'|dL", A e L,u,

(2) dla dowolnego zbioru A € £, |y i dla dowolnej funkcji f € MT(®(A),L,,) (odp. f € LY(P(A), L™))
funkcja (f o ®)|®'| jest mierzalna na A (odp. jest klasy L' (A, L™)) oraz zachodzi wzoér

/@(A) facr :/A(fo@)@’\dﬁ".

Lemat 14.3.4. (1) = (2).

Dowép. Standardowe rozumowanie redukuje dowdd (2) do przypadku f = x g, gdzie B € £,|¢(A).

Wiemy, ze ®~1(B) € B(R") dla dowolnego zbioru B € B(R™) (Obserwacja 13.2.2(b)). Korzystajac z (1)
dla zbioru #~!(B), wnioskujemy, ze (2) zachodzi dla f := x5, B € B(R")|y.

Wobec regularno$ci miary Lebesgue’a, pozostaje sprawdzi¢ przypadek, gdy f = xz, gdzie Z C ®$(A) jest
miary zero. Mamy pokazaé, ze (xz o @)|®'| = 0 prawie wszedzie na #~*(Z) ('°). Poniewaz L™ jest regularna,
zatem istnieje zbi6r miary zero Zy € B(R"™) taki, ze Z C Zy. Zastepujac Zy poprzez Zy NV, mozemy zalozy¢,
ze Zy C V (tu korzystamy z zalozenia, ze @ jest surjekcja na zbidr otwarty). Dla zbioru Zj sytuacja jest jasna:
0=L"Zy) = qu(U) Xzo = [y (X2,0P)|P|dL™ = fqp*l(zg) |®'|dL™ oraz @~ 1(Zy) € B(R™). Stad natychmiast
dostajemy |®'| = 0 prawie wszedzie na $~1(Z) D ¢71(Z). O

Lemat 14.3.5. Przypusémy, ze dla dowolnego a € U istnieje otoczenie otwarte U, C U takie, ze (1) zachodzi dla
dowolnego A € L, |u,. Wtedy (1) zachodzi w petnej ogélnosci.

o0
Dowdp. Na podstawie twierdzenia Lindelofa znajdziemy ciag punktow (a;)32, C U taki, ze U = |J Us,.
=1

j
Przyjmijmy dla uproszczenia U; := U,,. Dla dowolnego A € £,, A C U, niech 4; := ANUy, 4; =
AN U; \ (U1 U---UUj_1)), j = 2. Warunek (1) zachodzi dla kazdego ze zbioréw A;. Stad

L(B(A)) = L7 (gb( D Aj)) - :,( D @(Aj)) - izn(@(Aj)) - i/A & |dLr = /A @|dCr. O

Lemat 14.3.6. Jezeli warunek (1) zachodzi dla kostek, to zachodzi w petnej ogélnosci.

14) Zob. H. Federer, Geometric measure theory, Springer Verlag, Berlin, 1969, Theorem 3.1.6.
15) Hans Rademacher (1892-1969).
16) Uwaga: Nie twierdzimy, ze zbiér #~1(Z) musi by¢ mierzalny.
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Dowop. Przypomnijmy, ze (1) zachodzi dla zbioréw miary zero. Zachodzi wiec dla dowolnych zbioréw A takich,
ze int P C A C P dla pewnej kostki P C U. W takim razie zachodzi dla dowolnego zbioru otwartego {2 C U
(Obserwacja 13.1.5). Stad dostajemy przypadek A = (int P)\ {2, gdzie P C U jest kostka, a {2 C U jest otwarty.
Kolejno dostajemy przypadek, gdy A C int P jest zbiorem typu J,. Teraz, korzystajac z regularnosci miary
Lebesgue’a dostajemy przypadek, gdy A C int P jest dowolnym zbiorem mierzalnym. Pozostaje skorzysta¢
z Lematu 14.3.5. ]

Whniosek 14.3.7. Aby sprawdzié, ze dla odwzorowania @ zachodzi twierdzenie o zmianie zmiennych wystarczy
udowodnic¢ warunek (1) dla matych kostek.

Wnhniosek 14.3.8. Twierdzenie o zmianie zmiennych zachodzi zawsze dlan = 1.

Twierdzenie 14.3.9 (I Twierdzenie o zmianie zmiennych w calce Lebesgue’a). Jezeli @ : U — V jest dyfe-
omorfizmem klasy C*, to dla ® zachodzi twierdzenie o zmianie zmiennych.

Dowép. Wiemy, ze wystarczy sprawdzié¢ (1) dla matych kostek.

Krok 1°: Jezeli twierdzenie zachodzi dla dyfeomorfizméw @ : U — V i¥ : V — W, to zachodzi dla
YVod:U—W.

Istotnie, poniewaz (¥ o @)’ = (V' o @) o ', zatem korzystajac z (2) dla @ i f = [¥’|, dostajemy

(W (B(A)) = /

wiae" = [ (wlo)@ac = [ (o ayiac
P(A) A A

Krok 2°: Twierdzenie zachodzi dla n = 1.

Krok 3°: Jezeli twierdzenie jest prawdziwe dla n — 1, to jest prawdziwe dla n i dyfeomorfizméw postaci
D(x) =P(x1,...,20) = (P1(z1, -, &n), oo, Pr1 (21, .- - Tp), ), € UL
Istotnie, ustalmy kostke P C U, P = Q x R C R"! x Riniech z = (u,t) € R®"! x R.Dlat € R niech
Ut) 3 urZs (Dy(u,t), ..., Bn1(u,t)) € V(1)
Bez trudu widzimy, ze &, : U(t) — V(t) jest dyfeomorfizmem klasy C! oraz |®}|(u) = |®’|(u,t). Teraz na
podstawie tego, ze (1) zachodzi dla n — 1 oraz na podstawie zasady Cavalieriego i twierdzenia Tonellego mamy:

cr@e) = [ e @@icio = [ ([ 1#1eaetw)acto = [ @i

Krok 4°: Jezeli twierdzenie jest prawdziwe dla n — 1, to jest prawdziwe dla n i dyfeomorfizméw postaci
P(z) = (P1(x), ..., Pj—1(), zk, Pjy1(x), ..., Pp(x)), ze€U,
gdzie j, k € {1,...,n}. Dyfeomorfizmy tej postaci nazywamy przywiedInymi.
Krok 5Y (i ostatni). Na podstawie poprzednich czesci dowodu widaé, ze wystarczy jeszcze pokazaé, ze kazdy

dyfeomorfizm jest lokalnie zlozeniem (co najwyzej trzech) dyfeomorfizméw przywiedlnych.
Istotnie, ustalmy dyfeomorfizm klasy C* @ : U — V ia € U. Zastepujac @ przez ® o P, gdzie P jest

stosownie wybrang permutacja zmiennych (17), mozemy zalozy¢, ze % (a) # 0. Zmniejszajac U (i V) mozemy
zalozyd¢, ze gfn' () # 0,7 € U.Niech x = (u,t) € R"~! x R. Rozwazmy odwzorowanie:

UxR> (u,t,v)é@n(u,t)—veR.

Oczywiscie %{(u, t,v) # 0, (u,t,v) € UxRoraz f(uo, to, v0) = 0, gdzie (ug, to) = a, vo := Py (a). Na podsta-
wie twierdzenia o odwzorowaniu uwiklanym istnieje otoczenie otwarte 2 punktu (ug, to,vg) i odwzorowanie
@ : Uy — Us Klasy C* takie, ze ¢(ug,vp) = to i réwnosé¢ f(u,t,v) = 0 jest dla (u,t,v) € §2 réwnowazna
temu, ze t = ¢(u,v). Zdefiniujmy:

U (u,v) := (D1 (u, o(u, ), ..., Pr_1(u, o(u,v)),v), (u,v) € otoczenie punktu (ug, vo),

O(u,t) := (u,Pn(u,t)), (u,t) € otoczenie punktu a.

(17) Zauwazmy, ze permutacje zmiennych sg dyfeomorfizmami przywiedlnymi.
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Oczywiscie ¥ i © sa klasy C! oraz ©(a) = (ug,vg). W takim razie ztozenie ¥ o © ma sens w pewnym otoczeniu
punktu a. Wystarczy pokazaé, ¥ o © = & w malym otoczeniu a (18). Roéwnos¢ ta wynika z faktu, ze wobec
definicji ¢, mamy @(u, P, (u,t)) =t dla (u, t) w malym otoczeniu a. O

Twierdzenie 14.3.10 (Twierdzenie o zmianie zmiennych w calce Riemanna — por. Twierdzenie 12.2.7). Jezeli
& : U — V bedzie dyfeomorfizmem klasy C*, to dla dowolnego zbioru regularnego A CC U i dla dowolnej
funkcji f € R(P(A)) () funkcja (f o ®) - || jest catkowalna w sensie Riemanna na A oraz

L(A)f:A<fo¢>-|¢'|

Dow6p. Korzystamy z Twierdzen 14.1.1114.3.9: No((f 0 )|®'|) = &~ (Ng(a)([f))- O

Twierdzenie 14.3.11 (Il twierdzenie o zmianie zmiennych w calce Lebesgue’a). Jezeli® : U — V jest odwzo-
rowaniem bijektywnym klasy C!, to dla ® zachodzi twierdzenie o zmianie zmiennych.

Lemat 14.3.12. Jezeli f € C1(2,R"), to L™(f(Sn—1)) = 0, gdzie S,,—1 := {x € 2 : det f'(x) = 0}.
Odnotujmy, ze jest to specjalny przypadek nastepujacego Twierdzenia Sarda.
Twierdzenie® 14.3.13 (Twierdzenie Sarda (20) (21)). Niech f : £2 — F bedzie odwzorowaniem klasy C*
(k € N) zbioru otwartego {2 C R™ w przestrzeri unormowang F. Zdefiniujmy
Sy = {z € 2 :rank f'(z) := dim f'(z)(R") < r}.
Wtedy
HH=/R(£(S,) =0, r=0,...,n—1.

Dowéd Lematu 14.3.12. Wystarczy pokazaé, ze f(Sn,—1 N Q) jest miary zero dla dowolnej kostki Q CC 2
o wszystkich krawedziach rownych ¢. Niech
(@) = f@")] < Llla" = "], 2',2" € @,

gdzie L := max{|| f'(z)| : ¢ € Q} (norma operatorowa). Ustalmy & > 0. Podzielmy kostke Q na N™ réwnych
kostek tak, ze dla dowolnej kostki )’ z tego podzialu mamy

1) = f@)<e 22" €.
Ustalmy kostke @' taka, ze S,,—1 N Q' # &. Bedziemy sie stara¢ oszacowaé miare zbioru f(Q’). Ustalmy xo €
Sp—1 N Q" iniech W bedzie (n — 1)-wymiarowa podprzestrzeniag wektorowg R™ taka, ze f'(zo)(R™) C W.
Niech W' := f(xg) + W; W' jest (n — 1)-wymiarowg plaszczyzng afiniczng. Niech z € @Q’. Na podstawie
twierdzenia o przyrostach skonczonych mamy:
1f(2) = f(wo) = f'(wo)(z — 2o)l| < ellz — @oll < ev/nl/N,
1f(x) = f(@o)|| < Lllz — @0l < Lv/nt/N.
Poniewaz f(zo) + f'(zo)(x — o) € W', zatem
dist(f(z), W) < ev/nt/N.

Oznacza to, ze f(Q’) lezy w walcu

W +y" " eRY Y e W,y e W, |y = f(xo)| < LVnl/N, |ly"|| < ev/nt/N}. (*?)
W takim razie, na podstawie zasady Cavalieriego, mamy

LMf(Q) < L 1B, _1)(Lv/nt/N)""(2ey/nl/N) =: Coe/N™.
a stad
E”’(f(Sn,l N Q)) < Coe. O

(18) Bo wtedy ¥’/ (uo,v0) 0 ©'(a) = @’ (a), skad, na podstawie twierdzenia o lokalnym dyfeomorfizmie, ¥ i © musza by¢ dyfe-
omorfizmami w otoczeniu, odpowiednio, (ug, vg) i @ — beda to poszukiwane dyfeomorfizmy przywiedlne dajace rozklad @ w otoczeniu
a.
Przypomnijmy, ze wiemy juz, ze zbior @(A) jest regularny.
Zob. H. Federer, Geometric measure theory, Springer Verlag, Berlin, 1969, § 3.4.1.

21) Arthur Sard (1909-1980).
Tuidalej W :={£ €R™ : Vew ¢ (£,m) = 0}, gdzie (, ) jest standardowym iloczynem skalarnym w R™.
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Dowéd Twierdzenia 14.3.11. Niech S := {z € U : det ¢'(z) = 0}. Wobec Lematu 14.3.12 mamy L"($(S)) = 0.
Na podstawie twierdzenia o lokalnym dyfeomorfizmie wiemy, ze zbidér V' \ @(S) = &(U \ S) jest otwarty oraz,
ze Plins 1 U\ S — V \ &(S) jest dyfeomorfizmem. Teraz mozemy skorzystaé z I twierdzenia o zmianie
zmiennych w calce Lebesgue’a:

£7(B(A)) = £(@(4) \ (5) = £'(@(A\$)) = [ e = [ 1. D

Twierdzenie 14.3.14 (III twierdzenie o zmianie zmiennych, zob. Obserwacja 16.4.7(b)). Jezeli® : U — V jest
odwzorowaniem bijektywnym spetniajgcym lokalnie warunek Lipschitza, to dla @ zachodzi twierdzenie o zmianie
zmiennych.

14.4. Funkcje dane calka

Zalozmy, ze {2 jest pewnym zbiorem, (X, 901, 1) jest przestrzenia z miara nieujemna (**), za$ f : 2x X —
C — funkcja taka, ze f(z,-) € L'(X, 1) dla dowolnego = € 2. Definiujmy funkcje dang catkq

o) = /X . du(t), = e 2

por. Twierdzenie 11.3.1. Interesuje nas, jak wtasnoéci funkcji f (np. ciaglo$¢, rozniczkowalnosé) przenosza si¢ na
funkcje ¢.

Twierdzenie 14.4.1 (Twierdzenie o funkcjach danych catkg (24) ). (a) Zatézmy dodatkowo, ze {2 jest prze-
strzeniq metryczng, xo € {2 oraz

o f(-,t) € C(2,C;x0) dla dowolnegot € X,

o |f(z,t) < go(t). (x,t) € 2 x X, gdzie go € L' (X, 1) (*°).
Wtedy ¢ € C(£2,C;xg). W szczegdlnosci, jezeli

o f(-,t) € C(£2,C) dla dowolnegot € X,

o [f(z,t) < go(t), (x,1) € 2 x X, gdzie go € L'(X, ),

top € C(12,C).
(b) Zatézmy dodatkowo, ze {2 jest zbiorem otwartym w pewnej przestrzeni unormowanej E, k € Ni&y, ... & €
E. Fezeli
A*f () L 0
* 35 o¢ (@) istnieje dla dowolnego (z,t) € £2 x X,
° |88;]f(ét§)1 ()] < g;(t), (z,t) € 2 x X, gdzie g; € LYX,u),5=0,...,k
to dla dowolnego x € (2, funkcja X > ¢ SLN 8‘2?%% (x) jest catkowalna, pochodna 6537,_@_%&(36) istnieje oraz
% f(-t)
e W) = [ A (@)du(d).
&y, -+ - 0&; < O - 0&

Dow©ép. (a) Niech x5 — xq, ¥s = f(xs,-) — f(20,-). Wtedy 1ps — 0 punktowo na X oraz |[¢s] < 2go.
Stad, na podstawie twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanym przechodzeniu do granicy pod znakiem calki,
dostajemy o (zs) — @(x0) = [y thsdp — 0.

(b) Zastosujemy indukcje ze wzgledu na k. Dla k = 1 ustalmy zy € 2. Mamy

af(7t) . f(10+ %€I7t) _f(107t)
(zg) = lim T ,
8§1 N3>s—+o00 5

skad, na podstawie Obserwacji 13.2.2(r), wnioskujemy, ze funkcja 1° jest mierzalna. Poniewaz [¢7°| < g1,
funkcja 17° jest rowniez catkowalna. Zauwazmy, ze

olwo + h)) — pleo) [ OF(.1) [ faothent) — faot)  Of(.1)
—h _/X 96, (“)d“(t)‘/ (e

:;/ Flh,)du(t), 0< b <r<1.
X

(w0) Big)du(t)

23) Mozemy mysleé o przypadku, gdy X € L, zaé p jest miara Lebesgue’a.
24) Por. Twierdzenie 11.3.1.

25) Odnotujmy, ze warunek ten jest spelniony np. gdy p1(X) < 400, za$ f jest ograniczona.
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Na podstawie twierdzenia o wartosci $redniej mamy |F'(h, t)| < 2¢1 (t). Potézmy dodatkowo F'(0,t) := 0. Teraz
pozostaje skorzysta¢ z (a) dla danych (2, X, f, go) := ((—7,7), X, F,2g1).
Aby wykona¢ krok indukeyjny £ — 1 ~» k wystarczy zastosowaé powyzsze rozumowanie do danych

_ @ B ()
(k, frog1s-sgk) = (1, (2, 0) V= Y51 (1) = g5 56 (@), 9)- O

Uwaga 14.4.2. Powyzsze wyniki mogg by¢ uogélnione na przypadek, gdy f : 2 x X — F, gdzie F jest
osrodkowa przestrzenig Banacha.

14.5. Gestosé Co(£2,C) w LP(£2,C, L")

Lemat 14.5.1 (Rozklad jednosci). Niech X bedzie lokalnie zwartg przestrzeniq metryczng. Wtedy dla dowolnego
zbioru zwartego K C X i dla dowolnego jego pokrycia otwartego U, . .., Uy istniejg funkcje f; € Co(Uj, [0,1]),
j=1,...,N, takie, ze fi +- -+ fnv < 1 na X oraz fi +---+ fn = 1 na otwartym otoczeniu K.

Dowop. Krok 1°. Wiemy, ze dla dowolnych dwoch zbioréw domknietych i roztacznych A, B C X istnieje
funkcja f € C(X,[0,1]) taka, ze f = 1and Ai f = Ona B, np. f(z) = %.

Krok 2°. Dla dowolnego a¢ € X oraz dla dowolnego jego otoczenia otwartego U istnieje otoczenie otwarte
V punktu a takie, ze V C U oraz V jest zbiorem zwartym.

Istotnie, dowéd sprowadza si¢ do znalezienia otoczenia V' takiego, ze V C U. Stosujemy Krok 1° do A :=
{a}iB:= X \ U.Niech f € C(X, |0, 1]) bedzie taka, ze f(a) = 1i f = 0 na B. Zdefiniujmy V := {x € X :
f@)> 21} WtedyV C{zreX: flx)>i}CcX\B=U.

Krok 3°. Dla dowolnego zbioru zwartego i jego otoczenia otwartego U istnieje zbiér otwarty V' taki, ze
K CV CV CUiV jest zbiorem zwartym.

Istotnie, dla dowolnego a € K dobieramy na podstawie Kroku 2° otoczenie otwarte V,, takie, ze V, C U
i V, jest zbiorem zwartym. Wobec zwartosci K istnieje skoficzona liczba punktéw ay, ..., a, € K takich, ze
KcV,U---uV, =V.

Krok 4°. Dla dowolnego otoczenia U zbioru zwartego K istnieje funkcja f € Co(U, [0, 1]) taka, ze f = 1 na
K.

Istotnie, na podstawie Kroku 3° istnieje zbior otwarty V taki, ze K C V C V C UiV jest zbiorem zwartym.
Teraz stosujemy Krok 1°do A:= KiB:= X\ V.

Krok 5°. Dla dowolnego = € K ustalmy j(z) € {1,..., N} tak, ze x € Uj(,) i niech V, bedzie relatywnie
zwartym otoczeniem punktu z takim, ze V, C Uj(,) Wobec zwartosci K istnieje skoriczona liczba punktow
Z1,...,%, € K takich,ze K C V,, U---UV,, =: V.Niech

L;:= U Vao j=1,...,N.
i€{l,....k}: j(z;)=7j
Na podstawie Kroku 4° istnieja funkcje g; € Co(U;,[0,1]), gj = 1na L;, j = 1,..., N. Zdefiniujmy
fi=g1, for=(1—g)g2,.... fn=01—g1)...(1 —gn-1)9n.

Oczywiscie f; € Cy(U;,[0,1]),j = 1,...,N.Ponadto, f1 +--- + fv = 1— (1 —g1)...(1 — gn), a stad
fit--+fy=1naV. O
Twierdzenie 14.5.2. Dla dowolnego zbioru otwartego {2 C R™ i dla dowolnego1 < p < +o00 przestrzeri Co(£2,C)
jest gesta w LP(£2,C, L™) w normie LP.

Twierdzenie nie jest prawdziwe dla p = 00, bowiem zbieznos¢ ciagu funkcji z Co (§2) w sensie normy L,
to zbiezno$¢ jednostajna, a wiec granica musi by¢ co najmniej funkeja ciagla.
Dowép. Mozemy sie ograniczy¢ do funkcji rzeczywistych. Oczywiscie

Co(£2) C LP(02,LM).

Ustalmy, f € LP(£2,L"). Mozemy zalozy¢, ze f > 0 (). Niech £2, := QN B(k), fr == [ xo.k = 1
Zauwazmy, ze |fr — fIP — O oraz |fx — f|P < fP, k > 1, zatem, na podstawie Twierdzenia Lebesgue’a,
fr — f w LP. Mozemy wiec zalozy¢, ze (2 jest ograniczony. Niech M (£2) > fi / f. Tak jak powyzej
fx — fw LP, wiec mozemy przyjaé, ze f jest funkcja prosta i dalej, ze f = x4, gdzie A € £,,, A C 2. WezZmy
e > 0. Wiemy, ze istniejg: zbioér domkniety K C A oraz zbidr otwarty U D A takie, ze L(U \ K) < . Mozemy

(26) Jezeli f € LP,to f+ € LP.
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zatozy¢, ze U C (2. Ograniczonos¢ {2 gwarantuje nam zwarto$¢ K. Na podstawie Lematu 14.5.1 istnieje funkcja

g €Co(U) taka, 2e 0 < g < 1ig = 1 na K. Teraz mamy: ||g — f||}, = fU\K lg — flPdL™ < e. O
14.6. Splot

Definicja 14.6.1. Dla f,g € M(R",C, £,,) zdefiniujmy

Dy = {xeR“- [ 1 = gt den ) < o0},
(f*g)(z / fl@—y)g(y) dL™(y), x € Dyuy.

Funkcje f * g nazywamy splotem funkeji f i g.

Obserwacja 14.6.2. (a) Na podstawie twierdzenia o zmianie zmiennych dostajemy: Dy.q = Dg.5 oraz f x g =
gx*f.

(b) Dfyvg N Dyug € Diay fr+asfa)eg OFaz (a1 fi + azf2) ¥ g = a1(f1 * g) + aa(f2 * g) na Dy, g N Dy,
Oznacza to, ze splot jest operacja dwuliniowa symetryczna.

Twierdzenie 14.6.3. Niech f € LP(R"), g € LY(R"), 1 < p,q < +o0o. Zatézmy, ze % + = > 1 i niech

1 < r < +oo bedzie liczbg takg, ze

1
q

1 1 1

—=-4+--1

r o p q
Wtedy splot f x g jest okreslony L™ —prawie wszedzie naR", fxg € L"(R™) oraz zachodzi nastepujgca nierdbwnosé
Younga:

I+ gller < I fllzellgllza-
W szczegolnosci, splot
LP(R™) x LY(R"™) > (f,9) — f+g € L"(R")
Jest operacjqg dwuliniowq, symetrycznq i cigglg.
Ponadto, jezeliT = +00, tzn. jezeli p i q sq sprzezone, to splot f g jest okreslony wszedzie i jest funkcjq cigglg.

DowOp. Zauwazmy, zep < 7,q < T
Rozwazmy najpierw przypadek r» = +o0.
Wtedy, wobec nieréwnosci Holdera oraz twierdzenia o zmianie zmiennych, dostajemy:

/n |f (@ =gl dL"(y) < [f(z = lleellgllee = 1 F e llgllLe, = € R

Frgl <Iflleollgllze (7).
Mozemy zalozy¢, ze p < +oc. Jezeli (f,)32, C LP(R™)i f, LP fo, to

Oznacza to, ze D, = R" oraz, ze suppn
fxg R

Sup |foxg— foxgl <Ifo = follLellgllLa,

azatem f, x g — fo * g jednostajnie na R"™. W szczegdlnosci, wobec Twierdzenia 14.5.2, aby pokazaé, ze f * g
jest funkcja ciagly, mozemy zalozy¢, ze f € Co(R"™,C).

Ustalmy z9 € R™ ie > 0. Poniewaz f jest funkcja jednostajnie ciagla na R™, istnieje 6 € (0,1) taka, ze
|f(z") = f(z")] <eoile ||z —2"| < . Niech

K := —(supp f) + B(zp,1) = {y e R™ : o eBlao1) 1T — Y € supp f}.
Teraz, dla x € B(xg, ), mamy:

£x9(0) — F el < [ 1@ =) = floo ~ )lloly)] dL"w)

N

< ([ 18- - 1o -l a2 ) " lollos
= ([ 1@ =9~ sta0 =)l de7)) ol < (€7D gl

(27) Uwaga: nie piszemy || f * g|| o poniewaz jeszcze nie wiemy, czy f * g jest funkcja mierzalna.
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Niech teraz, r = 1 (tzn. p = q¢ = 1). Wtedy, na podstawie twierdzenia Tonellego (i twierdzenia o zmianie
zmiennych), mamy

L (L 1t =nawlacre)ac @) = [ 15 =gl de )
= [ ([ 1=l dzr @)l de"w)
— [ ([ 1@l ae"@) ol e @) = 111l o

Wynika stad, ze funkcja R"® x R® > (x,9) — f(z — y)g(y) jest klasy L*(R™ x R™). Stad, na podstawie
twierdzenia Fubiniego, splot f * g jest okreslony L£"-prawie wszedzie, jest klasy L' (R") (w szczegdlnosci, jest
funkcja mierzalna) i || f + gl v < || fl[L+ lgllzr-

Niech 1 < r = p < 400 (W ten sam sposob rozpatrujemy przypadek 1 < r = ¢ < 400).
Zauwazmy, ze ¢ = 1. Niech 1 < s < 400 bedzie liczbg sprzezona z p. Przystepujemy do szacowania:

/n (/n If(z —y)g(y)l dﬁ”(y))pdﬁn(x)

= [ ([ 156 =l gt =7 aerw) ac @

/Rn (/Rn [f(z —y)|Plg(y)] dﬁ”(y)) (/Rn lg(y)[—1/P) dﬁ"(y))p/sdﬁ"(x)
(/Rn (/}Rn Lf(z—)Plg(y)l dﬁn(y))dﬁn(x)) (/ 9()| dﬁn(y))p—l
([ e ac@)( [ swlaw)( [ ool ao)

(Sl lgllz)?,

gdzie (1) wynika z nieréwnosci Holdera (dla p i s), za$ (2) wynika z twierdzenia Tonellego.

N2

2

Na koniec, niech 1 < r < +00,p < riq < r.Niech 1 < s < +00 bedzie liczbg sprzezong z r. Zdefiniujmy
p o q

G VT A e

oraz zauwazmy, ze s to rowniez liczby sprzezone (28) . Ponadto:

r r r r

I

sa p b q
Przystepujemy do szacowania:

/ . ( /Rn [f(z = y)a )l dﬁ"(y))TdLZ’L(;p)

= [ ([ 15—l 1w = ) a0 agn ) e @)

<L (L vrswrae @) ( [ 15— or - lawrtaem) e
(/Rn |f(z — y)lplg(y)lqcz,cn(y)> (/Rn (2 — y)|as<1,p/r)d£n(y)>r/(as) )

( /R Ig(y)l”‘*“*q/”dcn(y)y/ ®s)

dL™(x)

(28) Istotnie,
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B (/ (/R |f(z —y)Plg(y)]* dm(y))dﬁn(z))ufugp
2 (J e a@)( [ b e )Ll = 0ol

gdzie (1) wynika z nieréwnoéci Holdera dlari s, (2) — z nieréwnoéci Holdera dla a i b, za$ (3) wynika z twierdzenia

284

Il

Tonellego. O
Whniosek 14.6.4. Przypusémy, ze f € LP(R™), g € LY(R™), h € L"(R"), 1 < p,q,r < +oo. Zatézmy, ze
%Jr% 21,%+%2 1,%+§+%>2iniechl <s<+oob¢dzieliczbqtakq,ieé :;1)+%+%72. Wtedy:

sploty f x (g« h) i (f % g) * h sq okreslone L™ —prawie wszedzie,
fx(gxh)=(f*g)=h (a wigc mozemy okresli¢ f x g x h),
fxgxhe L5(R"),

If*g*hllrs < fllzellgllzellfllzr

Definicja 14.6.5. Wprowadzamy nastepujaca konwencje dla funkcji mierzalnych f : X — R okreslonych
na pewnym zbiorze X z miara nieujemna p : 90 — [0, +00]. Piszemy ,supp f C A”, gdzie A € M, jezeli
f=0pu-pwnaX\A (29).Je2eli X jest przestrzenia topologiczna i B(X) C 9N, to zdanie ,supp f jest zbiorem
zwartym” oznacza, ze istnieje zbior zwarty K C X taki, ze supp f C K.

Twierdzenie 14.6.6. (a) Niech f, g bedq takie, jak w Twierdzeniu 14.6.3. Zatézmy, zesupp f C K isuppg C
L, gdzie K, L C R" sq zbiorami zwartymi. Wtedy

supp(f *xg) C K+ L.

W szczegblnosci, supp(f * g) jest rowniez zbiorem zwartym.
(b) Fezelif € L'(R™),supp f C K CC R™ig € CE(R™,C), to f+g € C5(R™,C) oraz D*(f*g) = f*(D°%)
dla dowolnego wielowskaznika o takiego, ze || < k (k € No U {oo}).

Dowép. (a) wynika bezposrednio ze wzoru na splot.
Dla dowodu (b) zastosujemy Twierdzenie 14.4.1 do {2 := R", X := K oraz do odwzorowania

n F
R™ x K 3 (z,y) — f(y)g(z — ).
Mamy |DSF (z,y)| = |f(y)D%(z—y)| < Mo|f(y)|, gdzie M, = max | D%|. Pozostaje zauwazy¢, ze M, | f| €
LY(X,C, L™). 0

14.7. Regularyzacja
Definicja 14.7.1. Ustalmy funkcje @ € C§°(R™) taka, ze:

o $>0,
e supp® C B,
o P(xy...,xy) =D(z1]s- ., |2nl),

o [on @dL =1.
Kazda taka funkcje nazywamy funkcjg regularyzujgcg w R™. Dla przykiadu, niech

1
Ik jezeli
U(x):= ¢’ ’ J.e?el? Il <1 , ¢ ::/ wdL".
0, jezeli ||z|| > 1 B,

Wtedy @ := %W jest funkcja regularyzujaca.
Potézmy
S (z) = "P(x/e), >0, zeR",

i zauwazmy, ze na podstawie twierdzenia o zmianie zmiennych dostajemy

/ &, dL" = 1.

Dla f € LP(R") (1 < p < +00) zdefiniujmy e-regularyzacje funkcji f jako
fer=fxP, e>0.

29) Uwaga: Nie definiujemy w ten sposéb zbioru supp f, ale méwimy jedynie, co to znaczy, ze supp f C A.
& jemy P y jedy: Y;
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Obserwacja 14.7.2. Wobec Twierdzenia 14.6.3 mamy:
. [ PR,
o | fellzr <

Na podstawie twierdzenia o zmianie zmiennych dostajemy:

/fx—gy y)dL(y), >0, z e R™

Twierdzenie 14.7.3. Niech f € LP(R™) (1 < p < 00) i niechsupp f C K CC R" (30) Wtedy:
(@) f- € C(R"), supp f. C K& := |J B(m (*):
zeK
(b) jezeli f € Co(R™), to f- — [ jednostajnie na R™ przy e — 0; (3?)

(c) jezelip < 400, to f- 5N fprzye — 0;
(d) jezeli f € CE(R™), to D¥(f.) = (D%f). oraz D(f.) — D°f jednostajnie na R™ przy e — 0 dla
la] < k.

Dowép. (a) wynika z Twierdzenia 14.6.6.

(b) Funkcja f jest jednostajnie ciggla na R"™. Mamy wiec

Ife = fllo= < sup/m |f(z —ey) — f(2)|@(y) dL™(y) S wf(e) — 0, gdye — 0,

Tz€R"
gdzie — przypomnijmy —
wy(e) = sup{|f(2) = f(a")] : [l2" — 2" < e}.

(c) Niech 7 > 0. Na podstawie Twierdzenia 14.5.2 istnieje g € Co(R"™) taka, ze ||g — f||z» < 1. Na podstawie
(b), mamy: g. 2, g gdy ¢ — 0. Dalej:

Hfs - fHLP < ||f5 - gEHLP + Hgs - gHL” + Hg - fHLP
<Nf=gllee +1lge —gller +n <20+ [lge —gllzr <3n, 0<e< L

(d) wynika z (b) i Twierdzenia 14.6.6(b). O
Jako natychmiastowy wniosek z Twierdzenia 14.5.2 i Twierdzenia 14.7.3 dostajemy nastepujacy wynik.

Whniosek 14.7.4. Dla dowolnego zbioru otwartego 2 C R" idlal < p < +oo przestrzeri C3°(12, C) jest gesta
w LP(§2,C, L™) w normie LP.

14.8. Rozklad jednosci II

Whniosek 14.8.1. Dla dowolnego zbioru otwartego 2 C R"™ i dla dowolnego kompaktu K C (2 istnieje funkcja

w € C§(N2) taka, 260 < p < lip=1na K.

Dowép. Jezeli £2 G R™, to niech 47 := dist (K, R™\ {2). Dla {2 = R" ustalmy dowolne r > 0. Wystarczy wzig¢
@Y= (XK(ZT))

i skorzystaé z Twierdzenia 14.7.3. Istotnie, ¢ € C§°(R™), 0 < ¢ < 1, suppp C (supp xxen)™ c KB C 0

oraz (wprost z definicji) ¢ = 1 na K. d

Twierdzenie 14.8.2 (Rozklad jednosci). Niech (£2;):cr bedzie dowolng rodzing zbioréw otwartych wR"™, (2 :=

U 2. Wtedy istnieje rodzina funkcji
teT

(pi)ier C C°(R™[0,1])  (**)
taka, ze:
30) W szczegolnosci, f € L' (R™).
1) Odnotujmy, ze K (¢) jest zwarty.

32) W szczegolnosci, wobec (a), fe L f gdy e — 0 (przy dowolnym p).
3) Zwana rozkladem jednosci dla pokrycia (§2¢)¢e.
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e istnieje odwzorowanie T : I — T takie, ze supp @; C £2,(;, 1 € I, (3*)
e rodzina (supp @;)ic1 jest lokalnie skoriczona na 2 (35),
o Y pi=1naf ().
icl
Dowdp. Krok 1°: Pokazemy, ze
Dla dowolnego zbioru zwartego K C (2 istnieje rodzina

(d’t)teT - Cgo(an [07 1D

taka, ze:
e suppi; C 2,teT,
o Yy = 0 z wyjgtkiem skoriczonej liczby indeksow t,
S py=1nakK.
teT
Istotnie, poniewaz K jest zwarty, zatem istnieje zbior skonczony Ty C T taki, ze K C |J (2;. Zauwazmy,
teTy
ze istniejg zbiory zwarte Ky C (2, t € Ty, takie, ze K C |J K (37) Na podstawie Wniosku 14.8.1, dla
teTy
kazdego ¢ € T istnieje funkcja ©; € C§°({2, [0,1]) taka, ze ©; = 1 na K; (38). Niech Oy := > O, iniech
teTy
U:={z € 2:6x) > 0}. Wtedy K C U. Korzystamy jeszcze raz z Wniosku 14.8.1 i dostajemy funkcje
O € C (U, [0,1]) takg, ze © = 1 na K. Teraz definiujemy:

0, jezelit € T'\ Ty
= o8 U
Ve e, M . jezelit € Ty
0 na R" \ supp &
Widzimy, ze ¢ € C3° (24, [0,1]), t € T,¢ps =0dlat ¢ Tpi > ¢y = 1na K.
teT

Krok 2°: Ustalmy ciag kompaktow (L;)32, taki, ze L; C int Lj11 C 2102 = |J L; (). Niech L_; =
j=1
LQ = .
Dla kazdego j € N rozwazamy kompakt K; := L; \ int L;_; oraz jego pokrycie otwarte zbiorami §2; ; :=
(int Lj+1\L;j_2)N {2, t € T.Napodstawie Kroku 1°, dla dowolnego j € Nistnieje podzbiér skoticzony T; C T
oraz funkcje ¢, ; € C§°(£2;4+,10,1]),t € T}, takie, ze > v+ = 1 na K. Poniewazsupp ¢; :NL;_o = &, zatem

teT;
rodzina {supp;; : j € N, ¢t € T;} jest lokalnie skoficzona na {2. W szczegolnosci, funkcja 1o := Y~ > 9,
J=1teTy
jest klasy C*°({2). Oczywiscie 19 > 0 na §2. Teraz ktadziemy ¢, ; := ¢, +/%0, (j,t) € I :=={(4,t): j €N, t €
Tyh7(it) = t. O

Twierdzenie 14.8.3 (Rozklad jednosci). Niech (£2;):cr bedzie dowolng rodzing zbioréw otwartych wR"™, (2 :=
U $2,. Wtedy istnieje rodzina funkcji (¢,)ier C C°°(£2,[0,1]) (*°) taka, ze:
teT

e suppy, C 82 (Y1), teT,

(34) Odwzorowanie T nazywamy odwzorowaniem wpisujgcym. W trakcie dowodu zobaczymy, ze mozna wybra¢ I C NxT'it(j,t) =

535; Tzn. kazdy punkt € {2 ma otoczenie otwarte U C (2 takie, ze zbior {¢ € I : supp p; N U # @} jest skoriczony.

36) Wobec poprzedniej whasnosci, dla dowolnego = € R™ istnieje jedynie skoficzona liczba i € I takich, ze o;(x) # 0, wiec

Z @i () sprowadza si¢ do sumy skoniczone;.
iel
(37) Niech Ky,c := {x € 2: NB(1/¢) : dist(z, R™ \ £2;) > ¢}. Poniewaz U UintKie= |J 2 D K, zatem
teTcor13.20.10 £>0 teTy
istnieje £9 > 0 takie, ze mozemy przyja¢ Ky := Ky ¢,.
38) Tu i dalej stosujemy oczywiste utozsamienie: C3°(£2) C C5°(R™) dla dowolnego zbioru otwartego £2 C R™.
Niech L; := {z € 2N B(j) : dist(z,R™ \ 2) > 1/j}. Oczywiscie L; jest zwarty oraz L; C {x € 2 NB(j + 1) :
dist(z,R™ \ £2) > 1/(j + 1)} C int L; 1. Ponadto, int L; / £2.

40
41

39

Zwana rowniez rozkladem jednosci dla pokrycia (£2¢)¢c.

supp ¢ jest relatywnie domknietym podzbiorem f2.
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e rodzina (supp ;) e jest lokalnie skoriczona na (2,

o Y pr=1naf2
teT

(=]
Dowép. Zachowujemy oznaczenia z poprzedniego dowodu. Niech ¢, := > ;4 ¢t € T. Oczywiscie ¢; €
j=1

C>®(2)i > ¢y = 1w 2. Pozostaje zbada¢, gdzie lezy supp ;. Oczywiscie,
teT

[e o]
{z e :p(x)#£0} C U supp ;¢ =: Fy C {2.
j=1
Poniewaz rodzina (supp ¢;,+)72; jest lokalnie skoficzona na {2 zbiér F; jest domkniety w (2, a stad supp ¢; C
F, C {2 O

Whiosek 14.8.4. Niech {2 C R™ bedzie zbiorem otwartym, niech F' C (2 bedzie zbiorem domknietym w (2 i niech
U C 2 bedzie otwartym otoczeniem F'. Wiedy istnieje funkcja ¢ € C*°(£2,]0,1]) taka, zesuppp C U ip =1
w pewnym otoczeniu zbioru F.

Dowdp. Stosujemy Twierdzenie 14.8.3 do pokrycia zbioru {2 zlozonego z dwdch zbiordéw (21 := U i {2 =
2\ F. Niech 1, 2 bedzie C*> rozkladem jednosci przyporzadkowanym temu pokryciu: ¢; € C* (42,0, 1]),
suppw; C £25, 5 = 1,2, o1 + ¢2 = 1. Niech ¢ = ¢;. Wtedy oczywiscie ¢ € C*>(£2,[0,1]), suppp C U.
Ponadto, ¢ = 1 na zbiorze {2 \ supp @2, ktory jest otoczeniem F'. (|

Whiosek 14.8.5. Niech {2 C R" bedzie zbiorem otwartym i niech Fy, Fy C {2 bedq zbiorami domknietymi w {2
i takimi, ze Fy N Fy = &. Wtedy istnieje funkcja ¢ € C*°(12,(0,1]) taka, ze ¢ = j w pewnym otoczeniu zbioru
F;,j=0,1.

Dowép. Stosujemy Wniosek 14.8.4 do zbioru domknietego F' := F} i jego otoczenia U := (2 \ Fp. Niech
p € C*(42,]0,1]) bedzie funkcja taka, ze suppp C U i ¢ = 1 w pewnym otoczeniu zbioru F;. Wtedy ¢ = 0
na zbiorze (2 \ supp ¢, ktdry jest otoczeniem Fy. (]

14.9. Miara i calka Lebesgue’a na podrozmaitosciach w R”

Definicja 14.9.1. Niech M € ML(R™).

e Jezeli d = 0, to przez miare Lebesgue’a na M rozumiemy miare liczacg. Kladziemy £y := P(M)
i £M := miara liczaca.

e W przypadku, gdy d = n podrozmaitos¢ M jest zbiorem otwartym w R"™. Wtedy przyjmujemy £, :=
Lonlar, LM = L7,

e Pozostaje przypadek 1 < d < n — 1. Zdefiniujmy £y jako rodzine wszystkich A C M takich, ze dla
dowolnej lokalnej parametryzacji p : P — U mamy p~!(A) € L. Jest rzecza widoczna, ze £ s jest o—algebra
oraz, ze B(M) C L.

Twierdzenie 14.9.2. Niech (p; : P, — U,);c1 bedzie dowolnym, co najwyzej przeliczalnym, uktadem lokalnych
parametryzacji takim, ze | J U; = M (42).
i€l
(a) Dla A C M mamy: A € Ly <= Vier :pgl(A) € Ly.
(b) Dla f : M — Y, gdzie Y jest przestrzeniq topologiczng, nastepujgce warunki sq rownowazne:
@) fe M(M,Y,Ly);
(i) fope M(P,Y,Ly) dla dowolnej lokalnej parametryzacjip : P — U;;
(i) Vier: fopi € M(P;,Y, La).

Dowdp. (a) Niech p : P — U bedzie dowolna parametryzacja i niech ¢; := p~t o p; : pi_l(U nU;) —
p M UNU) i€ I Wedy p ' (A) = p {(AN U U;) = Up " (ANT) = U wilp; 1 (A) Np; 1(U)) € La
na podstawie zalozen i Twierdzenia 13.10.6(c). ! ! !

(b) () = (ii): (fop) ' (2) =p~ ' (f1(2)).

(if) = (iii): oczywiste.

(iii) == (i): p; *(F1(2)) = (f o pi) "1 (2) i korzystamy z (a). O

(42) Rodzina taka istnieje na podstawie twierdzenia Lindeléfa — zob. dowdd Twierdzenia 14.9.5.
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Dla odwzorowania rézniczkowalnego f = (f1,..., fu) : 2 — R” gdzie §2 jest zbiorem otwartym w R,
d < m,niech Jgf : 2 — Ry,

_ f117"'7f11) 1/2
Jaf = (Z’atl,. ) ’
IeAy;
gdzie
8(fi17"'7f’id) L aflj
atr, .. ta) det [ . L,k=1,...,d’
zlz{lz(il,,..,id)11<i1< s <tg < }

Zauwazmy, ze dla d = n symbol J;f pokrywa sie z wprowadzonym poprzednio modulem wyznacznika
macierzy Jacobiego | f’|. Odnotujmy réwniez, ze Jqf (tg) > 0 <= rank f'(to) = d.

Obserwacja 14.9.3. Jezeli o : G — (2, f : {2 — R" sg odwzorowaniami rézniczkowalnymi, gdzie G i {2 sa
podzbiorami otwartymi w R? i p(G) C 2, to

Ja(fow) = ((Jaf)op)-l¢'l.

Twierdzenie 14.9.4. Istnieje dokladnie jedna miara LM : L3y — [0, +00] taka, ze dla dowolnej lokalnej para-
metryzacjip : P — U mamy:

£M(AmU)=/ ()Jdpd[,d, A€ Ly *)
pH(A

Ponadto miara ta ma ponizsze wlasnosci.

(a) Fest zupetna, B- regularna (Definicja 13.7.1) oraz istnieje ciqg (£2;)32., zbioréw otwartych i relatywnie zwar-
tych w M, dla ktorego M = U 02; i LM(02;) < 400, j € N (*3). W szczegélnosci, dla miary LM zachodzq

warunki (R1), (R2), (R3), (R4) z Twzerdzema 13.7.5.
(b) Dla dowolnej funkcji f € M+ (M, L) oraz dla dowolnej parametryzacji lokalnejp : P — U mamy:

/ facM = / (f o p)Jap 7. )
U P

(¢) Dla dowolnej funkcji f € L*(M,C, LM) oraz dla dowolnej parametryzacji lokalnejp : P — U mamy:
(f op)Jap € L*(P,C, L?) oraz zachodzi (**).

Miara LM nosi nazwe miary Lebesgue’a na M.

Dowdp. Ustalmy przeliczalng rodzing lokalnych parametryzacji (p; : P; — Uj;)52, taka, ze U U; = M.
Jj=

Niech By := Uy, Bj := U; \ (U1 U---UU;_1), j > 2. Oczywiscie B; € B(M) C Ly, j € N, oraz U B; =M.
j=1
Teraz dla zbioru A € £ ktadziemy:

— Z / Jap; dLC°
i=1 ‘1(AmB )

Udowodnimy, ze jest to miara. Niech (Aj)72  bedzie ciaggiem parami roztacznych zbioré6w mierzalnych. Wtedy:

;C]M - A = 3 / ﬁd / . £d
(kL=J1 k) z—: Py (U, ARNBy) Jap; d Z -1 Jap; d

J=1k=1 (AxNB;)
= Japj AL = LM (Ay).
;;/I(Akmaj) ;

(43) Por. Twierdzenie 13.7.5.
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Teraz sprawdzimy wzér (*). Ustalmy lokalna parametryzacje p : P — U iniech ¢; :==p~top; : pj_l(U N
U;) — p HUNU;), ¢ = go;l,j € N. Wtedy dla A € L7, A C U, korzystajac z twierdzenia o zmianie
zmiennych i z Obserwacji 14.9.3, mamy:

o0

Jap dL? = / Jap dL* = / Ja(pj o 1b;) dL*
/pl(m ; p=1(ANB;) 2 S

=1 7%ip; ' (AnB;ND))

-y / ((Jalps 0 63)) 0 05) - ol dL? = 3 / Jap; ALY = £ (A).
j=1/p;'(ANBy) =t

7 (AnB;)

Niech p : L3y — [0, +00] bedzie inng miarg spelniajaca (*). Wtedy dla A € £ ), mamy:

WA =S pAnB) =3 [y det = £ (),
Jj=1 j=17P;

1(ANBy)
a wiec LM jest jedyna.

(a) Zupelnosé. Niech B C A € Ly i LM(A) = 0. Wtedy, na podstawie (*), dla dowolnej parametryzacji
p: P — U, zbiér p~ ' (A) jest miary zero w R?. Poniewaz p~—'(B) C p~'(A),a L% jest zupelna, wiec p~!(B) €
L. Oznacza to, ze B € L.

Regularnoéé. Niech A € L. Poniewaz L% jest B-regularna (Twierdzenie 13.7.5), wiec dla dowolnego j
istnieje zbiér C; C P; typu Gs oraz zbiér Z; C R? miary zero takie, ze pj_l(A N B;j) = C; \ Z,. Niech

" o SN
A= {J p;(C;). Oczywiscie A C A, A jest borelowski oraz
j=1

Japy L4 =Y / Japy L =3 £ (;(Cy)) > £ (A),
j=17C; j=1

skad wynika, ze LM (A) = LM (A).
Przechodzimy do sprawdzenia ostatniego warunku. Potézmy

1
P = {t € P, NB(k) : dist(t,RY\ P;) > E} keN,
iniech
N
2y = Upj(Pj’N)7 N eN.

Jj=1
Widaé¢, ze {2y jest otwarty i relatywnie zwarty w M, 2y C 2n41, 2n / M oraz

N
My < /P Japy AL < +ox.
j=1 7, N

(b) Dla f = x4 wynik sprowadza sie do (*). Dalej klasycznie: najpierw dla M (M, L), a nastepnie
przejscie graniczne.

(c) Wystarczy rozwazy¢ przypadek rzeczywisty. Catkowalno$¢ otrzymujemy z (b) zastosowanego do |f]|.
Wzdr otrzymujemy z (b) zastosowanego do f.. O

Twierdzenie 14.9.5. Niech M’ bedzie d'~wymiarowq podrozmaitosciq klasy C' wR™ takq, ze M' C M. Jezeli
&' < d<n,toLM(M) = 0.

Dowop. Przypadek d' = 0 jest oczywisty. Niech 1 < d’ < d < n. Na podstawie Lematu 11.1.21, dla dowolnego
punktua € M’ istnieje lokalna parametryzacjap, : P, — U,, a € U,, taka,ze P, = P, x P!/ C R xRd-d" =
R? jest otwarta kostka i po (P, x {0} %) = M’ N U,. W szczegolnoéci, M’ N U, € L. Na podstawie
twierdzenia Lindelofa z pokrycia (Us)qear mozna wybra¢ pokrycie przeliczalne (U, )52, rozmaitosci M'. Dla
uproszczenia, niech

(paj :Paj I Ua,) = (pj : Pj - UJ)
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Wtedy

[e o)

EM(M’KZEM(M’HU]-):Z/ . )Jdpj d£d<2/ Jap; ALY =0. O
= —1 Jp; (MU "

—d’!
= = pixqoya-a



ROZDZIAL 15

Twierdzenie Stokesa

15.1. Formy rézniczkowe
Kontynujemy podrozdzial 12.7. Nastepna wazna operacja jest operacja podstawiania (zmiany zmiennych).
Definicja 15.1.1.  Niech U € topR™ i niech f € D(U, §2). Definiujemy operator f* : F(,)(2,F) —
f(r)(U, F):
e jezelir = 0, to kladziemy f*(u) = wo f (1);
L. ¥ O(fiyy--osfip
o jezelir > 1,u = > wurdxy to f*(u) :== >, (uro f)dfr = > ( > (ur Of)a(({_lii:)))dt,],

IeAn IeAr JeAm IeAr o THIUTUUT
gdzie dfr :=df;, N--- Ndf;,.

Obserwacja 15.1.2. @ Gdym=r,to f*(u)=( X (uso f)%i’f”)dtl Ao N dty
AR Cr

(b) Gdy m =r =mn, to f*(pdxy A+ Adxy) = (po f)(det f/)dty A -+ A dt,.

Twierdzenie 15.1.3. (a) Odwzorowanie f* : F(,)(£2, F) — F,y(U, F) jest liniowe. Ponadto,
o jezeli f € DFTY(U, 1), to f*( (T)(.Q F)) cC f(r)(U F),
o jezeli f € C**1(U,R™), to f*(C (T)(.Q F)) c C(T)( F).
(b) f*(pdxi, A--- Ndxg) = (po f)dfy, A--- Adf;,. dladowolnychiy, ... i, € {1,...,n}.
(c) Jezeli F =R, to f*(uAv) = f*(u) A f*(v).
(@) f*od=do [* naFly (2, F).

(e) Jezeli f € D"(U,2),to f*od=do f* na f(’r)(.Q,F) dla dowolnegor (2)

]:(,7)(97F) *> F(T—Fl)(QvF)

I I
Fipy(U, F) —= Fry1)(U, F)
(f) JezeliV € topRP ig € D(V,U), to(fog)* =g* o f*.

Dowop. (a), (b), i (c) sg elementarne.
(d) Na podstawie wzoru na rézniczkowanie ztozenia mamy:

d(f* () = d(uo f) = Zz(a“ 1), Z(%Of)dfﬁf(dm

=1 j=1
(e) Wystarczy sprawdzi¢ wzor dla form postaci @dz, gdzie p € D’ ( , ). Wobec Twierdzenia 12.7.10
mamy d(f*(pde1)) = (o f)dfr) = d(g o ) Adfs = F*(de) A dfs = f*(d(pder)) (®)-

(
() g* (f*(pdar)) = g* (9o F)dfr) = (g o f) 0 9)g*(df1) L (9o (f 0 9))d(f 0 9)1 = (f 0 9)* (pdar).
0

Definicja 15.1.4. Powiemy, ze obszar D C R™ jest rézniczkowo Sciggalny w klasie C* do punktu a, jezeli istnieje
otoczenie otwarte 2 D [0, 1] x D oraz odwzorowanie h : 2 — D klasy C* takie, ze h(0,z) = =, h(1,2) = a,
z e D.

1) Dla r = 0 rézniczkowalno$é f nie jest istotna.
2) Uwaga: we wzorze kazda z operacji f*, d, d, f* jest wykonywana na innej przestrzeni.

3) Tu jest istotne, ze f jest dwukrotnie rozniczkowalne i dlatego d(dfr) = 0.

291
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Zauwazmy, ze kazdy obszar gwiazdzisty wzgledem a jest $ciagalny rézniczkowo w klasie C*. Istotnie, wy-
starczy wziaé h(t,z) = (1 — t)x + ta, (t,x) € R x R™, 2 := h=1(D).

Twierdzenie 15.1.5 (Lemat Poincarégo (4) ). Jezeli obszar D C R™ jest rozniczkowo $ciggalny (do punktu a)
w klasie C*+1 przy pomocy odwzorowania h = 2 — D (k > 1), to dla dowolnego r € N i dla dowolnej formy
u € C(kr)(D) takiej, ze du = 0 istnieje v € Cfriw(D) taka, ze dv = u.

Obserwacja 15.1.6. Twierdzenie 12.4.2, to przypadek, gdy D jest gwiazdzisty i » = k = 1. Przypomnijmy
réwniez Przyklad 12.4.3.

Dowdéd Twierdzenia 15.1.5. Dowod polega na znalezieniu operatoréw liniowych
§ =640 Cloyny(£2) — C(,)(D), 5,£>0
takich, ze na C(Zs)(ﬁ), s,¢ > 1, mamy:
dod+dod=o0] -0y, gdzieo; : D — 2, o,(z) := (j,x), j € {0,1}, z € R™. ()

¢
C(Zs)( ) —— C(erll)( )

o~

Cl,_1y(D) LN i, (D)
Przypu$émy na chwile, ze mamy juz operatory 6. Wezmy v := —§(h*(u)). Wtedy:
do = —d(6(h* () = —o} (0" () + 0 (" (1)) + 6(d(* ()
= —(hooy)"(u) + (hoag)*(u) + §(h"(du)) = —(const)* (u) + id*(u) = u.

Przechodzimy do konstrukeji §. Oznaczmy zmienne w R x R™ przez (¢, x). Niech

w= Z wrdt Adxy + Z whdz EC{SH)(Q).

IeAr JeAr,

Kladziemy §(w) = Y ( fo wy(t,-)dt)dz;. Na podstawie twierdzenia o funkcjach danych calka d(w) €
IeAr

Cf, (D). Widag, ze operator § jest liniowy. Pozostaje sprawdzi¢ wzor (T). Wobec liniowosci wystarczy sprawdzi¢
wz06r (1) dla form nastepujacych dwoch typow:
1% w = @dx , gdzie J € A, ;. Wtedy 6(w) = 0 oraz

Yoy

20:w = @dt A dxy, gdzie I € A7 Wtedy 6(w (fo o(t,-)dt)dxy, of(w) =0, j = 0,1, oraz
) 1
(dw) + d(3(w)) = 5 Z N dt dx;) + Z ( / p(t, )t ) day A day
zj Jo

1
7]
,*Z( A 8% dt)dl'j/\dl‘[+2( | Tfj(tw)dt)d%/\dmzo_ 0

§(dw) = 5(%“:& Nday+ .. ) - ( %2, )dr‘)dm] = (o(L,-) — (0, ))dzy = ot (w) — ot (w).

15.2. Calkowanie form rézniczkowych

Definicja 15.2.1. Zalozmy, ze M € ML(R") jest orientowalna i niech O bedzie ustalong orientacja M. Niech
M C 2 € topR" iniech u € F(q)({2). Zaktadamy, ze u jest mierzalna na M, tzn. uy € M(M,Lyr) dla
dowolnego I. Méwimy, ze forma (funkcja) u jest catkowalna na M przy orientacji O, jezeli:

e Dlad=0: Y |u(z)| < +oo (°). Kladziemy wtedy Juouw= 2 O@)u(x).

xeM xeM

4) Por. Twierdzenie 12.4.2.
5) Przypomnijmy, ze #M < No.
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e Dlad > 1 postepujemy nastepujaco. Dla dowolnej lokalnej parametryzacji p : P — U zgodnej
z O rozwazamy forme p*(u) € Fq)(P). Poniewaz jest to forma rzedu d, wiec zgodnie z naszymi umowami,
utozsamiamy ja z funkcja na P, tzn. p*(u) = p*(u)dt1 A - - - A dtq (). Przypomnijmy, ze

p*(u) = Z (uI Op)M.

Pt a(tr, - ta)

Polézmy [u] := inp) op~!: U — R. Oznaczenie to ma charakter roboczy. Zauwazmy, ze jezeli ¢ : Q — U
jest jaka$ inng parametryzacja zgodna z O, to ¢ = p o ¢, gdzie det ¢’ (t) > 0, t € Q. Na podstawie Twierdzenia

15.1.3(f) mamy: ¢* (u) = ™ (p*(u)) = (det ") (p*(u) o ). Stad:

q*(u) —1 (det ap’)(p*(u) o ‘P) —1 —1 p*(u) -1
o = (o] (o] = o] 5
Jad (Jap) o )| det '] 7 °F P

Jap
a wiec funkcja [u] nie zalezy od parametryzacji zgodnej z O i moze by¢ w zwiazku z tym okre$lona na catym M.
Zauwazmy, ze [u] jest mierzalna na M.
Powiemy, ze forma u jest catkowalna na M przy orientacji O, jezeli [u] € L'(M,LM). Piszemy wtedy
u € L'(M,0) i definivjemy [}, ,u:= [ [u] ldcM.

Oczywiscie L' (M, O) jest przestrzenia wektorows, za$ operacja L'(M,0) > u Juou € R jest
liniowa. '
Twierdzenie 15.2.2.  (a) u € L'(M,0) <= u € L'(M,—0). Ponadto, [,, ,u=— [, ,u.

/
(b) [[u]| < [ull(z) = llu(=)] = (2}: u
u € LY(M,O) oraz | fMOu’ < Sy lulldcM.

(c) Jezeliu € L*(M,O), to dla dowolnej parametryzacji zgodnej z orientacjg p : P — U mamy on u =

[pp*(u)dLe.

Dowép. (a) [u] zmienia znak przy zmianie orientacji na przeciwna.
(b) Dla lokalnej parametryzacji p : P — U zgodnej z orientacja, korzystajac z nieréwnosci Schwarza,
mamy:

(x))l/g. W szczegolnosci, jesli ||lu|| € L*(M,LM), to

/ 3( i15Pig)
! ZI ('U,[ Op (;()7‘11, f;dg | /
P op =~ < w09 = [l o,

/ i .4.,1)2
Z}(a(niflw !

(c) jest elementarne. O

Przyklad 15.2.3. (a) Dlad = 1, jezelis : M — S,,_; jest orientujacym polem wektoréw stycznych, to

[u] = (4, s), gdzie forme u = ) u;dx; utozsamiamy z polem wektorowym @ = (uq, . . ., U, ). W szczegdlnosci,

7j=1
fM,O u= [, (@, s)dc™.
Istotnie, w lokalnej parametryzacjip : P — U zgodnej z orientacjag mamy (i, s)op = (iop, HZ—,”> = [u]op.
(b) Dlad =n — 1, jezelin : M — S,,_1 jest orientujacym polem wektoréw normalnych, to [u] = (@, n),
n
gdzie forme v = > (=1)*lugday A --- Adzp_y A dzgyq A - A dz, utozsamiamy z polem wektorowym
k=1
@ = (uy,...,up). W szczegdlnosci, [y, o u = [, (@, n)dCM.
Istotnie, w lokalnej parametryzacji zgodnej z orientacja p : P — U mamy:

n
O(P1s- -+, PE—1,Pkt15---,Pn) _ P (u)
k 1 ’ ’ » Pk+1, s Pn
(@,m)op= uy, 0 p)(ng o p) ug o p)( = = [u] o p.
k:Z:l J Z a(t17"'7t’n—1) Jdp

(6) Zwracamy uwage na niegrozng kolizje oznaczen.
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15.3. Twierdzenie Stokesa

Zalozmy, ze:

(1) M C R" jest d~wymiarowa orientowalng podrozmaitoscig klasy C1, 1 < d < n,

(2) D C M jest obszarem ttustym w M (intys clpy D = D),

(3) D = clgn D jest zbiorem zwartym,

4) D C 2 € topR™,

(5) M’ := Oy D jest albo zbiorem pustym albo (d — 1)-wymiarowa podrozmaitoéciag R™ klasy C*,

(6) LM(D) < +o0,

(7) LM (M) < 400 (oczywiscie, gdy M’ # @),

(8) O jest ustalong orientacja M,

(9) O’ jest orientacja podrozmaitosci M’ indukowang przez O (oczywiscie, gdy M’ # @),
(10) w € C(ldfl)(_()).

Interesuje nas, kiedy prawdziwe jest Twierdzenie Stokesa (7) mowiace, ze nastepujacy wzor Stokesa jest

prawdziwy
/ du:/ u, (8)
D,0 M0

gdzie prawg strone rozumiemy jako zero, gdy M’ = &.
Istnieje wiele wariantéw twierdzenia Stokesa. My udowodnimy nastepujace dwa.

Twierdzenie 15.3.1 (I wersja Twierdzenia Stokesa). Wzor Stokesa zachodzi przy dodatkowym zalozeniu, ze zbior
K := (suppu) N (clar D) (°) jest zwarty (*°).

Twierdzenie 15.3.2 (Il wersja Twierdzenia Stokesa). Wzor Stokesa zachodzi przy dodatkowych zatozeniach, ze
zbiér S := D \ M jest zwarty oraz L31(pr;(S)) = 0 dla dowolnego I € A"_,, gdzie pr; oznacza projekcje na
osie o numerach iy, ..., iq9—1 (d > 2).

Obserwacja 15.3.3. (@) Niech M = R, O = [R], D = (a,b) CC R, u € C([a,b]). Wtedy M’ = {a, b},
0'(a) = -1, 0'(b) = +1. W tym przypadku wzor Stokesa sprowadza si¢ do wzoru:

b
/ W ()t = u(b) — ula),

ktory, jak wiemy, zawsze zachodzi.
(b) Niech M € topR2, O = [R?],, u = Pdx + Qdy. Wtedy wzor Stokesa sprowadza si¢ do wzoru Greena
)
0 oprP
/ (—Q — —)dxdy = / Pdz + Qdy.
p\dz Oy oM D,0O’

Wzér Greena zostanie szczegétowo oméwiony w Twierdzeniu 15.3.4.
(c) Niech M € topR?, O = [R?],,

u = Pdy Adz+ Qdz AN dx + Rdz AN dy. (*?)

™) George Stokes (1819-1903).

8) Poniewaz du jest forma ciagly na £2, a D CC 2, wigc funkcja ||dul| jest ograniczona na D, co, wobec skoficzonosci miary D,
implikuje, ze calka po lewej stronie istnieje i jest skonczona — por. Twierdzenie 15.2.2(b). Z analogicznych powodéw catka po prawej stronie
istnieje i jest skoficzona. Problemem jest wiec rownos¢.

(9) suppu := Usuppul.
I

10} K jest zwarty np. gdy D C M.
1) Por. Przyktad 12.7.11.
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Wtedy wzor Stokesa sprowadza sie do wzoru Gaussa—Ostrogradskiego (13) (14):

aP  9Q OR

/ (7+—+—)dzdydz—/ Pdy Adz + Qdz A dx + Rdz A dy.
p\odz Oy 0z & D,0’

(d) Niech M € topR", O = [R"],,

n
= Z(fl)j_lujdwl A A dl’j_l A d.Z‘j_H JANEERIVAN dwn
j=1

iniechn : 9y D — S,,_1 bedzie ciaglym polem wektoréw normalnych zadajacych orientacje O’ (por. Przyklad

15.2.3(b)). Wtedy
& Ou; . / \ g ,0mD
/D (; axj) a =/ (Zuj ;)deP.

W szczegblnoéci, mamy nastepujacy wzor na catkowanie przez czesci: Jezeli f,g € CL({2), gdzie §2 jest
pewnym otoczeniem D, to

9g aD 5f .
f== dﬁ"—/ fon;)dL —/ gdl" j=1,...,n.
/ 8:10] (')D( g J) D am]
W konsekwencji, dla dowolnych f, g € C2(£2), mamy:
99 _ Of\ . .op /
Ag) dL™ = = —g=)d Af)g dL™.
[ ragacr= [ (132 —agh)ac + [ (apgac )
gdzie A oznacza operator Laplace’a (laplasjan)

0u 0%u

Au = —.
" 2 ot 0x2

Wzér (%) nosi nazwe wzoru Greena dla operatora Laplace’a.
Istotnie,

n __ n __ - i oD 8f 89
/D f(Ag) dL / faxj amj dE ]Z oD f@ s L Z/ oz, 8333
99 .op / oD / n
= f dE gn AL + dE
oD Z OD J Z 8$] &z:J

s o

(e) Niechn = 3,d = 2, u = Pdx + Qdy + Rdz. Wtedy wzdr Stokesa sprowadza sie do klasycznego wzoru
Stokesa:

Twierdzenie 15.3.4 (Wz6r Greena). Niech D C R? bedzie obszarem takim, ze 0D = ~§ U --- U v, gdzie
v; 0,1 — R? jest krzywq Jordana klasy C' zorientowang dodatnio wzgledem D, j = 0, ..., N. Wtedy dla D
prawdziwy jest wzor Greena, tzn. dla dowolnych P, Q € C'(D) mamy:

ADPdm+Qdy=A(%—%)

3
(12) Ten zapis formy odpowiada poprzedniemu zapisowi u = Z (1) lujdzy A+ Adzj_1 Adzjpr A+ A das; por. (d).
j=1

13) Michait Wasyliewicz Ostrogradski (1801-1862).
4) Por. Przyktad 12.7.11.
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N
Dowdp. Wykorzystamy II wersje Twierdzenia Stokesa. Niech 7} := {t € [0,1] : v}(t) = 0}, S :== U (1))

N
Zauwazmy, ze pr;(S) = U {v;,:(t) : 7}(t) = 0} C {;4(t) : 7j,(t) = 0}, astad L' (pr;(S)) = 0,i = 1,2,
Jj=1 '
na mocy elementarnego twierdzenia Sarda (Lemat 14.3.12). Z twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym wynika,
ze (OD) \ S jest jednowymiarows rozmaitoscia klasy C!. Dla rozmaitoséi M := M \ S mamy D C M oraz
5D = (Om D)\ S. Z postaci zbioru S wynika, ze fM,o' Pdx + Qdy = faﬁD,O’ Pdz + Qdy (CWICZENIE).

Ostatecznie, korzystajac ze wzoru Stokesa dla M, dostatemy wzor Greena.
d

Whiosek 15.3.5. Niech {2 C R™ bedzie zbiorem otwartym i niech u € C(lnfl)(Q), suppu CC 2. Wtedy

/duzO.
Q

Dowép. Dobierzmy kule B; = B(a;,r;), j = 1,..., N, tak, ze suppu C By U---U By CC {2 i niech
©1,...,on € C3°(R™) beda takie, ze supp p; CC Bj,j=1,...,N,¢1 + -+ ¢n = 1 w otoczeniu supp u.
Teraz, na podstawie wzoru Stokesa dla kuli, mamy:

N N
duo= [ dgerew =Y [ =Y [ pu=0 O
/n, [Rn] 2, R4 ; Bj, [R™] ¢ Jz:; oB;, R,

Whiosek 15.3.6 (Wzor na catkowanie przez czesci). Niech 2 C R™ bedzie zbiorem otwartym i niech f € C*(2),
g € CE(02). Wtedy

/ fD% dL™ = (1)l / (Df)g dL", |a| < k.
o) 17
W szezegélnosci, dla dowolnych f € C%(12), g € C3(£2) mamy

| g acn = [ ang acr.

Dowop. Wystarczy rozwazy¢ przypadek k = 1, « = e;. Niech
u:= fgdxo N\ --- Ndx, € C(ln_l)(_Q).
Oczywiscie supp u C supp g CC {2. Zauwazmy, Ze
g of
du=(f32+ Zg)day A+ A day.
" Oxy * axlg o v
Pozostaje skorzysta¢ z Wniosku 15.3.5. 0

Na koniec podamy jedno bardzo nietrywialne zastosowanie wzoru Stokesa.

Twierdzenie 15.3.7 (Twierdzenie Brouwera o punkcie stalym (15 ) ). Kazde odwzorowanie ciggle f : B,, — B,
ma punkt staty.

Dowdép. Krok 1°: Mozna zatozy¢, ze f jest klasy C>°(R™, R™).

Postepujemy nastepujaco. Poniewaz B, jest zbiorem domknietym, zatem istnieje ciagle przedtuzenie f do
odwzorowania f : R” — R". Mnozac fprzez funkeje g € Co(B(2), [0,1]), g = 1 naB(2), mozemy zalozy¢, ze
fznika poza B(2). Do kazdej sktadowej odwzorowania fstosujemy regularyzacje i otrzymujemy odwzorowania
klasy C* f; : R" — R" takie, ze fz — fjednostajnie na R" (Twierdzenie 14.7.3(b)). W szczegélnosci, dla
dowolnego v € N istnieje odwzorowanie klasy C* g, : R" — R™ takie, ze ||g, — f|| < 1 na R™. Niech
fv = g,/(1+1/v). Wida¢, ze f, : B, — B,,, v € N. Jezeli twierdzenie jest prawdziwe dla odwzorowan klasy
C*, to dla kazdego v istnieje punkt z,, € B,, taki, ze f,(z,) = 2y, czyli g, (z,) = (1 + 1)x,. Mozemy zalozy¢,
7e ¥, — 1o € B,,. Wtedy f(z0) = 0.

Krok 2%: Zakladamy, ze f € C°°(R™,R").

(15) Luitzen Brouwer (1881-1966).
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~ Przypudémy, ze f(x) # v dlakazdegox € B,,. Wtedy réwniez, f(z) # x dlaxz € U, gdzie U jest otoczeniem
B,,. Dla dowolnego = € B, istnieje dokladnie jedna liczbat = t(x) > O taka, ze r(z) := z+t(z — f(x)) € Sp—1.
Okreslilismy w ten sposob odwzorowanie r : B,, — S,,_1. Wida¢, Ze r jest retrakcja. Pokazemy, ze przedtuza

si¢ ono do odwzorowania klasy C> w pewnym otoczeniu B,,. Istotnie, rozwiazujac réwnanie
lz +t(@ = F@)I* = 2| + 2t{z, 2 — f(@)) + £]lz — f(2)]|* =1

wnioskujemy, ze A(x) = 4(z,x — f(x))? + 4(1 — ||z||?)||lz — f(@)||*> > 0dlax € V, gdzie V C U jest
otoczeniem B,,. Ponadto,
—2(z,x — f(2)) + VAx)

2|z — f()]1? '

t(x) =
Wynika stad, ze r jest klasy C*°(V,R™). B

Mamy wiec retrakcje r = (r1,...,7,) : B, — S,,—1 klasy C*°(V,R"). Niech u := ridra A -+ Adr,, €
Cé’flil) (V). Na podstawie twierdzenia Stokesa (w [ wersji z M := R", D = B,,) mamy:

/ du = / u.
B[R]+ Sn—1,[R"™]’,
Zauwazmy, ze

/ du:/ drl/\drg/\-~-/\drn:/ (detr')d:rl/\~--/\dxn:/ (detr')dxy ... dxy,.
B, ,[R™]4+ B, ,[R™]4+ B, ,[R"]+

Bn
Rézniczkujac zwiazek ||7||? = 72 + - - + 72 = 1 na B,, dostajemy

n
Z 871j:0 naB,, k=1,...,n

Tjaixk
/ u = 0.
Sn71,[R”]'+

j=1
Niech v := x1dxa A - - - A dz,. Na podstawie wzoru Stokesa mamy:

/ v:/ dzy ...dx, = L"(B,) > 0.
Sn—1,[R"]} B",[R"] 4

r*(v). Rozwazmy dowolng lokalng parametryzacje p : P — U sfery S,,_1 zgodna z orien-
= (r op)*(v) = p*(v) (bo r jest retrakcja). Stad

n;

W szczegolnosci det v’ = 0 na B,,, a wiec

Zauwazmy, ze U =
tacjg. Mamy p*(u)

O:/ u:/ ridro N\ -+ ANdz, > 0;
Sn—1,[R"]’, Sn—1,[R"])’,

sprzecznosc¢. 0

Twierdzenie 15.3.8 (Twierdzenie o retrakcji). Nie istnieje ciggta retrakciaB,, — S, _1.

Dowoép. Przypusémy, ze r : B, — S,_; jest taka retrakgjq iniech f = —r : B, — S,_1. Na podsta-
wie Twierdzenia Brouwera o punkcie statym istnieje 2o € B,, taki, ze f(xg) = x¢. Oczywiscie, g € S,_1.
W szczegolnoscei, f(zg) = —xo, bo r jest retrakcja — sprzecznosé. d

Dow0dD I WERs]T TWIERDZENIA STOKESA 15.3.1. Dla dowolnego punktua € K ustalmy parametryzacje p, : P, —
U, podrozmaito$ci M zgodna z O taka, ze a € U,, P, jest otwarta kostka i jezeli M’ N U, # @, to py : P, —
M’ N U, jest parametryzacja zgodna z O’, gdzie P, = A, x P, CRxR41, 0 € Aa, Pa(§) i =p(0,6),€ € P,.
Przypomnijmy, ze w przypadku d > 2 mamy: p,((Pa)-) = D NU,, gdzie (P,)+ := P, N {£t; > 0}, za$
w przypadku d = 1 mamy: p,((P,)-) = DN U,, gdy O(a) = +1ip.((P.)+) = DNU,, gdy O(a) = —1.
Poniewaz K jest zwarty, wiec istnieje skoniczone pokrycie U, U --- U U,y D K. Niech U,; = M N G},

N
gdzie G; € topR™, G; C 2,5 =1,...,N.Niech ¢; € C§°(G,[0,1]), 5 =1,..., N, beda takie, ze > ¢; =1
j=1
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N
w otoczeniu Gy zbioru K. Niech u; := p;u € C(ldil)(ﬂ),j = 1,...,N. Zauwazmy, ze »_ u; = u na Gj.
j=1

N
W szczegélnosei, Y du; = duna Go. Mamy:
=1

N N
/ du:/ du:Z/ duj:Z/ duj,
D,0 DNGo,0 =1/ DNGo,0 =1/po

N

N
u = / u = E / Uj; = E / Uj,
/Mf,O/ M'NGo,0’ M'NGo,0’ = Mo

Jj=1

wiec wystarczy sprawdzi¢ wzor Stokesa dla kazdej formy u; z osobna.

Ustalmy j i dla prostoty przyjmijmy, ze u = u; oraz opué¢my nieistotne wskazniki. Tak wigc p : P —
U jest wyrdzniong parametryzacja (posiadajaca wszystkie poprzednio wymienione wilasnosci), U = M NG
isuppu CC G. N

Niech L := p*(du) € C?d)(P), R:=p*(u) € C?d_l)(P). Przypomnijmy, ze

suppL CC P, suppR CC P.

W przypadku, gdy U’ := M’ NU = & niech Q := P. W przypadku, gdy U’ # & niech @ = P_lubQ = P,
tak by p(Q) = D N U (jezeli d > 2, to oczywiscie Q = P_). Nasz problem polega na pokazaniu, ze

0 sl U = o
[ au=[paee=gt TS
D,0 Q f};R dL—, jezeliU' # @ MO
Najpierw rozpatrzymy przypadek d = 1. Na podstawie Twierdzenia 15.1.3(e) mamy: L = dv = v'dt, gdzie
v := p*(u) = u o p. Niech Q = (a, ). W konsekwencji:

B
/ Lot — / V' (8)dt = v(B) — v(a) = u(p(B)) — u(p(a))
Q e%

0, jezeliU’ = @
= Qu(p(0)), jezeliU' # @, Q= P_ :/ “
—u(p(0)), jezelilU’ # @, Q = P, MO

co konczy dowodd dla d = 1.

Przypadek d > 2 jest znacznie bardziej skomplikowany. Wobec liniowosci wszystkich operacji mozemy sie¢
ograniczy¢ do form postaci u = ¢dzy, gdzie ¢ € C}(G),al € AT_,.

Na wstepie, aby uchwycié zasadnicza mysl dowodu, przyjmijmy dodatkowo, ze p jest klasy C2. Wtedy na

podstawie Twierdzenia 15.1.3(f) mamy p*(du) = dv, gdzie v := p*(u). Niech ¢ : R¥~! — R?, 5(¢) = (0,&).
Odnotujmy, ze p = p o 0, a zatem R = 0*(v). Tak wiec chcemy pokazad, ze

/dvdﬁd: 0, L, jemli@=P
Q fI;J*(v) dLe=, jezeli@Q # P
Wobec liniowosci mozemy zalozy¢, ze

v=1dt; A--- ANdtg—1 ANdtgsr N+ ANdtg

dla pewnego k. Kostke Q przedstawiamy w postaci A x (7, 6) x B C RF"! x R x R*~% Niecht = (ta,t,tp) €
RF=1 x R x R4F, Na podstawie twierdzenia Fubiniego dostajemy:

10 _ J N
d k=1 k—1
/de dL® = /Q( 1) ETh dt = (-1) /A/B ( | o dtk)thdtB

:(71)'“_1/A/B(w(tA,é,tB)fw(tAm,tB))thdtB.
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Poniewaz suppv CC P, ostatnie wyrazenie jest rowne zero, jezeli Q = Plubk > 2. Jezeli@Q # Pik = 1, to
jest ono roéwne

o9 ac
Z drugiej strony,

/NU*(U) et = /N(w oo)doy A---ANdog_y Ndogsr A--- Adog) dL4!
P P

40, jezelik > 2
T U 0(0,6) dLiNE),  jezelik =1

co konczy dowdd przy dodatkowym zatozeniu.

W przypadku ogélnym zauwazmy, ze
L = p*(du) = p*(dp Ndzr) = p*(dp) Ndpr = d(p o p) Adpy
iR = o*((¢op)dpr). Oznaczajac f1 := @opi fj :=p;,_,,j = 2,...,d, sprowadzamy zagadnienie do pytania,
czy
/ Ay n- N df 0, jezeli@Q = P
d=19 r . L .
Q.[RY], ! jgy[Rdﬂh o*(frdfa A --- Ndfg), jezeli@Q # P

Odnotujmy, ze f; € C§(P), fj € CH(P),j = 2,...,d. Jezeli fa,..., fq € C2(P), to d(fidfa A - ANdfq) =
dfi N --- N dfq, a wiec powyzszy wzoér sprowadza sie do wzoru Stokesa dla (), ktoéry to wzor, jak wynika z
poprzedniej czesci dowodu, zachodzi.

Aby wykaza¢ wzoér w przypadku klasy C' zastosujemy aproksymacje. Na wstepie zauwazmy, ze mozemy
zalozy¢, ze f; € Cj(P) (zastepujac f; przez g f;, gdzie g € C5°(P)ig = 1 wotoczeniusupp f1),j = 2,...,d. Te-
raz wystarczy wykorzystaé regularyzacje z Twierdzenia 14.7.3 i zauwazy¢, ze na podstawie Twierdzenia 14.7.3(d)
mamy (CWICZENIE):

— a(flv (f?)sv EEN) (fd)a)

dft Nd(fa)e A--- Nd(fa)e ot » dty A--- Ndtg
a(flw"afd)
— T dty N ANdtg=dfi AN N d
At ty) 1 a=df1 Iifa

jednostajnie na R? przy e — 0. Ponadto,

I(f2)e00,....(fa):00)

o (frd(f2)e A+  Nd(fa)e) = (fro0 DEr o) d&i A ANd€g—a
o GRS e i = (i A

jednostajnie na R?~! przy ¢ — 0.
Gwarantuje to zbiezno$¢ odpowiednich calek

/ dfl/\d(fg)s/\"'/\d(fd)s—>/ dfy A - Ndfq,
QR4 Q,[R4] 4

/I; [RA-1] U*(fld(fQ)e ARERRA d(fd)E) o U*(flde TARERNAS dfd)7

B[R4,

co konczy dowdd. O

Dow0p II WERs]I TWIERDZENIA STOKESA 15.3.2. Wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy u = @dz dla pewnego I €
A%, Niech St := pr;(S). Zdefiniujmy:

Uy, ::1*(XS§2/V))1/V GCOO(Rd_l,[O, 1}), veN.
Wtedy 1, = 1 poza S§3/V), 1, = 0 na S}l/y). W szczeg6lnosci

u)l/ - X]Rd_l\SI
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punktowo. Odnotujmy, ze zbiér otwarty G, := int S}l/ v) jest otoczeniem Sy. Okre$lamy

w, = (Yy o pry)u = (Y, o pry)pder.
Zauwazmy, ze
(suppuy) N (pr;*(Gy)) = 2,

co oznacza, ze zbior (supp u, ) N (clps D) jest zwarty. Na podstawie I wersji twierdzenia Stokesa mamy:

/ du, = / uy,, v EN.
D,O M0’

/ du, — du, / Uy — u.
D,O D,O M',0’ M0’

Niech H := pr;'(Sr). Oczywiscie [u,] — [u] punktowo na M’ \ H. Ponadto |[u,]| < |[u]| na M’. Stad, na
podstawie twierdzenia Lebesgue’a, dostajemy

/ U, —> Uu.
M'\H,O’ M'\H,0’

Wystarczy pokazaé, ze

Zauwazmy, ze
du, = d(y opry) Au+ (Y, o pry)du = (¢, o pry)du.
Stad [du,] — [du] punktowo na M \ H oraz |[du, ]| < |[du]|. Mamy wiec

/ du, — du.
D\H,0 D\H,0

Pozostaje sprawdzié, co sie dzieje na H. Potrzebny nam bedzie nastepujacy lemat.

Lemat 15.3.9. Niech N bedzie r—wymiarowq orientowalng podrozmaitoscig wR™ i niech B C R" bedzie zbiorem

domknigtym miary zero. Wtedy
/ [fday] dEN =0
Nﬁpr;] (B)

dla dowolnego J € A7 przy zalozeniu, ze forma fdx j jest catkowalna na N.

Przyjmijmy lemat na chwile. Jezeli M’ # &, to stosujac lematdor =d — 1, N = M', B = S, J =1
i fdr; = ulub fdx; = u,, wnioskujemy, ze

/ [u] dLM = / [u,] dcM = 0.
M'NH M'NH

Niech teraz r = d, N = D. Mamy du = ) f%i‘dxj A dxg i podobnie dla du,. Bierzemy teraz fdr; =
J¢l

%dmj Ndzy, J = (7;17...,2'3717.]'72'37...,Z'dfl)iB = {(tl,...,td) ceR¢: (tl,...,tsfl,ts+1,...7td) S S]}
tak, ze pr; ' (B) = H. Z lematu wnioskujemy, ze

/ (du] dCM = / (] dCM = 0.
DNH DNH

Dowoéd II wersji twierdzenia Stokesa jest zakonczony. (]

Dowop LEMATU 15.3.9. Niech A := N N pr;l(B ) i niech Ay oznacza zbidr tych wszystkich punktow a € A
takich, ze przy dowolnej lokalnej parametryzacji p : P — U w otoczeniu a¢ mamy:

a(le,...,pjT) . B
Bt P @) =0

Oczywicie Ay jest relatywnie domkniety i [fdz ;] = 0 na Ay. Pozostaje udowodnic¢, ze

/ [fdxg) dcN = 0.
A\Ag



Marek Jarnicki, Wykiady z Analizy Matematycznej IV, wersja z 6 czerwca 2023

. . 301
15.3. Twierdzenie Stokesa

Rozumujemy lokalnie w otoczeniu ustalonego punktu a € A\ Aj. Wobec definicji zbioru Ay, podrozmaitosé N
da sie¢ opisa¢ w pewnym otoczeniu U punktu a jako wykres x5 = g(z;), z; € Q, gdzie J' oznacza wielow-
skaznik uzupehiajacy do J w (1,...,n) (CwiczeNIE). Mamy stad:

/ (fdas) de™ = & / F(er g(es))das =0
ANU

{zs:(zs,9(zs))EA}
bo {z;: (xs,9(xs)) € A} C B. O

W praktyce, dla d > 2, twierdzenie Stokesa stosuje sie najczesciej w nastepujacej sytuacji.

Twierdzenie 15.3.10. Zatézmy, ze M, D, 2, u spetniajq warunki (1)—(4), (8), (10). Zamiast (5) zaktadamy, ze
D C M (co automatycznie daje (6)) oraz, ze Oy D jest kawalkami klasy C*, co oznacza, ze dowolnego punktu
a € Oy D istnieje:

o lokalna parametryzacja p, : 2A% — U,, gdzie U, € top M, a € U, oraz

o (,e{l,...,d}

takie, ze p,(0) = a, DN U, = p((—2,0)% x 2Ad~%a),

Wtedy wzor Stokesa zachodzi.

Dowop. Zauwazmy, ze:

o Jezelil, = 1,to (OpyD)NU, = p({0} x 2A4971). W szczegolnosci, (Opr D) N U, jest (d— 1)-wymiarowa
podrozmaitoscig U, klasy C*.

o Jezelil, > 2,todla E, := p,({t € 247 : Jicicjge, * ti =t; = 0}) mamy

la
(OmD) N (Ua\ Ea) = | Pal(=2,0)"" x {0} x (=2,0)%7* x 24% =),

W szczegdlnoscei, (Opy D) N (U, \ E,) jest suma £, parami rozlacznych (d — 1)-wymiarowych podrozmaitoéci
U, \ E, Kklasy CL.

Niech F,, :=p,({t € At Ficicjgr, 1 ti =t; =0}) C E,.

Wobec zwartosci Oy D znajdziemy skonczong liczbe punktéw aq,...,anx € Oy D takich, ze Oy D C

N N
U pa, (A%). Niech F := |J F,,, gdzie F,, := @ jezeli {,, = 1. Oczywiscie, F jest zbiorem zwartym oraz
i1 =1

(O D) N (M \ F) jest (d — 1)-wymiarowa podrozmaitoécia klasy C*.

Niech My := M\ F, Dy := DN\ My = D\ F. Zauwazmy, ze Mg, Dy, 2, u spetiaja (1)-(10) (CWICZENIE).
Bedziemy chcieli zastosowaé II wersje twierdzenia Stokesa do My, Dy, £2,u. Mamy S := Dy \ My C F. Wy-
starczy wiec pokazaé, ze dla kazdego j € {1,..., N} takiego, ze {o, > 2, zachodzi L%~ (pr;(F,,)) = 0 przy
dowolnym I € A};_,. Ustalmy I oraz j i przyjmijmy dla uproszczenia zapisu a := a;. Wystarczy udowodnié¢,
ze LY (pr;(H)) = 0, gdzie H := p,({0}? x Zd_z). Niech f := pr;op,(0,-) : 2A%"1 — R, Zauwaz-
my, ze f spelnia lokalnie warunek Lipschitza. Teraz na podstawie Twierdzenia 13.10.6(b) wnioskujemy, ze zbior
pr;(H) = f({0} x [~1,1]972) jest miary zero.

Na podstawie Lematu 15.3.9, rozumujac tak, jak w koncéwce dowodu II wersji twierdzenia Stokesa, dosta-
jemy |, p.odu= J Do.0 du. Niech O’ oznacza orientacje indukowang na 9z, Do przez O. Ostatecznie wiec, na
podstawie II wersji twierdzenia Stokesa, mamy:

/ du :/ du :/ U ::/ U. O
D,0 Do,0 Oy Do, O’ om D,0’






ROZDZIAL 16

Wybrane zagadnienia Analizy Matematycznej

16.1. Szeregi Fouriera — uzupelnienia

Niech
Lyr(R) = {f : R — R: fli_rm) € L'([=m,7]), Vaer : f(z +27) = f(2)}.
Oczywiscie Ro, (R) C L. (R). Definicje szeregu Fouriera (okreslonego dla funkeji klasy R, (R)) (por. Definicja
8.1.1) przenosimy bez trudu na funkcje klasy L}_(R):

S =P Y -
S(z) =S(f;x) := 5 + n:1(an cosnz + by sinnz), z €R,
gdzie
1 /™ 1 [m .
an = an(f) = — f(t)cosnt dt, b, =0b,(f):=—= f(t)sinnt dt, n € No.

oy - T

Twierdzenie 16.1.1 (Riemanna-Lebesgue’a). Dla dowolnego przedziatu P C R oraz dla dowolnej funkcji f €
LY(P) mamy:

lim /f(t) cosat dt = lim /f(t) sinat dt = 0.
P P

|a| =400 || =400
W szezegélnosci, dla dowolnej funkeji f € Li_(R) mamy:
an(f) — 0, bu(f) — 0 przyn — 4o0.

Dowdp. Por. dowdd Twierdzenia 8.1.3.
W dowodzie ograniczymy si¢ do funkcji cos. Pozostaty przypadek jest analogiczny.
Krok 1°. f = xq, gdzie @ jest przedziatem ograniczonym, Q) C P.

Krok 2°. Jezeli twierdzenie zachodzi dla f1, fo € L!(P), to zachodzi dla A1 f1 + Ao f2 dla dowolnych A1, Ay €
R.

Krok 3°. Jezeli MT(P) > f, / f € L*(P) i twierdzenie zachodzi dla kazdej funkcji f,, v > 1, to zachodzi
dla f.

Istotnie, na podstawie twierdzenia o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem catki, mamy:

‘/Pf(t)cosoztdt—/Pf,,(t)cosatdt‘S/P(f(t)—fl,(t))dt—>0, a€R.

Teraz, dla danego € > 0, najpierw dobieramy vy takie, ze

‘/f(t)cosatdt—/ fVU(t)cosatdt’ge, a € R,
P P

a nastepnie korzystamy z tego, ze [, f,, (t) cos at dt — 0 gdy |a| — +o0.

Krok 4°. Na podstawie 1°, 2° i 3°, twierdzenie zachodzi dla dowolnej funkcji f = xy, gdzie U jest zbiorem
otwartym w P iy € L*(P).

Krok 5°. f = x4 € L*(P), gdzie A jest zbiorem mierzalnym, A C P.
Istotnie, dla dowolnego ¢ > 0 istnieje zbiér U otwarty w P taki, z2e A C Ui L} (U \ A) < e. Wtedy

‘/ xu (t) cos at dt—/ xa(t)cosat dt| < e
P P

303
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i mozemy skorzystac z 4°.

Krok 6°. Wobec 5° i 2°, twierdzenie zachodzi dla dowolnej funkcji f € M (P)NL*(P). Stad, na podstawie
3°, zachodzi dla dowolnej funkcji f € M™*(P) N L'(P) i ostatecznie (poprzez rozktad f = f, — f_) — dla
dowolnej funkcji f € L1(P). O

Tak, jak w rozdziale 8, dla f € Li_(R), definiujemy sumy czesciowe:
k
Sk(z) = Sp(f;2) := % + Z(an cosnz + by sinnz), x €R, k€ Ny.

n=1

Lemat 16.1.2. Dla f € L} _(R) mamy

T p . (2k41)t
1 t r—1t) sin-“—5—
SAﬁ@:f/‘ﬂm+)+ﬂT ). —2 dt, z€R,keN,.
T Jo 2 sin ¢
W szczegolnosci,
- (2k+1)t
1/W$H(2)(ﬁ—1 keN
— | ———dt=1, keN.
7 Jo sin £
Dowép. Cwiczenie — por. dowéd Lematu 8.2.2. O

Twierdzenie 16.1.3. Dla f € L (R) i dla dowolnego 0 < § < m mamy:

19 ‘ _f) sin @kEDE
f/'ﬂx+)+f@ )~$n.§ dt, reR
0 2 sin 5

lim Sk(f;z) = lim
k—+4o00 k(f7 ) k—-+oco T
(w tym sensie, ze obie granice jednocze$nie istniejq i sq rowne).

W szczegblnosci, prawdziwa jest nastepujgca zasada lokalizacji:

O zbieznosci i wartosci S(f;xq) szeregu Fouriera funkcji f w punkcie x¢ decydujq wylqcznie wartosci funkcji
f wdowolnie malym otoczeniu punktu x.

Dowép. CwICZENIE — por. dowdd Twierdzenia 8.2.3. O
Twierdzenie 16.1.4 (Kryterium Diniego). Niech f € L} _(R) i niech xy, A € R bedq takie, ze funkcja

i}f@o*‘t)*‘f(mo—t)—QA

(0,7 >¢ "

Jjest catkowalna (1) Wtedy
S(fizo) = lim Si(f;20) = A.

Dow6p. Cwiczente — por. dowéd Twierdzenia 8.2.4. O

16.2. Transformacja Fouriera

Definicja 16.2.1. Dla dowolnej funkeji f € L'(R") := L'(R", C) definiujemy jej transformate Fouriera wzo-
rem

FNEO = F&):= | f@e00dLa), ceR" ()
gdzie ( , ) oznacza standardowy iloczyn skalarny w R™.

Obserwacja 16.2.2.  (a) f(0) = Jgn fz)dL™ ().
(b) fjest funkcja ograniczona oraz supgcgn |f(£)| < | fllz:-
Elg Oczywiscie, problemem jest tu catkowalno$¢ w otoczeniu zera.
2

Uwaga: Czasami transformate Fouriera definiuje si¢ wzorem

1

(FHE) = W

/ f(@)e "L drn(z).
R
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(c) f jest funkcja jednostajnie ciagla.
Istotnie, dla dowolnych &, € R™ mamy

Ferm—Flel < [ 1f@le e —aen@) — o

gdzie ostatnia zbieznos$¢ wynika z twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanym przechodzeniu do granicy pod
znakiem calki.

(d) Z Twierdzenia 14.4.1 o funkcjach danych catka wnioskujemy, ze jezeli v f € L'(R")dla|a| < k (np. f €
LY(R™) isupp f CC R™), to f € C*(R",C) oraz D*f = (—2mi)l*lzaf, |a| < k. W szczegblnosci, jezeli
feCPR™,C), to f eC®R",C).

(e) e—ellzl* € C°(R"™,C), a > 0.

f) z Twierdzenia 15.3.6 o catkowaniu przez czesci wnioskujemy, ze jezeli f € C5(R™, C), to (2m')|0“§“f=
5. ol <

(g) ]ezeh f € C¥(R™,C) dla pewnego k € NO, to funkcja H§||2kf jest ograniczona. W szczegolnosci, jezeli
2k > n,to f € L'(R™). Istotnie, [|¢[|2f = (2 + -+ &2)Ff = D aenn:al=k B i mozemy skorzysta¢ z
().

(h) Niech X := {f € L*(R")NBC(R™,C) : f € L'(R™)}. Odnotujmy, ze X’ jest C—przestrzenia wektorows
oraz X C L?(R") dla dowolnego p > 1. Ponadto, na podstawie (g) mamy C2*(R",C) C X o ile 2k > n.

(i) Niech é(m) := p(—2x). Zauwazmy, ze

y<

=F F=7F feL'®".

<)

Definicja 16.2.3. Operacje
L*R™) 5 f s Ff € BC(R™,C)
nazywamy transformacjq Fouriera.
Jest to oczywiScie operator C-liniowy i ciggly. Ponadto, || F|| < 1
Lemat 16.2.4. Dla dowolnych f, g € L'(R") mamy

970 = [ Ge+Or@icia), cern
W szczegblnosci, dla & = O dostajemy
/ g-fdcr :/ G- fdcr.
RW, R'n,
Dowdp.

g-F(&) = / Cg(@)f(w)e D dLm (x) = / gl >( f(y)e™ 2L (y) e 2= (z)
e [ (] st e an @) e o) = [ aty+ 5w, 0

n

Lemat 16.2.5. Dla dowolnego a > 0:
. n 2 2
Fle—alzl®y(g) = ( E) - el R™.
(e )(©) .)€ , L€

]_-(e—wllez)(g) _ e—ﬂ\\f\\2’ £eR™

W szczegolnosci,

Dowép. Wystarczy udowodnié przypadek n = 1. Istotnie,

]_—(67(1“7”2)(5) _ / 6—a||gc||2e—Q‘;n’,(m,g)dEn(w) _ / efamfefmrizlgldﬁl(xl) . / efar 6727”T"£”d£1($n)
R™ R R

s 2 2 T x2 2 T\ _x2 2
_ Tz [T =e :( f) 1
a a a
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W przypadku n = 1, niech
1) = Fle ")) = / et IaL (2), € ER.
R
Na podstawie twierdzenia o funkcjach danych calkg wiemy, ze f € C*°(R, C) oraz

P = [ e Caminen ity = et D

— 00

o .
- f/ 67“x2ﬂ(7277i§)672m“5dx
oo a

—00

7'('2
= - "e(6).

Rozwiazujac to rownanie rozniczkowe dostajemy

[©=Ce %€, ceRr

Pozostaje wyznaczy¢ stalag C. Mamy

C=f(0)= / e dy = \/j (CWICZENIE). O

=~V
Twierdzenie 16.2.6. (a) f = f dla dowolnej funkcji f € X. W szczegdlnosci, transformacja Fouriera prze-
\

ksztatca bijektywnie X na X oraz (F|x) 1 (f) = f.fex.

(b) f/\g =Fx g dla dowolnych f,g € X.

(©) f*g=F- dladowolnych f,g € X (%),

@ fgn f-gdcn = Jgn [+ g dL™ dla dowolnych f,g € X. W szczegolnosci, 1fllze = | fllze. f € X (a wiec
F : X — X jest izometrig w sensie normy L?).

Dow6p. (a) Niech g.(z) := e~ I2I° 2 € R" ¢ > 0. Zauwazmy, ze g. € L'(R™). Na podstawie Lematow
16.2.41 16.2.5, mamy

—
=~

/n ge(I)f(m)e—Qwi(Z,@dﬁ"(x) = ggf(g) = /Rn Tq}(.r + f)f(x)dﬁ"(m) = /n ‘/q\g(x)f(x — f)dﬁn(a:)
= /R Eine’s%”xnzf(x — &)dL(z) = / eIl fex — )AL ().

Poniewaz g. — 1 przy ¢ — 0 (punktowo na R") oraz f € LY(R"), zatem, na podstawie twierdzenia Lebes-

gue’a, lewa strona dazy do f(&). Poniewaz f jest ciggla i ograniczona, zatem, ponownie korzystajac z twierdzenia
Lebesgue’a, wnioskujemy, ze prawa strona dazy do f(—¢), co konczy dowod.
(b) Korzystamy z (a) i Lematu 16.2.4:

v

— -~ -~
~,

Fo(©) =0 1) = [ 3o+ Of@ic" @) = (Fxa)e)

(c) Korzystamy z (a) i (b):

— 2 </\ \,/\ Vo —~
frg=(fxgl =9V =19
(d) Korzystamy z Lematu 16.2.4 oraz (a):
~ v
f-gacr=| f-gacr=| f-gdcr=[ f-gdc . O
R"’ R’n, R’n, R’n,

Definicja 16.2.7. Mowimy, ze funkcja f € C*°(R™, C) jest szybkomalejgca (f € S = S(R™)) jezeli dla dowol-
nych o, 8 € N[} mamy

1£llas = sup{|e*D?f(z)| : a € R"} < +o.

(3) Wiadomo, ze f * g € BC(R™, C), a wiec nasze zalozenie oznacza, ze f x g € X.
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W szczegolnosci, dla dowolnych o € Njj i k& € Ny mamy:
lirll rk(“mHax | DS (x )|) = 0.

Obserwacja 16.2.8 (Wlasnosci klasy S). (a) D(R™) =C§°(R™,C) C S.
(b) e=allzl® ¢ S dla dowolnego a > 0.
(c) Dla dowolnych v € Nj i f € S mamy D7f € S.
(d) S jest zespolong algebra.
Jest widoczne, ze S jest zespolong przestrzenig wektorowa. Ponadto, dla f, g € S mamy:

11 glla ¥ (D) pr@0u@]| < ()15 lasliolos-, <+,
v<B y<B
(e) Dladowolnychy € Njj i f € S mamy 27 f € S. W konsekwencji, P - f € S dla dowolnego wielomianu
PePR",C)oraz f € S.
(f) Funkcja & 3 f —— || flla,3 jest seminorma (dla dowolnych ¢, 8 € Ny). Pozwala to wprowadzi¢ w S
strukture przestrzeni metrycznej ze zbieznoscig zadana przy pomocy relacji

S > fi S, fesS, jezeli||fi — flla,s — 0 dla dowolnych o, 8 € Nj.

(g) S jest przestrzenia zupelng — CWICZENIE!

(h) Operator S > f —— D7f € S jest ciagly.

(i) Dla dowolnego wielomianu P, operator § 3 f — P - f € S jest ciagly.

(j) S c LP(R™), 1 < +o00. Ponadto, istniejg state C' = C'(n, p), s = s(n, p) takie, ze

Hf”LP(]R") < Cmax{||fllao : |af < s} =C-Ns(f), feS.

W szczegolnosci, operator id : S — LP(R") jest ciagly.
Istotnie, przypadek p = oo jest oczywisty (|| f|| o ®&n) = || f|l0,0)- Niech 1 < p < 4-00.
Niech m := | 3% | + 1. Wtedy

= ([ 1owacn)™ = ([ (Hl”f"'lx"‘”‘)f Y acr @)

En 1/p
< COHbt(n m NZm / 1+ ”‘TH mp)

n—1

= const(n, m)N2m(f)</0 Wdr) v = const(n, p) Nop (f).

Obserwacja 16.2.9 (Wlasnosci transformacji Fouriera w klasie S). (a) D“J? = (—2m’)|a‘xfa\f, fesSac
Ng (por. Obserwacja 16.2.2(d)).

Wzér ten wynika natychmiast z twierdzenia o rézniczkowaniu pod znakiem calki: jezeli f € S, to z*f €
L'(R™), a stad mamy:

Def(¢ / Dg(f(e)e N dL™ (@) = | fla)(~2mi)late @O dLn (@) = (~2mi) 0 f(€).
RTL
(b) €4f = (2mi)~12IDof, f € S, 0 € NE.
Wzér wystarczy oczywiscie sprawdzi¢ jedynie dla @ = e;. Na podstawie wzoru Stokesa (Obserwacja
15.3.3(d)) mamy:
1A of

(2mi) ! (67)(5) = (2ri)~" lim G (g)e i@ g o (z)

Z; r—too [y 0T,

= (2ri)~! lim ( / F(2)e 2@y (2)d L0 (z) — f(x)(—27ri§j)e_Qﬂi(I’Qdﬁn(z))
OB(r)

r—+00 B(r)
= (2mi)~ lim f(ﬂc)e_z’”<z’5>ﬁdﬁam”(m) +¢; f(z)e™ &8 qrn(x)
r—-+400 OB(r) T R™
N — . —2mi(x Lj T iy
= (2mi)"! lim f(z)e2mi 15>73d53“3< () + & F(E).

r—+00 IB(r)
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Pozostaje wykazad, ze
lim F(z)e~2mit@&) T o8 (3 — .
T+ Jop(r) T
Korzystajac z definicji klasy S mamy:
‘/ f(m)e%”(z’g)ﬁdﬁamﬂ(m)) < const(n)r”fl( max |f(x)|> — 0.
IB(r) r lll|=r r—+00
(c) Hﬂ|(,g = (2m)181= 1ol supg., |D“/(;—r?f)\ < @2m)BI=e | DYLP )| 11, f € S, a, B € NJ. W szczegdlnosci,

operator F jest izomorfizmem algebraicznym i topologicznym przestrzeni S na siebie (oraz S C X).

-~

(d) Jezeli S auD% = f, gdzie aq € C,u, f € S, to ( ) aa(zm‘)\alga)a(g) = f(¢), € € R™. Tak
Ja|<N [al<N
wiec, po zastosowaniu transformacji Fouriera, réwnanie rézniczkowe zostalo zamienione na (na ogoét tatwiejszy)

problem podzielnosci funkcji ]?przez wielomian P(£) := 3 aq(2mi)1*l¢* w Klasie S.
la|<N

Definicja 16.2.10. Funkcjonaly liniowe i ciagle T' : S — C nazywamy dystrybucjami temperowanymi (tzn. je-
zeli fy S5, fsto T(fx) — T(f)). Zbidr wszystkich dystrybucji temperowanych oznaczamy przez S’ =
S'(R™). W przestrzeni &’ rozwazamy topologie zbieznosci punktowej (T}, ST e Vies : Ti(f) —
(f)).
Obserwacja 16.2.11 (Wlasnosci klasy S’). Niech T € S'.

(@) 6, € S’ dla dowolnego a € R™.

(b) Dla u € L?(R"), operator S > f L, Jgn wfdL™ jest dobrze okreslony i nalezy do S’. W tym sensie
X C L*(R") C S

Istotnie z nieréwnosci Schwarza oraz Obserwacji 16.2.8 wynika, ze

)/Rnu-fdcn

(c) Operator L2(R™) > u — [u] € S’ jest ciagly.
(d) Dla funkecji mierzalnej u : R™ — C o wzroscie wielomianowym, tzn.
u(z)] < M(1+ [l«])™, = €R",

dla pewnych M > 0im € Ny, operator [u] jest dobrze okreslony i nalezy do S’. Przykladem takich funkeji u
sg wielomiany:.

<lulle2Ifllzz < Cllull2 Ns(f), - f €8, Ci=C(n,2), 5:=5(n,2).

Istotnie,
- (1+ 2] |f @)
<M4ﬂ+WMLWW£@<MRJH?WW:T

‘/ w- fdcr
< M const(n,m)Noy(f), [f€S, o:=|m+n/2|+1
(e) Zdefiniujmy (D°T)(f) := (—1)I*IT(D*f), f € S. Wtedy D°T € S'.
(f) Dla wielomianu P zdefiniujmy (P -T)(f) :=T(P-f),f € S.Wtedy P-T € §'.
v v v
(g) Zdefiniujmy T'(f) :=T(f), f € S.Wtedy T € S'.
(h) Zdefiniujmy f(f) = T(j?) fes. Wtedyf es'.

dL" (x)

Definicja 16.2.12. Dystrybucje T nazywamy transformatq Fouriera dystrybucji T.
Operacje 8’5 T L Tes nazywamy transformacjq Fouriera dystrybucji.
Obserwacja 16.2.13 (Wlasno$ci transformacji Fouriera w klasie S”). (a) Transformacja Fouriera

F:8 =8

<

jest izomorfizmem algebraicznym i topologicznym; F~(T') =

() [u]=[u,ue X>S.
Istotnie, wtedy u,u € L?(R™), skad wynika, ze [u], [i] € S’. Ponadto, na podstawie Lematu 16.2.4, mamy:

W) =) = [ wFacr= [ @ pacr =@, ses.
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(¢) DT = (2mi)l*l¢eT, T € 8.
Istotnie, na podstawie Obserwacji 16.2.9, mamy
DT (f) = D°T(f) = (-1)!IT(Df) = (~1)lIT((~2mi)*lze f) = (2mi) (> T)(f), feS.
@) D°T = (—2mi)lelzoT, T € S'.
Istotnie,
DT(f) = (-1)IT(D*f) = (-1 T(Df) = (-1l T((2mi) g F) = (=2mi)* (@T)(f), feS.

(€) do = [1). [1] = o, Do = (—2mi)leI[za].
Istotnie,

309

~

5o(f) = o) = F(0) /f )AL (z) = 1)(f), feS,

(1] =

f) [u] € L2(R") dlaw €
izometria.

Ustalmy u € L?(R"). Zauwazmy, ze korzystajac z Twierdzenia 16.2.6(d), mamy

()] = 1D < lullz 1 Fllee = lullzz £z, f €S

Przestrzen S jest gesta w L2(R™) w normie L?. W takim razie, m przediuza sie do funkcjonatu liniowego
i ciaglego A : L*(R™) — C takiego, ze ||A|| < ||u| 2. Korzystajac z twierdzenia Riesza (*), wnioskujemy, ze
istnieje funkcjag € L*(R") taka, ze A(f) = [g. f g dL", f € L*(R"), oraz ||g||r2 = [|A]. Oznacza to, ze

<

0 =080, D%y =D = (—2mi)lolzal] = (—2mi)l*Ifze].

S

™~

2(R™). Ponadto, H[u]HLz = ||ul| 2, czyli operator F : L?(R"™) — L?(R™) jest

[/u\] [g], czyli [u [ ] € L?(R™) oraz H[ Ilzz < ||u||z2. Dla dowodu réwnoéci, zastosujmy poprzednig nieréwnosé
do funkeji [u: [[uf 2 = [|u]| 2 = [|[4]]| > = [[u]ll 2= < |[u]]| 2.
(g) Jezeli > anDU =T, gdziea, € C,U,T € &, to ( > aa(2m')‘o‘|f°‘)U = T. Tak wiec, po zasto-
[al<N la|<N

sowaniu transformacji Fouriera, dystrybucyjne réwnanie rézniczkowe zostalo zamienione na (na ogét trudny)

problem podzielnosci dystrybucji T przez wielomian P(€) := 3 a4 (2mi)!?l€* w klasie S'.
lo| <N

16.3. Twierdzenie Stokesa w wersji kohomologiczne;j

Niech 2 C R™ bedzie zbiorem otwartym.
Powiemy, ze forma u € C(ld) (£2) jest zamknieta (jest kocyklem), jezeli du = 0.
Jezeli forma u € Cq)(2) jest taka, ze u = dw dla pewnej formy w € C(ldil)(ﬁ), to méwimy, ze u jest
doktadna (jest kobrzegiem).
Z faktu iz d?> = 0 wynika, ze jezeli u = dw jest forma dokladna i w jest klasy C2, to u jest zamknieta.
Definicja 16.3.1. Zdefiniujmy
ZU2):={ueCl(2) :du=0}, d=0,
BY(2):={0},  BYR):={dw:weCj ,(2)}, d=1;
B(£2) jest podprzestrzenig Z%(£2). Niech
HY(2):=240)/B4R), d=0,1,2,...;
H4(£2) nazywamy d-tq grupg kohomologii 2.
Obserwacja 16.3.2. (a) Formy z Z°(2) to funkcje lokalnie state. W szczegélnosci, jezeli {2 = D jest obszarem,
to Z%(D) ~ R, astad H°(D) ~ R.
(b) 2"(£2) = Ci7y (£2).
(c) Dla d > n mamy: Z%4(2) = B4(£2) = {0}, a stad H%(2) = {0}.
(d) Lemat Poincarégo (Twierdzenie 15.1.5) mowi, ze jezeli obszar D jest $ciagalny rézniczkowo do punktu
w klasie C* (np. D jest gwiazdzisty), to H¢(D) = {0} dla dowolnego d > 1.

(4) Frederic Riesz (1880-1956).
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Definicja 16.3.3. Niech 2 C R” bedzie zbiorem otwartym. Przez d-wymiarowy plat powierzchniowy klasy C*
w {2 rozumiemy dowolne odwzorowanie v : P — (2 klasy C*, gdzie P C R? jest pewna kostka, d € Ny,
k € NgU{oo}. Méwiac, ze v jest klasy C* rozumiemy, ze «y przedtuza sie do odwzorowania klasy C* w pewnym
otoczeniu P (otoczeniu zaleznym od ). Niech P](Cd)(ﬂ) oznacza rodzine wszystkich d-wymiarowych ptatow
klasy C* w 2

Plat O-wymiarowy to dowolne odwzorowanie zbioru jednopunktowego w R™, ktére bedziemy utozsamiac
z jego obrazem (dla d = 0 klasa plata nie odgrywa zadnej roli). Tak wiec PI(CO) (£2) ~ 0.

Ptat 1-wymiarowy klasy C* to krzywa klasy C*. Jezeli M C 2 jest d-wymiarowa podrozmaitoécia {2
klasy C*, to dla dowolnego punktu a € M istnieje d~wymiarowy plat powierzchniowy v : P — M taki, ze
v : P — ~4(P) jest homeomorfizmem, rank y/(t) = d dla dowolnego ¢ € P, oraz a € intps (y(P)).

Oznaczmy przez L?’d) (§2) przestrzeh wektorowa wszystkich formalnych kombinacji o wspotczynnikach rze-

czywistych elementéw z Pé“d) (£2). Elementy przestrzeni Lfd) (§2) nazywamy d—wymiarowymi taricuchami klasy
CFw 0.
Dlay € P%d)(_(?) (v: P — 2)iu e Cq(f2), niech

Lu:z/})v*(u) act. (%)

Dla d = 0 przyjmujemy fv u = u(y). Dlad = 1, catka f7 u, gdzie u = uidzy + - - - 4 upde,, pokrywa sie
z catkg krzywoliniowg zorientowang po krzywej v z pola (uy, ..., u,). Dla dowolnego d, calka fw u stanowi
uogolnienie catki po podrozmaitosci z formy rézniczkowej: jezeli v : P — {2 jest d—wymiarowym platem
klasy C* takim, ze v : P — (P) jest homeomorfizmem i rank ' (¢) = d dla dowolnego ¢ € P, to wtedy catka
fw u pokrywa sie z catkg po podrozmaito$ci y(int P) przy orientacji zadanej przez +.

Powyzsza definicje rozszerzamy liniowo na vy € L% a) (£2):
N
/ij:lamu = ;ai[ﬁ u.
Widag, ze operacja
Lgd)(()) x Cay(£2) > (v,u) — /u eR
¥
jest dwuliniowa.

Obserwacja 16.3.4. Jezeli v : P — 2 jest d-wymiarowym platem klasy C* (k > 1)i¢ : Q@ — P jest
dyfeomorfizmem klasy C*, gdzie Q C R? jest pewng kostka, to v 0 ¢ : Q — {2 jest d~wymiarowym platem

klasy C* oraz
/ uze/u, u € Cigy(£2),
yop gt

gdzie € := sgn(det ¢'). Istotnie, niech f := v*(u). Wtedy

(vow) (u) =" (v (u) = (fop)dety, astad

/ u:s/(foap)|det<p'|d£d:5/ fdﬁd:es/u.
Yo Q P ~

Powyzsza obserwacja pozwala dokonywaé zmiany parametryzacji ptatéw. Mozemy zawsze zakladad, ze platy sa
sparametryzowane w kostce [0, 1]¢ (tak zwykle robilismy dla krzywych).

Twierdzenie 16.3.5. Niechu,v € C(q)(§2). Wtedy

UE'U<:>\V/76P(OZ)(Q): /u:/v.
¥ ¥

(5) Tu i dalej, w zaleznosci od potrzeb, bedziemy utozsamia¢ forme maksymalnego rzedu v = vdty A - - - A dtg ze wspélczynnikiem

v.
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Dowdp. Przypadek d = 0 jest trywialny. Zastepujac formy v i v formami v — v i 0, sprowadzamy twierdzenie
/
do przypadku v = 0. Niechu = > \1j=q Wrdxr. Ustalmy punkt a € §2 oraz I = (i1,...,%q) € Aj. Pokazemy,
ze uy(a) = 0. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze I = (1,...,d). Rozwazmy plat
[—€,€]d3(t1,.. td) (a1+t1,...,ad+td,ad+1,...,an).

Dla matych € > 0 jest to oczywiscie d-wymiarowy plat klasy C*° w 2. Tak wiec, dla matych € > 0 mamy

1 1
- W /Y “ w ~/[—5 eld UI(’Y(t))dt - ul(&?)a

gdzie & jest pewnym punktem z y([—¢,¢]?). Oczywiscie ¢ — a, gdy ¢ — 0. Ostatecznie, korzystajac
z ciggloéci, wnioskujemy, ze uy(a) = 0. g

Definicja 16.3.6. Niechy € P;(£2),d > 1,7y : P — 2, P =[a1,b1] X -+ X [a4,ba] =: Q1 X - -+ X Qq. Dla
d > 2 definiujemy:

Pii=Qi1x--xQj1xQjy1 X xXQu, 0; :Pj— P, aj;Pj—>P,

U;(.T,‘l,...,xj_17$j+1,...,.I‘d) = (xl,...,xj_l,aj,a:j+1,...,xd),
+ —
0 ($17--~;90j—1,9€j+1,~-»,md) = (21, ., xjflaijl'jJrl;”wxd)-

W przypadku d = 1 przyjmujemy o := a1, o] := b;. Niech
d
0y = 2(71)7_1(7 o a+ —7yoo0; ) € L(d 1(82).

j=1

Lancuch 0 nazywamy brzegiem plata . Operacje brzegu przedtuzamy liniowo na L?d) (£2):
0: L?d)(.Q) — L?d—l)(“(z)'

Przyklad 16.3.7. (a) Jezelid = 1,7 : [a,b] — (2, to
9y =~(b) = v(a) € L) (£2).
(b) Jezelid = 2,7 : [a,b] X [¢,d] — £2, to
Oy =~(b,-) = y(a,) = (- d) + (- ) € L4y (92).
Twierdzenie 16.3.8. Jezelid > 2,t0000 =0 na L’(Cd)(Q).
Dowép. Oczywiscie wystarczy pokazaé ze 0o 0 = Ona P(d (£2). Ustalmy ~ € P(d (2),y : P — 0,
P =la1,b1] x -+ X [ag,ba) =: Q1 X -+ x Qq.Dlal < i < j < dniech
Piji=Q1 % X Qim1 X Qi1 X - X Qj_1 X Qjr1 X -+ X Qq

oznacza (d — 2) wymiarowg kostke powstala z P przez ,pominiecie” dwoch przedziatow. Niech dalej

I Pi,j — P
oznacza odwzorowanie ,wstawiajace” na miejscach ¢ i j, odpowiednio, a; i a;, tzn.
0, j (Z1y ey T 1y T Ly e vy TG, T 1y ) = (L1 ooy T 1, Gy Tig 1y -+ o T 1, Ay T 1y -+ -5 Td)-
R TP o iedni i
Podobnie tworzymy odwzorowania o; /", 0,2 i0; ;" wstawiajac, odpowiednio, pary (a;, b;), (bi, a;) i (b;, b)).

Przy tych oznaczeniach mamy:

(900)(y (zd: Y oot —yoay))

i=1

j—1
_ +,+ -+ +,- -
=> (-1 (Z Hyooiit —yooi it —yooli +y00 )
Jj=1 i=1

M&

(oor =yt —youi +ro0iiT))
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=D (=D)TC) =) (=)L) =0. O

i<j >

312

Lancuchy v € L’(Cd)(.Q) takie, ze 0y = 0 nazywamy cyklami. Jezeli v = 06 dla pewnego § € L?d_H)(.Q) to
moéwimy, ze y jest brzegiem.
Z faktu, ze 9% = 0 wynika, ze kazdy brzeg jest cyklem (ale nie odwrotnie — CWICZENIE).
Definicja 16.3.9. Zdefiniujmy
Za(£2) :={y e L3 (2) : 0y =0},
Ba(£2) : ={0v:veLfn(2)}, d=1
Ba(2) jest podprzestrzenia Z,4({2). Niech
Hy(Q2):=Z4(2)/Ba(2), d=1,2,...;
H,;(£2) nazywamy d-tq grupg homologii 2.
Obserwacja 16.3.10. Rozwazmy ciag platow v, € P%d)(_Q),
v P— 2, veN,

okreslonych na tej samej kostce P (d > 1). Zalézmy, ze
® 7, — 7 jednostajnie na P oraz

%;’" — d ot 0 jednostajniena P, j =1,...,d.

Wtedy dla dowolnej formy u € C(ld_l)(Q) mamy:

/ du — du, / U —> U.
v Y70 O J 970

Istotnie, tatwo sprawdzi¢ (CWICZENIE), ze:
e dla dowolnej formy v € C(q)y({2) mamy: v} (v) — ~;(v) jednostajnie na P oraz
e dla dowolnej (d — 1)-wymiarowej ,$ciany” () kostki P mamy:

(7w 0 0)*(u) — (70 © o)*(u) jednostajnie na Q,
gdzie 0 : Q — P oznacza ,wlozenie” Sciany () w kostke P.

Twierdzenie 16.3.11 (Twierdzenie Stokesa).
/du—/ U, ’yeL(d>(Q), ueC(ld_l)(.Q), d>1.
Oy

Dowdp. Mozemy zalozyé, ze v : P — §2 jest ptatem klasy C'.
Najpierw rozpatrzymy przypadek d = 1. Niech P = [a,b] C R. Mamy:

/7 au= [ " da) = / W OB = uy(8) — ulr(a)) = / o

Niech teraz d > 2. Zalézmy dodatkowo, ze - jest klasy C2(U), gdzie U jest pewnym otoczeniem P. Wtedy
mamy

du= [ +(du) = /P dy* (),

Y P

Jj=1
Podstawiajac v := v*(u) € C(1 1) (U), sprowadzamy problem do réwnosci

Bez szkody dla ogdlnosci mozemy przyjaé, ze v = fdty A --- A dtg—1. Wtedy

d
dv = (—1)d—18—£dt1 A= Adtg,
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a stad

‘v:_dfl ﬁx = (—1)%1 z,b) — f(z,a))dx
/Pd (1) /P dodta = (-0 [ (f(e.b) - fle,a)de,

x[ad;ba] Ota Py

Z drugiej strony,
(@) (v)=0, j=1,....d—1,

(67)"(v) = f(x1,...,xa—1,aa)dz1 A -+ Adxg_1,
(O’j)*(’l}) = f(l’l, ey Xg—1, bd)d$1 JANRERIWAN d(L‘dfl,

a stad

(f(alc7 b) — f(x, a))dac.

S [ (@ o) = o

Py

Teraz rozwazymy przypadek, gdy - jest tylko klasy C! w pewnym otoczeniu U. Korzystajac ze zwartosci
obrazu y(P) C 2 oraz z wiasnosci regularyzacji znajdziemy ciag funkcji (7,)52; C C>®(R%,R") taki, ze

Y (P) C 2,v € Nyorazy, — ~vi %’ty‘f — % jednostajnie na P, j = 1,...,d. Wobec poprzedniej czesci
J J

/duz/ u, veN.
v vy

Pozostaje skorzysta¢ z Obserwacji 16.3.10. O

dowodu, mamy

Twierdzenie 16.3.12. (a) Zalozmy, ze:

e ladcuch~y € L%d)(.Q) Jjest brzegiem, v = OC dla pewnego faricucha { € L(ldJrl)(.Q), zas formau € C(ld)(_())
Jjest zamknieta,
lub

e laricuch v € L%d)(ﬁ) jest cyklem, zas forma u € Cq)(§2) jest doktadna, u = dw dla pewnej formy

w e C(ld_l)((l).
Wtedy fv u=0.
(b) W szczegolnosci, dla dowolnych v € L%d)(.Q), u € C(ld)(.Q), (e L%d_H)(_Q), w e C(ldil)(()),jez'eli oy=0

idu=0,to
/ (u+ dw) = / u.
7+9¢ v

Hal®) x HY@) 3 (b, ) — [ueRr

Dla przyktadu, operator

Jest poprawnie okreslony,d = 1,2, .. ..

Dowép. (a) Jezeli v = 9 i du = 0, to na podstawie twierdzenia Stokesa mamy:

/u:/ u:/du:O.
v ¢ ¢
Podobnie, jezeli 0y = 01 u = dw, to

/u:/dw:/ w = 0.
¥ R Oy

(b) wynika natychmiast z (a). O

Twierdzenie 16.3.13. Niechu € C(ld)(Q). Wtedy

du:0<:>v.yegd(g): /’U,ZO.
Y
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Dowép. Implikacja (=) wynika z poprzedniej propozycji. Dla dowodu implikacji (<=), na podstawie Propo-
zycji 16.3.5, wystarczy pokazad, ze

/du =0, 7€PH(2).
-

Ustalmy v € Py, 1)(£2). Wtedy 7 € Bq(2). Na podstawie wzoru Stokesa i zalozert mamy

/du:/u:O. u
¥ Oy

Twierdzenie 16.3.14. Niechw € C(ld_l)(Q) bedzie taka, ze dw € C(ld)(()). Wtedy d(dw) =0 ().

Dowop. Skorzystamy z poprzedniej propozycji. Niech v = 9¢ € By(f2). Wtedy na podstawie wzoru Stokesa

mamy
/dwz/ w:/ w = 0. O
¥ 2] 02%¢

Obserwacja 16.3.15. (a) Niech ¢ : 2 — (2’ bedzie dowolnym odwzorowaniem klasy C*. Dla plata v €
P’(“d) (2) potézmy . () := ¢ 0. Operacje te przedtuzamy liniowo na L?d) (£2). Zauwazmy, ze p, 00 = 00 @,.
W szczegolnoscei, jezeli v jest cyklem, to ¢, (7y) jest rowniez cyklem.

W przysztoéci, jezeli nie bedzie to prowadzi¢ do nieporozumien, bedziemy pisa¢ () zamiast @, () (dla
dowolnego lanicucha ).

(b) Przypusémy, ze obszar D C R™ jest rézniczkowo $ciagalny do punktu a € D w klasie C**1 (tak, jak

w Lemacie Poincarégo (Twierdzenie 15.1.5)). Niech h : 2 — D, [0,1] x D C {2, bedzie odwzorowaniem

éciggajacym klasy C*+1, h(0,z) = a, h(1,7) = 2,2 € D.Niechy € L’&gl(D) bedzie dowolnym cyklem. Wtedy
k+1

Larn

podstawie Propozycji 16.3.12(b), fv u = 0 dla dowolnej formy zamknietej u € C(ld)(D), d> 1

v = a + 0¢ dla pewnego taficucha ¢ € (D), gdzie a utozsamiamy z platem stalym. W szczego6lnosci, na

N
Istotnie, niechy = > ;4,7 : P, — D, i =1,..., N. Zdefiniujmy
i=1

N
Ci=Y aiC, G:[0,1]xP— D, G(st):=h(s,%(t), i=1,...,N.
i=1
Latwo widad, ze
647 = h(17 ’YZ) - h(0771) - h(id[071]> a%); i = 17 s aN'
Wrynika stad, ze
ag = h(177) - h’(oa’y) - h(id[o,l]v 67) = h(lﬁ) - h(ov’Y) =7—-a

co konczy dowod.

Twierdzenie* 16.3.16 (Twierdzenie de Rhama (7) ). Niechu € Cé“d)(D) k=2 1,d > 1) Wtedy u = dw dla
pewnej formy w € Cfdil)(D) wtedy i tylko wtedy, gdy f7 u = 0 dla dowolnego cyklu~y € Z4(D).

Dowdd twierdzenia de Rhama pomijamy.

Obserwacja 16.3.17. (a) Implikacja (=) wynika oczywiscie z Propozycji 16.3.12.

(b) Na podstawie Propozycji 16.3.13, spelnienie warunku po prawej stronie pocigga za soba, iz u jest za-
mknieta.

(c) Na podstawie Obserwacji 16.3.15(b), jezeli spelnione sa zatozenia Lematu Poincarégo, to spelniony jest
warunek po prawej stronie Twierdzenia de Rhama (tak wiec, twierdzenie de Rhama jest uogélnieniem Lematu
Poincarégo).

(d) W przypadku d = 1 twierdzenie de Rhama mozna udowodni¢ analogicznie do Twierdzenia 12.4.1. Niech
u=wdri+- - -+u,dr, € Cﬁ) (D). Na wstepie zauwazmy, ze w kategorii tamanych «y : [0,1] — D, catka f7 u

zalezy jedynie od koncow krzywej. W tym celu wystarczy pokazac, ze fy u = 0 dla dowolnej famanej zamknietej

6) Uwaga: nie zakladamy, ze w jest klasy C2.
7) Georges de Rham (1903-1990).
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v :[0,1] — D. Ten za$ fakt wynika natychmiast z tego, ze kazda tamana jest krzywa klasy C°° (CWICZENIE),
a jezeli jest zamknieta, to jest cyklem z Z1 (D).

Jezeli juz mamy niezalezno$¢ catki od drogi calkowania w kategorii famanych, to definiujemy w(z) :=

'[IO,_”’Z] u, z € D, gdzie xg € D jest ustalonym punktem, za$ [z, . . ., x| oznacza dowolna tamana laczaca w D

punkt ¢ z punktem z. Analogicznie, jak w dowodzie Twierdzenia 12.4.1 sprawdzamy, Ze % =ujj=1,...,n
J

Wynika stad w szczegdlnosci, ze w € C*+1(D) oraz dw = u.

16.4. Miara i komiara odwzorowan lipschitzowskich

Celem tego podrozdziatu jest udowodnienie dwdch fundamentalnych twierdzen (Twierdzenia 16.4.4, 16.4.5)
faczacych rachunek rézniczkowy i teorie miary. Obok twierdzenia Stokesa, sa one zwienczeniem wykladu z
Analizy. Metody dowodu gtéwnych twierdzen sg oparte na monografii Federera (8). Potrzebujemy kilku po-
mocniczych oznaczen (cze$¢ z nich juz znamy).

Definicja 16.4.1. (a) Przypomnijmy (zob. podrozdzial 10.1.1), ze dla dowolnej macierzy A € M(n x m;R)

1/2
Ja(A) = ( Z (det AI,J)2) ,  1<d< min{m,n},
reAr, jeAn

gdzie Ay ; oznacza podmacierz macierzy A powstala przez wybranie wierszy o numerach 41, ..., %4 i kolumn
Jiyeeosjarzas A = {(k1,... kr) : 1 < ky < -+ < k. < s} Jezeli f : R™ — R" jest odwzorowaniem

takim, ze f’(a) istnieje, to przyjmujemy Jy f(a) := Jy(f'(a)).

(b) Dla f : R™ — R™ i A C R™ definiujemy N4 (f,-) : R" — Ny U {+o0},
#(AN 71 (y)), jezelizbior AN f~1(y) jest skonczon

Nal.5) :_{ ( @), ] OF y

. , y€ER".
+o0, w przeciwnym przypadku

Zauwazmy, ze:

o Nalfiy) =0 <= y ¢ f(A);
o jezeli f|A jest injektywne, to Nao(f,-) = Xr(a)-

Definicja 16.4.2. Niech @ # C' C R™ bedzie dowolnym zbiorem i niech g : C — R bedzie dowolna funkcja.

Definiujemy
> gla) = / gdH’,
zeC c
o ile calka ma sens, gdzie H° to zerowa miara Hausdorffa w R™, czyli miara liczaca.

Przypomnijmy, ze 3g = P(R™), a wiec w szczegdlnosci wszystkie funkcje C — R sa FHo-mierzalne
(Obserwacja 13.9.1(b)).

Obserwacja 16.4.3. (a) Latwo pokaza¢ (CWICZENIE), ze jezelig : C — Ri [, gdH° € R, to [, gdH°

pokrywa sie z Y, g(z) w sensie rodzin sumowalnych.
zeC

Oczywiscie, wystarczy rozwazy¢ przypadek funkcji g : C — Ry takiej, ze jc gdH® < +o00. Zauwazmy,
ze kazda funkcja g : C' — Ry taka, ze zbior D := {x € C : g(x) > 0} jest skoriczony, moze by¢ uwazana
za funkcje prosta Y. g(x)x{(.}- Stad [, gdH® = > g(z). Taka funkcja jest kazda funkcja prosta taka, ze

xz€D zeD

) c gdH® € R. Wida¢ réwniez, ze dla dowolnej funkcji g : C — R, i dla dowolnego zbioru skoniczonego
D C C mamy [}, gdH" = Y g(z) < [, gdH’. Niech M (C) 3 g5 /' g. [ 9sdH° = Y gs(x), gdzie D,
zeD

z€D,
jest skonczony, s € N. Wtedy > gs(z) < Y g(z) < [, 9dH". Stad > g(x) — [, gdH®, co implikuje,
x€Dg x€Dg x€Dg
ze [, gdH® = Y g(x) w sensie rodzin sumowalnych.
zeC
(b) W szczegdlnosci, Na(f,y) = >,  xa(z),y € R™
z€f 1 (y)

A oto nasze glowne twierdzenia o mierze i komierze Hausdorffa.

(8) Zob. H. Federer, Geometric measure theory, Springer Verlag, Berlin, 1969, § 3.2.
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Twierdzenie 16.4.4 (m-wymiarowa miara Hausdorffa funkcji f|4). Zatézmy, zen > m iniech f : R™ — R"
bedzie odwzorowaniem speiniajqgcym lokalnie warunek Lipschitza . Wtedy dla dowolnego zbioru A € L, mamy

NaCfp)dH @) = [ Na(fy)dH™(y) = / T f (£)AL™ (). )
R7 F(A) A

Calka [, Na(f,y)dH™(y) nosi nazwe m-wymiarowej miary Hausdorffa funkcji f| 4.
R Yy Yy € Yy 7) y ]

Twierdzenie 16.4.5 ((m — n)-wymiarowa komiara Hausdorffa funkcji f|4). Zatézmy, zen < m i niech f :
R™ — R" bedzie odwzorowaniem speiniajqgcym lokalnie warunek Lipschitza. Wtedy dla dowolnego zbioru A €
L., mamy
H™T (AN ()AL (y) = /A Inf(@)dL™ (). *)
R
Calka [, H™ "(AN f~'(y))dL" (y) nosi nazwe (m — n)-wymiarowej komiary Hausdorffa funkcji f| .
Dowody obu twierdzen sa skomplikowane i beda przebiegaly w wielu etapach. W dowodzie () korzysta sie

z (7).

Najpierw kilka ogélnych uwag dotyczacych poprawnosci wzordw () i ().

Obserwacja 16.4.6. (@) Na mocy Twierdzenia Rademachera 14.3.1, f/(z) istnieje dlax € ' = R™ \ E,
gdzie = € B(R™) jest miary zero. Zbidr E nie jest oczywiscie jednoznacznie wyznaczony. Wszystkie funkcje
oz — gjf (z) sg borelowskie (Obserwacja 13.2.2(u)). W szczeg6lnoéci, funkcja =/ 3 & —— J,,, f () jest
borelowska, a V\;iQC prawe strony wzordw () i (%) sa poprawnie okreslone.

(b) We wzorze (7) H,,-mierzalnosé¢ funkcji R™ > y VS N A(f,y) nie jest oczywista i wymaga udowodnie-
nia. Jezeli ¢ bylaby (,,-mierzalna, to f(A) = {¢ # 0} € H,, i pierwsze dwa wyrazy w () beda poprawnie
okreslone.

(c) We wzorze (£) H,,_,-mierzalnosé zbioru AN f~1(y) dla £,,-p.w. y € R™ nie jest oczywista i wymaga
udowodnienia. Podobnie, £,,-mierzalnosé funkcji R" > y — H™ (AN f~1(y)).

(d) Nie jest oczywiste, ze (1) i (}) zachodza dla zbioru A miary zero (wtedy prawe strony sa rowne zero).

(e) Wobec twierdzenia Kirszbrauna 9.2.1, wzory (1) i () mozna zastosowa¢ do dowolnego odwzorowania
lipschitzowskiego f : S — R", gdzie zbiér S C R™ jest dowolny, oraz £,,, 3 A C S.

(f) Jezeli (A;)52, jestrozbiciem zbioru A na zbiory mierzalne w sensie Lebesgue’a (tzn. A; € £,,, A;NA; =
gdlai #jiA= G A;) oraz (1) lub (%) zachodzi dla kazdego zbioru A; z osobna, to zachodzi dla A. Istotnie,

i=1

1=

w przypadku () mamy N4 (f,y) = i Na,(f,y), y € R™ Zas w przypadku (), H™ " (AN [~ (y)) =
=1

(o]
STH™TM(A; N f~(y)) dla £,-p.w. y € R™. Uwaga: ostatnia réwno$é wymaga tego, aby wszystkie zbiory

i=1
A; N f~(y), i € N, byty H,,,_,,-mierzalne.

(g) W szczegdlnoscei, z (f) wynika, ze zawsze mozemy zalozy¢, ze A CC R™ oraz ze f spelnia globalny
warunek Lipschitza.

Istotnie, na podstawie twierdzenia Lindelofa istnieje przeliczalne pokrycie otwarte zbioru A, A C | U,
i=1
takie ze dla dowolnego ¢ mamy U; CC R™ oraz f spelnia warunek Lipschitza na U;. Wystarczy przyja¢ A; :=
AﬁUl,Aj = Aﬂ(Uj\(U1U~--UUj_1)),j 2 2.

Obecnie przedstawimy szereg konsekwencji Twierdzenia ().

Obserwacja 16.4.7. Przyjmujemy zalozenia takie, jak w twierdzeniu (7).
(a) Jezeli f|4 jest injektywne, to z (1) wynika fundamentalny wzér na m-ta miare Hausdorffa zbioru f(A):

H™(F(4)) = /A T f(2)dL™ (z). ¢

(b) Jezeli f|a jest injektywne i n = m, to z (a) wynika ogélne twierdzenie o zmianie zmiennych w calce
Lebesgue’a:

£ (f(A) = /A (@)l dL™ (x)
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(korzystamy tu z réwnosci H™ = L™ (Twierdzenie 13.10.2)).
(c) Zilustrujmy (a) przykladami z Obserwacji 7.5.3 (wtedy przyjmowali$my te przyklady ,na wiare”).
1Hm =1, S A := [a,b]. Wtedy (*) to wzor na dlugos¢ tuku v : [a,b] — R"™ spelniajacego warunek

Lipschitza; H*( f I (x)||dL (2). Daje to uogblnienie poznanego wezesniej wzoru na dhugoéé krzywej.
@m=n= 2 5= A:=la,b] x[0,1], f(x,1) := (z, 0(z) + t(¢ () — p(x)), gdzie ¢, 9 : [a,] — R
spelniajg warunek Lipschitza oraz (p(x) < p(z), z € [a,b] (°). Wtedy

Jof (1) = ‘det[, ! 0 H

(@) + 1y (2) = ¢'(2))  P(x) = o(2)

a wiec ,pole” zbioru f(A) wyraza sie¢ wzorem

b
H2(f(A)) = / ((x) — () dadt = / ((x) — p(x))de.

=P(x) = p(2),

A
B)m=n=275=A4:=(01] x [o,f), f(t,p) = (tR(p) cos ¢, tR(p) sinp), gdzie f — o < 2 oraz
R : [a, 3) — Rs spelnia warunek Lipschitza. Wtedy
_ R(p)cose tR'(p)cosp —tR(p)sing 2
Taflt ) = ‘det [R(ap) singp tR'(p)sing + tR(p) cos np” = tR(p),

a wiec ,pole” zbioru f(A) wyraza sie¢ wzorem

&
) = [ 1R ade =4 [ B
4m=n=388 = A :=[a,b] x (0,1] x [0,27), f(z,t,) = (x,tR(x)cosy, tR(x)sin ), gdzie
R : [a,b] — R+ spelnia warunek Lipschitza. Wtedy

1 0 0
tR'(x)cosp R(x)cose —tR(z)sing
tR'(x)sinp R(x)sing tR(x)cosp

a wiec ,objeto§¢” zbioru f(A) wyraza sie wzorem
b
L3(f(A) = / tR*(x)dxdtdp = 7r/ R*(x)dx
A a

BGYym=2,n=3,5=A:=[a,b] x[0,27), f(x,p) := (z, R(x) cos ¢, R(x) sin p), gdzie R : [a,b] — R
spelnia warunek Lipschitza. Wtedy

Jsf(z,t, ) = |det = tRQ(x),

0

1
f(z,p) = [R'(sc) cosp —R(x)sing
R'(xz)sing  R(x)cosy

1 0 1 0 2 |R'(x)cosep —R(x)singp|?
T (@, 0) = R'(x)cos —R(z)sin @‘ + ’R’(z) sing R(x)cos @‘ R'(x)sing R(x)cosg
= R*(2) + B*(2)(R'(2))* = R*(2) (1 + (R'())?),

a wiec ,pole” zbioru f(A) wyraza sie¢ wzorem

b
H2(f(A)) = /AR(x)\/ 14+ (R'(x))%dzdp = 27T/ R(z)\/14 (R'(z))?dz.

(d) Z (f) wynika nastepujacy wazny wniosek:
Przy zalozeniach z (1), dla dowolnej funkcji g € MT(R™, L,,,) (odp. g € L*(R™, L™)) mamy:

/ A2 () dH™ (y) = /R _9(@) o f (@)dL (@),

zef~1(y)
Istotnie, przypadek, gdy ¢ = x4 to (T). Dalej rozumujemy standardowo, tzn. najpierw przenosimy wynik
na g € Mg (R™, L,,). Nastepnie na M+ (R™, £,,) korzystajac z tego, ze jezeli M (R™, L,,) > g; / g, to
S gi(z) = ff*l(y) g;dH® ff,l(y) gdH® = Y g(z) (zob. Obserwacja 16.4.3).

2ef =1 (y) )

(9) Tu i dalej sprawdzenie tego, ze f| 4 jest injektywne pozostawiamy jako CWICZENIE.
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Jezeli g € LY(R™, L™), to stosujemy rozktad g = g4 — g_.
(e) Dlan = m dostajemy

L (X s@)acre = [ sl @iem .

z€f~1(y)

Oznacza to, ze (d) to uogdlnienie twierdzenia o zmianie zmiennych.

Teraz kolej na wnioski z ().

Obserwacja 16.4.8. (a) W przypadku, gdy f = prg. (Jof(z) =1, f~1(y) = {y} x R™™"), wzér () daje
[ ez emr s n) € ApaLn) = £ ().

Oznacza to, ze (}) uogoélnia twierdzenie Cavalieriego. Innymi stowy, (¥) to uogélnione twierdzenie Cavalieriego,
w ktorym witdkna f~1(y) nie musza by¢ plaskie.
(b) Z () wynika, ze (CWICZENIE):
Dla dla dowolnej funkcji g € M*T(R™, L,,,) (odp. g € LY(R™, L™)) zachodzi

/n L_l(y)g(w)dﬁm_"(w)dﬁ”(y) = /m 9(2)Jn f(2)dL™ ().

(c) Zastosujmy (b) do n = 11ifunkcji f(x) := ||z||. Zauwazmy, ze J; f(x) = 1, z # 0. Dostajemy:
L) s@ar i wic) = [ owaen@), ger@n e
" 1(y) m

czyli

/R 2)dL"™ (x /+OO /ySm ) @)dH™ ! (2)dL(y )( )/0 rmfl/gm_lg(m)de’l(m)dﬁ(r), (PC)

gdzie (*) wynika z tego H*(rA) = r*H"*(A), A C R™. Wzér (PC) to odpowiednik wspotrzednych biegunowych
w R™. W szczeg6lnosci, biorac g := xg,,, mamy:

1 1
L7 (Bn) = [ "I S )AL () = T S,
0

(d) W przypadku, gdy f = prg., dostajemy

/Rm gaL™ = / ) / gley)dLm " (@)L ().

Oznacza to, ze (c) uogodlnia twierdzenie Fubiniego.

W kolejnym kroku postaramy sie pokona¢ problemy z okreslono$cig wzordw (1) i (f), ktére wynikaja z Ob-
serwacji 16.4.6(b)—(d). Wiemy, ze mozemy zalozy¢, ze A CC R™ oraz ze f spelnia globalny warunek Lipschitza
ze stalg L > 0 (Obserwacja 16.4.6(f)).

Najpierw Twierdzenie ().

Propozycja 16.4.9. Niechn > m iniech f : R™ — R" speinia warunek Lipschitza ze stalq L > 0.
(@) H™(f(S)) < L™H™(S) = L™L™(S), S C R™. W szczegblnosci, K™ (f(S)) = 0, gdy L™(S) = 0.
(b) f(S) € Hm, S € L.
(c) Dla dowolnego A € L,, funkcjaR™ > y —— N(f,y) jest H,,-mierzalna.
W szczegolnosci, (1) zachodzi, gdy L™(A) = 0.

Dowép. (a) Niech S C Y Aj, przy czym diam A; < 6, j € N. Wtedy f(S) C Z f(4;)idiam f(A4;) <
j=1

LdiamA; < Li.j € N.Sud W (/(S)) € 3 Galf(4)) < L zlcm< 45). Tak wige HE,(£(S5)) <
j= j=
L™HF(S). Teraz § — 0+
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(b) Przypadek £™(S) = 0 wynika z (a) (i zupelnosci miary H™). W przypadku ogdélnym rozumujemy tak,
jak w dowodzie Twierdzenia 13.10.6(c): Poniewaz miara Lebesgue’a jest regularna, zatem S = F U Z, gdzie

F € F,, zas L™(Z) = 0. Oczywiscie zbidér F' moze by¢ przedstawiony w postaci F' = U K, gdzie kazdy
zbior K jest zwarty. Na podstawie (a), H™(f(Z)) = 0. Kazdy ze zbioréw f(K) jest zwarty Ostateczme wiec,
U f(K (Z) jest H,,-mierzalny.

(c) ]ak powyzej A =SUZ, gdzie SNZ = @, 5 € B(R"), L™(Z) = 0. Wobec (a), H™(f(Z)) = 0, wiec
wystarczy udowodni¢ H,,-mierzalno$¢ funkeji R™ 3 y — Ng(f,y).
Niech (S5,;)$%— beda zbiorami borelowskimi takimi, ze (S;,;)72; jest rozbiciem S, przy czym rozbicie
(Ss+1,7)521 jest wpisane w (S ;)72 (w tym sensie, ze S5 ; = |J  Ss41,; dla pewnej rodziny I(s, j) C N)
i€l(s,5)
oraz 0 := sup{diam S; ; : j € N} \, 0. Takie rozbicia uzyskamy np. biorac {S; ; : j € N} := {SN AT e o

o€ Z”} (zob. Obserwacja 12.1.5). Pokazemy, ze
o)
Ns(f.y) = lim Z;xms,])(y), y € R,
i=

skad natychmiast (wobec (b)) wyniknie, ze funkcja R” > y — Ng(f,y) jest H,,-mierzalna.
Ustalmy y € f(S). Jezeli S N f~1(y) jest zbiorem skorniczonym, to dla s > 1 elementy zbioru S N f~1(y)
musza leze¢ w roznych zbiorach z rozbicia (S;;)32; (tu korzystamy z tego, ze 05 — 0). Oznacza to, ze

o]
> Xs(s..,) W) = Ns(f,y) dlas > 1. Jezeli S N f~1(y) jest zbiorem nieskoriczonym, to dla dowolnych
j=1

parami réznych elementéw x1,...,z, € S N f1(y), jezeli s > 1, to xy,..., 2, musza leze¢ w réznych

zbiorach z rozbicia (Ss,;)72;. Oznacza to Z Xf(s.;)(y) = kdlas > 1. Wobec dowolnosci k dostajemy

lim ZXf(Su)() +oo = Ns(f,y). -

s—>+<>o

Teraz Twierdzenie (%).

Propozycja 16.4.10. Niech f : R" — R? spetnia warunek Lipschitza za statqg L > 0 i niech 0 < k, ¢ < 4o0.
@ [ HYSN N Y)dH (y) < L BreHM(S), S CR", gdzie By = alkjalf)
- alk+0)

Uwaga: Poniewaz jeszcze nie wiemy, czy funkcja y —— H (S N f=1(y)) jest H,-mierzalna, powyzszq nie-
rownosé rozumiemy tak, ze istnieje funkcja He-mierzalna F : R® — [0, +o0] taka, ze F'(y) = H* (SN f~1(y)),
y € R, oraz [, F(y)dH"(y) < L*BrdH*T(S).

Wszczegolnoscz fRS H*(S N f~y))dHE (y) = 0, gdy HFH(S) = 0.

(b) Fezeli S € Hyy oraz HFT(S) < +oo, to:
o zbior SN f~1(y) jest Hy-mierzalny dla H-p.w. y € R?,
o funkcjaR® >y —— H*(S N f~1(y)) jest Hy-mierzalna.

Dowép. (a) Niech S C U Aj;, przy czym diam A ; < % oraz Z Crore(Aji) < HEFYS) + l,,j e N

Zdefiniujmy B;,; := f(A; ) Oczywiscie, B;; jest zbiorem zwartym oraz diam B;; < % Zauwazmy, ze S N
o0

') ¢ U Ay Wakimrazie HY (SN fH ) < X GlAj) = X X, ()G (4)) =
i€N: yeBj ; i€N: yeB; ; i=1

F;(y). Funkcja F; jest oczywiScie H¢-mierzalna (bo jest borelowska). Mamy

dHe ZHZ g, gk ], ZC@ 750 Ck Jl)

]Rs

<L Z@(Aj,i)ckmj,i) < L'Bre Z Crre(Aji) < LB (LHH(S) + ).

i=1 i=1
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Niech F' := lim _&nf F};. Na podstawie lematu Fatou mamy
j—+4oo

[ Fan! ) < timink LB (H(S) +3) = LBl ().

J—+o0

Z drugiej strony, F(y) > l1m1an (S Nf~Yy) = H (SN f~(y)).

(b) Wystarczy osobno rozwazy¢ przypadek, gdy H*T(S) = 0 oraz gdy S € B(R* ). Pierwszy przypadek
wynika z (a). Drugi z tych przypadkow sprowadza sie do sytuacji, gdy S jest zwarty.

Wtedy S N f~1(y) jest tez zwarty dla dowolnego y. Pozostaje mierzalnoéé funkeji R® > y —— HF(S N
7). N

Niech ¢ > 0. Pokazemy, ze {y € R* : H*(S N f~1(y)) <t} = N V;, gdzie

j=1
V= {yeRS-Smf c |J Vis Vii € topR?, #I(j,y) < +oo,
i€l(jy)
. 1 1
diam Vj; < = Z G(Vi) <t+ = }
J’ i€1(j,y)

oraz kazdy zbiér V; jest otwarty. Bedzie stad wynikato, ze zbior {y € R* : H*¥(SN f~1(y)) < t} jest borelowski
(a przez to H,- mierzalny)

Istotnie, jezeli y € ﬂ Vj, to H1/J(S N Yy) < X GV < t+ % Wynika stad, ze H*(S N

i€l(4,y)
) <t
W druga strone: jezeli H*(A N f~1(y)) < t, to dla dowolnego J € N istnieje pokrycie (C; ;)52 zbioru

S N f~1(y) zbiorami borelowskimi o $rednicy < 1 takie, ze Z Ce(Chi) < t+ f. »Nadmuchujac” nieco zbiory
i=1

C}.i, mozemy zalozy¢, ze C;; sa otwarte. Poniewaz zbior S N f~!(y) jest zwarty, z pokrycia (C};)2; mozna
wybra¢ pokrycie skoficzone (V; i);er(;,y) zbioru SN f~1(y) o zadanych wlasnosciach.
Pozostaje wykazac, ze kazdy ze zbiorow jest V; jest otwarty. Istotnie, przypusémy, ze yo € Vj orazy, — yo
orazSNfYy) ¢ U Vji=: 2. Niechz; € S, f(x;) = y; oraz v ¢ 2. Mozemy zalozyé, ze z; — xg €
i€1(4,90)
S. Wtedy f(z¢) = yo oraz xg ¢ (2; sprzecznosc. O

Wniosek 16.4.11. Dlar =m > n = s, k =m —n i { = n, z Propozycji 16.4.10(a) wnioskujemy, ze
[ S0 R 0) < LB H(S), S R

W szczegolnosci, (%) zachodzi dla zbiorow miary zero.

Kolejny etap to pokazanie, ze w dowodach (}) i (¥) mozna zrobi¢ dodatkowe zalozenia. Wiemy juz, ze
mozemy zatozy¢, ze A C E' (zob. Obserwacja 16.4.6(a)), L™ (A) > 0 oraz f spelnia globalny warunek Lipschitza
ze stala L > 0. Najpierw (7). Wystarczy rozwazy¢ dwa przypadki:

(1)1 AcC{x e Z: f'(z) jest injektywne} = {z € E' : rank f'(z) = m}.
(T)2 A C {xz €T : f'(x) nie jest injektywne} = {x € E' : rank f'(z) <m} = {x € &' : J,,, f(x) = 0}.

Propozycja 16.4.12. Jezeli (1) zachodzi przy zatozeniu (1)1 (dla dowolnych n = m i f), to (1) zachodzi przy
zatozeniu (T)2, a wigc dowdd (T) sprowadza sig do przypadku ()1-

Dowép. Cheemy pokazaé, ze ff(A) NAo(f, ) H™(Y) = [gm Jmf(x)dL™(x) = 0. Wystarczy pokazaé, ze H™ (f(A)) =

0.Dla0 < & < 1niech R™ 3 z % (f(:r),sx) € R" x R™, R" x R™ > (y,2) = y € R™. Oczywi-
Scie f = p o g.. Odwzorowanie g. spelnia warunek Lipschitza oraz A C {x € Z' : g/(z) jest injektywne}.
Odwzorowanie p spelnia warunek Lipschitza ze stalg 1. Na podstawie Propozycji 16.4.9(a) oraz (1); mamy
H™(f(A) = H™(p(g=(A))) < H™(9:(A)) = [4 Jmge(x)dL™(x). Do zakonczenia dowodu wystarczy po-

kazaé, ze Jy,g:(z) < Ce, x € A, gdzie C]est stalg niezalezna od €. Wtedy H™(f(A)) < CeL™(A) o 0.
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/

Istotnie, obliczajac J,,g.(z) wybieramy nietrywialne (m X m) minory z macierzy g.(z) = [fsﬂ(x):| Pa-
mietajac, ze Jy, f(x) = 0, wnioskujemy, ze wybierajac taki minor musimy wybra¢ przynajmniej jeden wiersz
z macierzy ell,,,. Wiemy réwniez, \%(m)\ <L j=1,...,nk =1,...,m (poniewaz f spelnia globalny
warunek Lipschitza ze stala L). Teraz oszacowanie J,,,g. () < Cg, x € A, jest widoczne (CWICZENTE). g

Przechodzimy do (). Wystarczy rozwazy¢ dwa przypadki:
()1 AC{xeZ: f'(z) jest surjektywne} = {x € Z': f/(2)(R™) = R"} = {& € &' : rank f'(z) = n}.
()2 A C {x €T : f'(x) nie jest surjektywne} = {x € 2’ : rank f'(z) <n} ={x € &' : J, f(x) = 0}.
Propozycja 16.4.13. Jezeli (}) zachodzi przy zatozeniu (}); (dla dowolnych n < m i f), to (%) zachodzi przy
zatozeniu (%)2, a wigc dowdd (f) sprowadza sig do przypadku (i)l‘

Dow6p. Cheemy pokazaé, ze [, H™ ™(A N f~1(y)dL™(y) = [, Jnf(x)dL™(z) = 0.Dla0 < & < 1
zdefiniujmy
e, : R x R" — R",  g.(x,2) := f(x) +ez, pz,z2) ==z

Jezeli (z,2) € A X R" to gL(z, z)(v,w) = f'(z)(v) + ew, (v,w) € R™ x R™. W szczegdlnosci, g/ (x, z) (R™ x
R™) = R™. Ponadto, g. spelnia warunek Lipschitza oraz .J,g.(z,2) < Coe, gdzie C jest niezalezne od e.
Istotnie, g/(z) = [f'(x),el,] i dalej, rozumujac analogicznie jak w dowodzie Propozycji 16.4.12, dostajemy
Inf(z,2) < Coe, (z,2) € A x R™ dla pewnej statej Cy > 0.

Z Propozycji 16.4.10@@)zr = m+n, s =nk=m-nfl=nk+¢=m), f=pL =118 =
(A x By) N g2 () dostajemy

[ (A ) 192 0) 107 ()AL () € B KA X B) N W) )

Zastosujmy (%) (przy zalozeniach (%)) do funkcji g. i zbioru A x B,, (przez C;, i = 0,1, 2, rozumiemy rdzne
stale dodatnie niezalezne od ¢):

CocLm (A) L7 (By) > / Tnge(z, )L™ (3, 2) B / H™ (A x By) A o= ()AL (9)
AxB,

®)

> 01/ / H™ (A X By) N gzt (y) Np~H(w))dL™ (w)d L™ (y)
Fubini / /n H™ (AN f (y — ew)) x {w})dL™(y)dL™ (w)
v o / [ omrian s w) x whae e (w)
/ /H AN T ()L (y)dL" (w)

= Oy [ AN £ W)L ),

Stad, przy ¢ — 0+ dostajemy [5, H™ (AN f~*(y))dL"(y) = 0, co konczy dowdd. O

Na tym konczy sie tatwa cze$¢ dowoddéw (T) i (f). Do zasadniczego dowodu (T); bedzie nam potrzebnych
kilka pomocniczych wynikow.

Twierdzenie 16.4.14 (Nieréwnoé¢ Hadamarda (1°) ). Dla dowolnej macierzy A = [ay, ..., an] € M(mxm;R),
ai, ..., am € M(m x 1;R), mamy | det A| < [Tj2, [la;].

Dowop. Przypadek, gdy det A = 0 jest trywialny. Mozemy wiec zatozy¢, ze aq, . . ., a,, tworza baze R™. Wy-
bierzmy w R"™ baze ortonormalna b4, . . ., b,, taka, ze

R-by+---+R-bpy=R-a;+---+R-ag, k=1,...,m (CWICZENIE).

(10) Jacques Hadamard (1865-1963).
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J
Wtedy a; = Y (aj,bp)br, j=1,...,m.Stad A = BC, gdzie B := [by, ..., by] € M(m x m;R), za$
k=1

(a;,by), jezelik <j
Ck_j = . L.
' 0, jezelik > j
Zauwazmy, ze B jest macierza ortogonalna (BB = 1,,,), za$ C jest macierza trojkatna. Ostatecznie,
|det A| = | det(BC)| = |det C| = | HC,J\ ~Lleb, H s s = H losl. O
=1
Cwiczenie 16.4.15. Kiedy w nieréwnosci Hadamarda zachodzi réwnos¢?

Wnhiosek 16.4.16. Jezeli A = [a1,...,an] € M(m x m;R) oraz afjv|| < ||Av|| < Bljv]], v € R™, dla pewnych
a,>0,toa™ < |det A < ™.

Dowép. Mamy ||a;|| = ||Ae;|| < 6,7 = 1,...,m. Stad na podstawie nierownoéci Hadamarda mamy | det 4| <
™. Druga z nieréwnosci otrzymujemy natychmiast wobec tego, ze || A~ u|| < éHuH, u e R™.

g

Whniosek 16.4.17. Jezeli A € M(n x m;R), n = m, U € M(m x m;R), to J,(AU) = Jpn(A)|detU].
W szczegblnosci, jezeli ponadto | det U| = 1, to J,, (AU) = J(A).

Dow6p. Na podstawie Wniosku 10.1.9 mamy
(Jn(AU))? = det((AU) AU) = det(U* A*AU)| = det(U") det(A*A) det U = (J,,(A)detU)2. O

Whiosek 16.4.18. Jezeli A € M(nxm;R),n > m, orazaljv|| < ||Av|| < B||v||, v € R™, dla pewnycha, 3 > 0,
to o™ < Jp(A) < ™.

Dowép. Niech V' := A(R™) C R™. Poniewaz A jest injektywne, przestrzen V jest m-wymiarowa. Niech H :
R™ — V C R" bedzie izomorfizmem ortogonalnym (H*H = I,,,) (11) iniechG:=H 1oA:R™ — R™.
Zauwazmy, ze G is izomorfizmem. Mamy A = H o G. Stad a||v|| < ||Av|| = ||H o G(v)|| = ||G(v)|| < Blv],
v € R™. W takim razie na podstawie Wniosku 16.4.16 mamy a™ < |detG| < ™. Z drugiej strony, na
podstawie Wnioskéw 10.1.9116.4.17, J,,, (A) = Jn(H 0o G) = J(H)| det G| = | det G|. O

Dowdd () przy zalozeniu (T),. Zakladamy, ze A C {x € E' : f'(x) jest injektywne}, £,,(A) > 0 oraz A CC
R™.
Ustalmy A > 1iniech € > 0 bedzie takie, ze % + € < 1 < X\ — ¢. Bedziemy chcieli pokazac, ze

s [ Valrann ) < [ e <o [ Nararn ), ¢

RTL
co przy A — 1+ da teze.
Kluczem do dowodu (**) bedzie skonstruowanie pokrycia (B;)52; C B(R™) zbioru A oraz ciggu izomorfi-
zméw liniowych &; : R™ — R™, j € N, takich ze dla B = B; i & = $; mamy:

f|B jest injektywne, (1)
funkcje (f|g) o @' : ®(B) — R™, o (f|g)~ "' : f(B) — R™ spelniaja warunek Lipschitza ze stalg \,
)
1 m
e < 1/ @@ < Ale)ll, = e B, veR™ (3)
Od razu zauwazmy, ze (3) implikuje
|detd5| mf(r) < A detd|, z € B. (4)

ATYL
Istotnie, (3) jest rownowazne warunkowi

1 _
Ml < 115 (z) 0 @ Yl < Aull, =€ B, ueR™,

(11) H(t) =tiv1 + -+ + tmvm, gdzie v1, . .., Um jest baza ortonormalng w V.
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skad, wobec Wnioskéw 16.4.17 1 16.4.18, mamy
1
am < Jn(f'(2) 04571) = Ju(f)| detéil‘ <A, weB,
czyli (4).

Najpierw sprawdzimy, ze powyzsza konstrukeja rzeczywiscie doprowadzi do dowodu (**). Niech (C;)32;
bedzie rozbiciem A wpisanym w pokrycie (By)52; (CwiczeNig). Ustalmy j i niech C := C; C By, & := &y,
Mamy

1 m @ m @ m m
W' det 2|L™(C) < /C I f(2)dL™(z) < A™| det @|L™(C),
H™(@(C)) = L™(D(C)) = |det 2L (C),

Lom Lo _
SH(O)) = S H @ o (fle)7 (F(C))
@ . . e
< H™(f(C) =H"((fle) e @™ (2(C)] < A"H™(P(C)),
gdzie (&) wynika z Propozycji 16.4.9(a). Pamietajac, ze f jest injektywne na C' dostajemy stad

1 1 1
o [ NelL.pdH™ () = 5 MM () < (Al det @l£™(C) < [ g fdc
N o )\ \ o
< AT det B|L™(C) = APH(@(C)) < NHT(F(C)) = X2 [ Nedf, y)dH™ (y).
Rn
Po zsumowaniu

e /R Nal£:y)dH™(y) < /A i fdL™ <N Na(f.y)dH" (y).

Rn

Przechodzimy do konstrukcji (1-3). Niech 8 bedzie przeliczalnym i gestym zbiorem izomorfizméw liniowych
R™ — R™.Dla @ € § oraz i € N niech Z(®, i) sklada sie ze wszystkich punktéow a € =, dla ktdrych:

(5 +9) Il < 7 @@ < O =)@, ver™, 5)
1£0) = f(a) = F'(@) b~ )]l < e|$® ~a)ll, b€ Bla,1/i). (©)

Zauwazmy, Z (P, 1) jest zbiorem borelowskim (wystarczy zauwazy¢, ze w (5) wystarczy bra¢ v € Q™, za$ w (6)
b € Q" NB(a,1/i)). Oczywiscie z (5) wynika (3) dla zbioru Z(®, i). Z wlasnoéci (6) wynika, ze dla dowolnych
a € Z(®,i),b € B(a,1/i) mamy

/(@) = FO < 1 @G =) +el @b — )l < (A —)|eb—a) +el#b—al = Al#b—a), )

(56 /1 1
1£(@) = FOI = |1 @b =)l ~ <l —a)]| > (5 +¢) 12— )l - £lie - a)]| = S |2( - o)l
(8)
Dlac € Z(®,i) niech U = U, := Z(®,4) N B(c, 2%) Z (8) wynika, ze f|y jest injektywne. Z (7) dostajemy
[fo@=1 (&)= Ffo@ ()|l < AlE—nll.&,n € P(U),zas z(8) mamy [|Po(f]v) ! () =Po(flu) " (w)]| < Allt—ul,
t,u € f(U). Wynika stad, korzystajac z twierdzenia Lindelofa, ze Z(®, i) ma pokrycie przeliczalne zbiorami
borelowskimi spelniajacymi (1) - (3).
Pozostaje pokaza¢, ze A C U  Z(®,i). Istotnie, ustalmy a € A iniech f'(a) = H o G, gdzie G :
(@,i)e8xN
R™ — R™ jest izomorfizmem liniowym, za§ H : R™ — f’(a)(R™) C R" jest ortogonalne (por. dowdd
Whiosku 16.4.18). Dobierzmy @ € § takie, ze
1

1 )
X+8

160G < |God | < X—e.

Stad

[e()] = 20 GG )] < 1

T ICWIL @I = IGod~ (@) < (A=e)|P)], veR™
A
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Poniewaz || f'(a)(v)|| = ||G(v)]|| dostajemy stqd (5). Dla uzyskania (6) skorzystamy z definicji f/(a):

1) = f(a) = f'(a)(b = a)]| < Ib—all <ell@(d—a)ll, beB(a,1/i), i> 1. 0

||€P i

Dowéd Twierdzenia (1) jest zakoriczony.

Teraz (%);. Bedzie nam potrzebnych kilka pomocniczych wynikow.

Whiosek 16.4.19. Jezeli A € M(n x m;R),n < m, U € M(m x m;R), U'U = UU* = 1,,, to J,,(AU)
Ta(A).

Dowdp. Na podstawie Wniosku 10.1.9 mamy

(J.(AU))? = det(AU(AU)Y) = det(AUU A") = det(AAY) = (J,.(A))>. O

Przechodzimy do najtrudniejszej czesci dowodu.

Dowéd (%) przy zalozeniu (f),. Zakladamy, ze A C {x € &' : f'(z)(R™) = R"}. Zasadnicza idea dowodu
(podobnie jak w Twierdzeniu (1)) polega na znalezieniu pokrycia (B;)?2; C B(R™) zbioru A takiego, ze dla
dowolnego B = B; warunek (%) zachodzi dla dowolnego C' € £L,,,, C C B.

Dla dowolnego I=(i1,..,im—n) € A" niech:

. (R™ — R™" pr(x) = (;1:“7 e T )

. UI R™ — R™, uy(z) = ) pi(),

o Ar:={zxeZ: detu T

Zauwazmy, ze {x € 2 : f'( =R"} =UAr.

1

{f’(x)
p

Istotnie, dla € =’ mamy v/ (z) = ] , a stad:
1

ElI:\I|='m—'rL det UII(‘T) 7é 0= 3I(:|K\:n det[f/(x)(l ..... n),K] # 0= rankf’(x) =n<— fl(m)(Rm) =R"

W takim razie wystarczy znalez¢ pokrycie dla kazdego z zbioréw ANA;. Ustalamy I iniech v := uy, p := py.
Korzystajac z konstrukeji (1-3) w dowodzie Twierdzenia (), znajdziemy pokrycie borelowskie (53;)52; zbioru
AN A takie, ze dla dowolnego B = B, odwzorowanie u|p jest injektywne oraz odwzorowanie (u|g)~! :
u(B) — R™ jest lipschitzowskie. Wobec twierdzenia Kirszbrauna funkcja (u|g) ™! przedtuza sie do funkcji
lipschitzowskiej v : R™ — R™.

Ustalmy zbiér C € L,,,, C C B. Chcemy pokazac, ze

/ H™(C N fF (y)dH™ (y / In f(x)dL™ ().

Niech R™ = R"xR™~" 3 (y, z). Na wstepie zauwazmy, ze v(y, -) : p(CNf~1(y)) — CNf~1(y) bijektywnie,
y € R™.

Istotnie, pomewaz v = (u|B) na u(B), mamy:

CnfHy) =vuCnfHy) =vu{z € C: flz) =y}) =v{(y,p@) 12 € C, flz) =y}) =
u(y, ) p(C N y)).

Injektywnosé wynika z faktu, iz {y} x p(C N f~(y)) C u(C) C u(B). Stosujac Twierdzenie (1) do
odwzorowania v, i zbioru p(C' N f~*(y), dostajemy

H" (N ) = H™ " (0(y, ) (CN () = / (Jm-nv(y,))(2)dL™ " (2), y € R,
p(CNf=1(y))
a stad
/ H™=™(C 0 L ) dL / / Ty, ) ()AL (2)dL™(y).
" mJp(Cnf- 1(U)))
Poniewaz {z € R™ ™" : (y,2) € u(C)} = {p(x) : 2 € C N f~1(y)}, y € R", twierdzenie Fubiniego daje

/ / (T (g, ) ()AL (2)dL™ () = / (Imnt(y, ) (2)AL™ 1, 2).
nJp(CNf~1(y))) u(C)
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Teraz skorzystamy z twierdzenia o zmianie zmiennych (y, z) = u(z) = (f(z), p(x)) i dostajemy
[ oo DAL 02) = [ (neav(F@). Dol (@)L 2.
u(C) C

Do zakoriczenia dowodu pozostaje pokazaé, ze (Jpm—nv(f(2),-))(p(z))|v (z)| = Jnf(z) dlapw. z € C.

Mamy u/(z) o v'(u(x)) = id dla L™-p.w. © € B. Istotnie, na podstawie twierdzenia Rademachera u/(z)
istnieje dla x € =/, v/(y) istnieje dlay € R™ \ 2", gdzie = jest miary zero. W takim razie u’(v(y)) o v'(y) = id
dlay € u(B) \ (v"1(Z') UZ"). Stad wynika, ze v/ (z) o v'(u(z)) = iddlaz € B\ (' Uv(E")) (v(E"), jako
obraz zbioru miary zero przez odwzorowanie lipschitzowskie, jest miary zero). Dalej bedziemy rozwazaé tylko
punkty z € C'\ (E' Uv(E")). Ustalamy jedno takie x.

Zdefiniujmy operator liniowy M : R™™" — V := M(R™™ ™) C R™, M := (v(f(z),-))'(p(x)). Zauwaz-
my, ze M = g (u(z)), gdzie a—g oznacza rozniczke cze$ciowa wzgledem przestrzeni R~ ™. Dla w € R™ ™
mamy

(0, w) = u'(x)v" (u(x))(0,w) = u’<x>(8§<u<x>><o> + 5 (u(@))(w))

{0} x Rm—n S, R — R” R P g

Mll\ \(w)}w Rl 2'/;)T

V—S S R"=Vlg Vi—a- V!

W szczegolnosci, V- C Ker f'(x) oraz p o M = idgm-». Wynika stad, ze M : R™™"™ — V jest bijekcja,
M~! =p,dimV =m —n = dimKer f'(z) i w konsekwencji V' = Ker f’(z). Niech R : R* — V1 Cc R™
iS:R™ "™ — V C R™ bedy izomorfizmami ortogonalnymi i niech 7' := R® S : R™ — R™, T'T = I,,.
Mamy:
f(@)oR poR
0 poS
Tak wiec nasz problem sprowadza sie do réwnoéci J,,—n, M| det(f/(z) o R) det(p o S)| = J, f(x). Korzystajac
z Wniosku 16.4.19 mamy | det(f’'(z)R)| = J,. f(z). Na podstawie Wniosku 16.4.17 dostajemy J,,,—, M| det(p o
S) = Jm_nM|det(M~18)| = Jp_n M(M~18) = Jp_n(S) = 1, co koticzy dowéd. O

[u'(@)] = | det(u'(@) o T)| = | det(f'(w) o T, poT)| = | det | | = 1det(r' (@) B) det(po )]



