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Program wykladu
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Miara i catka — repetytorium.

\V]

Calka Riemanna a caltka Lebesgue’a.

Zasada Cavalieriego. Twierdzenia Tonellego i Fubiniego.
Twierdzenie o zmianie zmiennych w calce Lebesgue’a.
Funkcje dane calka.

Gestosc Co(£2,C) w LP(2,C, L™).

Splot.

Regularyzacja.

Rozklad jednosci.

Miara i catka Lebesgue’a na podrozmaito$ciach w R™.
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Formy rézniczkowe.
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Calkowanie form rézniczkowych.
Twierdzenie Stokesa.
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Twierdzenie Stokesa w wersji kohomologiczne;j.
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Szeregi Fouriera — uzupekienia.
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Transformacja Fouriera.
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Twierdzenie Kirszbrauna.
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Miara i ko-miara odwzorowan lipschitzowskich.

Zaliczanie ¢éwiczen

W semestrze jest 60 godz. ¢wiczen. Limit nieobecnosci to 20 godzin, w tym limit nieobecnosci nie-
usprawiedliwionych to 8 godzin.

W przypadku przekroczenia ktoregokolwiek z tych limitéw student otrzymuje ocene NZAL i nie jest
dopuszczony do egzaminéw.
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Egzaminy

— Nie ma egaminu pisemnego.
— Wszyscy studenci zdaja egzamin ustny (szczegoly zostang podane na wykladzie).



ROZDZIAL 12

Teoria miary i calki

12.1. Miara i calka — repetytorium

Teoria miary i calki jest trescig niezaleznego wyktadu. Podrozdziat ten nalezy potraktowaé jako
pewnego rodzaju repetytorium z podstawowych definicji i twierdzen tej teorii. Chodzi réwniez o ustalenie
oznaczeni. Dowody zostaly podane dla wygody Czytelnika.

12.1.1. o-algebry i zbiory borelowskie.

Definicja 12.1.1. Powiemy, ze rodzina podzbiorow 9 C P(X) jest o—algebrq na X, jezeli:
(1) em,
(2) AeMm = X\Aecm,
[ee]
(3) (AJ)?il CNM = .Ul Aj e M.
=

Odnotujmy, ze rodzina wszystkich podzbiorow R™, ktére sa regularne z punktu widzenia definicji
calki Riemanna nie jest oczywiscie o—algebra.

Obserwacja 12.1.2 (Wtasnosci o—algebr). Ponizej 9 oznacza o—algebre na X.
(a) X € 9. Wynika to z (1) i (2).
(b) 9 := P(X) jest maksymalna o—algebra na X.
:= {9, X} jest minimalna o—algebra na X.
Al, ANESJ?:>A1U UAy €M Wynikatoz() ()dlaA].—gj N +1.

)

) Mm

)
(e) (4;)52, CM = ﬂ A; € M. Wynika to z (2) i (3): leAj :X\jL:Jl(X\Aj).
(f)

)

)

A, .., AN eM :> AiN---NAyxy € 9. Wynika to z (2) i (d) (analogicznie jak w (e)).
A, BGEDI:A\BEEIR Wymkatoz( Ji(f): AA\B=AN(X\B).
Dla dowolnego zbioru Y i dla dowolnego odwzorowania f : X — Y rodzina

fM={BCY:f (B em

jest o—algebra na Y. Zauwazmy, ze dla g : Y — Z mamy: g, f.9% = (g o f).IN.

(i) Dla dowolnego zbioru Y C X rodzina M|y := {ANY : A € M} jest o-algebra na Y. Zauwazmy,
zejezeiY €e M to M|y ={AeM: ACY} CM.

(j) Dladowolnej rodziny (9% )it o—algebr na X (T # @) rodzina (| My = {A C X : Vier : A € Iy}

teT

jest o—algebra na X. W szczegdlnodci, wobec (b), dla dowolnej rodziny F C P(X) istnieje najmniejsza
o—algebra na X zawierajaca F, ktora bedziemy oznaczaé przez o(JF).

(k) Dla dowolnej rodziny F C P(X) oraz zbioru Y C X mamy o(Fly) = o(F)|y.

Istotnie, poniewaz Fly C o(F)|y oraz o(F)|y jest o—algebra, wiec o(F|y) C o(F)|y. Dla dowodu
inkluzji o(Fly) D o(F)|y, niech M :={A € o(F): ANY € o(Fly)}. Oczywiscie, F C M. Ponadto, M
jest o—algebra (CWICZENIE). Stad 9 = o(F).

Definicja 12.1.3. Jezeli X jest przestrzenia topologiczna, to B(X) := o(top X) nazywamy o-algebrg
zbioréw borelowskich na X.

Obserwacja 12.1.4. Niech
A oi=cela+[0,1]"), A2, :=¢c(a+10,1)"), >0, acR”,
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Sk = {Al/Qk,a oA Zn}, 8= U Sk7 Sz = {AT/Q’C,Q e Zn}’ 8% = U 80;

zbiory typu A2 , nazywa sie czasami kostkq z naroznikiem. Wtedy:

g,
(a) Dla dowolnych k € N oraz « € R", istnieje dokladnie jedna kostka z naroznikiem @ € 8 taka, ze
T € Q.

(b) Dla dowolnych k,¢ € N oraz Q € 87, R € 89, jezeli k < £, to albo QN R =@ albo R C Q.

(¢) Dowolny niepusty zbior otwarty 2 C R™ jest suma przeliczalnej liczby kostek z rodziny 8, 2 =
Uj=, Py, przy czym int P; Nint Pj = @ dla i # j.

(d) Dowolny niepusty zbior otwarty 2 C R™ jest suma przeliczalnej liczby parami roztacznych kostek
z naroznikiem z rodziny 8°, {2 = U Q.

W przypadku (c) i (d) mozemy rozumowaé np. tak. Najpierw wybieramy wszystkie kostki P € 8;
(odp. P € 89) takie, ze P C 2. Rodzine tych kostek oznaczmy przez Fy. Jest to rodzina co najwyzej
przeliczalna (moze by¢ pusta). Niech teraz F; oznacza rodzine wszystkich kostek P € 85 (odp. P € 89)
takich, ze P C 2 oraz P ¢ |J Q. W ten sam sposob konstruujemy Fj, jako rodzine wszystkich kostek
QeTFo

k—1
P € 8 (odp. P € 8Y) takich, ze PC 2 oraz PN |J U Q =9, k > 2. Teraz, jako pokrycie zbioru {2
J=0 Q€T

[e o]
wystarczy wziaé rodzine |J Fi.
k=0
Obserwacja 12.1.5 (Wtasnosci zbioréw borelowskich).  (a) B(X) = o(cotop(X)). Zbiory typu Gs
(1) oraz zbiory typu JF, (2) sg borelowskie.
(b) Korzystajac z Obserwacji 12.1.4(c), wnioskujemy natychmiast, ze B(R") = o(F), gdzie
F:={P CR": P jest kostka}.
(c) Niech A C R bedzie dowolnym zbiorem gestym. Wtedy B(R) = o(F), gdzie F jest jedna z
nastepujacych rodzin przedziatow:
e F := rodzina wszystkich przedzialow A C R,
:= rodzina Wbebtleh przedzialéw A C R o koricach w A U {—o0, +00},
={[-o0,a): a € A},
={[-o0 a] a€ A},
= {(a, +o0] : @ € A},
= {[a, +o0] : a € A}.

12.1.2. Odwzorowania mierzalne.

ﬂﬂﬂﬂﬂ
i

Definicja 12.1.6. Niech 91 bedzie o—algebra na X i niech Y bedzie przestrzenia topologiczna. Powiemy,
ze odwzorowanie f : X — Y jest M-mierzalne (krotko: mierzalne), jezeli f~1(£2) € M dla dowolnego
N etopY, tzn. topY C f.IN. Piszemy wtedy f € M(X,Y, M) lub krotko:

e feM(X,Y), oile z kontekstu jasno wynika, co to jest 91,

o fc M(X,9M), oile z kontekstu jasno wynika, co to jest Y, w szczegélnosci, gdy Y = R (z topo-
logia naturalng),

e fe M(X), oilez kontekstu jasno wynika, co to jest Y i 9.

Jezeli X jest przestrzenia topologiczna, to odwzorowania B (X )—mierzalne nazywamy borelowskimi.

Uwaga: We wszystkich istotnych przypadkach zaktada sie dodatkowo, ze top Y ma baze przeliczalna,
np. ze Y jest osrodkows przestrzenia metryczna. Bez dodatkowych zalozen (o X lub/i V'), wprowadzone
powyzej pojecie odwzorowania mierzalnego jest zbyt ogolne i nie pozwala na uzyskanie interesujacych
wynikéw — por. [Sch 1981], IV.4. W praktyce mozna si¢ ograniczy¢ do przypadku, gdy Y € {R,C}.

Obserwacja 12.1.7 (Wlasnosci odwzorowan mierzalnych).  (a) f e M(X,Y, M) < B(Y) C f.IMN
(b) C(X,Y) c M(X,Y,B(X)).

oo
(1) Tzn. zbiory postaci ﬂ 2;, gdzie £2; € top X, j > 1.
j=1

oo
(2) Tzn. zbiory postaci U Fj, gdzie F) jest domkniety w X, j > 1
j=1
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(c) Jezeli f € M(X,Y, M), g€ M(Y,Z,B(Y)) (np. g €C(Y,Z)), to go f € M(X,Z,M).
Istotnie, B(Z) C ¢« B(Y) C g fuIM = (g o f).IN.

(d) o Jezeli f € M(X,C,, M), to ; € M(X,C.,M).
o Jezeli f € M(X, M), to |f] € M(X, ).
o Jezeli f € M(X,Y,0MN), gdzie (Y, || ||) jest przestrzenia unormowana, to || f|| € M(X,9M).
e Jezeli f = (fl,fg) € M(X7Y1 X YQ,S))Z)7 to f]’ S M(X,}/j,m), 7 =172

() Dla f: X — Y C Z mamy: f € M(X,Y, M) < f € M(X,Z,M).

(f) Kazde odwzorowanie stale jest mierzalne.

X, jezeli (0]
Istotnie, jezeli f = yo, to f~1(2) = { » Jeseliyo €

@, jezeliyg ¢ 2
() xa E M(X, M) — A M.
h) Niech f; € M(X,Y;,0M), j = 1,2. Zalézmy, ze top Y; ma baze przeliczalna, j = 1,2 (3). Wtedy
J J J
f = (fl,fg) S M(X7 Y; x Yg,m).
Istotnie, dowolny zbiér otwarty {2 C Y7 x Y ma posta¢ 2 = |J .Q;l) X (2](-2), gdzie .Q](-i) € topY;,
=1
j>1,i=12 Wynikastad, ze /= (2) = U fi (") n f;1(2) e m.
j=1
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(i) Niech Y bedzie przestrzenia topologicznag i niech F C P(Y) bedzie dowolna rodzing taka, ze
B(Y) C o(F). Zalozmy f : X — Y jest taka, ze f~'(A) € 9 dla dowolnego A € F. Wtedy f €
M(X,Y,m).

Istotnie, poniewaz F C f,. 9, zatem B(Y) C o(F) C f.IN i korzystamy z (a).

W szczegolnosci, wobec Obserwacji 12.1.5(c), dla f : X — R nastepujace warunki sa rownowazne:

(1) f € M(X, ) B
(2) f71(A) € M dla dowolnego przedziatu A C R;
(3) {z e X : f(z) < a} € M dla dowolnego a € Q;
(4) {zreX: f(z) < a} € M dla dowolnego o € Q;
(5) {ze X : f(z) > a} € M dla dowolnego o € Q;
(6) {ze X : f(z) > a} € M dla dowolnego o € Q.

(G) C1(X) € M(X,R,B(X)) (zob. Definicja 6.7.1). W szczegdlnosci, na podstawie (c), jezeli f €
M(X,Y, M), geCI(Y), to go f € M(X,Z,M).

(k) Jezeli f,g € M(X, M), to {f < g}, {f <g}eM

Istotnie, wystarczy zauwazy¢, ze {f < g} = U {f <a}nN{g> a} oraz, ze {f < g} =X\ {9 < f}.
acQ

(1) Jezeli f,g € M(X,Y, ), gdzie Y jest przestrzenia Hausdorffa z baza przeliczalna, to {f = g},
{f# gy em

Istotnie, niech h := (f,g) : X — Y2. Na podstawie (h), h jest odwzorowaniem mierzalnym. Niech
A= {(y,y) : y € Y}. Jest to zbiér domkniety. W szczegolnosci, {f = g} = h™1(A) € M. Mierzalnosé
{f # g} wynika teraz ze zwiazku {f # g} = X \ {f = ¢}.

(m) Jezeli X = |J Xj, gdzie X; €9, j > 1, todla f: X — Y mamy: f € M(X,Y,M) < f|x, €
j=1

T

M(X;, Y, ) (1), 5=1.
(n) Niech f; € M(X,Y;, M), gdzie Y; jest przestrzenia unormowany z baza przeliczalng, j = 1,2.
Niech A € L(Y] X Ys,Z), B € L(Y1,Ys; Z), gdzie Z jest przestrzenia unormowang. Wtedy

A(fl7f2)7 B(f17f2) S M(X7 Z79:n)

(wynika to z (c) i (h)). W szczego6lnosci,
o jezeli fj € M(X,Y, M), j = 1,2, gdzie Y jest przestrzenia unormowang z baza przeliczalna, to
fi+ f2 € M(X,Y,0);

3)Np.V; =R, j=1,2.
4) Tu i dalej stosujemy nastgpujaca umowe: jezeli A € M i f: A — Y, to piszac ,,f € M(A,Y,9M)” mamy na mysli
»f € M(A7 Y, m‘A)”‘
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o jezeli f1 € M(X,K,M), fo € M(X,Y,M), gdzie Y jest K—przestrzenia unormowana z baza
przeliczalna, to f1- fo € M(X,Y, M) (tak wiec, w szczegolnosci, M(X,Y,9M) jest przestrzenia wektorowa
nad K).

(o) Dla f € M(X,C, M) istnieje funkcja o € M(X, Sy, M) taka, ze f = aff].

Istotnie, ktadziemy

246

o(@) im {f(ﬂf)/f(x% jeteli f(x) # 0
1,, jezeli f(z) =0
i korzystamy z (m).
(p) Dla dowolnych f,g € M(X, ) zbior A := {x € X : f(z) + g(z) istnieje} nalezy do M oraz
f+ge€ M(AM). Ponadto, f-g € M(X, M) przy zastosowaniu konwencji 0 - oo := 0
Istotnie, niech B := {z € X : f(z), g(z) € R}. Wiemy, ze B € M oraz, ze f +g,f g € M(B, M)
(korzystamy z (n)). Zbiér A\ B jest rowny

{f>_007 g:+OO}U{f:—OO7 g<+OO}
U{f <400, g= -} U{f =400, g > —o0} =: By UByU B3 U Bj.
Oczywiscie B; € M, j =1,...,4. Tak wiec A € M. Ponadto f+g jest odwzorowaniem statym na kazdym
ze zbioréw B;. Teraz stosujemy (m).
Przypadek iloczynu jest analogiczny: zbior X \ B rozpada sie na zbiory z 9, na ktorych f - g jest
stale (5)
(a) Jezeli (f;)52, € M(X, M), to inf{f; : j € N}, sup{f; : j € N} € M(X, D).
Istotnie,

{reX :inf{f;(z):jeN}<a}= U{:c € X: fi(z) <al.
j=1
Podobnie dla supremum.
(r) o Jezeli f,g € M(X,9M), to max{f, g}, min{f,g} € M(X,M).
o Jezeli f € M(X,M), to fi := max{f,0}, f- := max{—f,0} € M(X,M). (°)
o Jezeli (f;)72, C M(X, M), to ljm_&nffj, limsup f; € M(X, ).
J=Foe T oo

Istotnie, lim inf [j = supeninf{f; : j > k}. Podobnie dla limsup.
(s) Jezeh (fj) L CMX M), toA:={zeX: lir+n fj(x) istnieje} € M oraz 4lir+n fi € M(A,MM)
oo j——oo

(7). W szczegdlnosci,

kazda funkcja f : X — R n-tej klasy Baire’a (zob. Definicja 9.1.3) (X jest przestrzenia topologiczna)
jest B(X)-mierzalna. Dla przyktadu, kazda oddzielnie ciagla funkcja f : R x R*™1 — R jest B(R")-
mierzalna.

(t) Jezeli (f;)52, C M(X,Y, M), gdzie (Y, 0) jest przestrzenia metryczna, oraz f; — f punktowo
na X, tofe./\/l(X Y, Mm).

Istotnie, niech £2 € top Y iniech 2. := {y € 2 : o(y,Y\§2) > €}, gdzie o(y, B) := inf{p(y,b) : b € B}.
Widagé, ze (2. jest rowniez zbiorem otwartym. Pozostaje jeszcze tylko zauwazy¢, ze

[o <le ol o

=Uunst@m.

i=1k=1j=k
(u) Niech 2 € topR™ i niech f € M(£2,R,B(£2)). Przypusémy, ze A € B(£2) i dla pewnego j €
{1,...,n} pochodna ng (z) istnieje przy dowolnym z € A. Wtedy 6f € M(A,R,B(2)).
Istotnie, na podstaw1e (m), wystarczy pokazac, ze

ﬁ € M(A N Ql/k>RaB(Q))7
oz,

(5) Np. f-g=—ocomna{f=—-o00, g>0}U{f =400, g<0}U{f >0, g=—0c0}U{f <0, g=+oco}. Przypadki
f-9= —I—oo i f-g =0 rozpatrujemy podobnie.
Zauwaimy, ze f = f4+ — f— (dzialanie jest zawsze wykonalne) oraz |f| = f+ + f—.
={reX: hm inf f] (z) = limsup f;(x)} i korzystamy z (1) i (r).

Jj—+oo

7
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gdzie (2. := {x € 2: B(x,e) C 2}. Ustalmy k € N. Niech

1,y _
fg(x)::f(m—i—[el]) f(ﬂf)7 ve D 0>k

L

Na podstawie (c) funkcje fy, ¢ > k, sa mierzalne oraz Zlim fe = % na AN (2. Teraz mozemy
— 400 J

skorzysta¢ bezposrednio z (s).
(v) Niech §2 € topR" i niech f: 2 — R bedzie funkcja ciagta. Dla j € {1,...,n} niech
0
Aj = {x €: a—a‘i(aﬂ) istnieje}.
Wtedy A; € B(R™) oraz (na podstawie (u)) 867]:_ € M(A;,R,B(£2)).
Istotnie, podobnie jak w (u), wystarczy pokazac, ze A;N{2, € B(R™) dla dowolnego k € N. Ustalmy
k € N i niech
t L) —
) =t [ L1~ S0)
Jest to funkcja B(R™)-mierzalna, bowiem (korzystajac z ciagltosci f) mamy:

e [L0°4160) =0
t

1
:0<|t|<;}, .Z‘E.Ql/k,l/>k}.

1
o () == o<t <, te@} v €D

Analogicznie, niech

[z +tej) = f(x)

1
:O<|t|<f}, v € Qv >k
t v

P, () := sup {
Jest to rowniez funkcja B(R™)—mierzalna.
Zauwazmy, ze
ANy ={z € m pu(x) = lim 1, (2)}.

v——+4o00o

Stad, na podstawie (s), wnioskujemy, ze A; € B(R").

Definicja 12.1.8. Niech Y bedzie przestrzeniag unormowang z baza przeliczalng. Powiemy, ze odwzoro-
wanie f : X — Y jest proste (f € Mo(X,Y,9M)), jezeli f € M(X,Y, M) oraz zbiér f(X) jest skoriczony.
Zgodnie z ogdlng umowa, bedziemy réowniez stosowaé oznaczenia Mo(X,Y), Mo(X, M) i My(X).
Niech f € Mo(X,Y, M), f(X) = {a1, ..., an}, a; # a dla j # k. Wtedy 4; := f~1({a;}) € M,
N
j=1....,N (8) yoraz f = ) ajxa,. Posta¢ t¢ nazywamy postacig kanoniczng odwzorowania f.
j=1
Niech M (X,9M) oznacza zbiér nieujemnych funkcji prostych f : X — R,. Jak zwykle, bedziemy
rowniez stosowaé oznaczenie M (X).
Niech M™(X,90) oznacza zbior nieujemnych funkcji mierzalnych f : X — [0, +oo]. Bedziemy
réwniez stosowaé oznaczenie MT(X).
Oczywiscie M{ (X, 9) € M*(X,9M). Ponadto, M (X, M) oraz MT (X, M) sa wypuktymi stozkami
(*).
Obserwacja 12.1.9 (Wlasnosci odwzorowan prostych).  (a) Niech f € Mo(X,Y, M), f(X) = {a1,
. an}, aj #ap dla j £k Wtedy A; == f~'({a;}) €M, j=1,...,N (%), oraz

N
f=> ajxa,-
j=1
Postaé te nazywamy postacig kanoniczng odwzorowania f.

8) Zauwazmy, ze A1,..., AN sa parami rozlaczne oraz, ze w sumie daja X.
9) Podzbiér S przestrzeni wektorowej E jest wypuktym stozkiem jezeli tx 4+ uy € S dla dowolnych ¢,u > 0, z,y € S.

10) Zauwazmy, ze A1, ..., ANy sa parami rozlaczne oraz, ze w sumie daja X.
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N
(b) Niech B; € M, j=1,...,N, BN B, =@ dlaj#k, U B; = X iniech by,....by € Y (1).
j=1
Wtedy
N
fi= bixs, € Mo(X,Y,M).

j=1
(c) Mo(X,Y, ) jest przestrzenia wektorows.

Propozycja 12.1.10. Dla dowolnej funkcji f € M™*(X,IM) istnieje ciag (f.)5%, C Mg (X, M) taki, ze

fn /[ punktowo na X. Ponadto, jezeli f jest ograniczona, to f, — [ jednostajnie na X.

Dowdd. Niech

g .
A,w-::{a:EX:an Sf(x)<i7 j=1,...,n2", A,:={zxeX: f(z) >n},

Oczywiscie f, € MZ(X, M), fo < f, n > 1. Jezeli f(z9) = +oo, to fu(ve) = n / +oo. Jezeli
f(zo) < N < 400, to f(xo) — fu(xo) < 1/2™ dla n > N. Daje to zbieznosé¢ punktowa f, — f na X
oraz zbiezno$¢ jednostajna w przypadku, gdy f jest ograniczona. Monotonicznosé pozostawiamy jako
CWICZENIE. O

Definicja 12.1.11. Dla przestrzeni topologicznej X, niech B(X) oznacza najmniejsza rodzine F C @X,
ktora spelnia nastepujace dwa warunki:
(*) C(X) C F,

(**) jezeli (fx)72, C Fi fr — fo punktowo na X, to fo € F.
Zauwazmy, ze rodzina B(X) jest poprawnie zdefiniowana — wystarczy wziaé przeciecie wszystkich rodzin
speliajacych (¥) i (**).

Funkcje z B(X) nazywamy funkcjami Baire’a. Oczywiscie, kazda funkcja n—tej klasy Baire’a (por. De-
finicja 9.1.3) jest funkcja Baire’a.

Propozycja 12.1.12 (Funkcje Baire’a). Niech X bedzie przestrzenig metryczng. Wtedy
M(X,B(X)) = B(X).

Dowdd. Na podstawie Obserwacji 12.1.7(b,s), rodzina M(X,B(X)) spenia (*) i (**). Wynika stad
natychmiast, ze B(X) C M(X,B(X)).

Lemat 12.1.13. Jezeli f,g € B(X), f,9: X — R, to f-g, af + g € B(X) dla dowolnych o, 3 € R.
Dowdd. Ustalmy g € B(X), g: X — R, oraz o, 3 € R. Niech

Fo={fe€BX): [ g, af +Bg € B(X)}.
Jest widoczne, ze rodzina Fy spelnia (**). Ponadto, F, spelnia oczywiscie (*), gdy g € C(X). Wynika

stad, ze Fy = B(X) dla g € C(X). Zamieniajac rolami f i g, wnioskujemy stad, ze F, spetnia (*) dla
dowolnego g. Ostatecznie, Fy = B(X) dla dowolnego g. O

Dla dowodu inkluzji M(X,B(X)) C B(X) ustalmy f € M(X,B(X)). Wobec Obserwacji 12.1.7(r),
warunku (**) oraz Lematu 12.1.13, mozemy zalozyé, ze f : X — R,. Teraz korzystajac z Propozycji
12.1.10, warunku (**) oraz Lematu 12.1.13, redukujemy dowod do przypadku, gdy f = x4 dla pewnego
A € B(X). Niech

M:={BeB(X):xpeBX)}
Zauwazmy, ze top X C 9, bowiem dla zbioru otwartego 2 C X, jego funkcja charakterystyczna y jest
poélciagla z dotu, a wiec w szczegdlnosci, I klasy Baire’a (por. Propozycja 6.7.6 (12)). Wobec definicji
B(X), pozostaje pokazaé, ze M jest o—algebra.

Niech B € M. Wtedy xx\g = 1 — xp € B(X) na podstawie Lematu 12.1.13, co oznacza, ze
X\ Ben.

1) Nie zaktadamy, ze b1,...,bx sa parami rézne.

12

Tu korzystamy z zalozenia, ze X jest przestrzenia metryczna.
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Niech teraz B, C' € 9. Poniewaz x p\c = xB — XBXC, zatem Lematu 12.1.13 daje B\ C' € M. Jezeli
BNC =g, toxpuc =XxB+ Xxc, wiec BUC € 9. Ogolnie, BUC = (B\C)UC € M.

Przypusémy, ze (Bj)2, C M. Cheemy pokazaé, ze B := |J;—, Br € M. Mamy x5 = kliI_'I_l XChs
gdzie Cp := By U---U By, k = 1,2,.... Z poprzednich rozwazan wynika, ze (Cy)72, C 9, a stad
xB € B(X). O

Cwiczenie* 12.1.14. Czy Propozycja 12.1.12 pozostaje prawdziwa dla dowolnej przestrzeni topologicz-
nej 7 (por. Obserwacja 6.7.7).

12.1.3. Miary.
Definicja 12.1.15. Niech 9 bedzie o—algebra na X. Funkcje p : 9 — [0, +00] nazywamy miarg
nieujemng na M, jezeli:
(1) p(@) =0,
o0 o0
(2) (Aj)5e, €M, AynAy = adlaj # k= p(U A4;) = > u(A;) (jest to tzw. przeliczalna
j=1 j=1
addytywnosé).
W ten sam sposdb mozemy zdefiniowaé pojecie miary zespolonej u : 9 — C jako funkcji spelnia-
jacej (2), z tym, ze warunek (2) zawiera w sobie zadanie zbieznosci szeregu Y- pu(4;) (*?).
j=1
Niech
e M(9M) oznacza rodzine wszystkich miar nieujemnych p : 9 — [0, +00],
e M(9M, C) oznacza rodzine wszystkich miar zespolonych p : 9t — C,
e M(9M,R) oznacza podrodzine rodziny M(9,C) zlozong ze wszystkich miar rzeczywistych u :
M — R,
e M(9M, R, ) oznacza rodzine wszystkich ograniczonych miar nieujemnych p: M — Ry

Odnotujmy, ze M(9,K) jest K-przestrzenia wektorowa, za$ rodziny M(91) i M(91, R ) sa wypu-
ktymi stozkami.

Obserwacja 12.1.16 (Wlasnosci miar).  (a) Dla p : 9 — [0, +o00] uktad warunkow (1), (2) jest
rownowazny nastepujacym warunkom:

(1) p # +o0,

(27) = (2).

Istotnie, jezeli pu(A;) < +oo, to stosujac (2) do ciagu Ay,2,d,... dostajemy: u(Ay) = p(Ar) +

(@), skad wynika, ze u(@) = 0.

e

Jj=2
(b) Powyzsze rozumowanie pokazuje, ze dla p € M(9, C) jest zawsze spelniony warunek (1).
(c¢) Dla dowolnego zy € X funkcja

bty = {
. Jjezelizg ¢ A
jest miarg nieujemna na P(X) (jest to tzw. miara Diraca (**)).
(d) Funkcja
(4) = {#A gdy A jest skoriczony
400 gdy A jest nieskoriczony

jest miarg na P(X) (jest to tzw. miara liczgca).
(e) Jezeli p jest miara (nieujemna lub zespolona), to

p(Ar U UAN) = p(Ar) +- -+ p(An)

dla dowolnych Ay, ..., Ay € 9 takich, ze A;N A, = & dla j # k (jest to tzw. skoriczona addytywnosé).
Dla dowodu wystarczy skorzysta¢ z (2) dla A; := @, j > N + 1.

13) Oczywiscie szereg ten musi by¢ zbiezny bezwarunkowo, a wiec bezwzglednie.
14) Paul Dirac (1902-1984).
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(f) Jezeli p € M(OM), to u(A) < p(B) dla A C B (wystarczy skorzystaé z (e) dla Ay := A, Ay := B\A).
Ponadto, dla dowolnej miary oraz dla A C B mamy: pu(B\ A) = u(B) — u(A) o ile liczba p(A) jest
skoriczona.
(g) Jezeli u € M(M), to dla dowolnych zbioréw (B;)52; C M mamy:

w(U Bj) < Z w(Bj) (jest to tzw. przeliczalna podaddytywnosc).
j=1

Istotnie, Wystarczy zastosowac (2) dla ciagu: A; := By, A; := B;\(B1U---UBj_1), j > 2, a nastepnie
skorzystac z (f) (%).
(h) Jezeli p € M(OM), to u(By U---UBy) < u(By) + -+ + u(By) dla dowolnych By,...,By € M
(jest to tzw. skoriczona podaddytywnosé).
(i) Jezeli p jest miara i By * B, to u(Bn) — u(B).
Istotnie, niech Ay := By, Aj := B; \ Bj_1, j > 2. Wtedy mamy:

N
A0 = S0 = i st = g )= i ()
j=1 j= j
(j) Jezeli p jest miarg, B; \, B i u(By) jest skoriczona (16), to pu(B;) — pu(B) (*7).

Istotnie, niech A; := By \ By, j > 1. Wobec (i) u(B1) —p(B;) = p(A4;) — pu(B1\B) = pu(B1) —p(B)

(k) Niech p € M(9) i niech Z := {A € M : p(A) = 0}. Wtedy:

e (Z)),Cc2= UZ € Z,
Jj=1
o jezeli A€MiZ €2, tou(AUZ)=u(A\ Z) = pu(A) — CWICZENIE.
Definicja 12.1.17. Powiemy, ze miara p : 9t — [0,400] jest zupetna, jezeli dla dowolnych Z € Z
iACZmamyAGim(ls).

Propozycja 12.1.18. Dla dowolnej miary p : M — [0, +00] istnieje o—algebra M* oraz miara zupetna
p e M — [0, 4+00] takie, ze

o M C M,

b /’L*|9ﬁ =K,

e dla dowolnej o—algebry N i miary zupetnej v : M — [0, +00], jezeli M C N i vism = p, to
M* C N i vigps = p* (19).
Dowdd. Zdefiniujmy 9MM* = {A C X : Ip pemm : L C A C R, p(R\ L) = 0}. Oczywiscie MM C IM*.
Udowodnimy, ze 9" jest o—algebra. Dla dowodu, ze X \ A € M* dla A € IM* wystarczy zauwazyé, ze
jezeli L, R sa takie jak w definicji, to X \RC X\ AC X\ Li(X\L)\ (X \R)=R\L. Dla dowodu,

ze A= U Aj € 9 dla dowolnego ciagu (A4;)52; C M* dobieramy dla kazdego A; zbiory L; i R; tak,

jak w definicji i mamy: L := U LiCcAC U R;:=Roraz R\ L C U(R \ L;).
Jj=1 Jj=1
Teraz okreslimy p*. Kladziemy p*(A) := p(L), gdy L, R sa takle, Jak w definicji. Takie okreslenie
jest poprawne, bo jezeli (L1, R;) jest inna parg zbiorow tdleh, ze L1 CACRyip(Ri\ L) =0, to
(L\L1)U (L1 \ L) C (R \ L1) U(R\ L). Oczywiscie u* = p na 9. Bez trudu roéwniez sprawdzamy,
ze p* jest miara: niech (Aj);";l C IM* bedzie ciggiem zbioréw parami roziacznych i niech L;, R; beda
skojarzone z A;. Wtedy (L;)$2; sa parami rozlaczne oraz

pr (U A = L) = 3o uky) = 3w (4))

o0
(**) u(U B) —u(U A= 3 niAy) < Zu(Bj)
j=1 j=1
16) Oczywiscie ten ostatnl warunek jest 1st0tny wytacznie dla miar nieujemnych.
E 7; Zadanie skoniczonoéci p(B1) mozna zastapi¢ zadaniem aby u(By) byto skoriczone dla pewnego N. Jezeli nic nie
zalozymy, to twierdzenie przestaje by¢ prawdziwe: np. X := N, p — miara liczaca, Bj := [j, +00) NN, B := @.
8) Oczywiscie p(A) < u(Z) = 0.
19

Tzn. para (9%, u*) jest minimalna. W szczegolnoscei, jezeli p jest zupelna, to 9 = M i p* = p.
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Dla dowodu zupelnosci, niech B ¢ A € M*, p*(A) = 0. Chcemy pokazaé, ze B € 9*. Niech
L C A C R beda takie, jak w definicji 9*. Wtedy p(R\ L) = 0. Ponadto pu(L) = p*(A) = 0, a zatem
w(R) = 0. Wystarczy wiec zauwazy¢, ze @ C BC Ri u(R\ @) = 0.

Pozostaje sprawdzi¢ minimalnos¢. Niech (M, v) beda jak w wypowiedzi propozycji. Ustalmy A € 9*
iniech L, R beda takie, jak w definicji. Wtedy A\L € 9N (bo A\L C R\L € Miv(R\L) = p(R\L) =0,
a v jest zupelna). Wynika stad, ze A = LU(A\ L) € M. Zgodnosé miary wynika bezposrednio z definicji
miary p*. (]

12.1.4. Miary zewnetrzne. Warunek Carathéodory’ego.
Definicja 12.1.19. Powiemy, ze funkcja ¢ : P(X) — [0, 4+00] jest miarg zewnetrzng na X, jezeli
(1) ¢(2) =0, .
@ Ac U= o(4) < 3 ol4)).
Miara zewnetrzna jest monotoniczna, tzn. A C B = ¢(A) < ¢(B). Ponadto, jezeli A C Ay U---U
AN, to 9(A) < p(A1) + -+ p(An).

Twierdzenie 12.1.20 (Warunek Carathéodory’ego (*°)). Niech ¢ : P(X) — [0,400] bedzie miarg
zewnetrzng na X . Zdefiniujmy

M) :={AC X :Vrcx :0(T) = o(TNA) +o(T\A)}. (*)

Wtedy M(p) jest o—algebrq, zas plon(,) — miarg zupetng.
Zbiory z M(p) nazywamy zbiorami mierzalnymi.

Dowdd. Krok 19: p(A) =0 = A € M. Tak wiec np. @ € M. W szczegdlnosci, wobec monotonicznosci
miar zewnetrznych, jezeli juz pokazemy, ze 9 jest o—algebra i ¢ jest miarg na 91, to musi to by¢ miara
zupeha.

Istotnie, (T NA) + (T \ A) < p(A) + ¢(T) = (7).

Krok 20: Ae M= X\ AeM.
Istotnie,
(TN (X\A) +e(T\(X\A) =0T\ A)+e(TNA) <p(T).
Krok 3%: A,B € M = AN B € M. W konsekwencji:
Ay,... JANEM = A1N---NANy €M.

Istotnie,

AT A(ANB) + 9T\ (ANB) 2 o(TNA)NB) + T\ A) + o((TN A)\ B)

BeMm AeM
< p(TNA)+e(T\A) < oT).

Krok 4°: A,Be M = A\ B € M.
Istotnie, A\ B = AN (X \ B) i korzystamy z 2° i 3°.

Krok 5°: A, B € M = AU B € 9. W konsekwencji:

A, .., AN eM— A U---UAy €M.
Istotnie, AUB = X \ ((X\ A) N (X \ B)) i korzystamy z 2° i 3°.

Krok 6°:
Aq,..., AN €M, A]-ﬂAk:®dlaj7ék::><p(A1U--~UAN):go(A1)+-~~+<p(AN)

20) Constantin Carathéodory (1873-1950).
21) Zauwazmy, ze zawsze p(T) < p(TNA)+¢(T\A), a zatem warunek Carathéodory’ego mozna w sposéb réwnowazny

zapisa¢ w postaci réwnoéci.
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(tzn. @ jest skoriczenie addytywna na 90).
Zastosujemy indukcje wzgledem N. Trzeba tylko sprawdzi¢ krok indukcyjny.

P(A1U---UANy1) = o((AU-UAN ) NAN1) + (AU UAN11) \ Ang)
= p(Ay11) + @(A1 U UAN) ™2 o(A1) + -+ (AN 1)
Krok 79:

oo o0
(A2 cm, AinAy=adlaj#k=o((J4;)=> o4
=1 j
W szczegblnosci, jezeli juz pokazemy, ze 9 jest o—algebra, to ¢ bedzie miara na 9.
Istotnie, na mocy 6° mamy:

'CZ

oo
N>
@(UlAg) > lim o
J= J

= NLIH;@Z@ ;so(flg)

Krok 8°: Zauwazmy, ze dla dowolnego zbioru Y C X funkcja v := ©|p(yy jest miarg zewnetrzng
na Y. Mozemy wiec zdefiniowa¢ rodzine 9t()) bedaca odpowiednikiem rodziny 9(¢). Rodzina ta ma
oczywidcie wszystkie dotychczas sprawdzone wtasnosci wzgledem obcietej miary. Dla nas wazna bedzie
nastepujaca zaleznosé: A € M(p) = ANY € M(¢). Istotnie, dla T C Y mamy:

PTOANY) + (TN (ANY)) = o(TNA) +o(T\ A) = ¢(T) = »(T).

1

Krok 9% (4;)52, CM, A;N Ay =@ dlaj#k— UA € M.

Istotnie,

P04+ e\ 4)) = _UTmA )+ | 45)
< lim (th(TﬁA

N—+oo \ 4
Jj=1

HCZ

) 6°48° 11n+1 ( (TN CJ Aj) + (T \ L]_VJ Aj)) & o(T)

Krok 10° (i ostatni). (4;)72, C M= |J 4, € M.

Jj=1

o0 o0
Istotnie, |J A; = J By, gdzie
j=1 j=1

Bl = Al, BJ Z—A \(A1U A],1)7 j>2
i mozemy skorzystaé z 4°, 57 i 99, O
Propozycja 12.1.21. Niech M bedzie dowolng o—algebrq podzbioréw X i niech p € M(IN). Zdefiniugmy
0(A) =, (A) =inf{u(B): ACBeM}, AcCX.

Wtedy

(a) ¢ :P(X) — [0,+00] jest miarg zewnetrzng taka, ze ¢ = p na M,

(b) M C M(e),

(¢) @ = sup{t : ¢ jest miara zewnetrzna taka, ze ¢ = p na 9M}.

Dowdd. (a) Jest rzecza widoczna, ze ¢ = g na 9. Przypusémy, ze A C |J A;. Jezeli p(4;) = +o0
j=1

dla pewnego j, to oczywiscie ¢(A) < Z ©(A;). Przypusémy wiec, ze p(A;) < +oo dla dowolnego

j. Wezmy 5 > 0 i niech B; € M qume takl ze A; C B] i ,u(B ) < p(4;) + 279, j € N. Wtedy
ACB—UB € M oraz p(A) < Z,u Z

Jj=1 Jj=1



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej IV, wersja z 13 czerwca 2019

12.1. Miara i catka — repetytorium 253

(b) Niech A € 9 i niech T C X. Przypu$émy, ze T C B € M. Wtedy TN A C BNA e M

iT\AC B\ AeM. Stad
e(TNA)+e(T\A) < u(BNA)+ B\ A) = uB),
a wiec p(T'NA) +o(T'\ A) < ().

(c) Niech 9 bedzie miara zewnetrzna taka, ze ¢» = p na 9. Niech A C B € M. Wtedy u(B) =
P(B) = 9¥(A), skad wynika, ze p(A) > 1»(A) dla dowolnego A C X. O
Propozycja 12.1.22. Niech ¢ : P(X) — [0, +00] bedzie miarg zewnetrzng i niech M := M ().

(a) Dla f : X — R mamy:
f e MX,M) = V_ocacpcoo Vrex  9(T) 2 @(T'N{f < a}) +o(TN{f = pB}). *)
(b) Dla dowolnej przestrzeni metrycznej (Y, 0) i dla f : X — Y mamy:

fEM(X,Y, M) < Va peyioapyso Yrex 1 o(T) = (TN fHA) +o(Tn f1(B). (3) (%

Dowdd. Na wstepie odnotujmy, ze twierdzenie (b) implikuje twierdzenie (a) oraz, ze w obu twierdzeniach
implikacje = zawsze zachodza (*3).

Najpierw pokazemy, ze (a) = (b). Przypusémy, ze warunek (**) jest spelniony. Chcemy pokazad,
ze dla dowolnego zbioru domknictego C' C Y zbior f~1(C) nalezy do 9. Niech g(y) := o(y,C), y € Y.
Zauwazmy, ze g~ '(0) = C. Pokazemy, ze funkcja g o f spetia warunek (*). Ustalmy —oco < o < 8 < 00.
Niech A :={g < a}, B :={g > A} latwo wida¢, ze 9(A, B) > 8 — a > 0. W takim razie, dla dowolnego
T C X mamy:

e(TN{gof<a}l)+o(Tn{gof=pB})=0Tnf(A)+eTnf(B))<eT).

Poniewaz zalozylismy prawdziwos¢ twierdzenia (a), zatem go f € M(X,9). W szczegolnosci, f~1(C) =

(go f)~'(0) € M.

Pozostaje sprawdzi¢ twierdzenie (a). Przypusémy, ze warunek (*) zachodzi. Chcemy pokazaé, ze dla
dowolnego o € R zbior A := {f < a} nalezy do 9. Ustalmy a. Calos¢ dowodu zasadza sie na pokazaniu,
ze dla dowolnych T' C X, ¢(T') < 400 i€ > 0 istnieje n = n(T,e) € N takie ze:

o(Tn{a< f<a+i})<e

Istotnie, przypusémy na chwile, ze warunek ten jest spetniony. Wtedy mamy:

P(TNA) +o(T\A) <p(TN{f <a})+eTN{f>a+ ) +eTN{a< f<ati}) <o)+,
n=n(T,¢),

co, wobec dowolnoéci e, zakonczy dowod.

Przechodzimy do wykazania warunku. Ustalamy 7' i . Niech

Bj:=Tn{a+ g7 <f<a+3}, jeN

(22) o(A, B) :=inf{o(a,b) : a € A, b € B} (przypomnijmy, ze inf & := +00). Jezeli p(A, B) > 0, to méwimy, ze Ai B
sa metrycznie odseparowane.
(23) W (a) mamy:
fEMX,M = Vaer : {f <a} €eM= Vo Vrcx:
e(T) 2 (T n{f <o) +e(TN{f>a})>e(TN{f<a})+e(Tn{f>p}.
W (b) mamy:
fE€M(X,Y, M) = Yuewpy : fH(U) €M

— . T
—> VA Bcy:rmp(am=0 ST U B)) €M, gaie U(A,B) = | B, 3)
TEA

= VA,BCY: o(4,B)>0 VTcx : p(T) = (TN FTHUA,B) + (T \ fHU(A, B)))
= Va,Bcy: o(4,B)>0 Yrex 1 @(T) = (TN f1(A) + (T N f~1(B)).
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Zauwazmy, ze (T N{a < f < a+ 1}) < 3 ¢(Bj), n € N. Wystarczy wicc pokazaé, ze szereg
j=n

o0 o0 (o]

>~ @(Bj) jest zbiezny. Pokazemy, ze kazdy z szeregow > ¢(Baj), > ¢(Ba2j4+1) jest zbiezny. Rozumowa-
j=1 j=1 j=1

nie przeprowadzimy dla szeregu ztozonego z wyrazow parzystych (pozostaly przypadek jest analogiczny).
Udowodnimy indukcyjnie, ze

N N
> @(Bay) < @(| B2j) <@(T) < 400, NeN.
i=1 i=1

Oczywiscie, problemem jest tu jedynie pierwsza z nieréwnosci. Trzeba sprawdzié¢ krok indukcyjny od N

N+1
do N + 1. Zastosujemy warunek (*) z liczbami o + ﬁ ia+ ﬁ i zbiorem T := |J Bs;. Mamy:
j=1
L N zat ind. NI
(| Bay) = e(Bavsr) + o B2y) = D 9(By)). O
j=1 j=1 j=1

Propozycja 12.1.23. Niech (X, 0) bedzie przestrzenig metryczng, niech ¢ : P(X) — [0, +00] bedzie
miarg zewnetrzng. Wtedy

B(X) CM(p) <= VYa,Bcx: o(4,B)>0 : P(AUB) = ¢(A) + o(B).
Dowdd. Na podstawie Propozycji 12.1.22 mamy:
B(X) CM <~ idx € M(X, X, M)
<=V Bcx: o(a,B)>0 Yrcx 1 9(T) 2 o(TNA) + (TN B)
= Va,Bcx: o(4,B)>0 - P(AUB) = o(A) +(B).  (**) g

12.1.5. Regularno$é. Dla rodziny F C P(X) rozwazmy nastepujace warunki:
(1) €7,
(2) (A4)2, CcTF = ‘Ul Aj;, ‘ﬂl A; €7
j= j=

Obserwacja 12.1.24.  (a) Kazda o-algebra spetnia (1), (2).
(b) Jezeli F spehia (1), (2), to:
Ay,.. , ANEF= A1 U---UAN, A1N---NANy €TF.

(c) Jezeli (F¢)ier jest dowolna rodzing rodzin spelniajacych (1), (2),to () JF; spekia (1), (2). W szcze-
teT
golnosci, dla dowolnej rodziny 8 C P(X) istnieje najmniejsza rodzina zawierajaca 8 i spetniajaca (1), (2).
Oznaczmy ja roboczo przez [8]. Oczywiscie [8] C o(8) (*°).

Propozycja 12.1.25. Jezeli @ € 8 oraz X \ A € [8] dla dowolnego A € 8, to [8] = o(8).

Dowdd. Niech F:={A € [8] : X\ A € [8]}. Chcemy pokazaé, ze F = [8]. Z zalozenia wynika, ze § C F.

Wystarczy wiec jeszeze zauwazy¢, ze JF spelnia (2). O

Propozycja 12.1.26. Niech X bedzie przestrzeniq topologiczng, w ktorej kazdy zbior otwarty jest typu

Fo (np. przestrzeniq metryczng (*°) ). Wtedy [cotop(X)] = B(X).

Dowdd. Korzystamy z Propozycji 12.1.25. O
(24) Ostatnia implikacja (<=) wynika z tego, ze ©(T") > ¢((T'N A) U (T'N B)) i stosujemy warunek do zbioréw T'N A

iTNB.
(25) Przypomnijmy, ze o(8), to najmniejsza o—algebra zawierajaca 8.

(%) 2= fj{xerz:g(x,xm)> 1}
j=1
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Definicja 12.1.27. Niech ¢ : P(X) — [0, +0o0] deZle miarg zewnetrzng. Powiemy, Ze miara ¢ jest
reqularna, jezeli dla dowolnego A C X istnieje zbior A € M () taki, ze A C A i p(A) = p(A) (7).
Jezeli X jest przestrzenia topologiczna i ¢ : P(X) — [0,+00] jest miara zewnetrzna taka, ze
B(X) C M(p), to powiemy, ze ¢ jest B regularna (regularna w sensie borelowskim), jezeli dla dowolnego
A C X istnicje zbior A € B(X) taki, ze A C A i p(A) = o(A) (*8).
Niech dalej g : 9 — [0, 4+00] bedzie miara taka, ze B(X) C M. Powiemy, ze u jest B-reqularna
jezeli p,, jest B-regularna, gdzie ¢, jest rozszerzeniem miary ;1 do miary zewnetrznej z Propozycji 12.1.21

(**)
Obserwacja 12.1.28. W powyzszej sytuacji p jest miarg B-regularng wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego A € M istnieje zbior A € B(X) taki, ze A C A i p(A) = u(A) (9.

Istotnie, ustalmy zbior A C X taki, ze p,(A) < +00. Wtedy dla dowolnego k € N znajdziemy zbior

By, € B(X) taki, z2e A C By, i u(By) < ¢u(A) + L. Niech A := ) By. Wtedy A € A € B(X) oraz
k=1

-~

Gu(A) = p(A) = g, (A).

Niech X bedzie przestrzenia topologiczng i niech ¢ : P(X) — [0, +00] bedzie miara zewnetrzna
taka, ze B(X) C M(p) (por. Propozycja 12.1.23). Dla B C X rozwazmy nastepujace warunki:

(R1) Dla dowolnego ¢ > 0 istnieje zbior C, domkniety w X, taki, ze C C Bip(B\C) e
(R2) Dla dowolnego ¢ > 0 istnieje zbior C, otwarty w X, taki, ze B C C'i ¢(C'\ B) < e.
(R3) B=CUZ, gdzie C jest typu F,, zag Z jest miary zero.
(R1) B=C
(S) BC U 2, gdzie £2; jest otwarty w X 1 ¢(§2;) < 400, j > 1.

j=1

4) B=C\ Z, gdzie C jest typu Gs, za$ Z jest miary zero.

Zauwazmy, ze jezeli X spelia (S), to X = Ej £2;, gdzie £2; jest otwarty w X 1 ¢(£2;) < +o0, j > 1.
Oczywiscie, zawsze mozemy dodatkowo zaZacdaJc’flby £2; C 241, 7 =2 1. W szczegoélnodci, miara ¢ jest
o—skoriczona, tzn. X = U X;, gdzie X; € M1 o(X;) < +o0, j > 1 (zawsze mozemy dodatkowo
zazadaé, by X; C Xj4q, jgll).

Propozycja 12.1.29. Niech X bedzie przestrzeniq topologiczng, w ktorej kazdy zbior otwarty jest typu
F,. Zatozmy, ze o : P(X) — [0, +00] jest miarg zewnetrzng i niech M = M(p). Zatdzimy, ze B(X) C M.
Wtedy:

(a) (R1) = (R3), (R2) = (R4).
Ponadto, ze spetnienia warunku (R3) lub (R4) wynika, ze B € 9.

(b) (R1) zachodzi dla B wtedy i tylko wtedy, gdy (R2) zachodzi dla X \ B.
W szczegolnoscet, (R1) zachodzi dla dowolnego B € M (odp. dla dowolnego B € B(X)) wtedy 1 tylko
wtedy, gdy (R2) zachodzi dla dowolnego B € M (odp. dla dowolnego B € B(X)).

(¢) (R1) zachodzi dla dowolnego B € B(X) takiego, ze ¢(B) < +o0.

(d) (R2) zachodzi dla dowolnego zbioru B € B(X) spetniajgcego (S).

(e) Jezeli miara ¢ jest B-regularna, to (R1) zachodzi dla dowolnego B € M takiego, ze p(B) < 400,
za$ (R2) zachodzi dla dowolnego B € M spetniajgeego (S).

(f) Jezeli X spetnia (S) to (R1), (R2), (R3), (R4) zachodzq dla dowolnego B € B(X).

(g) Jezeli ¢ jest B-regularna, a X spetnia (S), to (R1), (R2), (R3), (R4) zachodzq dla dowolnego
B € 9. Ponadto, spetnienie ktoregokolwiek z tych warunkow jest rownowazne mierzalnosci zbioru B.

(27) Zauwazmy, ze jezeli p(A) = 400, to mozna zawsze przyjacé A= X, a wiec warunek wystarczy sprawdzi¢ dla
zbioréw A takich, ze p(A) < +oo.

28) Podobnie jak poprzednio, warunek ten wystarczy sprawdzié¢ dla zbioréw A takich, ze ¢(A) < +oo.

29) Odnotujmy, iz B(X) C M C M(pu).

30) Odnotujmy, ze ostatni warunek ma charakter ,wewnetrzny” — nie wystepuje w nim rozszerzenie Ou-
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Dowdd. (a) (R1) = (R3) Niech C; bedzie zbiorem domknietym takim, ze C; C B i ¢(B\ C;) < %,
j = 1. Zdefiniujmy, C := U Cj, Z .= B\ C. Wtedy ¢(Z) < ¢(B\ C)) < ], j =1, azatem Z jest miary
j=1

zero.

(R2) = (R4): Niech C; bedzie zbiorem otwartym takim, ze B C C; i ¢(C; \ B) < % j =1

Zdefiniujmy, C := ﬂ C;, Z = C\ B. Wtedy ¢(Z) < ¢(C; \ B) < 3 5+ 2 1, a zatem Z jest miary zero.
j=1

Ostatnia czesé (a) wynika z faktu, iz Z € 9 dla dowolnego Z takiego, ze ¢(Z) = 0 (por. Krok 1°
w dowodzie Twierdzenia 12.1.20).

(b) jest oczywiste.

(c) Ustalmy B € B(X) taki, ze ¢(B) < +00. Niech

J = {A S B(X) : vz—:>0 3CCA C domkniety - W((A \ C N B }

Chcemy pokazaé¢, ze B € F. W tym celu zauwazmy najpierw, ze oczywiscie kazdy podzbiér domkniety
nalezy do F. Jezeli pokazemy, ze F spelnia warunek (2) (przed Obserwacja 12.1.24), to na podstawie
Propozycji 12.1.26 bedziemy mieli zawieranie B(X) C F i, w szczegolnosci, bedziemy wiedzieé, ze B € .

Niech (4;)52; C F, e > 0 i niech (C})52,; beda zbiorami domknigtymi takimi, ze C; C A; 1 p((4; \
C;)NB) <277, j > 1. Mamy:

w((_(jAj\ﬁcij) (@A\c B)) <,

a wiec ﬂ A; € F. Dalej:
j=1

NETOOLP(@Aj\_@cj)mB):@((DAj\ch)mB) (DA\C ))<57 (31)

a wiec U A;ed.
(d) Na podstaw1e (c), dla dowolnego j istnieje zbiér domkniety C; C £2;\ B taki, ze p((£2;\B)\C};) <
€279, Niech C := U (2, \ C;). Oczywiscie C jest otwarty, B C C oraz
=1

¢(C\ B) < Z@ (2;\Cj)\ B) <

(e) Wobec dowodu (d) wystarczy sprawdzm7 ze (R1) zachodzi dla dowolnego B € 9 takiego, ze
©(B) < 4o00. Niech B € B(X) bedzie taki, ze B C B i ¢(B) = ¢(B). Poniewaz, B € 9, zatem
@(B\ B) = ¢(B) — ¢(B) = 0. Niech B := B\ B, tzn. B' € B(X), B\ BC B’ i ¢(B') = ¢(B\ B) = 0.
Zdefiniujmy B_ := B\ B’. Wtedy B_ C B i B_ € B(X). Na podstawie (c), dla dowolnego ¢ > 0, istnieje
zbior domkniety C' C B_ taki, ze p(B_ \ C) < e. Wynika stad, ze

(B\C) <@(B\B-)+¢(B-\C)<e

(f) wynika z (a), (b) i (d).
(g) wynika z (a), (b) i (e). O

12.1.6. Konstrukcja Carathéodory’ego. Miary Hausdorffa. Miara Lebesgue’a. Niech (X, )
bedzie przestrzenia metryczna, niech § C P(X), @ € F i niech ¢ : F — [0, +00] bedzie dowolnym od-
wzorowaniem takim, ze {(&) = 0. Dla dowolnego 0 < ¢ < 400 niech

A) = mf{Zg(Aj):Aj €7, diamA; <5 (j €N), AC UA]}, Acx, (®)

Jj=1

(31) Przejscie graniczne to jedyne miejsce, w ktérym korzystamy ze skonczonosci miary zbioru B — por. Propozycja
12.1.16(j)).
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¢ = SUpsw Ps. Powyzsza konstrukcja nosi nazwe konstrukcji Carathéodory’ego. Zauwazmy, ze jezeli
0" < 8", to ps = psr. Tak wiec p = 611%1 s

—0+

Twierdzenie 12.1.30. (a) Odwzorowania @s oraz @ sq miarami zewnetrznymi.
(b) B(X) C M(e).
(c) Jezeli F C B(X), to miara ¢ jest B-regularna.

Dowdd. (a) jest oczywiste.

(b) Niech A, B C X, 0(A, B) = dp > 0. Wtedy ¢s(AU B) = ¢s(A) + ps(B) dla 0 < § < 9. Wynika
stad, ze (AU B) = p(A) + ¢(B) i mozemy skorzysta¢ z Propozycji 12.1.23.

(c) Ustalmy A € X i d > 0. Jezeli p5(A) = +o0, to przyjmujemy B := X. Jezeli p5(A) <
+00, to dla € > 0 niech (A§5’5))3?°;1 bedzie pokryciem zbioru A zbiorami z F o $rednicy < § takim, ze

> C(A](-‘s’s)) < @5(A) +e. Potozmy B®) .= N U A;é’l/m. Oczywiscie A C B®) € B(X) oraz
j=1 k=1j=1

(6) > (6,1/k) l
es(4) < ps(BD) < s (| APHY) < os() + 7.

=1

o0
co przy k — +oo daje ¢5(A) = 5(B®). Niech B := (| B/, Wida¢, ze A C B € B(X) oraz
=1

P(A) < @(B) = Tim o1/0(B) < Jimryo(BYY) = lim /() = ¢(A). O

Powyzsza konstrukcje Carathéodory’ego mozna uzyé do konstrukeji miar Hausdorffa i Lebesgue’a.
Miary Hausdorffa. Niech F bedzie rodzing wszystkich podzbioréw domknietych X, niech m > 0
i niech
diam A

)" )

C(A) = Gn(4) = alm)
gdzie

a(m) = LA™ (*4)
I'(14+m/2)

Zauwazmy, ze a(0) = 1.

Konstrukcja Carathéodory’ego daje:

e miary zewngtrzne Hy® := 5, H™ := ¢,

e o-algebre H,, := M(H™)
takie, ze

o B(X)CHy,

e H™ jest B-regularna i zupeina (35).

Miara H™ nosi nazwe m-tej (m-wymiarowej) miary Hausdorffa.

Poniewaz diam A = diam A, rodzine wszystkich zbioréw domknietych w definicji miary Hausdorffa
mozemy zastapi¢ rodzing wszystkich zbioréw borelowskich czy tez nawet rodzing wszystkich zbiorow.

Obserwacja 12.1.31.  (a) H° jest miarg liczaca (o = P(X)).
(b) Jezeli H™(A) < 400, to H*(A) =0dlan >m > 0.

Istotnie, jezeli A C |J Aj, gdzie A; jest domkniety, diam A; <6 (5 € N), to
j=1

iCn(Aj) < (% i Cm(Aj))(snimv
j=1 j=1

a(m)2
skad bezposrednio wynika teza.
32) Przypomnijmy, ze diam @ = 0 i inf @ = +o0.
33) (diam @)° := 0.
34) Mozna pokazaé, ze dla m € N: a(m) = |By,| (CwiczENIE).

35) Tzn. H™|sc,, jest zupelna.
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(¢) Niech dimgc(A) := inf{m > 0: H™(A) < 4o0o}. Liczba dimgc(A) € [0, +oc] nosi nazwe wymiary

Hausdorffa zbioru A. Wobec (b), H™(A) = 0 dla m > dimg(A).

Miara Lebesgue’a. Niech X = R™, F := {@}U{P : P jest kostka}, ((@) := 0, {(P) := | P|. Konstrukcja
Carathéodory’ego daje:

e miary zewnetrzne L} := @5, L™ 1= ¢,

e o-algebre £, := M(L™)

takie, ze

e B(R™) CL,,

e L™ jest B-regularna i zupelna.

Miare L™ nazywamy n—wymiarowqg miarq Lebesgue’a na R™, a zbiory z £, — zbiorami mierzalnymi
w sensie Lebesgue’a.
Obserwacja 12.1.32. Dowolna kostke P C R™ mozna, dla dowolnego § > 0, rozbié¢ na skoriczong liczbe
kostek o $rednicy < 0. Ta prosta obserwacja implikuje, ze

L2(A) = L7(A) = inf{z |y #7 <Ro, AC | Py, Pj — kostha, j € J}, ACR™,
jet jeJ

W szczegolnoscei, jezeli |A| = 0, to L™(A) = 0.
Propozycja 12.1.33.  (a) L"(P) = |P| dla dowolnej kostki P C R™. W szczegdlnosci, warunki (R1),
(R2), (R3), (R4) z Propozycji 12.1.29 zachodzq dla dowolnego B € L,, (i kazdy z nich jest réwnowazny
mierzalnosci B).

(b) Miara L™ jest niezmiennicza wzgledem translacji, tzn. dla zo € R™ mamy: L"(A + z) = L™(A)
dla dowolnego A CR™ oraz A € L,, <= (A+ x¢) € L,,.

(¢) Miara Hausdorffa H™ w R™ jest niezmiennicza wzgledem translacji oraz skoriczona na zbiorach
zwartych.

j=1
N € NU {oo}. Zwiekszajac nieco kazda kostke P; dostajemy nowa kostke Q; taka, ze P; C intQ;
N

N N
Dowdd. (a) Oczywiscie L*(P) < |P|. Ustalmy € > 0. Niech P C |J P; i > |P;| < L™*(P) + ¢, gdzie
j=1

i]Q;] < |Pj| +e279. Oczywiscie P C |J int Q;. Poniewaz kostka P jest zwarta, zatem istnieje Ng € N
j=1

No
takie, ze P C |J int ;. Stad na mocy wlasnosci calki Riemanna mamy:
j=1

No No
|P|:/xP</<ZXQ].><Z\QJ-|<£”<P)+2£.
P P =

(b)AC U Pj<:>A+l’0C U(PJ+$())1 Z |P]‘: Z |Pj+$0|.
jeJ jeJ JjeJ jeJ

LT 0 (A+0)) + LT\ (A+10)) = £(((T = 20) N A) + 20) + L*((T — w0) \ 4) + )
=L"((T —xo) NA) + L"(T —x0) \A) < LT — z9) = L™(T).
(¢) Dowdd niezmienniczodci wzgledem translacji przebiega tak, jak w (b) z wykorzystaniem faktu, iz
diam(A + z¢) = diam A. Dla dowodu skoriczonosci miary H™ na zbiorach zwartych wystarczy pokazac,
ze dla dowolnego R > 0 istnieje stala M > 0 taka, ze Hj(P) < M dla dowolnego 6 > 0, gdzie P =
P(R):=[-R,R| x---x[—R,R]. Ustalmy R 1. Niech N € N. Dzielac krawedzie kostki P na N réwnych
czesel, otrzymujemy N™ malych kostek @y, kazda o §rednicy dy := 2¢/nR/N. Stad

" (P) < N"a(n) (%N) = a(n)(Ry/n)" =: M. O

Odnotujmy, ze w rzeczywistosci prawdziwe jest nastepujace (trudne) twierdzenie.
Twierdzenie* 12.1.34. H"(A) = L"(A), A C R".
Cwiczenie 12.1.35. H'(A) = L'(A) dla dowolnego A C R.
Przyklad 12.1.36 (Przyklad Vitaliego (°¢)). £, ¢ P(R™).

(*%) Giuseppe Vitali (1875-1932).
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Niech P :=[0,1]™. Dla x,y € P niech z ~ y <= x — y € Q™. Oczywiscie jest to relacja rownowaz-
nosciowa. Na podstawie pewnika wyboru istnieje zbior A C P taki, ze AN [z]~ jest zbiorem doktadnie
jednoelementowym dla dowolnego = € P. Przypu$émy, ze A jest mierzalny. Zauwazmy, ze dla dowolnych
x,y € Q", x # y, zbiory A+ x 1 A+ y sa roztaczne (jezeli a +x =b+y dla a,b € A, to a ~ b, a stad,

wobec wlasnosci A, dostajemy a = b, czyli x = y — sprzecznosé). Niech @ := [-1,1]", R := [-1,2]",
B:= |J (A+r) C R. Wobec niezmienniczo$ci miary Lebesgue’a wzgledem translacji dostajemy:
reQrNQ
LMB)= >, LY A+r)= >, L"A) < L*R) < +oo. Zatem L"(A) = 0, a stad L*(B) = 0.
reQrNQ reQnnQ

Z drugiej strony P C B (dla dowolnego = € P niech AN [z]. = {a}; wtedy x —a € Q" oraz z —a € Q),
a wiec L™(B) > 0 — sprzecznosc.

Propozycja 12.1.37. Ax B € L4 dla dowolnych A € £, B € L.

Dowdd. Poniewaz A x B = (A xRY)N(RP x B), wystarczy rozwazy¢ przypadek B = RY. Przypomnijmy
(Propozycja 12.1.29), ze A = FU Z, gdzie F jest typu F,, za§ Z jest miary zero. Oczywiscie F' x R? jest
typu F,. Wystarczy pokazaé, ze Z x R? jest miary zero. W tym celu wystarczy pokazaé, ze Z x @ jest
miary zero, gdzie @ jest dowolna kostka. Rozumujemy z definicji: dla dowolnego € > 0, jezeli Z C |J Fj,
=
gdzie > |Pj| <&, to ZxQ C |J(P; xQ)oraz Y. |P; x Q| <e|Q]. O
jeJ jeJ jeJ

Propozycja 12.1.38 (Por. Propozycja 11.1.10(b)). Niech V. C R™ bedzie zbiorem otwartym i niech
VUV — R™ spetnia lokalnie warunek Héldera z wyktadnikiem o > n/m (np. ¥ € CH(V,R™), m > n
ia=1). Wtedy:

(a) jezeli a >mn/m, to L™"(¥(V)) =0;

(b) jezeli o =mn/m i L"(A) =0 dla pewnego A CV, to L™(¥(A)) = 0;

(c) jezeliaw=n/m i A € L,, dla pewnego A CV, to W(A) € Ly,.

Dowdd. (a) Na podstawie twierdzenia Lindelofa wystarczy pokazac, ze kazdy punkt a € V' ma otoczenie
U, takie, ze L™(¥(U,)) = 0 (CwiczeNIE). Ustalmy a € V i niech P CC V bedzie kostka taka, ze
a € int P oraz ¥ spelia w P warunek Holdera z wykladnikiem a. Na podstawie Propozycji 11.1.10(bq)
wiemy, ze [¥(P)| =0, a stad L™(¥(P)) = 0.

(b) Podobnie, jak poprzednio, wystarczy pokazaé, ze kazdy punkt a € V ma otoczenie U, takie, ze
LM(W(ANU,)) = 0. Ustalmy a € V iniech P CC V bedzie kostka taka, ze a € int P oraz ¥ spelnia w P
warunek Holdera z wyktadnikiem a:

1@ (") =& (2") oo < Clla" = 2", a',a" € P.

Ustalmy kostke @) C int P taka, ze a € Q). Dla e > 0, niech (P}),c.s bedzie co najwyzej przeliczalng rodzing
kostek taka, ze ANQ C |J P;, oraz Y |P;| < e. Mozemy zalozyé, ze P; C int P oraz (zwigkszajac nieco
jeJ J€T
kostke P; i dzielac ja na mniejsze kostki), ze P; ma rowne krawedzie r;. Zauwazmy teraz, ze dla dowolnego
Jj € J, zbior W(P;) jest zawarty w pewnej kostce ); o krawedzi < 2C7§. Mamy wiec ¥(ANQ) C U Q;
=
oraz !
SR < Yo or)™ = 20)™ 31t < (20) ™.
jeJ jeJ j€J
Stad L™"(P(ANQ)) =0.
(¢c) Poniewaz miara Lebesgue’a jest regularna (por. Propozycja 12.1.33(a)), zatem A = F U Z, gdzie
F € J,, za$ Z jest miary zero. Oczywiscie zbiér F' moze by¢ przedstawiony w postaci F' = |J K, gdzie
j=1
kazdy zbior K jest zwarty. Na podstawie (b), zbior ¥(Z) jest miary zero. Kazdy ze zbioréw W(K;) jest

o0
zwarty. Ostatecznie wige, W(A) = |J ¥(K,;) U¥(Z) jest mierzalny. O
j=1

Propozycja 12.1.38(a) moze by¢ uogolniona w nastepujacy sposob.

Propozycja 12.1.39. Niech F' bedzie dowolng przestrzeniq unormowang, niech V-.C R™ bedzie zbiorem
otwartym i niech W : V. — F spetnia lokalnie warunek Holdera z wyktadnikiem o.. Wtedy H™ *(¥(K)) <
+oo dla dowolnego zbioru zwartego K C V. W szczegolnosci, H™ (W (V) = 0 dla dowolnego m > n/a.
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Dowadd. Wystarczy pokazaé, H”/“(LU(P)) < 400, gdzie P CC {2 jest dowolna kostka zwarta o wszystkich
krawedziach rownych ¢ taka, ze

@) — (") < Clla’ —a"|IS,  a',2" € P.

Dla dowolnego N € N podzielmy kostke P na N™ malych kostek o krawedzi ¢/N. Niech P’ bedzie taka
mala kostka. Wtedy diam ¥ (P’) < C(¢/N)® =: . Wynika stad, ze

H3"(2(P)) < a(n/a)N"(C(/N)*)" = a(n/a)(3C)" 0" =: M,

gdzie a(n/a) jest stala wystepujaca w definicji miary Hausdorffa. Biorac N — +o0o wnioskujemy stad,
ze H™/*(W(P)) < M < +oo. O

12.1.7. Ogo6lna teoria calki. Niech p : 9 — [0, 400] bedzie ustalong miara (mozemy myslec
o mierze generowanej poprzez konstrukcje Carathéodory’ego). Naszym celem bedzie okreslenie pewnej
klasy funkcji f : X — R, dla ktorej zdeﬁniujemy catke [ « fdp wzgledem miary p.

Dla funkeji f € Mg (X), jezeli f Z ajxa; jest jej postacia kanoniczna, to ktadziemy
=i

[ pau= S ayn(dy) € [0, +oc
X =

z zachowaniem konwencji 0 - (+00) := 0. Oczywiscie, jezeli 4 = 0, to [, fdu = 0 dla dowolnego f €
MG (X).
Obserwacja 12.1.40.  (a) Definicja calki [ fdu nie zalezy od wyboru postaci funkcji f w tym

M
sensie, ze jezeli funkcja f o postaci kanonicznej (1) da si¢ rowniez przedstawi¢ w postaci f = > brxp,,
k=1

M
gdZieBl,...,B]w69)?7 BJﬂBk:@dlaj#k,X: U Bjibl,...,bM€R+,tO
j=1

M M N N M N
D bep(Br) =Y bk > (BN Aj) = a; y p(A;NBy) =Y aju(4)
k=1 k=1 Jj=1 j=1 k=1 Jj=1

(b) [x(af)dp=a [y fdu, a >0, f € MT(X).
(¢) [x(f+g)du= fxfdqufngu,ngMo( )-

Istotnie, jezeli f Z ajxA;, 9= Z brx B, to

N M N M M N
JETES 3 YURTSIVIGENES S SITUIEN DD WELED
j=1k=1 j=1 k=1 P

I
Djz

(A +Zbkﬂ (Bi) = /fdu+/gdu
Jj=

(d) Dla f,g € M{(X), jezeli f < g, to [y fdu < [y gdp.

Istotnie, g = f + h, gdzie h € M+( ), a zatem, na podstawie (c), [y gdu = [y fdu+ [y hdp >
x fdu.

(e) Jezeli [y fdu =0 dla pewnej funkcji f € M (X), to u({f > 0}) =0.
(f) Dla A € 9t mamy:

o [y(fla)dp = [y(xa- fdu, f € M (X); w szczegolnosei, jezeli X = Ay U--- U Ay, gdzie
Ao Ay € M, AN Ay = @ dlaj # k, to [y fdu = [, fdu+ -+ [, fdu dla dowolnego
f e Mg (X);

Ja9dn = [y godp dla dowolnego g € Mg (A).

~— =

Definicja 12.1.41. Niech W bedzie pewna wlasnoscia przystugujaca punktom zbioru X. Powiemy, ze
W zachodzi p—prawie wszedzie na X, jezeli istnieje zbior miary zero Z taki, ze

{z € X : W(x) nie zachodzi} C Z.
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Dla przykladu: jezeli f < g pprawie wszedzie na X, to [y fdu < [y gdp.

Obecnie przechodzimy do okreslenia catki na M (X).
Dla f € MT(X), jezeli ()32, C M (X), fn / f (por. Propozycja 12.1.10), to

/fdu = lim /fndu€[0,+oo].
X n—-—4oo X

Propozycja 12.1.42. Powyzsza definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru ciggu (fn)5, oraz
pokrywa si¢ z poprzedniq definicia dla f € MJ (X).

N
Dowdd. Niech f = Y ajxa, i niech M (X) 2 f, /' f € MJ(X).Dla0<t< 1 polézmy
j=1

An () ={z € A;: folz) > ta;}, j=1,...,N,neN.
Zauwazmy, ze A, ;(t) /' Aj, gdy n /' +00. Mamy

®

N
3 a0 < [ fudu< [ sa

Stad, przechodzac z n do +o00, dostajemy:

tf sau< tim [ fudos [ o
X n—+o0o X X
Teraz przechodzimy z ¢ to 1 i dostajemy lirf Jx fndp = [ fdp.

Przechodzimy do dowodu niezaleznosci definicji od wyboru ciggu. Niech
MG (X) 3 fo / fEMI(X), Mg(X)>g, /[

Ustalmy k € N i zdefiniujmy h,, := min{f,, gx }. Oczywiscie, h,, € M (X) oraz h,, /* gi. Na podstawie
pierwszej czesci dowodu wnioskujemy, ze [y hndp /[ gedp, a stad

lim /fndu> lim hndu:/gkdu.
X X X

n—-—4oo n—-—+oo
Wobec dowolnosci k, dostajemy hIJP fX fndu > klir+n fX grdp. Zmieniajac rolami ciagi (fn)5%,
n—-+4oo — 400

(gn)5, dostajemy poszukiwang rownosé. O

Obserwacja 12.1.43.  (a) [((af)dp=a [y fdu, a >0, f € MT(X).
(b) Jx(f+9)dp= [y fdu+ [x gdp, f,9 € M*(X).
(c) Dla f,g € MT(X), jezeli f < g, to [ fdu < [y gdp.
(d) Dla A € 9 mamy:

o [ (fla)dp = [y(xa - fdu, f € MT(X); w szczegolnosci, jezeli X = Ay U--- U Ay, gdzie
Ao, Ay € M, Ayn Ay = @ dlaj # k, to [y fdu = [, fdu+ -+ [, fdu dla dowolnego
fe M*(X);

o [,9dp= [y godp dla dowolnego g € M*(A).

Wtasnosci (a), (b), (¢) i (d) dostajemy z analogicznych whasnosci dla funkeji prostych poprzez przej-
$cia graniczne.

(e) Jezeli [y fdp =0 dla pewnej funkcji f € MT(X), to u({f > 0}) = 0.

Istotnie, {f >0} = |J 4;, gdzie A; :=={f > %} Mamy:

~ .

Jj=

1
0=/deu>/Aj fdu > Eu(Aj)

Stad pu(4;)=0,j>1.
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(f) Jezeli [y fdpu < 400 dla pewnej funkcji f € MT(X), to u({f = 4o0}) = 0.
Istotnie, niech A := {f = +oo}. Wtedy

voo> [ fduz [ fauzjula), jen.
X A

262

Stad p(A) =0.

Twierdzenie 12.1.44 (Twierdzenie o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem calki).
Jezeli MY(X)> f, /' f (37), to fX fndu /" fX fdu.

Dowdd. Oczywiscie nl{r—?oo Jx fndp < [y fdp. Niech

ME(X)D far / fn, gdy k /400 (n=1).
Zdefiniujmy g,, := max{fi ., fon, -, fan}. Oczywiscie g, € M (X). Widaé réwniez, ze g, < fn, n > 1.
latwo pokazaé, ze g, /' f (CWICZENIE). W takim razie, [, fdu = 111}_1 Jx gndp < hr_‘r_l Jx fndp. O

Whiosek 12.1.45. Dia dowolnego ciggu (f,)5; C MT(X) mamy:

/(an dp = Z/fndu

n=1 n=1

Wnhiosek 12.1.46. Dia dowolnego f € M*(X) funkcja v(A) := [, fdu, A € M, jest miarg nieujemng
na M. Ponadto,

/ gdv = / fgdp, g€ MT(X). (-+)
X b'e
Dowdd. Niech (A;)32; C M, A;NAp =@ dla j # k. Mamy:

Q= foxg e f (S a5 [ e St

7j=1

j=1

Wzor (+) zachodzi oczywiscie, gdy ¢ = xa dla A € M. Zachodzi wiec dla nieujemnych funkcji
prostych, a stad, na podstawie twierdzenia o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem
catki, dla dowolnych funkcji z M*(X). O

Whiosek 12.1.47. Jezeli MY (X) 3 fo N\ f (*%) i [y frdp < +oo, to [y fudpu ™\, [ fdu (*).

Dowdd. Niech Z := {f; = +oo}. Wiemy, ze pu(Z) = 0. Na zbiorze X \ Z rozwazmy ciag fi — fn,
n = 1. Stosujac do niego twierdzenie o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem mamy:

fX\Z(fl - fn)d/J / fx\z(fl - f)d/J, St@d: fX fnd:u = fx\z fndﬂ \ fx\z fd:u = fX fd:u O
Whiosek 12.1.48 (Lemat Fatou (*°)). Dla dowolnego ciggu (f)52, C MT(X) mamy:

/ (liminf f,)d hm inf / fndps.
b's

n—+oo n—+oo

Odnotujmy, ze nawet jezeli granica f := hm fn istnieje, to bez dodatkowych zalozenn mamy:

n—-+4

Jx fdu < léglﬂg Jx fndp, np. X :=N, p — miara hcza;za7 frn = Xin}, 0

Dowdd. Mamy f := limJirnf fn =sup{gn : n € N}, gdzie g, := inf{fy : k > n}. Zauwazmy, ze g, < gn+1
n—-—+0oo
oraz g, < fn. Stad

/fdu: lim /gndugliminf/ fndp. O
X n—+4o0o X n—+o0o X

37) Oczywiscie, f € MT(X).
38) Oczywiscie f € MT(X).
Mozna oczywiscie zalozy¢, ze fx fndu < +oo dla pewnego N. Bez zadnych dodatkowych zalozen twierdzenie

nie jest prawdziwe — CWICZENIE.
(1°) Pierre Fatou (1878-1929).
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Obecnie przechodzimy do zasadniczej definicji catki. Niech
LX) = (o) o= {£ € MUY s [ 1fld < o).

LYX,C) = LY(X,C,pu) := {f € M(X,C): /X |fldp < +oo}.

Obserwacja 12.1.49.  (a) Jezeli f € L'(X), to

/f+du<+ooi /f_d,u<+oo,
X X

/X fdu = /X Fedp - /X f-dp.

Z powyzszego wzoru wynika, ze pojecie calki mozemy rozszerzy¢ na takie funkcje, dla ktorych f v frdu <
400 lub [ f_dp < +00 (chodzi o wykonalnosé¢ dzialan).
(b) L'(X,C) jest zespolona przestrzenia wektorowa. Jezeli f = u + v € LY(X,C), to u,v € L'(X),

a zatem mozemy okresli¢ catke
/ fdu = / udp +i/ vdp.
X X b'e

(¢) Oczywiscie dla f,g € M(X) (odp. f,g € M(X,C)) takich, ze f = g p—prawie wszedzie na X
mamy: f € L'(X) <= g € L*(X) (odp. f € L*(X,C) <= g € L*(X,C)). Ponadto [y fdu = [y gdp.
Od tej chwili, méwiac o funkeji klasy L', bedziemy mieé¢ na mysli cala klase rownowaznosci wzgle-
dem powyzszej relacji ~ réwnosci p—prawie wszedzie na X. Innymi stowy, zamiast przestrzeni L'(X)
(odp. L*(X,C)) rozwazamy

a zatem mozemy zdefiniowaé

LY(X)/~  (odp. L'(X,C)/~).

Nie bedziemy wprowadzaé¢ specjalnych oznaczen na te przestrzenie ilorazowe i oznaczymy je ponownie
przez L'(X) (odp. L'(X,C)).

Utozsamienie to pozwala réwniez zaliczaé do przestrzeni L' (X) (odp. L' (X, C)) (i w konsekwencji —
catkowaé) funkcje okreslone prawie wszedzie. Postepujemy nastepujaco: jezeli f € M(X \ Z) (odp. f €
M(X \ Z,C)), gdzie Z jest zbiorem miary zero w X, to rozszerzamy f do funkcji mierzalnej fo na X
ktadac fo := 0 na Z i definiujemy f € L}(X) <= fo € L(X) (odp. f € L}(X,C) > fo € L'(X,C)).
Ponadto ktadziemy [, fdu = [y fodp.

Powyzsze umowy beda w dalszym ciagu stosowane automatycznie bez specjalnych komentarzy.

Obserwacja 12.1.50 (Wlasnosci catki).  (a) Jezeli f € LY(X), to {f = —oco} U {f = +oo} jest
zbiorem miary zero.
Wynika stad bardzo wazny wniosek, ze w gruncie rzeczy zamiast L' (X ) wystarczy rozwazaé¢ L(X,R),
a wiec pewna podprzestrzeit L' (X, C). W tym sensie np. L'(X) jest rzeczywista przestrzenia wektorowa.
(b) Catka L'(X,K) 3 f +—— Jx fdu € K jest operatorem K-liniowym.
Istotnie, wystarczy rozwazy¢ jedynie przypadek rzeczywisty. Dla dowodu jednorodnosci wystarczy
zaobserwowag, ze
(s =F- i (=)= fs.
Dla dowodu addytywnosci, niech f,g € L*(X), h:= f +¢g. Wtedy hyy —h_ = fy — f_ + g+ —g_. Stad
hy+f-+g- =h_+fi+gpazatem [ hydu+t [y fodu+ [y g-du= [ h dp+ [y frdp+ [y grdp,
co daje zadany wynik.
(c) Dla f,g € L*(X), jezeli f < g, to [y fdu < [ gdpu.
Istotnie, wystarczy zauwazy¢, ze g — f € MT(X) i skorzystaé z liniowosci calki.
Odnotujmy, ze wlasnosé¢ (c) pozostaje prawdziwa rowniez, gdy f,g € M(X) i jedna z tych funkeji
jest klasy L'(X).
Istotnie, niech np. f ¢ L'(X), g € L'(X). Poniewaz f; < g, zatem calka [, fdu jest okreslona
i [y fdp € [—o0,00).
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) | [ fdul < [ [fldp, f € LY(X,C). Ponadto, réwno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
a € Sy takie, ze |f| = af p—prawie wszedzie.
Istotnie, niech | [, fdu| = e [, fdu. Wtedy korzystajac z liniowosci catki mamy:

[ st = [ @ 100) = [ mete < [ s

Jezeli | [ fdu| = [y |fldu, to na podstawie powyzszych rozwazan,

[ 51 = Re(e™ )au=o.

b'e

astad | f| = Re(e' f) pu—prawie wszedzie. W konsekwencji Im(e?® f) = 0 u-—prawie wszedzie i ostatecznie
|f| = e f p-—prawie wszedzie.

Propozycja 12.1.51 (Ciaglosé catki wzgledem zbioru). Jezeli f € L1(X,C), to dla dowolnego ¢ > 0
istnieje & > 0 taka, ze jezeli A € M i pu(A) <6, to | [, fdu| <e.

Dowdd. Wobec Obserwacji 12.1.50(d) wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy
feMH(X), / fdu < +oc.
X

Niech ¢ € M{(X) bedzie taka, ze g < f i Jx(f — 9)dp < 5. Przyjmijmy C := maxx g. Wtedy
Jafdp <54 [, 9dp < 5+ Cu(A). O
Whiosek 12.1.52. Jezeli f € L'((a,b),LY), gdzie —c < a < b < 400, to funkcja
(a,b) 5 — fact = / fyact(
(a,z]
jest absolutnie ciaggla (41), a wiec w szczegdlnosci, jednostagnie ciggta (z0b. Twierdzenie 77 ).

Cwiczenie 12.1.53 (Uogolnienie Wniosku 12.1.52). Niech @ C R™ bedzie dowolng ograniczona kostka
otwartg i niech f € L'(Q, £L"). Udowodnié, ze funkcja

Qo3r+— facr
{t€Q: t<z}
jest jednostajnie ciggla.

Twierdzenie 12.1.54 (Twierdzenie Lebesgue’a o zmajoryzowanym przechodzeniu do granicy pod zna-
kiem catki). Jezeli

(fn)zozl CLI(Xv(C)v fn— f oraz |fn|<97 n 21,
gdzie g € L'(X), to [y fodp — [ fdp.
Dowdd. Oczywiicie wystarczy rozwazy¢ tylko przypadek rzeczywisty. Mamy
|fn7f|<2.ga n>1
Stad, na podstawie Lematu Fatou, dostajemy
[ Corin < timint [ 0= 15, = = [ ot —timsup [ 11, - Fldn.
X n—too Jx n—-+o0
skad bezposrednio wynika teza. O
Whiosek 12.1.55. Jezeli ()3, C LY(X,C) oraz > |fa] € LY(X), to szereg > fn jest zbiezny
n=1

n=1
p-prawie wszedzie oraz

/X(zlfn)du—gl/xfndu-

(41) Tzn. dla dowolnego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze dla dowolnych punktéw a < a1 < b1 < az < -+- < by_1 <

N N
an < by <b,jezeli Y (bj —a;) <6, to Y |f(b;) — f(a;)| < & — zob. Definicja ??.
j=1 j=1
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oo
W szczegolnodci, jezeli Y u(Ay) < 400, to zbior {x € X : x nalezy do nieskoriczenie wielu A,,} jest
n=1
miary zero (42) .

Dowdd. Poniewaz > |f.| € L'(X), zatem na podstawie Obserwacji 12.1.50(a),

n=1

Z |fn] < +00  p—prawie wszedzie,

n=1

co daje zbieznosé szeregu. Wzor wynika z twierdzenia Lebesgue’a. O

Whiosek 12.1.56. Dla f € LY(X,C) funkcja

)= [ fdn. Acm,
A
jest miarg zespolong.

Dowdd. Przeliczalna addytywnosé wynika z Wniosku 12.1.55. Niech mianowicie

()2, CM, A;NA, =@ dlaj+k

Mamy:
u(jszlA»—/X ,QAffdﬂ_/ (ZXA f)du = Z/ xa, - fdi = ;< )
poniewaz fXZ|XA fldp < [y | fldp. O

Propozycja 12.1.57. Niech f € L'(X,C) i fA fdp =0 dla dowolnego A € M. Wtedy f = 0 p—-prawie
wszedzie.

Dowdd. Wystarczy rozwazyé przypadek f € L'(X). Wiemy, ze twierdzenie zachodzi dla f € M*(X)
(Obserwacja 12.1.43(e)). Wystarczy wiec pokazaé, ze [y frdu = [y f-dp = 0. Istotnie, np. niech A :=
{f =20} Wtedy 0= [, fdu= [, frdp = [ fr+dp. O

Propozycja 12.1.58 (Twierdzenie o $redniej catkowej). Zatdzmy, ze u(X) < +oo. Niech C C C bedzie
dowolnym zbiorem domknictym. Przypusémy, ze dla f € LY(X,C), przy dowolnym A € 9 takim, ze
w(A) >0 mamy:

1
Sa(f ::—/fduEC.
D= /.
Wtedy f(x) € C dla p—prawie wszystkich x € X.
Dowdd. Ustalmy ciag kot domknigtych (K (aj, 75))52, taki, ze
C\C = JK(aj,7))
j=1

(CWICZENIE). Wystarczy pokazac ze f~Y(K(aj,7;)) jest zbiorem miary zero dla dowolnego j. Ustalmy

jiniech a:=aj, r:i=r;, A:=f1(K ( r)). Przypusémy, ze ,u( > 0. Wtedy:
ISa(f) —al ‘/ / |f —aldp <
co oznacza, ze Sa(f) € K(a,r) C C \ C — sprzecznosé. O

(42) Bierzemy fn := x4, ,n = 1izauwazamy, ze z nalezy do nieskoriczenie wielu A,, wtedy i tylko wtedy, gdy szereg

oo
Z XA, () jest rozbiezny.
n=1
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Propozycja 12.1.59 (Nier6wnos$é Jensena (43) ). Zatéimy, ze u(X) = 1 i niech f € L*(X,R). Niech
P C R bedzie przedziatem takim, ze f(x) € P dla p-p.w. x € X. Wtedy dla dowolnej funkcji wypuktej

g: P — R mamy
g(/xfdu) </X(90f)dﬂ~

Dowdd. Przypomnijmy (Twierdzenie 6.8.11), ze g € C1(P). Zauwazmy, ze Jx fdp € P oraz, ze go f €
M(X) (Obserwacja 12.1.7(j)). Niech to := [ fdu. Przypomnijmy (Definicja 6.8.1), ze

9(t) —g(s) _ 9(w) —g(t)
t—s = u—t

, sttueP s<t<u

W szczegblnosci,

—g(t
o) —9lt0) L oy,
u—to

C:= sup{M:5<to}.

to — S
Tak wiec, g(u) = g(to) + C(u — to) dla dowolnego u € P. W szczegdlnosci, go f > g(to) + C(f — to)
p—prawie wszedzie. Caltkujac stronami dostajemy (por. Obserwacja 12.1.50(c))

/X(gOf)du>g(to)+0(/deu—to)- O

gdzie

Uwaga 12.1.60. (a) Jeszcze raz przypomnijmy, ze w teorii calki nie jest istotne to, co sie dzieje na
zbiorach miary zero. W zwiazku z tym, poprzednie wyniki mozna przeformutowaé tak, aby odpowiednie
zalozenia i warunki byly spelnione p—prawie wszedzie. Tezy pozostang bez zmian. To, czy uzyjemy
sformutowania ,prawie wszedzie”, czy nie jest w gruncie rzeczy kwestia naszego wyboru: zawsze mozna
przeciez zmniejszy¢ X o stosowny zbioér miary zero i mie¢ juz sformulowanie ,wszedzie”. Uwaga ta dotyczy
oczywiscie zalozeri, a nie tezy (np. we Wniosku 12.1.55).

(b) Pojecie calki (oraz wiekszos¢ twierdzen) mozna rozszerzy¢ na funkcje f : X — FE, gdzie E jest
oSrodkows, przestrzenia Banacha.

12.1.8. Przestrzenie LP. Niech p: 9% — [0, +00] bedzie ustalona miara i niech Y € {R,C}.
Definicja 12.1.61. Dla 0 < p < 400 zdefiniujmy

LP(X. Yo = {1 € M(X, V) /X [FPdye < +oo ).

Obowiazuja skroty LP(X, p), LP(X) oraz zasada utozsamiania funkcji rownych p—prawie wszedzie. Niech

1= ( [ Arean)”"

Dla f € M(X) niech
esssup f :=inf{C € R: f < C p-prawie wszedzie}.
X

Zauwazmy, ze f < esssupy f p—prawie wszedzie, tzn. zbior {f > esssupy f} jest miary zero.
Istotnie, niech C' :=esssupy f iniech f < C + % na X \ Z;, gdzie Z; jest miary zero, j > 1. Wtedy
F<cnax\ Uz
Niech o~
L¥(X) = L™®(X,p) :={f € M(X) : |f] jest ograniczona p—prawie wszedzie}.
W ten sam sposob definiujemy L (X, C) = L*°(X,C, u). Polozmy
| fllpee == €53 SUp |f| =inf{C e Ry : |f| < C p-prawie wszedzie}.

(43) Johan Jensen (1859-1925).
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LP(X,C) jest zespolona przestrzenia wektorowa, 0 < p < +o0.

Obserwacja 12.1.62. LP(X,C) jest zespolona przestrzenia wektorowa, 0 < p < +o0.
Istotnie, przypadek p = 400 jest oczywisty. W przypadku 0 < p < +oo, wystarczy skorzystac
z nieréwnosci
(a+b)P <2P(a® +bP), a,b>0.
Podobnie jak w przypadku L', zamiast przestrzeni LP(X) mozemy rozwazaé¢ przestrzen LP(X,R)
jako podprzestrzen LP(X,C).

Aby unikna¢ przypadkow trywialnych, dalej zaktadamy, ze zaktadamy p(X) > 0.
Powiemy, ze liczby 1 < p,q < +00 sg sprzezone, jezeli % + % =1 (*).

Propozycja 12.1.63. (a) Jezeli p,q > 1 sq sprzezone, to dla dowolnych funkcji f € LP(X,C),
g € LY(X,C) funkcja fg jest klasy L*(X,C) oraz zachodzi nieréwnogé Holdera:

Ifgller < I Flzellgllza-

Ponadto, dla 1 < p,q < 400 16wno$é zachodzi wtedy @ tylko wtedy, gdy istniejg o, 3 = 0 takie, ze
a+ B >0 oraz

alflP = pBlg|? p-prawie wszedzie. (t)
(b) Dla dowolnego 1 < p < 400 i dla dowolnych f,g € LP(X,C) zachodzi nieréwnosé Minkowskiego

If +gllze < fllze + llgllzr-

Ponadto, dla 1 < p < +00 réwno$é zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq liczby a, 6 >0, a+ 0 =1,
takie, Ze

[l =alf+gl. gl =BIF +gl w prawie wszedzie. () (§)

W szczegolnosdei, (LP(X,K), || ||z») jest przestrzeniq unormowang nad K dla dowolnego 1 < p < 400
QF

(¢) Przestrzen L*(X,C) wraz z iloczynem skalarnym

(F.9) — (frg)1e = /X fgdy

jest przestrzeniq unitarng (7).

Dowdd. (a) Nieréwnosé¢ Holdera jest oczywista dla p=1,q = 400 ip=+00,g=1.Dla 1l < p,¢ < +c0
rozumujemy nastepujaco.
Po pierwsze mozemy zaltozyé, ze f # 01 g # 0.
Po drugie, zastepujac f przez f/| fllr 1 g przez g/||g||Le, mozemy zatozy¢, ze || fllrr = ||gllLe = 1.
Mamy pokazaé, ze [, |fgldp <1, gdzie A := {fg # 0}.
Funkcja t — exp(t) jest wypukta. W szczegdlnosci,

.1, 1
ertT < Zef+ —e*, tucR,
P q

przy czym réwnosé zachodzi jedynie, gdy t = u.
Dla dowolnego x € A dobieramy t,u € R takie, ze |f(x)| = exp(t/p), |g(x)| = exp(u/q). Stad

F(@)g(@)] < %If(x)lp + §|g<x>|q, reA

EM; W szczegolnosci, 1 i 400 sa sprzezone.
45

Zauwazmy, ze warunki te sa rownowazne istnieniu liczby t > 0 takiej, ze f = tg pu—prawie wszedzie lub g = tf
p—prawie wszedzie. Istotnie, jezeli np. f = tg, to |f| = (¢/(t + 1))|f + 9| i |g9] = (1/(t + 1))|f + g| (réwnosci p—prawie
wszedzie). Odwrotnie, jezeli (1) zachodzi, to rozumujemy nastepujaco: Przypadek o = 0 (odp. 8 = 0) sprowadza si¢ do
réwnosci f = 0g (odp. g = 0f). Mozemy wiec zalozy¢, ze a, 8 > 0. Niech t := «/3. Zauwazmy, ze | f| = t|g|. W szczegdlnosci,
A :={f =0} = {g = 0} (z dokladnoscia do zbioru miary zero). Pozostaje sprawdzi¢, ze Arg f = Argg poza A. Poniewaz
a+ B = 1, dostajemy rownos¢ |f| + |g| = |f + g, czyli |£1* + 2| fllg] + |g> = |f|*> + 2Re £g + |g|*. Stad |f||g| = Re fg, co
daje ré6wnosé¢ argumentéw poza A.

E‘LG; Uwaga: nie twierdzimy, ze tak jest dla 0 < p < 1.

47T) W szczegolnosci, dla p = g = 2, nier6wnosé Holdera to po prostu nieréwnosé Schwarza.
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Catkujac stronami dostajemy zadana nieréwnosé¢ Holdera.
Jezeli dla 1 < p,q¢ < 400 w nieréwnosci Holdera zachodzi rownosé i pominiemy przypadek trywialny,
gdy f =0 lub g =0, to dla postaci zredukowanej musimy mie¢

1 1
[fgl==|fP+ =|g|]? wprawie wszedzie na X,
p q

co oznacza, ze | f|P = |g|? u—prawie wszedzie na X. Warunek () dostajemy wracajac do postaci niezre-
dukowane;j.

Jezeli spelniony jest warunek (1) i np. 3 > 0, to |g| = ¢|f|?/9 pprawie wszedzie, gdzie ¢ > 0, a stad
lgllzs = ([ [FP) 0111 fgllr = e [ |fIPdp.

(b) Nier6wnosé Minkowskiego jest oczywista dla p = 11 p = +oo0. Dla 1 < p < 400 rozumujemy
nastepujaco. Wiemy, ze LP jest przestrzeniag wektorowa (Obserwacja 12.1.62(a)), a wiec f + g € LP.
Mozemy oczywiscie zalozyé, ze ||f + g||r» > 0. Niech ¢ bedzie sprzezone z p. Mamy

5 gpan< [ Q1+ loa
X X

oraz

/X (] + lg)Pdu = /X IS+ 1gl? e+ /X 9111+ gl)P~dp

Holder

<l ( /X<|f\ + 1o D9au) " + gl ( /X 11+ 1g)® D)

Poniewaz (p — 1)q = p, wigc dzielac powyzsza nierownosé przez [ (|f| + lg))Pdp)/4 dostajemy zadana
nier6wnos¢ Minkowskiego.

Jezeli dla 1 < p < 400 w nieréwnosci Minkowskiego zachodzi réwnos$é¢ i pominiemy przypadek
trywialny, gdy f = 0 lub g = 0, to na podstawie powyzszych nieréwnosci mamy |f + g| = |f] + |9
p-prawie wszedzie oraz (korzystajac z (a)) [f|P = c(|f| +|g])*~ D%, |g|P = d(|f] + [g))"~ 9 p-prawie
wszedzie, gdzie ¢,d > 0. Wynika stad, ze a(|f| + |g]) = |f] 1 B(f|+ |g]) = |g| n—prawie wszedzie, gdzie
a, 8 > 0. Pozostaje zauwazy¢, ze a + 3 = 1.

Jezeli spelniony jest warunek (1), to | f|P = oP(|f+g|)?, |g|? = BP(|f +g|)? p—prawie wszedzie, a wiec
mamy rownosc.

1/q

(¢) wynika z (b) i whasnosci calki. O

‘Whniosek 12.1.64 (Uogdlniona nier6wnosé Holdera). Niech py,...,pn, p = 1 bedq takie, Ze
1 1 1

p PN D
Wtedy dla dowolnych funkcji f; € LPi(X,C), j=1,...,N, funkcja f1--- fn nalezy do LP(X,C) oraz
Ifi-fnllee < fallees - (v llow -
Oznacza to w szczegdlnosci, ze odwzorowanie N —liniowe
LM (X,C) x - x LPY(X,C) 3 (f1,..., fn) — fi-+ fv € LP(X,C)

jest ciggte © ma norme < 1.

Dowdd. Przypadek p = +oo (wtedy oczywiscie p1 = -+ = py = 400) jest elementarny. Zal6ézmy, ze
p < +ooiniech p; =+ =ps = 400, Pst+1,...,pN < +00 dla pewnego 0 < s < N — 1. Bez szkody dla
ogoblnosci mozemy zalozyé, ze fi,..., fn : X — Ry Jezeli s > 0, to

Ifr-- Inllee < fillzee - I fallzoe - | fogr -~ I llze,
co redukuje dowod do przypadku s = 0. Zal6zmy wiec, ze s = 0. Zastosujemy indukcje wzgledem
N. Przypadek N =1 jest trywialny. Przechodzimy do kroku indukcyjnego. Przypusémy, ze wynik jest
prawdziwy dla N — 1. Niech ¢ > 1 bedzie takie, ze
1 1
P1 PN-1 q
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Wtedy:
1 n 1
a/p  pn/p
Stad, na podstawie zwyklej nieréwnosci Holdera oraz zalozenia indukcyjnego, dostajemy

NP dp < e a) pon/o g\
Jtegwy dus ([ Gty or an)” ([ gm0 an)
U fr e Pl < (il o ) 0

Whiosek 12.1.65. Jezeli u(X) < 400, to dla dowolnych 1 < r < s < +00 mamy: L*(X,C) C L"(X,C)
(48). Ponadto, operator
id: L*(X,C) — L"(X,C)
jest ciggty.
Dowdd. Dla s = +00 mamy:

1
e < (X)) fllz, f € L%(X,C).
Gdy s < +o0, stosujemy Wniosek 12.1.64 do N :=2, py :=7rs/(s—71),p2:=8,p:=7r, f1:=1¢€ LP(X)
(bo p(X) < +00), fa:= f € L*(X,C) i otrzymujemy:
1 — e >
Il < (DY Y4 flles,  f € L3(X,C). O

Obserwacja 12.1.66. Ustalmy funkcje f € M(X,C) taka, ze p({z € X : f(z) # 0}) > 0. Niech

P:={peRso:feLP(X,0)}, Q:={teRso:1/te P}.
Zalozmy, ze P # @. Wtedy:

(a) P iQ sa przedzialami.
Istotnie, ustalmy p1 < p < p2 takie, ze p1,p2 € P. Niech
a=pP2TP S0 Bi=p PPl g e =PL_P2TPL g P2 _P27PL g
P2 —p1 P2 —p1 a  p2—p B p—p

Wtedy oo+ 3 = p oraz 1/r + 1/s = 1. Teraz, korzystajac z nieréwnosci Holdera, dostajemy:

1/ 1/s 7‘ 1/s
/If\”du—/ IF1%1 1P dp < /\fl‘”du /If\ﬁsdu /If\”ldu /Iflmdu) <4oo. (1)

(b) Funkcja @ 3>t +— In||f]| 1/: jest wypukta.
Istotnie, wypuktoéé tej funkcji jest réownowazna (CWICZENIE) nieréwnosci

ty to—t ta t—ty
/\fll/tdué(/ If\l/“du) ‘ (/ \fll/tzdu> fre
X X X

ktoéra, po podstawieniu p; := 1/t2, p2 := 1/t1, p := 1/t, sprowadza si¢ do nieréwnosci ().

(c) Funkcja P 3 p+— || f|lLr jest ciagla.

(d) Jezeli 0 < p(X) < +oo, to dla dowolnej funkcji f € M(X,C) takiej, ze u({z € X : f(z) # 0}) > 0 mamy
Jm 1l = Sl () ().

Istotnie, mamy ||f]|zr < (11(X))2/?||f]l Lo, skad wynika, ze limsup || f||Le < ||fllLo-

p——+oo

Niech 0 < t < ||f|lpee, At := {a € X : |f(x)| > t}. Oczywiscie, 0 < p(At) < 4+o00. Mamy fx |f|Pdp > fAt tPdy =
p(AP, a wige (u(Ae)/Pt < ||fllLe, a stad lim inf I£llLe = [I.fllzoe-
p—+oo

Propozycja 12.1.67. Niech 0 < p < 1.
(a) Funkcja
oF.9) = = gll = [ 17 = glPd, fg€ L2(X.C)
X

jest metrykq translatywng na LP(X,C).
(b) Dziatania w przestrzeni LP(X,C) sq ciggle w topologii zadanej przez metryke op.

Dowdd. (a) Wystarczy skorzystac z nieréwnosci (a +b)? < a? + b7, a,b > 0 (CWICZENIE).
(b) CWICZENIE®, d

48) Cwiczenie: Czy wlasnosé ta zachodzi w praypadku, gdy p(X) = +oo ?
49) Uwaga: Nie wykluczamy tu przypadkéw, gdy || f||Lr = +oo dla pewnych 0 < p < +oo.

50) CwiczeNie: Czy wlasnosé ta zachodzi bez zatozenia, ze u(X) < 400 ?
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Dla 1 < p < o0 kladziemy

op(f,9) = If = gll», f.g€LP(X,C).
Obserwacja 12.1.68. Na podstawie Obserwacji 12.1.62(b) mamy

o(f.9) =IIf = gllu < g (£.9),  frg€ L”(X,C), 0<p < +oo,
gdzie
1/(p+1), jezelio<p<1
clp):==<p/(p+1), jezelil <p<+oo.
1, jezeli p = oo

Propozycja 12.1.69. (L?(X,C), g,) jest przestrzeniq zupetng dla dowolnego 0 < p < +oo. W szczegol-
nosci:

o LP(X,C) jest przestrzenig Banacha dla dowolnego 1 < p < +00,

o [2%(X,C) jest przestrzeniq Hilberta.

Dowdd. Przypadek 0 < p < 1 pozostawiamy jako CWICZENIE®.
Niech (fx)52; C LP(X,C) bedzie dowolnym ciaggiem Cauchy’ego.
e Przypadek 1 < p < 4+o00. Wystarczy pokazaé, ze pewien jego podciag jest zbiezny. Niech (fy, )72,
bedzie podciagiem takim, ze
[ frner = Frulle <27F, k> 1.

Zdefiniujmy
N 00
gN 3:Z|fnk+1 7fnk|a g = NEIEOOQN :Z|fnk+1 7fnk|
k=1

Zauwazmy, ze gn € MT(X) N LP(X), |lgnller < 1, N 2 1, g / g° € M+( ). W takim razie
Jx gPdp < 1. W szczegolnosei, g < +oo p-prawie wszedzie. Oznacza to, ze szereg Z (frwsr — fny) jest

zbiezny bezwzglednie na X \ Z, gdzie Z jest miary zero. Potozmy f := f,,, + Z (frpgr — fr) na X\ Z
k=1
oraz f = 0 na Z. Wtedy fp, — [ p—prawie wszedzie na X. Poniewaz f — fo, = > (fnin — fai)
k=t

pu—prawie wszedzie oraz Z | frper = frellor < Z 27k zatem f € LP(X,C) oraz || fn, — fllLr — 0.
e Przypadek p = +oo Jest znacznie prostszy — postepujemy nastepujaco. Niech

U{\fkl > [ fellze} U U {fic = fel > fi = fell >}

k=1
Wtedy Z jest zbiorem miary zero oraz (fi|x\z)se; jest ciagiem Cauchy’ego w B(X \ Z,C). W takim
razie f — f jednostajnie na X \ Z, gdzie f € M(X \ Z,C) N B(X \ Z,C). Zdefiniujmy f := 0 na Z.
Wtedy f € L*(X,C) oraz || f — f|lpe — 0. O
Cwiczenie 12.1.70. Ustalmy 0 < p < 1.
(a) Pokazaé, ze dla X := [0,1], u:= L, w przestrzeni (LP(X,C), gp) nie ma nietrywialnych zbioréw otwartych i wypu-
ktych.

Szkic dowodu. Niech @ # W # LP(X, p) bedzie zbiorem otwartym i wypuklym. Mozemy zalozy¢, ze 0 € W. Niech
f € LP(X,C)\ W. Dobierzmy r > 0 takie, ze

B(0,r) ={g € LP(X,C) : p(0,9) <1} = {g € LP(X,C) : ||gll}, <r} C W
Niech m € N bedzie takie, ze mP~10,(0, f) < r. Dobierzmy podziat
O=to<t1 < - <tm=1
odcinka [0, 1] taki, ze ,
/Z |f|PdLt = igp(o,f), i=1,...,m.
m

ti—1
W szczegdlnosci, dla g; := mfxs,_, ¢,), mamy

/ \gi|pd£1 :m”_lgp(o,f) <r, i=1,...,m.
X
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Poniewaz f = i(gl + -+ gm) € W, dostajemy sprzecznosé.
(b) Korzystajac z (a), pokazac, ze dla dowolnej przestrzeni unormowanej F' mamy
L(LP([0,1],C; £Y), F) = {0}
(c) Uogolni¢ (a) (i w konsekwencji (b)) na szersza klase par (X, ).

12.2. Calka Riemanna a calka Lebesgue’a

Twierdzenie 12.2.1 (Poroéwnanie catki Riemanna z catka Lebesgue’a). Zatdzmy, ze A C R™ jest zbiorem
regularnym ze wzgledu na catke Riemanna i niech f: A — C bedzie funkcjg ograniczong. Wtedy:

(a) A€ L,.

(b) feR(A) = feL'(A) (°'). Ponadto [, f = [, fdL".

(c) feR(A) < L"(Na(f)) =0, gdzie Na(f) :={a € A: f nie jest ciggla w a}.

Dowdd. Poniewaz A = (int A) U Z, gdzie |Z] = 0, a zbiory o objetosci zero maja miare zero, zatem
Ael,.

Dla pozostatej czesci dowodu mozemy zatozyé, A = P jest kostka (52). Ponadto mozemy zalozy¢,
ze f>0.

Ustalmy normalny cigg podzialéw prostych (m)72, taki, ze mp41 < g, & > 1. Niech m, =
{Pe1,---sPrm,} Ustalmy w dowolny sposodb przynaleznosé scian, tak by z kostek Py 1,. .., Py m, otrzy-
mac ,kostki” roztagczne Q. 1, ..., Qrm, dajace w sumie P. Dla kazdego k otrzymalidmy rozbicie P na
zbiory L,—mierzalne. Niech

m mp

Lk ::Zm(fapk,j)XQk,jv Uk :ZM(gﬂPk,j)XQk,J
st i=1
oo my
Oczywiscie, Ly, Uy € Md (P, £Ly). Niech Z := |J | 0Py ;. Zbiér Z jest miary zero i jak latwo widaé
k=1j=1
Ly < f <Ugna P\ Z. Ponadto, Ly < L4111 Uy 2 Ugyr na P\ Z, k > 1. Zdefiniujmy L := khg—l Lj na

P\Z1iL :=0na Z. Analogicznie, niech U := X lim Ugna P\ZiU :=0naZ. Wtedy L,U € M (P, L,,)
c— =00

iL < f<UnaP\Z. Napodstawie twierdzenn o0 monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem
calki oraz Obserwacji 11.1.5(f) mamy:

Lime, f) = /P Ldc" / /P Lac’, Limif) /| o

U(wk,f):/IDdecnx/IDUdcn, U(wk,f)\/;f.

Tak wiec [, f — [.pf = [p(U — L)dL". Wynika stad, ze f € R(P) <= L = U L"-prawie wszedzie.
Ponadto, jezeli L = U L"—prawie wszedzie, to wobec zupelnosci miary £, mamy f € M™(P,£,,) oraz

/ fdcr = / LdL" = / vdcn,
P P P

a wiec f € L'(P) oraz [, fdL" = [, f. Pozostaje zauwazy¢, ze
L=U L"prawie wszedzie

wtedy i tylko wtedy, gdy L"(Np(f)) =0

Istotnie, niech xg € P\ (Z U Np(f)) i niech € > 0. Wobec ciaglosci funkeji f w punkeie zg, istnieje
kostka Q@ C P o $rodku w punkcie z¢ taka, ze |f(z') — f(z”)| < e dla dowolnych z’, 2" € Q. Poniewaz
diamm, — 0, zatem dla dostatecznie duzych k mamy nastepujaca sytuacje: jezeli ko € Py j(x), to
Py ity C Q (zauwazmy, ze j(k) jest jednoznacznie wyznaczone). W takim razie Ug(x) — Li(20) < ¢,
E>1.

W druga strone: Niech L = U na P\ Zy, gdzie Z C Zy i Zy jest miary zero. Wezmy zg € P\ Z
ie>0. Wtedy Ug(zo) — Li(z0) < € dla k > ko. Przypusémy, ze x¢ € int Py, j, =t W. Wtedy dla z € W
manny Li, (20) = Ly (v) < /() < Ury(2) = Ug, (w0), a stad |£(z) — f(ao)| < &. 0

51) Tu i dalej, LP(A) := LP(A, L™).
52) Przy wlasnosci (c) trzeba zauwazyé, ze gdy A C P, to Na(f) C Np(fo) C Na(f) UdA.
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Whiosek 12.2.2. Zbior ograniczony A C R™ jest mierzalny w sensie Jordana (por. Definicja 11.1.12)
wtedy i tylko wtedy, gdy L™(0A) =0 (53).

12.3. Zasada Cavalieriego. Twierdzenia Tonellego i Fubiniego
Twierdzenie 12.3.1 (Zasada Cavalieriego (**)). Niech A € L4 (p,q € N). Wtedy:

(a) istnieje zbior Z(A) C RP miary zero taki, ze przekrdj
A(t) :={ueR?: (t,u) € A}
nalezy do L4 dlat € RP\ Z(A);
(b) odwzorowanie RP >t 24, L1(A(t)) € [0, +00] jest L,~mierzalne (°°);
(c) LPYI(A) = [, PadLP = [, LI(A(t))dLP(L);
(d) jezeli prp,(A) € £, to LPTI(A) = [ ) LA(A(E))dLP (t).

prgp (A
W szczegdlnosci, jezeli B € L, C € Ly, to LPTI(Bx C) = LP(B)-L1(C). (por. Propozycja 12.1.37).

Oczywiscie (d) wynika z (c).
Zauwazmy, ze zbidr prg,(A) moze nie by¢ mierzalny (np. A := B x C, gdzie B nie jest mierzalny,
a C' jest miary zero).

Dowdd. Niech J oznacza rodzine wszystkich A € £, dla ktorych (a), (b) i (¢) zachodza. Zauwazmy
od razu, ze @ € . Udowodnimy kolejno, ze:

19: Dla dowolnych kostek P C R?, Q C R? oraz dla dowolnych zbioréw int P ¢ B C P,intQ c C C Q
mamy A := B x C € F. Ponadto Z(B x C) = @.

20: Jezeli (A;)32, CTiAjNAy =@ dlaj#k, to A= |J A; € F. Ponadto, Z(A) C U Z(4;).

j=1 j=1
30: Jezeli (AJ)]oo:1 cTFi AJ C Aj+1, j =1, to A= U AJ € F. Ponadto, Z(A) - U Z(AJ)
j=1 j=1
4% topRP+ C F oraz Z(§2) = @ dla dowolnego zbioru otwartego (2.

5%: Wszystkie zbiory typu F, naleza do F oraz Z(A) = @ dla dowolnego zbioru typu F,.

6%: Jezeli (Aj)521 CTF1A; D Ajir, j > 1, oraz Ay jest ograniczony, to A := (| A; € J. Ponadto,
j=1

2(4) ¢ U 2(4)).

7%: Wszystkie zbiory miary zero naleza do .

Przypomnijmy (Propozycja 12.1.29), ze kazdy zbior mierzalny A € £, jest postaci C U Z, gdzie C
jest typu Fy, za$ Z jest miary zeroi CNZ =@ (56) . Tak wiec 20 + 59 + 70 —= F = Lp4q, co zakoniczy
dowod. Przechodzimy do dowodéw poszczegodlnych punktow 10 — 79,

19: Oczywiscie A(t) =C dlat € Bi A(t) = @ dlat ¢ B, a wicc (a) zachodzi (Z(A) = @). Ponadto,
DA(t) = LI(A()) = L9(C) =|Q| dlat € Bi®Py(t) =0dlat ¢ B. W szczegdlnosci, odwzorowanie @ 4
jest mierzalne i LPT9(A) = [P x Q| = |P| - |Q| = LP(B) - LY(C) = [, PadLP.

20: Zauwazmy, ze A(t) = |J A;(t), t € RP. Wynika stad, ze (a) zachodzi przy Z(A4) := |J Z(A;).
Jj=1 j=1

o0
Ponadto, wobec roztacznosci zbioréw Aj;, j > 1, mamy &4 = Y P4, na RP\ Z(A). Wynika stad (b)
i=1

3) Cwiczenig: Podaé przyktad zbioru ograniczonego A C R™ takiego, ze L™ (0A) > 0.

4) Bonaventura Cavalieri (1598-1647).
55

Z(A).
(56) Formalnie, z Propozycji 12.1.29 wnioskujemy, ze dowolny zbior A € L,44 jest postaci C' U Z’, gdzie C jest typu

o

o

Uwaga: W tym wzorze L9 oznacza zewnetrzng miare Lebesgue’a — oczywiscie jest to istotne jedynie na zbiorze

Fo, za$ Z' jest miary zero. Kladziemy teraz Z := Z' \ C.
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oraz, ze
o0

RP =R

J=1

(na podstawie twierdzenia o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem calki).

30: Mamy A;(t) / A(t), t € RP, a wigc (a) zachodzi przy Z(A) =

[t

Z(Aj). Ponadto, 4, / P4

7j=1

na RP \ Z(A). Wynika stad, ze (b) zachodzi oraz, ze

/ BadLP = lim [ @a,dLP = lim LPHI(A;) = LPHI(A)
RP

Jj—-4o0 RP Jj—4o0

(na podstawie Twierdzenia 12.1.44).

49: Kazdy zbiér otwarty jest suma co najwyzej przeliczalnej rodziny parami roztacznych ,kostek”
takich jak w 1° (por. Obserwacja 12.1.4) i mozemy skorzystac¢ z 2°.

5%: Wobec 3° wystarczy sprawdzié, ze kazdy zbiér domkniety nalezy do . Ponownie korzystajac z 3°,
widzimy, Ze mozna si¢ ograniczy¢ do zbioréw domknietych i ograniczonych. Niech A bedzie takim zbiorem,
niech @ bedzie otwarta kostka ograniczona taka, ze A C @ i niech 2 := Q\ A. Mamy A(¢) = Q(t) \ £2(¢),
t € RP, a wigc, na podstawie 1° i 4°, warunek (a) zachodzi (Z(A) := @). Ponadto, 4 = &g — P, na RP,
wiec (b) rowniez jest spetnione. Na koniec [p, P4dLP = [, PodLF — [, PodLP = LPTI(Q)—LPTI(2) =
£p+q( A).

6%: Mamy A;(t) \, A(t), t € RP, a wiec (a) zachodzi przy Z(A) = Z(Aj). Ponadto, 4, \, P4

1

[

J
na R? \ Z(A). Wynika stad, ze (b) zachodzi oraz, ze

/ GudLP = lim | PadLP = lim LPFU(A;) = £PFI(A).
RP

j—+o00 R j—+o00

7% Wobec 3° wystarczy rozwazyé ograniczone zbiory miary zero. Niech A bedzie takim zbiorem.
Trzeba pokazaé, ze &4 = 0 LP—prawie wszedzie. Ustalmy kostke P C RP*9 taka, ze A C P. Na podstawie
definicji miary Lebesgue’a, dla dowolnego j € N istnieje zbior A; C P typu JF, taki, ze A C Aj,

LPT(A;) < % (°7) oraz Aj;1 C Aj (°%), j > 1. Niech Ag := Dl A;. Oczywiscie A C Ay oraz Ay jest

J
miary zero. Na podstawie 6° wnioskujemy, ze A9 € F (Z(Ag) = @). W takim razie 0 = LPT9(4,) =
fRI, D 4,dLP. Wynika stad, ze @4, = 0 LP—prawie wszedzie. Poniewaz &4 < @ 4,, wnioskujemy stad, ze
&4 = 0 LP—prawie wszedzie. O

Twierdzenie 12.3.2 (Twierdzenie Tonellego () ). Niech A € Lp4q. Wiedy dla dowolnej funkcji f €
MT(A, Lpiy) mamy:

(a) dla LP—prawie wszystkich t € RP odwzorowanie
A) 5w f(t,0)

jest Ly—mierzalne (60) ;
(b) odwzorowanie RP >t — fA(t) f(t,u)dL(u) jest £,~mierzalne (5'),

() [y faLrte = fo, ([aq f(tu)dL(u))dLP(L).

A; = P N stosowna suma kostek z definicji.

Wystarczy zastapi¢ A; 1 przez Aj 1 NA;.

59) Leonida Tonelli (1885-1946).

Oczywiscie kazde odwzorowanie okreslone na zbiorze pustym jest mierzalne.

Odwzorowanie to jest okreslone LP—prawie wszedzie i oczywiscie fz <=0
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(d) Jezeli B := prgy(A) € L, to

/A facrta — /B ( A(t)f(t,u)dﬁ"(u))dﬁp(t).

Dowdd. Jezeli f jest funkcja charakterystyczna zbioru mierzalnego, twierdzenie sprowadza sie do Zasady
Cavalieriego. Stad latwo widaé, ze twierdzenie jest prawdziwe dla f € M{ (A, Lpi,). Teraz wystarczy
juz tylko zastosowaé twierdzenie o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem calki. Istotnie,
jezeli M (A, Lpsq) D fn /' f i odwzorowanie

A(t) dur— fn(t,u)

jest mierzalne dla t € RP \ Z,,, gdzie Z,, jest miary zero, n > 1, to

A(t) > uvr— f(t,u)

o0
jest mierzalne dla t € RP \ Z, gdzie Z := |J Z,. Ponadto, jezeli
n=1

RP 5 t+— fn(t,w)d L (w)
At)

jest mierzalne dla n > 1, to (na podstawie twierdzenia o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod
znakiem calki) odwzorowanie
RP 3¢ +— flt,u)dL(u)
A(t)
jest mierzalne. Wzor otrzymujemy stosujac obustronnie twierdzenie o monotonicznym przechodzeniu do
granicy. U
Twierdzenie 12.3.3 (Twierdzenie Fubiniego (°%)). Niech A € £,4. Wtedy dla dowolnej funkcji f €
LY (A, C, Lr+9) mamy:
(a) dla LP-prawie wszystkich t € RP odwzorowanie
A(t) 3 ur— f(t,u)
jest klasy L*(A(t),C, L9);
(b) odwzorowanie
RP > t+— f(t, w)dL ()
A#)
jest klasy L*(RP,C, LP),
(©) [u JALP = [0 (fagy (b u)dL () dLr(c).
(d) Jezeli B := prg,(A) € £y, to

/A fdcrte = /B ( » f(t,u)dﬁ”(u))dﬁp(t).

Dowdd. Wystarczy rozwazyé przypadek, gdy f € L'(X,R). Najpierw stosujemy Twierdzenie Tonellego
do |f] i dostajemy (a) i (b). Nastepnie stosujemy Twierdzenie Tonellego oddzielnie do f i f_ i dostajemy
wzory

/ frdlPt = / ( fi(t,u)d[,q(u))dﬁp(t).
A Re N J A1)
Odejmujemy je stronami i wobec rozktadu f = f; — f_ dostajemy (c). O

Uwaga 12.3.4. W poznanych powyzej twierdzeniach Cavalieriego, Tonellego i Fubiniego wyr6zniona
jest projekcja prp, : RP x R? — RP. Oczywiscie, nic nie stoi na przeszkodzie, aby zastapi¢ ja projekcja
na R, czy tez ogdlnie — projekcja na pewne p osi sposrod (p + q) osi w RPT4. Szczegoly pozostawiamy
jako CWICZENIE.

(°2) Guido Fubini (1879-1943).
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Propozycja 12.3.5. Niech B € L,,, o, € M(B,L,), a(t) < f(t), t € B. Zdefiniujmy A := {(t,u) €
BxR:alt)<u<p®)}. Wiedy A € Ly41 oraz dla f € MY (A, Lyg1) b f € LA, L) mamy:

/A fdcrtt = /B ( / f:)f(t,u)dﬁl(u))dﬁn(t). (63)

275

W szczegolnosct,

n+1 _ —a n_ 64
c (A)f/B(ﬂ Jcr. (%)

Dowdd. Mierzalno$¢ zbioru A wynika z mierzalnosci funkcji
B xR> (t,u) — a(t), BxR>3(t,u)— B(t), BxR>3(t,u) — u.
Wzor wynika z Twierdzenia Fubiniego bowiem dla f € L!(A, £**!) mamy:

8(t)
/A Fdcn+l = /B ( » F(t,u)de (u))dc"(t): /B ( /a Y F(t,u)dL (u))dﬁ"(t). O

12.4. Twierdzenie o zmianie zmiennych w calce Lebesgue’a
Rozwazmy nastepujaca sytuacje. Niech U,V C R™ beda zbiorami otwartymi i niech
:U—V
bedzie odwzorowaniem bijektywnym spelniajacym lokalnie warunek Lipschitza i takim, ze &' (z) istnieje

dla p.w. x € U. Odnotujmy, ze w rzeczywistosci to ostatnie zalozenie jest zawsze spelnione, bowiem
prawdziwe jest nastepujace wazne twierdzenie.

Twierdzenie* 12.4.1 (Twierdzenie Rademachera (5°)). Niech £2 C R" bedzie zbiorem otwartym i niech
f: 02— R™ bedzie odwzorowaniem spetniajgcym lokalnie warunek Lipschitza. Wtedy f jest L™ —prawie
wszedzie rézniczkowalne (w sensie Frécheta).

Obserwacja 12.4.2.  (a) Dla dowolnego zbioru A € £, |y, mamy ®(A) € L,, (Propozycja 12.1.38(c)).
(b) Jezeli L"(A) =0, to L"(®(A)) = 0 (Propozycja 12.1.38(b)).
(c) Okreslone L"—prawie wszedzie odwzorowanie U 3 x —— |@|(x) jest L,,—mierzalne (Obserwacja
12.1.7(u, v)).

Definicja 12.4.3. Mo6wimy, ze dla odwzorowania @ zachodzi twierdzenie o zmianie zmiennych w catce
Lebesgue’a jezeli:

(1) LY(P(A)) = [, |9'|dL", A€ Lnlu,

(2) dla dowolnego zbioru A € £,,|y i dla dowolnej funkcji f € M (P(A), L,,) (odp. f € L (P(A), L))
funkcja (f o @)|®’| jest mierzalna na A (odp. jest klasy L'(A, L")) oraz zachodzi wzor

/ fc :/(foé)@’\dﬁn.
&(A) A
Lemat 12.4.4. (1) = (2).

Dowdd. Standardowe rozumowanie redukuje dowdd (2) do przypadku f = x g, gdzie B € £,|s(A).

Wiemy, ze ®~1(B) € B(R") dla dowolnego zbioru B € B(R") (Obserwacja 12.1.7(b)). Korzystajac
z (1) dla zbioru @~ !(B), wnioskujemy, ze (2) zachodzi dla f := xp, B € B(R")|y.

Wobec regularnosci miary Lebesgue’a, pozostaje sprawdzié przypadek, gdy f = xz, gdzie Z C &(A)
jest miary zero. Mamy pokazaé, ze (xz o ®)|9'| = 0 prawie wszedzie na @~1(Z) (). Poniewaz L™ jest
regularna, zatem istnieje zbior miary zero Zy € B(R™) taki, ze Z C Z,. Zastepujac Zy poprzez Zy NV,
mozemy zalozy¢, ze Zy C V (tu korzystamy z zalozenia, ze @ jest surjekcja na zbiér otwarty). Dla

63) (4 ._

( ) fa T f[a,ﬁ].

64) Poréwnaj z Propozycja 11.3.2.
65) Hans Rademacher (1892-1969).

66) Uwaga: Nie twierdzimy, ze zbiér #~1(Z) musi byé mierzalny.
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zbioru Zj sytuacja jest jasna: 0 = L"(Zp) = f¢(U) Xzo = [y(Xz, © P)|P'|dL™ = fé”(Zo) |®'|dL™ oraz
&71(Zy) € B(R™). Stad natychmiast dostajemy |¢'| = 0 prawie wszedzie na &~1(Zy) D &~ 1(2). g

Lemat 12.4.5. Przypusémy, ze dla dowolnego a € U istnieje otoczenie otwarte U, C U takie, ze (1)
zachodzi dla dowolnego A € L,|y,. Wtedy (1) zachodzi w petnej ogdlnosci.

Dowdd. Na podstawie twierdzenia Lindel6fa znajdziemy ciag punktow (a;)s2 G21 C U taki, ze U = U Uy, -

Przyjmijmy dla uproszczenia U; := U,;. Dla dowolnego A € £, A C U, niech 4; := AN Ul, A- =
ANU;\(UhU---UUj4)),j = 2 Warunek (1) zachodzi dla kazdego ze zbiorow A;. Stad

(@) = (@ (UA)) En(U@(Aj))—iE"(@(Aj))—i/A |q§’|d£”:/A|q§’|d£”. 0
j=1 i=1 =174

Lemat 12.4.6. Jezeli warunek (1) zachodzi dla kostek, to zachodzi w petnej ogdlnosci.

Dowdd. Przypomnijmy, ze (1) zachodzi dla zbioréw miary zero. Zachodzi wigc dla dowolnych zbiorow
A takich, ze int P C A C P dla pewnej kostki P C U. W takim razie zachodzi dla dowolnego zbioru
otwartego {2 C U (Obserwacja 12.1.4). Stad dostajemy przypadek A = (int P) \ §2, gdzie P C U jest
kostka, a 2 C U jest otwarty. Kolejno dostajemy przypadek, gdy A C int P jest zbiorem typu F,. Teraz,
korzystajac z regularnosci miary Lebesgue’a dostajemy przypadek, gdy A C int P jest dowolnym zbiorem
mierzalnym. Pozostaje skorzysta¢ z Lematu 12.4.5. ]

Whniosek 12.4.7. Aby sprawdzié, ze dla odwzorowania ® zachodzi twierdzenie o zmianie zmiennych
wystarczy udowodnié¢ warunek (1) dla matych kostek.

Whiosek 12.4.8. Twierdzenie o zmianie zmiennych zachodzi zawsze dla n = 1.

Twierdzenie 12.4.9 (I Twierdzenie o zmianie zmiennych w calce Lebesgue’a). Jezeli @ : U — V jest
dyfeomorfizmem klasy C', to dla ® zachodzi twierdzenie o zmianie zmiennych.

Dowdd. Wiemy, ze wystarczy sprawdzi¢ (1) dla matych kostek.

Krok 1°: Jezeli twierdzenie zachodzi dla dyfeomorfizméw @ : U — V i ¥ : V — W, to zachodzi
dlavod:U— W.

Istotnie, poniewaz (¥ o @) = (¥’ o @) o ¢, zatem korzystajac z (2) dla @ i f = |¥’|, dostajemy

E”(W(@(A))):/@(A) |w/|d£n:/A(\w’\o@)\¢'\danzl‘\(@o¢)’|dc”.

Krok 2°: Twierdzenie zachodzi dla n = 1.

Krok 3°: Jezeli twierdzenie jest prawdziwe dla n — 1, to jest prawdziwe dla n i dyfeomorfizmow

postaci
S(x) =P(x1,...,2n) = (P1(z1, -y &n)y oo, Pr1 (1, oy Tp), X)), x € UL

Istotnie, ustalmy kostke P C U, P =Q x R C R" ! x Riniech z = (u,t) c R* ! xR. Dlat € R

niech
Ut) 5 urss (D1(u,t), ..., Bn_1(u,t)) € V(L)

Bez trudu widzimy, ze &, : U(t) — V(¢) jest dyfeomorfizmem klasy C! oraz |®}|(u) = |®'|(u, t). Teraz na
podstawie tego, ze (1) zachodzi dla n — 1 oraz na podstawie zasady Cavalieriego i twierdzenia Tonellego
mamy:

LYB(P)) = /R £7Y(@,(Q))dL M (t) = / / 9] (A" (w)) L (¢ / @],

Krok 4°: Jezeli twierdzenie jest prawdziwe dla n — 1, to jest prawdziwe dla n i dyfeomorfizméw
postaci

&(z) = (P1(2),....Pj—1(x), 2k, Pjyi1(2), ..., Pn(x)), z€U,
gdzie j,k € {1,...,n}. Dyfeomorfizmy tej postaci nazywamy przywiedinymi.
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Krok 5% (i ostatni). Na podstawie poprzednich czesci dowodu widaé, ze wystarczy jeszcze pokazad,
ze kazdy dyfeomorfizm jest lokalnie ztozeniem (co najwyzej trzech) dyfeomorfizméw przywiedlnych.
Istotnie, ustalmy dyfeomorfizm klasy C! & : U — V ia € U. Zastepujac @ przez ® o P, gdzie P jest
0P,

stosownie wybrang permutacjg zmiennych (67), mozemy zalozy¢, ze g(a) # 0. Zmniejszajac U (i V)

mozemy zalozy¢, ze gf” (x) #0, x € U. Niech x = (u,t) € R""! x R. Rozwazmy odwzorowanie:

UxR> (u,t,v)é@n(u,t)—veR.

Oczywiscie %(u,t,v) # 0, (u,t,v) € U x R oraz f(ug,to,v0) = 0, gdzie (ug,t0) = a, vo = D,(a).
Na podstawie twierdzenia o odwzorowaniu uwiklanym istnieje otoczenie otwarte {2 punktu (ug,to,vo)
i odwzorowanie ¢ : U; — Uy klasy C! takie, ze ¢(ug,vg) = to i rownosé f(u,t,v) = 0 jest dla (u,t,v) € 2
rownowazna temu, ze t = ¢(u,v). Zdefiniujmy:

VU(u,v) := (P1(u, o(u,v)), ..., Prn_1(u, o(u,v)),v), (u,v) € otoczenie punktu (ug, vo),

O(u,t) := (u, Py (u,t)), (u,t) € otoczenie punktu a.
Oczywiscie ¥ i O sa klasy C' oraz O(a) = (ug,v). W takim razie ztozenie ¥ o © ma sens w pewnym
otoczeniu punktu a. Wystarczy pokazaé¢, ¥ o ©® = & w malym otoczeniu a (68). Rownosé ta wynika
z faktu, ze wobec definicji ¢, mamy ¢(u, P, (u,t)) =t dla (u,t) w malym otoczeniu a. O

Wnhiosek 12.4.10 (Twierdzenie o zmianie zmiennych w calce Riemanna — por. Twierdzenie 11.3.7).
Jezeli @ : U — V bedzie dyfeomorfizmem klasy Ct, to dla dowolnego zbioru reqularnego A CC U i dla
dowolnej funkcji f € R(P(A)) (%) funkcja (f o @) - |@'| jest catkowalna w sensie Riemanna na A oraz

L(A)f—/A(foé)W@’l

Dowdd. Korzystamy z Twierdzen 12.2.1 1 12.4.9: No((f 0 @)|®'|) = & (Ng(a)([f))- O

Twierdzenie 12.4.11 (II twierdzenie o zmianie zmiennych w caltce Lebesgue’a). Jezeli @ : U — V jest
odwzorowaniem bijektywnym klasy C', to dla ® zachodzi twierdzenie o zmianie zmiennych.

Lemat 12.4.12. Jezeli f € C1(£2,R"), to L(f(Sn—1)) = 0, gdzie S,,_1 := {z € 2 : det f'(z) = 0}.
Odnotujmy, ze jest to specjalny przypadek nastepujacego Twierdzenia Sarda.
Twierdzenie* 12.4.13 (Twierdzenie Sarda (70) ). Niech f : 2 — F bedzie odwzorowaniem klasy C*
(k € N) zbioru otwartego 2 C R™ w przestrzen unormowang F. Zdefiniujmy
S = {z € 2 :rank f'(z) := dim f'(x)(R") < r}.
Wtedy
HH=I/R(F(8,)) =0, r=0,...,n—1.

Dowdd Lematu 12.4.12. Wystarczy pokazaé, ze f(S,—1NQ) jest miary zero dla dowolnej kostki Q CC 2
o wszystkich krawedziach réwnych ¢. Niech

If(@") = f@") < Llla" = "], 2',2" €@,
gdzie L := max{||f(z)] : * € Q} (norma operatorowa). Ustalmy £ > 0. Podzielmy kostke @ na N™
rownych kostek tak, ze dla dowolnej kostki Q' z tego podzialu mamy
1) = fanl <o e Q.

Ustalmy kostke Q' taka, ze S,,—1 N Q" # &. Bedziemy si¢ staraé oszacowaé miare zbioru f(Q’). Ustalmy
xo € Sp—1NQ’ iniech W bedzie (n—1)—wymiarowa podprzestrzenia wektorowa R™ taka, ze f'(zo)(R™) C

67) Zauwazmy, ze permutacje zmiennych sa dyfeomorfizmami przywiedlnymi.

68) Bo wtedy ¥’ (ug,vo) 0 ©'(a) = &'(a), skad, na podstawie twierdzenia o lokalnym dyfeomorfizmie, ¥ i © musza

by¢ dyfeomorfizmami w otoczeniu, odpowiednio, (ug,vo) i a — beda to poszukiwane dyfeomorfizmy przywiedlne dajace

rozklad @ w otoczeniu a.
69) Przypomnijmy, ze wiemy juz, ze zbiér ¢(A) jest regularny.

70) Arthur Sard (1909-1980).
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W. Niech W' := f(xq)+W; W’ jest (n—1)—wymiarowa plaszczyzng afiniczna. Niech 2 € Q'. Na podstawie
twierdzenia o przyrostach skonczonych mamy:
1f (@) = f(wo) — f'(z0)(z — 2o)l| < ellw — @oll < ev/nl/N,
1f(z) = f(@o)|l < Lllz — a0 < Lv/nt/N.

Poniewaz f(zo) + f'(z0)(x — xo) € W', zatem

dist(f(x), W) < ev/nl/N.
Oznacza to, ze f(Q') lezy w walcu

W +y" " eRY Y e W,y e W, |y = f(xo)| < Lvnl/N, |ly"|| < ev/nt/N}. ()
W takim razie, na podstawie zasady Cavalieriego, mamy
L(f(Q") < LY (By—1)(LVnl/N)" 1 (2ev/nl/N) =: Coe /N

a stad

L™(f(Sn-1NQ)) < Coe. O

Dowéd Twierdzenia 12.4.11. Niech S = {x € U : det®d’(z) = 0}. Wobec Lematu 12.4.12 mamy
L"(@(S)) = 0. Na podstawie twierdzenia o lokalnym dyfeomorfizmie wiemy, ze zbiér V \ &(S) = &(U \ S)
jest otwarty oraz, ze @|;ng : U\ S — V \ $(5) jest dyfeomorfizmem. Teraz mozemy skorzystaé z I
twierdzenia o zmianie zmiennych w calce Lebesgue’a:

ﬁ%%m=M@mwww:ﬁ@m»w=/&@Mﬂ=ﬁ@wﬂ- 0

Twierdzenie 12.4.14 (III twierdzenie o zmianie zmiennych, zob. Obserwacja 14.4.3(e)). Jezeli @ :
U — V jest homeomorfizmem spetniajgcym lokalnie warunek Lipschitza, to dla @ zachodzi twierdzenie
o zmianie zmiennych.

12.5. Funkcje dane calka

Zalozmy, ze {2 jest pewnym zbiorem, (X,9, ) — przestrzenia z miara nieujemna (72), zas§ f :
2 x X — C — funkcja taka, ze

f(z,") € LY(X, u) dla dowolnego z € £2.
Definiujmy funkcje dang catkq
o) i= [ F.0du(t), e 2
X

por. Twierdzenie 11.3.3. Interesuje nas, jak whasnosci funkeji f (np. cigglosé, rozniczkowalnosé) przenosza
sie na funkcje ¢.

Twierdzenie 12.5.1 (Twierdzenie o funkcjach danych catka (73) ). (a) Zatozmy dodatkowo, ze (2 jest
przestrzeniq metryczng, xg € 2 oraz
o f(-,t) € C(2,C; ) dla dowolnegot € X,
o [f(z, 1) <go(t), (z,t) € 2 x X, gdzie go € L'(X, ) (™).
Wtedy ¢ € C(£2,C; ). W szczegdlnosci, jezeli
o f(,t) €C(2,C) dla dowolnego t € X,
b |f(m7t)| ggo(t); (xvt) € .QXX, gdzie 9o eLl(X::U');
to p € C(12,C).

™) Tuidalej: Wt :={£ €R™ : Vyew : (€,n) =0}, gdzie (, ) jest standardowym iloczynem skalarnym w R™.

72) Mozemy mysle¢ o przypadku, gdy X € L, za$ u jest miarg Lebesgue’a.

73) Por. Twierdzenie 11.3.3.

74) Odnotujmy, ze warunek ten jest spetniony np. gdy p(X) < +oo, za$ f jest ograniczona.
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(b) Zatozimy dodatkowo, ze (2 jest zbiorem otwartym w pewnej przestrzeni unormowanej E, k € N
1&1,...,& € E. Jezeli

6(’)5?-(-521 (x) istnieje dla dowolnego (x,t) € 2 x X,

Jf(. . .
o Sk (a) <g;(t), (@.t) € 2 x X, gdzie g; € L' (X, 1), j =0,....k,

to dla dowolnego x € 2, funkcja X >t JE, 6‘2’;)0_'("521 (x) jest catkowalna, pochodna 85:’_7’?%&1@) istnieje
oraz
e If (1)
——(z) = | ———(2)du(t).
0606 ") = [ 06+ 0g MY

Dowdd. (a) Niech x5 — z0, 95 := f(xs,-) — f(z0,-). Wtedy s — 0 punktowo na X oraz |¢| < 2go.
Stad, na podstawie twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanym przechodzeniu do granicy pod znakiem
calki, dostajemy @(xs) — @(x0) = [ Ysdp — 0.

(b) Zastosujemy indukcje ze wzgledu na k. Dla k = 1 ustalmy zo € £2. Mamy

1
of (1) (7o) = lim f(xo + gflylt) - f(ﬂﬂoﬂf)7
061 1

o N3s—+oo

S

skad, na podstawie Obserwacji 12.1.7(s), wnioskujemy, ze funkcja 17° jest mierzalna. Poniewaz |7°| <
g1, funkcja 97° jest rowniez catkowalna. Zauwazmy, ze

o(xo + hf}t) —o(x0) /X 8];(5-;15) (o) dp(t) = / (f(xo + h&,}f) = flzo,t) aj(;(g-;t) (mo))du(t)

::/ F(h,t)du(t), 0<|h|l<r<l1.
X

Na podstawie twierdzenia o wartoéci §redniej mamy |F(h,t)| < 2¢:1(t). Polézmy dodatkowo F(0,t) := 0.
Teraz pozostaje skorzystaé z (a) dla danych (2, X, f, go) := ((—r,7), X, F, 2¢g1).
Aby wykonaé krok indukcyjny k — 1 ~» k wystarczy zastosowaé¢ powyzsze rozumowanie do danych

k = (1 T — akilf('vt) O
( 7fvgla s 7gk) - ( ,(.Z‘ﬂf) L ¢k71(t) — D€p_1---0& (-73)7919)-

Uwaga 12.5.2. Powyzsze wyniki moga by¢ uogolnione na przypadek, gdy f : 2 x X — F, gdzie F
jest osrodkowsq, przestrzeniag Banacha.

12.6. Gestosé Co(2,C) w LP(02,C, L")

Propozycja 12.6.1. Dla dowolnego zbioru otwartego 2 C R™ i dla dowolnego 1 < p < +00 przestrzeri
Co(£2,C) jest gesta w LP(£2,C, L™) w normie LP (75).

Dowdd. Mozemy sie ograniczy¢ do funkeji rzeczywistych. Oczywiscie
Co(£2) C LP(02,L7).

Ustalmy, f € LP(§2,L"). Mozemy zalozy¢, ze f > 0 (76). Niech 2, := 2N B(k), fr :== f - xa., k= 1.
Zauwazmy, ze |fr, — f|P — 0 oraz |fi, — f|P < fP, k > 1, zatem, na podstawie Twierdzenia Lebesgue’a,
fx — f w LP. Mozemy wiec zalozyé, ze {2 jest ograniczony. Niech M (£2) > fi /' f. Tak jak powyzej
fi — f w LP, wiec mozemy przyjac¢, ze f jest funkcja prosta i dalej, ze f = xa, gdzie A € L,
A C 2. Wezmy € > 0. Wiemy, ze istnieja: zbiér domkniety K C A oraz zbiér otwarty U D A takie,
ze LU\ K) < e. Mozemy zalozy¢, ze U C (2. Ograniczonos$é {2 gwarantuje nam zwartos¢ K. Na
podstawie Wtasnosci 9.1.9 istnieje funkcja g € Co(U) taka, ze 0 < g < 11 g = 1 na K. Teraz mamy:
lg — fliz. = fU\K lg — flPdL™ < e. U

(75) Twierdzenie nie jest prawdziwe dla p = 400, bowiem zbieznosé ciagu funkeji z Co(£2) w sensie normy L°°, to
zbieznos¢ jednostajna, a wiec granica musi byé¢ co najmniej funkcja ciagla.
(76) Jezeli f € LP, to fi € LP.
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12.7. Splot
Dla f,g € M(R™,C, £L,,) zdefiniujmy

Dyeg = {2 €R": [ 1@ =)o)l aL"() < +oc},

(f *g)(x) = A fx—y)gly) dL™(y), =€ D(f *g).
Funkcje f * g nazywamy splotem funkcji f i g.

Obserwacja 12.7.1. (a) Na podstawie twierdzenia o zmianie zmiennych dostajemy: Dy.q = Dgys oraz

frg=gx*[.
(b) Dfl*g N sz*g - D(Oélf1+042f2)*g oraz

(arfi+azfa) xg=on(fixg) +aa(faxg) na  DfugN Dy

Oznacza to, ze splot jest operacja dwuliniowa symetryczna.

Propozycja 12.7.2. Niech f € LP(R"), g € LY (R"™), 1 < p,q < +0o. Zatézmy, ze % + % > 1 i niech

1 < r < +oo bedzie liczbg taka, zZe

1 1 1

-—=-4--1

r P q
Wtedy splot f = g jest okreslony L™ —prawie wszedzie na R™, fx g € L"(R™) oraz zachodzi nastepujgca
nieré6wnosé¢ Younga (77) :

I *gller < fllzellgllze-
W szczegolnosci, splot
LP(R™) x LYR™) > (f,g9) — f*g € L"(R")
jest operacjq dwuliniowq, symetryczng i cigglq.
Ponadto, jezeli r = 400, tzn. jezeli p i q sq sprzezone, to splot f x g jest okreslony wszedzie i jest

funkcjg cigglq.

Dowdd. Zauwazmy, ze p <71, ¢ < 7.
Rozwazmy najpierw przypadek r = 4o00.
Wtedy, wobec nieréwnosci Holdera oraz twierdzenia o zmianie zmiennych, dostajemy:

/" |f(x = y)g(y)| dL"(y) < [ f (@ = )|z

La, x e R™

lg]

glles = I fllLe

Oznacza to, ze Dy, = R" oraz, ze suppn |f * g| < ||f||zellgllze (7).
Mozemy zalozy¢, ze p < +oo. Jezeli (£,)°%, € LP(R™) i f, = fo, to
gl

s]lé}p\fu xg— foxg| <|fo — follzellgllLa,

a zatem f, x g — fo * g jednostajnie na R”. W szczego6lnosci, wobec Propozycji 12.6.1, aby pokazaé, ze
[ = g jest funkcja ciagla, mozemy zalozyé¢, ze f € Co(R",C).
Ustalmy z¢p € R™ i e > 0. Poniewaz f jest funkcja jednostajnie ciagla na R™, istnieje 6 € (0,1) taka,
ze |f(z") — f(2")| <eoile ||z — 2| < 4. Niech
K := —(supp f) + B(zp,1) = {y e R™ : 3o eBag1) P T — Y € supp f}.

Teraz, dla x € B(xg, ), mamy:

1 *g(x) — fxglao)] < / @ —y) — £ —9)llgly)| dL™(y)

Rn

< ([ 156 =) - 10—l i) " lolos

La-

= ([ 1@ =9~ 10 =)l 42" 0)) " lalle < 2"l

77) William Henry Young (1863-1942).

78) Uwaga: nie piszemy || f * g||Lo poniewaz jeszcze nie wiemy, czy f * g jest funkcja mierzalna.
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Niech teraz, r = 1 (tzn. p = ¢ = 1). Wtedy, na podstawie twierdzenia Tonellego (i twierdzenia
o zmianie zmiennych), mamy

L ([ =gl acre)ac @ = [ 15 - gl )
= [ ([ 1=l der@)lat)] de”w)
= [ ([ 1@l ae"@) ol 2" @) = 1112l v

Wrynika stad, ze funkcja R™ x R™ 3 (x,y) — f(z —y)g(y) jest klasy L'(R™ x R™). Stad, na podstawie
twierdzenia Fubiniego, splot f * g jest okreslony L£L™prawie wszedzie, jest klasy L'(R™) (w szczegolnosci,
jest funkcja mierzalna) i || f * gl < ||fllz1llgllz:-

Niech 1 < r = p < 400 (w ten sam sposob rozpatrujemy przypadek 1 < r =g < +00).
Zauwazmy, ze ¢ = 1. Niech 1 < s < 400 bedzie liczba sprzezona z p. Przystepujemy do szacowania:

/n (/n [f (@ = y)g(y)l dﬁ"(y))pdﬁn(z)

= [ ([ st = s Pla) 7 aen ) ae

<[ (L v w) ([ 1swreo i) ac

= ([ ([ 1r@=wriawiacw)ic@)( [ 1ol anm)"
([ sarac@)( [ tawiacw)( [ el iw)”

= (Ifllzellgll)”s

gdzie (1) wynika z nieréwnosci Holdera (dla p i s), za$ (2) wynika z twierdzenia Tonellego.

Na koniec, niech 1 < r < 400, p < riq < r. Niech 1 < s < 400 bedzie liczbg sprzezona z r.
Zdefiniujmy
p . q

a:= b=
s(1—p/r)’ s(1—q/r)
oraz zauwazmy, ze sg to rowniez liczby sprzezone (79) . Ponadto:

T_T_y T _T_y
sa P sb ¢

Przystepujemy do szacowania:

/n (/n If(z —y)g(y)l dﬁ”(y))rd/;n(x)
= [ ([ 15— a1 = ) g 4 ) e @)

% /n (/n |f(z— ?J)|p|g(y)|qd£"(y)) (/ |f(z — Z/)ls(l—p/r)|g(y)|S(1—q/r)d£n(y)>T/Sd/;n(x)

2)

< /n (/n | f(z— y)|p|9(y)|qd£n(y)) (/Rn |f(z — y)|as(1—p/r)d£n(y))r/(as)X
X (\/‘71 |g(y)|bs(1—q/r)dﬁn(y)>r/(bs)

—~
-

—

dL™(x)

(79) Istotnie,
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- (/ (/ @ = p)Plgw)I? dL" () )aL™ @)) 115" gl
D ([ 1s@p acr@) ([ 1ot ae @)l = 0l ol

gdzie (1) wynika z nier6wnosci Holdera dla r i s, (2) — z nier6wnosci Holdera dla a i b, za$ (3) wynika
z twierdzenia Tonellego. O

Whniosek 12.7.3. Przypusémy, ze f € LP(R™), g € LY(R™), h € L"(R™), 1 < p,q,r < +00. Zaldzmy, ze

%—i—% >1, %—l—% >1, %—i—%—i—% > 2 i niech 1 < s < 400 bedzie liczbg takg, Ze % = %—i—%—i—%—?. Wtedy:
sploty f* (gxh) i (f xg)=*h sq okreslone L™ —prawie wszedzie,

fx(gxh)=(f*g)=*h (a wicc mozemy okresli¢ f xg=h),

f*gxheL*(R"),

f* g hllLe <[ fllzellgllza ]l

Definicja 12.7.4. Wprowadzamy nastepujaca konwencje dla funkcji mierzalnych f : X — R okreslo-
nych na pewnym zbiorze X z miara nieujemna p : 9 — [0, +00]. Piszemy ,,supp f C A7, gdzie A € 9N,
jezeli f =0 p—p.w. na X\ A (8°). Jezeli X jest przestrzenig topologiczng i B(X) C O, to zdanie ,supp f
jest zbiorem zwartym” oznacza, ze istnieje zbior zwarty K C X taki, ze supp f C K.

Propozycja 12.7.5. (a) Niech f,g bedq takie, jak w Propozycji 12.7.2. Zalézmy, ze supp f C K
isuppg C L, gdzie K, L C R" sq zbiorami zwartymi. Wtedy

supp(f *xg) C K+ L.

W szezegdlnosci, supp(f * g) jest réwniez zbiorem zwartym.
(b) Jezeli f € LY(R™), suppf C K CC R" i g € CE(R",C), to f* g € CE(R™,C) oraz DYf * g) =
I * (D) dla dowolnego wielowskaznika o takiego, ze |a| < k (k € Ng U {o0}).

Dowdd. (a) wynika bezposrednio ze wzoru na splot.
Dla dowodu (b) zastosujemy Twierdzenie 12.5.1 do {2 :=R", X := K oraz do odwzorowania

n F
R* X K 3 (z,y) — f(y)g(z —y).

Mamy |DZF(z,y)| = |f(y)D%(x = y)| < Malf(y)l, gdzie My := max|D|. Pozostaje zauwazy¢, ze
M,|f| € LY(X,C, L"). O
12.8. Regularyzacja

Ustalmy funkcje @ € Cg°(R™) taka, ze:

e >0,

e supp® C B,

o B ) =B(|z1],...Jwn]),
o [o PdC" = 1.

Kazda taka funkcje nazywamy funkcjg reqularyzujgcg w R™. Dla przyktadu, niech
1
U(a) = € T el flal <1 / wacr.
0, jezeli ||lz]| > 1 B,

Wtedy & := %&U jest funkcja regularyzujaca.
Potézmy
b (x):=e "P(x/e), >0, xR

i zauwazmy, ze na podstawie twierdzenia o zmianie zmiennych dostajemy

/ $.dL" =1.

Dla f € LP(R™) (1 < p < +00) zdefiniujmy e-regularyzacje funkeji f jako
fer=fxD,, e>0.

(80) Uwaga: Nie definiujemy w ten sposob zbioru supp f, ale méwimy jedynie, co to znaczy, ze supp f C A.
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Obserwacja 12.8.1. Wobec Propozycji 12.7.2 mamy:
o f.€ LP(RM),
o | fellr <Iflze-
Na podstawie twierdzenia o zmianie zmiennych dostajemy:

fe(z) = /B flxz —ey)®(y) dL"(y), &>0, x € R".

Twierdzenie 12.8.2. Niech f € LP(R™) (1 < p < 00) i niech supp f C K CC R™ (3'). Wtedy:
(a) fE S C(()X)(Rn)a Suppr C K(E) = U E(fl},&') (82) 7'
zeEK
(b) jezeli f € Co(R™), to fo — f jednostajnie na R™ pray e — 0; (5?)

)
(c) jezelip < 400, to f- z, f praye — 0;
(d) jezeli f € CE(R™), to DY(f-) = (D%f) oraz D f.) — D°f jednostajnie na R"™ przy e — 0 dla
laf < k.

Dowdd. (a) wynika z Propozycji 12.7.5.
(b) Funkcja f jest jednostajnie cigglta na R™. Mamy wiec

1/e = fllze < sup / |f(z —ey) — f(2)|@(y) dL"(y) < ws(e) — 0, gdy e —0,
zeR™ JB,
gdzie — przypomnijmy —

wy(e) = sup{|f(a) — f(2")] : [l2" — 2" < e}.

(c) Niech n > 0. Na podstawie Propozycji 12.6.1 istnieje g € Co(R™) taka, ze ||g — f|lLr < 1. Na
podstawie (b), mamy: g. L, g gdy € — 0. Dalej:

Hfa - fHLP < ”fs - gEHLP + ”95 - gHL” + Hg - f”LP
<|f=gllee +llge —gllee + 1 <20+ |lge —gllzr <31, 0<e< 1.

(d) wynika z (b) i Propozycji 12.7.5(b). O
Jako natychmiastowy wniosek z Propozycji 12.6.1 1 Twierdzenia 12.8.2 dostajemy nastepujacy wynik.

Whiosek 12.8.3. Dla dowolnego zbioru otwartego 2 C R™ i dla 1 < p < +oo przestrzen C3°(£2,C) jest
gesta w LP(£2,C, L™) w normie LP.

12.9. Rozklad jednosci

‘Whiosek 12.9.1. Dla dowolnego zbioru otwartego 2 C R™ i dla dowolnego kompaktu K C {2 istnieje
funkcja ¢ € C§°(12) taka, 2e0< p<1lip=1naK.
Dowdd. Jezeli 2 & R™, to niech 4r := dist(K,R™ \ 2). Dla 2 = R™ ustalmy dowolne r > 0. Wystarczy
wzigé

# = (Xxen),
i skorzysta¢ z Twierdzenia 12.8.2. Istotnie, ¢ € C§°(R™), 0 < ¢ < 1, supp ¢ C (supp xxen)™ € K6 ¢
2 oraz (wprost z definicji) ¢ = 1 na K. O

Twierdzenie 12.9.2 (Rozklad jednosci). Niech (£2;)ier bedzie dowolng rodzing zbioréw otwartych w R™,
Q:= | 2. Wtedy istnieje rodzina funkcji
teT

(¢i)ier C CO(R™,[0,1])  (3%)

82

81) W szczegdlnosci, f € L(R™).
Odnotujmy, ze K(€) jest zwarty.

P
(83) W szczegdlnosci, wobec (a), fe , f edy € — 0 (przy dowolnym p).
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taka, ze:
e istnieje odwzorowanie T : I — T takie, ze supp @; C 2.y, i € I, (*°)
e rodzina (supp ¢;)ics jest lokalnie skoriczona na 2 (86) s

e Y pwi=1naf (87).
iel
Dowdd. Krok 1°: Pokazemy, ze
Dla dowolnego zbioru zwartego K C §2 istnieje rodzina

(wt)tET C Cgo(Rn’ [07 ]-D
taka, ze:
e suppyy C (2, teT,
o Y, =0 z wyjgtkiem skoriczonej liczby indeksow t,
e Y iy=1naK.

teT

Istotnie, poniewaz K jest zwarty, zatem istnieje zbior skonczony Ty C T taki, ze K C |J (2.
teTy

Zauwazmy, ze istnieja zbiory zwarte K, C (2, t € Ty, takie, ze K C |J K; (*%). Na podstawie Wniosku

12.9.1, dla kazdego t € T istnieje funkcja ©; € C§°(2,10,1]) tfkﬁ: ze ©; = 1 na K; (%9). Niech
Oy = >, O¢iniech U := {x € 2: Og(x) > 0}. Wtedy K C U. Korzystamy jeszcze raz z Wniosku
12.9.1 itflf)nstajemy funkcje © € C5°(U, [0,1]) taka, ze © = 1 na K. Teraz definiujemy:
0, jezeli t € T'\ Ty
Yy = {Qg(t) na U
0 na R™\ supp®’
Widzimy, ze 1: € C§° (24, [0,1)), t € T, Yy =0dlat ¢ Ty i > ¢ =1 na K.

teT

jezeli t € Ty

Krok 2°: Ustalmy ciag kompaktow (L;)52, taki, ze L; C int L1, € 2102 = | L; (*°). Niech
=1

J=
L_l = LO = .

Dla kazdego j € N rozwazamy kompakt K, := L; \ int L;_; oraz jego pokrycie otwarte zbiorami
2= (int Ljs1 \ Lj—2) N 2, t € T. Na podstawie Kroku 1°, dla dowolnego j € N istnieje podzbior
skoniczony T; C T oraz funkcje ¢, € C3°(92;4,[0,1]), t € Tj, takie, ze ), ¢;; = 1 na K;. Ponie-

teT;
waz supp ;¢ N Lj_o = &, zatem rodzina {suppt,; : j € N, t € T}} jest lokalnie skoriczona na 2.

W szczegolnosci, funkcja g := > Y ;¢ jest klasy C*=(£2). Oczywiscie 1y > 0 na (2. Teraz ktadziemy
J=1teT;

wit =i o, (J,t) € L:={(J,t): j €N, t € Tj}, 7(j,t) :=1t. O

Twierdzenie 12.9.3 (Rozktad jednosci). Niech (£2;)ier bedzie dowolng rodzing zbioréw otwartych wR™,
Q:= | 2. Wtedy istnieje rodzina funkcji (oi)ier C C*(£2,]0,1]) (91) taka, ze:

teT

5843 Zwana rozktadem jednosci dla pokrycia (£2¢)ier-
85

Odwzorowanie 7 nazywamy odwzorowaniem wpisujgcym. W trakcie dowodu zobaczymy, ze mozna wybraé¢ I C

NxTir(jt) =t.
86) Tzn. kazdy punkt = € 2 ma otoczenie otwarte U C (2 takie, ze zbior {i € I : supp@; NU # 3} jest skoniczony.

87) Wobec poprzedniej wlasnosci, dla dowolnego = € R™ istnieje jedynie skoriczona liczba i € I takich, ze ¢;(x) # 0,

wiec Z @i(z) sprowadza si¢ do sumy skonczonej.
i€l
(88) Niech Kt == {z € 2, NB(1/e) : dist(z,R™ \ £2;) > €}. Poniewaz |J |J int Kie = |J 2 D K, zatem istnieje
teTye>0 teTo
g0 > 0 takie, ze mozemy przyjac¢ K := Ky g -

89) Tu i dalej stosujemy oczywiste utozsamienie: C§°(£2) C C5°(R™) dla dowolnego zbioru otwartego £2 C R™.

Niech L; := {z € 2 NB(j) : dist(z, R \ 2) > 1/j}. Oczywiscie L; jest zwarty oraz L; C {z € 2 NB(j +1) :
dist(z, R™ \ 2) > 1/(j + 1)} C int L;j41. Ponadto, int L; ~ £2.
91) Zwana rowniez rozktadem jednosci dla pokrycia ($2¢)ter.

90
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o suppy; C 1 (), teT,

e rodzina (supp ¢i)ier jest lokalnie skoriczona na 2,

e > vr=1na.

teT
Dowdd. Na wstepie zauwazmy, ze mozemy zalozy¢, ze pokrycie (£2;)er jest przeliczalne i lokalnie skon-
czone na {2.

Istotnie, na podstawie twierdzenia Lindel6fa, mozemy wybraé podpokrycie przeliczalne (£2;,)%2 ;.
Przypusémy, ze znalezliSmy rozklad jednosci dla tego podpokrycia. Wtedy wystarczy poltozyé ¢y := 0
dlat € T\ {t1,t2,...} i otrzymamy rozktad jednosci dla wyjsciowego pokrycia. Teraz musimy skorzystaé
z przeliczalnej parazwarto$ci zbioru (2 (93), wobec ktorej istnieje lokalnie skoriczone pokrycie (W,,)52
zbioru {2 takie, ze W, C {2, v =1,2,.... Przypusémy, ze znalezlismy rozkltad jednosci dla tego nowego
pokrycia. Jest oczywiste, ze jest to rowniez rozktad jednosei dla pokrycia (£2;,)2 ;.

Zatozmy wiec, ze pokrycie (£2;)ier jest lokalnie skoriczone na 2. Zachowujemy oznaczenia z poprzed-
(o)

niego dowodu. Niech ¢, := > ¢;+, t € T. Oczywiscie ¢ € C*°(£2) 1 > ¢ = 1 w {2. Pozostaje zbadac,
j=1 teT

gdzie lezy supp ¢;. Oczywiscie,

{r e :p(x)#£0}C U supp ;¢ =: Fy C 2.
j=1
Poniewaz rodzina (supp;,¢)52; jest lokalnie skoficzona na §2 zbior Fy jest domknigty w 2, a stad
supp ¢ C Ft C Qt. O

Whiosek 12.9.4. Niech 2 C R" bedzie zbiorem otwartym, niech F C {2 bedzie zbiorem domknietym
w 2 i niech U C 2 bedzie otwartym otoczeniem F. Witedy istnieje funkcja ¢ € C*(£2,[0,1]) taka, zZe
suppp C U i ¢ =1 w pewnym otoczeniu zbioru F'.

Dowdd. Stosujemy Twierdzenie 12.9.3 do pokrycia zbioru {2 ztozonego z dwoch zbiorow (21 := U i (25 :=
{2\ F . Niech @1, 2 bedzie C* rozktadem jednosci przyporzadkowanym temu pokryciu: ¢; € C*(42, [0, 1]),
suppw; C 25, j = 1,2, o1 + @2 = 1. Niech ¢ = ¢;. Wtedy oczywiscie ¢ € C*(£2,[0,1]), suppp C U.
Ponadto, ¢ = 1 na zbiorze {2\ supp ¢2, ktory jest otoczeniem F'. (|

‘Whiosek 12.9.5. Niech {2 C R™ bedzie zbiorem otwartym i niech Fy, F1 C §2 bedq zbiorami domknietymsi
w 2 i takimi, ze FoNFy = @. Wtedy istnieje funkcja ¢ € C*°(§2,]0,1]) taka, Ze o = j w pewnym otoczeniu
zbioru Fj, 7 =0,1.

Dowdd. Stosujemy Wniosek 12.9.4 do zbioru domknietego F' := Fy i jego otoczenia U := §2 \ Fy. Niech
p € C*(£2,]0,1]) bedzie funkcja taka, ze suppp C U i ¢ = 1 w pewnym otoczeniu zbioru F;. Wtedy
© = 0 na zbiorze 2\ supp ¢, ktory jest otoczeniem Fy. O

12.10. Miara i calka Lebesgue’a na podrozmaitosciach w R"

Niech M bedzie d-wymiarows podrozmaitosciag w R" klasy C'. Jezeli d = 0, to przez miare Lebesgue’a
na M rozumiemy miare liczaca. Kladziemy £y := P(M) i LM := miara liczaca. W przypadku, gdy
d = n podrozmaitogé M jest zbiorem otwartym w R”. Wtedy przyjmujemy £y := Lo |ar, LM := L7z,
Pozostaje przypadek 1 <d <n — 1.

Zdefiniujmy £); jako rodzine wszystkich A C M takich, ze dla dowolnej lokalnej parametryzacji
p: P — U mamy: p~'(A) € L£4. Jest rzecza widoczna, ze Ly jest o—algebra oraz, ze B(M) C L.

Propozycja 12.10.1. Niech (p; : Pi — U;)icr bedzie dowolnym, co najwyzej przeliczalnym, uktadem
lokalnych parametryzacji takim, ze \J U; = M (%) .
i€l
(a) Dla A C M mamy: A € Ly < Vier :pfl(A) e Ly.
(b) Dla f: M — Y, gdzie Y jest przestrzeniq topologicznag, nastepujace warunki sq réwnowazne:

92) supp ¢ jest relatywnie domknietym podzbiorem 2.

93) Zob. np. [Eng 1968], Rozdzial 5, § 2.

94) Rodzina taka istnieje na podstawie twierdzenia Lindeléfa — zob. dowod Propozycji 12.10.4.
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(ii) fop e M(P,Y,Ly) dla dowolnej lokalnej parametryzacjip : P — U;
(lll) Vier :fopl- EM(Pi,Y,Ld).

Dowdd. (a) Niech p : P — U bedzie dowolng parametryzacja i niech ¢; := p~! o pl 1p; (U nU;) —

p ' (UNU;), i€l Wtedy p~'(A) =p~'(AN UIU) Ujp_l(AﬁU) U ilpi (A )ﬂpz (U)) € La
i€ i€
na podstawie zatozen i Propozycji 12.1.38(c).

(b) () = (ii): (fop)~' () =p~ ' (f~1(2)).

(if) = (iii): oczywiste.

(iit) = (i): p; *(f1(2)) = (f o ps) "1 (2) i korzystamy z (a). O

Dla odwzorowania rézniczkowalnego f = (f1,...,fn) : 2 — R™ gdzie {2 jest zbiorem otwartym
w RY, d < n, niech |f/]: 2 — R,

(firs- oo fia)
Jaf == por. § 7.4),
d (I;:n‘ At1,-- . ta) ) ( )
gdzie
a(fi17"'7fid) L af’L]
a(t1, .. ta) '_det[atkL,kﬂ ..... 4
Z::{I:(ib...,id):lgil<-~-<id§n}.

Zauwazmy, ze dla d = n symbol J;f pokrywa si¢ z wprowadzonym poprzednio modutem wyznacznika
macierzy Jacobiego | f’].
Odnotujmy réwniez, ze Jyf (to) > 0 <= rank f'(tp) = d.

Obserwacja 12.10.2. Jezeli ¢ : G — £2, f : 2 — R sa odwzorowaniami rézniczkowalnymi, gdzie G
i £2 sa podzbiorami otwartymi w R? i o(G) C £2, to

Ja(fow) = ((Jaf) o) - |¢'].

Twierdzenie 12.10.3. Istnicje doktadnie jedna miara LM : Ly — [0,400] taka, ze dla dowolnej
lokalnej parametryzacji p : P — U mamy:

EM(AOU):/ ()Jdpdﬁd, A€ Ly (*)
1(A

Ponadto miara ta ma ponizsze wtasnosci.

(a) Jest zupetna, B-regularna (Deﬁmz:]a 12.1.27) oraz istnieje ciqg (£2;)52, zbioréw otwartych i rela-
tywnie zwartych w M, dla ktérego M = U £2; 4 LM i) < +oo, j =1 (95) W szczegdlnosci, dla miary

LM zachodzq warunki (R1), (R2), (R3), (R4) 2 Propozycji 12.1.29.
(b) Dla dowolnej funkcji f € MT(M,Ly) oraz dla dowolnej parametryzacji lokalnej p : P — U
mamy:

/ fact = / (f o p)Jap 7. (*)
U P

(c) Dla dowolnej funkcji f € L*(M,C,LM) oraz dla dowolnej parametryzacji lokalnej p : P — U
mamy: (f o p)Jap € L*(P,C, L) oraz zachodzi (**).

Miara £M nosi nazwe miary Lebesque’a na M.

[e o]

Dowdd. Ustalmy przeliczalng rodzing lokalnych parametryzacji (p; : P; — Uj);";l taka, ze |J U; = M.
j=1

Niech By := Uy, Bj :==U; \ (U1 U---UU;_1), j = 2. Oczywiscie B; € B(M) C L, j € N, oraz

(95) Por. Propozycja 12.1.29.
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oo

Bj = M. Teraz dla zbioru A € £ kladziemy:
j=1
LM(A) = / Jap; dL2.
; p; (ANBy) !

Udowodnimy, ze jest to miara. Niech (Ay)g2, bedzie ciggiem parami roztagcznych zbioréw mierzalnych.
Wtedy:
oo

e ( G a) =3 / Tap; dL = i i / Jap; dL*

k=1 =1 7p (U, AnnBg) J=1 k=17 P; ' (AxNB;)
[e o] [e o] o0
=3[ et =32 (),
-1
k=1j=1"P; (AeNBj) k=1

Teraz sprawdzimy wzor (*). Ustalmy lokalng parametryzacje p : P — U i niech ¢; := p~lop; :

pj_l(U NU;) — p (U NU;), ¢; = ij_l, j =1 Wtedy dla A € Ly, A C U, korzystajac z twierdzenia
o zmianie zmiennych i z Obserwacji 12.10.2, mamy:

o)

Jap dL% = / Jap dL4 = / Ja(p; 0 ;) dL?
/,,_1(A> ; p=1(ANE) 2 o

=17 ei(p; (AnB;ND))

= /  (alpou)) o) ¥ act =Y / Japy ALY = LM (4).
=17 =17

71 (ANBy) ~1(ANBy)

Niech p : L3y — [0, +00] bedzie inna miarg spelniajaca (*). Wtedy dla A € £y mamy:

WA =S pAnB) =Y [ et = (),
Jj=1 j=17P;

(ANB;j)

a wigc LM jest jedyna.

(a) Zupetosé. Niech B € A € Ly i LM(A) = 0. Wtedy, na podstawie (*), dla dowolnej parame-
tryzacji p : P — U, zbiér p~!(A) jest miary zero w R?. Poniewaz p~1(B) C p~1(A), a L? jest zupelna,
wigc p~H(B) € L£4. Oznacza to, ze B € L.

Regularnosé. Niech A € £);. Poniewaz £ jest B-regularna (Propozycja 12.1.29), wiec dla dowolnego
j istnieje zbiér C; C P; typu Gs oraz zbiér Z; C R? miary zero takie, ze pj_l(A N B;) = C; \ Z;. Niech

A= p;(C;). Oczywiscie A C A, A jest borelowski oraz
j=1

£M(A) = Z/ ) Jap; dL" = Z/ Jap; AL =" LM (p;(Cy)) > LM (A),
j=17p; (ANBy) j=17Ci j=1

skad wynika, ze LM (A) = LM (A).
Przechodzimy do sprawdzenia ostatniego warunku. Pol6zmy

1
Piy:={te P;NB(k) : dist(t, R\ P) > -}, keN,
i niech
N
.QN = Upj(Pj,N)7 N e N.
j=1

Widagé, ze (2 jest otwarty i relatywnie zwarty w M, 2x C 2n41, 2n / M oraz
N
LM () < Z/ Japj ALY < +oc.
j=1"PinN

(b) Dla f = x4 wynik sprowadza si¢ do (*). Dalej klasycznie: najpierw dla M (M, £1s), a nastepnie
przejscie graniczne.
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(c) Wystarczy rozwazy¢ przypadek rzeczywisty. Catkowalnosé otrzymujemy z (b) zastosowanego do
| f|. Wzoér otrzymujemy z (b) zastosowanego do fi. O

Propozycja 12.10.4. Niech M’ bedzie d' ~wymiarowq podrozmaitosciq klasy C* w R™ takq, ze M’ C M.
Jezeli d' < d < n, to LM (M') = 0.

Dowdd. Przypadek d' = 0 jest oczywisty. Niech 1 < d’ < d < n. Na podstawie Lematu 10.14.20, dla
dowolnego punktu a € M’ istnieje lokalna parametryzacja p, : P, — U,, a € U,, taka, ze P, = P, X
P’ ¢ RY xR = RY jest otwarta kostka i p, (P, x {0}9~%) = M'NU,. W szczegolnosci, M'NU, € £ .
Na podstawie twierdzenia Lindeldfa z pokrycia (Us)acnr mozna wybraé pokrycie przeliczalne (U, )]°°:1
rozmaitosci M’. Dla uproszczenia, niech

(paj :Paj I Ua,) = (pj : Pj - Uj)
Wtedy

Japj AL <D /P/x{o}rld,/ Jap; dL" = 0. -
J

EM(M/) gzﬁl\/I(M/mUj):Z/ )
j=1 j=1"p; (M'NUy) j=1



ROZDZIAL 13

Twierdzenie Stokesa

13.1. Formy rézniczkowe

Niech E i F beda rzeczywistymi przestrzeniami unormowanymi (1) Niech 7 € N i niech ¢ € S,.
7 permutacja o kojarzymy odwzorowanie
oc=o0g: " — E"
dane wzorem o(x1,...,2,) = (T(1),-- -1 To(r)). Przypomnijmy sobie, ze odwzorowania wieloliniowe
symetryczne byly charakteryzowane przy pomocy relacji:
L e Hom}(E,F) < Vyes, : Loo = L.

Obecnie, wprowadzimy pojecie odwzorowania r—liniowego skosnie symetrycznego (antysymetrycz-
nego): Mowimy, ze odwzorowanie L € Hom" (E, F)) jest skosnie symetryczne (L € Hom/ (E, F)), jezeli

Vees, : Loo = (sgno)L.

W naturalny sposob wprowadzamy przestrzeii L (FE, F) odwzorowan r-liniowych antysymetrycznych
ciagtych.

Odnotujmy, ze Hom}(E, F) = Hom_ (E, F) = Hom'(E, F) oraz

LYE,F)=LYE F)=L"E,F).

Oczywiscie, Hom[ (E, F') jest podprzestrzenia wektorowa Hom"(E, F). Jest rowniez widoczne, ze
LI (E,F) jest podprzestrzenia domknieta w L"(E, F'); w szczegolnosci, jest ona Banacha o ile F' jest
Banacha.

Przyjmijmy dodatkowo:

Hom!(E,F) = LY(E,F) = Hom"(E, F) = L*(E, F) := F.

Nastepujacy klasyczny wynik bedzie stanowil podstawowa metode sprawdzania, czy L € Hom, (E, F).
Propozycja 13.1.1. Dia L € Hom"(E, F) (r > 2) nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) L € Hom,(E, F);

(ii) VI:(Il,...,zr)EE”‘ Vje{1,...,r—1} : (xj =Tj41 = L(x) = 0);’

(i) Vaz(a1,....00)eBr Vikel1, ..}, j#k : (%‘ =xp = L(z) = 0)'
Obserwacja 13.1.2. Rozwazmy doktadniej przypadek, gdy F # {0} jest przestrzenia skoniczenie wy-
miarowa. Niech n := dim F i niech (ey,...,e,) bedzie ustalona baza E.

Dla L €e Hom)(E,F)=L.(E,F) (r>1)iz; =Y zjrey € E,j=1,...,r, mamy:
k=1

n

E : L1,k "'x7‘7k7~L(e’€1""7ekr)
ki,..kr=1

Z ( Z (sgno)zy g, - - .arjr,;gam)L(ek17 cey€R)

1<k 1< <k, <n  oc€S,

S et X3 Liex), (1)

KeAn

=

2

&
[

gdzie:
o A" :={(k1,....,k): 1<k < - <k <n},

(1) W przyszlosci najistotniejszym bedzie przypadek E = R™, F' = R.

289
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o X =[z;i]j=1 TGM(TX’I“LR)
k

. X;I( € M(rxr; R) oznacza podmacierz powstala z X poprzez wybor wierszy o numerach jq, ..., j,
i kolumn kq,..., k.,
o cr = (€p,...,€k) € E".

(a) LL(E,F)={0} dlar > n.
(b) Dla K € A (1 < r < n) niech e} : E” — R bedzie odwzorowaniem danym wzorem

ex(z,...,zp) = det Xg""’r)
n
oile z; = Y zjrer € E, j =1,...,r, oraz X = [z, k]J: ... Z wtasno$ci wyznacznikow wynika
k=1 k=1....,n
natychmiast, ze e}, € L (E,R) oraz, ze ej(es) = 0k J e A7 Oczywiscie, dla r = 1 mamy

egé)=¢&, k=1,...,n

Wzor (t) mozemy przepisa¢ w postaci:

L= Y Liex)ek,
KeAar

n

ktory ustala izomorfizm L] (E, F') ~ FG).
(c) W szczegolnosci, gdy F = R, to dim £, (E,R) = (:f) i (e} )Kean jest baza Ly (E,R).

Obecnie zdefiniujemy podstawowa dla calej teorii operacje mnozenia zewnetrznego odwzorowan sko-
$nie symetrycznych:
A : Hom! (E,R) x Hom?(E, F) — Hom! ™ (E, F).
Jezeli r = s = 0, to przyjmujemy u A v :=wu-v. Jezelir =01 s > 1, to kladziemy
(uAV) (@1, ..., 2s5) = u-v(T1,...,Ts)
i bez trudu sprawdzamy, ze odwzorowanie A jest dobrze okreslone i dwuliniowe. Podobnie, gdy r > 1
i s =0, definiujemy
(uAv) (21, ..., 2p) = u(Xy, ..., ) - 0.
Widaé, ze w kazdym z powyzszych przypadkéw mamy
LI(B,R)YALS(E,F) C LIYS(E,F).
W przypadku gdy r, s > 1, sytuacja jest bardziej skomplikowana. Niech Hom} *(E, F') oznacza prze-
strzen tych odwzorowan L € Homr'“(E , F), dla ktorych

L(o(x),7(y)) = (sgno)(sen7)L(z,y), (2,y) € E" x E?,

przy dowolnych permutacjach o € S,. i 7 € Ss; Hom[*(E, F) to przestrzen odwzorowan oddzielnie skosnie
symetrycznych. W zwykly sposob definiujemy L£7%(E, F'). Teraz zdefiniujemy odwzorowanie

B, s : Homy (E,R) x Hom; (E, F) — Hom*(E, F),
B, s(u,v)(z,y) == u(z) -v(y), (z,y)€ E" x E°.
Jest to oczywiscie dobrze okreslone odwzorowanie dwuliniowe. Ponadto,
B, (Lo(E,R) x L3(E,F)) C Ly*(E,F).
Kolejno, definiujemy odwzorowanie liniowe
&, : Hom*(E, F) — Hom!"*(E, F).
Kladziemy:

D, 5(h) = Z (sgno)h oo,

o€ESy s

gdzie
Spsi={0€Sys:0(l)<--<o(r), or+1)<---<oa(r+s)}. (3

)



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej IV, wersja z 13 czerwca 2019

13.1. Formy roézniczkowe 291

Jest widoczne, ze &, ,(h) € Hom"*(E, H), ale nie jest widoczne, ze jest to odwzorowanie skognie syme-
tryczne.

Zastosujemy Propozycje 13.1.1. Ustalmy j € {1,...,r+s—1} i przypusémy, ze x = (x1,...,Zr4s) €
E"*$ jest taki, ze x; = zj41. Niech
Al L= {U S Sr,s : {Ja] + 1} - {U(l)w .. ,0(7“)}},
Ay :={o €S :{jj+1} C{o(r+1),....,0(r+9)}},
Cr:={0c€eSs:je{o(),...,0(r)}, j+1e{o(r+1),...,0(r+s)}}
Co:={o€Ss:7+1€{c(1),...,0(r)}, je{o(r+1),...,0(r+3)}}.
Wida¢, ze Y (sgno)h(o(z)) =0, j = 1,2, wiec pozostaje pokazaé, ze
0EA;
> (sgno)h(o(x) = = > (sgno)h(o(x)).
oeCy oceCsy

Wynika to natychmiast z nastepujacego rozumowania. Bierzemy dowolng permutacje o € C;. Nastepnie
w clagu (T (1), - - - To(n)) Przestawiamy elementy x; i z;,1. W efekcie dostajemy ciag bedacy dziataniem
pewnej permutacji 7 € C3_; (CWICZENIE) takiej, ze sgn T = —sgn o.

Zauwazmy, ze D, ;(L75(E,F)) C LiTS(E, F).

Definiujemy: A := &, ;s o B, 4, czyli, piszac jawnym wzorem,

(u VAN v)(acl, e 7$r+s) = Z (sgna)u(asa(l), ey xa(r)) . U(J,‘U(T+1), Ce 7wa(r+s))7 XT1y.eoy, Tpgs € E.
0ESr s

Propozycja 13.1.3. (a) Operacja
A:LN(E,R) x LE(E,F) — LITS(E,F)

jest dwuliniowa i ciggla. Ponadto, || A || < (:J,r:,)' ®)
(b) Jezeli F =R, to
uAhv=(-1)"vAu, ueL,(ER), veLl,(ER).
(c) Jezeli F =R, to
(wAv)Aw=uA(vAw), ucLll(ER),veLli(ER), weLl(ER).

(d) Operacja (L(E,R))" > (u1,...,uy) —> ur A+ -Au, € L7 (E,R) (okreslona poprawnie na podstawie
(c)) jest r—liniowa i skosnie symetryczna.

(€) (ur A+ ANug)(m,. .., o) = det([ur(z)))j6=1,..r), ur € LE,R), z; € E, jk=1,...,r.

(f) ex =ep, Ao Nep s K= (ki,... k) € A}

Dowdd. (a) Przypadek r = 0 lub s = 0 jest oczywisty. Niech 7, s > 1. Wtedy

H(U/\v)($17"’am?“+s)||< Z Hu(xa(l)""7*770(7'))HHU(1'U(7'+1)7"'7%7(7‘-&-5))“
€Sy s

>l lzom ool - - |Zo@sll
oESy s

r+s
( ; )|\u|u|v||nx1||...||xr+s||,

N

a wiee [lu Al < (777) [ull[lv]]-
(b) Przypadek, gdy » = 0 lub s = 0 jest oczywisty. Zalozmy, ze r,s > 1. Niech 7 = (r +1,...,r +
$,1,...,1r) € Spys. Zauwazmy, ze sgnt = (—1)"* oraz o0 € S, <= o o1 € S, . Stad:
OAW)(@1, ) = > (s80(0 0 T))V(Ea(r41) - To(rts)) - W(To(1), - To(r)
ocES, s

=(sen7)(u AV)(T1,. ..\ Trys)-

(2) Odnotujmy, ze #Sr,s = (rts)!

rls!
() Iall=
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(c) Wystarczy pokazaé, ze obie strony sa rowne odwzorowaniu
Z (sgno)h oo,
€S, 5
gdzie

Sr,s,t = {CT € Srysyt:
cl)<--<o(r),oc(r+1)<---<o(r+s), clr+s+1)<---<olr+s+1t)},

Rz, rpstt) = w1, T )U(@pi 1y T )W (Trs 15 - ooy Tppsit)-

Sprawdzimy to dla lewej strony, prawa pozostawiajac jako CWICZENIE. Niech

(wAv) Aw)(T1, .. Tpgsit) = Z (senT) (U AV)(Tr(1), - -+ s Tr(rgs) W(Tr(rgs1)s - - o s Tr(rtstt))
TESr st
= Z (Sgl’l T) (Sgl’l a)u(x‘r(a(l))v s 5‘TT(Q(T')))U(‘TT(Q(T'+1))’ s 7x‘r(o¢(r+s)))w(m7('r+s+1)a s 7x‘r(7'+s+t))
TESrts,t
€S, s

= Z (Sgn U)h(ma(l)a R ma(7'+s+t));
0ESy st
wykorzystalismy tu fakt, iz kazda permutacja o € S, 5 ; moze by¢ jednoznacznie przedstawiona w postaci
o0 =70 (a,id), gdzie T € Sy 454 1 € S, s — CWICZENIE.
(d) r—liniowos¢ jest oczywista. Wobec (b), jezeli uj; = ujtq, to:

UL A ANt =Uur Ao A1 AUjpr ANUj Atjpo A ANty
:u1/\~»-/\uj_1/\(71)1'1uj/\uj+1/\uj+2/\--~/\ur:f(ul/\-~-/\ur).

(e) Indukcja wzgledem r. Przypadek r = 1 jest trywialny. Zalézmy, ze wynik zachodzi dla r — 1.
Zauwazmy, ze
Sp_ia={(1,...i—li+1,...ri)eS i=1,...1}
Niech X = [ug(z)]jk=1,...,r- Wtedy
-

(ur A Aup) (1, 2p) = Z(*l)rii(ul A AU ) (@1, B, Tig 1y - - Tp) U (X5)

= Y (D () (det X (1) = det X
i=1
na podstawie rozwiniecia Laplace’a (wzgledem ostatniej kolumny).
(f) wynika z (e). O

Definicja 13.1.4. Niech 2 C R" bedzie zbiorem otwartym i niech F' bedzie przestrzenia unormowana.
Formg rdzniczkowq rzedu v na §2 o wartoSciach w F nazywamy dowolne odwzorowanie u : 2 —
Ly (R", F). Zbiér wszystkich takich form rézniczkowych oznaczamy przez F,y({2, F'). Odnotujmy, ze
Fry(£2, F) to po prostu zbior wszystkich funkeji u : 2 — F. Jak zwykle, F(,(£2) := F(;)(£2,R).

W oczywisty sposob F,y({2, F') ma strukture przestrzeni wektorowej. Oczywiscie F(,(£2, F) = {0}
dla r > n.
Mamy ponadto okreslone mnozenie zewnetrzne form:

N Foy(2) x Foy(0, F) — Foge) (02, F),  (uAv)(z) :=u(z) Av(z), © € £2.

Odnotujmy, ze jezeli f : 2 — F jest odwzorowaniem rézniczkowalnym (w kazdym punkcie), to
df := f/ € .7:(1)(97 F)

Dla k € N niech f(lj)(Q,F) =Dk, LN(E, F)), C(’“T)(.Q,F) = Ck(02, L7 (E, F)). Widaé, ze definicje
te sg zgodne dla r = 0, tzn. ]—'(ko)(.(),F) = DF(,F) i Cé“())((?, F) =CF(§2, F). Jak zwykle, }'(/T)(_Q,F) =

FL (02, F), FlL (2, F) = F2 (2, F).
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Obserwacja 13.1.5.  (a) Niech ey, ..., e, oznacza baze kanoniczng R™. Kazda forme v € F(,)(£2, F)
mozemy przedstawi¢ w postaci kanonicznej

u(z) = Z u(zx)(er)e; =: Z uy(x)dxy,
IeAn IeAn

gdzie dla I = (i1,...,4,) mamy dzy = dx;, A--- ANdz;,, de; = d(pr;) = ef

7. Bedziemy réwniez stosowaé

/ /
zapis u(z) = Y. wuy(x)dzy lub nawet u(x) = > ur(z)de;.
|I|=r I
W tym sensie forme u mozna utozsamia¢ z rodzing ,zwykltych” funkcji (ur)rean. W szczegolnosci,
dla r = n, forme¢ u mozemy utozsamiac z jedng funkcja u(,... n)-
(b) Dla dowolnego k € Ny U {co} mamy:

w€ Fiy(2,F) <= Vieap :ur € DX(2,F), weCly(12,F) <= Viean s ur € C*(,F).

(c) Jezeli f € D(§2, F), to posta¢ kanoniczna df wyglada nastepujaco:

n af
df = Za—xidaﬂi.
i=1
W szczegolnosed, jezeli fi, ..., fr € D(2,R), to
fr,.-, fr
dfnndf, =Y 73(? i))

IeAy

d:E[.

Nastepujace pojecie rdzniczki zewnetrznej jest centralnym punktem catej teorii form rozniczkowych.

Definicja 13.1.6. Okreslimy operator
d: f(lr)(Q7F) — ‘7:(,,-+1)(Q7F)

Dla r = 0 bedzie to zwykly operator rézniczkowania zdefiniowany poprzednio. Dlar > 1iu € ]-'(’T) (2, F)

bierzemy postaé¢ kanoniczna u = Y, wurdzr i definiujemy
IeAn

du:ZduI/\d:m: Z ( Z 5(172')({;1;{)&@],

IeAy JeAr, T4)eS()

gdzie
S(T) :={I,i) € AT x{1,...,n} : Je—c(riye{-1,41} : dos Aday = eda g}

Formalnie rzecz biorac, powinniSmy pisa¢ d,. Zauwazmy, ze dla r = n mamy zawsze du = 0.

Propozycja 13.1.7. (a) Operatord : ]:('T)((L F) — Fr41)(£2, F) jest liniowy. Ponadto, d(f('j)((], F)) c
Fi) (2, F) oraz d(CE (2, F)) C CELL (2,F), k> 1.
(b) Jezeli ¢ € D(£2,F), to

d(pdzi N+ Ndx;,) = (dp) Ndzy, A~ Ndx;,

dla dowolnych i1, ...,i» € {1,...,n}.
(c) Jezeliu € (’;)(Q,F) (np. u € C(QT)(_Q,F)), to d®u = (dod)u = 0.
(d) Dia v e F(,\(£2) iv e F (2, F) mamy:

d(u Av) = (du) Ao+ (—=1)"u A (dv).

Dowdd. (a) jest oczywiste.

(b) Jezeli i, = i, dla pewnych p # v, to obie strony sg zero. W przeciwnym przypadku, najpierw
porzadkujemy (i1,...,%,) do ciagu rosnacego (co powoduje pomnozenie obu stron przez pewna liczbe
ee{-1,+1}).
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(c) Wobec (a) wystarczy rozwazyé przypadek, gdy u = pdxy, gdzie ¢ € D"(U,2), zas I € A"
Korzystajac z (b) oraz z symetrii drugich pochodnych czastkowych mamy:

d%:d( ; agédmiAdzf) - z":d(&p) Adz; A drr
) i=1

< Oz Ox;

*Z ———dx; Ndzr; Ndx —Z( P P )dm ANdx; Ndxy = 0.
8:1538961 J ! ! = O0x;0x; Oy Ox;) "t !

i,j=1
(d) Wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy v = @odxy, v = dx ;. Mamy:
d(u ANv) = d(pder ANdz ) = d(ep) Adzp Adxy = ((de)) + o(dy)) Adxp Adxy
= ((dp) Ndxr) A (Ydxg) + (=1) (pdxr) A ((d) Adxy) = (du) Av+ (=1)"u A (dv). O

Przyklad 13.1.8.  (a) Jezeli V = 3~ Vidwy € F(},(£2,F), to
k=1

_ A%
av=3 <8x] axk)dxj A day,.
W szczegoblnosei, dla n = 2 mamy:
oQ oP
d(Pdx + Qdy) = (% - 8—)d = A dy.
(b) Jezeli
— )J71Ujd.2]‘1 VANRERWAN d$j,1 A d.I‘j+1 N+ ANdz, € f{n_l)(Q,F),
j=1

to

du = (i%)dml/\---/\dxn.

=1 Bacj
Nastepna wazna operacja jest operacja podstawiania (zmiany zmiennych).
Definicja 13.1.9. Niech U C R™ bedzie zbiorem otwartym i niech f € D(U, £2). Definiujemy operator
f* . f(r)(Q, F) i ]:(T)(U, F)

— Jezeli r = 0, to kladziemy f*(u) =wuo f (*).
— Jezelir 21, u= > urdzy, to

I€An
ff(u) = Z(UIOf dfr = Z (Z (urof) fll7...’fir))>dtJ7
IeAy JeAm " IeAn (it

gdzie df[ = dfil JARERIVAN dfzr
W szczegblnosci:
e gdy m=r, to:

£ = (X ture Nt yan n naty

IeAr
e gdy m=r=n, to:
Fedzy A+ ANdxy) = (po f)(det f1Ydty A--- A dt,.
Propozycja 13.1.10. (a) Odwzorowanie f* : Fy(£2, F) — Fy (U, F') jest liniowe. Ponadto,
o jeieli f € DU, 02), to f*(F(y (2, F)) C F\ (U F),
o jezeli f € CKYY(U,R"), to f*(C{y (2, F)) ccg;)(U, F).
(b) f*(edxiy A+ Ndx;,) = (po f)dfi, A+ ANdf;, dla dowolnych iy, ..., i, € {1,...,n}.
(c) Jezeli F =R, to f*(uAv)= f*(u) A f*(v).

(4) Dla r = 0 rézniczkowalnos$é f nie jest istotna.
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(d) f*fod=do f* na .7:('0)(Q,F).
(e) Jezeli f € D"(U, 2), to f*od=do f* na }'(’T)(_Q,F) dla dowolnego r (°).

d
(lr)(“Q?F) - f(7‘+1)(‘QaF)

L L
d
Finy U F) —— Fuin)(U, F)
(f) Jezeli V' jest zbiorem otwartym w RP i g € D(V,U), to (fog)* =g* o f*.

Dowdd. (a), (b), i (c) sa elementarne.
(d) Na podstawie wzoru na rézniczkowanie ztozenia mamy:

G Ou af; "/ ou
d(f*(uw)) =d(uo f) = — o f)=2Ldt; = — o f)df; = f*(du).
(e) Wystarczy sprawdzi¢ wzor dla form postaci pdzy, gdzie ¢ € D'(§2, F'). Wobec Propozycji 13.1.7
mamy:

d(f*(pdzr)) = d((p o f)df1) = d(w o f) Ndfr = f*(dp) Adfr = f*(d(pdxr).  (°)

() g"(f*(¢dzr)) = g* (o Fdfr) = (90 f) 0 )" (df:)
D (po(fog)d(fog) = (fog) (pdrs). O

Obserwacja 13.1.11. Pojecia formy rézniczkowej, operatora rézniczkowania zewnetrznego oraz opera-
tora podstawiania moga by¢ przeniesione na przypadek ogélny, gdy (2 jest zbiorem otwartym w pewnej
przestrzeni unormowanej F.

e Formg rézniczkowq rzedu v na {2 o wartosciach w F nazywamy dowolne odwzorowanie u : {2 —
L:(E, F) (por. Definicja 13.1.4).

e Niech }'(’ - (£2, F) oznacza przestrzen form rzedu r rézniczkowalnych w kazdym punkcie. Definiu-
jemy operator rozniczkowania zewnetrznego:

d: Fy(2,F) — Firin) (2, F).

Dla r = 0 bedzie to zwykty operator rézniczkowania zdefiniowany poprzednio.
Dlar>1iue .7-'(’T)(Q, F) postepujemy nastepujaco. Najpierw bierzemy zwykly operator réznicz-
kowania
sz (z)€ LE,LL(E,F)) ~ LY (B, F).
Innymi stowy rozwazamy operator
23— (B 3 (G0, &) ' (@)(&0) (&1, -, &) € F).

Nastepnie sktadamy powyzszy operator z poprzednio zdefiniowanym operatorem @1, : LY(E F) —
LI (E, F). 1 to jest wlasnie poszukiwany operator rézniczkowania zewnegtrznego. Piszac jawnym wzo-
rem, mamy:
.
(du)(i)(fo, cee 757”) = Z(fl)jul(m)(gj)(éoa cee 7£j*17£j+17 ceey §T)a
§=0
u € f(’r)(Q,F), €N, &,...,¢ € E.

Dla E = R"™ powyzszy operator pokrywa sie z operatorem z Definicji 13.1.6 (CwICZENIE). Ponadto,
w przypadku ogolnym ma on wszystkie wtasnosci z Propozycji 13.1.7 (CWICZENIE).
E? Uwaga: we wzorze kazda z operacji f*, d, d, f* jest wykonywana na innej przestrzeni.
6

Tu jest istotne, ze f jest dwukrotnie rozniczkowalne i dlatego d(dfr) = 0.
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e Niech Ey, E bedg przestrzeniami unormowanymi, niech U C Ey, {2 C E beda zbiorami otwartymi
iniech f : U — 2 bedzie odwzorowaniem rozniczkowalnym. Definiujemy operator podstawiania (zmiany
zmiennych)

[ Foy(2,F) — Foy) (U, F).
Jezeli r = 0, to kladziemy f*(u) =wo f. Dla r > 1 przyjmujemy:

F@)@® - me) = u(f@) ), -, fO)(m), ue Fy(2,F), t €U, m1,.... e € Ep.
Podobnie, jak poprzednio, dla Ey = R™, E = R™ powyzszy operator pokrywa sie z operatorem z Definicji
13.1.9 (CWICZENIE). Ponadto, w przypadku ogdlnym ma on wszystkie wtasnosci z Propozycji 13.1.10
(CWICZENIE).

Definicja 13.1.12. Powiemy, ze obszar D C R™ jest rdzniczkowo Sciggalny w klasie C* do punktu a,
jezeli istnieje otoczenie otwarte 2 O [0,1] x D oraz odwzorowanie h : §2 — D klasy C* takie, ze
h(0,z) =z, h(l,2) = a, z € D.

Zauwazmy, ze kazdy obszar gwiazdzisty wzgledem a jest Sciagalny rozniczkowo w klasie C*°. Istotnie,
wystarczy wziaé
h(t,z) = (1 —t)x +ta, (t,r) ERxR", 2:=h"1(D).

Twierdzenie 13.1.13 (Lemat Poincarégo (7)). Jezeli obszar D C R™ jest rdzniczkowo Sciggalny (do
punktu a) w klasie C*T1 pray pomocy odwzorowania h : 2 — D (k > 1), to dla dowolnego r € N i dla
dowolnej formy u € C?T)(D) (8) takiej, ze du = 0 istnieje v € Cfr_l)(D) taka, ze dv = u.

Obserwacja 13.1.14.  (a) Twierdzenie 11.5.7, to przypadek, gdy D jest gwiazdzisty i r = k = 1.
(b) Powinni$my zawsze pamietaé o nastepujacym prostym przykladzie obszaru, w ktérym twierdzenie
Poincarégo nie zachodzi.
Niech D := (R?), = R?\ {(0,0)}, ¢(z,y) = 1 In(z* + ¢?), (z,y) € D, u = Pdz + Qdy := —g—:jdx +
2
g—‘gdy = —hpdr + i zdy € Cz’f)(D). Bez trudu sprawdzamy, ze du = (%—(i - %)dw Ndy = (ng +
g%f)dx A dy = 0 (CWICZENIE). Przypusémy, ze u = dv = g—;dac + g—Zdy dla pewnej funkcji v € CH(D).
Oznacza to, ze funkcja v jest potencjalem pola (P,Q), a stad w szczegblnosci wynika, ze f,y Pdx +
Qdy = v(v(1)) — v(7(0)) dla dowolnej drogi v : [0,1] — D (Twierdzenie 11.5.6). Biorac jako 7 okrag
jednostkowy, dostajemy:

27
0= / Pdx + Qdy = / (P(cost,sint)(—sint) + Q(cost,sint) cost)dt = 2;
% 0

sprzecznosc.
Dowdd Twierdzenia 13.1.13. Dowdd polega na znalezieniu operatoréw liniowych
§ =650 : Clyy1)(2) — C(y(D), 5,£>0,
takich, ze na C(ES)(Q), s, > 1, mamy:
Sod+dod =0t -0, (t)
gdzie 0 : D — 2, 0;(z) == (j,z), j € {0,1}, z € R™.

Cly (@) —"— Clihy (@)

o N s
¢l (D) —— C(HD)
Przypusémy na chwile, ze mamy juz operatory §. Wezmy v := —d(h*(u)). Wtedy:
dv = —d(6(h"(u))) = =01 (h*(u)) + o5 (A" () + 6(d(h*(u)))
=—(hoo1)*(u)+ (hoop)*(u) +d(h*(du)) = —(const)* (u) + id*(u) = u.
8 Por. Twierdzenie 11.5.7.

8 Cé"r>(D) = C‘('“T)(D, R).
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Przechodzimy do konstrukeji 0. Oznaczmy zmienne w R x R™ przez (¢, z). Niech
w= Z wrdt Adxy + Z wdzy € Cfs_,_l)((]).
IeAn JeAT
Ktadziemy
Z / ’LU] dt dl‘]
IeAr

Na podstawie twierdzenia o funkcjach danych catka 6(w) € C( s)( ). Wida¢, ze operator 0 jest liniowy.

Pozostaje sprawdzi¢ wzor (). Wobec liniowosci wystarczy sprawdzi¢ wzor (1) dla form nastepujacych
dwoch typow:
1% w = @dz, gdzie J € A7 ;. Wtedy §(w) = 0 oraz

_ (9 [ty YR
§(dw) = (5(Edt Adzy+. ) - ( A )dt)de = (o(L,-) — (0, ))dzy = oF(w) — ot (w).
20: w = pdt A dxr, gdzie I € A?. Wtedy §(w (fo t, dt)dzl, *(w) =0, 7 =0,1, oraz

n

n 1
3(dw) + d(5(w)) = 5(2 %d% Adt A d:cz) +y (%/0 olt, -)dt)dxj Adzy
Jj=1 j=1

—z(

13.2. Calkowanie form rézniczkowych

1 ago
6% )dt)dx] Adzg + Z ( ot ~)dt)dxj ANde;=0. O

0

Niech M bedzie d-wymiarowa podrozmaitogcia orientowalng klasy C! w R™. Niech O bedzie ustalona
orientacja M, niech M C £2 € topR™ i niech u € F4)(£2). Zaktadamy, ze u jest mierzalna na M,
tzn. uy € M(M, Lyr) dla dowolnego 1.

Mowimy, ze forma (funkcja) u jest catkowalna na M przy orientacji O, jezeli:

Dla d = 0:
Z |u(z)| < 4o0; (9)
zeM
ktadziemy wtedy
u = O(z)u(x
/M’O 3 O@)u(a)

zeM
Dla d > 1 postepujemy nastepujaco. Dla dowolnej lokalnej parametryzacji p : P — U zgodnej z O
rozwazamy forme p*(u) € Fq)(P). Poniewaz jest to forma rzedu d, wiec ma ona postaé

p(u) = mdtl Ao Ndtg. (0)

Przypomnijmy, ze

1?/*—(11/) = Z (ur OP)M.

ot O(t1,...,ta)
Potozmy:
/|

Zauwazmy, ze jezeli ¢ : Q — U jest jakas inng parametryéaq@ Agodn@ z O, to q =po °p, gdzie

det ¢'(t) > 0, t € Q. Na podstawie Propozycji 13.1.10 mamy: ¢ ( )= ( “(u)) = (det ) (p ( ) o).
Stad:

q*(U)oqflz(detso’)(p*(u)oso)o 0 pru)
q'| ([p'| o @)l det ¢’

9) Przypomnijmy, ze #M < X

10) Zwracamy uwage na niegrozna kolizje oznaczen.
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a wiec funkcja [u] nie zalezy od parametryzacji zgodnej z O 1 moze by¢ w zwiazku z tym okreslona na
calym M. Zauwazmy, ze [u] jest mierzalna na M.
Powiemy, ze forma u jest catkowalna na M przy orientacji O, jezeli

[u] € LY (M, £M).

Piszemy wtedy u € L'(M, O) i definiujemy:

/M,O “T /M [uldc™.

Oczywiscie L' (M, O) jest przestrzenia wektorowa, za$ operacja
LY(M,0) > ur—s ueR
M,0
jest liniowa.
Propozycja 13.2.1.  (a) u € LY(M,0) <= u € L*(M, —0O). Ponadto,

/ u:f/ "
M,—O M,0

(b) [l < [lul, gdsie
Jull) = @) = (X w@) "
I

W szczegdlnosci, jesli ||u|| € LY (M, LM), to u € LY(M,O) oraz

‘/ u‘é/ ulldc™M.
M,0 M

(c) Jezeli u € LY(M,O), to dla dowolnej parametryzacji zgodnej z orientacjg p : P — U mamy:

/ u—/ d,Cd
U,0

Dowdd. (a) [u] zmienia znak przy zmianie orientacji na przeciwna.
(b) Dla lokalnej parametryzacji p : P — U zgodnej z orientacja, korzystajac z nieréwnosci Schwarza,
mamy:
I ]|2 O(t1,....ta)
wulrep= ! (0(piy - sPig) \2
21: ( Bty ita) )

(c) jest elementarne. O

|5 ur o) 22
I

/
<> (urop)? = [lul? o p.
I

Cwiczenie* 13.2.2. Niech F bedzie o$rodkows przestrzenia Banacha. Korzystajac z Cwiczenia 77,
zdefiniowaé catke [), , u dla form u € Fiq) (2, F).

Przyklad 13.2.3. (a) Dla d = 1, jezeli s : M — S,,_1 jest orientujacym polem wektorow stycz-
n

nych, to [u] = (4, s), gdzie form¢ u = 3 u;dz; utozsamiamy z polem wektorowym @ = (ug,...,uy).
i=1

/ u:/ (i1, s)dLM.
M,0 M

Istotnie, w lokalnej parametryzacji zgodnej z orientacja p : P — U mamy:

W szczegblnosci,

/

7 = (o Py ul o p.
<7.L,S> p_< 'z ||p/||> [} p
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(b) Dlad =n —1, jezelin : M — S,,_; jest orientujacym polem wektoréw normalnych, to [u] =

(i, n), gdzie forme
n

u= Z(*l)kilukdﬁcl N Ndog_y Ndxgpg A+ Nday
k=1

utozsamiamy z polem wektorowym @ = (uy,...,u,). W szczegdlnosci,

)
/M,O ‘e /M (@ m)dL

Istotnie, w lokalnej parametryzacji zgodnej z orientacja p : P — U, na podstawie Uwagi 10.17.7,
mamy:

n i (ug, Op)(_l)k—l O(P1,- Pk —1,Ph+1,:--,Pn) o
- _ k=1 O(t1,estn_1) B p*(u) B
(@,m)op="> (urop)(nsop) = ; =" =[ulop.
k=1 /| I

Wracamy do sytuacji ogélnej: niech M C R™ bedzie dowolna d-wymiarowa podrozmaitoscia klasy
ck (d=1).

Dla r € Ny wprowadzamy pojecie formy rdzniczkowej rzedu v na M: Jest to dowolne odwzorowanie

M > x5 u(x) € L1 (T, M,R);

piszemy u € Fy(M). Oczywiscie F,y(M) = {0} dla r > d.

Zbior F(y(M) ma wiele wtasnosci takich samych jak F,y(£2) w przypadku, gdy {2 jest zbiorem
otwartym, np. f(r)(M ) jest R—przestrzenia wektorowa oraz mamy operator mnozenia zewnetrznego

Firy (M) x f(s)(M) 3 (u,v) = uAv € Frps)(M).
Jezeli £2 jest otoczeniem otwartym M i u € Fy(£2), to ulpy € Fy (M), gdzie
(ular)(2) == w(@)|(z, 00y, @ € M. *)

Niech N C R™ bedzie jaka$ inna podrozmaitoscia klasy C*, d’ := dim N, i niech f : N — M bedzie
odwzorowaniem roézniczkowalnym. Przypomnijmy, ze f'(z) : T.N — Ty,yM dla dowolnego z € N.
Pozwala to zdefiniowa¢ operacje podstawiania

70 Fy (M) — Fiy(N),

Fr@(2)(C,- 0 G) = ulf @) ()G, F(2(G), we Fpy(M), z€N, G,..., ¢ € TLN.

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze (f o g)* = g* o f* (przy stosownych zatozeniach o f i g) — CWICZENIE.

Jezeli p : P — U jest lokalng parametryzacja M oraz u € Fqy(M), to p*(u) € Fq)(P). W szcze-
golnosci, funkcja ;;\(_u/) jest dobrze zdefiniowana.

Powiemy, ze forma u € F,y(M) jest klasy CF 1 (ue Cg;l(M)), jezeli dla dowolnej parametryzacji
lokalnej p : P — U (klasy C*) forma p*(u) jest klasy C*~!. Bez trudu mozna sprawdzi¢ (CWICZENIE),
ze u € Cfrgl(M ) wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla dowolnego punktu a € M istnieje lokalna parametryzacja
p: P — U (Klasy C¥), a € U, dla ktérej p*(u) € Cé;l(P).

Obserwacja 13.2.4. Zalozmy, ze M C {2, gdzie {2 jest zbiorem otwartym, i niech ¢ : M — {2 oznacza
operator inkluzji. Wtedy:

(a) Jezeli u € F(,y(£2), to ulp = i*(u), gdzie forma u|ps zostata zdefiniowana powyzej w (*).

(b) Jezeli u € CI 1 (), to i*(u) € CELH(M).

(r) (r)
Istotnie, dla dowolnej lokalnej parametryzacji p : P — U mamy

p (i (u) = (iop)*(u).
(¢) Zalozmy dodatkowo, ze istnieje retrakcja R : 2 — M klasy C* (). Niech u € F(,y(M). Wtedy
R*(u) € Fy(£2) oraz
i*(R*(u)) = (Ro)*(u) =id"(u) = u.

(11) Wiemy juz, ze taka retrakcja lokalnie istnieje — Twierdzenie 10.14.3(viii).
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Ponadto, jezeli u € C?TSI(M), to R*(u) € Cé:l(ﬂ) Istotnie, dla dowolnej lokalnej parametryzacji p :
P — U mamy

R*(u) = (po §)*(u) = §%(p*(u)),
gdzie S :=p~to R: R~ (U) — P (S jest odwzorowaniem klasy C* — Obserwacja 10.14.12).

Propozycja 13.2.5. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) M jest orientowalna;
(ii) istnieje forma w € Fq)(M) taka, ze dla dowolnego punktu a € M istnieje lokalna parametryzacja

—~

p: P— U, a€cU, dlaktérej p*(w)(t) >0 dlat € P;
(iii) istnieje forma w € Céfdjl(M) taka, Ze dla dowolnego punktu a € M istnieje lokalna parametryzacja

p: P— U, a€U, dla ktorej p*(w) = |p'].

Dowdd. Jest oczywiste, ze (iii) = (ii).

(i) = (i): Rozwazmy rodzine wszystkich lokalnych parametryzacji p : P — U, dla ktorych
p*(w)(t) > 0 dla t € P. Wobec (ii) rodzina ta tworzy atlas. Jezelip : P — U iqg: Q — U sa
dwiema parametryzacjami powyzszego typu i ¢ := p~! o ¢ jest funkcja przejicia, to

—~

0 < ¢*(@) (1) = " (p* (@) (1) = (det ¢ (W))p* (@) (p(u), u € Q.

Wynika stad natychmiast, ze det ¢’ (u) > 0 dla u € Q, a wiec zbudowalismy atlas zadajacy orientacje.
(i) = (iii): Dla dowolnej lokalnej parametryzacji p : P — U zgodnej z orientacjg okreslmy

O(piy s--Piy)
I _
wl@)i= 32 (P ) 07 @) derlans @ €U
IeAn P
Bez trudu sprawdzamy, ze w jest poprawnie okreslong forma z przestrzeni F(qy(M). Ponadto, p*(w) = |p
skad wynikaja pozostale wlasnosci.

i
)

Obserwacja 13.2.6. Niech

w(z) =Y wi@)drr|,ane, @ €M,
IeAn
bedzie forma taka, jak w (iii) i niech O oznacza orientacje zadana przez w.

(a) Forme w mozemy utozsamiaé z unormowanym polem wektorowym

Mamb—uu(x)eS( )-

n
d

1

klasy C*— 1.
(b) Dla dowolnego otoczenia otwartego §2 podrozmaitosci M oraz dla dowolnej formy u € Fqy({2)
mamy

[u] = <’LL, w) )
gdzie

(u,w) = Z UTW].

Iean

W szczegolnosci, jezeli u € L1(M, O), to

/ u:/ (u,w)dLM.
M,0 M



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej IV, wersja z 13 czerwca 2019

13.3. Twierdzenie Stokesa 301

13.3. Twierdzenie Stokesa
Zalézmy, ze:
(1) M C R™ jest d—wymiarowa orientowalna podrozmaitoscia klasy C1, 1 < d < n,
(2) D C M jest obszarem ttustym w M (intps clpyr D = D),
(3) D = clgn D jest zbiorem zwartym,
(4) D C 2 € topR™,
(5) M’ := 8y D jest albo zbiorem pustym albo (d — 1)—wymiarowa podrozmaitoscia R™ klasy C?!,
(6) LM(D) < 400,
(7) LM (M) < 400 (oczywiscie, gdy M’ # @),
(8) O jest ustalong orientacja M,
9)
10)

9) O’ jest orientacja podrozmaitosci M’ indukowang przez O (oczywiscie, gdy M’ # &),
(10) u € Cly_y(92).

Interesuje nas, kiedy prawdziwe jest Twierdzenie Stokesa (12) mowiace, ze nastepujacy wzdr Stokesa

jest prawdziwy
/ du:/ u, (13)
D,0 M0’

gdzie prawa strone rozumiemy jako zero, gdy M’ =
Istnieje wiele wariantéw twierdzenia Stokesa. My udowodnimy nastepujace dwa.

Twierdzenie 13.3.1 (I wersja Twierdzenia Stokesa). Wzdr Stokesa zachodzi przy dodatkowym zatozeniu,
ze zbior K := (suppu) N (clas D) (M) jest zwarty (*%).

Twierdzenie 13.3.27(11 wersja Twierdzenia Stokesa). Wzdr Stokesa zachodzi przy dodatkowych zatoze-
niach, ze zbior S := D\ M jest zwarty oraz L3 (pr;(S)) = 0 dla dowolnego I € A%_,, gdzie pr; oznacza
projekcje na osie o numerach iy, ..., iq—1 (d > 2).

Obserwacja 13.3.3.  (a) Niech M = R, O = [R];, D = (a,b) CC R, u € C*([a,b]). Wtedy M’ =
{a,b}, O'(a) = -1, O'(b) = +1. W tym przypadku wzor Stokesa sprowadza sie do wzoru:

b
/ W ()t = u(b) — ula),

ktory, jak wiemy, zawsze zachodzi.
(b) Niech M € topR?, O = [R?],, u = Pdx + Qdy. Wtedy wzér Stokesa sprowadza si¢ do wzoru

Greena (16) :
0Q P B
/D (% — a—y)dmdy - /BMD,O/ Pdz + Qdy.

Wzor Greena zostanie szczegdtowo oméwiony w Twierdzeniu 13.3.4.
(c) Niech M € topR3, O = [R%]4,

u = Pdy A dz + Qdz N\ dx + Rdx A dy. (17)

12) George Stokes (1819-1903).

E 3; Poniewaz du jest forma ciagla na 2, a D CC 2, wiec funkcja ||du|| jest ograniczona na D, co, wobec skoriczonosci
miary D, implikuje, ze catka po lewej stronie istnieje i jest skoriczona — por. Propozycja 13.2.1(b). Z analogicznych powodéw
caltka po prawej stronie istnieje i jest skoniczona. Problemem jest wiec réwnosé.

(14) supp u = U suppuy.

I

15) K jest zwarty np. gdy D C M.
6) Por. Przyktad 13.1.8.
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Wtedy wzor Stokesa sprowadza sie do wzoru Gaussa—Ostrogradskiego (18) (19) (20) :

oP 9Q OR

/(7+—+—)d dydz—/ Pdy A dz + Qdz A dz + Rdz A dy.
p \Ox Ay 0z A D0

(d) Niech M € topR™, O = [R"],

U= Z(—l)j71Ujd“E1 JAKERIVAN dlL’j,1 A dCCj+1 A Ndxy,
j=1

i niech n : OyD — S,_; bedzie ciaglym polem wektor6w normalnych zadajacych orientacje O’
(por. Przyktad 13.2.3(b)). Wtedy

(S ], (Smhice

W szczegolnosci, mamy nastepujacy wzdr na catkowanie przez czesci: Jezeli f,g € CH(£2), gdzie 2
jest pewnym otoczeniem D, to

dg / oD / of .
der = n)dcfP — | ZLgdcr, j=1,...,n.
/fa% aD(fg ) Damjg J

W konsekwencji, dla dowolnych f, g € C2(£2), mamy:

[ ragae = [ (158 —g70)acr [ apgacn &

gdzie A oznacza operator Laplace’a (laplasjan)

A 0%u P 0%u
U= s b~
oz? Oz2

n

Wzor (1) nosi nazwe wzoru Greena dla operatora Laplace’a.
Istotnie,

- of 99 ,
A dLr = d n __ oD /
/f 9) AL Z/ faxJ (’)m] £ z_: 8D s Z dx; 8xJ
= fag dcoP — Z / By I aco? +Z / L”
oD op 0 ! 858] 6‘3:]

:/BD(f%gL 2f>d£‘9D /D(Af)gdc”.

(e) Niech n = 3, d = 2, u = Pdx + Qdy + Rdz. Wtedy wzor Stokesa sprowadza si¢ do klasycznego
wzoru Stokesa:

Twierdzenie 13.3.4 (Wzér Greena). Wzdr Greena zachodzi dla dowolnego obszaru D C R? spetniajg-
cego warunek (1) ze strony 236.

3
(17) Ten zapis formy odpowiada poprzedniemu zapisowi u = Y (=1)7~lujdey A -+ Adzj_1 Adzjp1 A--- A das;
=1

18) Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
19) Michail Wasyliewicz Ostrogradski (1801-1862).
20) Por. Przyktad 13.1.8.
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Dowdd. Wykorzystamy II wersje Twierdzenia Stokesa. Pokazemy, ze istnieje zbior zwarty S C 9D taki,
ze (OD) \ S jest jednowymiarowa rozmaitoscig klasy C*, £ (pr;(S)) =0, i = 1,2, oraz
/ Pdzx + Qdy = / Pdx + Qdy.
(0D)\S,0’ aD,0’

Przypuséémy, ze S zostal znaleziony. Wtedy bierzemy M := R?\ S i korzystamy z II wersji Twierdzenia
Stokesa — szczegoly pozostawiamy jako CWICZENIE.

Pozostaje skonstruowaé S. Wobec twierdzenia o funkcji uwiktanej wystarczy udowodnié¢, ze jezeli
o = (01,02) : [0,1] — R2? jest klasy C*, to zbior A := {o(t) : ¢/(t) = 0} ma projekcje miary zero.

Poniewaz pr;(A) = {o;(t) : ' (t) = 0} C {oi(t) : 0}(t) = 0}, wynik ten wynika z Lematu 12.4.12 (dla
n=1). O

Whiosek 13.3.5. Niech 2 C R" bedzie zbiorem otwartym i niech u € C(ln_l)(f)), suppu CC (2. Wtedy

/du:().
2

Dowdd. Dobierzmy kule B; = B(a;,r;), j = 1,..., N, tak, ze suppu C By U---U By CC 2 i niech
©1,...,0on € C(R™) beda takie, ze supp; CC Bj, j=1,...,N, p1+---+¢n = 1 w otoczeniu supp u.
Teraz, na podstawie wzoru Stokesa dla kuli, mamy:

du = / d((p1+ -+ on)u / / =0. O
/(21 [Rn]+ 2, [Rn]+ Z J’ R ]+ Z aB]v []R“

Whiosek 13.3.6 (Wzor na catkowanie przez czesci). Niech 2 C R™ bedzie zbiorem otwartym i niech

feCk(), geCl(). Wtedy
| tpgact = el [ (pegacr ol <k
Q Q
W szezegolnosci, dla dowolnych f € C2(£2), g € C2(£2) mamy
| fag)icr = [ angac.
Q Q

Dowdd. Wystarczy rozwazy¢ przypadek k = 1, a = e;. Niech
= fgdzo A+ Ndzxy, € C(ln_l)(.Q).
Oczywiscie suppu C supp g CC (2. Zauwazmy, ze
0
du = (fa— + a—fg)d;rl A ANday,.
Pozostaje skorzystaé¢ z Wniosku 13.3.5. O

Na koniec podamy jedno bardzo nietrywialne zastosowanie wzoru Stokesa.

Twierdzenie 13.3.7 (Twierdzenie Brouwera o punkcie stalym (21) ). Kazde odwzorowanie ciggte f :
B,, — B,, ma punkt staty.

Dowdd. Krok 1°: Mozna zalozyé¢, ze f jest klasy C=(R™, R™).

Postepujemy nastepujaco. Poniewaz B,, jest zbiorem domknictym, zatem istnieje ciagle przedtuzenie
f do odwzorowania f : R® —> R, Mnozac f przez funkcje g € Co(B(2),10,1]), g =1 na ]B%(%), mozemy
zatozy¢, ze f znika poza B(2). Do kazdej sktadowej odwzorowania f stosujemy regularyzacje i otrzy-
mujemy odwzorowania klasy C*° f; : R™ — R”™ takie, ze ﬁ — f jednostajnie na R™ (Twierdzenie
12.8.2(b )) W szczegélnoéci dla dowolnego v € N istnieje odwzorowanie klasy C* g, : R" — R" takie,
ze g, — fl < < L na R™ Niech f, == g,/(1 4+ 1/v). Wida¢, ze f, : B, — By, v € N. Jezeli twierdzenie
jest prawdziwe dla odwzorowari klasy C*, to dla kazdego v istnieje punkt z, € B, taki, ze f,(z,) = z,,
czyli g, (z,) = (1 + %)xl, Mozemy zatozyé, ze z, — g € B,,. Wtedy f(zg) = zo.

(21) Luitzen Brouwer (1881-1966).
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Krok 20: Zakladamy, ze f € C®°(R"™, R").

Przypuséémy, ze f(x) # z dla kazdego = € B,,. Wtedy rowniez, f(x) # = dla o € U, gdzie U jest
otoczeniem B,,. Dla dowolnego = € B,, istnieje dokladnie jedna liczba t = t(x) > 0 taka, ze r(z) :=
x +tx — f(x)) € Sp_1. Okredlilismy w ten sposéb odwzorowanie r : B,, — S,,_;. Wida¢, ze r jest
retrakcja. Pokazemy, ze przediuza sie ono do odwzorowania klasy C> w pewnym otoczeniu B,,. Istotnie,
rozwiazujac roOwnanie

o+t — f@)I* = |2l* + 2z, @ — f(@) + e - f@)I* =1

wnioskujemy, ze A(z) = 4(z,z — f(2))? +4(1 — ||z||?)||lz — f(@)]|* > 0 dla = € V, gdzie V C U jest
otoczeniem B,,. Ponadto,

304

—2(z,x — f(2)) + VA(x)

M) = S P

Wynika stad, ze r jest klasy C*°(V,R™).
Mamy wiec retrakcje r = (r1,...,7,) : B, — S,_1 klasy C°(V,R"). Niech u := rydry A--- Adr, €
C?ﬁ,l)(v)- Na podstawie twierdzenia Stokesa (w I wersji z M :=R", D = B,,) mamy:

/ du = / u.
B[R]+ Sn—1,[R"],
Zauwazmy, ze

/ du:/ drl/\drg/\~~/\drn:/ (detr’)dxl/\'-«/\dmn:/ (detr’)dxy ... dxy,.
B, ,[R™]+ B, ,[R™]+ B, ,[R™]+

Bn
Roézniczkujac zwiazek ||r||2 = r? + -+ +r2 = 1 na B,, dostajemy

7

W szczegolnosci det 7/ = 0 na B,,, a wiec

/ u = 0.
Sn_1,[R],

Niech v := z1dxy A - -+ A dx,. Na podstawie wzoru Stokesa mamy:

/ U:/ dzy ...dzx, = L"(B,) > 0.
So LR, JBn RN,

Zauwazmy, ze u = r*(v). Rozwazmy dowolng lokalng parametryzacje p : P — U sfery S,,_1 zgodna
z orientacja. Mamy p*(u) = (r o p)*(v) = p*(v) (bo r jest retrakcja). Stad

02/ u:/ xridro A\ -+ Ndx, > 0;
S [R"], Sn—1,[R"])’,

sprzecznosé. O

n—1,

Twierdzenie 13.3.8 (Twierdzenie o retrakcji). Nie istnieje ciggta retrakcja B, — S,_1.

Dowdd. Przypusémy, ze r : B, — S,_1 jest taka retrakcja i niech f = —r : B,, — S,,_1. Na podstawie
Twierdzenia Brouwera o punkcie stalym istnieje zg € B, taki, ze f(z¢) = xg. Oczywiscie, g € S,,_1.
W szezegolnosed, f(zg) = —xg, bo r jest retrakcja — sprzecznosé. O

Dowdd I wersji Twierdzenia Stokesa 13.3.1. Dla dowolnego punktu a € K ustalmy parametryzacje p, :
P, — U, podrozmaitosci M zgodna z O taka, ze a € U,, P, jest otwartg kostka 1 jezeli M NU, # 2,

to Py : P, — M’ N U, jest parametryzacja zgodna z O', gdzie P, = A, x P, C Rx R 0 € A,,
pa(§) = p(0,8), € € P,. Przypomnijmy, ze w przypadku d > 2 mamy: Pa((Pa)—) = D N U,, gdzie
(Po)x := PoN{£t1 > 0}, zas w przypadku d = 1 mamy: p,((P.)-) = D NU,, gdy O(a) = +1
ipa((Pa)+) =DNU,, gdy Oa) = —1.

Poniewaz K jest zwarty, wigc istnieje skoticzone pokrycie Uy, U---UU,y D K. Niech U,; = M NG},
gdzie G; € topR", G; C 2, j = 1,...,N. Niech ¢; € C§°(G;,[0,1]), 5 = 1,..., N, beda takie, ze
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1M

<

¢; = 1 w otoczeniu Gy zbioru K. Niech u; = ¢;u € C(ld 1)(.Q) j = 1,...,N. Zauwazmy, ze

.MZ
£

N
= u na Go. W szczegolnosci, Y duj = du na Go. Mamy:
j=1

N
du:/ du = / du; = / du,
/D,o DNGo,0 Z DNGo,0 ! Z D,0 !

[ACEY SRS oF MRS of IO
M',0’ M'NGo,0’ M'NGo,0’ M’ O/

wiec wystarczy sprawdzi¢ wzor Stokesa dla kazdej formy u; z osobna

<.
I
—

Ustalmy j i dla prostoty przyjmijmy, ze u = u; oraz opu$émy nieistotne wskazniki. Tak wiec p

P — U jest wyrdzniona parametryzacja (posiadajaca wszystkie poprzednio wymienione wlasnosci)
U=MnNGisuppu CC G.

Niech L := p*(du) € C?d)(P), R:=p*(u) € C?d_l)(l?’). Przypomnijmy, ze
suppL CC P, suppR CC P.
W przypadku, gdy U’ := M’ NU = & niech Q := P. W przypadku, gdy U’ # & niech Q = P.
Q = Py tak by p(Q) = DNU (jezeli d >

_ lub
2, to oczywiscie Q = P_). Nasz problem polega na pokazaniu
ze

/ du—/idcd— 0, jezeli U = @ _/ .
D,0 Q JzR ALY, jezeli Mo

jezeli U' # &

Najpierw rozpatrzymy przypadek d = 1. Na podstawie Propozycji 13.1.10(e) mamy: L = dv = v'dt
gdzie v := p*(u) = wo p. Niech Q = (o, ). W konsekwencji:

_ ]
/ Ldct — / V' (#)dt = v(B) — v(a) = u(p(B)) — ulp(a))
Q «

0, jezeli U’

u(p(0)), jezeliU' £ @, Q =P_ » = / U,
—u(p(0)), jezeli U' # &, Q = Py Mo

co konczy dowod dla d = 1.

Przypadek d >

2 jest znacznie bardziej skomplikowany. Wobec liniowosci wszystkich operacji mozemy
si¢ ograniczy¢ do form postaci u = @dz;, gdzie p € C}(G), a I € AL

Na wstepie, aby uchwycié¢ zasadnicza mys$l dowodu, przyjmijmy dodatkowo, ze p jest klasy C2. Wtedy
na podstawie Propozycji 13.1.10(f) mamy p*(du) = dv, gdzie v := p*(u). Niech ¢ : R¥"! — R4
(&) = (0,&). Odnotujmy, ze p = po o, a zatem R = o*(v). Tak wiec chcemy pokazaé, ze

/;l\zjdﬁd: 0, jezeli Q@ = P
Q f~ v) ALY, jezeli Q £ P
Wobec liniowo$ci mozemy zalozy¢, ze

v=1dty N ANdtg_1 Ndtgs1 N ANdtg

dla pewnego k. Kostke Q przedstawiamy w postaci A x (v,8) x B C RF"! x R x R?"*, Niech t =
(ta,tr,tg) € RF71 x R x R¥™*. Na podstawie twierdzenia Fubiniego dostajemy

/&chd:/(—nk*la—wdt Y= 1// / dtk)thdtB
Q Q Otx Y

1)'“_1/A/B(w(tA,d,tB)fw(tAm,tB))thdtB.
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Poniewaz supp v CC P, ostatnie wyrazenie jest réwne zero, jezeli Q = Plub k > 2. Jezeli Q # Pik =1,
to jest ono réwne

o009 ac
Z drugiej strony,
Lo actt = [(ooydor - ndors Ndowa A+ A doa e
P P
0, jezeli k > 2
~ Upw(0.6) dLi1(e),  jezelik=1"

co konczy dowod przy dodatkowym zaltozeniu.

W przypadku ogélnym zauwazmy, ze
L =p*(du) = p*(dp Ndxy) = p*(dp) ANdp; = d(p op) Adpy
i R = 0*((¢op)dpr). Oznaczajac f1 := popi fj :=p;,_,, j = 2,...,d, sprowadzamy zagadnienie do
pytania, czy
/ df1A~.-Adfd_{0’ ereli Q=P
Q,[R9] 4 fj;’[]]gdfl]_*_ o (frdfz A+ Ndfa),  jezeli Q # P

Odnotujmy, ze f1 € C3(P), f; € CH(P), j =2,...,d. Jezeli fo,..., fa € C3(P), to d(fidfs A+ ANdfq) =
dfy N -+ Ndfg, a wiec powyzszy wzor sprowadza sie do wzoru Stokesa dla @), ktory to wzor, jak wynika
z poprzedniej czesci dowodu, zachodzi.

Aby wykazaé¢ wzér w przypadku klasy C!' zastosujemy aproksymacje. Na wstepie zauwazmy, ze
mozemy zalozy¢, ze f; € Cs(P) (zastepujac f; przez gf;, gdzie g € C§°(P) i g = 1 w otoczeniu supp f1),
7 =2,...,d. Teraz wystarczy wykorzystaé¢ regularyzacje z Twierdzenia 12.8.2 i zauwazy¢, ze na podstawie
Twierdzenia 12.8.2(d) mamy (CWICZENIE):

(f17 (fQ)Ev st (fd)E)

dfy N d(fa)e A A d(f). = 2

dty A--- N dt
At1,.. . tq) ! ¢
6(f17"'7fd)
— VO g A Adtg =dfi A AN d
Ar, ot a4 = df1 Ifa

jednostajnie na R? przy e — 0. Ponadto,

U*(fld(fQ)s/\/\d(fd)s) _ (fl Oo_a((f2)600—7-"7(fd)s OJ)

d§y N+ Nd€g—1

8(517 s 7£d—1)
— (fro 0)50;2(;‘7’; . ;’gfl")a) déi A N dEay = o* (frdfa A=~ A dfa)

jednostajnie na R%~! przy e — 0.
Gwarantuje to zbiezno$é¢ odpowiednich calek

/ dfl/\d(f2)eA"'Ad(fd)e—’/ dfi A -+ Ndfa,
QR4 Q,[R4]+

Sy U N ) — o (fdfo - A dfa),

B[R4,

co koriczy dowod. O

Dowdd IT wersji Twierdzenia Stokesa 13.3.2. Wystarczy rozwazyé przypadek, gdy v = @dx; dla pew-
nego I € A . Niech Sy := pr;(S). Zdefiniujmy:

Uy, ::1—()(3;2/,/))1/,, GCOO(Rd_l,[O, 1]), veN.
Wtedy 9, = 1 poza S?/V), ¥, =0 na 5,}1/1/). W szczegodlnosci

d)l/ — XRd_l\SI
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punktowo. Odnotujmy, ze zbior otwarty G, := int S§1/ V) jest otoczeniem S;. Okreslamy

uy 2= (Y opry)u = (Y o pry)edrr.
Zauwazmy, ze
(suppw,) N (171 (Gy)) = 2,
co oznacza, ze zbior (suppu,) N (clys D) jest zwarty. Na podstawie I wersji twierdzenia Stokesa mamy:

/ du, = / uy,, vEN.
D,0 M’,0’

/ du, — du, / Uy, — Uu.
D,0 D,0 M0’ M0’

Niech H := pr;'(Ss). Oczywiscie [u,] — [u] punktowo na M’ \ H. Ponadto |[u,]| < |[u]| na M'. Stad,
na podstawie twierdzenia Lebesgue’a, dostajemy

/ Uy — U.
M'\H,0’ M'\H,0’

Wystarczy pokazaé, ze

Zauwazmy, ze
duy, = d(¢, opry) Au+ (¢, o pry)du = (1, o pry)du.
Stad [du,] — [du] punktowo na M \ H oraz |[du,]| < |[du]|. Mamy wiec

/ du, — du.
D\H,0 D\H,0

Pozostaje sprawdzié, co si¢ dzieje na H. Potrzebny nam bedzie nastepujacy lemat.

Lemat 13.3.9. Niech N bedzie r—wymiarowq orientowalng podrozmaitoscig w R™ i niech B C R" bedzie
zbiorem domknietym miary zero. Witedy

/ [fday] dEN =0
Nﬁpr;l(B)

dla dowolnego J € AT przy zalozeniu, ze forma fdx; jest catkowalna na N.

Przyjmijmy lemat na chwile. Jezeli M’ # @, to stosujac lemat dor =d—1, N=M', B=S;,J =1
i fdr; = w lub fdx; = u,, wnioskujemy, ze

/ [u] dcM' = / [u,] dCM = 0.
M'NH M'NH

Niech teraz r = d, N = D. Mamy du = ((?Tidxj A dzy i podobnie dla du,. Bierzemy teraz fdx; =
J¢l
%dﬂ% /\de, J = (7:1,... ,is_l,j,is,... ,id_l) iB:= {(tl,...,td) S Rd : (tl,... 7ts—17ts+17---’td) S S[}

tak, ze pr}l(B) = H. 7 lematu wnioskujemy, ze

/ [du] dLM = / [du,] dcM = 0.
DNH DNH

Dowod 1II wersji twierdzenia Stokesa jest zakonczony. (]

Dowdd Lematu 13.8.9. Niech A := NNpr;'(B) iniech A oznacza zbiér tych wszystkich punktow a € A
takich, ze przy dowolnej lokalnej parametryzacji p : P — U w otoczeniu a mamy:

a(pj17"'7pjr) —1 _
ot .ty D0

Oczywiscie Ag jest relatywnie domkniety i [fdz ] = 0 na Ay. Pozostaje udowodnié, ze

/ [fdxs) dcN = 0.
A\Ag
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Rozumujemy lokalnie w otoczeniu ustalonego punktu a € A\ Ag. Wobec definicji zbioru Ay, podroz-
maito§¢ N da si¢ opisa¢ w pewnym otoczeniu U punktu a jako wykres x5 = g(x), x; € Q, gdzie J'

oznacza wielowskaznik uzupetiajacy do J w (1,...,n) (CWICZENIE). Mamy stad:
/ [fdzs] dL® = i/ f(@y,9(xs))dz; =0
ANU {zs:(xs,9(xs))EA}
bo {z;: (z5,9(z;s)) € A} C B. O

Obserwacja 13.3.10. W praktyce, dla d > 2, twierdzenie Stokesa stosuje si¢ najczesciej w nastepujacej
sytuacji. Zalézmy, ze M, D, 2,u spelniaja warunki (1)—(4), (8), (10). Zamiast (5) zaktadamy, ze D C M
(co automatycznie daje (6)) oraz, ze dy D jest kawatkami klasy C!, co oznacza, ze dowolnego punktu
a € Oy D istnieje lokalna parametryzacja p, : (—2,2)¢ — U,, gdzie U, € top M, a € U, oraz £, €
{1,...,d} takie, e p,(0) = a, DN U, = p((—2,0)% x (=2,2)4"t). Zauwazmy, ze jezeli £, = 1, to
(O D)NU, = p({0} x (—2,2)%71). W szezegolnosei, (9n D) NU, jest (d—1)-wymiarowa podrozmaitoscia
U, klasy C'. Jezeli £, > 2, to

(8}VID) U \E Up“ o {0} X ( 270)&1—5 ~ (_2’2)(1_[&)7

gdzie B, := p,({t € (—2,2)% : J1<icjcr, + ti = t; = 0}). W szezegolnosei, (O D) N (Uy, \ E,) jest suma £,
parami roztacznych (d — 1)-wymiarowych podrozmaitosci U, \ F, klasy C'. Niech F, := p,({t € [-1,1]¢ :
Jicicjge, i =15 =0}) C E,.

Wobec zwartosm ou D znajd21emy skoriczona liczbe punktoéw aq,...,any € Oy D takich, ze Oy D C

U Pa; ((—1 ,1)4). Niech F := 'U1 Fy,, gdzie F,; := O jezeli £,;, = 1. Oczywiscie, I jest zbiorem zwartym
=

oraz (OprD) N (M \ F) jest (d — 1)-wymiarowa podrozmaitoscia klasy C!. Niech My := M \ F, Dq :=
DN My = D\ F. Zauwazmy, ze My, Dy, 2, u spemiaja (1)-(10) (CWICZENIE).

Bedziemy chcieli zastosowaé IT wersje twierdzenia Stokesa do Mg, Do, £2,u. Mamy S := Do\ My C F.
Wystarczy wiec pokazac¢, ze dla kazdego j € {1,..., N} takiego, ze £y, > 2, zachodzi L4 (pr;(F,,)) =0
przy dowolnym I € A%} ;. Ustalmy I oraz j i przyjmijmy dla uproszczenia zapisu a := aj. Wystarczy udo-
wodnié, ze L3 (pr;(H)) = 0, gdzie H := p,({0}? x [-1,1]¢72). Niech f := pr; opa(0,-) : (=2,2)"1 —
R4-!. Zauwazmy, ze f spelnia lokalnie warunek Lipschitza. Teraz na podstawie Propozycji 12.1.38(b)
wnioskujemy, ze zbior pr;(H) = f({0} x [~1,1]972) jest miary zero.

Na podstawie Lematu 13.3.9, rozumujac tak, jak w koncéwce dowodu II wersji twierdzenia Stokesa,
dostajemy fD.O du = fDO’O du. Niech O oznacza orientacje¢ indukowana na 9ag, Do przez O. Ostatecznie
wiec, na podstawie II wersji twierdzenia Stokesa, mamy:

/ du :/ du :/ u =:/ Uu.
D,0 Dg,0 Omy Do, 0’ om D,0’

13.4. Twierdzenie Stokesa w wersji kohomologicznej
Niech {2 C R™ bedzie zbiorem otwartym.
Powiemy, ze forma u € C(ld)(ﬁ) jest zamknieta (jest kocyklem), jezeli du = 0.
Jezeli forma u € Cq)(2) jest taka, Zze u = dw dla pewnej formy w € C(1d71>((2), to mowimy, ze u jest
doktadna (jest kobrzegiem).
7Z faktu iz d> = 0 wynika, ze jezeli u = dw jest forma doktadna i w jest klasy C2, to u jest zamknieta.

Definicja 13.4.1. Zdefiniujmy

ZU2):={uc Cop($2) :du=0}, d=0,

BY(£2) : = {0},

BYR2): ={dw:weCl ()}, d=1;
BA(£2) jest podprzestrzenia Z¢(2). Niech

HY(Q) = 240)/BYN2), d=0,1,2,...;
H(£2) nazywamy d-tq grupg kohomologii £2.
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Obserwacja 13.4.2. (a) Formy z Z°(§2) to funkcje lokalnie stale. W szczegélnosci, jezeli 2 = D jest
obszarem, to Z°(D) ~ R, a stad H°(D) ~ R.

(b) 27(9) = €3, ().

(c) Dla d > n mamy: Z4(2) = BY(2) = {0}, a stad H(£2) = {0}.

(d) Lemat Poincarégo (Twierdzenie 13.1.13) mowi, ze jezeli obszar D jest §ciagalny rézniczkowo do
punktu w klasie C* (np. D jest gwiazdzisty), to H%(D) = {0} dla dowolnego d > 1.

Definicja 13.4.3. Niech 2 C R” bedzie zbiorem otwartym. Przez d—wymiarowy ptat powierzchniowy
klasy C* w £2 rozumiemy dowolne odwzorowanie v : P — 2 klasy C*, gdzie P C R? jest pewna
(niezdegenerowana) kostka zwarta, d € Ny, k € Ny U {oco}. Méwiac, ze 7 jest klasy C* rozumiemy, ze v
przedtuza si¢ do odwzorowania klasy C* w pewnym otoczeniu P (otoczeniu zaleznym od 7).

Niech Pfd)(()) oznacza rodzine wszystkich d-wymiarowych platow klasy C* w 2

Plat O—wymiarowy to dowolne odwzorowanie zbioru jednopunktowego w R™, ktére bedziemy utoz-
samiaé¢ z jego obrazem (dla d = 0 klasa plata nie odgrywa zadnej roli). Tak wiec P](CO)(Q) ~ (2. Plat
1-wymiarowy klasy C* to krzywa klasy C*. Jezeli M C {2 jest d-wymiarows podrozmaitoscia 2 klasy
C*, to dla dowolnego punktu a € M istnieje d-wymiarowy ptat powierzchniowy v : P — M taki, ze
v : P — ~4(P) jest homeomorfizmem, rank~'(t) = d dla dowolnego t € P, oraz a € intpr(y(P)).

Oznaczmy przez Lfd) (£2) przestrzen wektorowa wszystkich formalnych kombinacji o wspotezynnikach

rzeczywistych elementow z P’(“d)(_Q). Elementy przestrzeni L?d)(Q) nazywamy d-wymiarowymi tanicu-
chami klasy C* w £2.

Dla y € P{yy(£2) (y: P — £2) i u € C(¢)(£2), niech

/ru::/P’y*(u) act. (%)

Dla d = 0 przyjmujemy fﬁ/ u:=wu(vy). Dla d =1, catka fﬁ/ u, gdzie u = uydzy + - - - + updr,, pokrywa sie
z calka krzywoliniows zorientowana po krzywej v z pola (uq, . . ., up,). Dla dowolnego d, caltka fv u stanowi
uogolnienie caltki po podrozmaitosci z formy rézniczkowej: jezeli v : P — {2 jest d—wymiarowym platem
klasy C! takim, ze v : P — (P) jest homeomorfizmem i rank y/(t) = d dla dowolnego t € P, to wtedy
catka fv u pokrywa sie z catka po podrozmaitosci (int P) przy orientacji zadanej przez .

Powyzsza definicje rozszerzamy liniowo na v € L%d)(!?):

Widag, ze operacja
B4 (2) x C(a)(£2) 3 (7, u) — /u eR
Y
jest dwuliniowa.

Obserwacja 13.4.4. Jezeli v : P — 2 jest d-wymiarowym platem klasy C* (k> 1)ip:Q — P
jest dyfeomorfizmem klasy C*, gdzie Q C R? jest pewna kostka, to yo ¢ : Q — £2 jest d-wymiarowym

platem klasy C* oraz
/ uze/w u € Cigy(£2),
Yoy v
gdzie € := sgn(det ¢’).
Istotnie, niech f := v*(u). Wtedy
(o) (u) = ¢*(v"(u) = (f o p)det ¢/,

/ u:e/(foap)|det<p’|d£d:e/ fdﬁdze/u.
yop Q P ¥

(22) Tu i dalej, w zaleznosci od potrzeb, bedziemy utozsamiaé¢ forme maksymalnego rzedu v = vdty A -+ A dty ze

a stad

wspotczynnikiem v.
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Powyzsza obserwacja pozwala dokonywaé zmiany parametryzacji ptatow. Mozemy zawsze zaktadac,
7e platy sq sparametryzowane w kostce [0,1]% (tak zwykle robilismy dla krzywych).

Propozycja 13.4.5. Niech u,v € Ciq)(£2). Wtedy

U=v<=V, cpe : u= [ v.
'yEP(d)(Q) [y [y

Dowdd. Przypadek d = 0 jest trywialny. Zastepujac formy w i v formami v — v i 0, sprowadzamy
twierdzenie do przypadku v = 0. Niech u =} \1j=q Urdz ;. Ustalmy punkt a € 2 oraz I = (i1,...,iq) €
A% Pokazemy, ze ur(a) = 0. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze I = (1,...,d). Rozwazmy plat

[—E,é‘]d > (tl,...7td) — (a1 +t1,...,aq +td7ad+1,...7an).

Dla matych ¢ > 0 jest to oczywiscie d—wymiarowy ptat klasy C*° w 2. Tak wiec, dla malych ¢ > 0 mamy

" @ /Y “ @ /[75,5]01 uI(’y(t))dt = ul(£5)7

gdzie & jest pewnym punktem z v([—¢, €]?). Oczywiscie . — a, gdy ¢ — 0. Ostatecznie, korzystajac
z ciagtosci, wnioskujemy, ze uy(a) = 0. O

Definicja 13.4.6. Niech v € P’(Cd)(ﬂ), d>1,v:P— 2, P=la1,b1] X -+ X [ag,bq] = Q1 X -+ X Qq.
Dla d > 2 definiujemy:
Pii=Qi X xQj_1xQjy1 X+ XQa, 0; :Pj— P, of:Pj— P
o7 (1, o1, Tyt - ) = (X1, o1, Qg T - -5 Td),
O’j(.ﬁljl,..,,l'jfl,ijrl,...,lEd) = (xl,...,xj717b]‘,xj+1,...7xd).
W przypadku d = 1 przyjmujemy o; = a1, Uf := by. Niech

d
Oy := Z(fl)jfl(fy oaj+ —o O’;) € L?d—l)(‘g)'

j=1
Laricuch v nazywamy brzegiem plata . Operacje brzegu przedtuzamy liniowo na Lfd)(ﬂ):

9: Ll(cd)(ﬂ) - Ll(Cd—l)(“Q)'

Przyklad 13.4.7. (a) Jezelid =1, v: [a,b] — §2, to
0y = 5(b) — (a) € £ (2).
(b) Jezeli d =2, v : [a,b] X [¢,d] — 12, to
Oy =(b,) = y(a,) = ¥(,d) +v(- ¢) € By_1y(£2).
Propozycja 13.4.8. Jezelid > 2, to 009 =0 na Léﬂd)(ﬂ).
Dowdd. Oczywiscie wystarczy pokazaé, ze d o 0 = 0 na P?d)(_Q). Ustalmy v € Pfd)(_()), y: P — (2,
P =a1,b1] X -+ X [ag,bg] =: Q1 X -+ x Qq. Dla 1 < i < j < d niech
Pj=0Q1 X+ XQi1XQip1 X+ xQj1XQj11 X xXQq

oznacza (d — 2) wymiarows kostke powstala z P przez ,pominiecie” dwoch przedzialow. Niech dalej

O'i_’j_ P — P

oznacza odwzorowanie ,wstawiajgce” na miejscach 7 i j, odpowiednio, a; i a;, tzn.

Ui_,]’v (Zla sy Li—15 Tty e oo 5 Tj—1, Lj41s - - ~axd) = (4171, sy Li—15 gy Tt 1y -+ -y Lj—1, Qg5 Tjp1, - - - 750(1)-
. e e o oo
Podobnie tworzymy odwzorowania o, /", 0; ;" i 0; 2" wstawiajac, odpowiednio, pary (ai,b;), (bi,a;)

i (b;,b5). Przy tych oznaczeniach mamy:
d

(@00)() =0( D~ M(reot —vo07))

=1



Marek Jarnicki, Wyktady z Analizy Matematycznej IV, wersja z 13 czerwca 2019

13.4. Twierdzenie Stokesa w wersji kohomologicznej 311
d Jj—1
=S (S el — ooyt —renty 400
j=1 i=1
+ Z Jivool —yool —yoo; it +r00;;7))
i=j+1
=D (D)) =D (=)L) =0 O
i<j i>j

FLancuchy v € Lfd)(()) takie, ze 9y = 0 nazywamy cyklami. Jezeli v = 9§ dla pewnego 6 € L](Cd+1)((2)
to mowimy, ze v jest brzegiem.
Z faktu, ze 0% = 0 wynika, ze kazdy brzeg jest cyklem (ale nie odwrotnie — CWICZENIE).

Definicja 13.4.9. Zdefiniujmy

Z2a(£2) : ={y € £y (£2) : 0y = 0},

Ba(2): ={0v:v €Lz ()}, d=1
B4(£2) jest podprzestrzenia Z4(2). Niech

Hy(2):=Z24(2)/Ba(2), d=1,2,..;
Hy(2) nazywamy d-tq grupg homologii (2.
Obserwacja 13.4.10. Rozwazmy ciag platow v, € P%d)(Q),

v P— 2, veN,

okreslonych na tej samej kostce P (d > 1). Zal6zmy, ze
e 7, — 7o jednostajnie na P oraz
. %%;’ — g—;’: jednostajnie na P, j =1,...,d.
Wtedy dla dowolnej formy u € C(ld_l)(ﬂ) mamy:

/ du — du, / u— Uu.
Yo Ovv 90

v

Istotnie, tatwo sprawdzi¢ (CWICZENIE), Ze
e dla dowolnej formy v € C(qy(£2) mamy: ~;;(v) — 75 (v) jednostajnie na P oraz
e dla dowolnej (d — 1)—wymiarowej ,Sciany” @ kostki P mamy:

(Y 0 0)"(u) — (70 0 0)"(u) jednostajnie na @,
gdzie o : Q — P oznacza ,wlozenie” $ciany @) w kostke P.

Twierdzenie 13.4.11 (Twierdzenie Stokesa).
/du - / R (), ueCh 1) (2), d> 1.
oy

Dowdd. Mozemy zalozy¢, ze v : P — {2 jest platem klasy C!.
Najpierw rozpatrzymy przypadek d = 1. Niech P = [a,b] C R. Mamy:

/7 au= [ " da) = / OB = uly(8) — ulr(a)) = / o

Niech teraz d > 2. Zalézmy dodatkowo, ze 7 jest klasy C2(U), gdzie U jest pewnym otoczeniem P.
Wtedy mamy
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Podstawiajac v := v*(u) € C(ld_l)(U), sprowadzamy problem do réwnosci

d
_ j—1 +\* _ —\ %
/ =3 [ (5@ - e w)

Bez szkody dla ogolnoséci mozemy przyjaé, ze v = fdty A --- Adtqg—1. Wtedy
dv = (fl)d”ﬁdtl A Adtg,
Otg
a stad
Jao=co [ Sty = o [ () - e,
P Pax[aq,bd] Oty Pq
Z drugiej strony,
)*(v)=0, j=1,...,d-1,

fl@1, .. xa—1,aq)dzy A - Adxg_q,

(o
(04)"(v)

(O’j)*(’l}) = f(ZL'l, ey g1, bd)dl'l JANRERIWAN d(L‘dfl,

S

a stad

=

~ (077" @) = (0" [ (#(@h) = ) )da.

d

d
DY RS (N
j=1""Fi
Teraz rozwazymy przypadek, gdy v jest tylko klasy C' w pewnym otoczeniu U. Korzystajac ze
zwartosci obrazu v(P) C {2 oraz z wlasnosci regularyzacji znajdziemy ciag funkcji (v,)32; C C*>°(R?, R™)

taki, ze v, (P) C 2,v € N,oraz vy, — 71 %;’]” — 3% jednostajniena P, j = 1,...,d. Wobec poprzedniej

/du:/ u, veN
O

v

Pozostaje skorzysta¢ z Obserwacji 13.4.10. U

czesci dowodu, mamy

Propozycja 13.4.12. (a) Zatozmy, ze:

e tlancuch v € L:(Ld)(ﬁ) jest brzegiem, v = 0C dla pewnego tancucha ¢ € L%dﬂ)(()), za$ forma
u € C(ld)(ﬁ) jest zamknieta,
lub

e tlaricuch vy € L%d)(ﬂ) jest cyklem, za$ forma u € C(qy(§2) jest doktadna, u = dw dla pewnej formy
w € C(ld_l)((l).

Wtedy fv u=0.

(b) W szczegdlnosci, dla dowolnych ~ € L%d)(ﬂ), u € C(ld)(ﬂ), e L%d_‘_l)(()), w € C(ld_l)(Q), jezeli

Oy=0idu=0, to
/ (u+dw):/u.
7+9¢ v

Hy(2) x HY9) 3 (7], [u]) — /u R

Dla przyktadu, operator

jest poprawnie okreslony, d =1,2,....

Dowdd. (a) Jezeli v = 9¢ i du = 0, to na podstawie twierdzenia Stokesa mamy:

/u:/ u:/duzo.
Y o¢ ¢

Podobnie, jezeli 0y =01 u = dw, to

/u:/dw:/ w = 0.
2l vy Oy

(b) wynika natychmiast z (a). d
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Propozycja 13.4.13. Niech u € C(d)( ). Wtedy

dU:O<:>v.YEBd(Q)Z /’U,ZO.
2l

Dowdd. Implikacja (=) wynika z poprzedniej propozycji. Dla dowodu implikacji (<=), na podstawie
Propozycji 13.4.5, wystarczy pokazaé, ze

/du =0, v€PTH ().
-

Ustalmy v € P, 1)(£2). Wtedy 0y € Bq(§2). Na podstawie wzoru Stokesa i zalozeri mamy

/du—/ u=0. O
Oy

Propozycja 13.4.14. Niech w € C(ldil)(_Q) bedzie taka, Ze dw € C<d>( ). Wtedy d(dw) =0 (*3).

Dowdd. Skorzystamy z poprzedniej propozycji. Niech v = 9¢ € By(£2). Wtedy na podstawie wzoru

Stokesa mamy
/dw:/w:/ w = 0. O
ki oy 02¢

Obserwacja 13.4.15. (a) Niech ¢ : 2 — 2’ bedzie dowolnym odwzorowaniem klasy C*. Dla ptata
v € Pfd)(ﬁ) polézmy ¢.(y) := ¢ o ~y. Operacje te przedluzamy liniowo na L(“d)(()). Zauwazmy, ze
wx 00 =00 p,. W szczegolnoscei, jezeli v jest cyklem, to ¢. () jest rowniez cyklem.

W przyszlosci, jezeli nie bedzie to prowadzi¢ do nieporozumieri, bedziemy pisa¢ ¢(7) zamiast @. ()
(dla dowolnego tanicucha 7).

(b) Przypuéémy, ze obszar D C R™ jest rozniczkowo $ciagalny do punktu a € D w klasie CF+!

(tak, jak w Lemacie Poincarégo (Twierdzenie 13.1.13)). Niech h : 2 — D, [0,1] x D C {2, bedzie

odwzorowaniem $ciggajacym klasy C**1, h(0,2) = a, h(1,2) = =, * € D. Niech v € ngl( ) bedzie

k+1

dowolnym cyklem. Wtedy v = a+0¢ dla pewnego taricucha ¢ € L (D), gdzie a utozsamiamy z ptatem

(d+1)
stalym. W szczegolnosei, na podstawie Propozycji 13.4.12(b), fv u = 0 dla dowolnej formy zamknietej

u € Cly(D),d>1.

N
Istotnie, niech v = Y a;vi, 75 : P, — D, i =1,..., N. Zdefiniujmy
i=1

N
C:=> G, G:[0,1]x P — D, (i(s,t)=h(s,%(t), i=1,...,N.

i=1
FLatwo widaé, ze
Wynika stad, ze

8( = h(lvfy) - h(07’}/) - h(id[0,1]7 87) = h(lvfy) - h(ovfy) =7 —a
co konczy dowdod.

Twierdzenie* 13.4.16 (Twierdzenie de Rhama (**)). Niechu € C(d)( ) (k>1,d>1). Wtedy u = dw
dla pewnej formy w € Cé“dil)(D) wtedy i tylko wtedy, gdy fﬂ/ u =0 dla dowolnego cyklu v € Z4(D).

Dowdd twierdzenia de Rhama pomijamy.

23) Uwaga: nie zaktadamy, ze w jest klasy C2.
4) Georges de Rham (1903-1990).
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Obserwacja 13.4.17. (a) Implikacja (=) wynika oczywiscie z Propozycji 13.4.12.

(b) Na podstawie Propozycji 13.4.13, spelienie warunku po prawej stronie pociaga za soba, iz u jest
zamknieta.

(c) Na podstawie Obserwacji 13.4.15(b), jezeli spetnione s zalozenia Lematu Poincarégo, to spet-
niony jest warunek po prawej stronie Twierdzenia de Rhama (tak wiec, twierdzenie de Rhama jest
uogoblnieniem Lematu Poincarégo).

(d) W przypadku d = 1 twierdzenie de Rhama mozna udowodni¢ analogicznie do Twierdzenia 11.5.6.
Niech v = uydzy +- - -+ undz, € Cé“l)(D). Na wstepie zauwazmy, ze w kategorii tamanych « : [0,1] — D,
catka fv u zalezy jedynie od konicow krzywej. W tym celu wystarczy pokazaé, ze fw u = 0 dla dowolnej
tamanej zamknigtej 7 : [0, 1] — D. Ten za$ fakt wynika natychmiast z tego, ze kazda famana jest krzywa
klasy C* (CWICZENIE), a jezeli jest zamknieta, to jest cyklem z Z;(D).

Jezeli juz mamy niezaleznosé calki od drogi catkowania w kategorii tamanych, to definiujemy w(x) :=
f[xo,-.-,m] u, x € D, gdzie 29 € D jest ustalonym punktem, ze [z, ..., z] oznacza dowolng tamana taczaca

w D punkt xg z punktem z. Analogicznie, jak w dowodzie Twierdzenia 11.5.6 sprawdzamy, ze % = uy,
J

j=1,...,n. Wynika stad w szczegolnosci, ze w € C*¥T1(D) oraz dw = u.



ROZDZIAL 14

Wybrane rozdzialy analizy matematycznej

14.1. Szeregi Fouriera — uzupelnienia

Niech
L%T((R) = {f R—R: f|[—ﬂ'.,7r] € Ll([_ﬂ7ﬂ)7 VeeRr : f((L' + 271—) = f(l')}
Oczywiscie Ra, (R) C L _(R). Definicje szeregu Fouriera (okreslonego dla funkeji klasy Ra, (R)) (por. De-
finicja 8.1.1) przenosimy bez trudu na funkcje klasy Li_(R):

S(x) = S(f;x) = % + Z(an cosnx + by sinnzx), x €R,
n=1

gdzie
1 [7 1 [
an = an(f) ::f/ f(t)cosnt dt, b, =0b,(f) ::f/ f(t)sinnt dt, n € Npy.
L — TJ—x

Twierdzenie 14.1.1 (Riemanna-Lebesgue’a). Dla dowolnego przedziatu P C R oraz dla dowolnej funk-
cji f € LY(P) mamy:

lim / f({t)cosat dt = lim / f(t)sinat dt = 0.
P P

|a|—=~4o0 || —=~+o00
W szczegdlnosci, dla dowolnej funkcji f € L _(R) mamy:
an(f) — 0, bu(f) — 0 przy n — +oo.

Dowdd. Por. dowod Twierdzenia 8.1.3.
W dowodzie ograniczymy sie do funkcji cos. Pozostaly przypadek jest analogiczny.
Krok 1°. f = xq, gdzie @ jest przedzialem ograniczonym, Q C P.

Krok 2°. Jezeli twierdzenie zachodzi dla f1, fo € LY(P), to zachodzi dla A; f1 + Aafo dla dowolnych
)\1, Ao € R.

Krok 3°. Jezeli M*(P) > f, /' f € L*(P) i twierdzenie zachodzi dla kazdej funkcji f,, v > 1, to
zachodzi dla f.

Istotnie, na podstawie twierdzenia o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem calki,
mamy:

‘/Pf(t)cosozt dt—/Pf,,(t)cosat dt‘ g/P(f(t)—fl,(t))dt—>O, a€eR.

Teraz, dla danego € > 0, najpierw dobieramy vq takie, ze

’/f(t)cosatdt—/f,,o(t)cosoztdt}ga, a € R,
P P

a nastepnie korzystamy z tego, ze [, fy,(t) cosat dt — 0 gdy |a| — +oc.

Krok 4°. Na podstawie 1°,2° i 3°, twierdzenie zachodzi dla dowolnej funkcji f = xy, gdzie U jest
zbiorem otwartym w P i xy € L*(P).

Krok 5°. f = xa € L'(P), gdzie A jest zbiorem mierzalnym, A C P.
Istotnie, dla dowolnego & > 0 istnieje zbior U otwarty w P taki, ze A C U i L}(U \ A) < e. Wtedy

‘/ xu (t) cos at dt—/ xa(t)cosat dt| < e
P P

315
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i mozemy skorzystaé z 4°.

Krok 6°. Wobec 5° i 2°, twierdzenie zachodzi dla dowolnej funkcji f € M (P) N L*(P). Stad,
na podstawie 3°, zachodzi dla dowolnej funkcji f € M™*(P) N L'(P) i ostatecznie (poprzez rozklad
f=f+— f_) — dla dowolnej funkcji f € L*(P). O

Tak, jak w § 8, dla f € L_(R), definiujemy sumy czesciowe:

k
Sk(z) = Sp(f;2) == % + Z(ancosn;c+bnsinnx), x €R, k€ Np.

n=1
Lemat 14.1.2. Dla f € L} _(R) mamy

- _ - (2k+1)t
SMﬁw%:%/ ﬂx+ﬂ;f@ H.& 2 dt, ze€R, keNo.
0

st
S 5

W szczegolnosci,

T sin &

1 ™ sin @D
[ T—2 gt=1, keN,.
0 2

Dowdd. CWICZENIE — por. dowdd Lematu 8.2.2. O

Propozycja 14.1.3. Dia f € Li_(R) i dla dowolnego 0 < § < 7 mamy:

b ) sin kD
lim Si(f;z) = lim l/ flea+t)+ fla—t) sin—
0

k—+o00 k—-+oo T

dt, zeR

in b
2 sin 5

(w tym sensie, Ze obie granice jednoczesnie istniejq i sg réwne).

W szczegolnosci, prawdziwa jest nastepujgca zasada lokalizacji:

O zbieznosci i wartosci S(f;xo) szeregu Fouriera funkcji f w punkcie xo decydujq wytgcznie wartosci
funkcji f w dowolnie matym otoczeniu punktu xg.

Dowdd. CWICZENIE — por. dowod Twierdzenia 8.2.3. O
Propozycja 14.1.4 (Kryterium Diniego). Niech f € Li_(R) i niech 9, A € R bedq takie, ze funkcja

}Bt& flwo+1t)+ flzg —1t) — 24

0
(0.7 t

jest catkowalna (1) . Wtedy
S(fiz0) = kEToo Se(fi2o) = A

Dowdd. CWICZENIE — por. dowdd Twierdzenia 8.2.4. O

14.2. Transformacja Fouriera
Definicja 14.2.1. Dla dowolnej funkcji f € L*(R™) := L}(R", C) definiujemy jej transformate Fouriera
wzorem
FNEO =F© = | J@e0aL @), cer™ ()
gdzie (, ) oznacza standardowy iloczyn skalarny w R™.
Obserwacja 14.2.2.  (a) f(0) = Jan f(@)dL ().
FEI< £l

(b) f jest funkcja ograniczona oraz supgcgn
Elg Oczywiscie, problemem jest tu calkowalno$¢ w otoczeniu zera.
2

Uwaga: Czasami transformate Fouriera definiuje si¢ wzorem

1

(FHIE) = W

/f@fW@MWm
-
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~

(c) f jest funkcja jednostajnie ciagta.
Istotnie, dla dowolnych £, € R™ mamy

~

Ferm-Fel< [ 1f@le e ~acn@) — o

gdzie ostatnia zbieznos¢ wynika z twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanym przechodzeniu do granicy
pod znakiem calki.

(d) Z Twierdzenia 12.5.1 o funkcjach danych catka wnioskujemy, ze jezeli z®f € L*(R™) dla |a| < k
(np. f € LY(R") i supp f CC R"), to fe C*(R",C) oraz Dof = (—27ri)|a‘a/c&;”, la| < k. W szczegolnosed,
jezeli f € C°(R™,C), to f € C®(R",C).

() e—alal? ¢ ¢(R",C), a > 0.

(f) Z Twierdzenia 13.3.6 o catkowaniu przez czesci wnioskujemy, ze jezeli f € CE(R™, C), to (2wi)‘a|§af:
Def, |a| < k.

(g) Jezeli f € C3*(R'C) dla pewnego k € Ny, to funkcja H§||2kfjest ograniczona. W szczegdlnosci,
jezeli 2k > n, to f € LY(R™). Istotnie, [|¢][2*f = (a2 + --- + 22)kf = D aeNs|al=k S—imzafi mozemy
skorzystac z (f).

(h) Niech X := {f € L*(R") N BC(R",C) : f € L*(R")}. Odnotujmy, ze X jest C-przestrzenia
wektorowa oraz X C LP(R™) dla dowolnego p > 1. Ponadto, na podstawie (g) mamy C2*(R"C) C X o ile
2k > n.

(1) Niech gva(x) = ¢(—x). Zauwazmy, ze

y<

= F=7 feL'®".

<)

Definicja 14.2.3. Operacje
L'R") > f+2 Ff € BC(R", C)

nazywamy transformacjq Fouriera.
Jest to oczywiscie operator C—liniowy i ciagly. Ponadto, || F| < 1.
Lemat 14.2.4. Dla dowolnych f,g € L*(R"™) mamy

g7 = / Gz + ) f(2)dL™(z), € R,

n

W szczegdlnosci, dla & = 0 dostajemy
/"g-de":/n@de".
Dowdd.
v F© = [ s f@e o = [ g [
et [ ([ g e acn @) fwdetw) = | 3+ Of0)de"w). 0

Lemat 14.2.5. Dla dowolnego a > 0:

f(y)ef27ri(y,;r>d£n (y))€727ri(ac,§)d£n(x)

n

f(e—aumw)(g):( E)”e—%nguz, ¢ eR™.

a

W szczegdlnosci,
Fle~el*y(g) = el ¢ e R™,

Dowdd. Wystarczy udowodnié przypadek n = 1. Istotnie,

]_—(67(1“7”2)(5) _ / e—a“m”?e—Q-;ri(m,@dEn(w) _ / efamfefmrizlgldﬁl(xl) . / efamiefknlmngndﬁl(xn)
R R

]Rn
2 2 n 2
I PSS =15 :( E) e lel”
a a a
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W przypadku n = 1, niech
1) = Fe™)(©) = / e e FISIL ), EER.
R
Na podstawie twierdzenia o funkcjach danych catka wiemy, ze f € C*°(R,C) oraz

oo .
P = [ e Caminen ity = et T

oo 0o 1 .
— / efW?ﬂ(—Qﬂif)eﬂm:‘édw
— 00 —o00 — 00 a

22
= —e1(9).

Rozwiazujac to réwnanie rézniczkowe dostajemy
2
[ =Ce %, ¢eRr.
Pozostaje wyznaczy¢ stata C. Mamy

C = f(0)= / e dy = \/g (CWICZENIE). a

— 00

=~ vV
Propozycja 14.2.6. (a) f = f dla dowolnej funkcji f € X. W szczegdlnosci, transformacja Fouriera
v

przeksztatca bijektywnie X na X oraz (Flx) 7 (f) = ]?, fex.

(b) f/\g = f*'j dla dowolnych f,g € X.

(c) f/*\g = f g dla dowolnych f,g € X (3)

() fon f-gadcr = Jgn [ g dL™ dla dowolnych f,g € X. W szczegdlnosci, HJ?HLz =|Ifllzz, f € X
(a wicc F : X — X jest izometriq w sensie normy L?).

Dowdd. (a) Niech g.(z) := e lel” 2 € R™, ¢ > 0. Zauwazmy, 7e g. € L'(R™). Na podstawie Lematow
14.2.4 1 14.2.5, mamy

—
=~

/ 9:(2) Flw)e >0 4L (@) = 9. 7€) = / Gela+ OF (@)L (x) = / G.(2) f(z — )L™ (x)

= /Rn %e_a%”z“Qf(x —&)dL™ (z) = /n e_’THZHQf(ex —&)dL™(x).

Poniewaz g. — 1 przy ¢ — 0 (punktowo na R™) oraz fE L'(R"), zatem, na podstawie twierdzenia

-~

Lebesgue’a, lewa strona dazy do f(€). Poniewaz f jest ciagla i ograniczona, zatem, ponownie korzystajac
z twierdzenia Lebesgue’a, wnioskujemy, ze prawa strona dazy do f(—¢), co koriczy dowdd.
(b) Korzystamy z (a) i Lematu 14.2.4:

\

-~

Fo(©) =0 1) = [ 3+ OF@ic" @) = (Fxa)(e)

(c) Korzystamy z (a) i (b):

~

YV Vovae o
frg=(f*gl =9V =r-7
(d) Korzystamy z Lematu 14.2.4 oraz (a):
~ v
Fgdct= | f-gdct=[ f-gdct= [ f-gdcr. O
Rn Rn Rn Rn

Definicja 14.2.7. Moéwimy, ze funkcja f € C*(R",C) jest szybkomalejgca (f € S = S(R™)) jezeli dla
dowolnych «, € Nj mamy

1f]la,8 == sup{|x“Dﬂf(x)\ cx €R"} < +oo.

(3) Wiadomo, ze f * g € BC(R™,C), a wiec nasze zalozenie oznacza, ze fx g € X.
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W szczegolnosci, dla dowolnych a € Nij i k& € Ny mamy:

lim ’I"k( max D% (z )|) =0.
r—+00 [|z]|=r
Obserwacja 14.2.8 (Wlasnosdci klasy §).  (a) D(R™) = (R, C) C S.
(b) eal=l” € S dla dowolnego a > 0.
(c¢) Dla dowolnych v € Nj i f € S mamy DVf € S.
(d) S jest zespolong algebra.
Jest widoczne, ze S jest zespolona przestrzenia wektorowa. Ponadto, dla f, g € S mamy:

15 -dlhoss = sup [+ 3= (D) 0@ 0] < ()l <+
veRr L e N v<p N7
(e) Dla dowolnych v € Ny i f € S mamy z7f € S. W konsekwencji, P - f € S dla dowolnego
wielomianu P € P(R",C) oraz f € S.
(f) Funkcja S 3 f + |[|f|la,3 jest seminorma (dla dowolnych «, 3 € Nf). Pozwala to wprowadzi¢
w S strukture przestrzeni metrycznej ze zbieznoscia zadana przy pomocy relacji

S o fi S, fes, jezeli || fx — flla,s — 0 dla dowolnych «, 8 € Njj.

(g) S jest przestrzenig zupetna — CWICZENIE!

(h) Operator § 5 f —— D7f € S jest ciagly.

(i) Dla dowolnego w1elom1anu P, operator § > f+—— P - f € S jest ciagly.
)

(G) Sc LP(R"), 1 < +o0. Ponadto, istnieja state C' = C(n,p), s = s(n,p) takie, ze

Hf”L!’(]R”) < Cmax{||fllao [l <s}=C-Ns(f), [eS.

W szczegblnosei, operator id : S — LP(R™) jest ciagly.
Istotnie, przypadek p = oo jest oczywisty (|| f|lze®n) = [|fllo,0)- Niech 1 < p < +oo0.
Niech m := | 5| + 1. Wtedy

o= ()= (] (SR )

ac(x 1/p
< const(n, m)Noy, (f / A+ [z) mp)

n—1

= const(n, m)Noy, (f) (/0 ﬂj_mdr) 1/p = const(n, p) Nam(f).

Obserwacja 14.2.9 (Wtasnosci transformacji Fouriera w klasie S).  (a) D"‘f = (—27ri)“"|$‘/"\f, fe
S, a € Njj (por. Obserwacja 14.2.2(d)).
(b) of = (2mi)~lelDof, f € S, a e NE.
Wzér wystarczy oczywiscie sprawdzi¢ jedynie dla o = e;. Na podstawie wzoru Stokesa (Obserwacja
13.3.3(d)) mamy:

NVETR , Of  om

9 1Y) - (2 1y 2ﬂ2<z,§>d£n

(2mi) 7 (g, )€ = @m) ™ lim [ (e (2)

= (2ri)~! lim ( / F(@)e 2 @O n (2)d OB (z) f(a:)(727m'§j)e_Z”i(I’QdE"(J:))
r=Heo A Jap(r) B(r)

= (2mi)~ lim f(x)e%”@’g)ﬁdﬁam(”(x)+§j/ f(@)e 2 @8 qrn ()
r——400 QIB(T) T R”

— (2r)"" lim fa)e @O L groB0) (o) 4 ¢ F(£).
77— 400 IB(r) T

Pozostaje wykazaé, ze
lim f(a:)e_%“z’f)ﬁdﬁm(”(:ﬂ) =0.

r—+00 OB(r) r
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Korzystajac z definicji klasy S mamy:
‘/ f(as)e%’”'(w’g)ﬁdﬁm(’")(m)’ < const(n)r"fl( m‘ax |f(:c)|> — 0.
aB(r) r =r

||x‘ r—-+00
(©) Iflla,p = @m)BI=lelsupg, | DA2B )| < (2m) A=l DY@P )| 11, f € S, o, B € N§. W szczegolno-
§ci, operator F jest izomorfizmem algebraicznym i topologicznym przestrzeni S na siebie (oraz S C X).
() Jezeli Y aoD% = f, gdzie aq € C, u, f € S, to ( ) aa(m)\alga)a(g) = 7(6), € € R™.
la| <N la|<N
Tak wiec, po zastosowaniu transformacji Fouriera, rownanie rézniczkowe zostalo zamienione na (na ogot

tatwiejszy) problem podzielnosci funkeji fprzez wielomian P(€) := 3 aq(27i)l*l¢® w klasie S.
la|<N

Definicja 14.2.10. Funkcjonaly liniowe i ciggle T : § — C nazywamy dystrybucjami temperowanymi
(tzn. jezeli fy 5, f, to T(fx) — T(f)). Zbiér wszystkich dystrybucji temperowanych oznaczamy
przez 8" = §’'(R™). W przestrzeni S’ rozwazamy topologie zbieznosci punktowej (T ST e Vies :
Ti(f) — T(F))-
Obserwacja 14.2.11 (Wtasnosci klasy S’). Niech T € §'.

(a) 0, € S’ dla dowolnego a € R™.

(b) Dla v € L?(R"), operator S > f L, Jgn ufdL™ jest dobrze okreslony i nalezy do &'. W tym
sensie X C L?(R") C S'.

Istotnie z nieréwnosci Schwarza oraz Obserwacji 14.2.8 wynika, ze

)/Rnwfdﬁn

(c) Operator L2(R™) > u — [u] € S’ jest ciagly.
(d) Dla funkcji mierzalnej u : R — C o wzroscie wielomianowym, tzn.

u(@)] < ML+ [l2]*)™, = €R",

< lullezllfllze < Cllull2Ns(f),  f €S, C=C(n,2), s:=s(n,2).

dla pewnych M > 0 i m € Ny, operator [u] jest dobrze okreslony i nalezy do S’. Przyktadem takich
funkcji u sa wielomiany.
Istotnie,

‘/nu-fdlln

e) Zdefiniujmy (D°T)(f) := (=1)IT(Df), f € S. Wtedy DT € S'.

f) Dla wielomianu P zdefiniujmy (P -T)(f) :=T(P- f), f € S. Wtedy P-T € §'.
)
)

R (1 +Jl2l?)7 15 @)
<M [ elPip@lac @) < o [ SRR

< M const(n,m)Noy(f), f€S, o0:=|m+n/2]+1.

dL™(x)

(
(

v v v
(¢) Zdefiniujmy T'(f) :=T(f), f€S. Wtedy T € §'.
(h) Zdefiniujmy f(f) = T(f)7 feS Wtedy T € 8.

Definicja 14.2.12. Dystrybucje T nazywamy transformatq Fouriera dystrybucji T
Operacje S'> T FTes nazywamy transformacjq Fouriera dystrybucji.

Obserwacja 14.2.13 (Wlasnosci transformacji Fouriera w klasie §’).  (a) Transformacja Fouriera
F:§8—8
Y
jest izomorfizmem algebraicznym i topologicznym; F~1(T) = T.

(b) [u] =[@], ue X >S.
Istotnie, wtedy u,u € L%(R™), skad wynika, ze [u], [4] € S’. Ponadto, na podstawie Lematu 14.2.4,
mamy:

W) =@ = [ wFacr= [ a-pacr =@, ses.
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14.3. Twierdzenie Kirszbrauna

(¢) DT = (2mi)leleaT T e .
Istotnie, na podstawie Obserwacji 14.2.9, mamy
DT(f) = D°T(f) = (-1)IT(Df) = (~1)leIT((~2mi)elzef) = (2mi) (€ T)(f), feS.

(d) DT = (—2mi)lelzoT T € &'

Istotnie,
DT(f) = (-1)IT(Df) = (~D)leIT(Daf) = (—1)llT((2mi) e F) = (=2mi)l(zoT)(f), fe€S.
(e) 8o = [1], [1] = 8o, D%y = (—2mi)lel [z2].

Istotnie,

bo(f) = 8o(f) = JO) = | fl@)aL"(x) =[N, [€S,

[ = b = 8o = 6, D% = D] = (— zm)\a‘z/a\m — (—2mi)lel [za].

(f) [/u\] € L%(R™) dla u € L%(R™). Ponadto, H[u]HLz = ||lu|| 2, czyli operator F : L%(R") — L2(R")
jest izometria.
Ustalmy u € L?(R™). Zauwazmy, ze korzystajac z Propozycji 14.2.6(d), mamy

()] = (D] < lullz I Fllee = lullzz £z, f €S

Przestrzen S jest gesta w L2(R™) w normie L2. W takim razie, [/u\] przedtuza sie do funkcjonatu liniowego
i ciagtego A : L?(R") — C takiego, ze ||A]| < |Jul|L2. Korzystajac z twierdzenia Riesza, wnioskujemy,
ze istnieje funkcja g € L*(R™) taka, ze A(f) = [o. f-g dL™, f € L*(R™), oraz |g||.> = [|A]. Oznacza

to, ze [/L.L\} = [g], czyli [/u\] € L*(R"™) oraz H[/U\]HLZ <

|u| L2 Dla dowodu réwnosci, zastosujmy poprzednia

nierownos¢ do funkeji [ul: ull g2 = |illz2 = [l 22 = |fulllz= < [[fulllze-
(g) Jezeli > anD°U = T, gdzie a, € C, U,T € &, to ( > aa(2m')‘a|§°‘)[7 = 7. Tak wiec,
la|<N |a|<N

po zastosowaniu transformacji Fouriera, dystrybucyjne réwnanie rozniczkowe zostalo zamienione na (na
ogot trudny) problem podzielnosci dystrybucji T przez wielomian P) =Y aq(2mi)l*le” w Klasie S'.
la|<N

14.3. Twierdzenie Kirszbrauna

Twierdzenie 14.3.1 (Twierdzenie Kirszbrauna (*)). Niech @ # S C R™ i niech f : S — R" bedzie
dowolnym odwzorowaniem spetniajgcym warunek Lipschitza ||f(2') — f(2")|| < L||z’ — 2"||, «’,2" € S
(w normach euklidesowych). Wtedy f posiada rozszerzenie g : R™ — R"™ spetniajgce warunek Lipschitza
z tq samq statq L.
Obserwacja 14.3.2. Powyzsze twierdzenie nie jest prawdziwe przy dowolnym wyborze norm w R™
iR™

Dla przyktadu, niech S := {(1,-1),(=1,1),(1,1)} =: {a1,az2,a3} C R?, f(1,-1) = (1 0) b1,
f(=1,1) = (=1,0) = ba, f(1,1) = (0,v3) = b3. Wtedy [ f(2’) — f(2")]| = |2’ — 2"||oc = 2, 2’,2" € S,
x’ # 2", co oznacza, ze [ spelnia w tych normach warunek Lipschitza ze stala 1.

Istotnie, a1 — az = (2, —2), by — by = (2,0), a1 —az = (0,-2), by — b3 = (1, —v/3), az — ag = (=2,0),
by — b3 = (—1,—V/3).

Przypuéémy, ze f rozszerza si¢ do odwzorowania g : S U {(0,0)} — R? spelniajacego warunek
Lipschitza ze stala 1 (w powyzszych normach). Niech ag := (0,0), by := ¢(0,0). Wtedy musi by¢:
1bo — bil| < |lao — ailleo =1, i = 1,2, 3, co daje sprzecznosc.

Lemat 14.3.3. Niech B(b;,r;) C R", j =1,. N bedzie dowolnym skoriczonym uktadem otwartych
kul euklidesowych. Dla t > 0 zdefiniuymy Y; = ﬂ B(bj,tr;) i niech ¢ :=inf{t > 0:Y; # o}. Wtedy
¢ < 400, Y. = {b} oraz b € conv A, gdzie A := {b ||b bl =cr;}.

Powyzszy lemat jest prawdziwy dla znacznie ogolniejsze]j sytuacji (cf. [Fed 1969], Lemma 2.10.40).

(*) Mojzesz Kirszbraun (1903(47)-1942).
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Dowdd. Zauwazmy, ze 0 € Y; dla ¢t > max{||b;||/r; : j = 1,...,N}. Stad ¢ < +oco. Ponadto, Y, =
N Y:# @. Zdefiniujmy g := max{r; : j =1,...,N}. Niech y, z € Y.. Wtedy
c<t<+oo
130y +2) = ;11> = glly + 217 + 165" = {y + 2,;)
= 3llyl® + 31207 = Zlly — 201 + 1611 — <y7bJ> ( b;)
= 3(ly = bil” + 12 = ;1) — Flly — 2lI* < 75e® - IIU A% j=1,....N.

W konsekwencji $(y +z) € V; dla t := |/c? — 4M2 lly — z||?. Oznacza to, ze t > ¢, czyli y = z. Tak wiec
Y, = {b}.

Po translacji mozemy zatozy¢, ze b = 0. Pozostaje pokaza¢, ze 0 € conv A, gdzie A := {b; : ||b;]| =
rjc}. Mozemy zalozy¢, ze A = {b1,...,bs}. Przypusémy, ze 0 ¢ conv A. Wtedy istnieje (n—1)-wymiarowa
plaszczyzna {x € R" : (x,u) = 0}, gdzie u € R", ||u|]| = 1, taka ze convA C {z € R" : (z,u) > 0}.
W szcezegolnosci, (bj,u) > 0 dla b; € A. Dla malych e > 0 mamy 0 # eu ¢ Y., a wiec istnieje j = j(e) €

{1,..., s} takie, ze [[eu—b;|| > cr;. Stad *r? < [leu—b;||* = €2+ |b;]|> — 2 (u, b)) = € +c*rF —2e(u, by).
W szczegolnosci, (u,b;) < 3e. Wnioskujemy stad (gdy e — 0+), ze {b; € A : (u,b;) < 0} # & —
sprzecznosé. O

Dowdd Twierdzenia Kirszbrauna. Mozemy zatozy¢, ze f : S — R™ spelnia warunek Lipschitza ze stata
1. Niech JF bedzie rodzing wszystkich par (T,g), gdzie g : T — R™, S C T, g jest przedtuzeniem
f speliajacym warunek Lipschitza ze stata 1. Z Lematu Kuratowskiego (5) -Zorna (6) wiemy, ze F
posiada element maksymalny (7p,g). Przypusémy, ze Ty # R™ i ustalmy ag € R™ \ Tp. Pokazemy, ze

istnieje b € () B(g(a), |la—aol|). Jezeli tak bedzie, to mozemy rozszerzyé¢ g do ToU{ao} ktadac w punkcie
acT
ag warto$é b, co da sprzecznosé.

Wystarczy pokazaé, ze ﬂ B(g(a),|la—ag]||) # @ dla dowolnego zbioru skoniczonego T = {a1,...,an} C
Ty. Zastosujemy Lemat 14. 3 3 do zbioru kul B(g(aj) lla; —aoll), 7 =1,...,N. Niech ¢, b beda takie, jak
w lemacie. Wiemy, ze mozemy zalozy¢, ze b = Z tig(a;), gdzie k € N, t1,...,tp >0, t1 + -+t =1,

=1
lb—g(a;)|| =cllaj —aoll, 5 =1,..., k. Mamy

OzQHZt g(a;) fbH —QZtt (a;) —b,g(a;) —b)
4,j=1
k
= > tit;(lga:) = bl* + llg(az) = b]I* = llg(a:) — g(a;)|*)
4,j=1
k
> > titj(Pllai = aoll® + lla; — aol* — fla; — a )
.7].71
= Z tit; 20 —agp,aj — a0>+(02—1)\|ai—aj\|2)
i,j=1
k
= 2¢2 Hzt i — ag H +(62—1) Z t,‘thaz‘—ajHQ.
ij=1
Wynika stad, ze albo (k = 11c¢ = 0) albo (k > 21ic < 1). Tak wigc ¢ < 1 i w konsekwencji b € Y1 =
N B(g(a), [la — aol)- O

acT
14.4. Miara i ko-miara odwzorowan lipschitzowskich

Do sformultowania zasadniczych dwoch twierdzen potrzebujemy kilku oznaczen.

5) Kazimierz Kuratowski (1896-1980).
6) Max August Zorn (1906-1993).
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e Dla dowolnej (n x m)—wymiarowej macierzy rzeczywistej A (utozsamianej, jak zwykle, z odwzo-
rowaniem liniowym A : R™ — R™) niech

N\ 1/2 .
Ja(A) = ( Z (det Ar y) ) , 1< d< min{m,n},

IeAn, JeAr
gdzie Ay ; oznacza podmacierz macierzy A powstala przez wybranie wierszy o numerach i,...,4q4 i ko-
lumn ji,...,Jq, zas§ A5 = {(k1,..., k) : 1 <k < -+ <k, < s}
Jezeli f : R™ — R"™ jest odwzorowaniem takim, ze f’(a) istnieje, to przyjmujemy Jyf(a) :=
Ja(f'(a)). Zauwazmy, ze:

— dlam =1 mamy J; f(a) = i:l(f]/-(a))2 = [If (a)l,

— dlad=n=m mamy J,,f(z) = |det[ 5L (a)]j h=1,...m| = |'(a)].

e Dla dowolnego zbioru A C R™ definiujemy Na(f,-) : R" — N U {+o0},

#(AN f~L(y)), jezeli zbior AN f~1(y) jest skonczony
NA (fa y) = . .
400, w przeciwnym przypadku

Nastepujace dwa fundamentalne twierdzenia beda ukoronowaniem naszego wyktadu.

Twierdzenie 14.4.1. Niech n > m i niech f: R™ — R™ bedzie odwzorowaniem spetniajgcym lokalnie
warunek Lipschitza. Wtedy dla dowolnego zbioru A € L., mamy

[ Vatanm ) = [ Natg.drm ) = [ Ins)icn @), (1)
Rn f(A) A
Calka [, Na(f,y)dH™ (y) nosi nazwe m-wymiarowej miary (area) Hausdorffa funkcji f|a.

Twierdzenie 14.4.2. Niech n < m i niech f : R™ — R™ bedzie odwzorowaniem spetniajgcym lokalnie
warunek Lipschitza. Wtedy dla dowolnego zbioru A € L., mamy

[ Hrran s wnae o) = [ afeicn @), ®

Calka [,, H™ "(AN f~(y))dL"(y) nosi nazwe (m — n)-wymiarowej ko-miary (coarea) Hausdorffa
funkeji of f|a.

14.4.1. Uwagi i komentarze.
Obserwacja 14.4.3.  (a) Na mocy Twierdzenia Rademachera 12.4.1 f/(z) istnieje dla z € =/ = R™\
=, gdzie Z jest pewnym zbiorem borelowskim miary zero (7), oraz wszystkie funkcje R™\Z 5 z — gj: L(x)
sa borelowskie (Obserwacja 12.1.7(v)). W szczegolnosci, funkcja R™\ ZE 3 2 — J,,, f(z) jest borelowska,
a wiec prawe strony wzoréw (f) i (1) sa poprawnie okreslone.

(b) H,,-mierzalnosé funkeji R 3 y —— Na(f,y) wymaga udowodnienia. Jezeli jest ona H,,-mierzalna,
to f(A) = {¢ # 0} € H,, i pierwsze dwa wyrazy w () beda poprawnie okreslone. Podobnie, nie jest
oczywiste, ze zbior A N f~1(y) jest H,,_,-mierzalny dla £,-p.w. y € R" oraz ze funkcja R® > y
H™ (AN f~1(y)) jest L,-mierzalna.

(c) Wobec Twierdzenia Kirszbrauna, (}), (1) mozna zastosowaé¢ do dowolnego odwzorowania lipschit-
zowskiego f : S — R", gdzie S C R™ jest dowolny, oraz £,, 3 A C S.

(d) Jezeli f|a jest injektywne, to z (1) wynika wazny wzor na miare zbioru f(A):

H™(F(A)) = /A T f(2)dL™ (z).

Dla przyktadu, niech m = 2, n = 3, f(z, ) := (z, R(x) cos , R(z) sin @), (z,¢) € A :=[a, b] x [0, 2),
gdzie R : [a,b] — Rsq spelnia warunek Lipschitza. Mamy
1 0

fl(z,0) = |R(x)cosp —R(z)sing|,
R'(xz)sing  R(x)cosy

(7) Zbior ten oczywiscie nie jest jednoznacznie wyznaczony. Ustalamy jeden.
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J2(z, ) = 1 0 ‘ n ’ 0 ‘2 R'(z)cos —R(z)singp|?
e R'(z)cosyp —R(z)sing R'(x)sing R(z)cosy R'(x)sing R(x)cosg
= R*(2) + B*(2)(R(2))* = R*(2) (1 + (R'())?).
Stad

b
H2(f(A)) = /AR(;L’)«/l + (R/(x))?dxdp = 27r/ R(x)\/1+4 (R/(z))?dz.

(e) Jezeli f|a jest injektywne i n = m, to z () wynika uogoélnienie twierdzenia o zmianie zmiennych
L7 () =1 () = [ I @ien @)

(korzystamy tu z rownosci H™ = L™ (Twierdzenie 12.1.34))

(f) (1) (odp. (1)) zachodzi trywialnie dla A = @. Zauwazmy7 ze nie jest oczywiste, ze zachodzi dla
zbioru miary zero (wtedy prawe strony w (f) i (I) sa zero).

(g) Jezeli (A;)22, jest rozbiciem zbioru A na zbiory mierzalne w sensie Lebesgue’a (tzn. 4; € Ly,

ANA;=odlai#jiA= ] A) oraz () (odp. (1)) zachodzi dla kazdego zbioru A; z osobna, to

=1
zachodzi dla A. - .
Istotnie, Na(f,y) = > Na,(f,y), y € R" (odp. H™ (AN f~1(y)) = > H™ (AN f~1(y)) dla
=1

= i=1
L,-p.w. y € R"; odnotujmy, Ze ostania réwno$é wymaga tego, aby wszystkie zbiory A; N f~1(y), i € N,
byty H,,—n-mierzalne — (b)).
(h) W szczegolnosei, z (g) wynika, ze zawsze mozemy zalozyé, ze A CC R™ oraz ze f spelnia globalny
warunek Lipschitza.
(i) Z (1) wynika nastepujacy wazny wniosek:
Przy zatozeniach z (1), dla dowolnej funkcji g € M*(R™, L,,,) (odp. g € L*(R™, L™)) mamy:

L (X @)= [ g@)hs@icm .
" aef i) .

Istotnie, przypadek, gdy g = x4 to (f). Dalej rozumujemy standardowo, tzn. najpierw przenosimy
wynik na g € MJ(R™, £,,). Nastepnie na M+ (R™, £,,,) korzystajac z tego, ze jezeli M (R™,L,,) >
gi /g, to S gilz) /S g(x) (CwiczeNIE). Na koniec, jezeli g € L'(R™, £™), to stosujemy

ze€f~1(y) ) z€f~1(y)
rozktad g = g4 — g— (CWICZENIE).
(j) Rozumujac podobnie, jak w Obserwacji (i), mozna wykaza¢ (CWICZENIE), ze z () wynika, ze:
Dia dla dowolnej funkcji g € M+ (R™, L,,) (odp. g € LY(R™,L™)) zachodzi

/ / g(2)dH™ " (2)dL" (y) = / 9()Jn f ()L™ ().
nJf1(y) R™

(k) Zastosujmy (j) do n =1 i funkeji f(x) := ||z||. Zauwazmy, ze J1 f(x) = 1,  # 0. Dostajemy:
/ / JAH" L) = [ gL (@), g€ LR L™,
n 1(y) m

czyli

[ snacrwr = [ [ a2 [T [ genanetwace. eo)

gdzie (*) wynika z tego H*(rA) = r*H(A), A C R™. Istotnie jezeli A C U;O:1 A;, gdzie diam A; < 4,
j €N, torAc U2, rA;, gdzie diam A; <74, j € N. Stad HEs(rA) <372, Gu(rdy) =7 3272 Gi(Ay),
gdzie HE oznacza miarg aproksymatywna dla H* w R™ — zob. § 12.1.6. W takim razie H%s5(rA) <
r*HE(A), co przy § — 04 daje HF(rA) < r*HF(A) = rFHP(L(rA)) < HF(rA).

Wzér (PC) to odpowiednik wspélrzednych biegunowych w R™. W szczegolnodci, biorac ¢ := xa,,,
mamy:

£m(IB%m):/0 rm_le_l(Sm_l)dE(r):%H’”_l(Sm_l).
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(1) W przypadku, gdy n < m i f = prg. (Jof(z) = 1, f(y) = {y} x R™="), dostajemy

/R gdL™ = / / gl y)dLm " (2)d L (y)-

Oznacza to, ze (j) uogodlnia twierdzenie Fubiniego.
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14.4.2. Dowody — I etap. Postaramy si¢ pokonac¢ problemy wynikajace z Obserwacji 14.4.3(b)
oraz przypadek, gdy £ (A) = 0. Wiemy, ze mozemy zalozy¢, ze ze A CC R™ oraz ze f spelnia globalny
warunek Lipschitza ze stala L > 0. Najpierw zajmiemy sie (f).

Propozycja 14.4.4. Niech n > m i niech f : R™ — R" spelnia warunek Lipschitza ze statq L > 0.
(a) H™(f(S)) < L™H™(S) = L™L™(S), S C R™. W szczegdlnosci, H™(f(S)) = 0, gdy L™(S) = 0,
a zatem (1) zachodzi, gdy L™(A) = 0.
(b) f(S) € Hyp, S € L.
(¢) Dla dowolnego S € B(R™) funkcja R™ 3y — Ng(f,y) jest H,,-mierzalna.
(d) Dla dowolnego A € L, funkcja R™ 3 y+—— Na(f,y) jest H,,-mierzalna.

o0

Dowdd. (a) (Por. rozumowanie w Obserwacji 14.4.3(k).) Niech S C > Aj;, przy czym diam A; <4, j €

Jj=1

F(A;) i diam f(4;) < Ldiam A; < L6, j € N. Stad HJ5(£(S)) < 3 Cm(F(4;)) <

or

N. Wtedy f(S) C

Il
—
.
Il
—

J
L™ 32 Con(Ay). Tak wice HJ5(£(S)) < L™HI(S). Teraz 6 — 0+
=1

(b) Przypadek £™(S) = 0 wynika z (a). W przypadku ogdélnym rozumujemy tak, jak w dowodzie
Propozycji 12.1.38(c), tzn. rozumujemy tak:
Poniewaz miara Lebesgue’a jest regularna, zatem S = F U Z, gdzie F € F,, za$ Z jest miary

zero. Oczywiscie zbiér F' moze by¢ przedstawiony w postaci F' = 6 K;, gdzie kazdy zbior Kj jest
zwarty. Na podstawie (a), H™(f(Z)) = 0. Kazdy ze zbiorow f(K;) jes]t:zlwarty. Ostatecznie wiee, f(S) =
fj F(K;) U f(Z) jest Hy,-mierzalny.

= (c) Niech (S;s,;)55-1 beda zbiorami borelowskimi takimi, ze (Ss;)32; jest rozbiciem S, przy czym

rozbicie (Ss41,7)52, jest wpisane w (S5 ;)72 (¥) oraz &, := sup{diam S, ; : j € N} \, 0. Takie rozbicia
uzyskamy np. biorac {S,; : j € N} :={5SnN A(f/gs.a :a € Z™} (zob. Obserwacja 12.1.4). Pokazemy, ze

s——+400 -

NS(f7y): lim ZXf(Ss,j)(y)a yERn,
7j=1

skad natychmiast (wobec (b)) wyniknie, ze funkcja R™ 3 y — Ng(f,y) jest H,,-mierzalna.
Ustalmy y € f(9). Jezeli SNf~1(y) jest zbiorem skoriczonym, to dla s > 1 elementy zbioru SN f~1(y)
musza leze¢ w réznych zbiorach z rozbicia (S5 ;)52 (tu korzystamy z tego, ze §; — 0). Oznacza to, zZe

oo

Zl Xr(s..)(y) = Ns(f,y) dla s > 1. Jezeli SN f~1(y) jest zbiorem nieskoniczonym, to dla dowolnych

i=

parami réznych elementow 1,...,x, € SN f71(y), jezeli s > 1, to 1,...,x), musza leze¢ w réznych
oo

zbiorach z rozbicia (S ;)32,. Oznacza to > Xy(s, ,)(y) = k dla s > 1. Wobec dowolnosci k dostajemy
j=1

lim Xf(s.;)(y) = +00 = Ns(f,y).
s§——+00 j=1
(d) Przypadek A € B(R™) wynika z (c). Przypadek £ (A) = 0 wynika z (a). O

Teraz przechodzimy do (1).

Propozycja 14.4.5. Niech f: R" — R?® spetnia warunek Lipschitza za statqg L > 0 i niech 0 < k, ¢ <
+00.

(8) Tzn. S, 5 = U Ss+1,; dla pewnej rodziny I(s,j) C N.
i€1(s,5)
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(a)

k)a(l
8 HE(S O FH ) dH (y) < LB HE(S), S CR™, gdzie B = 7(2((14;)1(2))'

Poniewaz jeszcze nie wiemy, czy funkcja y — H*(S N f71(y)) jest He-mierzalna, powyzszq nieréwnosé
rozumiemy tak, Ze istnieje funkcja He-mierzalna F : R® — [0,400] taka, ze F(y) > H*(S N f~1(y)),
y € R®, oraz fR, (y)dH (y) < L* B H*E(S).
w szczegolnoscz Jee HE(S O f=Y(y))dH (y) = 0, gdy HFTE(S) = 0.
(b) Jezeli S € Hyyy oraz HFH(S) < +o0, to:
o 2bior SN f~1(y) jest Hy-mierzalny dla H*-p.w. y € R?,
o funkcja R® >y — H*(SN f~1(y)) jest He-mierzalna.

[e o]
Dowdd. (a) Niech S C U Aj i, przy czym diam A;; < % oraz Z Chre(4;,) < Hk”(S) + %, jeN

Zdefiniujmy B; ; := f( ) Oczywiscie, B;; jest zbiorem zwartym oraz diam B;; < . Zauwaimy, ze SN

iy c U A ;. W takim razie 'Hl/j (SN fy) < > Ck(Aj,) = Z XB,.; (Y)Ce(Aj ) =
i€N: yeB; ; i€N: yeB; ; i=1
F;(y). Funkcja Fj jest oczywiscie He-mierzalna (bo jest borelowska). Mamy

/S ( )dH/ <ZH[ 7t Ck ]’L ZCZ jZCk‘ j'L)

<L Z@(Aj,i)ck(Aj,i) < L' Bry Z Crre(Aji) < LB (LHH(S) + 1),
i=1 i=1
Niech F :=lim Jlnf F};. Na podstawie lematu Fatou mamy
j—+oo

[ Fan! ) < timink LB (H(S) +3) = LB £(S).

j—+oo
Z drugiej strony, F(y) > Iimianl/j(Sﬁ ) = HES N F 1Y),
J—T0o0

(b) Wystarczy osobno rozwazyé¢ przypadek, gdy H¥T4(S) = 0 oraz gdy S € B(RFFY). Pierwszy
przypadek wynika z (a). Drugi z tych przypadkow sprowadza si¢ do sytuacji, gdy S jest zwarty.

Wtedy S N f~1(y) jest tez zwarty dla dowolnego y. Pozostaje mierzalnosé funkcji R® 2 y ——
HE(S A (),

Niech ¢ > 0. Pokazemy, ze {y € R® : H¥(SN f~1(y)) <t} = NV}, gdzie

j=1

V= {y € R*: SN f~!(y) ma skoniczone pokrycie zbiorami otwartymi (Vii)icr(,y) takimi, ze

1 1
diem Vi, < =, Y Gu(Vi) <t - }
) i€t
oraz kazdy zbior V; jest otwarty. Bedzie stad wynikalo, ze zbior {y € R® : H*(S N f~1(y)) < t} jest
borelowski (a przez to H,-mierzalny).

Istotnie, jezeli y € [ V}, to H’f/j(S N YY) < X GV <t+ % Wynika stad, ze H*(S N

j=1 i€1(j,y)
i) <t
W druga strone: jezeli H*(A N f~1(y)) < ¢, to dla dowolnegoj € N istnieje pokrycie (Cj;)52,

zbioru S N f~!(y) zbiorami borelowskimi o érednicy <3 1 takie, ze Z Ck(Cji) < t+ jl ,Nadmuchujac”

nieco zbiory Cj;, mozemy zalozy¢, ze C;; sa otwarte. Poniewaz zblor S N f~1(y) jest zwarty, z pokrycia
(Cj.4)52, mozna wybraé pokrycie skoniczone (Vj;)ier(j,) zbioru SN f~1(y) o zadanych wlasnosciach.
Pozostaje wykaza¢, ze kazdy ze zbioréw jest V; jest otwarty. Istotnie, przypusémy, ze yg € V; oraz
ye — yooraz SN f~Hy) ¢ U Vji=: 2 Niecha;, € S, f(z) =y, oraz x; ¢ 2. Mozemy zalozy¢,
i€1(j,y0)
ze xy — xo € S. Wtedy f(z0) = yo oraz xo ¢ {2; sprzecznosc. O
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Whniosek 14.4.6. Diar =m >n =38, k =m —n i L =n, z Twierdzenia 14.4.5 wnioskujemy, ze ()
zachodzi dla zbioréw miary zero.

14.4.3. Dowody — etap II. Gléwne idee dowoddéw (1) i (f) sa podobne. Wiemy juz, ze mozemy
zatozy¢, ze A CC R™ i ze f spelnia globalny warunek Lipschitza ze stala L. Wiemy réwniez, ze oba
twierdzenia sa prawdziwe, gdy £™(A4) = 0. Mozemy wiec zalozy¢, ze A C Z = R™\ 2, L™(A) > 0.
Zacznijmy od (t). Wystarczy rozwazy¢ dwa przypadki:

(I) Ac{z e Z: f'(x) jest injektywne}.

(I1) A C {z € Z : f'(x) nie jest injektywne} = {zx € E" : J,,, f(x) = 0}.
Propozycja 14.4.7. Jezeli (f) zachodzi przy zatozeniu (1) (dla dowolnych n > m i f), to (1) zachodzi
przy zatozeniu (11), a wiec dowdd (1) sprowadza si¢ do przypadku (I).

Dowdd. Chcemy pokazaé, ze ff(A) NA(f,9))H™(y) = [gm Jmf(@)dL™(x) = 0. Wystarczy pokazac, ze
H™(f(A)) = 0.

Dla 0 < ¢ < 1 niech R™ 3 z +% (f(x),ex) € R* x R™, R" x R™ 3 (y, z) > y € R". Oczywiscie
f = pog. Odwzorowanie g spelia warunek Lipschitza oraz A C {x € Z' : ¢/(z) jest injektywne}.
Odwzorowanie g spelnia warunek Lipschitza ze stala 1. Na podstawie Propozycji 14.4.4(a) oraz naszych
zalozei mamy H™(f(A)) = H™(p(g9(A4))) < H™(9(A)) = [, Jmg(x)dL™(z). Do zakoriczenia dowodu

wystarczy pokazaé, ze J,,g(x) < conste, z € A. Wtedy H™(f(A)) < consteL™(A) — 0.
E—

Oszacowanie J,,g(z) < conste, € A, wynika np. z takiego rozumowania. Obliczajac J,,g(z) wy-
bieramy minory m X m z macierzy
"(x
@) = [ 1],

el,,
Pamietajac, ze Jp, f(x) = 0 wnioskujemy, ze musimy wybierac¢ przynajmniej jeden wiersz z dolnej czesei.
Wiemy réowniez, \%(ﬂf)\ <L,j=1,....,n, k=1,...,m. Teraz oszacowanie jest widoczne. O

Teraz (1).
(III) A C {z € & : f'(z) jest surjektywne} = {x € " : f'(z)(R™) = R"}.
(IV) AcC{x € Z: f'(x) nie jest surjektywne} = {x € =" : J, f(z) = 0}.
Propozycja 14.4.8. Jezeli (1) zachodzi przy zatozeniu (II1) (dla dowolnych n < m i f), to (1) zachodzi
przy zatozeniu (IV), a wiec dowdd (1) sprowadza sie do przypadku (111).
Dowdd. Chcemy pokazac, ze [, H™ " (AN f~1(y))dL™(y) = [, Jnf(x)dL™(x) = 0.
Dla 0 < € < 1 zdefiniujmy
9,0 :R™" xR" — R", g(z,2) = f(z) +ez, p(z,2) =z
Jezeli (z,z) € AXR™, to ¢'(z,z)(v,w) = f'(x)(v) +ew, (v,w) € R™ xR"™. W szczegolnosci, ¢'(z, z) (R™ x
R™) = R™. Ponadto, g speinia warunek Lipschitza ze stala L + ¢ oraz J,g(z, z) < conste. Istotnie,
g'(z) = [f'(2), L]
i dalej, rozumujac analogicznie jak w dowodzie Propozycji 14.4.7, dostajemy J, f(z,z) < cg, (z,2) €
A x R™ dla pewnej stalej ¢ > 0.
Z Propozycji 1445 zr=m+n,s=nk=m-n,l=n (k+f=m), f=piS=(AxB,)Ng 1 (y)
dostajemy
H™ (A X Bn) Mg~ (y) Np~H(w))dL™ (w) < Brnnn £ (A x By) N g™ (y))-
]Rn
Zastosujmy (III) do funkcji g i zbioru A x B,, (przez const rozumiemy rézne state niezalezne od €):

L (AL (Bn) > /A Tgle, )AL w,2) = | HT(AXBa) g (1)L )

> const /n - H™ " ((AxB,)Ng ' (y) Np~H(w))dL™ (w)dL" (y)

= const /R /B H™ (AN f~ (y — ew)) x {w})dL™ (w)dL™ (y)
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— const / ” / H™ (AN (y — ew))dL" (w)dL" (y)
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= const/ /n H™ (AN f(y — ew))dL™ (y)dL™ (w)
= const/]B /n H™ (AN f (y))dL" (y)dL™ (w)

= const H™ (AN y)dL™(y).

R’VL
Stad, przy ¢ — 0+ dostajemy [, H™ "(AN f~(y))dL"(y) = 0, co koriczy dowod. O
14.4.4. Dowody — etap III. Bedzie nam potrzebnych kilka pomocniczych wynikow.

Lemat 14.4.9 (Nieréwnos¢ Hadamarda (°)). Dla dowolnej macierzy A = [a1, ..., an] € M(m x m; R),
ai, ..., am € M(m x 1;R) mamy |det A| <T[[L, [la .

Dowdd. Przypadek, gdy det A = 0 jest trywialny. Mozemy wiec zalozy¢, ze aq, ..., a,, tworza baze R™.
Wybierzmy w R™ baze ortonormalng by, ..., b,, taka, ze

R-by+-+R-bpy=R-a;+---+R-ax, k=1,...,m (CWICZENIE).

Wtedy
J
aj:Z<aj,bk)bk, j:1,...,m

k=1
Stad A = BC, gdzie B := [by,...,by] € M(m x m;R), zas

(aj,bry, jezeli k < j
Ck,j = L -
0, jezeli k > j
Zauwazmy, ze B jest macierza ortogonalna (B'B = 1,,,), za$ C jest macierza trojkatna. Ostatecznie
|det A] = | det(BC)| = |det C| = | HCJ\ ~Lleb, H s s ) = H losl. O
7j=1
Cwiczenie 14.4.10. Kiedy w nieréwnosci Hadamarda zachodzi rownosé?

Whiosek 14.4.11. Jezeli A = [a1,...,an] € M(m x m;R) oraz a|v| < ||Av]| < B||v]|, v € R™, dia
pewnych a, >0, to o™ < |det A| < ™.

Dowdd. Mamy ||a;|| = ||Ae;|| < B, j = 1,...,m. Stad na podstawie nieréwnosci Hadamarda mamy
|det A| < ™. Druga z nieréwnosci otrzymujemy natychmiast wobec tego, ze [[A™ ul| < Ljul|, u € R™.

Twierdzenie 14.4.12 (Wzoér Cauchy’ego-Bineta (1°)). Jezelin > m, P € M(m x n;C), Q € M(n x
m; C), to

/
det(pQ) = Z (det p(l.,...,m),K)(det QK,(L...,m))'
|K|=m

Dowéd. CWICZENIE. O

Whiosek 14.4.13. Jezeli A € M(n x m;R) in = m, to (J,(A4))% = det(A*A). W szezegdlnosci, jezeli
A jest ortogonalna (tzn. A'A =1,), to J,(4) = 1.

Dowdd. Na podstawie Twierdzenia 14.4.12 mamy

det(A!A Z det(A) 1,y i det Aoy = 30 (det A rm)? = (Jn(4)%. O
K= |K|=m

9) Jacques Hadamard (1865-1963).
10) Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856).
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Whiosek 14.4.14. Jezeli A € M(n x m;R), n > m, T € M(n x n;R), T*T =1, U € M(m x m;R), to
I (TAU) = T (A)| det U|. W szczegdlnosci, jezeli ponadto |detU| = 1, to J,,(TAU) = Jn(A).
Dowdd. Na podstawie Wniosku 14.4.13 mamy
(J(TAU))? = det((TAU)'TAU) = det(U'A'T'TAU) = det(U' A*AU)|
= det(U") det(A'A)det U = (J,,(A)detU)?. O

Whiosek 14.4.15. Jezeli A € M(n x m;R), n = m, oraz a|v|| < ||Av| < B||v||, v € R™, dla pewnych
a, >0, to a™ < J,(A) < ™.

Dowdd. Niech V := A(R™) C R". Poniewaz A jest injektywne, przestrzenn V jest m-wymiarowa. Niech
h:R™ — V C R™ bedzie izomorfizmem ortogonalnym (h'h = I,,) i niech g := h™1 o A : R™ — R™,

Zauwazmy, ze g is izomorfizmem. Mamy A = h o g. Stad o||v|| < ||Av|| = ||ho g(W)] = |lg(v)]] < Blv]],
v € R™. W takim razie na podstawie Wniosku 14.4.11 mamy o™ < |det g| < ™. Z drugiej strony, na
podstawie Wnioskow 14.4.13 1 14.4.14, J,,,(A) = Jin(ho g) = Jp(h)|det g| = | det g]. O

Dowdd (1) przy zatozeniu (I). Zaktadamy, ze A C {x € Z": f'(x) jest injektywne} oraz A CC R™.
Ustalmy A > 1 i niech € > 0 bedzie takie, ze % + e <1< X\ —e€. Bedziemy chcieli pokazac, ze
1
s [ NG ) < [ gupaem <o [ Nagaae ),
R’VL

RTL
co przy A — 14 da teze.
Kluczem do dowodu bedzie skonstruowanie przeliczalnego pokrycia (B;)32, zbioru A zlozonego ze
zbioréw borelowskich oraz ciggu izomorfizméw liniowych s; : R™ — R™, j € N, takich ze dla B = B;
i s = s; mamy:

f|B jest injektywne, (1)
funkcje (f|p)os™ ' :s(B) — R™, so(f|g)~": f(B) — R™ spehiaja warunek Lipschitza ze staty A,
)

1 m
Hs@I < 1F @)@ < Alls@)ll, @ € B, veR™, ®3)

1 m
F|dets|<Jm(f)<)\ |dets|, x€ B. (4)
Odnotujmy, ze (3) = (4). Istotnie, (3) jest rownowazne warunkowi

1 _ m
Sl < 17@) o s @)l < Alull, w € B, ueR™,

skad, wobec Wniosku 14.4.15, mamy

< In(f(®)0os™) = Jn(f)|dets™H <A™, z € B.

Am S
Niech S bedzie przeliczalnym i gestym zbiorem izomorfizméw liniowych. Dla s € S oraz ¢ € N niech
Z(s,1) sktada si¢ ze wszystkich punktow a € A, dla ktorych:

(5 + ) Is@I < If @@ < 0= ls)l, ver™, (5)
1£(0) = f(a) = f'(@)b— @)l < llsb—a)ll, b &Bla,1/3). (6)

Na podstawie poprzedniego rozumowania z wlasnosci (5) wynika (4).
Z kolei z wlasnosci (6) wynika, ze dla dowolnych a,b € Z(s,14) takich, ze ||a — b|| < 1/¢ mamy

1£(a) = FOI < [If'(a)(b = a)]| +ells(b - a)| < (A =2e)lls(b—a)ll +ells(b = al = Alls(b = a)],

(5,6)
£(a) = SO > 17 @0~ ~<lso—a)ll = (5 +2)ls(b—a)] ~ <lis(b .

Wynika stad, ze Z (s, ) ma pokrycie przeliczalne zbiorami borelowskimi spelniajacymi (1) — (4). Pozostaje
pokazaé, ze AC |J  Z(s,i). Istotnie, ustalmy a € A i niech f'(a) = ho g, gdzie g : R™ — R™ jest
(s,3)€SXN
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izomorfizmem liniowym, zas§ h : R™ — f/(a)(R™) C R™ jest ortogonalne (por. dow6d Wniosku 14.4.15).
Dobierzmy s € S takie, ze

lso g™l < , llgesTHI <A -e.

% +e€
Stad

sl = li(s 0 g~ (g()] < §+

Poniewaz ||f'(a)(v)|| = |lg(v)|| dostajemy stqd (5). Dla uzyskania (6) skorzystamy z definicji f’(a):
1£(0) = f(a) = f/(a)(b—a)]l < 1o —all <ells(b —a)ll, b€B(a,1/i), i>1.

lg@I, Nlg@) = ll(ges s < A=e)lls@)ll, veR™

[ls=I ‘1||

Niech (C})$2, bedzie rozbiciem A wpisanym w pokrycie (B;)32;. Ustalmy j i niech C':= C; C By,
s 1= 8. Mamy (ObserwaCJa 14.4.4(a))

—\dets|£m / I f(2)dL™(x) Am\dets|£m( ),
LHS(C)) = e H (50 (Fe) ™)) € M) = HM((fle) o057 5(0) € N H(S(C)),
H™(s(C)) = L™(s(C)) = | det s|L™(C).
Pamiqtajqc ze f jest injektywne na C' dostajemy sta¢d

s [ Nelha)d™ (o) = " (F(0) <

L L mdet sz (C )\/ o fAL™
A c

)\2
< A™[det s|£7(C) = X"H™(5(C)) < AH™(f(C) =A™ | Ne(f,y)dH™ (y).

R
Po zsumowaniu
s [ Vatrinr ) < [ e <o [ narann ).
RTL
Teraz pozostaje A — 14. O

Przechodzimy do (f). Tak jak poprzednio, przed dowodem potrzebujemy kilku pomocniczych wyni-
kow.

Whiosek 14.4.16. Jezeli A € M(n x m;R) in < m, to (Jo(A))? = det(AA?).
Dowdd. Na podstawie Twierdzenia 14.4.12 mamy
/
det(AAY) = Z det A, ny.ic det(A) g1,y = D (det Ay x)” = (Ja(A))%. O
|K|=n |K|=n

Whiosek 14.4.17. Jezeli A € M(n x m;R), n <m, T € M(n x n;R), U € M(m x m; R), UUt =1,
to Jo(TAU) = J,(A)|det T|. W szczegdlnosei, jezeli ponadto |detT| = 1, to J,(TAU) = J,(A).

Dowdd. Na podstawie Wniosku 14.4.16 mamy
(Jo(TAU))? = det(TAU(TAU)!) = det(TAUU'A'T?) = det(TAA'T?)
= det T'det(AA") det(T") = (J(A)det T)%. O

Dowdd (1) przy zatozeniu (III). Zaktadamy, ze A C {z € E': f/(z)(R™) = R"}.

Wtedy zbior A posiada przeliczalne pokrycie borelowskie (Bj)?i1 takie, ze dla dowolnego B = B;
istnieje:

e odwzorowanie liniowe p = p; : R™ — R™™" takie, ze p* : R™™" — p!(R™™™) C R™ jest
izomorfizmem ortogonalnym (pp' = I,;,_,,),

e odwzorowania lipschitzowskie v = u; : R™ — R® x R™™", v = v; : R" x R™™" — R™,
dla ktorych:

o u(x)= (f( ),p(x)), v(u (I))—x z € B,

o BNf ' (y) =v({y} xp(BNf(y)),y R,
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e dla dowolnego C € £,,, C C B, mamy
| ormen s wyaee) = [ g pwien o).

Istotnie, dla dowolnego I = (i1, ...,4m—n) € A" niech uy : R™ — R™ ur(z) = (f(x), Ti;y- - Ti,,_,)
i niech Ay := {x : det v} (z) # 0}. Zauwazmy, ze {x : f'(z)(R™) = R"} = |J A;. Dla dowodu, wystarczy
zauwazy¢, ze !

37 : detuf(x) # 0 < rank f/'(z) = n < f'(2)(R™) = R".

Teraz do kazdej funkeji u = uy oraz zbioru A; stosujemy metody dowodu (1) przy zalozeniu (I)
i dostajemy borelowskie pokrycie przeliczalne, ktorego kazdy zbior B jest taki, ze u|p jest injektywne i
(u|g)~! spelnia warunek Lipschitza. Wobec twierdzenia Kirszbrauna funkcja (u|g)~! przedluza si¢ do
funkcji lipschitzowskiej v : R® x R™~™" — R™. Mamy

BN fHy) =v(w(BNf(y)) =v(u({z € B: f(z) =y}))
=v({(y. i, 2i,,_,) 2w € B, flz) =y}) =v({y} xp(BNf7'(y)), yeR",
gdZie p: R™ — Rmin? p(‘r) = (xiiv s 7‘r'l.rn—7),)'

Niech v, : R™™" — R™, vy(z) := v(y, ). Z poprzedniej identycznosci wynika, ze v, przeksztalca
bijektywnie p(B N f~1(y)) na BN f~1(y).

Mamy u/(z)v'(u(x)) = id dla £™-p.w. x € B. Istotnie, na podstawie twierdzenia Rademachera
u'(z) istnieje dla x € R™ \ 2y, ¢'(y) istnieje dla y € R™ \ Eq, gdzie Z1, =2 sa miary zero. W takim razie
' (v(y))v' (y) = iddlay € u(B)\(v™1(E1)UZs). Stad wynika, ze v’ (x)v' (u(z)) = id dla z € B\(Z,Uv(Z3))
(v(Z2), jako obraz zbioru miary zero przez odwzorowanie lipschitzowskie, jest miary zero). Dalej bedziemy
rozwazaé tylko punkty z € B\ (E1 Uv(Z2)) (v(E2).

Zdefiniujmy L, := (vy)) (p(z)) : R™™™ — R™. Dla w € R™™" mamy

(0,w) = u/(x)v’ (u(x)) (0, w) = u'(x) (v (u(x))(0) + v} (u(z))(w)) = v (@) (Vi) (p(2)) (w))
= u/(2)(La(w)) = (f'(z)(La(w)), p(La(w))). M

W szczegolnosci, pL, = 1,,,_,. Rozwazmy diagram

RM—" ~ {O}n x Rm—n R™ x Rm—n pr_W‘) R™ = f’(I)(Rm)

le u,/(ac):(f’(m)’p)T f’(w)/' TU

C

gdzie V, := L,(R™™™), W, := V. Réwnosé¢ (!) oznacza, ze ten diagram komutuje. W szczegolnosci,
Ve = (' (2))71({0}" x R™~") = Ker f/(x). Zauwazmy jeszcze, ze

Jnf(-r) = Jmfn(Lx”ul(m)‘ = Jmfnvf(L)(p(x))Jm (ZE) (*)
Istotnie, niech R = [r1,...,7y] : R®" — W, CR™ i S = [$1,...,8m—n] : R — V, C R™ beda
izomorfizmami ortogonalnymi. Niech T := R® S = [r1,...,Tn,81,- -+, 8m—n] : R™ — R™ T'T = T,,.

Mamy:

Tuule) = o/ (&) = | det(u!(2))] = | det( " (2)T,p7)| = | det [T 27|
= | det(f'(2)R) det(pS)| = | det(f'(z)R) det(L; " S)|.
Ponadto, na podstawie Wniosku 14.4.17, | det(f/(x)R)| = Jnf(z) oraz Jp,—n(Le)|det(L71S)| = Jo_n (L, L71S) =
Jm—n(S) = 1.

Ostatecznie mamy

/ Tof(2)dLm (z) < / om0 5wy (p()) T () dL™ () / Tty (2)dL™(y, 2)
B B u(B)

= Ity (AL ()AL () CE [ H B O ()L ),
n Jp(Brf-1()) e

gdzie:
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(**) wynika z z twierdzenia z zmianie zmiennych (y,z) = u(z) = (f(z),p(z)), pamictajac, ze
Inu(x) = |u'(z)];

(***) wynika z twierdzenia Fubiniego i rownosci {z € R™™" : (y,2) € u(B)} = {p(z) : © € BN
)k

(****) wynika z Twierdzenia 14.4.1 zastosowanego do odwzorowania v, : R™~" — R™ i tego, ze v,

przeksztatca bijektywnie p(B N f~1(y)) na BN f~1(y). O



