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Cz¦±¢ I

Semestr VI





ROZDZIA� 1

Wst¦p

Poni»szy rozdziaª, nie maj¡cy charakteru systematycznego wykªadu, zawiera przegl¡d elementarnych
poj¦¢ i wªasno±ci, których znajomo±¢ jest niezb¦dna do zrozumienia dalszych cz¦±ci wykªadu.

1.1. Liczby zespolone

Liczby zespolone C to ciaªo (R2,+, ·) z dziaªaniami okre±lonymi nast¦puj¡co:
(x, y) + (u, v) := (x+ u, y + v),
(x, y) · (u, v) := (xu− yv, xv + yu).

Liczb¦ rzeczywist¡ x ∈ R identy�kujemy z liczb¡ zespolon¡ (x, 0) ∈ C; odwzorowanie

R 3 x 7−→ (x, 0) ∈ C

jest monomor�zmem ciaª. Od tej chwili przyjmujemy, »e x = (x, 0) dla x ∈ R. W szczególno±ci, uwa»amy, »e
R ⊂ C.

Na przestrze« C mo»emy tak»e patrze¢ jako na dwuwymiarow¡ rzeczywist¡ przestrze« wektorow¡
(C,+;R, ·), gdzie α · (x, y) := (αx, αy); odnotujmy, »e to mno»enie zewn¦trzne jest zgodne z wy»ej zde�nio-
wanym mno»eniem wewn¦trznym, tzn. α · (x, y) = (α, 0) · (x, y). Baz¡ tej przestrzeni s¡ wektory (1, 0) = 1
i (0, 1) =: i. Mamy (x, y) = x · (1, 0) + y · (0, 1) = x + iy; liczb¦ x nazywamy cz¦±ci¡ rzeczywist¡ liczby
zespolonej z = (x, y) = x + iy i piszemy x = Re z, za± liczb¦ y � cz¦±ci¡ urojon¡ z i piszemy y = Im z.
Odnotujmy, »e i2 = −1.

Liczb¦ z := x− iy nazywamy liczb¡ sprz¦»on¡ do z. Odwzorowanie C 3 z J7−→ z ∈ C jest izomor�zmem
ciaª. Ponadto, J ◦ J = idC oraz J |R = idR. Jest to jedyne nietrywialne odwzorowanie o tych wªasno±ciach.

Norma euklidesowa liczby zespolonej z = x+ iy, zwana moduªem tej liczby,

|z| :=
√
x2 + y2 =

√
z · z

jest norm¡ zespolon¡, tzn. |zw| = |z||w| dla dowolnych z, w ∈ C. Przypomnijmy nierówno±¢ trójk¡ta:

||z| − |w|| 6 |z + w| 6 |z|+ |w|.

Z topologicznego punktu widzenia przestrze« C traktujemy jako przestrze« metryczn¡ z odlegªo±ci¡ euklide-
sow¡ ρ(z, w) := |z − w|. Dla a ∈ C b¦dziemy stosowa¢ nast¦puj¡ce oznaczenia:

K(a, r) := {z ∈ C : |z − a| < r}, 0 < r 6 +∞, K(a,+∞) := C,
K∗(a, r) := K(a, r) \ {a}, K(r) := K(0, r), D := K(1),

C(a, r) := {z ∈ C : |z − a| = r} = ∂K(a, r), T := C(1),
K(a, r) := {z ∈ C : |z − a| 6 r}, 0 6 r < +∞, K(a, 0) := {a}, K(r) := K(0, r),
A(a, r−, r+) := {z ∈ C : r− < |z − a| < r+}, −∞ 6 r− < r+ 6 +∞, A(r−, r+) := A(0, r−, r+).

Odnotujmy, »e A(a, r−, r+) = K(a, r+) dla r− < 0 oraz A(a, 0, r+) = K∗(a, r+).
Dla z = x+ iy, zbiór

arg z := {ϕ ∈ R : x = |z| cosϕ, y = |z| sinϕ}
nazywamy argumentem liczby z. Zapis z = |z| cosϕ + i|z| sinϕ = |z|(cosϕ + i sinϕ), ϕ ∈ arg z, nazywamy
postaci¡ trygonometryczn¡ liczby zespolonej. Zauwa»my, »e:
• arg 0 = R;

3
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• dla z 6= 0 mamy: ϕ1, ϕ2 ∈ arg z ⇐⇒ ϕ1 − ϕ2 ∈ 2πZ
(

1
)
;

• arg(zw) = arg z + argw;
• dla z = r(cosϕ+ i sinϕ) mamy zn = rn(cosnϕ+ i sinnϕ) � jest to tzw. wzór de Moivre'a

(
2
)
;

• dla z 6= 0 mamy: arg(1/z) = − arg z;
• arg z = − arg z.

Dla z 6= 0 de�niujemy argument gªówny Arg z liczby z jako ten (jedyny) z jej argumentów, który le»y
w przedziale (−π, π]. Zde�niujmy ponadto Arg 0 := 0. Odnotujmy, »e:
• Arg z = 0⇐⇒ z = x ∈ R+ := [0,+∞),
• Arg z = π ⇐⇒ z = x ∈ R<0 := (−∞, 0),
• Arg z = −Arg z, z ∈ C \ R−.

Zbiór
n
√
z := {w ∈ C : wn = z}

nazywamy pierwiastkiem zespolonym n�stopnia z liczby z. Mamy: n
√

0 = {0};

n
√
z =

{
|z|1/n

(
cos

ϕ+ 2kπ
n

+ i sin
ϕ+ 2kπ

n

)
: k = 0, . . . , n− 1

}
, z 6= 0, ϕ ∈ arg z,

gdzie a1/n > 0 oznacza pierwiastek �arytmetyczny� z liczby a > 0. Geometrycznie: zbiór n
√
z skªada si¦

z wierzchoªków n�k¡ta foremnego wpisanego w okr¡g C(|z|1/n), którego jeden wierzchoªek ma argument
(Arg z)/n.

Przypu±¢my, »e ka»demu punktowi z pewnego zbioru A ⊂ C przyporz¡dkowali±my niepusty zbiór P (z) ⊂
C, np. A 3 z 7−→ arg z lub A 3 z 7−→ n

√
z. Powiemy, »e funkcja ci¡gªa p : A −→ C jest gaª¦zi¡ jednoznaczn¡

funkcji wieloznacznej P , je»eli p(z) ∈ P (z) dla dowolnego z ∈ A. W tym sensie mo»emy mówi¢ o gaª¦zi
jednoznacznej argumentu, czy te» gaª¦zi jednoznacznej n�tego pierwiastka. Zauwa»my, »e:
• Z istnienia gaª¦zi jednoznacznej argumentu wynika istnienie gaª¦zi jednoznacznej n�tego pierwiastka
(p(z) := |z|1/n(cos a(z)

n + i sin a(z)
n )). �wiczenie: Czy zachodzi twierdzenie odwrotne ?

• Je»eli a : A −→ R jest gaª¦zi¡ jednoznaczn¡ argumentu, to a+ 2kπ jest gaª¦zi¡ jednoznaczn¡ argumentu
dla dowolnego k ∈ Z.
• Je»eli A jest spójny, za± a1, a2 s¡ dwoma gaª¦ziami jednoznacznymi argumentu, to a1 − a2 ≡ 2πk dla
pewnego k ∈ Z.
• Je»eli p : A −→ C jest gaª¦zi¡ jednoznaczn¡ n�tego pierwiastka, to εp jest gaª¦zi¡ jednoznaczn¡ n�tego
pierwiastka dla dowolnego ε ∈ n

√
1.

• W zbiorze C \ R− istnieje gaª¡¹ jednoznaczna argumentu i ka»da gaª¡¹ argumentu w C \ R− ma posta¢
a(z) = Arg z + 2kπ dla pewnego k ∈ Z. Ogólniej, dla dowolnej póªprostej L o pocz¡tku w zerze, w obszarze
C \ L istnieje jednoznaczna gaª¡¹ argumentu. W szczególno±ci, dla dowolnego z0 ∈ C∗ := C \ {0}, w kole
K(z0, |z0|) istnieje jednoznaczna gaª¡¹ argumentu.
• Je»eli C(r) ⊂ A dla pewnego r > 0, to w zbiorze A nie istnieje gaª¡¹ jednoznaczna pierwiastka (a wi¦c
i argumentu).

1.2. Sfera Riemanna

Sfera Riemanna
(

3
)
Ĉ to jednopunktowe uzwarcenie C, Ĉ := C ∪ {∞}, gdzie:

• symbol ∞ /∈ C,
• zbiór U ⊂ Ĉ jest otoczeniem ∞, je»eli {∞} ∪ A(R,+∞) ⊂ U dla pewnego R > 0.

`
1
´
Dla c ∈ C, A,B ⊂ C, stosujemy nast¦puj¡ce oznaczenia: A · B := {ab : a ∈ A, b ∈ B}, cA := {ca : a ∈ A} = {c} · A,

A+B := {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}, c+A := {c+ a : a ∈ A} = {c}+A = A+ c, −A := (−1)A.`
2
´
Abraham de Moivre (1667�1754) � matematyk francuski.`

3
´
Bernhard Riemann (1826�1866) � matematyk niemiecki.
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1.3. Homogra�e
5

Topologia Ĉ jest metryzowalna, np. poprzez metryk¦ sferyczn¡

d(a, b) :=



0, je»eli a = b =∞
1√

1+|a|2
, je»eli a ∈ C, b =∞

1√
1+|b|2

, je»eli a =∞, b ∈ C
|a−b|√

1+|a|2
√

1+|b|2
, je»eli a, b ∈ C

, a, b ∈ Ĉ.

Wida¢, »e dla ci¡gu (zk)∞k=1 ⊂ C mamy: zk
(bC,d)−→ ∞ wtedy i tylko wtedy, gdy |zk| −→ +∞.

De�niujemy:
∞+ a = a+∞ :=∞ dla dowolnego a ∈ C,
a · ∞ =∞ · a :=∞ dla dowolnego a ∈ Ĉ \ {0},
1/0 :=∞, 1/∞ := 0.

�wiczenie 1.2.1. (a) Sfera Riemanna Ĉ jest homeomor�czna z dwuwymiarow¡ sfer¡ euklidesow¡

S := ∂B3((0, 0, 1/2), 1/2) ⊂ R3

poprzez rzut stereogra�czny R : S −→ Ĉ, R(N) :=∞, gdzie N := (0, 0, 1),

R(u, v, w) :=
( u

1− w
,

v

1− w

)
, (u, v, w) ∈ S \ {N};

R ∈ Cω(S \ {N},R2).
(b)

R−1(z) =
( Re z

1 + |z|2
,

Im z

1 + |z|2
,
|z|2

1 + |z|2
)
, z ∈ C;

R−1 ∈ Cω(R2,R3).
(c) d(a, b) = ‖R−1(a)−R−1(b)‖, a, b ∈ Ĉ, gdzie ‖ ‖ oznacza norm¦ euklidesow¡ w R3.
(d) Rzut stereogra�czny jest odwzorowaniem konforemnym w S \ {N}, tzn. dla dowolnych dwóch krzy-

wych γ1, γ2 : [−1, 1] −→ S klasy C1 takich, »e γ1(0) = γ2(0) ∈ S \ {N}, γ′1(0) 6= 0, γ′2(0) 6= 0, k¡t skiero-
wany pomi¦dzy wektorami (R ◦ γ1)′(0), (R ◦ γ2)′(0) jest równy k¡towi skierowanemu pomi¦dzy wektorami
γ′1(0), γ′2(0).

1.3. Homogra�e

Homogra�¡ nazywamy dowolne odwzorowanie h : Ĉ −→ Ĉ postaci

h(z) =
az + b

cz + d
, det

[a b
c d

]
6= 0, (*)

przy czym:
• dla c = 0 kªadziemy h(∞) :=∞,
• dla c 6= 0 kªadziemy h(−d/c) :=∞ i h(∞) := a/c.

Obserwacja 1.3.1 (Wªasno±ci homogra�i � szczegóªy pozostawiamy jako �wiczenie).

(1) Mamy nast¦puj¡ce homogra�e elementarne:

Nazwa Opis Parametry Liczba parametrów
rzeczywistych

translacje z 7−→ z + b b ∈ C 2
obroty z 7−→ az a ∈ T 1
homotetie z 7−→ tz t > 0 1
odwzorowania a�niczne z 7−→ az + b a ∈ C∗, b ∈ C 4
inwersja z 7−→ 1/z
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1. Wst¦p

Ka»de odwzorowanie a�niczne jest zªo»eniem obrotu, homotetii i translacji.
(2) Zªo»enie homogra�i jest homogra�¡. Ka»da homogra�a jest odwzorowaniem bijektywnym. Odwzorowa-

nie odwrotne do homogra�i jest homogra�¡. Ka»da homogra�a jest homeomor�zmem Ĉ na Ĉ. Zbiór
wszystkich homogra�i H jest grup¡ ze skªadaniem. Translacje, obroty i odwzorowania a�niczne tworz¡
podgrupy.

(3) Ka»da homogra�a jest zªo»eniem homogra�i elementarnych. Grupa H zale»y od 6 niezale»nych parame-
trów rzeczywistych.

(4) Ka»da homogra�a h jest odwzorowaniem konforemnym na C ∩ h−1(C).
(5) Równanie ∣∣∣z − p

z − q

∣∣∣ = λ, (**)

gdzie p, q ∈ C, p 6= q, λ > 0, przedstawia:
• dla λ = 1 � prost¡,
• dla λ 6= 1 � okr¡g

C
(p− λ2q

1− λ2
,
λ|p− q|
|1− λ2|

)
,

wzgl¦dem których punkty p i q s¡ symetryczne
(

4
)
.

Odwrotnie, dowolna prosta lub okr¡g mog¡ by¢ opisane równaniem (**). W przypadku okr¦gu C(z0, r),
punkt p ∈ C \ ({z0} ∪ C(z0, r)) wybieramy w sposób dowolny i kªadziemy

q := z0 +
r2

p− z0
, λ :=

|p− z0|
r

.

(6) Dowoln¡ prost¡ uzupeªnion¡ ∞ nazywamy okr¦giem niewªa±ciwym. Okr¡g wªa±ciwy lub nie, dany rów-
naniem (**) jest przeksztaªcany przez homogra�¦ (*) na okr¡g wªa±ciwy lub nie dany równaniem∣∣∣w − h(p)

w − h(q)

∣∣∣ = λ
∣∣∣qc+ d

pc+ d

∣∣∣.
W szczególno±ci punkty symetryczne przechodz¡ zawsze w punkty symetryczne.
Zauwa»my, »e:
• je»eli h jest odwzorowaniem a�nicznym, to prosta przechodzi na prost¡ i okr¡g � na okr¡g,
• h jest inwersj¡, to otrzymujemy równanie∣∣∣w − 1/p

w − 1/q

∣∣∣ = λ
∣∣∣q
p

∣∣∣,
co oznacza, »e obrazem prostej jest albo prosta (gdy |p| = |q|), albo okr¡g (gdy |p| 6= |q|), za± obrazem
okr¦gu jest albo okr¡g (gdy λ|q| 6= |p|), albo prosta (gdy λ|q| = |p|).

(7) Niech H+ := {x+ iy ∈ C : y > 0}. Dla dowolnego a ∈ H+ homogra�a

h(z) :=
z − a
z − a

przeksztaªca H+ na koªo jednostkowe D.
Istotnie, h(a) = 0 oraz dla x ∈ R mamy

|h(x)| =
∣∣∣x− a
x− a

∣∣∣ = 1,

czyli h(R) ⊂ T. Poniewa» homogra�e s¡ homeomor�zmami przeksztaªcaj¡cymi proste na proste lub
okr¦gi, musimy mie¢ h(H+) = D.

`
4
´
W przypadku okr¦gu C(z0, r) oznacza to, »e punkty te le»¡ na jednej póªprostej wychodz¡cej z z0 oraz |p−z0||q−z0| =

r2. Dodatkowo, umawiamy si¦ »e punkty z0 i ∞ s¡ równie» symetryczne wzgl¦dem C(z0, r).
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1.4. Funkcja exp
7

(8) Dla dowolnych a ∈ D, ζ ∈ T, homogra�a

h(z) := ζ
z − a
1− az

przeksztaªca D na D.
Istotnie, h(a) = 0 oraz dla dowolnego z = 1/z ∈ T mamy

|h(z)| =
∣∣∣ z − a
1− a/z

∣∣∣ =
∣∣∣z − a
z − a

∣∣∣ = 1,

czyli h(T) ⊂ T. Dalej rozumujemy, jak poprzednio.
(9) Zbiór A wszystkich homogra�i postaci takiej, jak w (8) jest podgrup¡ grupy AutH(D) wszystkich homo-

gra�i przeksztaªcaj¡cych D na D.
(10) AutH(D) = A. W szczególno±ci, grupa AutH(D) zale»y od 3 parametrów rzeczywistych. Ponadto, grupa

ta dziaªa tranzytywnie na D, tzn. dla dowolnych a, b ∈ D istnieje h ∈ AutH(D) takie, »e h(a) = b.
Istotnie, niech f ∈ AutH(D) i niech g ∈ A b¦dzie takie, »e g(f(0)) = 0. Wtedy h := g◦f ∈ AutH(D) oraz
h(0) = 0. Wystarczy pokaza¢, »e h musi by¢ obrotem. Niech h(z) = az+b

cz+d . Poniewa» h(0) = 0, musi by¢
b = 0. Punkty 0 i ∞ s¡ symetryczne wzgl¦dem T. Wynika st¡d, »e h(∞) = ∞, a wi¦c c = 0. Poniewa»
h(T) = T, musi by¢ a/d ∈ T, czyli h jest obrotem.

(11) Niech Dj b¦dzie dowolnym koªem lub poªpªaszczyzn¡ i niech aj ∈ Dj , bj ∈ ∂bCDj , j = 1, 2. Wtedy
istnieje homogra�a h taka, »e h(D1) = D2 oraz h(a1) = a2, h(b1) = b2.

(12) Homogra�a postaci (*), h 6= id, mo»e mie¢ jeden lub dwa punkty staªe wyznaczane z równania az+b
cz+d = z.

1.4. Funkcja exp

De�niujemy funkcj¦ wykªadnicz¡ exp : C −→ C,

exp(z) = ez :=
∞∑
n=0

zn

n!
, z ∈ C.

Obserwacja 1.4.1 (Wªasno±ci exp).

(1) Funkcja exp jest poprawnie okre±lona. Jest to funkcja C −→ C klasy Cω. De�nicja jest zgodna dla
z = x ∈ R.

(2) ea+b = ea · eb, a, b ∈ C.
Istotnie,

ea+b =
∞∑
n=0

(a+ b)n

n!
=
∞∑
n=0

n∑
k=0

(
n

k

)
ak

k!
bn−k

(n− k)!
(*)
=
( ∞∑
n=0

an

n!

)( ∞∑
n=0

bn

n!

)
= ea · eb,

gdzie (∗) to iloczyn Cauchy'ego
(

5
)
szeregów.

(3) ea 6= 0, a ∈ C.
(4) ez = ex(cos y + i sin y), z = x+ iy ∈ C.
(5) De�niujemy

cos z :=
eiz + e−iz

2
, sin z :=

eiz − e−iz

2i
, z ∈ C.

S¡ to tzw. wzory Eulera
(

6
)
. De�nicje s¡ zgodne dla z = x ∈ R. Odnotujmy, »e np. cos i = e+1/e

2 > 3
2 .

(6) ez = ew ⇐⇒ z − w = 2πik dla pewnego k ∈ Z.

`
5
´
Augustin Cauchy (1789�1857) � matematyk i �zyk francuski.`

6
´
Leonhard Euler (1707�1783) � matematyk i �zyk szwajcarski.
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1. Wst¦p

(7) Funkcje cos i sin maj¡ okres 2π. Ponadto, cos z = 0 ⇐⇒ z = π/2 + kπ, k ∈ N, sin z = 0 ⇐⇒ z = kπ,
k ∈ N. De�niujemy

tg z :=
sin z
cos z

, z ∈ C \ {π/2 + kπ : k ∈ Z}, ctg z :=
cos z
sin z

, z ∈ C \ {kπ : k ∈ Z}.

Zachodz¡ wszystkie standardowe wzory znane dla funkcji trygonometrycznych zmiennej rzeczywistej,
np. cos2 z + sin2 z = 1, z ∈ C.

(8) exp(C) = C∗.
(9) De�niujemy funkcje hiperboliczne, sinus i kosinus hiperboliczny

cosh z :=
ez + e−z

2
, sinh z :=

ez − e−z

2
, z ∈ C.

Dla z ∈ C de�niujemy logarytm zespolony

log z := {w ∈ C : ew = z}
oraz logarytm gªówny Log : C −→ C,

Log z := ln |z|+ iArg z, z ∈ C.

Odnotujmy, »e:
• log 0 = ∅,
• log z = {ln |z|}+ i arg z, z 6= 0,
• dla dowolnego zbioru spójnego A ⊂ C∗ w zbiorze A istnieje gaª¡¹ jednoznaczna logarytmu ` wtedy i tylko
wtedy, gdy w A istnieje gaª¡¹ jednoznaczna argumentu a. Ponadto, `(z) = ln |z| + ia(z) + 2kπi, z ∈ A, dla
pewnego k ∈ Z,
• w C\R− istnieje gaª¡¹ jednoznaczna logarytmu i ka»da taka gaª¡¹ ma posta¢ `(z) = ln |z|+iArg z+2kπi,
z ∈ A, dla pewnego k ∈ Z.

Dla dowolnego a ∈ C∗ de�niujemy pot¦g¦ zespolon¡

ab := {ebw : w ∈ log a}, b ∈ C.
Ponadto, kªadziemy 0b := {0} dla b ∈ C∗. Odnotujmy, »e:
• an = {an} dla dowolnego n ∈ Z, gdzie po prawej stronie an rozumiemy w sensie klasycznym,
• a1/n = n

√
a, n ∈ N,

• dla dowolnego w0 ∈ log a, funkcja C 3 z 7−→ ezw0 jest gaª¦zi¡ jednoznaczn¡ pot¦gi C 3 z 7−→ az; czy
ka»da gaª¡¹ musi by¢ tej postaci (�wiczenie) ?,
• je»eli w zbiorze A ⊂ C∗ istnieje gaª¡¹ jednoznaczna logarytmu `, to dla dowolnego b ∈ C, w A istnieje gaª¡¹
jednoznaczna pot¦gi A 3 z 7−→ zb, np. A 3 z 7−→ eb`(z); czy ka»da gaª¡¹ musi by¢ tej postaci (�wiczenie) ?

Przykªad 1.4.2.
ii = {e−(2k+1/2)π : k ∈ Z} ⊂ R>0.

�wiczenie 1.4.3. Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem i niech f : D −→ C∗ b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡, dla której
w obszarze D istnieje jednoznaczna gaª¡¹ log f . Oznaczmy j¡ L. Mamy eL ≡ f . Niech a ∈ D i niech
f(K(a, r)) ⊂ K(f(a), |f(a)|). Niech ` b¦dzie dowoln¡ gaª¦zi¡ logarytmu w K(f(a), |f(a)|). Wtedy L =
` ◦ f + 2kπi w K(a, r) dla pewnego k ∈ Z.

1.5. Odwzorowania przy pomocy funkcji elementarnych

Przykªad 1.5.1 (n�ty pierwiastek). Wiemy, »e w zbiorze C\R− istnieje gaª¡¹ jednoznaczna n
√
z, np. f(z) :=

e
1
n Log z. Funkcja ta odwzorowuje homeomor�cznie górn¡ póªpªaszczyzn¦ H+ na k¡t

{z ∈ C : 0 < Arg z < π/n}
(odwzorowaniem odwrotnym jest oczywi±cie z 7−→ zn).
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1.5. Odwzorowania przy pomocy funkcji elementarnych
9

Przykªad 1.5.2 (Funkcja �ukowskiego
(

7
)
). Funkcj¡ �ukowskiego nazywamy funkcj¦

f(z) := 1
2 (z + 1/z), z ∈ C∗.

Niech f(z) = f(reit) = u+ iv, czyli

u = 1
2 (r + 1/r) cos t,

v = 1
2 (r − 1/r) sin t.

Wtedy f(z) = f(1/z), z ∈ C∗. ponadto, f jest injektywna w D∗ oraz w C \D i odwzorowuje homeomor-
�cznie ka»dy z tych obszarów na C \ [−1, 1]; odwzorowania odwrotne maj¡ posta¢

C \ [−1, 1] 3 w 7−→ w ±
√
w2 − 1 = w ± e 1

2 Log(w2−1).

Istotnie, je»eli f(z1) = f(z2) dla z1, z2 ∈ D∗, to (z1 − z2)(1− 1/(z1z2)) = 0, a st¡d z1 = z2.
Dla r > 0, r 6= 1, obrazem okr¦gu C(r) jest elipsa o ogniskach ±1 i póªosiach 1

2 (r ± 1/r). Je»eli r −→ 0,
to ta elipsa oddala si¦ do ∞. Je»eli r −→ 1, to zmierza do odcinka [−1, 1], który jest dwukrotnie pokryty
przez obraz T.

Przykªad 1.5.3 (exp). Niech u+ iv = ez = ex+iy tzn.

u = ex cos y,

v = ex sin y.

(a) Dla dowolnego y0 ∈ R, pas poziomy {x + iy : x ∈ R, y0 − π < y 6 y0 + π} jest odwzorowywany
bijektywnie (ale oczywi±cie nie homeomor�cznie !) na C∗. Pozioma prosta y = y0 przechodzi na promie«
{(ex cos y0, e

x sin y0) : x ∈ R}. Pas otwarty {x + iy : x ∈ R, y0 − π < y < y0 + π} jest odwzorowany
homeomor�cznie na C \ R− (odwzorowaniem odwrotnym jest Log).

(b) Dla dowolnych p0 ∈ R∗, q0 ∈ R, pas uko±ny {(x, p0x + q) : x ∈ R, q0 − π < q 6 q0 + π}
jest odwzorowywany bijektywnie na C∗. Prosta uko±na y = p0x + q0 przechodzi na lini¦ ±rubow¡ postaci
{(ex cos(p0x+ q0), ex sin(p0x+ q0) : x ∈ R}.

Przykªad 1.5.4 (sin). Funkcja sinus odwzorowuje homeomor�cznie pas

{x+ iy : −π/2 < x < π/2, y ∈ R}
na C \ ((−∞, 1] ∪ [1,+∞)) =: D. Istotnie, niech

sin z = sin(x+ iy) =
1
2i

(ei(x+iy) − e−i(x+iy)) =
1
2

(ey + e−y) sinx+ i
1
2

(ey − e−y) cosx

= cosh y sinx+ i sinh y cosx =: u+ iv.

Prosta pionowa x = 0 przechodzi bijektywnie na prost¡ u = 0. Ka»da prosta pionowa x = c 6= 0 przechodzi
bijektywnie w jedn¡ z gaª¦zi hiperboli

u2

sin2 c
− v2

cos2 c
= 1.

Wypeªniaj¡ one caªy obszar D.

Przykªad 1.5.5. Jak zachowuje si¦ funkcja tg w pasie {x+ iy : −π/2 < x < π/2, y ∈ R} ?

`
7
´
Nikolai �ukowski (1847�1921) � matematyk rosyjski.





ROZDZIA� 2

Funkcje holomor�czne I

2.1. Pochodna zespolona

Niech Ω ⊂ C b¦dzie zbiorem otwartym i niech f : Ω −→ C, f = u + iv. Na funkcj¦ f mo»emy zawsze
patrze¢ jako na odwzorowanie (u, v) : Ω −→ R2. W szczególno±ci, mo»na pyta¢ o ró»niczkowalno±¢ w sensie
rzeczywistym tego odwzorowania w pewnym punkcie a ∈ Ω. Niech f ′R(a) oznacza rzeczywist¡ ró»niczk¦
Frécheta

(
1
)
odwzorowania f w punkcie a (o ile istnieje). Wiemy, »e dla Z = X + iY mamy

f ′R(a)(Z) =
∂f

∂x
(a)X +

∂f

∂y
(a)Y =

∂f

∂x
(a)

Z + Z

2
+
∂f

∂y
(a)

Z − Z
2i

=
1
2

(∂f
∂x

(a)− i∂f
∂y

(a)
)
Z +

1
2

(∂f
∂x

(a) + i
∂f

∂y
(a)
)
Z =:

∂f

∂z
(a)Z +

∂f

∂z
(a)Z,

gdzie
∂f

∂z
(a) :=

1
2

(∂f
∂x

(a)− i∂f
∂y

(a)
)
,

∂f

∂z
(a) :=

1
2

(∂f
∂x

(a) + i
∂f

∂y
(a)
)

oznaczaj¡ pochodne formalne funkcji f w punkcie a. Oczywi±cie, do ich zde�niowania wystarczy istnienie
pochodnych cz¡stkowych ∂f

∂x (a), ∂f∂y (a).

De�nicja 2.1.1. Mówimy, »e funkcja f ma w punkcie a pochodn¡ zespolon¡ f ′(a), je»eli granica

f ′(a) := lim
C∗3h→0

f(a+ h)− f(a)
h

istnieje i jest sko«czona. Innymi sªowy, f ma w punkcie a zespolon¡ ró»niczk¦ Frécheta f ′C(a) oraz f ′C(a)(Z) =
f ′(a)Z, Z ∈ C.

Propozycja 2.1.2. NWSR:
(i) f ′(a) istnieje;
(ii) f ′C(a) istnieje;
(iii) f ′R(a) istnieje oraz jest operatorem C-liniowym;
(iv) f ′R(a) istnieje oraz speªnione s¡ równania Cauchy'ego�Riemanna

∂f

∂z
(a) = 0, czyli

∂u

∂x
(a) =

∂v

∂y
(a),

∂u

∂y
(a) = −∂v

∂x
(a).

W szczególno±ci, je»eli f ′(a) istnieje, to f ′R(a)(Z) = f ′(a)Z oraz

f ′(a) =
∂f

∂x
(a) = −i∂f

∂y
(a) =

∂f

∂z
(a).

Przykªad 2.1.3. Funkcja f(x+ iy) :=
√
|xy|, z = x+ iy ∈ C, ma w punkcie a = 0 obie pochodne cz¡stkowe

(∂f∂x (0) = ∂f
∂y (0) = 0), które speªniaj¡ oczywi±cie równania Cauchy'ego�Riemanna, ale f ′(0) nie istnieje.

De�nicja 2.1.4. Niech Pn(C) := oznacza zbiór wszystkich wielomianów zespolonych jednej zmiennej zespo-
lonej stopnia 6 n (n ∈ Z+), tzn. zbiór wszystkich funkcji postaci C 3 z 7−→ a0 + a1z + · · ·+ anz

n ∈ C. Jest

`
1
´
René Fréchet (1878�1973) � matematyk francuski.

11
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2. Funkcje holomor�czne I

to oczywi±cie zespolona przestrze« wektorowa. Ponadto, Pn(C) ⊂ Pn+1(C). Poªó»my, P(C) :=
⋃∞
n=0 Pn(C).

Jest to pier±cie«.
Niech R(C) := oznacza pier±cie« wszystkich funkcji wymiernych jednej zmiennej zespolonej, tzn. zbiór

wszystkich uªamków L/M , gdzie L,M ∈ P(C),M 6≡ 0. Ka»da funkcja wymierna jest funkcj¡ ci¡gª¡ Ĉ −→ Ĉ.

�wiczenie 2.1.5. (a) Do ró»niczkowania zespolonego stosuj¡ si¦ standardowe wzory na ró»niczkowanie
sumy, iloczynu i ilorazu.

(b) Ka»dy wielomian p(z) = a0 + a1z + · · · + anz
n ∈ Pn(C) jest ró»niczkowalny w sensie zespolonym

w ka»dym punkcie oraz p′(z) = a1 +2a2z+ · · ·+nanz
n−1 ∈ Pn−1(C). Ka»da funkcja wymierna L/M ∈ R(C)

jest ró»niczkowalna w sensie zespolonym w ka»dym punkcie z ∈ C \M−1(0).
(c) Niech f : Ω −→ Ω′ b¦dzie odwzorowaniem bijektywnym na pewien zbiór otwarty Ω′ ⊂ C takim, »e

f ′(a) istnieje. Niech b := f(a), g := f−1 : Ω′ −→ Ω. Wtedy NWSR:
(i) g′(b) istnieje;
(ii) f ′(a) 6= 0 oraz g jest ci¡gªe w punkcie b.
Ponadto, g′(b) = 1

f ′(a) .

(d) Je»eli f ′(a) istnieje, to det f ′R(a) = |f ′(a)|2 = |det f ′R(a)|2. Istotnie

det f ′R(a) = det
[
u′x(a) u′y(a)
v′x(a) v′y(a)

]
= det

[
u′x(a) −v′x(a)
v′x(a) u′x(a)

]
= (u′x(a))2 + (v′x(a))2 = |f ′(a)|2.

(e) Je»eli f : Ω −→ C jest odwzorowaniem klasy C1 takim, »e f ′(a) istnieje i f ′(a) 6= 0, to dla pewnego
otwartego otoczenia U ⊂ Ω punktu a, odwzorowanie f |U : U −→ V jest C1�dyfeomor�zmem na pewne
otwarte otoczenie punktu b := f(a) i je»eli g := (f |U )−1, to g′(b) istnieje i g′(b) = 1

f ′(a) .

Przykªad 2.1.6. (a) Funkcja exp ma pochodn¡ zespolon¡ w dowolnym punkcie oraz exp′(z) = exp(z),
z ∈ C.

Istotnie, poniewa» exp(x+ iy) = ex(cos y+ i sin y), zatem funkcja exp jest klasy Cω(R2,C). Ponadto, dla
z = x+ iy, mamy

∂ exp
∂z

(z) =
1
2

(∂ exp
∂x

(z) + i
∂ exp
∂y

(z)
)

=
1
2

(
ex(cos y + i sin y) + iex(− sin y + i cos y)

)
= 0,

co oznacza, »e w ka»dym punkcie speªnione s¡ równania Cauchy'ego�Riemanna, czyli exp′(z) istnieje dla
dowolnego z. Ponadto, exp′(z) = ∂ exp

∂x (z) = exp(z), z ∈ C.
(b) Niech D ⊂ C∗ b¦dzie obszarem, w którym istnieje gaª¡¹ jednoznaczna logarytmu `. Wtedy `′(z) =

1/z, z ∈ D.
Istotnie, niech b ∈ D, a := `(b). Do funkcji f := exp stosujemy �wiczenie 2.1.5(e), z którego wnioskujemy,

»e `′(b) = 1
f ′(a) = 1

exp(`(b)) = 1
b .

�wiczenie 2.1.7. sin′ z = cos z, cos′ z = − sin z, z ∈ C.

Dla drogi (tzn. krzywej kawaªkami klasy C1) γ : [α, β] −→ C oraz funkcji ci¡gªej f = u + iv : γ∗ −→ C
de�niujemy ∫

γ

fdz :=
∫
γ

udx− vdy + i

∫
γ

vdx+ udy =
∫ β

α

f(γ(t))γ′(t)dt.

Zauwa»my, »e ∣∣∣ ∫
γ

f(z)dz
∣∣∣ 6 `(γ)‖f‖γ∗ ,

gdzie

`(γ) =
∫ β

α

|γ′(t)|dt

oznacza dªugo±¢ krzywej γ, za± dla ϕ : A −→ C kªadziemy

‖ϕ‖A := sup{|ϕ(z)| : z ∈ A}.
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Propozycja 2.1.8 (Wzór Cauchy'ego�Greena
(

2
)
). Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem p�spójnym, którego brzeg

skªada si¦ z p dróg Jordana zorientowanych dodatnio wzgl¦dem D. Niech f ∈ C1(D)
(

3
)
. Wówczas

f(z) =
1

2πi

(∫
∂D

f(ζ)
ζ − z

dζ +
∫
D

∂f

∂ζ
(ζ)

ζ − z
dζ ∧ dζ

)
, z ∈ D.

W szczególno±ci, je»eli f ∈ C1(D) oraz f ′(z) istnieje dla dowolnego z ∈ D, to

f(z) =
1

2πi

∫
∂D

f(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ D.

Dowód . Ustalmy K(a, ε) ⊂⊂ D. Wówczas, na mocy wzoru Greena (zastosowanego do obszaru Dε := D \
K(a, ε)), mamy∫

∂D

f(ζ)
ζ − a

dζ −
∫
C(a,ε)

f(ζ)
ζ − a

dζ =
∫
∂Dε

f(ζ)
ζ − a

dζ =
∫
Dε

d
( f(ζ)
ζ − a

dζ
)

= −
∫
Dε

∂f

∂ζ
(ζ)

ζ − a
dζ ∧ dζ −→

ε−→0
−
∫
D

∂f

∂ζ
(ζ)

ζ − a
dζ ∧ dζ,

przy czym okr¡g C(a, ε) uto»samiamy z krzyw¡ [0, 2π] 3 t 7−→ a+ εeit. Uto»samienie to b¦dziemy stosowa¢
konsekwentnie w przyszªo±ci.

Z drugiej strony,∣∣∣ 1
2πi

∫
C(a,ε)

f(ζ)
ζ − a

dζ − f(a)
∣∣∣ 6 max{|f(ζ)− f(a)| : ζ ∈ C(a, ε)} −→

ε→0+
0. �

Propozycja 2.1.9. Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem i niech f = u+ iv : D −→ C b¦dzie ci¡gªa. Wtedy NWSR:
(i) dla dowolnych a, b ∈ D, caªka

∫ b
a
f(z)dz :=

∫
γ
f(z)dz nie zale»y od wyboru drogi γ ª¡cz¡cej a i b w D;

(ii) funkcja f posiada pierwotn¡ zespolon¡, tzn. istnieje funkcja F : D −→ C taka, »e F ′(z) = f(z) dla
dowolnego z ∈ D.

Dowód . (ii) =⇒ (i):∫
γ

f(z)dz =
∫ β

α

F ′(γ(t))γ′(t)dt =
∫ β

α

(F ◦ γ)′(t)dt = F (γ(β))− F (γ(α)).

(i) =⇒ (ii): Niezale»no±¢ caªki
∫
γ
f(z)dz od drogi caªkowania jest równowa»na niezale»no±ci caªek∫

γ

udx− vdy,
∫
γ

vdx+ udy

od drogi caªkowania, co oznacza, »e istniej¡ funkcje ϕ,ψ ∈ C1(D,R) takie, »e
∂ϕ

∂x
= u,

∂ϕ

∂y
= −v, ∂ψ

∂x
= v,

∂ψ

∂y
= u.

Niech F := ϕ+ iψ. Wtedy F jest klasy C1, speªnia w ka»dym punkcie równania Cauchy'ego�Riemanna oraz
F ′ = ϕ′x + iψ′x = u+ iv = f . �

Propozycja 2.1.10 (Indeks punktu wzgl¦dem drogi zamkni¦tej). Niech γ : [0, 1] −→ C b¦dzie dowoln¡
drog¡ zamkni¦t¡. Wtedy caªka krzywoliniowa

Indγ(a) :=
1

2πi

∫
γ

1
z − a

dz =
1

2πi

∫ 1

0

γ′(t)
γ(t)− a

dt, a ∈ C \ γ∗,

nosz¡ca nazw¦ indeksu punktu a wzgl¦dem drogi γ, przyjmuje warto±ci caªkowite, staªe w ka»dej skªadowej
spójnej zbioru C \ γ∗, przy czym Indγ = 0 w skªadowej nieograniczonej zbioru C \ γ∗.`

2
´
George Green (1793�1841) � matematyk i �zyk angielski.`

3
´
Tzn. f ∈ C1(Ω), gdzie Ω ⊂ C jest zbiorem otwartym takim, »e D ⊂ Ω.
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Odnotujmy, »e Indγ(a) jest oczywi±cie niezale»ny od zmiany parametryzacji drogi γ.

Dowód . Z twierdzenia o funkcjach danych caªk¡ wynika, »e Indγ jest funkcj¡ ci¡gª¡. Ponadto,

| Indγ(a)| 6 1
2π

`(γ)
dist(a, γ∗)

−→
a→∞

0.

Pozostaje wi¦c wykaza¢, »e Indγ(a) ∈ Z dla dowolnego a ∈ C \ γ∗. Ustalmy a i niech

h(x) :=
∫ x

0

γ′(t)
γ(t)− a

dt, 0 6 x 6 1.

Jest to funkcja ci¡gªa, ró»niczkowalna poza sko«czon¡ liczb¡ punktów, h(0) = 0, h(1) = 2πi Indγ(a). Za-
uwa»my, »e

(e−h(γ − a))′ = e−h(−h′(γ − a) + γ′) = 0

poza sko«czon¡ liczb¡ punktów. Tak wi¦c e−h(γ − a) = const = γ(0)− a. Wynika st¡d, »e

eh =
γ − a
γ(0)− a

,

a st¡d eh(1) = 1, a wi¦c h(1) = 2πi Indγ(a) = 2πi k dla pewnego k ∈ Z. �

�wiczenie 2.1.11. (a)

IndC(a,r)(z) =

{
1, gdy z ∈ K(a, r)
0, gdy z /∈ K(a, r)

.

(b) Niech γ : [0, 1] −→ C b¦dzie zamkni¦t¡ drog¡ Jordana zorientowan¡ dodatnio wzgl¦dem int γ. Wtedy

Indγ(z) =

{
1, gdy z ∈ int γ
0, gdy z ∈ ext γ

.

Propozycja 2.1.12. Niech γ : [0, 1] −→ C b¦dzie dowoln¡ krzyw¡ zamkni¦t¡, niech a ∈ C \ γ∗ i niech
r := dist(a, γ∗). Niech σj : [0, 1] −→ C b¦dzie drog¡ zamkni¦t¡ tak¡, »e ‖σj − γ‖[0,1] 6 r/4, j = 1, 2. Wtedy
Indσ1(a) = Indσ2(a). W szczególno±ci, wzór

Indγ(a) := lim
σ−droga zamkni¦ta
‖σ−γ‖[0,1]−→0

Indσ(a), a ∈ C \ γ∗,

de�niuje Indγ : C \ γ∗ −→ Z dla dowolnej krzywej zamkni¦tej γ : [0, 1] −→ C.

Dowód . Niech

σ :=
σ1 − a
σ2 − a

.

Zauwa»my, »e

σ′

σ
=

σ′1(σ2−a)−(σ1−a)σ′2
(σ2−a)2

σ1−a
σ2−a

=
σ′1

σ1 − a
− σ′2
σ2 − a

.

Ponadto,

|σ − 1| =
∣∣∣σ1 − σ2

σ2 − a

∣∣∣ 6 2 r4
3
4r

=
2
3
.

Ostatecznie

Indσ1(a)− Indσ2(a) =
1

2πi

∫ 1

0

( σ′1(t)
σ1(t)− a

− σ′2(t)
σ2(t)− a

)
dt =

1
2πi

∫ 1

0

σ′(t)
σ(t)

dt = Indσ(0) = 0. �
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Twierdzenie 2.1.13 (Twierdzenie Cauchy'ego�Goursata
(

4
)
). Niech Ω ⊂ C b¦dzie otwarty i niech f :

Ω −→ C b¦dzie taka, »e f ′(z) istnieje dla dowolnego z ∈ Ω.
(a) ∫

∂T

f(z)dz = 0

dla dowolnego zwartego trójk¡ta T = conv{a, b, c}, przy czym ∂T rozumiemy jako ªaman¡ zamkni¦t¡ [a, b, c, a].
Wynik pozostaje prawdziwy dla wszystkich funkcji f ∈ C(T ) takich, »e f ′(z) istnieje dla dowolnego

z ∈ intT .
(b) Niech D ⊂⊂ Ω b¦dzie obszarem, którego brzeg skªada si¦ ze sko«czonej liczby ªamanych Jordana(

5
)
zorientowanych dodatnio wzgl¦dem D: tzn. ∂D = γ∗0 ∪ · · · ∪ γ∗p−1, int γj ⊂⊂ int γ0, j = 1, . . . , p − 1,

int γj ⊂⊂ ext γk, j, k = 1, . . . , p− 1, j 6= k. Wtedy∫
∂D

f(z)dz :=
p−1∑
j=0

∫
γj

f(z)dz = 0.

Wynik pozostaje prawdziwy dla wszystkich funkcji f ∈ C(D) takich, »e f ′(z) istnieje dla dowolnego z ∈ D.
(c) Je»eli zaªo»ymy dodatkowo, »e f ∈ C1(Ω)

(
6
)
, to dla dowolnego obszaru D ⊂⊂ Ω, którego brzeg

skªada si¦ ze sko«czonej liczby dróg Jordana zorientowanych dodatnio wzgl¦dem D, mamy∫
∂D

f(z)dz = 0.

Dowód . (a) Przypadek, w którym T jest zdegenerowany jest oczywisty (�wiczenie). Dalej zakªadamy, »e
T nie jest zdegenerowany. Trójk¡t T0 := T dzielimy przy pomocy ±rodków boków p := 1

2 (a+ b), q = 1
2 (b+ c),

r := 1
2 (c + a) na cztery trójk¡ty T0,1 = conv{a, p, r}, T0,2 := conv{p, b, q}, T0,3 := conv{q, c, r}, T0,4 :=

conv{p, r, q}. Wtedy ∫
∂T0

f(z)dz =
4∑
j=1

∫
∂T0,j

f(z)dz.

Niech T1 oznacza jeden spo±ród trójk¡tów T0,1, . . . , T0,4, dla którego∣∣∣ ∫
∂T1

f(z)dz
∣∣∣ = max

{∣∣∣ ∫
∂T0,j

f(z)dz
∣∣∣ : j = 1, 2, 3, 4

}
.

Oczywi±cie, ∣∣∣ ∫
∂T0

f(z)dz
∣∣∣ 6 4

∣∣∣ ∫
∂T1

f(z)dz
∣∣∣.

Teraz powtarzamy rozumowanie rekurencyjnie i otrzymujemy zst¦puj¡cy ci¡g trójk¡tów (Tj)∞j=1 taki, »e
`(∂Tj) = 2−j`(∂T0) oraz ∣∣∣ ∫

∂T0

f(z)dz
∣∣∣ 6 4j

∣∣∣ ∫
∂Tj

f(z)dz
∣∣∣, j ∈ N.

Niech {a} :=
⋂∞
j=1 Tj , f(z) = f(a) + f ′(a)(z − a) + α(z)(z − a), gdzie α(z) −→ 0 przy z −→ a. Odnotujmy,

»e funkcja z 7−→ f(a) + f ′(a)(z − a) ma oczywi±cie pierwotn¡. Korzystaj¡c z Propozycji 2.1.9, mamy∣∣∣ ∫
∂T0

f(z)dz
∣∣∣ 6 4j

∣∣∣ ∫
∂Tj

(f(a) + f ′(a)(z − a) + α(z)(z − a))dz
∣∣∣ = 4j

∣∣∣ ∫
∂Tj

α(z)(z − a)dz
∣∣∣

6 4j`(∂Tj) max{|α(z)(z − a)| : z ∈ ∂Tj} 6 4j`2(∂Tj)‖α‖∂Tj = `2(∂T0)‖α‖∂Tj −→
j→+∞

0.

Je»eli tylko zaªo»ymy, »e f ∈ C(T ) oraz f ′(z) istnieje dla dowolnego z ∈ intT , to na podstawie po-
przedniego dowodu, mamy

∫
∂T ′

f(z)dz = 0 dla dowolnego trójk¡ta T ′ ⊂ intT . Ustalmy punkt d ∈ intT

`
4
´
Edouard Goursat (1858�1936) � matematyk francuski.`

5
´
Camille Jordan (1838�1922) � matematyk francuski.`

6
´
W przyszªo±ci zobaczymy, »e zaªo»enie to jest automatycznie speªnione � Twierdzenie 2.2.5
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i niech T ′ = T ′s := conv{a + s(d − a), b + s(d − b), c + s(d − c)} ⊂ intT , s ∈ (0, 1). Poka»emy, »e∫
∂T ′s

f(z)dz −→
∫
∂T
f(z)dz przy s −→ 0 (co zako«czy dowód). Mamy:∣∣∣ ∫

[a+s(d−a),b+s(d−b)]
f(z)dz −

∫
[a,b]

f(z)dz
∣∣∣

6
∫ 1

0

|f(a+ s(d− a) + t(1− s)(b− a))(1− s)− f(a+ t(b− a))|(b− a)dt −→
s→0

0

(wobec jednostajnej ci¡gªo±ci f na T ) i analogicznie dla pozostaªych odcinków.
(b) Poprzez triangulacj¦ (�wiczenie).
(c) Korzystamy ze wzoru Greena z Analizy oraz z równa« Cauchy'ego�Riemanna:∫

∂D

f(z)dz =
∫
∂D

udx− vdy + i

∫
∂D

vdx+ udy =
∫
D

(−v′x − u′y) + i

∫
D

(u′x − v′y) = 0. �

Propozycja 2.1.14. Niech G ⊂ C b¦dzie obszarem gwia¹dzistym wzgl¦dem punktu c i niech f : G −→ C
b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ tak¡, »e

∫
∂T
f(z)dz = 0 dla dowolnego zwartego trójk¡ta T ⊂ G (np. f ′(z) istnieje

dla dowolnego z ∈ G � Twierdzenie 2.1.13). Wtedy f ma w G pierwotn¡ zespolon¡. W szczególno±ci, na
podstawie Propozycji 2.1.9,

∫
γ
f(z)dz = 0 dla dowolnej drogi zamkni¦tej w G.

Dowód . Zde�niujmy

F (z) :=
∫

[c,z]

f(ζ)dζ, z ∈ G.

Ustalmy a ∈ G. Korzystaj¡c z zaªo»enia o zerowaniu si¦ caªki po brzegu trójk¡ta, dla maªych h mamy∣∣∣F (a+ h)− F (a)
h

− f(a)
∣∣∣ =

∣∣∣ 1
h

∫
[a,a+h]

(f(z)− f(a))dz
∣∣∣ 6 max{|f(z)− f(a)| : z ∈ [a, a+ h]} −→

h→0
0. �

Propozycja 2.1.15 (Wzór caªkowy Cauchy'ego). (a) Niech G ⊂ C b¦dzie obszarem gwia¹dzistym i niech
γ : [0, 1] −→ G b¦dzie dowoln¡ drog¡ zamkni¦t¡. Niech f : G −→ C b¦dzie taka, »e f ′(z) istnieje dla dowolnego
z ∈ G. Wtedy

f(a) Indγ(a) =
1

2πi

∫
γ

f(z)
z − a

dz, a ∈ G \ γ∗.

(b) Niech f : K(a, r) −→ C b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ tak¡, »e f ′(z) istnieje dla dowolnego z ∈ K(a, r).
Wtedy

f(z) =
1

2πi

∫
C(a,r)

f(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ K(a, r).

W szczególno±ci, dla z = a dostajemy:
• twierdzenie o warto±ci ±redniej po okr¦gu

f(a) =
1

2πi

∫
C(a,r)

f(ζ)
ζ − a

dζ =
1

2π

∫ 2π

0

f(a+ reiθ)dθ =: J(f ; a, r),

oraz nierówno±¢

|f(a)| 6 1
2π

∫ 2π

0

|f(a+ reiθ)|dθ = J(|f |; a, r),

• twierdzenie o warto±ci ±redniej po kole

f(a) =
1
πr2

∫ r

0

sds

∫ 2π

0

f(a+ seiθ)dθ =
1
πr2

∫ r

0

∫ 2π

0

f(a+ seiθ)sdθds =
1
πr2

∫
K(a,r)

fdL2 := A(f ; a, r),

oraz nierówno±¢

|f(a)| 6 1
πr2

∫
K(a,r)

|f |dL2 = A(|f |; a, r).
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Dowód . (a) Ustalmy punkt a ∈ G \ γ∗ i niech

g(z) :=

{
f(z)−f(a)

z−a , je»eli z ∈ G \ {a}
f ′(a), je»eli z = a

.

Oczywi±cie g jest ci¡gªa oraz g′(z) istnieje dla z ∈ G \ {a}. Na podstawie Twierdzenia 2.1.13(a) dostajemy∫
∂T
g(z)dz = 0 dla dowolnego zwartego trójk¡ta T ⊂ G. Teraz, na podstawie Propozycji 2.1.14,

0 =
∫
γ

g(z)dz =
∫
γ

f(z)− f(a)
z − a

dz,

a st¡d

1
2πi

∫
γ

f(z)
z − a

dz =
1

2πi

∫
γ

f(a)
z − a

dz = f(a) Indγ(a).

(b) Ustalmy z ∈ K(a, r). Na podstawie (a) mamy

f(z) = f(z) IndC(a,s)(z) =
1

2πi

∫
C(a,s)

f(ζ)
ζ − z

dζ =
1

2π

∫ 2π

0

f(a+ seit)
z − a− seit

seitdt, |z − a| < s < r.

Teraz pozostaje przej±cie graniczne s −→ r. Aby móc skorzysta¢ z twierdzenia Lebesgue'a o zmajoryzowanym
przechodzeniu do granicy pod znakiem caªki, wystarczy upewni¢ si¦, »e funkcja podcaªkowa ma caªkowaln¡
majorant¦: ∣∣∣ f(a+ seit)

z − a− seit
seit
∣∣∣ 6 ‖f‖K(a,r)

ε
r, |z − a|+ ε < s < r. �

Twierdzenie 2.1.16. Niech D ⊂ C b¦dzie dowolnym obszarem i niech f : D −→ C b¦dzie taka, »e f ′(z)
istnieje dla dowolnego z ∈ D. Niech a, b ∈ D i niech γ0, γ1 : [0, 1] −→ D b¦d¡ dowolnymi drogami ª¡cz¡cymi
a i b, które s¡ homotopijne w D. Wtedy ∫

γ0

f(z)dz =
∫
γ1

f(z)dz.

Dowód . NiechH : [0, 1]×[0, 1] −→ D b¦dzie homotopi¡ ª¡cz¡c¡ te drogi, tzn.H jest odwzorowaniem ci¡gªym
takim, »e H(0, ·) = γ0, H(1, ·) = γ1, H(s, 0) = a, H(s, 1) = b, s ∈ [0, 1]

(
7
)
. Poniewa» H jest jednostajnie

ci¡gªe, znajdziemy δ > 0 takie, »e je»eli |s′ − s′′| 6 δ i |t′ − t′′| 6 δ, to |H(s′, t′) − H(s′′, t′′)| < r :=
dist(H([0, 1]×[0, 1]), ∂D). Ustalmy n > 1/δ i niech sj = tj := j/n, j = 0, . . . , n. Niech aj,k = H(sj , tk) i niech
σk oznacza ªaman¡ [ak,0, ak,1, . . . , ak,n−1, ak,n]. Zauwa»my, »e Gj,k := K(aj,k, r) ⊂ D, Gj,k jest obszarem
gwia¹dzistym oraz H(s, t) ∈ Gj,k dla |s−sj | 6 δ i |t−tk| 6 δ, j, k = 1, . . . , n. Korzystaj¡c z Propozycji 2.1.14
wnioskujemy teraz, »e

∫
γ0|[tk−1,tk]

f(z)dz =
∫

[a0,k−1,a0,k]
f(z)dz, k = 1, . . . , n, a st¡d

∫
γ0
f(z)dz =

∫
σ0
f(z)dz.

Podobnie,
∫
γ1
f(z)dz =

∫
σn
f(z)dz. Teraz wystarczy wykaza¢, »e

∫
σj−1

f(z)dz =
∫
σj
f(z)dz, j = 1, . . . , n.

Wiemy, »e ∫
[aj−1,k−1,aj−1,k,aj,k,aj,k−1,aj−1,k−1]

f(z)dz = 0, j, k = 1, . . . , n.

Dodaj¡c te caªki dla k = 1, . . . , n i redukuj¡c caªki po przeciwnie przebieganych odcinkach, dostajemy »¡dany
wzór. �

Jako natychmiastowy wniosek otrzymujemy:

Twierdzenie 2.1.17 (Twierdzenie Cauchy'ego�Goursata i wzór Cauchy'ego dla obszarów jednospójnych).
Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem homotopijnie jednospójnym i niech f : D −→ C b¦dzie taka, »e f ′(z) istnieje dla

`
7
´
Odnotujmy, »e H(s, ·) nie musi by¢ drog¡ dla 0 < s < 1 � por. �wiczenie 2.1.18.
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dowolnego z ∈ D. Wtedy caªka
∫
γ
f(z)dz zale»y wyª¡cznie od ko«ców drogi γ : [0, 1] −→ D � zob. Propozycja

2.1.9. W szczególno±ci,∫
γ

f(z)dz = 0 oraz f(a) Indγ(a) =
1

2πi

∫
γ

f(z)
z − a

dζ, a ∈ D \ γ∗,

dla dowolnej drogi zamkni¦tej γ : [0, 1] −→ D.

�wiczenie 2.1.18. Niech D, γ0, γ1 i H b¦d¡ takie, jak w zaªo»eniach Twierdzenia 2.1.16. Korzystaj¡c
z dowodu tego twierdzenia, pokaza¢, »e istnieje homotopia H0 : [0, 1] × [0, 1] −→ D dróg γ0 i γ1 taka, »e
H0(s, ·) jest drog¡ dla dowolnego 0 < s < 1.

Obserwacja 2.1.19. Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem i niech f : D −→ C∗ b¦dzie taka, »e f ′(z) istnieje
dla dowolnego z ∈ D. Zaªó»my, »e L jest gaª¦zi¡ jednoznaczn¡ funkcji log f w D (tzn. expL ≡ f). Wtedy
L′ = f ′/f . W szczególno±ci, L jest pierwotn¡ funkcji f

′

f , co wobec Propozycji 2.1.9, oznacza, »e dla dowolnych

a, b ∈ D, caªka
∫ b
a
f ′(z)
f(z) dz :=

∫
γ
f ′(z)
f(z) dz nie zale»y od wyboru drogi γ ª¡cz¡cej a i b w D.

Istotnie, wiemy, »e dla dowolnego a ∈ D, w pewnym otoczeniu punktu a mamy L = ` ◦ f + 2kπi, gdzie
` jest gaª¦zi¡ logarytmu w otoczeniu f(a), za± k ∈ Z (�wiczenie 1.4.3). Pozostaje skorzysta¢ z Przykªadu
2.1.6(b).

Propozycja 2.1.20. Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem homotopijnie jednospójnym i niech f : D −→ C∗ b¦dzie
taka, »e f ′′(z) istnieje dla dowolnego z ∈ D

(
8
)
. Wtedy f ma w D jednoznaczn¡ gaª¡¹ logarytmu L, która

musi by¢ postaci

L(z) =
∫ z

a

f ′(ζ)
f(ζ)

dζ + Log f(a) + 2kπi, z ∈ D,

dla pewnego k ∈ Z.

Dowód . Funkcja f ′/f ma w ka»dym punkcie obszaru D pochodn¡ zespolon¡. Pozwala to poprawnie okre±li¢
funkcj¦

h(z) :=
∫ z

a

f ′(ζ)
f(ζ)

dζ + Log f(a), z ∈ D,

gdzie a jest dowolnie ustalonym punktem z D. Wiemy, »e h′ = f ′/f w D, a st¡d

(fe−h)′ = f ′e−h − fe−hh′ ≡ 0.

Oznacza to, »e

fe−h = const = f(a)e−h(a) = f(a)e−Log f(a) = 1,

czyli eh ≡ f . Tak wi¦c h jest gaª¦zi¡ jednoznaczn¡ logarytmu f . Mamy eh = f = eL. Ostatecznie, (h −
L)/(2πi) jako funkcja ci¡gªa o warto±ciach caªkowitych, jest staªa. �

2.2. Funkcje holomor�czne

De�nicja 2.2.1. Niech Ω ⊂ C b¦dzie otwarty i niech f : Ω −→ C. Powiemy, »e f jest holomor�czna w Ω
(f ∈ O(Ω)), je»eli dla dowolnego punktu a ∈ Ω istnieje szereg pot¦gowy

∑∞
n=0 an(z − a)n o dodatnim

promieniu zbie»no±ci R oraz liczba 0 < r 6 min{R,dist(a, ∂Ω)} takie, »e f(z) =
∑∞
n=0 an(z − a)n, z ∈

K(a, r).
Je»eli f ∈ O(C), to mówimy, »e f jest funkcj¡ caªkowit¡.
Je»eli G ⊂ C jest otwarty, za± f : Ω −→ G jest bijekcj¡ tak¡, »e f ∈ O(Ω), f−1 ∈ O(G), to mówimy, »e

f jest odwzorowaniem biholomor�cznym.

`
8
´
W przyszªo±ci (Twierdzenie 2.2.5) zobaczymy, »e istnienie f ′′(z) dla dowolnego z ∈ D wynika z istnienia f ′(z) dla

dowolnego z ∈ D.
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Propozycja 2.2.2. Niech

f(z) :=
∞∑
n=0

an(z − a)n, |z − a| < R.

gdzie R oznacza promie« zbie»no±ci szeregu pot¦gowego. Wtedy f ′(z) istnieje dla dowolnego z ∈ K(a,R) oraz
prawdziwy jest wzór na ró»niczkowanie pod znakiem szeregu

f ′(z) =
∞∑
n=1

nan(z − a)n−1, z ∈ K(a,R). (′)

Ponadto, promie« zbie»no±ci szeregu (′) jest równy R, co oznacza, »e funkcja f ma w ka»dym punkcie z ∈
K(a, r) wszystkie pochodne zespolone oraz

f (k)(z) =
∞∑
n=k

k!
(
n

k

)
an(z − a)n−k, z ∈ K(a,R).

W szczególno±ci, f ∈ C∞(K(a,R),C) oraz an = f(n)(a)
n! , n ∈ Z+, czyli

f(z) = Taf(z), z ∈ K(a,R),

gdzie

Taf(z) :=
∞∑
n=0

f (n)(a)
n!

(z − a)n

oznacza szereg Taylora
(

9
)
funkcji f w punkcie a.

Dowód . �wiczenie. �

Zde�niujmy promie« zbie»no±ci szeregu Taylora funkcji f w punkcie a

d(Taf) := sup{r > 0 : szereg Taf(z) jest zbie»ny jednostajnie w K(a, r)}.

Wniosek 2.2.3. Je»eli f ∈ O(Ω), to f ma w ka»dym punkcie z ∈ Ω wszystkie pochodne zespolone, f ∈
Cω(Ω,C) oraz f (k) ∈ O(Ω) dla dowolnego k ∈ N.

Lemat 2.2.4 (Lemat o produkcji funkcji holomor�cznych). Niech γ : [0, 1] −→ C b¦dzie dowoln¡ drog¡
i niech g : γ∗ −→ C b¦dzie dowoln¡ funkcj¡ ci¡gª¡. Zde�niujmy

f(z) :=
1

2πi

∫
γ

g(ζ)
ζ − z

dζ, z ∈ C \ γ∗.

Wtedy f ∈ O(C \ γ∗),

f (k)(z) =
k!

2πi

∫
γ

g(ζ)
(ζ − z)k+1

dζ, z ∈ C \ γ∗, k ∈ N,

tzn. prawdziwy jest wzór na ró»niczkowanie pod znakiem caªki, oraz

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(a)
n!

(z − a)n = Taf(z), a ∈ C \ γ∗, |z − a| < dist(a, γ∗).

W szczególno±ci, d(Taf) > dist(a, γ∗), a ∈ C \ γ∗.

`
9
´
Brook Taylor (1717�1783) � matematyk angielski.
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Dowód . Ustalmy a ∈ C \ γ∗, niech r := dist(a, γ∗) i niech 0 < θ < 1. Wtedy dla z ∈ K(a, θr) i ζ ∈ γ∗ mamy

1
ζ − z

=
1

ζ − a
· 1

1− z−a
ζ−a

=
∞∑
n=0

(z − a)n

(ζ − a)n+1
,

przy czym szereg jest zbie»ny jednostajnie poniewa» | z−aζ−a | 6 θ. Wynika st¡d, »e

f(z) =
∞∑
n=0

( 1
2πi

∫
γ

g(ζ)
(ζ − a)n+1

dζ
)

(z − a)n, z ∈ K(a, r). �

Twierdzenie 2.2.5 (Charakteryzacja funkcji holomor�cznych). Niech Ω ⊂ C b¦dzie otwarty i niech f :
Ω −→ C. Wtedy NWSR:

(i) f ′(z) istnieje dla dowolnego z ∈ Ω;
(ii) f ′R(z) istnieje dla dowolnego z ∈ Ω oraz ∂f

∂z (z) = 0, z ∈ Ω (tzn. f speªnia w ka»dym punkcie równania
Cauchy'ego�Riemanna);

(iii) f ∈ C(Ω,C) oraz
∫
∂T
f(z)dz = 0 dla dowolnego trójk¡ta zwartego T ⊂⊂ Ω (równowa»no±¢ (i) ⇐⇒ (iii)

to tzw. twierdzenie Morery
(

10
)
);

(iv) f ∈ C(Ω,C) oraz dla dowolnego obszaru gwia¹dzistego G ⊂ Ω funkcja f ma w G pierwotn¡ zespolon¡;
(v) f ∈ C(Ω,C) oraz dla dowolnego koªa K(a, r) ⊂⊂ Ω zachodzi wzór

f(z) =
1

2πi

∫
C(a,r)

f(ζ)
z − ζ

dζ, z ∈ K(a, r);

(vi) dla dowolnego a ∈ Ω funkcja f ma w punkcie a wszystkie pochodne zespolone f (n)(a), n ∈ N, oraz

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(a)
n!

(z − a)n, |z − a| < dist(a, ∂Ω);

(vii) f ∈ O(Ω).

Dowód . (i)
Prop. 2.1.2⇐⇒ (ii)

Tw. 2.1.13=⇒ (iii)
Prop. 2.1.14⇐⇒ (iv)

(*)
=⇒ (v)

Lemat 2.2.4=⇒ (vi)
Def. 2.2.1=⇒ (vii)

Prop. 2.2.2
=⇒ (i),

gdzie (*) wynika z nast¦puj¡cego rozumowania: Na podstawie Propozycji 2.1.15, (v) zachodzi dla funkcji F
i K(a, r) ⊂⊂ G. St¡d, na podstawie implikacji (v) =⇒ (vii), F ∈ O(G). Teraz, na podstawie Wniosku 2.2.3,
f ′(z) istnieje dla dowolnego z ∈ Ω i mo»emy zastosowa¢ Propozycj¦ 2.1.15 do f . �

Obserwacja 2.2.6. Maj¡c Twierdzenie 2.2.5, mo»emy �przetªumaczy¢� szereg wyników formuªowanych po-
przednio dla funkcji maj¡cych w ka»dym punkcie pochodne zespolone na j¦zyk funkcji holomor�cznych.
Dotyczy to np. Propozycji 2.1.15, 2.1.17, 2.1.20.

Twierdzenie 2.2.7 (Twierdzenie Cauchy'ego�Goursata i wzór Cauchy'ego dla obszarów jednospójnych).
Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem homotopijnie jednospójnym i niech f ∈ O(D). Wtedy caªka

∫
γ
f(z)dz zale»y

wyª¡cznie od ko«ców drogi γ : [0, 1] −→ D. W szczególno±ci,
∫
γ
f(z)dz = 0 oraz

f(a) Indγ(a) =
1

2πi

∫
γ

f(z)
z − a

dζ, a ∈ D \ γ∗,

dla dowolnej drogi zamkni¦tej γ : [0, 1] −→ D.

Propozycja 2.2.8. Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem homotopijnie jednospójnym i niech f : D −→ C∗ b¦dzie
holomor�czna. Wtedy f ma w D jednoznaczn¡ gaª¡¹ logarytmu L, która musi by¢ postaci

L(z) =
∫ z

a

f ′(ζ)
f(ζ)

dζ + Log f(a) + 2kπi, z ∈ D,

dla pewnego k ∈ N. W szczególno±ci, ka»da gaª¡¹ logarytmu f jest holomor�czna i L′ = f ′

f .`
10
´
Giacinto Morera (1856�1909) � matematyk wªoski.
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Twierdzenie 2.2.9 (Twierdzenie Cauchy'ego�Goursata i wzór Cauchy'ego dla obszarów p�spójnych). Niech
D ⊂ C b¦dzie obszarem p�spójnym takim, którego brzeg skªada si¦ z p dróg Jordana zorientowanych dodatnio
wzgl¦dem D, tzn. ∂D = γ∗0 ∪· · ·∪γ∗p−1, int γj ⊂⊂ int γ0, j = 1, . . . , p−1, int γj ⊂⊂ ext γk, j, k = 1, . . . , p−1,
j 6= k. Niech f ∈ O(Ω), gdzie Ω ⊃ D. Wtedy∫

∂D

f(z)dz = 0 oraz f(a) =
1

2πi

∫
∂D

f(z)
z − a

dζ, a ∈ D.

Je»eli ∂D skªada si¦ z p ªamanych Jordana zorientowanych dodatnio wzgl¦dem D, to wynik pozostaje
prawdziwy dla f ∈ O(D) ∩ C(D).

Dowód . Wynik wynika bezpo±rednio z Twierdzenia 2.1.13 oraz faktu, »e drugi ze wzorów jest konsekwencj¡
pierwszego. Istotnie, ustalmy a ∈ D i niech

g(z) :=

{
f(z)−f(a)

z−a , gdy z 6= a

f ′(a), gdy z = a
.

Wtedy g ∈ O(Ω) (odp. g ∈ O(D) ∩ C(D)) (por. dowód Propozycji 2.1.15(a)). Na podstawie pierwszej cz¦±ci
twierdzenia mamy

∫
∂D

g(z)dz = 0, czyli

1
2πi

∫
∂D

f(z)
z − a

dz =
1

2πi

∫
∂D

f(a)
z − a

dz =
p−1∑
j=0

1
2πi

∫
γj

f(a)
z − a

dz = f(a)
p−1∑
j=0

Indγj (a) = f(a) Indγ0(a) = f(a). �

Obserwacja 2.2.10. Zauwa»my, »e Twierdzenie 2.2.9 zachodzi dla f ∈ O(D) ∩ C(D) dla znacznie szerszej
klasy obszarów, ni» obszary p�spójne ograniczone ªamanymi Jordana.

Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem p�spójnym takim, którego brzeg skªada si¦ z p dróg Jordana zorientowa-
nych dodatnio wzgl¦dem D, ∂D = γ∗0 ∪ · · · ∪ γ∗p−1. Przypu±¢my, »e ka»d¡ z dróg γj mo»emy aproksymowa¢
ci¡giem dróg Jordana (γj,k)∞k=1 w ten sposób, »e:
• γj,k −→ γj jednostajnie na [0, 1],
• je»eli dla pewnego przedziaªu [a, b] ⊂ [0, 1] funkcja γj |(a,b) przedªu»a si¦ do funkcji klasy C1([a, b]), to

dla dowolnego k ∈ N funkcja γj,k|(a,b) przedªu»a si¦ do funkcji klasy C1([a, b]) oraz γ′j,k −→ γ′j jednostajnie
na [a, b],
• dla dowolnego k ∈ N, drogi Jordana γ0,k, . . . , γp−1,k ograniczaj¡ pewien obszar p�spójny Dk w ten

sposób, »e Dk ⊂⊂ D.
Wtedy dla dowolnej funkcji f ∈ O(D) ∩ C(D) mamy

∫
∂Dk

f(z)dz = 0, k ∈ N, a st¡d
∫
∂Dk

f(z)dz −→∫
∂D

f(z)dz. Istotnie, je»eli przedziaª [a, b] ⊂ [0, 1] jest jak powy»ej, to∫
γj,k|[a,b]

f(z)dz =
∫ b

a

f(γj,k(t))γ′j,k(t)dt −→
∫ b

a

f(γj(t))γ′j(t)dt =
∫
γj |[a,b]

f(z)dz,

przy czym zbie»no±¢ caªek wynika z jednostajniej zbie»no±ci funkcji podcaªkowych.
Pytanie dla jakiej klasy obszarów taka aproksymacja ma miejsce pozostawiamy jako �wiczenie. W tej

chwili zauwa»my tylko, »e tak jest je»eli ka»da droga Jordana γj jest ±ci±le gwia¹dzista wzgl¦dem pewnego
punktu aj ∈ int γj w tym sensie, »e:

γ0,k(t) := a0 + (1− 1/k)(γ0(t)− a0) ∈ int γ0, γj,k(t) := aj + (1 + 1/k)(γj(t)− aj) ∈ ext γj ,

t ∈ [0, 1], j = 1, . . . , p− 1, k � 1.

Wiemy równie» z Analizy, »e tak jest je»eli ka»da droga γj jest klasy C1 i γ′j(t) 6= 0, t ∈ [0, 1], oraz γ′j(0) =
γ′j(1), j = 0, . . . , p− 1.
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2.3. Podstawowe wªasno±ci funkcji holomor�cznych

Jako natychmiastowe wnioski z Twierdzenia 2.2.5 dostajemy.

Propozycja 2.3.1. (a) O(Ω) jest algebr¡.
(b) Zªo»enie funkcji holomor�cznych jest funkcj¡ holomor�czn¡.
(c) Je»eli f : Ω −→ G jest bijekcj¡, f ∈ O(Ω) oraz f ′(z) 6= 0, z ∈ Ω

(
11
)
, to f−1 ∈ O(G).

Propozycja 2.3.2 (Twierdzenie Weierstrassa
(

12
)
). Niech (fk)∞k=1 ⊂ O(Ω) i niech fk −→ f0 niemal

jednostajnie w Ω. Wtedy f0 ∈ O(Ω).

Dowód . Oczywi±cie f0 ∈ C(Ω,C). Ponadto, dla dowolnego koªa K(a, r) ⊂⊂ Ω mamy

fk(z) =
1

2πi

∫
C(a,r)

fk(ζ)
z − ζ

dζ, z ∈ K(a, r), k ∈ N.

Poniewa» fk −→ f0 jednostajnie na C(a, r), dostajemy

f0(z) =
1

2πi

∫
C(a,r)

f0(ζ)
z − ζ

dζ, z ∈ K(a, r).

Teraz wystarczy skorzysta¢ z Twierdzenia 2.2.5(v) . �

Lemat 2.3.3. Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem i niech f = u+ iv ∈ O(D). Je»eli |f | = const, to f = const.

Dowód . Niech u2 + v2 = c = const. Przypadek c = 0 jest trywialny. Zaªó»my wi¦c, »e c > 0. Ró»niczkuj¡c
dostajemy

uu′x + vv′x = 0,

uu′y + vv′y = 0,

co, wobec równa« Cauchy'ego�Riemanna, daje

uu′x − vu′y = 0,

vu′x + uu′y = 0.

Wyznacznik tego ukªadu to u2 + v2 6= 0. Wynika st¡d, »e u′x = u′y = v′x = v′y = 0, a wi¦c f = const. �

Propozycja 2.3.4 (Zasada identyczno±ci). Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem i niech f, g ∈ O(D),

A := {z ∈ D : f(z) = g(z)}.
Je»eli zbiór A ma punkt skupienia w D, to f ≡ g.

W szczególno±ci, je»eli f ∈ O(D), f 6≡ 0, to zbiór f−1(0) skªada si¦ z punktów izolowanych.

Dowód . Zast¦puj¡c (f, g) przez (f − g, 0), redukujemy pytanie do przypadku g ≡ 0. Niech

D0 := {a ∈ D : ∃r>0 : f = 0 w K(a, r)}.
Zbiór D0 ⊂ A jest oczywi±cie otwarty. Aby zobaczy¢, »e jest niepusty, niech a b¦dzie punktem skupienia
zbioru A, tzn. dla pewnego ci¡gu (ak)∞k=1 ⊂ A \ {a} mamy ak −→ a. Mamy oczywi±cie f(a) = 0. Niech

k := sup{n ∈ Z+ : ∀06m6n : f (m)(a) = 0}.
Je»eli k = +∞, to Taf = 0, a st¡d f = 0 w K(a, dΩ(a)) =: K(a,R). Przypu±¢my, »e k < +∞. Poniewa»
f(z) = Taf(z), z ∈ K(a,R), wnioskujemy, »e f(z) = (z − a)kf̃(z), z ∈ K(a,R), gdzie f̃ ∈ O(K(a,R)),
f̃(a) 6= 0. Z drugiej stronie, poniewa» f(ak) = 0, dostajemy f̃(ak) = 0, k ∈ N. Wynika st¡d, »e f̃(a) = 0, co
prowadzi do sprzeczno±ci.

Powy»sze rozumowanie pokazuje równie», »e zbiór A jest domkni¦ty w D, a wi¦c D0 = D. �`
11
´
W przyszªo±ci zobaczymy (Propozycja 3.5.3), »e je»eli f : Ω −→ C jest injektywnym odwzorowaniem holomor�cznym,

to f ′(z) 6= 0, z ∈ Ω.`
12
´
Karl Weierstrass (1815�1897) � matematyk niemiecki.
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Obserwacja 2.3.5. Niech P b¦dzie wielomianem zespolonym dwóch zmiennych zespolonych. Wobec zasady
identyczno±ci, je»eli P (sinx, cosx) = 0 dla x ∈ R, to P (sin z, cos z) = 0 dla z ∈ C.

Obserwacja ta pozwala na �automatyczne� przenoszenie wzorów trygonometrycznych z przypadku rze-
czywistego na zespolony.

�wiczenie: Czy da si¦ na tej drodze uzyska¢ wzór tg 2z = 2 tg z
1−tg2 z ?

�wiczenie 2.3.6. Niech I ⊂ R b¦dzie przedziaªem otwartym i niech f ∈ Cω(I,C). Wtedy istniej¡ obszar
D ⊂ C i funkcja f̃ ∈ O(D) takie, »e D ∩ R = I oraz f̃ = f na I.

Propozycja 2.3.7 (Zasada maksimum). Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem, f ∈ O(D), f 6≡ const. Wtedy:
(a) |f | nie przyjmuje w D maksimum lokalnego.
(b) |f | nie przyjmuje minimum lokalnego w »adnym punkcie a ∈ D takim, »e f(a) 6= 0.
(c) Je»eli D jest ograniczony, to

|f(z)| < sup{lim sup
w→ζ

|f(w)| : ζ ∈ ∂D}, z ∈ D.

(d) Je»eli D jest ograniczony oraz |f | przedªu»a si¦ do funkcji póªci¡gªej z góry na D, to

|f(z)| < max
D
|f |, z ∈ D.

Dowód . (a) Przypu±¢my, »e |f(z)| 6 |f(a)|, z ∈ K(a, r) ⊂⊂ D. Na podstawie Propozycji 2.1.15(b) mamy

|f(a)| 6 1
πr2

∫
K(a,r)

|f |dL2 6 |f(a)|.

Wynika st¡d, i» |f(z)| = |f(a)| dla prawie wszystkich z ∈ K(a, r), co wobec ci¡gªo±ci funkcji f , implikuje, »e
|f(z)| = |f(a)| dla wszystkich z ∈ K(a, r). Teraz, korzystaj¡c z Lematu 2.3.3 wnioskujemy, »e f = const na
K(a, r), i ostatecznie, na podstawie zasady identyczno±ci, »e f ≡ const w D; sprzeczno±¢.

(b) Stosujemy (a) do funkcji 1/f (okre±lonej w otoczeniu punktu a).
(c) Ustalmy z0 ∈ D i niech (Dk)∞k=1 b¦dzie ci¡giem obszarów takim, »e z0 ∈ D1 ⊂ Dk ⊂ Dk+1 ⊂⊂ D,

D =
⋃∞
k=1Dk. Dla ka»dego k istnieje punkt wk ∈ Dk taki, »e |f(wk)| = maxDk |f |. Wobec (a) oraz zasady

identyczno±ci, mamy |f(z0)| < |f(wk)| 6 |f(wk+1)|. Przechodz¡c do podci¡gu, mo»emy zaªo»y¢, »e wk −→
ζ ∈ ∂D. Wtedy |f(z0)| < lim supk→+∞ |f(wk)| 6 lim supw→ζ |f(w)|.

(d) wynika z (c). �

Dla dowolnego zbioru zwartego K ⊂ C niech

K(r) :=
⋃
a∈K

K(a, r).

Zauwa»my, »e K(r) jest równie» zbiorem zwartym (�wiczenie).
Dla zbioru otwartego Ω ⊂ C niech dΩ(a) := sup{r > 0 : K(a, r) ⊂ Ω}, a ∈ Ω. Oczywi±cie, dΩ(a) =

dist(a, ∂Ω) o ile Ω 6= C i dC ≡ +∞. Je»eli Ω 6= C, to |dΩ(a)− dΩ(b)| 6 |a− b|, a, b ∈ Ω; w szczególno±ci, dΩ
jest funkcj¡ ci¡gªa.

Dla dowolnego zbioru A ⊂ Ω niech dΩ(A) := inf{dΩ(a) : a ∈ A}. Zauwa»my, »e K(r) ⊂ Ω dla 0 < r <
dΩ(K) (�wiczenie).

Propozycja 2.3.8 (Nierówno±ci Cauchy'ego). (a) Niech f ∈ O(K(a, r)), |f | 6 C. Wtedy

|f (n)(a)| 6 n!
rn
C, n ∈ N.

(b) Niech f ∈ O(Ω). Wtedy dla dowolnego zbioru zwartego K ⊂⊂ Ω oraz 0 < r < dΩ(K) mamy

‖f (n)‖K 6
n!
rn
‖f‖K(r) , n ∈ N.
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Dowód . (a) Na podstawie Propozycji 2.1.15 i Lematu 2.2.4, dla dowolnego 0 < s < r, mamy

|f (n)(a)| =
∣∣∣ n!
2πi

∫
C(a,s)

f(ζ)
(ζ − a)n+1

dζ
∣∣∣ 6 n!

2π

∫ 2π

0

|f(a+ seiθ)|
sn

dθ 6
n!
sn
C, n ∈ N.

(b) wynika z (a). �

Wniosek 2.3.9 (Twierdzenie Weierstrassa). Niech (fk)∞k=1 ⊂ O(Ω) i niech fk −→ f0 niemal jednostajnie

w Ω. Wtedy f0 ∈ O(Ω) oraz, dla dowolnego n ∈ N, mamy f (n)
k −→ f

(n)
0 niemal jednostajnie w Ω.

Dla zbioru Ω ⊂ C niech Lph(Ω) := Lp(Ω)∩O(Ω), 1 6 p 6 +∞. H∞(Ω) := L∞h (Ω) to przestrze« funkcji
holomor�cznych ograniczonych. L2

h(Ω) jest przestrzeni¡ unitarn¡ z iloczynem skalarnym

L2
h(Ω)× L2

h(Ω) 3 (f, g) 7−→
∫
Ω

fgdL2.

Propozycja 2.3.10. Niech Ω ⊂ C b¦dzie zbiorem otwartym.
(a) Dla dowolnego zbioru zwartego K ⊂ Ω mamy

‖f‖K 6
1
πr2

∫
K(r)
|f |dL2, f ∈ O(Ω), 0 < r < dΩ(K).

(b) Dla dowolnego zbioru zwartego K ⊂ Ω mamy

‖f‖K 6
1
πr2

(L(K(r)))1/q
(∫

K(r)
|f |pdL2

)1/p

, f ∈ O(Ω), 0 < r < dΩ(K), 1 6 p < +∞,

gdzie 1/p+ 1/q = 1.
(c) Lph(Ω) jest przestrzeni¡ Banacha, 1 6 p 6 +∞.
(d) L2

h(Ω) jest przestrzeni¡ Hilberta.

Dowód . (a) wynika natychmiast z nierówno±ci |f(a)| 6 A(|f |; a, r), 0 < r < dΩ(a), a ∈ K.
(b) wynika z (a) i nierówno±ci Höldera

(
13
)
.

(c) i (d) wynikaj¡ z (b) i twierdzenia Weierstrassa. �

Obserwacja 2.3.11. Dla f(z) =
∑∞
k=0 ak(z − a)k ∈ O(K(a, r)) i 0 < s < r mamy

J(|f |2; a, s) =
1

2π

∫ 2π

0

|f(a+ seiθ)|2dθ =
1

2π

∞∑
k,`=0

aka`s
k+`

∫ 2π

0

ei(k−`)θdθ =
∞∑
k=0

|ak|2s2k.

Zauwa»my, »e powy»sza równo±¢ daje alternatywny dowód zasady maksimum: je»eli |f(z)| 6 |f(a)|,
z ∈ K(a, r), to

∞∑
k=0

|ak|2s2k = J(|f |2; a, s) 6 |f(a)|2 = |a0|2, 0 < s < r,

a st¡d ak = 0, k = 1, 2, . . . , a wi¦c f jest staªa. Z równo±ci tej dostajemy równie» alternatywny dowód
nierówno±ci Cauchy'ego: je»eli |f(z)| 6 C, z ∈ K(a, r), to

∞∑
k=0

|ak|2s2k = J(|f |2; a, s) 6 C2, 0 < s < r, a st¡d |ak| 6
C

rk
, k ∈ Z+.

Zauwa»my, »e dla 0 < s < r mamy

A(|f |2; a, s) =
1
πs2

∫ s

0

(∫ 2π

0

|f(a+ τeiθ)|2dθ
)
τdτ =

1
πs2

∫ s

0

2π
∞∑
k=0

|ak|2τ2k+1dτ =
∞∑
k=0

|ak|2
s2k

k + 1
,

`
13
´
Otto Hölder (1859�1937) � matematyk niemiecki.
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sk¡d wynika, »e ∫
K(r)

|f |2dL2 = π

∞∑
k=0

|ak|2
r2k+2

k + 1
.

Podobnie, dla 0 < s < r mamy∫
K(s)

f(z)zkdL2(z) =
∫
K(s)

ak|zk|2dL2 = πak
s2k+2

k + 1
.

W szczególno±ci, ci¡g (zk)∞k=0 stanowi ukªad ortogonalny zupeªny w L2
h(K(r)) oraz∫

K(r)

|f |2dL2 =
∞∑
k=0

∫
K(r)

|akzk|2dL2 = π

∞∑
k=0

|ak|2
r2k+2

k + 1
.

Propozycja 2.3.12 (Twierdzenie Liouville'a
(

14
)
). Niech f ∈ O(C). Wtedy f ∈ Pd(C) wtedy i tylko wtedy,

gdy dla pewnych staªych R,C > 0 mamy:

|f(z)| 6 C|z|d, |z| > R, (2.3.1)

lub, równowa»nie,
|f(z)| 6M(1 + |z|)d, z ∈ C,

dla pewnej staªej M > 0.

Dowód . Sprawdzenie, »e ka»dy wielomian zespolony speªnia (2.3.1) pozostawiamy jako �wiczenie.
Zaªó»my teraz, »e nierówno±¢ (2.3.1) jest speªniona. Wiemy, »e f(z) =

∑∞
n=0 anz

n, z ∈ C, gdzie, na
podstawie nierówno±ci Cauchy'ego, dla r > R i n > d mamy

|an| =
∣∣∣f (n)(0)

n!

∣∣∣ 6 Crd

rn
= Crd−n −→

r→+∞
0. �

Propozycja 2.3.13 (Lemat Schwarza
(

15
)
). (a) Niech f ∈ O(K(r)), |f | 6 C, f(0) = 0. Wtedy

|f(z)| 6 C|z|/r, z ∈ D, |f ′(0)| 6 C/r

Ponadto, je»eli |f(z0)| = C|z0|/r dla pewnego z0 ∈ K∗(r) lub te» |f ′(0)| = C/r, to f(z) = Ceiθ0z/r, z ∈ K(r),
dla pewnego θ0 ∈ R.

(b) Niech f ∈ O(K(r)), |f | 6 C, f(0) = · · · = f (k−1)(0) = 0 (k ∈ N). Wtedy

|f(z)| 6 C(|z|/r)k, z ∈ D, |f (k)(0)| 6 k!C/rk.

Ponadto, je»eli |f(z0)| = C(|z0|/r)k dla pewnego z0 ∈ K∗(r) lub |f (k)(0)| = k!C/rk, to f(z) = Ceiθ0(z/r)k,
z ∈ K(r), dla pewnego θ0 ∈ R.

Dowód . (a) wynika z (b).
(b) Niech

g(z) :=

{
f(z)
zk
, z ∈ K∗(r)

f(k)(0)
k! , z = 0

, z ∈ K(r).

Oczywi±cie g ∈ O(K(r)) (�wiczenie). Ponadto, na podstawie zasady maksimum, mamy

|g(z)| 6 sup
ζ∈C(r)

lim sup
w→ζ

|g(w)| 6 C/rk, z ∈ K(r),

sk¡d natychmiast wynika teza. �

`
14
´
Joseph Liouville (1809�1882) � matematyk francuski.`

15
´
Hermann Schwarz (1789�1857) � matematyk niemiecki.
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Dla dowolnego obszaru D ⊂ C niech Aut(D) oznacza zbiór wszystkich odwzorowa« biholomor�cznych
f : D −→ D. Jest to oczywi±cie grupa (ze skªadaniem). Przypomnijmy (Obserwacja 1.3.1(10)), »e grupa
AutH(D) skªadaj¡ca si¦ ze wszystkich homogra�i przeksztaªcaj¡cych D na D ma posta¢

AutH(D) = {ζha : ζ ∈ T, a ∈ D},

gdzie

ha(z) :=
z − a
1− az

, z ∈ C \ {1/a}.

Zauwa»my, »e (ha)−1 = h−a. Ponadto,

h′a(z) =
1− a z − (z − a)(−a)

(1− a z)2
=

1− |a|2

(1− a z)2
.

W szczególno±ci, h′a(a) = 1
1−|a|2 .

Propozycja 2.3.14. Aut(D) = AutH(D). W szczególno±ci, grupa Aut(D) dziaªa tranzytywnie na D.

Dowód . Ustalmy g ∈ Aut(D). Wtedy f := hg(0) ◦ g ∈ Aut(D) oraz f(0) = 0. Wystarczy wiec pokaza¢, »e
zbiór Aut0(D) := {f ∈ Aut(D) : f(0) = 0} to grupa obrotów. Z lematu Schwarza zastosowanego do f i do
f−1 wnioskujemy, »e |f(z)| = |z|, z ∈ D, sk¡d natychmiast wynika teza. �

Zde�niujmy

m(z′, z′′) :=
∣∣∣ z′ − z′′
1− z′z′′

∣∣∣ = |hz′′(z′)|, z′, z′′ ∈ D, γ(z) :=
1

1− |z|2
= h′z(z), z ∈ D.

Lemat 2.3.15 (Lemat Schwarza-Picka
(

16
)
). Niech f ∈ O(D,D). Wtedy:

(a) m(f(z′), f(z′′)) 6m(z′, z′′), z′, z′′ ∈ D.
(b) γ(f(z))|f ′(z)| 6 γ(z), z ∈ D.
(c) NWSR:

(i) f ∈ Aut(D);
(ii) m(f(z′), f(z′′)) = m(z′, z′′), z′, z′′ ∈ D;
(iii) m(f(z′0), f(z′′0 )) = m(z′0, z

′′
0 ) dla pewnych z′0, z

′′
0 ∈ D, z′0 6= z′′0 ;

(iv) γ(f(z))|f ′(z)| = γ(z), z ∈ D;
(v) γ(f(z0))|f ′(z0)| = γ(z0) dla pewnego z0 ∈ D.

Dowód . (a) Ustalmy z′0, z
′′
0 ∈ D i zde�niujmy g := hf(z′′0 ) ◦ f ◦h−z′′0 . Wtedy g ∈ O(D,D) oraz g(0) = 0. St¡d,

na podstawie lematu Schwarza, |g(z)| 6 |z|, z ∈ D. Podstawiaj¡c z := hz′′0 (z′0) dostajemy

m(f(z′0), f(z′′0 )) = |hf(z′′0 )(f(z′0))| = |hf(z′′0 ) ◦ f ◦ h−z′′0 ◦ hz′′0 (z′0)| 6 |hz′′0 (z′0)| = m(z′0, z
′′
0 ).

(b) Ustalmy z0 ∈ D i niech g := hf(z0) ◦ f ◦h−z0 . Wtedy g(0) = 0, wi¦c na mocy lematu Schwarza mamy
|g′(0)| 6 1, czyli

1 > |h′f(z0)(f(z0))f ′(z0)h′−z0(0)| = 1
1− |f(z0)|2

|f ′(z0)|(1− |z0|2) = γ(f(z0))|f ′(z0)| 1
γ(z0)

,

co natychmiast daje (b).
(c) Implikacje (i) =⇒ (ii) (odp. (i) =⇒ (iv)) wynikaj¡ z (a) (odp. (b)). Implikacje (ii) =⇒ (iii) (odp. (iv)

=⇒ (v)) s¡ trywialne. Je»eli zachodzi (iii), to funkcja g zde�niowana w dowodzie (a) speªnia równo±¢ |g(z0)| =
|z0| dla z0 := hz′′0 (z′0) 6= 0. Z lematu Schwarza wynika wi¦c, »e g jest obrotem, a wiec, w szczególno±ci,
automor�zmem D. Pozostaje zauwa»y¢, »e ze wzoru na g wynika teraz, »e f musi by¢ automor�zmem
D. Je»eli zachodzi (v), to funkcja g zde�niowana w dowodzie (b) speªnia warunek |g′(0)| = 1. Jest wi¦c
automor�zmem. Dalej post¦pujemy, jak powy»ej. �

`
16
´
Georg Pick (1859�1942) � matematyk austriacki.
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2.4. Rodziny normalne, twierdzenia Montela i Vitalego

De�nicja 2.4.1. Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem. Powiemy, »e rodzina R ⊂ O(D) jest normalna, je»eli
z dowolnego ci¡gu (fn)∞n=1 ⊂ R mo»na wybra¢ podci¡g (fnk)∞k=1 taki, »e fnk −→ f niemal jednostajnie w D(

17
)
, gdzie albo f : D −→ C, albo f ≡ ∞.

Lemat 2.4.2. Ka»da rodzina lokalnie normalna jest normalna.

Dowód . Dla a ∈ D niech Ua ⊂ D b¦dzie koªem o ±rodku w punkcie a takim, »e rodzina R|Ua jest normalna.
Na podstawie twierdzenia Lindelöfa, istnieje ci¡g (ak)∞k=1 ⊂ D taki, »e D =

⋃∞
k=1 Uak . Ustalmy dowolny

ci¡g (f0,n)∞n=1 ⊂ R. Dla k ∈ N, niech (fk,n)∞n=1 b¦dzie podci¡giem ci¡gu (fk−1,n)∞n=1 takim, »e fk,n −→ fk
niemal jednostajnie na Uak . Przek¡tniowa metoda wyboru daje podci¡g (fn`)

∞
`=1 taki, »e fn` −→ fk niemal

jednostajnie na Uak . Korzystaj¡c z tego, »e D jest obszarem, bez trudu wykluczamy sytuacj¦, w której
fk′(Uak′ ) ⊂ C ale fk′′ ≡ ∞ dla pewnych k′, k′′ (�wiczenie). �

Propozycja 2.4.3 (Twierdzenie Montela
(

18
)
). Niech (fk)∞k=1 ⊂ O(Ω) b¦dzie ci¡giem lokalnie ograniczo-

nym. Wtedy istnieje podci¡g (fkn)∞n=1 zbie»ny niemal jednostajnie na Ω.
W szczególno±ci, dla dowolnego obszaru D ⊂ C, ka»da niemal jednostajnie ograniczona rodzina R ⊂

O(D) jest normalna.

Dowód . Na wst¦pie zauwa»my, »e ci¡g (fk)∞k=1 jest rodzin¡ równoci¡gª¡. Istotnie, je»eli K(a, 2r) ⊂⊂ Ω
i |fk(ζ)| 6 C, ζ ∈ C(a, 2r), k ∈ N, to dla z ∈ K(a, r) mamy

|fk(z)− fk(a)| =
∣∣∣ 1
2πi

∫
C(a,2r)

fk(ζ)
( 1
ζ − z

− 1
ζ − a

)
dζ
∣∣∣ 6 C

2π
|z − a|

∫ 2π

0

1
|a+ 2reiθ − z|

dθ 6
C

r
|z − a|.

Niech A ⊂ Ω b¦dzie dowolnym zbiorem przeliczalnym g¦stym. Stosuj¡c przek¡tniow¡ metod¦ wyboru do-
stajemy podci¡g (fkn)∞n=1, który jest zbie»ny punktowo na A. Wobec równoci¡gªo±ci, podci¡g ten musi by¢
lokalnie jednostajnie zbie»ny. Istotnie, niech K(a, r) ⊂⊂ Ω dla pewnego a ∈ A, i niech ε > 0. Wobec rów-
noci¡gªo±ci, istnieje 0 < δ 6 r taka,»e |fkn(z) − fkn(a)| 6 ε dla z ∈ K(a, δ) i wszystkich n ∈ N. Ponadto,
istnieje n0 takie, »e dla n,m > n0 zachodzi |fkn(a)− fkm(a)| 6 ε. Wtedy dla z ∈ K(a, δ) i n,m > n0 mamy

|fkn(z)− fkm(z)| 6 |fkn(z)− fkn(a)|+ |fkn(a)− fkm(a)|+ |fkm(a)− fkm(z)| 6 3ε.

Ostatni fragment dowodu to nic innego ni» twierdzenie Arzeli�Ascoliego
(

19
) (

20
)
. �

Odnotujmy, »e twierdzenie to mo»e by¢ znacznie wzmocnione � zob. Twierdzenie 3.2.2.

Propozycja 2.4.4 (Twierdzenie Vitalego
(

21
)
). Niech (fk)∞k=1 ⊂ O(D) b¦dzie ci¡giem lokalnie ograniczo-

nym. Zaªó»my, »e ci¡g ten jest zbie»ny punktowo na pewnym zbiorze A ⊂ D maj¡cym punkt skupienia w D.
Wtedy (fk)∞k=1 jest zbie»ny niemal jednostajnie w D.

Dowód . Wobec twierdzenia Montela wystarczy pokaza¢, »e ci¡g (fk)∞k=1 jest zbie»ny punktowo na D. Przy-
pu±¢my, »e dla pewnego a ∈ D istniej¡ dwa podci¡gi (fkn)∞n=1 i (fsn)∞n=1 takie, »e limn→+∞ fkn(a) 6=
limn→+∞ fsn(a). Wobec twierdzenia Montela mo»emy zaªo»y¢, »e fkn −→ p, fsn −→ q niemal jednostajnie
w D, gdzie p, q ∈ O(D). Wiemy, »e p = q na A, a st¡d, wobec zasady identyczno±ci, p ≡ q. W szczególno±ci,
p(a) = q(a) � sprzeczno±¢. �

`
17
´
Jako ci¡g funkcji D −→ bC w sensie metryki na bC.`

18
´
Paul Montel (1876�1975) � matematyk francuski.`

19
´
Cesare Arzelá (1847�1912) � matematyk wªoski.`

20
´
Giulio Ascoli (1843�1896) � matematyk wªoski.`

21
´
Giuseppe Vitali (1875�1932) � matematyk wªoski.
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2.5. Zasada symetrii Riemanna�Schwarza

Twierdzenie 2.5.1 (Zasada symetrii Riemanna�Schwarza). Niech C1, C2 ⊂ C b¦d¡ okr¦gami wªa±ciwymi lub
nie. Niech D ⊂ intC1 b¦dzie obszarem (je»eli Cj jest prost¡, to intCj de�niujemy jako jedn¡ z póªpªaszczyzn,
na które Cj dzieli C). Zaªó»my, »e (∂D) ∩ C1 zawiera pewien otwarty ªuk (odcinek) L. Niech f ∈ O(D) ∩
C(D ∪ L) b¦dzie taka, »e f(L) ⊂ C2. Niech C 3 z 7−→ z∗,Cj ∈ C oznacza operator symetrii wzgl¦dem Cj,
j = 1, 2. Zde�niujmy,

f̃(z) :=

{
f(z), je»eli z ∈ D ∪ L
(f(z∗,C1))∗,C2 , je»eli z∗,C1 ∈ D

.

Wtedy f ∈ O(D ∪ L ∪D∗,C1).
W szczególno±ci, je»eli C1 = C2 = R, to

f̃(z) :=

{
f(z), je»eli z ∈ D ∪ L
f(z), je»eli z ∈ D

.

Dowód . Po obªo»eniu stosownymi homogra�ami i skorzystaniu z tego, i» homogra�e przeksztaªcaj¡ punkty
symetryczne na symetryczne (por. Obserwacja 1.3.1), sprowadzamy dowód do przypadku C1 = C2 = R. Ten
za± przypadek wynika ªatwo z twierdzenia Morery � �wiczenie. �

Wniosek 2.5.2. Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem takim, »e L1 ⊂ ∂D, gdzie L1 jest obrazem pewnego otwartego
ªuku analitycznego, tzn. L1 = γ1((0, 1)), γ1 : (0, 1) −→ C jest injektywnym odwzorowaniem analitycznym
takim, »e γ′1(t) 6= 0, t ∈ (0, 1). Niech f ∈ O(D)∩C(D∪L1) b¦dzie taka, »e f(L1) ⊂ L2, gdzie L2 jest obrazem
pewnego otwartego ªuku analitycznego, L2 = γ2((0, 1)). Wtedy f przedªu»a si¦ holomor�cznie poprzez L1,
tzn. istniej¡ obszar D̃ ⊃ D ∪ L1 oraz f̃ ∈ O(D̃) takie, »e f̃ = f na D ∪ L1.

Dowód . Wystarczy pokaza¢ (�wiczenie), »e dla dowolnego a ∈ L1 istnieje r > 0 takie, »e L1 dzieli K(a, r)
na dwa obszary oraz istnieje funkcja f̃a ∈ O(K(a, r)) taka, »e f̃a = f na K(a, r) ∩ (D ∪ L1).

Niech γ̃j : Uj −→ C b¦dzie holomor�cznym rozszerzeniem funkcji γj (�wiczenie 2.3.6), gdzie Uj ⊂ C jest
obszarem i Uj ∩ R = (0, 1). Mo»emy zaªo»y¢, »e γ̃j(z) 6= 0, z ∈ Uj , j = 1, 2. Ustalmy a = γ1(t1) ∈ L1. Niech
f(a) = γ2(t2). Wtedy istniej¡ otoczenia V1, V2 punktów t1 i t2 takie, »e:
• V1 ∩ R =: L jest pewnym otwartym odcinkiem,
• γ̃j |Vj −→ γ̃j(Vj) =: Wj jest biholomor�czne, j = 1, 2,
• L1 dzieli W1 na dwa obszary,
• f(W1) ⊂W2.
Niech G := (γ̃1|V1)−1(D ∩W1), g := (γ̃2|V2)−1 ◦ f ◦ γ̃1|V1 : G ∪ L −→ C. Wtedy g ∈ O(G) ∩ C(G ∪ L)

i g(L) ⊂ R. Teraz wystarczy skorzysta¢ ze zwykªej zasady symetrii (�wiczenie). �

2.6. Twierdzenie Cauchy'ego�Dixona

B¦dzie to wersja twierdzenia i wzoru caªkowego Cauchy'ego.

Twierdzenie 2.6.1 (Twierdzenie Cauchy'ego�Dixona). Niech Ω ⊂ C b¦dzie dowolnym zbiorem otwartym.
Niech γ :=

∑N
j=0 cjγj b¦dzie cyklem, tzn. formaln¡ kombinacj¡ (ªa«cuchem) dróg zamkni¦tych γj : [0, 1] −→

Ω, cj ∈ C, j = 0, . . . , N . Wtedy NWSR:
(i) dla dowolnej funkcji f ∈ O(Ω) mamy

f(a) Indγ(a) =
1

2πi

∫
γ

f(z)
z − a

dz, a ∈ Ω \ γ∗,

gdzie

Indγ :=
N∑
j=0

cj Indγj ,
∫
γ

· · · :=
N∑
j=0

cj

∫
γj

. . . , γ∗ :=
N⋃
j=0

γ∗j ;
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(ii) dla dowolnej funkcji f ∈ O(Ω) mamy ∫
γ

f(z)dz = 0;

(iii) Indγ(a) = 0 dla dowolnego a ∈ C \Ω, tzn. cykl γ jest homologiczny zeru w Ω.

Dowód . (i) =⇒ (ii): Stosujemy (i) do funkcji (z − a)f .
(ii) =⇒ (iii): Stosujemy (ii) do funkcji 1

z−a .
(iii) =⇒ (i): Mamy sprawdzi¢, »e

1
2πi

∫
γ

f(z)− f(a)
z − a

dz = 0.

Zde�niujmy

g(z, w) :=

{
f(z)−f(w)

z−w , je»eli z 6= w

f ′(z), je»eli z = w
, (z, w) ∈ Ω ×Ω.

Wiemy, »e g jest holomor�czna ze wzgl¦du na ka»d¡ zmienn¡. Ponadto jest ci¡gªa. Ci¡gªo±¢ poza prze-
k¡tn¡ jest oczywista. Dla (a, a) ∈ Ω ×Ω i K(a, r) ⊂⊂ Ω mamy

g(z, w)− g(a, a) =
1

2πi

∫
C(a,r)

( 1
z − w

( f(ζ)
ζ − z

− f(ζ)
ζ − w

)
− f(ζ)

(ζ − a)2

)
dζ

=
1

2πi

∫
C(a,r)

f(ζ)
( 1

(ζ − z)(ζ − w)
− 1

(ζ − a)2

)
dζ −→

(z,w)→(a,a)
0,

poniewa» funkcja podcaªkowa d¡»y jednostajnie (wzgl¦dem ζ) przy (z, w) −→ (a, a).
Niech

h(w) :=

{
1

2πi

∫
γ
g(z, w)dz, je»eli w ∈ Ω

1
2πi

∫
γ
f(z)
z−wdz, je»eli w ∈ C \Ω

.

Przypomnijmy, »e na podstawie lematu o produkcji funkcji holomor�cznych, funkcja

C \ γ∗ 3 w h07−→ 1
2πi

∫
γ

f(z)
z − w

dz

jest holomor�czna. Odnotujmy, »e h0(w) −→ 0 przy w −→∞.
Z wªasno±ci indeksu wynika, »e Indγ = 0 w ka»dej skªadowej C\γ∗, która przecina C\Ω. W szczególno±ci,

Indγ = 0 w pewnym otoczeniu U brzegu Ω, sk¡d wynika, »e h = h0 w U .
Teraz poka»emy, »e h ∈ O(Ω). Z Analizy wiemy, »e h ∈ C(Ω). Skorzystamy z warunku Morery. Dla

dowolnego trójk¡ta T ⊂⊂ Ω, korzystaj¡c z twierdzenia Fubiniego, mamy∫
∂T

h(w)dw =
1

2πi

∫
γ

(∫
∂T

g(z, w)dw
)
dz = 0.

Wykazali±my, »e h ∈ O(C) oraz h(w) −→ 0 dla w −→ ∞. Z zasady maksimum wynika, »e h ≡ 0, co
ko«czy dowód. �

Wniosek 2.6.2. Wobec Twierdzenia 2.1.16, je»eli droga zamkni¦ta γ : [0, 1] −→ Ω jest homotopijna ze staª¡,
to jest homologiczna zeru w Ω.

�wiczenie 2.6.3. Czy krzywa homologiczna zeru w Ω musi by¢ homotopijna ze staª¡ ?

De�nicja 2.6.4. O∗(Ω) := {f ∈ O(Ω) : f−1(0) = ∅}.

Propozycja 2.6.5. Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem. Wtedy NWSR:
(i) dowolna funkcja f ∈ O(D) ma pierwotn¡;
(ii) dowolna funkcja f ∈ O∗(D) ma gaª¡¹ jednoznaczn¡ logarytmu;
(iii) dla dowolnej funkcji f ∈ O∗(D) istnieje p = p(f) ∈ N2 takie, »e f ma gaª¡¹ jednoznaczn¡ p�tego

pierwiastka;
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(iv) ka»da droga zamkni¦ta γ : [0, 1] −→ D jest homologiczna zeru w D;
(v) zbiór Ĉ \D jest spójny.

Dowód . (i) =⇒ (ii): Niech g ∈ O(D) b¦dzie taka, »e g′ = f ′/f . Mo»emy zaªo»y¢, »e dla pewnego a ∈ D
mamy eg(a) = f(a). Mamy (eg

f

)′
=
g′egf − egf ′

f2
= 0,

a wi¦c eg = f .
(ii) =⇒ (iii): f = eg = (eg/p)p.
(iii) =⇒ (ii): Wystarczy pokaza¢, »e funkcja f ′/f ma pierwotn¡. Na podstawie Propozycji 2.1.9 trzeba

pokaza¢, »e
∫
γ
f ′(z)
f(z) dz = 0 dla dowolnej drogi zamkni¦tej γ w D. Niech

p1 := p(f), g1 ∈ O∗(D), gp11 = f ,
p2 := p(g1), g2 ∈ O∗(D), gp22 = g1, g

p1p2
2 = f , . . . ,

pk := p(gk−1), gk ∈ O∗(D), gpkk = gk−1, g
p1···pk
k = f , . . . .

Poªó»my qk := p1 · · · pk ↗ +∞. Wtedy

f ′

f
=
qkg

qk−1
k g′k
gqkk

= qk
g′k
gk
,

a st¡d

Indf◦γ(0) =
1

2πi

∫
γ

f ′(z)
f(z)

dz = qk
1

2πi

∫
γ

g′k(z)
gk(z)

dz = qk Indgk◦γ(0), k ∈ N,

co oznacza, »e qk| Indf◦γ(0) dla dowolnego k ∈ N, a to jest mo»liwe tylko, gdy Indf◦γ(0) = 0.
(ii) =⇒ (iv): Ustalmy a /∈ D i niech g ∈ O(D) b¦dzie taka, »e eg = z − a. Wtedy egg′ = 1, czyli

g′ = 1
z−a , co oznacza, »e funkcja 1

z−a ma pierwotn¡. Teraz, korzystaj¡c z Propozycji 2.1.9, wnioskujemy, »e
Indγ(a) = 0.

(iv) =⇒ (i): Wynika z Twierdzenia Cauchy'ego�Dixona oraz Propozycji 2.1.9.
(iv) =⇒ (v): Gdyby zbiór Ĉ \D nie byª spójny, wtedy miaªby skªadow¡ zwart¡ K tak¡, »e U := D ∪K

jest otwarty. Niech G := intQ b¦dzie zbiorem otwartym opartym na siatce kwadratowej o oczku Qj,k :=
[ jm ,

j+1
m ]× [ km ,

k+1
m ] (dla dostatecznie du»ego m) tak, by K ⊂ G ⊂⊂ U ,

Q :=
⋃

Qj,k: Qj,k⊂D,
Qj,k∩K 6=∅

Qj,k.

G jest zbiorem otwartym, którego brzeg ∂G mo»e by¢ uto»samiany z formaln¡ kombinacj¡ γ1 + · · · + γN
ªamanych Jordana. Wtedy Indγ(a) = 1 dla a ∈ K. W szczególno±ci, Indγj (a) 6= 0 dla pewnych a ∈ K ⊂ C\D
oraz j ∈ {1, . . . , N} � sprzeczno±¢.

(v) =⇒ (iv): Wiemy, »e Indγ(a) = 0 dla a ∈ D∞, gdzie D∞ oznacza skªadow¡ nieograniczon¡ Ĉ \ γ∗

(Indγ(∞) := 0). Oczywi±cie (Ĉ \D) ∩D∞ 6= ∅. Pozostaje jeszcze skorzysta¢ ze staªo±ci Indγ na Ĉ \D. �

2.7. Jednowymiarowe rozmaito±ci zespolone

De�nicja 2.7.1. Powiemy, »e przestrze« topologiczna Hausdor�a M jest jednowymiarow¡ rozmaito±ci¡
zespolon¡, je»eli istnieje ukªad map (Uα, ϕα)α∈A, zwany atlasem, taki, »e
• Uα ⊂ M jest zbiorem otwartym w M , ϕα : Uα −→ ϕα(Uα) ⊂ C jest homeomor�zmem, ϕα(Uα) jest

zbiorem otwartym w C (co, z de�nicji, oznacza, »e (Uα, ϕα) jest map¡), α ∈ A,
•
⋃
α∈A Uα = M ,

• ϕβ ◦ ϕ−1
α ∈ O(ϕα(Uα ∩ Uβ)) dla dowolnych α, β ∈ A.

Powiemy, »e mapa (U,ψ) jest zgodna z atlasem (Uα, ϕα)α∈A, je»eli ten atlas po doª¡czeniu mapy (V, ψ)
pozostaje atlasem, czyli ψ ◦ ϕ−1

α ∈ O(ϕα(Uα ∩ V )) i ϕα ◦ ψ−1 ∈ O(ψ(V ∩ Uα)) dla dowolnego α ∈ A.
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Je»eli mapy (V1, ψ1) i (V2, ψ2) s¡ zgodne z atlasem (Uα, ϕα)α∈A, to ψj ◦ ψ−1
k ∈ O(ψk(Vj ∩ Vk)) dla

dowolnych j, k ∈ {1, 2}� �wiczenie. W szczególno±ci, atlas (Uα, ϕα)α∈A, po doª¡czeniu obu map pozostaje
atlasem.

Atlas (Uα, ϕα)α∈A nazywamy atlasem maksymalnym, je»eli ka»da mapa z nim zgodna nale»y do niego.
Je»eli do danego atlasu doª¡czymy wszystkie mapy z nim zgodne, to otrzymamy atlas maksymalny.

W tym sensie ka»dy atlas generuje atlas maksymalny. Od tej chwili, mówi¡c o atlasie naM b¦dziemy zawsze
mie¢ na my±li atlas maksymalny generowany przez dany atlas.

Spójne zespolone rozmaito±ci jednowymiarowe nazywamy powierzchniami Riemanna .

De�nicja 2.7.2. NiechM b¦dzie jednowymiarow¡ rozmaito±ci¡ zespolon¡ z atlasem (Uα, ϕα)α∈A. Powiemy,
»e funkcja f : M −→ C jest holomor�czna (f ∈ O(M)), je»eli f ◦ ϕ−1

α ∈ O(ϕα(Uα)) dla dowolnego α ∈ A.
Niech N b¦dzie jak¡± inn¡ jednowymiarow¡ rozmaito±ci¡ zespolon¡ z atlasem (Vβ , ψβ)β∈B . Powiemy, »e

odwzorowanie ci¡gªe f : M −→ N jest holomor�czne (f ∈ O(M,N)), je»eli

ψβ ◦ f ◦ ϕ−1
α ∈ O(ϕα(Uα ∩ f−1(Vβ))), (α, β) ∈ A×B.

�atwo sprawdzi¢ (�wiczenie), »e je»eli odwzorowanie f : M −→ N jest holomor�czne wzgl¦dem atlasów
(Uα, ϕα)α∈A i (Vβ , ψβ)β∈B , to jest holomor�czne wzgl¦dem maksymalnych atlasów generowanych przez te
atlasy.

Zauwa»my, »e powy»sze de�nicje s¡ zgodne i zgadzaj¡ si¦ De�nicj¡ 2.2.1.

Obserwacja 2.7.3. Ĉ jest zwart¡ powierzchni¡ Riemanna. Na Ĉ b¦dziemy zawsze rozwa»a¢ atlas maksy-
malny generowany przez atlas dwuelementowy (C, id), (Ĉ∗, I), gdzie I(z) := 1/z oznacza inwersj¦.

Obserwacja 2.7.4. Niech M b¦dzie jednowymiarow¡ rozmaito±ci¡ zespolon¡.
(a) Wszystkie wyniki, w których ingeruj¡ wyª¡cznie lokalne wªasno±ci funkcji holomor�cznych przenosz¡

si¦ na rozmaito±ci, np. twierdzenie Weierstrassa: je»eli (fk)∞k=1 ⊂ O(M) oraz fk −→ f lokalnie jednostajnie,
to f ∈ O(M).

(b) Je»eli M jest spójna, to zachodzi dla niej zasada identyczno±ci : je»eli f, g ∈ O(M,N) s¡ takie, »e
zbiór A := {x ∈M : f(x) = g(x)} ma punkt skupienia w M , to f ≡ g.

Istotnie, niech D0 := {a ∈M : f = g w pewnym otoczeniu punktu a}. Jest to oczywi±cie zbiór otwarty.
Poka»emy, »e niepusty. Niech a ∈ A′ ∩D. Wobec ci¡gªo±ci f i g mamy f(a) = g(a) =: b. Niech (U,ϕ), (V, ψ)
b¦d¡ dowolnymi mapami w otoczeniach punktów a i b. Mo»emy zaªo»y¢, »e U jest spójne oraz f(U) ⊂ V .
Z de�nicji wiemy, »e funkcje f0 := ψ ◦f ◦ϕ−1 i g0 := ψ ◦g ◦ϕ−1 s¡ holomor�czne na obszarze ϕ(U) ⊂ C oraz
równe na zbiorze ϕ(A) maj¡cym punkt skupienia ϕ(a) w tym obszarze. St¡d, na podstawie zwykªej zasady
identyczno±ci, f0 ≡ g0, co daje f = g na U .

Powy»sze rozumowanie pokazuje równie», »e zbiór D0 jest domkni¦ty w D. A wi¦c D0 = D.
(c) Je»eliM jest spójna, to zachodzi dla niej zasada maksimum: dla f ∈ O(M), je»eli |f | przyjmuje wM

maksimum lokalne, to f ≡ const.
(d) Je»eli M jest spójna i zwarta, to O(M) ' C. Dla przykªadu, O(Ĉ) ' C.
(e) Je»eli M jest spójna i o±rodkowa, to w O(M) zachodzi twierdzenie Montela i twierdzenie Vitalego.
(f) Sprawdzi¢, jakie dalsze wªasno±ci funkcji holomor�cznych przenosz¡ si¦ na rozmaito±ci. Prosz¦ pa-

mi¦ta¢ o tym ¢wiczeniu równie» w przyszªo±ci !
(g)∗ �wiczenie: Czy je»eli M jest spójna, to jest o±rodkowa ?

2.8. Funkcje holomor�czne w ∞

De�nicja 2.8.1. Niech Ω ⊂ Ĉ b¦dzie zbiorem otwartym takim, »e ∞ ∈ Ω. Niech R > 0 b¦dzie takie, »e
Ĉ \ K(R) ⊂ Ω. Powiemy, »e funkcja f : Ω −→ C jest holomor�czna (f ∈ O(Ω)), je»eli f ∈ O(Ω \ {∞})
(w sensie De�nicji 2.2.1) oraz f jest holomor�czna w ∞, tzn. funkcja K(1/R) 3 z 7−→ f(1/z) ∈ C jest
holomor�czna w zwykªym sensie, a wi¦c istnieje ci¡g (an)∞n=0 ⊂ C taki, »e szereg

∑∞
n=0 anw

n jest zbie»ny
w K(1/R) oraz f(z) =

∑∞
n=0 an(1/z)n dla |z| > R.

Zauwa»my, »e powy»sza jest zgodna z De�nicj¡ 2.7.2.
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2.9. Szeregi Laurenta

De�nicja 2.9.1. Szeregiem Laurenta
(

22
)
o ±rodku a ∈ C nazywamy dowolny szereg postaci

∞∑
n=−∞

an(z − a)n =
∞∑
n=1

a−n(z − a)−n +
∞∑
n=0

an(z − a)n =: S(z) +R(z),

gdzie (an)∞n=−∞ ⊂ C. Szereg S nazywamy cz¦±ci¡ osobliw¡, za± R � cz¦±ci¡ regularn¡ szeregu Laurenta.
Szeregi pot¦gowe uto»samiamy z tymi szeregami Laurenta, dla których S ≡ 0, tzn. a−n = 0 dla dowolnego
n ∈ N.

Zde�niujmy liczby R−, R+ ∈ {−∞} ∪ [0,+∞]:

R− :=

{
lim supn→+∞

n
√
|a−n|, je»eli a−n 6= 0 dla pewnego n ∈ N

−∞, je»eli a−n = 0 dla dowolnego n ∈ N
, R+ :=

1
lim supn→+∞

n
√
|an|

.

Obserwacja 2.9.2. Zaªó»my, »e R− < R+.
(a) Z wªasno±ci szeregów pot¦gowych wynika natychmiast, »e szereg

∑∞
n=−∞ an(z − a)n jest zbie»ny

niemal jednostajnie w pier±cieniu A(a,R−, R+).
(b) Dla dowolnego zbioru zwartego K ⊂⊂ A(a,R−, R+) istniej¡ staªe C > 0, θ ∈ (0, 1) takie, »e

|an(z − a)n| 6 Cθ|n|, z ∈ K, n ∈ Z,

co oznacza, »e szeregi Laurenta s¡ zbie»ne geometrycznie.
(c) Na podstawie twierdzenia Weierstrassa, funkcja f(z) :=

∑∞
n=−∞ an(z − a)n, z ∈ A(a,R−, R+), jest

holomor�czna.
(d) Dla R− < r < R+, caªkuj¡c wyraz po wyrazie dostajemy:

1
2πi

∫
C(a,r)

f(ζ)
(ζ − a)k+1

dζ =
∞∑

n=−∞
an

1
2πi

∫
C(a,r)

(ζ − a)n−k−1dζ = ak, k ∈ Z.

W szczególno±ci, funkcja f wyznacza jednoznacznie wspóªczynniki swojego rozwini¦cia.

Propozycja 2.9.3 (Twierdzenie o rozwijaniu w szereg Laurenta). Niech f ∈ O(A(a, r−, r+), 0 6 r− < r+ 6
+∞. Zde�niujmy

an(r) :=
1

2πi

∫
C(a,r)

f(ζ)
(ζ − a)n+1

dζ, n ∈ Z, r− < r < r+.

Wtedy an := an(r) jest niezale»ne od r, szereg Laurenta
∑∞
n=−∞ an(z − a)n jest zbie»ny w A(a, r−, r+) oraz

f(z) =
∑∞
n=−∞ an(z − a)n, z ∈ A(a, r−, r+).

Dowód . Niezale»no±¢ od r wynika natychmiast z twierdzenia caªkowego Cauchy'ego zastosowanego do funkcji
holomor�cznej A(a, r−, r+) 3 z 7−→ f(z)/(z − a)n+1 i obszaru dwuspójnego A(a, r1, r2) ⊂⊂ A(a, r−, r+)
przy r− < r1 < r2 < r+. Korzystaj¡c ze wzoru caªkowego Cauchy'ego dla tego obszaru, dla z ∈ C(a, r)

`
22
´
Pierre Laurent (1813�1854) � matematyk francuski.
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i r1 < r < r2 mamy:

f(z) =
1

2πi

(∫
C(a,r2)

f(ζ)
ζ − z

dζ −
∫
C(a,r1)

f(ζ)
ζ − z

dζ
)

=
1

2πi

(∫
C(a,r2)

f(ζ)
1

ζ − a+ a− z
dζ −

∫
C(a,r1)

f(ζ)
1

ζ − a+ a− z
dζ
)

=
1

2πi

(∫
C(a,r2)

f(ζ)
1

ζ − a
1

1− z−a
ζ−a

dζ +
∫
C(a,r1)

f(ζ)
1

z − a
1

1− ζ−a
z−a

dζ
)

=
1

2πi

(∫
C(a,r2)

f(ζ)
∞∑
n=0

(z − a)n

(ζ − a)n+1
dζ +

∫
C(a,r1)

f(ζ)
∞∑
n=0

(ζ − a)n

(z − a)n+1
dζ
)

=
∞∑
n=0

an(z − a)n +
∞∑
n=0

a−n−1(z − a)−n−1. �

Przykªad 2.9.4. Typowe zadanie dotycz¡ce rozwijania funkcji holomor�cznych w szeregi Laurenta wygl¡da
nast¦puj¡co. Mamy dan¡ funkcj¦ holomor�czn¡ f ∈ O(C \ {a1, . . . , aN}), gdzie |a1| 6 . . . 6 |aN |. Zadanie
polega na znalezieniu rozwini¦cia funkcji f w szereg Laurenta w pier±cieniach:
• K(|a1|) o ile a1 6= 0,
• A(|aj |, |aj+1|) o ile |aj | < |aj+1|. j = 1, . . . , N − 1,
• A(|aN |,+∞),
• A(aj , 0, rj), rj := min{|ak − aj | : k = 1, . . . , N, k 6= j}, j = 1, . . . , N .
Dla przykªadu:

f(z) :=
1

z − 1
+

1
z − 2

.

Rozwini¦cie w K(1):

f(z) = −
∞∑
n=0

zn − 1
2

∞∑
n=0

(z
2

)n
= −

∞∑
n=0

(1 + 1/2n+1)zn.

Rozwini¦cie w A(1, 2):

f(z) =
1
z

∞∑
n=0

(1
z

)n
− 1

2

∞∑
n=0

(z
2

)n
= −

∞∑
n=0

1/2n+1zn +
∞∑
n=1

z−n.

Rozwini¦cie w A(2,+∞):

f(z) =
1
z

∞∑
n=0

(1
z

)n
+

1
z

∞∑
n=0

(2
z

)n
=
∞∑
n=1

(1 + 2n−1)z−n.

Rozwini¦cie w A(1, 0, 1):

f(z) =
1

z − 1
− 1

1− (z − 1)
=

1
z − 1

−
∞∑
n=0

(z − 1)n.

Rozwini¦cie w A(2, 0, 1):

f(z) =
1

1 + (z − 2)
+

1
z − 2

=
∞∑
n=0

(−1)n(z − 2)n +
1

z − 2
.
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2.10. Osobliwo±ci izolowane

De�nicja 2.10.1. Punkt a ∈ C nazywamy osobliwo±ci¡ izolowan¡ funkcji holomor�cznej f , je»eli f jest
holomor�czna co najmniej w pewnym pier±cieniu A(a, 0, r).

Oczywi±cie s¡ te» osobliwo±ci nieizolowane, np. punkt 0 dla funkcji f(z) := 1/ sin(1/z).
Je»eli f ∈ O(A(a, 0, r)), to rozwijamy f w szereg Laurenta

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − a)n, z ∈ A(a, 0, r),

i wprowadzamy nast¦puj¡c¡ klasy�kacj¦ izolowanych punktów osobliwych:
• punkt pozornie osobliwy, czyli osobliwo±¢ usuwalna, je»eli a−n = 0 dla dowolnego n ∈ N; kªad¡c

f(a) := a0 dostajemy funkcj¦ holomor�czn¡ w caªym kole K(a, r),
• biegun rz¦du d (d ∈ N), je»eli a−n = 0 dla n > d i a−d 6= 0; funkcj¦ wymiern¡

g(z) :=
d∑

n=1

a−n(z − a)−n

nazywamy wtedy cz¦±ci¡ gªówn¡ bieguna funkcji f w punkcie a; zauwa»my, »e g(z) = p( 1
z−a ), gdzie p jest

wielomianem stopnia d; oczywi±cie limz→a f(z) =∞,
• punkt istotnie osobliwy, je»eli a−n 6= 0 dla niesko«czenie wielu n ∈ N.
Liczba resa f := a−1 = 1

2πi

∫
C(a,δ)

f(ζ)dζ (0 < δ < r) nosi nazw¦ residuum funkcji f w punkcie a.
Punkt ∞ nazywamy osobliwo±ci¡ izolowan¡ funkcji holomor�cznej f , je»eli f jest holomor�czna co

najmniej w pewnym pier±cieniu A(r,+∞).
Jak poprzednio, mamy te» osobliwo±ci nieizolowane w ∞, np. dla funkcji f(z) := 1/ sin z.
W przypadku osobliwo±ci izolowanej w ∞, f ∈ O(A(r,+∞)),

f(z) =
∞∑

n=−∞
anz

n, z ∈ A(r,+∞),

osobliwo±¢ klasy�kujemy wzgl¦dem tego, jak¡ osobliwo±ci¡ jest punkt 0 dla funkcji g(z) := f(1/z), z ∈
A(0, 1/r). Tak wi¦c:
• ∞ jest punktem pozornie osobliwym, czyli osobliwo±ci¡ usuwaln¡, je»eli an = 0 dla dowolnego n ∈ N;

kªad¡c f(∞) := a0 dostajemy funkcj¦ holomor�czn¡ w ∞,
• ∞ jest biegunem rz¦du d (d ∈ N), je»eli an = 0 dla n > d i ad 6= 0; wielomian

∑d
n=1 anz

n nazywamy
wtedy cz¦±ci¡ gªówn¡ bieguna funkcji f w ∞; oczywi±cie limz→∞ f(z) =∞,
• ∞ jest punktem istotnie osobliwym, je»eli an 6= 0 dla niesko«czenie wielu n ∈ N.
�wiczenie Jak zde�niowa¢ res∞ f (residuum funkcji f w ∞) ?

Propozycja 2.10.2 (Twierdzenie Riemanna o osobliwo±ciach usuwalnych). Dla funkcji f ∈ O(A(a, 0, r))
NWSR:

(i) a jest punktem pozornie osobliwym funkcji f ;
(ii) granica limz→a f(z) istnieje i jest sko«czona;
(iii) funkcja f jest ograniczona w A(a, 0, ε) dla pewnego 0 < ε < r;
(iv) f ∈ Lph(A(a, 0, ε)) dla pewnych p > 2 i 0 < ε < r.

Dowód . Implikacje (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) =⇒ (iv) s¡ oczywiste. Pozostaje do wykazania, »e (iv) =⇒ (i). Mo»emy
zaªo»y¢, »e a = 0. Poniewa» Lp(K∗(ε)) ⊂ L2(K∗(ε)) mo»emy zaªo»y¢, »e p = 2. Niech f(z) =

∑∞
n=−∞ anz

n,
z ∈ K∗(r). Poka»emy, »e a−n = 0 dla dowolnego n ∈ N. Ustalmy n ∈ N. Naszym celem b¦dzie wykazanie, »e

|a−n| 6 (1/
√

2π)εn−1‖f‖L2(K∗(η))
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dla 0 < η < ε. Poniewa» ‖f‖L2(K∗(η)) −→ 0, gdy η −→ 0, dowód b¦dzie zako«czony. Dla 0 < t < η < ε
liczymy (korzystaj¡c z nierówno±ci Höldera):

|a−n|2 =
∣∣∣ 1
2πi

∫
C(t)

f(ζ)
ζ−n+1

dζ
∣∣∣2 6 ( 1

2π

∫ 2π

0

|f(teiθ)|tndθ
)2

6
1

2π

∫ 2π

0

|f(teiθ)|2dθ t2n,

a st¡d

|a−n|2 6
1

2π
1
η
η2n−1

∫ η

0

∫ 2π

0

|f(teiθ)|2tdθdt =
1

2π
η2n−2

∫
K∗(η)

|f |2dL2. �

Obserwacja 2.10.3. 1/z ∈ Lph(D∗) dla dowolnego 1 6 p < 2.

Wniosek 2.10.4 (Twierdzenie Riemanna o osobliwo±ciach usuwalnych). Dla funkcji f ∈ O(A(r,+∞))
NWSR:

(i) ∞ jest punktem pozornie osobliwym funkcji f ;
(ii) granica limz→∞ f(z) istnieje i jest sko«czona;
(iii) funkcja f jest ograniczona w A(ε,+∞) dla pewnego ε > r.

De�nicja 2.10.5. Niech f ∈ O(K(a, r)). Mówimy, »e f ma w punkcie a zero krotno±ci d (d ∈ N), je»eli
f (k)(a) = 0 dla k 6 d− 1 oraz f (d)(a) 6= 0. Piszemy wtedy orda f = d.

Oznacza to, »e f(z) = (z − a)dg(z), z ∈ K(a, r), gdzie g ∈ O(K(a, r)) i g(a) 6= 0.
Je»eli f ∈ O(Ĉ \K(r)) i g(z) := f(1/z), z ∈ A(0, 1/r), to ord∞ f =: ord0 g.

Propozycja 2.10.6. Dla funkcji f ∈ O(A(a, 0, r)) (odp. f ∈ O(A(r,+∞))) oraz d ∈ N, NWSR:
(i) f ma w punkcie a (odp. ∞) biegun rz¦du d;
(ii) istnieje funkcja g ∈ O(K(a, r)) (odp. g ∈ O(Ĉ \K(r))) taka, »e g(a) 6= 0 oraz f(z) = (z − a)−dg(z),

z ∈ K∗(a, r) (odp. f(z) = zdg(z), z ∈ A(r,+∞));
(iii) funkcja 1/f (dookre±lona jako 0 w punkcie a) ma w a zero krotno±ci d.

Dowód . �wiczenie. �

Propozycja 2.10.7. Je»eli funkcja f ∈ O(A(a, 0, r)) ma w punkcie a biegun rz¦du d, to

resa f =
1

(d− 1)!
lim
z→a

(
(z − a)df(z)

)(d−1)

.

Dowód . Niech f(z) =
∑∞
n=−d an(z − a)n, f(z) = (z − a)−dg(z) (tak, jak w Propozycji 2.10.6(b)), g(z) =∑∞

n=0 bn(z − a)n. Wtedy a−1 = bd−1 oraz

1
(d− 1)!

lim
z→a

(
(z − a)df(z)

)(d−1)

=
1

(d− 1)!
lim
z→a

g(d−1)(z) =
1

(d− 1)!
g(d−1)(a) = bd−1. �

Przykªad 2.10.8.

resi
1

(1 + z2)n
=

1
2i

(2n− 3)!!
(2n− 2)!!

.

Liczymy:

resi
1

(1 + z2)n
=

1
(n− 1)!

lim
z→i

( 1
(z + i)n

)(n−1)

=
1

(n− 1)!
(−n)(−n− 1) · · · (−n− n+ 2)

(2i)2n−1

=
1
2i

1
(n− 1)!

(−1)n−1n(n+ 1) · · · (2n− 2)
22n−2(−1)n−1

=
1
2i

(1 · 3 · 5 · · · 2n− 3)(2 · 4 · 6 · · · 2n− 2)
((n− 1)!)222n−2

=
1
2i

(2n− 3)!!
(2n− 2)!!

.
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Propozycja 2.10.9 (Twierdzenie Sochockiego
(

23
)
�Casoratiego

(
24
)
�Weierstrassa). Je»eli f ∈ O(A(a, 0, r))

ma w a punkt istotnie osobliwy, to dla dowolnego 0 < ε < r, zbiór f(A(a, 0, ε)) jest g¦sty w C.
Odnotujmy, »e twierdzenie to mo»e by¢ znacznie wzmocnione � zob. twierdzenie Picarda (Twierdzenie

3.3.1).

Dowód . Przypu±¢my, »e tak nie jest i f(A(a, 0, ε)) ∩ K(b, δ) = ∅, czyli |f(z) − b| > δ dla dowolnego z ∈
A(a, 0, δ). Niech g(z) := 1

f(z)−b , z ∈ A(a, 0, δ). Poniewa» |g| 6 1/δ, twierdzenie Riemanna implikuje, »e
funkcja g ma w punkcie a osobliwo±¢ usuwaln¡ � przedªu»enie funkcji g oznaczamy t¡ sam¡ liter¡.

Je»eli g(a) 6= 0, to mo»emy zaªo»y¢, »e g(z) 6= 0 dla z ∈ K(a, δ). Wtedy te» f(z) = 1
g(z) +b, z ∈ A(a, 0, δ),

co oznacza, »e f przedªu»a si¦ holomor�cznie na K(a, δ) � sprzeczno±¢.
Je»eli g(a) = 0, to dla pewnego d ∈ N mamy g(z) = (z − a)dh(z), z ∈ K(a, δ), gdzie h ∈ O(K(a, δ))

i h(a) 6= 0. Mo»emy zaªo»y¢, »e h(z) 6= 0 dla dowolnego z ∈ K(a, δ). Wtedy

f(z) = (z − a)−d
( 1
h(z)

+ b(z − a)d
)
, z ∈ A(a, 0, δ),

co oznacza, »e f ma w a biegun rz¦du d � sprzeczno±¢. �

Wniosek 2.10.10. Niech f ∈ O(A(a, 0, r)) lub te» f ∈ O(A(r,+∞)). Wtedy:
• f ma w punkcie a osobliwo±¢ usuwaln¡ wtedy i tylko wtedy, gdy granica limz→a f(z) istnieje i jest

sko«czona;
• f ma w punkcie a biegun wtedy i tylko wtedy, gdy granica limz→a f(z) =∞;
• f ma w punkcie a osobliwo±¢ istotn¡ wtedy i tylko wtedy, gdy granica limz→a f(z) nie istnieje.

2.11. Funkcje meromor�czne

De�nicja 2.11.1. Niech D ⊂ Ĉ b¦dzie obszarem. Powiemy, »e funkcja f : D −→ Ĉ jest meromor�czna
(f ∈M(D)), je»eli istnieje zbiór S = S(f) ⊂ D taki, »e:
• S′ ∩D = ∅,
• f ∈ O(D \ S),
• f ma biegun w ka»dym punkcie a ∈ S.
Je»eli Ω ⊂ Ĉ jest zbiorem otwartym, to mówimy, »e funkcja f : Ω −→ Ĉ jest meromor�czna (f ∈M(Ω)),

je»eli f |D ∈M(D) dla dowolnej skªadowej spójnej D zbioru Ω.

Obserwacja 2.11.2. (a) O(Ω) ⊂M(Ω).
(b) Funkcje meromor�czne s¡ ci¡gªe.
(c) S(f) = f−1(∞).

Propozycja 2.11.3 (Zasada identyczno±ci dla funkcji meromor�cznych). Je»eli f, g ∈ M(D) oraz zbiór
A := {z ∈ D : f(z) = g(z)} ma punkt skupienia w D, to f ≡ g.
Dowód . Niech S := S(f)∪S(g). Oczywi±cie, S nie ma punktu skupienia wD. Wynika st¡d, »e zbiór A∩(D\S)
ma punkt skupienia w obszarze D \ S. Korzystaj¡c z zasady identyczno±ci dla funkcji holomor�cznych,
wnioskujemy st¡d, »e f = g w D \ S. Ostatecznie, korzystaj¡c z ci¡gªo±ci f i g, dostajemy f ≡ g. �

Propozycja 2.11.4. M(D) jest ciaªem.

Dowód . Niech f, g ∈M(D), f, g 6≡ 0. Wida¢, »e f + g ∈M(D) i S(f + g) ⊂ S(f) + S(g).
Je»eli g 6≡ 0, to zbiór A := g−1(0) nie ma punktu skupienia w D (z zasady identyczno±ci). Ponadto,

1/g ∈ O(A ∩ S(g)). Na podstawie Propozycji 2.10.6 wiemy, »e w ka»dym punkcie a ∈ A funkcja 1/g ma
biegun (rz¦du d o ile funkcja g miaªa w a zero krotno±ci d), za± w ka»dym punkcie a ∈ S(f) � zero (krotno±ci
d o ile funkcja g miaªa w a biegun rz¦du d). Ostatecznie, S(1/g) = A i 1/g ∈M(D).

Pozostaje wykaza¢, »e f · g ∈ M(D). Oczywi±cie, f · g ∈ O(D \ A), gdzie A := S(f) ∪ S(g). Ustalmy
a ∈ A∩C. Niech f(z) = (z−a)df f1(z), g(z) = (z−a)dgg1(z), z ∈ A(a, 0, r) ⊂ D\A, gdzie df , dg ∈ Z (zale»nie`

23
´
Julian Sochocki (1842�1927) � matematyk polski.`

24
´
Felice Casorati (1835�1890) � matematyk wªoski.
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od tego, czy dana funkcja ma zero, czy biegun), f1, g1 ∈ O∗(K(a, r)). St¡d f(z)g(z) = (z−a)df+dgf1(z)g1(z),
z ∈ A(a, 0, r).

Przypadek a =∞ pozostawiamy jako �wiczenie.
Teraz, korzystaj¡c z Propozycji 2.10.6, wnioskujemy, »e f · g ∈M(D). �

Propozycja 2.11.5. M(D) = O(D, Ĉ) \ {∞}, gdzie Ĉ traktujemy jako jednowymiarow¡ rozmaito±¢ zespo-
lon¡ (por. De�nicja 2.7.2).

Dowód . Ĉ wyposa»amy w atlas (C, idC), (Ĉ∗, I), gdzie I(z) := 1/z. Przypomnijmy, »e funkcja ci¡gªa f :
D −→ Ĉ jest holomor�czna, je»eli s¡ holomor�czne (w zwykªym sensie) nast¦puj¡ce cztery funkcje:

(a) D ∩ C ∩ f−1(C) 3 z 7−→ f(z) ∈ C,
(b) I(D ∩ Ĉ∗ ∩ f−1(C)) 3 z 7−→ f(1/z) ∈ C,
(c) D ∩ C ∩ f−1(Ĉ∗) 3 z 7−→ 1/f(z) ∈ C,
(d) I(D ∩ Ĉ∗ ∩ f−1(Ĉ∗)) 3 z 7−→ 1/f(1/z) ∈ C.
Niech S := f−1(∞). Wobec zasady identyczno±ci (Obserwacja 2.7.4), S′ ∩ D = ∅. Warunki (a) i (b)

oznaczaj¡ ª¡cznie, »e f ∈ O(D \ S). Ci¡gªo±¢ funkcji gwarantuje, »e f ma biegun w ka»dym punkcie a ∈ S.
Wynika st¡d, »e O(D, Ĉ) \ {∞} ⊂M(D).

W drug¡ stron¦ � niech f ∈ M(D), S := S(f). Wiemy, »e f jest ci¡gªa oraz, »e f ∈ O(D \ S), co
oznacza, »e (a) i (b) s¡ speªnione. We¹my dowolny punkt a ∈ S ∩ C, f(z) = (z − a)−dg(z), z ∈ A(a, 0, r),
f ∈ O∗(K(a, r)). Wtedy 1/f(z) = (z− a)d(1/g(z)), z ∈ K(a, r), co daje (c). Je»eli ∞ ∈ S, to f(z) = zkg(z),
z ∈ A(r,+∞), g ∈ O∗(Ĉ \K(r)). Wtedy 1/f(1/z) = zk(1/g(1/z)), z ∈ K(1/r), co daje (d).

�

Propozycja 2.11.6. M(Ĉ) = R(C).

Dowód . Oczywi±cie, R(C) ⊂M(Ĉ). Niech f ∈M(Ĉ). Zbiór S(f) musi by¢ sko«czony. Przypadek S(f) = ∅
jest trywialny � wtedy f ≡ const. Je»eli S(f) = {∞}, to f jest funkcj¡ caªkowit¡ i poniewa» w ∞ ma
biegun, to musi by¢ wielomianem. Przypu±¢my, »e S(f) ∩ C = {a1, . . . , an} i niech

gk(z) = pk

( 1
z − ak

)
oznacza cz¦±¢ gªówn¡ bieguna funkcji f w punkcie ak, k = 1, . . . , n. Zde�niujmy g := f − (g1 + · · · + gn) ∈
M(Ĉ). Wtedy S(g) ⊂ {∞}, a wi¦c g musi by¢ wielomianem. �

Obserwacja 2.11.7. Konstrukcja przeprowadzona w powy»szym dowodzie to nic innego, jak rozkªad funkcji
wymiernej na uªamki proste.

Propozycja 2.11.8. (a) Aut(C) = AutH(C) = {C 3 z 7−→ az + b ∈ C : a ∈ C∗, b ∈ C} = G.
(b) Aut(Ĉ) = AutH(Ĉ) = H.

W szczególno±ci, grupa Aut(C) zale»y od 4 parametrów rzeczywistych.

Dowód . (a) Jest oczywiste, »e G ⊂ Aut(C). Niech f ∈ Aut(C). Poniewa» f jest odwzorowaniem wªa±ciwym,
zatem limz→∞ f(z) = ∞. Oznacza to, »e f ma w niesko«czono±ci biegun, a to z kolei, oznacza, »e f jest
wielomianem stopnia d dla pewnego d ∈ N. Poniewa» f jest injektywne musi by¢ d = 1.

(b) Wiemy, »e H ⊂ Aut(Ĉ). Niech f ∈ Aut(Ĉ). Je»eli f(∞) = ∞, to f ∈ Aut(C), a wi¦c (wobec
(a)), f(z) = az + b ∈ H. Je»eli f(∞) = w0 ∈ C, wtedy g := 1

f−w0
∈ Aut(Ĉ) oraz g(∞) = ∞, co, wobec

poprzedniego przypadku, daje f ∈ H. �

2.12. Twierdzenie o residuach

Twierdzenie 2.12.1 (Twierdzenie o residuach). Niech D b¦dzie obszarem p�spójnym ograniczonym p dro-
gami Jordana zorientowanymi dodatnio, niech D ⊂ Ω, gdzie Ω jest zbiorem otwartym, i niech f ∈ M(Ω)
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b¦dzie taka, »e S(f) ⊂ D (S(f) musi by¢ zbiorem sko«czonym). Wtedy∫
∂D

f(ζ)dζ = 2πi
∑

a∈S(f)

resa f.

Dowód . Je»eli S(f) = ∅, to wynik jest oczywisty (przyjmuj¡c, »e
∑
a∈∅ · · · := 0). Zaªó»my, »e S(f) =

{a1, . . . , an}. Niech r > 0 b¦dzie tak maªe, »e K(aj , r) ⊂⊂ D oraz K(aj , r) ∩ K(ak, r) = ∅, j 6= k. Do
obszaru G := D \

⋃n
j=1K(aj , r) stosujemy wzór Cauchy'ego (przypomnijmy, »e f ∈ O(Ω \ S(f))):

0 =
∫
∂G

f(ζ)dζ =
∫
∂D

f(ζ)dζ −
n∑
j=1

∫
C(aj ,r)

f(ζ)dζ =
∫
∂D

f(ζ)dζ −
n∑
j=1

2πi resaj f. �

2.13. Zastosowania do obliczania caªek

(I) I :=
∫ 2π

0
W (cos t, sin t)dt, gdzie W jest funkcj¡ wymiern¡ dwóch zmiennych zespolonych.

Przypomnijmy, »e dla z = eit mamy cos t = 1
2 (eit + e−it) = 1

2 (z + 1/z) oraz sin t = 1
2i (z − 1/z). Wynika

st¡d, »e

I =
∫

T
W
(1

2
(z + 1/z),

1
2i

(z − 1/z)
) 1
iz
dz =

∫
T
f(z)dz = 2πi

∑
a∈D

resa f,

przy zaªo»eniu, »e funkcja wymierna f nie ma biegunów na T.

(II) I :=
∫∞
−∞ f(x)dx, gdzie f ∈M(Ω), H+ ⊂ Ω, S(f) = {a1, . . . , aN} ⊂ H+.

Niech C+(r) oznacza górn¡ poªow¦ okr¦gu C(r) uto»samian¡ z krzyw¡ [0, π] 3 t 7−→ reit. Stosuj¡c
twierdzenie o residuach do obszaru {x+ iy ∈ K(R) : y > 0} dla du»ych R, dostajemy

I = 2πi
N∑
j=1

res ajf − lim
R→+∞

∫
C+(R)

f(z)dz.

Nas b¦d¡ interesowa¢ przypadki, gdy limR→+∞
∫
C+(R)

f(z)dz = 0.
(*) Je»eli dla pewnego α > 1 mamy |f(z)| 6 C/|z|α dla z ∈ H+, |z| > R0 (np. f(z) = L(z)/M(z) jest

funkcj¡ wymiern¡ i degL 6 degM − 2), to limR→+∞
∫
C+(R)

f(z)dz = 0.
Istotnie, dla R > R0 mamy∣∣∣ ∫

C+(R)

f(z)dz
∣∣∣ 6 ∫ π

0

|f(Reit)|Rdt 6 πC/Rα−1 −→ 0.

Dla przykªadu, ∫ ∞
−∞

1
(1 + x2)n

dx = 2πi resi
1

(1 + z2)n
= π

(2n− 3)!!
(2n− 2)!!

, n ∈ N.

(**) (Lemat Jordana) Je»eli f(z) = g(z)eiλz, z ∈ Ω, gdzie λ > 0 i

M(R) := sup{|g(z)| : z ∈ C+(R)} −→
R→+∞

0

(np. g(z) = L(z)/M(z) jest funkcj¡ wymiern¡ i degL 6 degM − 1), to limR→+∞
∫
C+(R)

f(z)dz = 0.
Istotnie, ∣∣∣ ∫

C+(R)

f(z)eiλzdz
∣∣∣ 6 ∫ π

0

|g(Reit)|eRe(iλReit)Rdt 6 2M(R)R
∫ π/2

0

e−λR sin tdt

6 2M(R)R
∫ π/2

0

e−λR
2
π tdt = 2M(R)R

(
− π

2λR

)
e−

2λR
π t
∣∣∣π/2
0

=
πM(R)

λ
(1− e−λR) −→

R+∞
0.
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Dla przykªadu,∫ ∞
−∞

x sinx
1 + x2

dx = Im
(∫ ∞
−∞

xe−ix

1 + x2
dx
)

= Im
(

2πi resi
zeiz

1 + z2

)
= Im

(
2πi

ie−1

2i

)
=
π

e
.

(III)

I :=
∫ ∞

0

sinx
x

dx =
1
2

Im
(∫ ∞
−∞

eix

x
dx
)

= . . .

stosujemy twierdzenie o residuach do obszaru {x+ iy ∈ K(R) \K(r) : y > 0}, 0 < r < R (w którym nie ma
biegunów funkcji e

iz

z ) i dostajemy

· · · = −1
2

Im
(

lim
r→0

∫
C+(r)

eiz

z
dz
)

= −1
2

Im
(
πi res0

eiz

z

)
= −π

2
,

gdzie ostatnia równo±¢ wynika z nast¦puj¡cej obserwacji.
Je»eli funkcja f ∈ O(A(a, 0, r0)) ma w punkcie a biegun rz¦du 1, 0 6 θ1 < θ2 6 2π oraz Cθ2θ1 (r) oznacza

krzyw¡ [θ1, θ2] 3 t 7−→ reit, to

lim
r→0

∫
C
θ2
θ1

(r)

f(z)dz = (θ2 − θ1)i resa f.

Istotnie, wiemy, »e f(z) = resa f
z−a + g(z), z ∈ A(a, 0, r0), gdzie g ∈ O(K(a, r0)). Mo»emy zaªo»y¢, »e

|g| 6M . Wtedy∫
C
θ2
θ1

(r)

f(z)dz = (resa f)
∫
C
θ2
θ1

(r)

1
z − a

dz +
∫
C
θ2
θ1

(r)

g(z)dz = (θ2 − θ1)i resa f +
∫
C
θ2
θ1

(r)

g(z)dz

oraz ∣∣∣ ∫
C
θ2
θ1

(r)

g(z)dz
∣∣∣ 6 2πMr −→

r→0
0.

(IV)

I :=
∫ ∞

0

cosx2dx+ i

∫ ∞
0

sinx2dx =
∫ ∞

0

eiz
2
dz = . . .

stosujemy twierdzenie o residuach do obszaru {τeit : 0 < τ < R, 0 < t < π/4} (w którym nie ma biegunów
funkcji eiz

2
) i dostajemy

· · · = − lim
R→+∞

∫
C
π/4
0 (R)

eiz
2
dz + lim

R→+∞

∫
[0,Reiπ/2]

eiz
2
dz.

zauwa»my, »e∣∣∣ ∫
C
π/4
0 (R)

eiz
2
dz
∣∣∣ 6 ∫ π/4

0

eRe i(Reit)2Rdt = R

∫ π/4

0

e−R
2 sin 2tdt 6 R

∫ π/4

0

e−R
2 2
π 2tdt

= R
(
− π

4R2

)
e−

4R2
π t
∣∣∣π/4
0

=
π

4R
(1− e−R

2
) −→
R→+∞

0,∫
[0,Reiπ/2]

eiz
2
dz =

∫ R

0

ei(te
iπ/4)2eiπ/4dt = eiπ/4

∫ R

0

e−t
2
dt −→

R→+∞
eiπ/4

∫ ∞
0

e−t
2
dt = eiπ/4

√
π

2
.

Ostatecznie, ∫ ∞
0

cosx2dx =
∫ ∞

0

sinx2dx =
√

2π
4

.

(V)

I :=
∫ ∞
−∞

eαx

1 + ex
dx, 0 < α < 1.
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Stosujemy twierdzenie o residuach do obszaru {x + iy ∈ H+ : −R < x < R, y < 2π} (w którym jest jeden
biegun funkcji f(z) := eαz

1+ez w punkcie πi). St¡d dostajemy

I = 2πi resπi f + lim
R→+∞

(∫
[−R,−R+2πi]

f(z)dz +
∫

[−R+2πi,R+2πi]

f(z)dz −
∫

[R,R+2πi]

f(z)dz
)

= −2πi eαπi + lim
R→+∞

(A(R) +B(R)− C(R)).

Szacujemy:

|A(R)| 6
∫ 2π

0

e−αR

|1 + e−R+it|
dt 6

∫ 2π

0

e−αR

1− e−R
dt = 2π

e−αR

1− e−R
−→

R→+∞
0

i podobnie C(R) −→ 0. Ponadto,

B(R) =
∫ R

−R

eα(t+2πi)

1 + et+2πi
dt = e2απi

∫ R

−R

eαx

1 + ex
dx −→

R→+∞
e2απiI.

Ostatecznie,

I =
−2πi eαπi

1− e2απi
=

π

sinαπ
.

2.14. Funkcje holomor�czne dane caªk¡

Propozycja 2.14.1 (Twierdzenie o funkcjach danych caªk¡). Niech I ⊂ R, I ∈ {[a, b], [a, b)}, niech D ⊂ C
b¦dzie obszarem i niech f : D × I −→ C b¦dzie funkcj¡ taka, »e:

(a) f(·, t) ∈ O(D), t ∈ I,
(b) f(z, ·) ∈ C(I), z ∈ D,
(c) f lokalnie ograniczona w D × I,
(c') dla dowolnego zbioru zwartego K ⊂⊂ D istnieje funkcja caªkowalna gK : [a, b) −→ R+ taka, »e

|f(z, t)| 6 gK(t), (z, t) ∈ K × [a, b) (zauwa»my, »e je»eli I = [a, b], to (c') wynika z (c)).
Zde�niujmy

F (z) :=
∫ b

a

f(z, t)dt, z ∈ D.

Wtedy F ∈ O(D) oraz F (k)(z) =
∫ b
a
∂kf
∂zk

(z, t)dt
(

25
)
, z ∈ D, k ∈ N.

Analogiczny wynik mo»na oczywi±cie uzyska¢ dla I = (a, b], czy te» I = (a, b) (w ostatnim przypadku
wystarczy wprowadzi¢ punkt po±redni).

Dowód . Najpierw niech I = [a, b]. Niech tn,j = a + j
n (b − a), ξn,j ∈ [tn,j−1, tn,j ], n ∈ N, j = 0, . . . , n.

Zde�niujmy

Fn(z) :=
n∑
j=1

f(z, ξn,j)
b− a
n

, z ∈ D, n ∈ N;

Fn(z) jest sum¡ aproksymacyjn¡ po±redni¡ dla caªki
∫ b
a
f(z, t)dt przy podziale a = tn,0 < · · · < tn,n = b

i punktach po±rednich ξn,1, . . . , ξn,n. Oczywi±cie, Fn ∈ O(D) oraz Fn −→ F punktowo na D. Aby udowodni¢,
»e F ∈ O(D) zastosujemy twierdzenie Vitalego. Wystarczy pokaza¢, »e ci¡g (Fn)∞n=1 jest niemal jednostajnie
ograniczony. Dla dowolnego zbioru zwartego K ⊂⊂ D, niech |f | 6 C na K × [a, b]. Wtedy |Fn| 6 C(b − a)
na K dla dowolnego n ∈ N.

Ustalmy k ∈ N oraz z ∈ D. Z twierdzenia Weierstrassa wynika, »e F (k)
n (z) −→ F (k)(z). Zauwa»my, »e

F (k)
n (z) =

n∑
j=1

∂kf

∂zk
(z, ξn,j)

b− a
n

, n ∈ N;

`
25
´
Wzór ten oznacza w szczególno±ci, »e caªka po prawej stronie istnieje.
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F
(k)
n (z) jest sum¡ aproksymacyjn¡ po±redni¡ dla caªki

∫ b
a
∂kf
∂zk

(z, t)dt przy podziale a = tn,0 < · · · < tn,n = b

i punktach po±rednich ξn,1, . . . , ξn,n. Wobec dowolno±ci ξn,j dostajemy istnienie caªki
∫ b
a
∂kf
∂zk

(z, t)dt oraz
»¡dan¡ równo±¢.

W przypadku, gdy I = [a, b)
(

26
)
, ustalmy bk ↗ b i niech

Fk(z) :=
∫ bk

a

f(z, t)dt, z ∈ D, k ∈ N.

Wobec pierwszej cz¦±ci dowodu, wystarczy pokaza¢, »e Fk −→ F niemal jednostajnie w D. Ustalmy zbiór
zwarty K ⊂⊂ D. Wtedy, dla z ∈ K oraz ` > k, mamy

|Fk(z)− F`(z)| =
∣∣∣ ∫ b`

bk

f(z, t)dt
∣∣∣ 6 ∫ b`

bk

gK(t)dt −→
k→+∞

0. �

2.15. Funkcja Γ Eulera

Niech
Hm := {z ∈ C : Re z > m}, m ∈ R.

Propozycja 2.15.1. (a) Funkcja Γ Eulera

Γ (z) :=
∫ ∞

0

tz−1e−tdt =
∫ ∞

0

e(z−1) ln t−tdt, z ∈ H0,

jest poprawnie okre±lona, holomor�czna, Γ (1) = 1 oraz Γ (z + 1) = zΓ (z).
(b) W konsekwencji, Γ (z + n) = (z + n− 1) · · · zΓ (z), co pozwala przy pomocy wzoru

Γ (z) :=
Γ (z + n)

(z + n− 1) · · · z
, z ∈ H−n,

przedªu»y¢ holomor�cznie funkcj¦ Γ na C \ Z−.
(c) Dla n ∈ Z+, funkcja Eulera ma w punkcie −n biegun rz¦du pierwszego oraz res−n Γ = (−1)n

n! .

Dowód . (a), (b) �wiczenie.
(c)

lim
z→−n

(z + n)Γ (z) = lim
z→−n

(z + n)
Γ (z + n+ 1)

(z + n)(z + n− 1) · · · z
=

Γ (1)
(−1) · · · (−n)

=
(−1)n

n!
. �

2.16. Transformacja Laplace'a

Niech D(L) oznacza rodzin¦ wszystkich funkcji f : R+ −→ C takich, »e:
• f jest kawaªkami ci¡gªa w R+ w tym sensie, »e istniej¡ punkty 0 = t0 < t1 < · · · < tN takie,

»e f |(tj−1,tj) ma ci¡gªe przedªu»enie na [tj−1, tj ], j = 1, . . . , N , oraz f |(tN ,+∞) ma ci¡gªe przedªu»enie na
[tN ,+∞).
• istniej¡ staªe M,m > 0 takie, »e |f(t)| 6Memt, t ∈ R+.
Zauwa»my, »e D(L) jest C�algebr¡. Dla f ∈ D(L) zde�niujmy

m(f) := inf{m > 0 : ∃M>0 : |f(t)| 6Memt, t ∈ R+}.
Oczywi±cie dla funkcji ograniczonych f mamy m(f) = 0.

Dla f ∈ D(L) zde�niujmy transformat¦ Laplace'a
(

27
)

F (s) = L(f)(s) :=
∫ ∞

0

f(t)e−stdt, s ∈ Hm(f).

`
26
´
Uwaga: dopuszczamy b = +∞.`

27
´
Pierre Simon de Laplace (1749�1827) � astronom, matematyk i �zyk francuski.
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Zauwa»my, »e funkcja F jest poprawnie okre±lona bowiem dla dowolnego m > m(f) mamy |f(t)| 6 Memt,
t ∈ R+, dla pewnej staªejM > 0. Wtedy |f(t)e−st| 6Me(m−Re s)t, t ∈ R, sk¡d wynika, »e F (s) jest poprawnie
okre±lona dla s ∈ Hm. Z twierdzenia o funkcjach danych caªk¡ wynika, »e F ∈ O(Hm(f)). Ponadto,

|F (s)| 6 M

Re s−m
−→

Hm3s→∞
0.

L jest oczywi±cie operatorem C�liniowym.

�wiczenie 2.16.1. Sprawdzi¢ i uzupeªni¢ nast¦puj¡c¡ tabelk¦.
f(t) F (s)

1 1
s

eλt (λ ∈ C) 1
s−λ

sin t
cos t
sinh t
cosh t

f(at) (a > 0) 1
aF ( sa )

f(t+ ω) = f(t), t ∈ R+ (ω > 0) 1
1−e−ωs

∫ ω
0
f(t)e−stdt

f(t− b) (b > 0) e−bsF (s)
f(t+ b) (b > 0) ebs(F (s)−

∫ b
0
f(t)e−stdt)

tα (α > 0) Γ (α+1)
sα+1

e−λtf(t) (λ ∈ C) F (s+ λ)
ecttk−1

(k−1)!
1

(s−c)k

(−t)kf(t) F (k)(s)
f (k)(t) (f (j) ∈ D(L) ∩ C(R>0), j = 1, . . . , k) skF (s)−

∑k−1
j=0 s

jf (k−j−1)(0+)

Jedynym trudniejszym wzorem jest wzór na L(tα). Dla s ∈ H0 mamy

L(tα)(s) = lim
r→0+
R→+∞

∫ R

r

tαe−stdt
t=u/s

= lim
r→0+
R→+∞

∫
[rs,Rs]

(u
s

)α
e−u

1
s
du =

1
sα+1

lim
r→0+
R→+∞

∫
[rs,Rs]

uαe−udu.

Pozostaje pokaza¢, »e

lim
r→0+
R→+∞

∫
[rs,Rs]

uαe−udu = lim
r→0+
R→+∞

∫
[r|s|,R|s|]

uαe−udu =
∫ ∞

0

uαe−udu = Γ (α+ 1).

W tym celu korzystamy z twierdzenia o residuach dla obszaru ograniczonego drog¡

[r|s|, R|s|] ∪ Cϕ0 (R|s|) ∪ (−[rs,Rs]) ∪ (−Cϕ0 (r|s|)),
gdzie ϕ = Arg s ∈ (−π/2, π/2). Pozostaje oszacowa¢ caªki po ªukach:∣∣∣ ∫

Cϕ0 (τ |s|)
zαe−zdz

∣∣∣ 6 ∣∣∣ ∫ ϕ

0

(τ |s|)α+1e−τ |s| cos tdt
∣∣∣ 6 π

2
(τ |s|)α+1e−τ |s| cosϕ

 −→τ→0+
0

−→
τ→+∞

0
.

Przykªad 2.16.2. Rozwa»my równanie

any
(n) + · · ·+ a1y

′ + a0y = f(t),

gdzie y ∈ D(L), y(j) ∈ D(L) ∩ C(R>0), j = 1, . . . , n, f ∈ D(L). Niech L(f) = F , L(y) = Y , pj := y(j)(0+),
j = 0, . . . , n, P (s) := ans

n + · · ·+ a1s+ a0. Dostajemy

F =
n∑
k=0

akL(y(k)) =
n∑
k=0

ak

(
skY −

k−1∑
j=0

sjpk−j−1

)
= PY −Q,

gdzie Q ∈ Pn−1(C).
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ROZDZIA� 3

Funkcje holomor�czne II

3.1. Twierdzenie o residuach pochodnej logarytmicznej, twierdzenia Rouchégo i Hurwitza

Twierdzenie 3.1.1 (Twierdzenie o residuach pochodnej logarytmicznej). Niech D b¦dzie obszarem p�
spójnym ograniczonym p drogami Jordana zorientowanymi dodatnio, niech D ⊂ Ω, gdzie Ω jest zbiorem
otwartym, i niech f ∈M(Ω), f 6≡ 0 na D, b¦dzie taka, »e f−1(0)∪ S(f) ⊂ D (f−1(0)∪ S(f) musi by¢ zbio-
rem sko«czonym). Niech α(z) := ordz f , z ∈ f−1(0), i niech β(b) oznacza rz¡d bieguna funkcji f w punkcie
b ∈ S(f). Wtedy, dla dowolnej funkcji ϕ ∈ O(Ω), mamy

1
2πi

∫
∂D

ϕ(ζ)
f ′(ζ)
f(ζ)

dζ =
∑

z∈f−1(0)

α(z)ϕ(z)−
∑

b∈S(f)

β(b)ϕ(b).

W szczególno±ci, dla ϕ = 1, mamy

1
2πi

∫
∂D

ϕ(ζ)
f ′(ζ)
f(ζ)

dζ = Z −B,

gdzie Z (odp. B) oznacza liczb¦ zer (odp. biegunów) funkcji f liczonych z krotno±ciami.

Dowód . Na postawie twierdzenia o residuach, mamy

1
2πi

∫
∂D

ϕ(ζ)
f ′(ζ)
f(ζ)

dζ =
∑

z∈f−1(0)

resz
(
ϕ
f ′

f

)
+
∑

b∈S(f)

resb
(
ϕ
f ′

f

)
=

∑
z∈f−1(0)

α(z)ϕ(z)−
∑

b∈S(f)

β(b)ϕ(b),

poniewa», je»eli f(z) = (z − a)kg(z), z ∈ A(a, 0, r) ⊂⊂ D, gdzie k ∈ Z oraz g ∈ O(K(a, r)), g(a) 6= 0, to

ϕ(z)
f ′(z)
f(z)

= ϕ(z)
k(z − a)k−1g(z) + (z − a)kg′(z)

(z − a)kg(z)
= ϕ(z)

k

z − a
+ ϕ(z)

g′(z)
g(z)

, z ∈ A(a, 0, r). �

Twierdzenie 3.1.2 (Twierdzenie Rouchégo
(

1
)
). Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem ograniczonym, i niech

f, g ∈ O(D)∩C(D), b¦d¡ takie, »e |g(ζ)| < |f(ζ)|, ζ ∈ ∂D. Wtedy f+g i f maj¡ w D tyle samo zer liczonych
z krotno±ciami.

Dowód . Zauwa»my, »e funkcje f + g i f nie mog¡ mie¢ zer na ∂D � mog¡ wi¦c mie¢ w D tylko sko«czon¡
liczb¦ zer. Niech G ⊂⊂ D b¦dzie obszarem p�spójnym ograniczonym p drogami Jordana zorientowanymi
dodatnio takim, »e (f + g)−1(0)∪ f−1(0) ⊂ G oraz |g(ζ)| < |f(ζ)|, ζ ∈ ∂G. Istnienie obszaru G wynika np. z
rozumowania korzystaj¡cego z siatek kwadratowych, tak jak to robili±my w dowodzie Propozycji 2.6.5.

Zauwa»my, »e dla ζ ∈ ∂G i t ∈ [0, 1] mamy |f(ζ) + tg(ζ)| > |f(ζ)| − t|g(ζ)| > |f(ζ)| − |g(ζ)| > 0, co
w szczególno±ci oznacza, funkcja f + tg nie ma zer na ∂G. Niech Z(t) oznacza liczb¦ zer funkcji f + tg w G
liczonych z krotno±ciami. Na podstawie twierdzenia o residuach pochodnej logarytmicznej wiemy, »e

Z(t) =
1

2πi

∫
∂G

f ′(ζ) + tg′(ζ)
f(ζ) + tg(ζ)

dζ, t ∈ [0, 1].

Pozostaje zauwa»y¢, »e Z jest funkcj¡ ci¡gª¡ zmiennej t (na podstawie twierdzenia z Analizy o funkcjach
danych caªk¡). �

`
1
´
Eugene Rouché (1832�1910) � matematyk francuski.
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Wniosek 3.1.3. Dowolny wielomian P ∈ Pn(C), degP = n > 1, ma dokªadnie n pierwiastków zespolonych
liczonych z krotno±ciami.

Dowód . Niech P (z) = anz
n + · · · + a1z + a0, f(z) := anz

n, g(z) := an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0. Wtedy

|g(ζ)| < |f(ζ)|, ζ ∈ C(R), dla dostatecznie du»ego R (�wiczenie). Teraz wystarczy ju» tylko skorzysta¢
z twierdzenia Rouchégo. �

Twierdzenie 3.1.4 (Twierdzenie Hurwitza
(

2
)
). Niech D ⊂ C b¦dzie dowolnym obszarem, (fk)∞k=1 ⊂ O(D),

fk −→ f niemal jednostajnie w D, f 6≡ 0. Wtedy dla a ∈ D i d ∈ Z+, NWSR:
(i) a ∈ D jest zerem d�krotnym funkcji f ;
(ii) istnieje ε > 0 takie, »e dla dowolnego 0 < δ < ε, istnieje k0 ∈ N takie, »e dla dowolnego k > k0

funkcja fk ma w K(a, δ) dokªadnie d zer liczonych z krotno±ciami.

Dowód . (i) =⇒ (ii): Dobierzmy ε > 0 takie, »e f(z) 6= 0, z ∈ K(a, ε) \ {a}. Niech 0 < δ < ε i niech

η :=
1
2

min{|f(z)| : z ∈ C(a, δ)} > 0.

Dobierzmy k0 ∈ N tak, by |fk(z) − f(z)| 6 η dla z ∈ K(a, δ), k > k0. Wtedy, dla z ∈ C(a, δ) i k > k0,
mamy |fk(z)− f(z)| 6 η < 2η 6 |f(z)|. Korzystaj¡c z twierdzenia Rouchégo, wnioskujemy st¡d, »e funkcje
fk = (fk − f) + f i f maj¡ w K(a, δ) tyle samo zer liczonych z krotno±ciami.

(ii) =⇒ (i): Poprzednie rozumowanie pokazuje, »e f musi mie¢ w a zero krotno±ci d. �

Wniosek 3.1.5. Niech D ⊂ C b¦dzie dowolnym obszarem, (fk)∞k=1 ⊂ O(D), fk −→ f niemal jednostajnie
w D, f 6≡ const. Zaªó»my, »e dla dowolnego k funkcja fk jest injektywna. Wtedy f jest injektywna.

Dowód . Przypu±¢my, »e f(a) = f(b) =: c dla pewnych a, b ∈ D, a 6= b. Niech K(a, r)∩K(b, r) = ∅. Stosuj¡c
twierdzenie Hurwitza do funkcji (fk− c)∞k=1, f − c i punktu a (odp. b), wnioskujemy, »e istnieje k0 ∈ N takie,
»e dla dowolnego k > k0 funkcja fk − c ma zarówno w kole K(a, r) jak i w kole K(b, r), co najmniej po
jednym zerze, powiedzmy, ak, bk, czyli fk(ak) = fk(bk), k > k0 � sprzeczno±¢. �

3.2. Twierdzenie Schottky'ego

Twierdzenie 3.2.1 (Twierdzenie Schottky'ego
(

3
)
). Dla dowolnych liczb α > 0 i 0 < θ < 1 istnieje staªa

M(α, θ) > 0 taka, »e dla dowolnego r > 0 i funkcji f ∈ O(K(r)) takiej, »e 0, 1 /∈ f(K(r)) oraz |f(0)| 6 α,
mamy |f(z)| 6M(α, θ), z ∈ K(θr).

Na wst¦pie poka»emy, »e Twierdzenie Schottky'ego jest równowa»ne ka»demu z nast¦puj¡cych dwóch
twierdze«.

Twierdzenie 3.2.2 (Twierdzenie Montela). Dla dowolnego obszaru D ⊂ C, dowolna rodzina R ⊂ O(D)
taka, »e istniej¡ w1, w2 ∈ C, w1 6= w2, takie, »e w1, w2 /∈ f(D), f ∈ R, jest normalna.

Zauwa»my, »e oczywi±cie ka»da rodzina ograniczona nie przyjmuje dwóch warto±ci. St¡d oraz z Lematu
2.4.2 wynika, »e powy»sze twierdzenie Montela stanowi daleko id¡ce uogólnienie Propozycji 2.4.3.

Twierdzenie 3.2.3 (Twierdzenie Schottky'ego II). Dla dowolnego α > 0 rodzina

Fα := {f ∈ O(D,C \ {0, 1}) : |f(0)| 6 α}
jest normalna.

Dowód tego, »e Twierdzenie 3.2.1 =⇒ Twierdzenie 3.2.2. Po zastosowaniu transformacji f 7−→ f−w1
w2−w1

, mo-
»emy zaªo»y¢, »e w1 = 0, w2 = 1. Wobec Lematu 2.4.2, wystarczy pokaza¢, »e rodzina R jest lokalnie
normalna. We¹my dowolny ci¡g (fn)∞n=1 ⊂ R. Ustalmy K(a, r) ⊂ D. Je»eli ci¡g (fn(a))∞n=1 jest ograniczony,
np. |fn(a)| 6 α, n ∈ N, to na podstawie twierdzenia Schottky'ego |fn(z)| 6M(α, θ), z ∈ K(θr), n ∈ N (dla
dowolnego 0 < θ < 1). Mo»emy wi¦c skorzysta¢, ze standardowego twierdzenia Montela (Propozycja 2.4.3).`

2
´
Adolf Hurwitz (1859�1919) � matematyk niemiecki.`

3
´
Friedrich Schottky (1851�1935) � matematyk niemiecki.
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Je»eli ci¡g (fn(a))∞n=1 jest nieograniczony, to przechodz¡c do podci¡gu, mo»emy zaªo»y¢, »e (1/fn(a))∞n=1

jest ci¡giem ograniczonym. Zde�niujmy gn := 1/fn (pami¦tamy, »e 0 /∈ fn(D)), n ∈ N. Oczywi±cie 0, 1 /∈
gn(D), n ∈ N. Powtarzaj¡c poprzedni¡ cz¦±¢ dowodu wnioskujemy, »e gnk −→ g niemal jednostajnie w K(r)
oraz g(a) = 0. Wobec twierdzenia Hurwitza, musi by¢ g ≡ 0, a st¡d fnk −→ ∞ niemal jednostajnie
w K(a, r). �

Jest oczywiste, »e Twierdzenie 3.2.2 =⇒ Twierdzenie 3.2.3.

Dowód tego, »e Twierdzenie 3.2.3 =⇒ Twierdzenie 3.2.1. Przypu±¢my, »e dla pewnych α > 0, 0 < θ < 1
istniej¡ ci¡gi (rn)∞n=1 ⊂ R>0, fn ∈ O(K(rn),C\{0, 1}) i an ∈ K(θrn) takie, »e |fn(0)| 6 α, ale fn(an) −→∞.
Zde�niujmy gn(z) := fn(rnz), z ∈ D, n ∈ N. Oczywi±cie, (gn)∞n=1 ⊂ Fα. W takim razie, wobec normalno±ci
rodziny Fα oraz faktu, i» ci¡g (gn(0))∞n=1 jest ograniczony, mo»emy zaªo»y¢, »e gn −→ g0 niemal jednostajnie
w D, gdzie g0 ∈ O(D). Niech bn := an/rn. Oczywi±cie, |bn| 6 θ. Mo»emy wi¦c zaªo»y¢, »e bn −→ b0 ∈ K(θ).
W takim razie, fn(an) = gn(bn) −→ g0(b0) ∈ C � sprzeczno±¢. �

Idea dowodu Twierdzenia 3.2.3 b¦dzie oparta na [Min-Sch 1983]. Przypomnijmy, »e

γ(z) :=
1

1− |z|2
, z ∈ D.

Lemat 3.2.4. (a) ∆(lnγ) = 4γ2 na D.
(b) Niech δ ∈ C(D,R+), U := {z ∈ D : δ(z) > 0}. Zaªó»my, »e δ ∈ C2(U) oraz ∆(ln δ) > 4δ2 na U .

Wtedy δ 6 γ
(

4
)
.

Dowód . (a)

∆(lnγ)(z) = −∆ ln(1− |z|2) =
∂

∂x

2x
1− |z|2

+
∂

∂y

2y
1− |z|2

=
2

1− |z|2
+

4x2

(1− |z|2)2
+

2
1− |z|2

+
4y2

(1− |z|2)2
= 4γ2(z), z ∈ D.

(b) Dla 0 < r < 1, zde�niujmy

γr(z) :=
r

r2 − |z|2
, gr(z) :=

δ(z)
γr(z)

= δ(z)
r2 − |z|2

r
, z ∈ K(r).

Zauwa»my, »e ∆(ln γr) = 4γ2
r . Oczywi±cie lim|z|→r gr(z) = 0. Je»eli δ 6≡ 0 w K(r), to istnieje punkt zr ∈

K(r), w którym gr przyjmuje maksimum dodatnie. Funkcja δ jest klasy C2 w otoczeniu zr. W takim razie
∆(ln gr)(zr) 6 0, a st¡d

4(δ2(zr)− γ2
r (zr)) 6 ∆(ln δ)(zr)−∆(ln γr)(zr) = ∆(ln gr)(zr) 6 0.

Wynika st¡d, »e gr 6 1 w K(r), a wi¦c

δ(z)
γ(z)

= lim
r→1−

gr(z) 6 1, z ∈ D. �

Lemat 3.2.5 (Lemat Ahlforsa�Schwarza
(

5
)
). Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem, β ∈ C(D,R+),

D0 := {z ∈ D : β(z) > 0}.

Zaªó»my, »e β ∈ C2(D0) oraz ∆(lnβ) > Cβ2 na D0 dla pewnej staªej C > 0. Wtedy dla dowolnej funkcji
f ∈ O(D, D) mamy β(f)|f ′| 6 2√

C
γ
(

6
)
.

`
4
´
Uwaga: Mo»na pokaza¢ (�wiczenie), »e albo δ(z) < γ(z), z ∈ D, albo δ ≡ γ.`

5
´
Lars Ahlfors (1907�1996) � matematyk �«ski.`

6
´
A przy silniejszej wersji Lematu 3.2.4 mamy nawet wi¦cej: albo β(f(z))|f ′(z)| < 2√

C
γ(z), z ∈ D, albo β(f)|f ′| ≡ 2√

C
γ.
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Dowód . Zde�niujmy, δ :=
√
C
2 β(f)|f ′|. Zauwa»my, »e δ ∈ C(D,R+),

U := {z ∈ D : δ(z) > 0} = {z ∈ f−1(D0) : f ′(z) 6= 0},

δ ∈ C2(U), ln |f ′| ∈ H(U) (zob. Wniosek 4.1.5(b)). Na U mamy

∆(ln δ) = ∆(ln(β ◦ f)) = ((∆ lnβ) ◦ f)|f ′|2 > Cβ2(f)|f ′|2 = 4δ2.

Teraz mo»emy zastosowa¢ Lemat 3.2.4. �

Twierdzenie 3.2.6 (Twierdzenie Liouville'a). Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem, β ∈ C(D,R>0) ∩ C2(D).
Zaªó»my, »e ∆(lnβ) > Cβ2 na D dla pewnej staªej C > 0. Wtedy O(C, D) ' C.

Dowód . Przypu±¢my, »e g ∈ O(C, D), g 6≡ const. Mo»emy zaªo»y¢, »e g′(0) 6= 0. Dla R > 0 zastosujmy
Lemat 3.2.5 do funkcji f(z) := g(Rz), z ∈ D. Dostajemy β(g(0))R|g′(0)| 6 2√

C
, co przy R −→ +∞ prowadzi

do sprzeczno±ci. �

Obserwacja 3.2.7. W przypadku, gdy D := D, β := γ, Twierdzenie 3.2.6 redukuje si¦ do klasycznego
twierdzenia Liouville'a.

Lemat 3.2.8. Niech D := C \ {0, 1},

β(z) :=
(1 + |z|1/3)1/2

|z|5/6
· (1 + |1− z|1/3)1/2

|1− z|5/6
, z ∈ D.

Wtedy

∆(log β)(z) =
1
18

( 1
|z|5/3(1 + |z|1/3)2

+
1

|1− z|5/3(1 + |1− z|1/3)2

)
oraz

lim
z→a

∆(log β)(z)
β2(z)

=

{
+∞, je»eli a =∞
1/36, je»eli a ∈ {0, 1}

.

W szczególno±ci, istnieje C > 0 takie, »e ∆(lnβ) > Cβ2.

Dowód . Poniewa» ln |z|, ln |1− z| ∈ H(D), dostajemy

∆(lnβ)(z) =
1
2

(
∆ ln(1 + |z|1/3) +∆ ln(1 + |1− z|1/3)

)
,

co po prostych rachunkach (�wiczenie) daje »¡dany wzór. �

Dowód Twierdzenia 3.2.3. Ustalmy α > 0. Na rodzin¦ Fα patrzymy jako na rodzin¦ funkcji D −→ Ĉ. Ponie-
wa» przestrze« docelowa jest zwarta, normalno±¢ rodziny F jest równowa»na jej równoci¡gªo±ci (Twierdzenie
Ascoliego) (�wiczenie). Równoci¡gªo±¢ mo»emy sprawdza¢ w metryce sferycznej d na Ĉ (która na C jest
równowa»na zwykªej metryce euklidesowej). Przypomnijmy, »e

d(w1, w2) =
|w1 − w2|√

1 + |w1|2
√

1 + |w2|2
, w1, w2 ∈ C.

Niech β, C b¦d¡ takie, jak w Lemacie 3.2.8. Na podstawie lematu Ahlforsa dostajemy:

β(f)|f ′| 6 2√
C
γ.

Z drugiej strony, bior¡c pod uwag¦ wzrost funkcji β w ∞, istnieje staªa C1 > 0 (niezale»na od f) taka, »e

1
1 + |w|2

6 C1β(w), w ∈ C \ {0, 1}.

a st¡d
|f ′(z)|

1 + |f(z)|2
6 C1β(f(z))|f ′(z)| 6 C1

2√
C

1
1− |z|2

= C2
1

1− |z|2
, z ∈ D.
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Dla zbadania równoci¡gªo±ci Fα, ustalmy dowolne koªo domkni¦te ∆ = K(a, r) ⊂⊂ D. Z poprzedniego
oszacowania dostajemy istnienie staªej M > 0 niezale»nej of f takiej, »e

|f ′(z)|
1 + |f(z)|2

6M, z ∈ ∆.

Niech teraz z1, z2 ∈ ∆. Poka»emy, »e d(f(z1), f(z2)) 6 M |z1 − z2|, f ∈ Fα. We¹my dowolne ε > 0 i niech
ξ0, . . . , ξn ∈ [z1, z2] b¦dzie �podziaªem� odcinka [z1, z2] (ξ0 = z1, ξn = z2) takim, »e:

1 + |f(ξk−1|2√
1 + |f(ξk)|2

√
1 + |f(ξk−1)|2

< 1 + ε,∣∣∣f(ξk)− f(ξk−1)
ξk − ξk−1

− f ′(ξk−1)
∣∣∣ < ε, k = 1, . . . , n.

Poªó»my βk :=
√

1 + |f(ξk)|2
√

1 + |f(ξk−1)|2. Szacujemy:

d(f(z1), f(z2)) 6
n∑
k=1

d(f(ξk−1), f(ξk)) =
∞∑
k=1

1
βk
|f(ξk)− f(ξk−1)|

6
n∑
k=1

1
βk

∣∣∣f(ξk)− f(ξk−1)
ξk − ξk−1

− f ′(ξk−1)
∣∣∣|ξk − ξk−1|+

n∑
k=1

1
βk
|f ′(ξk−1)||ξk − ξk−1|

6
n∑
k=1

ε

βk
|ξk − ξk−1|+

n∑
k=1

M

βk
(1 + |f(ξk−1)|2)|ξk − ξk−1|

6 ε|z1 − z2|+ C

n∑
k=1

(1 + ε)|ξk − ξk−1| = (ε+M(1 + ε))|z1 − z2|,

co przy ε −→ 0 daje szukane oszacowanie. �

3.3. Twierdzenia Picarda

Twierdzenie Sochockiego�Casoratiego�Weierstrassa posiada nast¦puj¡ce daleko id¡ce uogólnienie.

Twierdzenie 3.3.1 (Twierdzenie Picarda
(

7
)
). Niech f ∈ O(A(a, 0, r)) ma w a punkt istotnie osobliwy.

Wtedy dla dowolnego 0 < ε < r:
(a) (Maªe twierdzenie Picarda) ka»da warto±¢ zespolona z wyj¡tkiem co najwy»ej jednej jest przyjmowana

przez f w A(a, 0, ε);
(b) (Wielkie twierdzenie Picarda) ka»da warto±¢ zespolona z wyj¡tkiem co najwy»ej jednej jest przyjmo-

wana przez f w niesko«czenie wielu punktach z A(a, 0, ε).

Dowód . Oczywi±cie, wystarczy pokaza¢ (b). Mo»emy zaªo»y¢, »e a = 0. Przypu±¢my, »e dla pewnego 0 <
ε < r pewne dwie ró»ne warto±ci w1, w2 ∈ C s¡ przyjmowane przez f tylko w sko«czonej liczbie punktów
z D0 := A(0, ε). Zast¦puj¡c f przez f−w1

w2−w1
, sprowadzamy dowód do sytuacji, gdy w1 = 0, w2 = 1. Rozwa»my

ci¡g fn(z) := f(z/2n), z ∈ D0, n ∈ N. Zauwa»my, »e fn(D0) = f(Dn), gdzie Dn := A(0, ε/2n). Wynika st¡d,
»e 0, 1 /∈ fn(D0) dla n � 1. Na podstawie �du»ego� twierdzenia Montela, istnieje podci¡g (fnk)∞k=1 taki, »e
fnk −→ g niemal jednostajnie w D0.

Je»eli g : D0 −→ C, to |fnk | 6 M na K0 := A(ε/3, 2ε/3) dla pewnego M > 0, a st¡d |f | 6 M na
Kk := A(ε/(3 · 2nk), 2ε/2nk), k ∈ N. W konsekwencji, korzystaj¡c z zasady maksimum, wnioskujemy, »e
|f | 6 M na A(0, δ) dla pewnego δ > 0. Wobec twierdzenia Riemanna, wynika st¡d, »e f musi mie¢ w 0
osobliwo±¢ pozorn¡ � sprzeczno±¢.

Je»eli g ≡ ∞, to dla dowolnego M > 0 mamy |fnk | > M na K0, k � 1. Wynika st¡d, »e |f | > M na
Kk, k � 1. Korzystaj¡c z zasady minimum, wnioskujemy, »e |f | 6M na A(0, δ) dla pewnego δ > 0. Wynika
st¡d, »e f(z) −→∞ przy z −→ 0 � sprzeczno±¢. �

`
7
´
Émile Picard (1856�1941) � matematyk francuski.
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3.4. Krotno±¢

De�nicja 3.4.1. Niech D ⊂ Ĉ b¦dzie obszarem, a ∈ D, i niech f ∈ M(D). Powiemy, »e funkcja f jest
d�krotna w otoczeniu punktu a (d ∈ N), je»eli istnieje otoczenie U0 ⊂ D punktu a takie, »e dla dowolnego
otoczenia U ⊂ U0 punktu a istnieje otoczenie V punktu f(a) takie, »e dla dowolnego w ∈ V \{f(a)}, funkcja
f − w ma w U dokªadnie d zer liczonych z krotno±ciami.

Zauwa»my, »e tak zde�niowana krotno±¢ jest wyznaczona jednoznacznie.

Wniosek 3.4.2. Niech D ⊂ Ĉ b¦dzie obszarem, a ∈ D, i niech f ∈M(D). Wtedy NWSR:
(i) funkcja f jest d�krotna w otoczeniu punktu a;
(ii) je»eli a 6∈ S(f), to a jest zerem d�krotnym funkcji f − f(a);
je»eli a ∈ S(f), to a jest biegunem rz¦du d funkcji f (a wi¦c, na podstawie Propozycji 2.10.6, zerem

d�krotnym funkcji 1/f).

Dowód . (ii) =⇒ (i): Zaªó»my najpierw, »e a ∈ D ∩ C \ S(f). Niech r > 0 b¦dzie takie, »e jedynym zerem
funkcji f − f(a) w kole K(a, r) ⊂ D jest punkt a. Niech 0 < δ < r i η := min{|f(z) − f(a)| : z ∈ C(a, δ)}.
Niech 0 < |w − f(a)| < η. Wtedy |f(a) − w| < |f(z) − f(a)|, z ∈ C(a, δ). St¡d, na podstawie twierdzenia
Rouchégo, funkcje f(z) − w = (f(z) − f(a)) + (f(a) − w) i f(z) − f(a) maj¡ w kole K(a, δ) tyle samo zer
liczonych z krotno±ciami.

Niech teraz a = ∞ ∈ D \ S(f), g(z) = f(1/z). Wtedy d = ord0(g − g(0)). Wobec poprzedniego
rozumowania, g jest d�krotna w otoczeniu 0. Wynika st¡d natychmiast, »e f jest d�krotna w otoczeniu ∞.

Zaªó»my, »e a ∈ C ∩ S(f). Wtedy d = orda(1/f). Z poprzedniej cz¦±ci dowodu, wynika, »e funkcja 1/f
jest d�krotna w otoczeniu a, a st¡d oczywi±cie wnioskujemy, »e f jest d�krotna w otoczeniu a.

Przypadek a =∞ ∈ S(f) pozostawiamy jako �wiczenie.
(i) =⇒ (ii): Wynika z poprzedniego rozumowania � �wiczenie. �

Wniosek 3.4.3. Niech D ⊂ Ĉ b¦dzie obszarem i niech f ∈M(D), f 6≡ const. Wtedy f jest odwzorowaniem
otwartym.

Obserwacja 3.4.4. Je»eli f : D −→ C jest odwzorowaniem otwartym, to |f | : D −→ R+ jest odwzorowa-
niem otwartym oraz dla |f | zachodzi zasada maksimum i zasada minimum (ta ostatnia w punktach takich,
»e f(a) 6= 0).

3.5. Odwzorowania biholomor�czne

De�nicja 3.5.1. Niech D1, D2 ⊂ Ĉ b¦d¡ obszarami. Powiemy, »e odwzorowanie bijektywne f : D1 −→ D2

jest biholomor�czne (f ∈ Bih(D1, D2)), je»eli f ∈M(D1) i f−1 ∈M(D2).
Niech Aut(D) := Bih(D,D).

Obserwacja 3.5.2. Je»eli f ∈ Bih(D1, D2), to

Aut(D1) 3 ϕ 7−→ f ◦ ϕ ◦ f−1 ∈ Aut(D2)

jest izomor�zmem grup.

Propozycja 3.5.3. Niech D ⊂ Ĉ (odp. D ⊂ C) b¦dzie obszarem i niech f ∈M(D) (odp. f ∈ O(D)). Wtedy
NWSR:

(i) f jest biholomor�czne tzn. zbiór G := f(D) jest otwarty i f ∈ Bih(D,G);
(ii) f jest injektywne i jednokrotne w otoczeniu ka»dego punktu a ∈ D (zauwa»my, »e na podstawie

Wniosku 3.4.2 w przypadku holomor�cznym warunek ten oznacza, »e f ′(z) 6= 0, z ∈ D);
(iii) f jest injektywne.

Dowód . Implikacje (i) =⇒ (ii) =⇒ (iii) s¡ elementarne.
(iii) =⇒ (i): W przypadku holomor�cznym, na podstawie Wniosku 3.4.2, musi by¢ f ′(z) 6= 0, z ∈ D, co,

na podstawie Propozycji 2.3.1(c), daje biholomor�czno±¢ f .
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W przypadku meromor�cznym, Wniosek 3.4.3 daje otwarto±¢ zbioru G. Pozostaje sprawdzi¢ holomor�cz-
no±¢ odwzorowania f−1 (jako odwzorowania okre±lonego na zespolonej rozmaito±ci jednowymiarowej o war-
to±ciach w zespolonej rozmaito±ci jednowymiarowej).

Holomor�czno±¢ na G \ {∞}, gdy ∞ /∈ D, lub na G \ ({∞} ∪ f(∞)), gdy ∞ ∈ D, wynika natychmiast
z poprzedniej cz¦±ci dowodu.

Holomor�czno±¢ w otoczeniu ∞ wynika z zastosowania poprzedniej cz¦±ci do odwzorowania g := 1/f .
Holomor�czno±¢ w otoczeniu f(∞) wynika z zastosowania poprzedniej cz¦±ci do odwzorowania g(z) :=
f(1/z). Szczegóªy pozostawiamy jako �wiczenie. �

3.6. Odwzorowania biholomor�czne pier±cieni

Propozycja 3.6.1 (Twierdzenie Hadamarda
(

8
)
o trzech okr¦gach). Niech f ∈ O(A(r1, r2)), 0 < r1 < r2 <

+∞, i niech
Mj := sup{lim sup

z→ζ
|f(z)| : ζ ∈ C(rj)}, j = 1, 2.

Wtedy

|f(z)| 6M

ln |z|
r2

ln
r1
r2

1 M

ln |z|
r1

ln
r2
r1

2 , z ∈ A(r1, r2).
W szczególno±ci (�wiczenie), je»eli f ∈ O(A(r1, r2)) ∩ C(A(r1, r2)) oraz

M(r) := max{|f(z)| : z ∈ C(r)},
to funkcja

[ln r1, ln r2] 3 t 7−→ lnM(et)
jest wypukªa.

Zobacz równie» Propozycja 4.4.42.

Dowód . Oczywi±cie mo»emy zaªo»y¢, »e M1, M2 < +∞, f 6≡ const. Niech u(z) := |z|α|f(z)|, z ∈ A(r1, r2).
Zauwa»my, »e u jest odwzorowaniem otwartym bowiem lokalnie u = |eα`f |, gdzie ` jest lokaln¡ gaª¦zi¡
jednoznaczn¡ logarytmu. Dla odwzorowa« otwartych zachodzi zasada maksimum, a wi¦c

|z|α|f(z)| 6 max{rα1M1, r
α
2M2}, z ∈ A(r1, r2).

Dobieraj¡c α tak, by rα1M1 = rα2M2, dostajemy tez¦ (�wiczenie). �

Twierdzenie 3.6.2. Je»eli f ∈ Bih(A(r1, R1),A(r2, R2)), 0 < rj < Rj < +∞, j = 1, 2, to R1/r1 = R2/r2

oraz, z dokªadno±ci¡ do obrotu, odwzorowanie f ma posta¢ f(z) = (r2/r1)z, z ∈ A(r1, R1), lub f(z) = r1R2/z,
z ∈ A(r1, R1).

W szczególno±ci, dla 0 < r < R < +∞,

Aut(A(r,R)) = {z 7−→ eiθz : θ ∈ R} ∪ {z 7−→ eiθrR/z : θ ∈ R};
grupa Aut(A(r,R)) zale»y od jednego parametru rzeczywistego i nie dziaªa translatywnie.

Dowód . Po obªo»eniu odwzorowania f stosownymi homotetiami, mo»emy zaªo»y¢, »e r1 = r2 = 1. Niech
g := f−1. Odwzorowanie f jest wªa±ciwe, zatem

lim
dist(z,∂A(1,R1))→0

dist(f(z), ∂A(1, R2)) = 0.

Zasadnicza my±l dowodu polega na pokazaniu, »e albo

lim
|z|→1

|f(z)| = 1 i lim
|z|→R1

|f(z)| = R2, (†)

albo

lim
|z|→1

|f(z)| = R2 i lim
|z|→R1

|f(z)| = 1. (‡)

`
8
´
Jacques Hadamard (1865�1963) � matematyk francuski.
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Przyjmijmy na moment, »e (†) zachodzi. Wtedy na podstawie twierdzenia Hadamarda o trzech okr¦gach
mamy:

|f(z)| 6 R
ln |z|
lnR1
2 = |z|

lnR2
lnR1 , z ∈ A(1, R1), |g(w)| 6 R

ln |w|
lnR2
1 = |w|

lnR1
lnR2 , w ∈ A(1, R2).

St¡d |f(z)| = |z|
lnR2
lnR1 =: |z|α, z ∈ A(1, R1). Chcemy pokaza¢, »e α = 1.

Mamy f(z) = eiθeαLog z, z ∈ A(1, R1) \ R− (dla pewnego θ ∈ R). Poniewa» f jest funkcj¡ ci¡gª¡ musi
by¢ eiθeα(ln t+iπ) = eiθeα(ln t−iπ), t ∈ (1, R1). St¡d e2απi = 1, a wi¦c α ∈ Z. Poniewa» f jest injektywne musi
by¢ α = ±1. Warunki (†) implikuj¡, »e α = 1.

Przypadek (‡) sprowadza si¦ do powy»szego poprzez obªo»enie odwzorowania f inwersj¡

A(1, R2) 3 w 7−→ R2/w ∈ A(1, R2). (*)

Pozostaje pokaza¢ (†), (‡). Niech r :=
√
R2, B− := A(1, r), B+ := A(r,R2). Poniewa» C(r) nie jest

krzyw¡ homotopijn¡ ze staª¡ w A(1, R2), jej obraz g(C(r)), b¦d¡cy krzyw¡ Jordana, musi �otacza¢� T.
Poniewa» g(C(r)) jest zbiorem zwartym, istniej¡ liczby 1 < s1 < s2 < R1 takie, »e g(C(r)) ⊂ A(s1, s2).
Rozwa»my obszary A+ := f(A(s2, R1)) i A− := f(A(1, s1)). Poniewa» A+ ∩ C(r) = ∅, obszar A+ jest
zawarty w B+ lub w B−. Obkªadaj¡c w razie potrzeby odwzorowanie f inwersj¡ (*), mo»emy zaªo»y¢, »e
A+ ⊂ B+. Oznacza to, »e lim|z|→R1 |f(z)| = R2. Pozostaje pokaza¢, »e A− ⊂ B−. Gdyby A− ⊂ B+,
wtedy mogliby±my poª¡czy¢ pewien (dowolnie wybrany) punkt a+ ∈ A+ z pewnym (dowolnie wybranym)
punktem a− ∈ A− krzyw¡ γ le»¡c¡ w B+. Obraz tej krzywej g(γ) ª¡czyªby punkt g(a+) ∈ A(s2, R1) z
punktem g(a−) ∈ A(1, s1) i byªby rozª¡czny z g(C(r)), co oznaczaªoby, »e krzywa g(C(r)) nie otacza T �
sprzeczno±¢. �

�wiczenie 3.6.3. Scharakteryzowa¢ wszystkie biholomor�zmy f : A(r1, R1) −→ A(r2, R2), 0 6 rj < Rj 6
+∞, j = 1, 2, w przypadkach nie obj¦tych przez Twierdzenie 3.6.2.

3.7. Twierdzenie Riemanna

Twierdzenie 3.7.1 (Twierdzenie Riemanna). Niech D ⊂ Ĉ b¦dzie obszarem jednospójnym takim, »e #∂D >
2. Wtedy istnieje odwzorowanie biholomor�czne f : D −→ D.

Dowód . Przypadek, gdy ∞ ∈ D sprowadzamy do przypadku, gdy D ⊂ C przy pomocy inwersji. Niech
a, b ∈ ∂D, a 6= b. Ustalmy z0 ∈ D i niech

R := {f ∈ O(D,D) : f(z0) = 0, f jest injektywna}.

Idea dowodu jest nast¦puj¡ca: Najpierw poka»emy, »e R 6= ∅. Niech M := sup{|f ′(z0)| : f ∈ R}. Poniewa»
ka»da f ∈ F jest injektywna, musi by¢ M > 0. Niech (fk)∞k=1 ⊂ R, f ′k(z0) −→M . Na podstawie twierdzenia
Montela mo»emy zaªo»y¢, »e fk −→ f0 niemal jednostajnie w D. Oczywi±cie f0 ∈ O(D,D), f ′0(z0) = M > 0.
W szczególno±ci, f0 6≡ const. Poniewa» f0(z0) = 0, zatem f ∈ O(D,D). Na podstawie twierdzenia Hurwitza
f0 ∈ R. Na koniec poka»emy, »e f0(D) = D, a wi¦c f0 jest poszukiwanym odwzorowaniem.

R 6= ∅: Oczywi±cie wystarczy skonstruowa¢ holomor�czne odwzorowanie injektywne f : D −→ D.
W tym za± celu wystarczy skonstruowa¢ holomor�czne odwzorowanie injektywne g : D −→ C takie, »e
K(c, r) ∩ g(D) = ∅ (dla pewnych c ∈ C i r > 0). Istotnie, gdyby±my takie g mieli, to jako mogliby±my
zde�niowa¢ f := r

g−c . Przyst¦pujemy do konstrukcji g.

Je»eli a ∈ C, to niech g b¦dzie gaª¦zi¡ jednoznaczn¡ funkcji
√
z − a. Jest to funkcja injektywna w D

oraz g(D) ∩ (−g(D)) = ∅ (je»eli g(z1) = −g(z2), to g2(z1) = g2(z2), a st¡d z1 = z2, a wi¦c h(z1) = 0 �
sprzeczno±¢). Teraz bierzemy dowolne K(c, r) ⊂ −g(D).

f0(D) = D: Przypu±¢my, »e G := f0(D)  D. Wyka»emy nast¦puj¡cy pomocniczy lemat.

Lemat 3.7.2. Niech G  D b¦dzie obszarem jednospójnym, 0 ∈ G. Wtedy istnieje odwzorowanie injektywne
ψ ∈ O(G,D) takie, »e ψ(0) = 0, |ψ′(0)| > 1 oraz |ψ(z)| > |z|, z ∈ G \ {0}.
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Dowód . Ustalmy c ∈ D \ G i niech G1 := hc(G). Wtedy G1 ⊂ D jest obszarem jednospójnym i 0 /∈ G1.
W szczególno±ci, w G1 istnieje gaª¡¹ g pierwiastka. Niech d := g(hc(0)) i niech ψ := hd ◦ g ◦ hc. Wtedy
ψ : G −→ D jest injektywne i ψ(0) = 0. Zauwa»my, »e ψ−1 = h−c ◦ (h−d)2 ∈ O(D,D) (w sensie przedªu»enia
z ψ(G) na D). Z lematu Schwarza wynika, »e |ψ−1(w)| 6 |w|, w ∈ D∗, |(ψ−1)′(0)| 6 1. Gdyby w której± z tych
nierówno±ci zachodziªa równo±¢, wtedy ψ−1(w) = eiαw, a st¡d (h−d(z))2 = hc(eiαz), z ∈ D� sprzeczno±¢.�

Niech teraz ψ ∈ O(G,D) b¦dzie taka, jak w powy»szym lemacie. Zde�niujmy f := ψ ◦ f0. Wtedy f ∈ R

i |f ′(z0)| = |ψ′(0)f ′0(z0)| = |ψ′(0)|M > M � sprzeczno±¢. �

Wniosek 3.7.3. Niech D ⊂ Ĉ b¦dzie obszarem jednospójnym takim, »e #∂D > 2. Niech z0 ∈ D ∩C, θ ∈ R.
Wtedy istnieje dokªadnie jedno odwzorowanie f ∈ Bih(D,D) takie, »e f(z0) = 0 i θ ∈ arg f ′(z0).

Dowód . Je»eli f1, f2 : D −→ D s¡ dwoma takimi odwzorowaniami, to ϕ = f2 ◦ f−1
1 ∈ Aut(D), ϕ(0) = 0

i ϕ′(0) ∈ R>0. St¡d ϕ = id, a wi¦c f1 ≡ f2.
Na podstawie twierdzenia Riemanna istnieje odwzorowanie biholomor�czne f : D −→ D. Skªadaj¡c g

z hf(z0) ∈ Aut(D), uzyskujemy f(z0) = 0. Teraz skªadaj¡c ze stosownym obrotem dostajemy θ ∈ arg f ′(z0).
�

Obserwacja 3.7.4. (a) Efektywne znalezienie odwzorowania f : D −→ D (lub f−1 : D −→ D) w twierdzeniu
Riemanna jest praktycznie niemo»liwe z wyj¡tkiem sytuacji, gdy obszar D speªnia jakie± dodatkowe warunki
regularno±ci. Tak jest np. dla wielok¡tów, gdzie odwzorowanie biholomor�czne g : H+ −→ D mo»e by¢ dane
tzw. wzorami Christo�ela

(
9
)
.

(b) Twierdzenie Riemanna ma swoje odpowiedniki dla obszarów wielospójnych, jednak obszary kano-
niczne nie s¡ ju» takie proste i intuicyjne, jak dla obszarów jednospójnych. Dla przykªadu:

Ka»dy dwuspójny obszar D ⊂ C, którego »adna skªadowa brzegu nie redukuje si¦ do punktu, da si¦
przeksztaªci¢ biholomor�cznie na pier±cie« A(1, ρ) dla pewnego ρ > 1, przy czym mo»na to zrobi¢ tak, aby
z góry zadanej skªadowej brzegu odpowiadaª okr¡g jednostkowy.

Zauwa»my, »e liczba ρ jest jednoznacznie wyznaczona.

Twierdzenie* 3.7.5 (Twierdzenie Osgooda�Carathéodory'ego
(

10
) (

11
)
). Ka»de odwzorowanie biholo-

mor�czne f : D1 −→ D2 obszarów ograniczonych krzywymi Jordana przedªu»a si¦ do homeomor�zmu
f̃ : D1 −→ D2.

Obserwacja 3.7.6. Twierdzenie Osgooda�Carathéodory'ego mo»na �lokalizowa¢�, np.:
Niech D b¦dzie obszarem jednospójnym takim, »e L ⊂ ∂D, gdzie L jest obrazem ªuku Jordana γ :

[0, 1] −→ C takim, »e γ((0, 1)) = U∩∂D, gdzie U jest pewnym zbiorem otwartym. Wtedy ka»de odwzorowanie
biholomor�czne f : D −→ D rozszerza si¦ do homeomor�zmu f̃ : D∪L −→ D∪C, gdzie C ⊂ T jest pewnym
(domkni¦tym) ªukiem.

Wniosek 3.7.7. Niech D1, D2 ⊂ C b¦d¡ obszarami ograniczonymi krzywymi Jordana zorientowanymi dodat-
nio wzgl¦dem tych obszarów. Niech a1, a2, a3 ∈ ∂D1, b1, b2, b3 ∈ ∂D2 b¦d¡ dowolnymi ukªadami parami ró»-
nych punktów nast¦puj¡cych po sobie w orientacji dodatniej. Wtedy istnieje odwzorowanie f ∈ Bih(D1, D2)
takie, »e f̃(aj) = bj, j = 1, 2, 3 (gdzie f̃ oznacza homeomor�czne rozszerzenie f z twierdzenia Osgooda�
Carathéodory'ego).

Dowód . Wobec twierdze« Riemanna i Osgooda�Carathéodory'ego, wystarczy rozwa»y¢ przypadek D1 =
D2 = D � �wiczenie. �

`
9
´
Elwin Christo�el (1829�1900) � matematyk niemiecki.`

10
´
William Osgood (1864�1943) � matematyk ameryka«ski.`

11
´
Constantin Carathéodory (1873�1950) � matematyk niemiecki
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3.8. Twierdzenie Rungego

Obserwacja 3.8.1. Dla dowolnego zbioru otwartego Ω ⊂ Ĉ istnieje ci¡g zbiorów zwartych Kk ⊂⊂ Ω,
k ∈ N, taki, »e Kk ⊂ intKk+1, Ω =

⋃∞
k=1Kk oraz ka»da skªadowa spójna zbioru otwartego Ĉ \Kk przecina

Ĉ \Ω, k ∈ N.
Istotnie, przypadek Ω = Ĉ jest trywialny. Je»eli ∞ ∈ Ω  Ĉ, to bior¡c z0 ∈ C \Ω i stosuj¡c homogra�¦

1
z−z0 sprowadzamy zadanie do Ω ⊂ C. Wtedy bierzemy Kk := {z ∈ Ω : |z| 6 k, dist(z, ∂Ω) > 1/k}, k � 1.

Niech U b¦dzie skªadow¡ Ĉ \Kk. Przypu±¢my, »e U ⊂ Ω. Rozwa»my dwa przypadki:
• Istnieje punkt a ∈ U taki, »e |a| > k. Wtedy {ta : 1 6 t 6 +∞} ⊂ U , co oznacza, »e ∞ ∈ U �

sprzeczno±¢.
• Istnieje punkt a ∈ U taki, »e dist(a, ∂Ω) < 1/k. Niech b ∈ ∂Ω b¦dzie taki, »e |a − b| = dist(a, ∂Ω).

Wtedy [a, b] ⊂ U � sprzeczno±¢.

Twierdzenie 3.8.2 (Twierdzenie Rungego
(

12
)
). (a) Niech Ω ⊂ Ĉ b¦dzie zbiorem otwartym i niech f ∈

O(Ω). Wtedy istnieje ci¡g (fk)∞k=1 funkcji wymiernych o biegunach w Ĉ \ Ω taki, »e fk −→ f niemal
jednostajnie w Ω. Równowa»nie (�wiczenie): dla dowolnego zbioru zwartego K ⊂⊂ Ω oraz ε > 0 istnieje
funkcja wymierna g o biegunach w Ĉ \Ω taka, »e |g − f | 6 ε na K.

(b) Niech Ω ⊂ C b¦dzie zbiorem otwartym takim, »e Ĉ \Ω jest spójny i niech f ∈ O(Ω). Wtedy istnieje
ci¡g (fk)∞k=1 ⊂ P(C) taki, »e fk −→ f niemal jednostajnie w Ω. Równowa»nie (�wiczenie): dla dowolnego
zbioru zwartego K ⊂⊂ Ω oraz ε > 0 istnieje wielomian g ∈ P(C) taki, »e |g − f | 6 ε na K.

�wiczenie 3.8.3. Pokaza¢, »e twierdzenie Rungego o aproksymacji wielomianami nie zachodzi dla pier±cie-
nia A(r,R), 0 < r < R < +∞.

Dowód . (a) Je»eli Ω = Ĉ, to f ≡ const i twierdzenie jest trywialne. Je»eli∞ ∈ Ω  Ĉ, to bierzemy z0 ∈ C\Ω
i przeksztaªcamy caªo±¢ przez homogra�¦ h(z) := 1

z−z0 . Je»eli g1 jest funkcj¡ wymiern¡ o biegunach w Ĉ\h(Ω)
tak¡, »e |g1−f ◦h−1| 6 ε na h(K), to g := g1 ◦h jest rozwi¡zaniem naszego problemu. Mo»emy wi¦c zaªo»y¢,
»e ∞ /∈ Ω.

Niech (Kk)∞k=1 b¦dzie taki, jak w Obserwacji 3.8.1. Wystarczy umie¢ aproksymowa¢ funkcj¦ f na ka»dym
zbiorze Kk. Ustalmy zbiór K := Kk0 i ε. Niech G b¦dzie zbiorem otwartym opartym na siatce kwadratowej o
oczku [ jm ,

j+1
m ]× [ km ,

k+1
m ] (dla dostatecznie du»ego m) tak, by K ⊂ G ⊂⊂ Ω (por. dowód Propozycji 2.6.5).

Ze wzoru caªkowego Cauchy'ego dostajemy

f(z) =
1

2πi

∫
∂G

f(ζ)
ζ − z

dζ =
N∑
s=1

1
2πi

∫
Ls

f(ζ)
ζ − z

dζ =:
N∑
s=1

fs(z), z ∈ G,

gdzie ka»de Ls jest pojedynczym odcinkiem (poziomym lub pionowym) naszej siatki. Teraz wystarczy umie¢
aproksymowa¢ ka»d¡ z funkcji fs jednostajnie na K funkcjami wymiernymi o biegunach w Ĉ \ Ω. Ustalmy
s. Zrobimy to w dwóch etapach.

Najpierw znajdziemy aproksymacj¦ funkcjami wymiernymi o biegunach na Ls =: [a, b]. Niech ζ(t) :=
a+ t(b− a), ζn,j := ζ( jn ), n ∈ N, j = 0, . . . , n. Dla z ∈ K szacujemy

∣∣∣fs(z)− 1
2πi

n∑
j=1

f(ζn,j)
ζn,j − z

|b− a|
n

∣∣∣ =
∣∣∣ 1
2πi

n∑
j=1

∫ j
n

j−1
n

f(ζ(t))
ζ(t)− z

(b− a)dt− 1
2πi

n∑
j=1

f(ζn,j)
ζn,j − z

b− a
n

∣∣∣
6
|b− a|

2π

n∑
j=1

∫ j
n

j−1
n

∣∣∣ f(ζ(t))
ζ(t)− z

− f(ζn,j)
ζn,j − z

∣∣∣dt.
`
12
´
Karl Runge (1856�1927) � matematyk niemiecki.
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Korzystaj¡c teraz z jednostajnej ci¡gªo±ci funkcjiK×[a, b] 3 (z, ζ) 7−→ f(ζ)
ζ−z , wnioskujemy, »e dla dostatecznie

du»ego n mamy ∣∣∣fs(z)− b− a
2πi n

n∑
j=1

f(ζn,j)
ζn,j − z

∣∣∣ 6 |b− a|
2π

ε, z ∈ K.

W drugim etapie wystarczy, dla danego c ∈ [a, b], umie¢ aproksymowa¢ funkcj¦ 1
z−c jednostajnie na

K funkcjami wymiernymi o biegunach w Ĉ \ Ω. Wynika to natychmiast z nast¦puj¡cego ogólnego lematu
(i wªasno±ci zbioru K).

Lemat 3.8.4 (Lemat o przesuwaniu biegunów). Niech K ⊂⊂ C b¦dzie zbiorem zwartym i niech f = P ( 1
z−a )

b¦dzie funkcj¡ wymiern¡ o biegunie w punkcie a ∈ C \K (P ∈ P(C), degP > 1). Niech b ∈ Ĉ \K le»y w tej
samej skªadowej zbioru Ĉ \K co punkt a. Wtedy dla dowolnego ε > 0 istnieje funkcja wymierna g = Q( 1

z−b )
o biegunie w punkcie b taka, »e |f − g| 6 ε na K (je»eli b =∞, to rozumiemy, »e g jest wielomianem).

Dowód . Niech G oznacza skªadow¡ Ĉ \ K, do której nale»¡ punkty a i b. Odnotujmy, »e zbiór G ∩ C jest
obszarem. Niech G0 oznacza zbiór tych punktów c ∈ G∩C, dla których przy dowolnym ε > 0 istnieje funkcja
wymierna h = R( 1

z−c ) taka, »e |h − f | 6 ε na K. Oczywi±cie a ∈ G0. Poka»emy, »e zbiór G0 jest otwarty
i domkni¦ty w G ∩ C, co udowodni, »e G0 = G ∩ C.

Otwarto±¢: Niech c ∈ G0 i niech h = R( 1
z−c ) b¦dzie funkcj¡ wymiern¡ tak¡, »e |f − h| 6 ε/2 na K.

Niech r := dist(c,K), d ∈ K(c, r/3) ⊂⊂ G. Wystarczy umie¢ aproksymowa¢ jednostajnie na K funkcj¦ 1
z−c

funkcjami postaci S( 1
z−d ). W tym celu wystarczy zauwa»y¢, »e dla z ∈ K mamy | c−dz−d | 6 1/2 oraz

1
z − c

=
1

z − d+ d− c
=

1
z − d

1
1− c−d

z−d
=
∞∑
n=0

(c− d)n

(z − d)n+1
,

przy czym szereg jest jednostajnie zbie»ny na K.
Domkni¦to±¢: Niech d ∈ G′0 ∩ G ∩ C. Dobieramy c ∈ G0 ∩ K(d, r/2), gdzie r := dist(d,K). Wtedy

| c−dz−d | 6 1/2 i mo»emy powtórzy¢ powy»sze rozumowanie.
Pozostaje przypadek, w którym ∞ ∈ G. Dobieramy c ∈ G0 \K(2r), gdzie K ⊂ K(r). Wtedy | zc | 6 1/2,

z ∈ K, oraz

1
z − c

= −1
c

1
1− z

c

= −
∞∑
n=0

zn

cn+1
,

przy czym szereg jest zbie»ny jednostajnie na K. �

(b) Dowód wynika z (a) i z lematu o przesuwaniu biegunów. �

Twierdzenie Rungego o aproksymacji wielomianami mo»na istotnie wzmocni¢.

Twierdzenie* 3.8.5 (Twierdzenie Mergeljana
(

13
)
). Niech K ⊂ C b¦dzie zbiorem zwartym takim, »e zbiór

C \ K jest spójny i niech f ∈ C(K) ∩ O(intK). Wtedy istnieje ci¡g (fk)∞k=1 ⊂ P(C) taki, »e fk −→ f
jednostajnie na K.

Obserwacja 3.8.6. Zauwa»my, »e zaªo»enia w twierdzeniu Mergeljana, to równie» warunki konieczne. Istot-
nie, je»eli funkcja f : K −→ C aproksymuje si¦ jednostajnie na K wielomianami zespolonymi, to f musi by¢
ci¡gªa i na podstawie twierdzenia Weierstrassa, f musi by¢ holomor�czna w intK. Gdyby zbiór otwarty Ĉ\K
miaª skªadow¡ ograniczon¡ D, to dla dowolnego a ∈ D, funkcja f(z) := 1

z−a nie mo»e by¢ aproksymowalna
jednostajnie na K wielomianami, bowiem wtedy, na podstawie zasady maksimum, byªaby aproksymowalna
jednostajnie na D wielomianami.

`
13
´
Sergiej Mergeljan (1928�2008) � matematyk arme«ski.
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3.9. Twierdzenie Mittag-Le�era

Twierdzenie 3.9.1 (Twierdzenie Mittag-Le�era
(

14
)
). Dla dowolnego podzbioru otwartego Ω  Ĉ, zbioru

B ⊂ Ω nie maj¡cego punktów skupienia w Ω i rodziny wielomianów (Pa)a∈B ⊂ P(C) stopnia > 1 takich, »e
Pa(0) = 0, a ∈ B, istnieje funkcja f ∈M(Ω) ∩ O(Ω \B) taka, »e dla ka»dego a ∈ B funkcja

f − Pa
( 1
z − a

)
przedªu»a si¦ holomor�cznie na pewne otoczenie punktu a, tzn. funkcja wymierna Pa( 1

z−a ) jest cz¦±ci¡ gªówn¡
bieguna funkcji f w punkcie a, przy czym, je»eli ∞ ∈ B, to rozumiemy, »e P∞ jest cz¦±ci¡ gªówn¡ bieguna
funkcji f w punkcie ∞.

Dowód . Je»eli ∞ ∈ B, B1 := B \ {∞} i f1 ∈M(Ω)∩O(Ω \B1) jest taka, »e dla dowolnego a ∈ B1, cz¦±ci¡
gªówn¡ bieguna funkcji f1 w punkcie a jest Pa( 1

z−a ), to funkcja f := f1 +P∞ jest rozwi¡zaniem wyj±ciowego
problemu. Mo»emy wi¦c zaªo»y¢, »e ∞ /∈ B.

Je»eli zbiór B jest sko«czony, to bierzemy f :=
∑
a∈B Pa( 1

z−a ). Zaªó»my, »e B jest niesko«czony.
Niech (Kk)∞k=1 b¦dzie ci¡giem kompaktów z Obserwacji 3.8.1 i niech

fk(z) :=
∑

a∈B∩(Kk\Kk−1)

Pa

( 1
z − a

)
, k ∈ N,

przy czym K0 := ∅ oraz
∑
a∈∅ · · · := 0. Ka»dy ze zbiorów B ∩ (Kk \Kk−1) jest sko«czony, zatem funkcja fk

jest poprawnie zde�niowan¡ funkcj¡ wymiern¡ o biegunach w C\Kk−1. Na podstawie lematu o przesuwaniu
biegunów istnieje funkcja wymierna gk o biegunach w Ĉ\Ω taka, »e |fk−gk| 6 1/2k wKk−1. W szczególno±ci,
szereg

∑∞
n=k(fn − gn) jest jednostajnie zbie»ny na Kk−1. Niech f :=

∑∞
n=1(fn − gn). Oczywi±cie f ∈

M(Ω) ∩ O(Ω \B). Ponadto, dla a ∈ B ∩ (Kk0 \Kk0−1), mamy

f − Pa
( 1
z − a

)
=
k0−1∑
n=1

(fn − gn) +
(
fk0 − Pa

( 1
z − a

))
− gk0 +

∞∑
n=k0+1

(fn − gn) =: A+B − gk0 + C,

gdzie
• A ma bieguny w Kk0−1,
• B jest holomor�czna w otoczeniu a,
• C ma bieguny poza Kk0 . �

Twierdzenie Mittag-Le�era mo»na sformuªowa¢ równie» w nast¦puj¡cy sposób:

Twierdzenie 3.9.2 (Twierdzenie Mittag-Le�era). Dla dowolnego podzbioru otwartego Ω  Ĉ, dowolnego
pokrycia otwartego (Ωα)α∈A zbioru Ω i dowolnej rodziny fα ∈M(Ωα), α ∈ A takiej, »e

fα − fβ ∈ O(Ωα ∩Ωβ), α, β ∈ A,
(

15
)

istnieje funkcja f ∈M(Ω) taka, »e
f − fα ∈ O(Ωα), α ∈ A.

Dowód, »e Twierdzenie 3.9.2 implikuje Twierdzenie 3.9.1. Niech Ω, B i (Pa)a∈B b¦d¡ takie, jak w zaªo»e-
niach Twierdzenia 3.9.1. Dobierzmy ra > 0, a ∈ B, tak maªe, »e K(a, ra) ∩K(b, rb) = ∅ dla ka»dych dwóch
punktów a 6= b, a, b ∈ B, przy czym, je»eli ∞ ∈ B, to przez K(∞, r∞) rozumiemy stosowne otoczenie ∞.
Poªó»my

A := {∗} ∪B, Ω∗ := Ω \B, Ωa := K(a, ra), f∗ := 0, fa := Pa

( 1
z − a

)
, a ∈ B,

`
14
´
Magnus Mittag-Le�er (1846�1927) � matematyk szwedzki.`

15
´
Tzn. funkcja fα − fβ przedªu»a si¦ holomor�cznie na Ωα ∩Ωβ .
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przy czym, je»eli ∞ ∈ B, to f∞ := P∞. Mo»na ªatwo sprawdzi¢, »e wszystkie zaªo»enia Twierdzenia 3.9.2 s¡
speªnione. Niech f ∈M(Ω) b¦dzie funkcj¡, której istnienie wynika z tezy Twierdzenia 3.9.2. Wówczas

f = f − f∗ ∈ O(Ω∗) = O(Ω \B), f − Pa
( 1
z − a

)
= f − fa ∈ O(Ωa) = O(K(a, ra)), a ∈ B. �

Dowód, »e Twierdzenie 3.9.1 implikuje Twierdzenie 3.9.2. Niech Ω, (Ωα)α∈A i (fα)α∈A b¦d¡ jak w zaªo»e-
niach Twierdzenia 3.9.2. Poªó»my

Bα := S(fα), B :=
⋃
α∈A

Bα.

Poniewa» fα − fβ ∈ O(Ωα ∩ Ωβ), Bα ∩ Ωβ ⊂ Bβ dla ka»dych α, β ∈ A. W szczególno±ci, zbiór B nie
ma punktów skupienia w Ω. Dla a ∈ Bα, niech Pα,a ∈ P(C) b¦dzie takim wielomianem stopnia > 1, »e
Pα,a(0) = 0 i fα − Pα,a( 1

z−a ) przedªu»a si¦ holomor�cznie na pewne otoczenie punktu a (tzn. Pα,a( 1
z−a )

jest cz¦±ci¡ gªówn¡ bieguna funkcji fα w punkcie a), ze stosown¡ zmian¡ de�nicji, je»eli ∞ ∈ Bα. Poniewa»
fα − fβ ∈ O(Ωα ∩ Ωβ), wnioskujemy st¡d, »e Pα,a nie zale»y od α. Poªó»my Pa := Pα,a. Niech f ∈ M(Ω)
b¦dzie funkcj¡ z tezy Twierdzenia 3.9.1. Wówczas S(f) = B i dla dowolnego α ∈ A i a ∈ Bα, funkcja

f − fα =
(
f − Pa

( 1
z − a

))
−
(
fα − Pa

( 1
z − a

))
przedªu»a si¦ holomor�cznie na pewne otoczenie punktu a, przy czym, je»eli∞ ∈ B, to f−f∞ = (f−P∞)−
(fα − P∞). �

3.10. Twierdzenie Weierstrassa

Twierdzenie 3.10.1 (Twierdzenie Weierstrassa). Dla ka»dego podzbioru otwartego Ω  Ĉ, ka»dego zbioru
S ⊂ Ω nie maj¡cego punktu skupienia w Ω i dowolnej funkcji k : S −→ N, istnieje funkcja f ∈ O∗(Ω \ S)
taka, »e f ma w punkcie a zero krotno±ci k(a), a ∈ S.

Dowód . Je»eli ∞ /∈ Ω, to wybieramy dowolny punkt z0 ∈ Ω \ S i przeksztaªcamy Ω poprzez homogra�¦
h(z) := 1

z−z0 . Wtedy ∞ ∈ Ω1 := h(Ω). Niech S1 := h(S). Przypu±¢my, »e f1 ∈ O∗(Ω1 \ S1) jest taka, »e f1

ma w punkcie h(a) zero krotno±ci k(a), a ∈ S. Wtedy f := f1 ◦ h stanowi rozwi¡zanie naszego problemu.
Tak wi¦c mo»emy zaªo»y¢, »e ∞ ∈ Ω.

Je»eli ∞ ∈ S, to wybieramy dowolny punkt z0 ∈ ∂Ω. Niech S1 := S \ {∞}. Przypu±¢my, »e f1 ∈
O∗(Ω \ S1) jest taka, »e f1 ma w punkcie a zero krotno±ci k(a), a ∈ S1. Wtedy f(z) = f1(z)

(z−z0)k(∞) , z ∈ Ω,
stanowi rozwi¡zanie naszego problemu. Mo»emy wi¦c zaªo»y¢, »e ∞ ∈ Ω \ S.

Je»eli S jest zbiorem sko«czonym, to oczywi±cie jako f mo»na wzi¡¢ wielomian

f(z) :=
∏
a∈S

(z − a)k(a).

Zaªó»my wi¦c, »e S jest niesko«czony, zapiszmy go w postaci ci¡gu s1, s2, . . . i niech a1, a2, . . . b¦dzie ci¡giem
powstaªym z tego ci¡gu przez k(sj)�krotne powtórzenie wyrazu sj . Niech ck ∈ ∂Ω b¦dzie taki, »e |ak− ck| =
dist(ak, ∂Ω), k ∈ N. Zauwa»my, »e |ak − ck| −→ 0 (�wiczenie).

Przyjmijmy na chwil¦, »e nast¦puj¡ce dwa lematy s¡ prawdziwe.

Lemat 3.10.2. Niech Ω  Ĉ b¦dzie zbiorem otwartym i niech fk ∈ O(Ω), k ∈ N. Zaªó»my, »e szereg∑∞
k=1 |fk| jest niemal jednostajnie zbie»ny w Ω. Zde�niujmy In :=

∏n
k=1(1 + fk) ∈ O(Ω), n ∈ N. Wtedy

ci¡g (In)∞n=1 jest niemal jednostajnie zbie»ny w Ω. Niech I := limn→+∞ In =:
∏∞
k=1(1 + fk). Ponadto, dla

a ∈ Ω, mamy: I(a) = 0⇐⇒ ∃k∈N : 1 + fk(a) = 0.

Lemat 3.10.3. Dla k ∈ N, niech

Ek(u) := (1− u) exp
(
u+

u2

2
+ · · ·+ uk

k

)
.

Wtedy |1− Ek(u)| 6 |u|k+1 dla u ∈ D.
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Zako«czmy dowód twierdzenia Weierstrassa. Niech

f(z) :=
∞∏
k=1

Ek

(ak − ck
z − ck

)
, z ∈ Ω

Na podstawie Lematu 3.10.2, wystarczy tylko pokaza¢, »e dla fk(z) := Ek(ak−ckz−ck ) − 1, szereg
∑∞
k=1 |fk|

jest niemal jednostajnie zbie»ny w Ω. Ustalmy zbiór zwarty K ⊂⊂ Ω i niech k0 ∈ N b¦dzie takie, »e
2|ak − ck| 6 dist(K, ∂Ω), k > k0. Wtedy |ak−ckz−ck | 6 1/2 dla z ∈ K i k > k0. Teraz, korzystaj¡c z Lematu
3.10.3, wnioskujemy, »e |fk| 6 (1/2)k+1 na K dla k > k0, co ko«czy dowód twierdzenia Weierstrassa. �

Dowód Lematu 3.10.2. Wystarczy pokaza¢ niemal jednostajn¡ zbie»no±¢ szeregu
∑∞
n=2(In− In−1). Zauwa»-

my, »e

|In| 6
n∏
k=1

(1 + |fk|) 6
n∏
k=1

e|fk| = exp
( n∑
k=1

|fk|
)
,

sk¡d wynika, »e ci¡g (In)∞n=1 jest niemal jednostajnie ograniczony, co, wobec równo±ci |In−In−1| = |In−1||fn|,
daje jego niemal jednostajn¡ zbie»no±¢.

Dla dowodu drugiej cz¦±ci lematu wystarczy pokaza¢, »e istnieje staªa C > 0 taka, »e dla dostatecznie
du»ych n > k0 mamy |

∏n
k=k0

(1 + fk(a))| > C.
Ustalmy otoczenie U ⊂⊂ Ω punktu a i niech k0 ∈ N b¦dzie takie, »e |fk| 6 1/2 na U dla k > k0. Wtedy

dla k > k0, na zbiorze U mamy ∣∣∣ fk
1 + fk

∣∣∣ 6 |fk|
1− |fk|

6 2|fk|,

co oznacza, »e szereg
∑∞
k=k0

fk
1+fk

jest zbie»ny niemal jednostajnie na U . St¡d, na podstawie pierwszej cz¦±ci
dowodu, iloczyn niesko«czony

∞∏
k=k0

(
1− fk

1 + fk

)
=
∞∏

k=k0

1
1 + fk

=
1∏∞

k=k0
(1 + fk)

jest zbie»ny na U . �

Dowód Lematu 3.10.3. Mamy:

E′k(u) = − exp
(
u+

u2

2
+ · · ·+ uk

k

)
+ (1− u) exp

(
u+

u2

2
+ · · ·+ uk

k

)
(1 + u+ · · ·+ uk−1)

= −uk exp
(
u+

u2

2
+ · · ·+ uk

k

)
= −uk

∞∑
j=0

cju
j .

Zauwa»my, »e cj > 0, j ∈ Z+. W szczególno±ci, ord0(1− Ek) > k + 1. Niech

f(u) :=
1− Ek(u)
uk+1

=
∞∑
j=0

aju
j .

Po porównaniu wspóªczynników (�wiczenie), dostajemy aj = cj
k+j+1 , a st¡d aj > 0, j ∈ Z+. Dla u ∈ D

mamy wi¦c |f(u)| 6 f(1) = 1. �

Lemat 3.10.2 mo»na uzupeªni¢ nast¦puj¡co.

Lemat 3.10.4. Przy zaªo»eniach Lematu 3.10.2 mamy

I ′(z)
I(z)

=
∞∑
k=1

f ′k(z)
1 + fk(z)

, z ∈ Ω0 := {z ∈ Ω : I(z) 6= 0},

przy czym szereg jest niemal jednostajnie zbie»ny w Ω0.
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Dowód . Oczywi±cie
I ′n(z)
In(z)

=
n∑
k=1

f ′k(z)
1 + fk(z)

, z ∈ Ω0.

Ponadto, ∣∣∣I ′n
In
− I ′

I

∣∣∣ 6 |I||I ′n − I ′|+ |I ′||In − I||InI|
.

Wystarczy jeszcze zauwa»y¢, »e mianownik ostatniego uªamka jest oddzielony od zera niemal jednostajnie w
Ω0. �

Wniosek 3.10.5. Dla dowolnego obszaru D  Ĉ i dla dowolnej funkcji f ∈ M(D) istniej¡ funkcje g, h ∈
O(D) takie, »e h ∈ O∗(D \ S(f)) oraz f = g/h. W szczególno±ci,M(D) jest ciaªem uªamków O(D).

Dowód . Na podstawie twierdzenia Weierstrassa istnieje funkcja h ∈ O(D) maj¡ca zera dokªadnie w biegu-
nach funkcji f i to krotno±ci równej rz¦dowi bieguna, a poza tym nigdzie si¦ nie zeruj¡ca. Wystarczy teraz
wzi¡¢ g := f · h. �

Obserwacja 3.10.6. (a) Dla dowolnych ci¡gów (an)∞n=1 ⊂ C∗, an −→ ∞, (αn)∞n=1 ⊂ N, niech (zk)∞k=1

powstaje z (an)∞n=1 przez αn�krotne powtórzenie wyrazu an. Dla α ∈ Z+, zde�niujmy

f(z) := zα
∞∏
k=1

Ek

( z
zk

)
, z ∈ C.

Wtedy f ∈ O(C), f ma w z = 0 zero krotno±ci α, oraz w z = an zero krotno±ci αn, n ∈ N. Innych zer funkcja
f nie ma.

Istotnie, jedyny problem to niemal jednostajna zbie»no±¢ iloczynu niesko«czonego. Niech K ⊂⊂ C.
Wtedy |z/zk| 6 1/2 dla z ∈ K i k > k0. Wynika st¡d, »e∣∣∣Ek( z

zk

)
− 1
∣∣∣ 6 (1

2

)k+1

, z ∈ K, k > k0.

(b) Ka»da funkcja f ∈ O(C) maj¡ca niesko«czenie wiele zer przedstawia si¦ w postaci

f(z) = eg(z)zα
∞∏
k=1

Ek

( z
zk

)
, z ∈ C,

gdzie g ∈ O(C).
(c) W konstrukcji przedstawionej w (a) mo»na równie» wzi¡¢

f(z) := zα
∞∏
k=1

Enk

( z
zk

)
, z ∈ C,

gdzie ci¡g (nk)∞k=1 jest taki, »e szereg
∑∞
k=1 |z/zk|nk+1 jest zbie»ny niemal jednostajnie w C.

(d) Zilustrujmy (c): zk := −k, nk := 1, α := 1,

f(z) = z

∞∏
k=1

(
1 +

z

k

)
exp

(
− z

k

)
, z ∈ C.

(e)

sinπz = πz

∞∏
k=1

(
1− z2

k2

)
, z ∈ C.

Istotnie, wiemy, »e

sinπz = eg(z)z

∞∏
k=1

(
1− z2

k2

)
, z ∈ C, (3.10.2)
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dla pewnej funkcji g ∈ O(C). Musimy pokaza¢, »e eg ≡ π. Liczymy pochodn¡ logarytmiczn¡

π ctg πz =
(sinπz)′

sinπz
= g′(z) +

1
z

+
∞∑
k=1

( 1
z − k

+
1

z + k

)
. (3.10.3)

Ze wzoru tego wynika w szczególno±ci, »e g′ jest funkcj¡ nieparzyst¡. Jeszcze raz ró»niczkujemy

π2

sin2 πz
= g′′(z)− 1

z2
−
∞∑
k=1

( 1
(z − k)2

+
1

(z + k)2

)
= g′′(z)−

∞∑
k=−∞

1
(z − k)2

.

Wynika st¡d w szczególno±ci, »e g′′(z+1) = g′′(z), z ∈ C. Niech A := {x+iy : 0 6 x 6 1}. Dla z = x+iy ∈ A,
|y| > 1, mamy: ∣∣∣ ∞∑

k=−∞

1
(z − k)2

∣∣∣ 6 ∞∑
k=−∞

1
(x− k)2 + y2

6 2
∞∑
k=0

1
k2 + y2

,

∣∣∣ π2

sin2 πz

∣∣∣ =
4π2

|eπiz − e−πiz|2
=

4π2

|(e−πy − eπy) cosπx+ i(e−πy + eπy) sinπx|2

=
4π2

e2πy + e−2πy − 2 cos 2πx
6

4π2

e2π|y| − 2
.

Oznacza to, »e limA3z→∞ g′′(z) = 0. A wi¦c g′′ jest ograniczona w A, a wobec okresowo±ci, jest równie»
ograniczona w C, co oznacza, »e g′ ≡ const. Poniewa» g′ jest nieparzysta, musi by¢ g′ ≡ 0, a wi¦c g ≡
const = c. Ze wzoru (3.10.2) wynika, »e

π = lim
z→0

sinπz
z

= ec.

(f) Ze wzoru (3.10.3) dostajemy

π ctg πz =
1
z

+
∞∑
k=1

( 1
z − k

+
1

z + k

)
, z ∈ C.

(g)

1/Γ (z) = eγzz

∞∏
k=1

(
1 +

z

k

)
exp

(
− z

k

)
, z ∈ C, (3.10.4)

gdzie

γ := lim
n→+∞

γn = lim
n→+∞

( n∑
k=1

1
k
− lnn

)
= 0, 577 . . .

jest staª¡ Eulera. W szczególno±ci,

1
Γ (z)Γ (−z)

= − z
π

sinπz, z ∈ C.

Wzór (3.10.4) wynika z nast¦puj¡cego alternatywnego wzoru na funkcj¦ Γ

Γ (z) = lim
n→+∞

n!ez lnn

z(z + 1) · · · (z + n)
, z ∈ C \ Z−. (3.10.5)

Istotnie, (3.10.5) implikuje, »e

1/Γ (z) = z lim
n→+∞

e−z lnn(1 + z/1) · · · (1 + z/n) = z lim
n→+∞

eγnz
n∏
k=1

(
1 +

z

k

)
exp

(
− z

k

)
. (3.10.6)
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Pozostaje udowodni¢ (3.10.5). Niech Γ̂ oznacza funkcj¦ dan¡ praw¡ stron¡ wzoru (3.10.5). Rozumowanie
zastosowane w (3.10.6) pokazuje, »e Γ̂ jest poprawnie okre±lona oraz Γ̂ ∈ O(C \Z−). Wystarczy pokaza¢, »e
Γ̂ = Γ na (0, 1], czyli

Γ (x)
x(x+ 1) · · · (x+ n)

n!nx
−→ 1, x ∈ (0, 1].

Z wªasno±ci funkcji Γ wynika, »e jest to równowa»ne pokazaniu, »e

Γ (x+ n+ 1)
n!nx

−→ 1, x ∈ (0, 1].

Zauwa»my, »e dla x ∈ (0, 1] mamy

Γ (x+ n+ 1) =
∫ ∞

0

tx+ne−tdt 6 nx
∫ n

0

tne−tdt+ nx−1

∫ ∞
n

tn+1e−tdt

= nx
∫ n

0

tne−tdt+ nx−1
(
− tn+1e−t|∞n + (n+ 1)

∫ ∞
n

tne−tdt
)

= nx
∫ ∞

0

tne−tdt+ nx−1

∫ ∞
n

tne−tdt+ nx+ne−n

= nxn! + nx−1

∫ ∞
n

tne−tdt+ nx+ne−n 6 nxn! + nx−1n! + nx+ne−n.

Analogicznie,

Γ (x+ n+ 1) > nx−1

∫ n

0

tn+1e−tdt+ nx
∫ ∞
n

tne−tdt

= nx−1
(
− tn+1e−t|n0 + (n+ 1)

∫ n

0

tne−tdt
)

+ nx
∫ ∞
n

tne−tdt

= nxn! + nx−1

∫ n

0

tne−tdt− nx+ne−n > nxn!− nx+ne−n.

W konsekwencji,

1− nne−n

n!
6
Γ (x+ n+ 1)

n!nx
6 1 +

1
n

+
nne−n

n!
.

Pozostaje jeszcze tylko skorzysta¢ ze wzoru Stirlinga
(

16
)

n! ≈ nn+1/2
√

2π
en

.

Twierdzenie 3.10.7 (Twierdzenie Weierstrassa�Mittag-Le�era). Dla ka»dego podzbioru otwartego Ω  Ĉ,
ka»dego zbioru S ⊂ Ω nie maj¡cego punktu skupienia w Ω i dowolnej funkcji k : S −→ Z∗, istnieje funkcja
f ∈M(Ω)∩O∗(Ω \S), taka, »e f ma w punkcie a zero krotno±ci k(a), je»eli k(a) > 0, i biegun rz¦du −k(a),
je»eli k(a) < 0.

Dowód . Niech S± := {a ∈ S : ±k(a) > 0} i niech f± b¦dzie funkcj¡ skonstruowan¡ na podstawie twierdzenia
Weierstrassa dla zbioru S± i funkcji ±k|S± : f± ∈ O∗(Ω \S±), f ma zero krotno±ci ±k(a) w punkcie a ∈ S±.
Teraz wystarczy wzi¡¢ f := f+/f−. �

Równowa»nym sformuªowaniem Twierdzenia 3.10.7 jest nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 3.10.8 (Twierdzenie Weierstrassa�Mittag-Le�era). Dla ka»dego podzbioru otwartego Ω  Ĉ,
ka»dego pokrycia otwartego (Ωα)α∈A zbioru Ω i dla ka»dej rodziny fα ∈M(Ωα), α ∈ A takiej, »e

fα/fβ ∈ O∗(Ωα ∩Ωβ), α, β ∈ A,
istnieje funkcja f ∈M(Ω) taka, »e

f/fα ∈ O∗(Ωα), α ∈ A.`
16
´
James Stirling (1692�1770) � matematyk szkocki.
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Dowód, »e Twierdzenie 3.10.8 implikuje Twierdzenie 3.10.7. Niech Ω, S i k : S −→ Z∗ b¦d¡ takie, jak
w zaªo»eniach Twierdzenia 3.10.7. Dobierzmy ra > 0, a ∈ S, tak maªe, »e K(a, ra) ∩ K(b, rb) = ∅ dla
dowolnych dwóch punktów a 6= b, a, b ∈ S, przy czym, je»eli∞ ∈ S, to przez K(∞, r∞) rozumiemy stosowne
otoczenie ∞. Poªó»my

A := {∗} ∪ S, Ω∗ := Ω \ S, Ωa := K(a, ra), a ∈ S, f∗ := 1, fa := (z − a)k(a), a ∈ S,

przy czym, je»eli ∞ ∈ S, to f∞ := z−k(∞). Jest widoczne, »e wszystkie zaªo»enia Twierdzenia 3.10.8 s¡
speªnione. Niech f ∈M(Ω) b¦dzie funkcj¡, której istnienie wynika z tezy Twierdzenia 3.10.8. Wówczas

f = f/f∗ ∈ O∗(Ω∗) = O∗(Ω \ S), f · (z − a)−k(a) = f/fa ∈ O∗(Ωa) = O∗(K(a, ra)), a ∈ S. �

Dowód, »e Twierdzenie 3.10.7 implikuje Twierdzenie 3.10.8. Niech Ω, (Ωα)α∈A i (fα)α∈A b¦d¡ takie, jak
w zaªo»eniach Twierdzenia 3.10.8. Poªó»my

Sα := S(fα) ∪ f−1
α (0), S :=

⋃
α∈A

Sα.

Poniewa» fα/fβ ∈ O∗(Ωα ∩ Ωβ), Sα ∩ Ωβ ⊂ Sβ dla dowolnych α, β ∈ A. W szczególno±ci, zbiór S nie ma
punktów skupienia w Ω. Dla a ∈ Sα niech

k(α, a) :=

{
−(rz¡d bieguna funkcji fα w punkcie a), gdy a ∈ S(fα)
orda f, gdy fα(a) = 0

.

Poniewa» fα/fβ ∈ O∗(Ωα ∩ Ωβ), wnioskujemy st¡d, »e k(α, a) nie zale»y od α. Poªó»my k(a) := k(α, a).
Niech f ∈M(Ω) b¦dzie funkcj¡ z tezy Twierdzenia 3.10.7. Wówczas f nie ma zer ani biegunów poza zbiorem
S i dla ka»dego α ∈ A i a ∈ Sα funkcja

f

fα
=

f · (z − a)−k(a)

fα · (z − a)−k(a)

przedªu»a si¦ do funkcji holomor�cznej, nie maj¡cej zer w pewnym otoczeniu punktu a, przy czym, je»eli
∞ ∈ Sα, to

f

fα
=

f · zk(∞)

fα · zk(∞)
. �

Twierdzenie 3.10.9 (Twierdzenie Weierstrassa�Mittag-Le�era). Dla ka»dego podzbioru otwartego Ω  Ĉ,
ka»dego zbioru S ⊂ Ω nie maj¡cego punktu skupienia w Ω, dowolnej rodziny wielomianów (Pa)a∈S ⊂ P(C),
istnieje funkcja f ∈ O(Ω) taka, »e dla dowolnego a ∈ S rozwini¦cie funkcji f w szereg Taylora o ±rodku
w punkcie zaczyna si¦ od Pa(z − a), przy czym, je»eli ∞ ∈ S rozumiemy, »e rozwini¦cie funkcji f(1/z)
w szereg Taylora o ±rodku w 0 zaczyna si¦ od P∞(z).

Zauwa»my, »e twierdzenie implikuje, »e orda(f − Pa) > degPa + 1, a ∈ S.

Dowód . Na podstawie twierdzenia Weierstrassa istnieje funkcja g ∈ O∗(Ω \ S) taka, »e orda g = degPa + 1,
a ∈ S. Na podstawie twierdzenia Mittag-Le�era, istnieje funkcja h ∈ M(Ω) ∩ O(Ω \ S) taka, »e ha :=
h− Pa(z−a)

g jest holomor�czna w otoczeniu a dla dowolnego a ∈ S (je»eli a =∞, to h∞ := h− P∞(1/z)
g jest

holomor�czna w otoczeniu ∞). Zde�niujmy f := h · g. W otoczeniu ka»dego punktu a ∈ S mamy

f − Pa(z − a) = h · g − Pa(z − a) = g
(
h− Pa(z − a)

g

)
= g · ha,

sk¡d wynika, »e orda(f − Pa(z − a)) > orda g = degPa + 1, co oznacza, »e pocz¡tek rozwini¦cia Taylora
funkcji f w punkcie a musi si¦ pokrywa¢ z Pa(z − a). �
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3.11. Funkcja ζ Riemanna

ζ(z) :=
∞∑
n=1

1
nz

=
∞∑
n=1

1
ez lnn

, z ∈ H1.

Poniewa» |nz| = |ez lnn| = e(Re z) lnn = nRe z, powy»szy szereg jest niemal jednostajnie zbie»ny i de�niuje
funkcj¦ holomor�czn¡, zwan¡ funkcj¡ ζ Riemanna.

Propozycja 3.11.1 (Twierdzenie Eulera). Niech (pk)∞k=1 ⊂ N oznacza ci¡g wszystkich kolejnych liczb pierw-
szych. Wtedy

ζ(z) =
∞∏
k=1

1
1− p−zk

, z ∈ H1.

Dowód . Ustalmy z ∈ H1. Poniewa» |p−zk | = p−Re z
k < 1, zatem

n∏
k=1

1
1− p−zk

=
n∏
k=1

∞∑
m=0

(p−zk )m =
∞∑

m1,...,mn=0

(pm1
1 · · · pmnn )−z.

Pozostaje jeszcze skorzysta¢ z jednoznaczno±ci rozkªadu na czynniki pierwsze. �

Twierdzenie* 3.11.2. Funkcja ζ przedªu»a si¦ do funkcji meromor�cznej na C \ {1} takiej, »e:
• ζ ma w punkcie 1 biegun jednokrotny oraz res1 ζ = 1,
• ζ speªnia równanie Riemanna

ζ(z) = 2e(z−1) ln(2π)Γ (1− z)ζ(1− z) sin(
π

2
z),

• ζ(−2k) = 0, k ∈ N (zera w punktach z = −2k, k ∈ N, nazywamy trywialnymi),
• funkcja ζ nie ma nietrywialnych zer poza pasem {z ∈ C : 0 < Re z < 1}.

Hipoteza Riemanna. Wszystkie nietrywialne zera funkcji Riemanna le»¡ na prostej Re z = 1
2 .

3.12. Lemat Fatou

Twierdzenie 3.12.1 (Twierdzenie Lindelöfa
(

17
)
). Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem Jordana, ζ0 ∈ ∂D i niech

f ∈ O(D) ∩ C(D \ {ζ0}) b¦dzie ograniczona. Wtedy, je»eli lim
∂D3ζ→ζ−0

f(ζ) = a i lim
∂D3ζ→ζ+0

f(ζ) = b, to a = b

oraz lim
D3z→ζ0

f(z) = a.

Dowód . Wobec twierdzenia Osgooda�Carathéodory'ego mo»na zaªo»y¢, »e D = D. Niech |f | 6M .
Zaªó»my najpierw, »e a = b = 0. Ustalmy ε > 0 i niech punkty A,B ∈ T le»¡ symetrycznie wzgl¦dem ζ0

i tak, »e |f(ζ)| 6 ε, ζ ∈
_

AB. B¦dziemy chcieli pokaza¢, »e |f(z)| 6
√
Mε, z ∈ [A,B] (co zako«czy dowód).

Dla uproszczenia zaªó»my, »e prosta AB pokrywa si¦ z osi¡ 0x. Niech S oznacza obszar ograniczony ªukiem
_

AB i odcinkiem [A,B]. Niech S′ b¦dzie obszarem symetrycznym wzgl¦dem S (wzgl¦dem osi 0x) i niech ∆
oznacza caª¡ �soczewk¦�. Dla 0 < α < 1 zde�niujmy

gα(z) := f(z)f(z)(z − ζ0)α(z − ζ0)α, ζ ∈ ∆ \ {ζ0}.
Jest to funkcja holomor�czna w ∆ i ci¡gªa w ∆ (w punktach ζ0 i ζ0 kªadziemy zero � tu korzystamy
z ograniczono±ci funkcji f). Na ∂∆ mamy |gα| 6Mεd2α, gdzie d := diam∆. Z zasady maksimum nierówno±¢
ta przenosi si¦ do ∆. W szczególno±ci, na odcinku [A,B] dostajemy |gα(z)| = |f(z)|2|z − ζ0|2α 6 Mεd2α.
Teraz wystarczy α −→ 0.

W przypadku ogólnym post¦pujemy nast¦puj¡co. Niech g := (f − a)(f − b). Wtedy g speªnia zaªo»enia
naszego twierdzenia z a = b = 0 i na podstawie pierwszej cz¦±ci dowodu mamy limD3z→ζ0 g(z) = 0. Poniewa»
f jest ograniczona, z dowolnego ci¡guD 3 zk −→ ζ0 mo»emy wybra¢ podci¡g (zk(`))∞`=1 taki, »e f(zk(`)) −→ a

`
17
´
Ernst Lindelöf (1870�1946) � matematyk �«ski.
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lub f(zk(`)) −→ b. Wystarczy wi¦c wykluczy¢ sytuacj¦, w której a 6= b. W tej sytuacji, niech D 3 zk −→ ζ0,
f(zk) −→ a, D 3 wk −→ ζ0, f(wk) −→ b, K(a, r) ∩ K(b, r) = ∅, f(zk) ∈ K(a, r), f(wk) ∈ K(b, r),
k ∈ N. Niech ck b¦dzie punktem le»¡cym na przeci¦ciu f([zk, wk]) i symetralnej odcinka [a, b] i niech uk ∈
[zk, wk] ∩ f−1(ck). Wtedy uk −→ ζ0, ale z ci¡gu (f(uk))∞k=1 nie mo»na wybra¢ podci¡gu zbie»nego do a lub
b. �

Twierdzenie 3.12.2 (Lemat Fatou
(

18
)
). Je»eli f ∈ O(D) jest ograniczona, to dla prawie wszystkich

ζ0 = eiθ0 ∈ T istnieje sko«czona granica k¡towa, tzn. dla dowolnego A > 1 istnieje granica

lim
D3z→ζ0

|z−ζ0|6A(1−|z|)

f(z);

w szczególno±ci, istnieje granica radialna
lim
r→1

f(reiθ0).

Dowód b¦dzie oparty nast¦puj¡cym lemacie.

Lemat 3.12.3 (Lemat �ojasiewicza
(

19
)
). Niech D  C b¦dzie obszarem, g ∈ O(D), ζ0 ∈ ∂D. Zaªó»my, »e

granica limz→ζ0 g(z) =: c istnieje i jest sko«czona. Wtedy dla dowolnego A > 2 mamy

lim
D3z→ζ0

|z−ζ0|6Aδ(z)

(z − ζ0)g′(z) = 0,

gdzie δ(z) := 1
2 dist(z, ∂D), z ∈ D.

Zauwa»my, »e w przypadku D = D mamy δ(z) = 1
2 (1− |z|), co oznacza, »e istnieje granica k¡towa.

Dowód . Niech C(z) := C(z, δ(z)), η(z) = max{|g(ζ) − c| : ζ ∈ C(z)}, z ∈ D. Ze wzoru Cauchy'ego dla
pochodnej, dla |z − ζ0| 6 Aδ(z), dostajemy

|(z − ζ0)g′(z)| =
∣∣∣(z − ζ0)

1
2πi

∫
C(z)

g(ζ)− c
(ζ − z)2

dζ
∣∣∣ 6 |z − ζ0|η(z)

δ(z)
6 Aη(z) −→

z→ζ0
0. �

Dowód lematu Fatou. Niech |f | 6M . Zde�niujmy

F (z) :=
∫

[0,z]

f(ζ)dζ, z ∈ D.

Wtedy F ∈ O(D), F ′ = f oraz

|F (z1)− F (z2)| 6M |z1 − z2|, z1, z2 ∈ D.

W szczególno±ci, funkcja F przedªu»a si¦ na D do funkcji F̂ speªniaj¡cej warunek Lipschitza ze staª¡ M
(�wiczenie). Niech Φ(θ) := F̂ (eiθ). Zauwa»my, »e

|Φ(θ1)− Φ(θ2)| 6M |eiθ1 − eiθ2 |
(�wiczenie)

6 const |θ1 − θ2|, θ1, θ2 ∈ [0, 2π].

Na podstawie twierdzenia Rademachera
(

20
)
wiemy, »e funkcja Φ ma dla prawie wszystkich θ ∈ [0, 2π]

pochodn¡. Niech θ0 ∈ (0, 2π) b¦dzie takie, »e Φ′(θ0) istnieje. Zde�niujmy ζ0 := eiθ0 i niech

g(z) :=
F̂ (z)− F̂ (ζ0)

z − ζ0
, z ∈ D \ {ζ0}.

Wtedy

lim
T3ζ→ζ0

g(ζ) = lim
θ→θ0

Φ(θ)− Φ(θ0)
θ − θ0

1
eiθ−eiθ0
θ−θ0

= Φ′(θ0)
1

ieiθ0
.

`
18
´
Pierre Fatou (1878�1929) � matematyk francuski.`

19
´
Stanisªaw �ojasiewicz (1926�2002) � matematyk polski.`

20
´
Hans Rademacher (1892�1969) � matematyk niemiecki.
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Na podstawie twierdzenia Lindelöfa (korzystamy tu tylko z przypadku a = b) wnioskujemy, »e

lim
D3z→ζ0

g(z) = −ie−θ0Φ′(θ0).

Zauwa»my, »e f(z)− g(z) = (z − ζ0)g′(z). Teraz lemat �ojasiewicza daje

lim
D3z→ζ0

|z−ζ0|6A(1−|z|)

(f(z)− g(z)) = 0,

a st¡d

lim
D3z→ζ0

|z−ζ0|6A(1−|z|)

f(z) = −ie−θ0Φ′(θ0). �





ROZDZIA� 4

Funkcje harmoniczne i subharmoniczne

4.1. Funkcje harmoniczne

De�nicja 4.1.1. Niech Ω ⊂ R2 b¦dzie zbiorem otwartym i niech h ∈ C2(Ω,R). Powiemy, »e funkcja h jest
harmoniczna na Ω (h ∈ H(Ω)), je»eli

∆h =
∂2h

∂x2
+
∂2h

∂y2
≡ 0 na Ω.

Obserwacja 4.1.2. (a) H(Ω) jest przestrzeni¡ wektorow¡.
(b) ∆ = 4 ∂2

∂z∂z .
(c) Poj¦cie harmoniczno±ci przenosi si¦ oczywi±cie na dowolny zbiór otwarty Ω ⊂ Rn: mówimy, »e funkcja

h ∈ C2(Ω,R) jest harmoniczna na Ω (h ∈ H(Ω)), je»eli

∆h =
n∑
j=1

∂2h

∂x2
j

≡ 0 na Ω.

(d) Dla n = 1, je»eli Ω ⊂ R jest przedziaªem, to dla funkcji h ∈ C2(Ω,R) mamy h ∈ H(Ω) ⇐⇒ h jest
liniowa.

Propozycja 4.1.3. Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem gwia¹dzistym i niech h : D −→ R. Wówczas h ∈ H(D)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja f ∈ O(D) taka, »e h = Re f .

Dowód . Niech f = u+ iv ∈ O(D). Wtedy

∆u =
∂

∂x

∂u

∂x
+

∂

∂y

∂u

∂y
=

∂

∂x

∂v

∂y
− ∂

∂y

∂v

∂x
=

∂2v

∂x∂y
− ∂2v

∂y∂x
= 0.

Niech h ∈ H(D). Wtedy forma Pdx + Qdy := −h′ydx + h′xdy jest d�zamkni¦ta poniewa» P ′y − Q′x =
−h′′xx − h′′yy = −∆h = 0. Wynika st¡d, »e istnieje v ∈ C1(D,R) taka, »e v′x = P = −h′y, v′y = Q = h′x, co
oznacza, »e h+ iv ∈ O(D). �

De�nicja 4.1.4. Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem. Je»eli h ∈ H(D) i h + iv ∈ O(D), to mówimy, »e v jest
funkcj¡ harmoniczn¡ sprz¦»on¡ z h.

Wniosek 4.1.5. Niech Ω ⊂ C b¦dzie otwarty.
(a) H(Ω) ⊂ Cω(Ω).
(b) Je»eli f ∈ O(Ω) i 0 /∈ f(Ω), to ln |f | ∈ H(Ω).
(c) Niech Ω, Ω′ ⊂ C b¦d¡ otwarte, h ∈ H(Ω′), f = u+ iv ∈ O(Ω,Ω′). Wówczas h ◦ f ∈ H(Ω).

Obserwacja 4.1.6. Funkcja harmoniczna sprz¦»ona jest wyznaczona jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do staªej.

Propozycja 4.1.7 (Zasada identyczno±ci). Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem i niech h ∈ H(D) b¦dzie taka,
»e h = 0 na pewnym niepustym zbiorze otwartym U ⊂ D. Wtedy h ≡ 0 na D. W szczególno±ci, je»eli dwie
funkcje h1, h2 ∈ H(D) s¡ równe na niepustym podzbiorze otwartym, to h1 ≡ h2 na D.

67



68
Marek Jarnicki, Wykªady z Funkcji Analitycznych, wersja z 30 stycznia 2010
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Dowód . Niech D0 := {a ∈ D : h = 0 w pewnym otwartym otoczeniu U ⊂ D punktu a}. Oczywi±cie, D0 6=
∅ oraz D0 jest otwarty. Pozostaje pokaza¢, »e D0 jest domkni¦ty w D. Niech b ∈ D ∩ D0. Niech U ⊂ D
b¦dzie obszarem gwia¹dzistym, b ∈ U , i niech f ∈ O(U) b¦dzie taka, »e Re f = h (Propozycja 4.1.3). Wiemy,
»e Re f = h = 0 na U ∩D0 6= ∅. St¡d h = Re f = 0 na U . �

Propozycja 4.1.8 (Zasada maksimum). Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem i niech h ∈ H(D), h 6≡ const. Wtedy
funkcja h nie osi¡ga w D maksimów lokalnych. Je»eli D jest ponadto ograniczony, to

h(z) < sup{lim sup
D3z→ζ

h(z) : ζ ∈ ∂D}, z ∈ D.

Oczywi±cie, zast¦puj¡c w powy»szej propozycji funkcj¦ h przez −h, dostajemy zasad¦ minimum.

Dowód . Przypu±¢my, »e h osi¡ga maksimum lokalne w pewnym punkcie a ∈ D. Niech U ⊂ D b¦dzie
obszarem gwia¹dzistym, a ∈ U , takim, »e h(z) 6 h(a), z ∈ U . Niech h = Re f , gdzie f ∈ O(U). Wtedy
|ef | = eh osi¡ga maksimum lokalne w punkcie a. St¡d eh = const i w konsekwencji h = const w U , co wobec
zasady identyczno±ci dla funkcji harmonicznych, daje sprzeczno±¢.

W przypadku, gdy D jest ograniczony post¦pujemy tak, jak w dowodzie Propozycji 2.3.7. �

Niech u : C(a, r) −→ [−∞,+∞) b¦dzie dowoln¡ ograniczon¡ od góry funkcj¡ mierzaln¡ (tzn. funkcja
[0, 2π) 3 θ 7−→ u(a+ reiθ) jest mierzalna), np. funkcj¡ póªci¡gª¡ z góry. Zde�niujmy

P (u; a, r; z) :=
1

2π

∫ 2π

0

r2 − |z − a|2

|reiθ − (z − a)|2
u(a+ reiθ)dθ, z ∈ K(a, r),

J(u; a, r) := P (u; a, r; a) =
1

2π

∫ 2π

0

u(a+ reiθ)dθ.

Funkcja

P (z, ζ) :=
|ζ|2 − |z|2

|ζ − z|2

nosi nazw¦ j¡dra Poissona
(

1
)
. Mamy wi¦c wzór

P (u; a, r; z) =
1

2π

∫ 2π

0

P (z − a, reiθ)u(a+ reiθ)dθ

Liczba J(u; a, r) to ±rednia caªkowa funkcji u na okr¦gu C(a, r).

Obserwacja 4.1.9.

|ζ|2 − |z|2

|ζ − z|2
= Re

ζ + z

ζ − z
, z ∈ C \ {ζ}.

Wynika st¡d, »e P (·, ζ) ∈ H(C \ {ζ}). W konsekwencji, na podstawie twierdzenia o funkcjach danych caªk¡,
dostajemy P (u; a, r; ·) ∈ H(K(a, r)).

Propozycja 4.1.10 (Wzór Poissona). Niech h ∈ C(K(a, r)) ∩H(K(a, r)). Wtedy

h(z) = P (h; a, r; z), z ∈ K(a, r).

W szczególno±ci:
• h(a) = J(h; a, r) (twierdzenie o warto±ci ±redniej),
• 1 = 1

2π

∫ 2π

0
P (z − a, reiθ)dθ, z ∈ K(a, r).

`
1
´
Siméon Poisson (1781�1840) � matematyk i �zyk francuski.
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Dowód . Mo»emy zaªo»y¢, »e a = 0. Niech f ∈ O(K(r)), h = Re f . Wtedy dla |z| < s < r, mamy s2/z /∈ K(s),
a st¡d na podstawie wzoru caªkowego Cauchy'ego, dostajemy

0 =
1

2πi

∫
C(s)

f(ζ)
ζ − s2

z

dζ

i dalej

h(z) = Re f(z) = Re
( 1

2πi

∫
C(s)

f(ζ)
ζ − z

dζ − 1
2πi

∫
C(s)

f(ζ)
ζ − s2

z

dζ
)

= Re
( 1

2πi

∫
C(s)

− s
2

z + z

(ζ − z)(ζ − s2

z )
f(ζ)dζ

)
= Re

( 1
2πi

∫
C(s)

−s2 + |z|2

(ζ − z)(ζz − s2)
f(ζ)dζ

)
= Re

( 1
2πi

∫
C(s)

s2 − |z|2

ζ|ζ − z|2
f(ζ)dζ

)
= Re

( 1
2π

∫ 2π

0

s2 − |z|2

|seiθ − z|2
f(seiθ)dθ

)
=

1
2π

∫ 2π

0

s2 − |z|2

|seiθ − z|2
h(seiθ)dθ.

Pozostaje tylko s↗ r. �

Wniosek 4.1.11 (Wzór Schwarza). Dla h ∈ H(K(a, r)) ∩ C(K(a, r)), niech

f(z) :=
1

2π

∫ 2π

0

reiθ + (z − a)
reiθ − (z − a)

h(a+ reiθ)dθ, z ∈ K(a, r).

Wtedy f ∈ O(K(a, r)), Re f = h.

Wniosek 4.1.12 (Wzór Poissona�Jensena
(

2
)
). Niech f ∈ M(Ω), gdzie Ω ⊃ D. Zaªó»my, »e f nie ma zer

ani biegunów na T i niech a1, . . . , ap oznaczaj¡ zera funkcji f w D, za± b1, . . . , bq � bieguny w D liczone
z krotno±ciami. Wtedy:

ln

∣∣∣∣∣f(z)

∏q
j=1 hbj (z)∏p
j=1 haj (z)

∣∣∣∣∣ = P (ln |f |; 0, 1; z) =
1

2π

∫ 2π

0

P (z, eiθ) ln |f(eiθ)|dθ, z ∈ D,

przy czym je»eli p = 0 lub q = 0, to uwa»amy, »e stosowny iloczyn jest równy 1. W szczególno±ci:
• Dla z = 0 dostajemy:

ln
∣∣∣f(0)

b1 · · · bq
a1 · · · ap

∣∣∣ = J(ln |f |; 0, 1) =
1

2π

∫ 2π

0

ln |f(eiθ)|dθ.

• Je»eli f nie ma biegunów, to

ln |f(z)| 6 P (ln |f |; 0, 1; z) =
1

2π

∫ 2π

0

P (z, eiθ) ln |f(eiθ)|dθ, z ∈ D; ln |f(0)| 6 J(ln |f |; 0, 1).

�wiczenie 4.1.13. Sformuªowa¢ wzór Poissona�Jensena dla K(a, r).

Twierdzenie 4.1.14 (Twierdzenie Rieszów
(

3
) (

4
)
). Niech f ∈ O(D) b¦dzie taka, »e

M := sup{J(ln+ |f |; 0, r) : 0 < r < 1} < +∞

(np. f jest ograniczona). Zaªó»my, »e zbiór

E := {θ ∈ [0, 2π] : lim
r→1

f(reiθ) = 0}

jest miary dodatniej. Wtedy f ≡ 0.

`
2
´
Johan Jensen (1859�1925) � matematyk du«ski.`

3
´
Frederic Riesz (1880�1956) � matematyk w¦gierski.`

4
´
Marcel Riesz (1886�1969) � matematyk w¦gierski.
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Dowód . Ustalmy 0 < ε < 1 i niech

Ek := {θ ∈ E : |f(reiθ)| 6 ε dla r ∈ (1− 1/k, 1)}, k ∈ N.

Oczywi±cie, Ek ↗ E. Teraz dla k ∈ N2, z ∈ K(1/2), 1−1/k < r < 1, korzystaj¡c ze wzoru Poissona�Jensena,
szacujemy

ln |f(z)| 6 P (ln |f |; 0, r; z) =
1

2π

∫
Ek

P (z, reiθ) ln |f(reiθ)|dθ +
1

2π

∫
[0,2π]\Ek

P (z, reiθ) ln |f(reiθ)|dθ

6
1

2π

∫
Ek

P (z, reiθ) ln εdθ +
1

2π

∫
[0,2π]\Ek

P (z, reiθ) ln+ |f(reiθ)|dθ

6
1

2π

∫
Ek

r − |z|
r + |z|

ln εdθ +
1

2π

∫
[0,2π]\Ek

r + |z|
r − |z|

ln+ |f(reiθ)|dθ

6
1

2π
L1(Ek)

r − |z|
r + |z|

ln ε+
r + |z|
r − |z|

M

−→
r→1

1
2π
L1(Ek)

1− |z|
1 + |z|

ln ε+
1 + |z|
1− |z|

M 6
1

2π
L1(Ek)

1/2
3/2

ln ε+
3/2
1/2

M

−→
k→+∞

1
2π
L1(E)

1
3

ln ε+ 3M,

sk¡d wynika, »e |f | 6 ε
L1(E)

6π e3M na K(1/2). �

De�nicja 4.1.15. Dla obszaru ograniczonego D ⊂ C i funkcji ci¡gªej b : ∂D −→ R, problem Dirichleta
(

5
)

polega na znalezieniu funkcji h ∈ H(D) ∩ C(D) takiej, »e h = b na ∂D.

Z zasady maksimum dla funkcji harmonicznych wynika, »e funkcja h jest jednoznacznie wyznaczona (o
ile istnieje).

�wiczenie 4.1.16. Pokaza¢, »e dla D∗ problem Dirichleta nie zawsze ma rozwi¡zanie.

Propozycja 4.1.17 (Problem Dirichleta dla koªa). Dla funkcji ci¡gªej b : C(a, r) −→ R poªó»my

h(z) :=

{
b(z), z ∈ C(a, r)
P (b; a, r; z), z ∈ K(a, r)

.

Wtedy h ∈ C(K(a, r)) ∩H(K(a, r)).

Dowód . Mo»emy zaªo»y¢, »e a = 0. Na podstawie Obserwacji 4.1.9 oraz twierdzenia o funkcjach danych caªk¡
wnioskujemy, »e h ∈ H(K(r)). Pozostaje pokaza¢, »e dla dowolnego ζ ∈ C(r) mamy limz→ζ0 P (b; 0, r; z) =
b(ζ0). Niech C > 0 b¦dzie takie, »e |b(z)| 6 C dla z ∈ C(r). Ustalmy ζ0 = reiθ0 ∈ C(r). Mo»emy zaªo»y¢,
0 < θ0 < 2π. Dla dowolnego ε > 0 niech 0 < δ < min{θ0, 2π− θ0} b¦dzie takie, »e |b(reiθ)− b(reiθ0)| 6 ε dla
|θ − θ0| 6 δ. Liczymy:

|P (b; 0, r; z)− b(ζ0)| =
∣∣∣ 1
2π

∫ 2π

0

P (z, reiθ)b(reiθ)dθ − 1
2π

∫ 2π

0

P (z, reiθ)b(ζ0)dθ
∣∣∣

6
1

2π

(∫
[0,2π]\[θ0−δ,θ0+δ]

P (z, riθ)|b(reiθ)− b(reiθ0)|dθ +
∫

[θ0−δ,θ0+δ]

P (z, riθ)|b(reiθ)− b(reiθ0)|dθ
)

6
1

2π

(
2C
∫

[0,2π]\[θ0−δ,θ0+δ]

P (z, reiθ)dθ + ε

∫
[θ0−δ,θ0+δ]

P (z, reiθ)dθ
)

6
C

π

∫
[0,2π]\[θ0−δ,θ0+δ]

r2 − |z|2

|reiθ − z|2
dθ + ε −→

z→ζ0
ε. �

`
5
´
Peter Dirichlet (1805�1859) � matematyk niemiecki.
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�wiczenie 4.1.18. Korzystaj¡c z powy»szego dowodu, wykaza¢ nast¦puj¡ce ogólniejsze twierdzenie.
Niech b : C(a, r) −→ R b¦dzie dowoln¡ ograniczon¡ funkcj¡ mierzaln¡, ci¡gª¡ w pewnym punkcie ζ0 ∈

C(a, r). Wtedy limz→ζ0 P (b; a, r; z) = b(ζ0).

Wniosek 4.1.19. Problem Dirichleta posiada rozwi¡zanie w dowolnym obszarze D ograniczonym krzyw¡
Jordana (przy dowolnym b).

Dowód . Niech f : D −→ D b¦dzie odwzorowaniem biholomor�cznym (twierdzenie Riemanna), które jest
homeomor�zmemD −→ D (twierdzenie Osgooda�Carathéodory'ego). Niech h b¦dzie rozwi¡zaniem problemu
Dirichleta dla D z obªo»eniem b ◦ f−1 (Propozycja 4.1.17). Wtedy h ◦ f jest rozwi¡zaniem wyj±ciowego
problemu Dirichleta dla D (Wniosek 4.1.5(c)). �

4.2. Funkcje harmoniczne w pier±cieniu

Niech A := A(a, r1, r2), 0 6 r1 < r2 6 +∞.

Propozycja 4.2.1. Ka»da funkcja h ∈ H(A) ma przedstawienie postaci

h(z) = α ln |z − a|+ Re f(z), z ∈ A,

przy czym staªa α ∈ R jest wyznaczona jednoznacznie, za± funkcja f ∈ O(A) jest wyznaczona jednoznacznie
z dokªadno±ci¡ do staªej urojonej.

Zauwa»my, »e ka»da funkcja powy»szej postaci jest oczywi±cie harmoniczna.

Dowód . Mo»emy zaªo»y¢, »e a = 0. Niech g := h′x − ih′y. �atwo wida¢, »e g ∈ O(A). Niech g(z) =∑∞
k=−∞ bkz

k, z ∈ A, b¦dzie szeregiem Laurenta funkcji g. Ustalmy r0 ∈ (r1, r2) i niech α := Re b−1,

f(z) := h(r0)− b−1 ln r0 +
∞∑

k=−∞
k 6=−1

bk
zk+1 − rk+1

0

k + 1
, z ∈ A.

�atwo sprawdzi¢, »e szereg de�niuj¡cy funkcj¦ f jest niemal jednostajnie zbie»ny (�wiczenie), a wi¦c
f ∈ O(A). Zauwa»my, »e f(r0) = h(r0) − b−1 ln r0. Przechodzimy do sprawdzenia wzoru. Niech z = reiϕ,
ϕ ∈ (0, 2π]. Liczymy

h(z)− h(r0) = (h(r)− h(r0)) + (h(reiθ)− h(r)) =
∫ r

r0

h′x(x)dx+
∫ ϕ

0

d

dt
h(reit)dt

= Re
∫

[r0,r]

g(z)dz + Re
∫
Cϕ0 (r)

g(z)dz = Re
∞∑

k=−∞

bk

∫
[r0,r]∪Cϕ0 (r)

zkdz

= Re
∞∑

k=−∞
k 6=−1

bk
zk+1 − rk+1

0

k + 1
+ Re

(
b−1

∫
[r0,r]∪Cϕ0 (r)

dz

z

)
= Re(f(z)− h(r0) + b−1 ln r0) + Re(b−1(ln r + iϕ− ln r0))

= Re f(z)− h(r0) + (Re b−1) ln r − (Im b−1)ϕ.

Dla z = r0 (ϕ = 2π) dostajemy 0 = −(Im b1)2π, sk¡d wynika, »e Im b−1 = 0.
Przechodzimy do dowodu jednoznaczno±ci rozkªadu. Wystarczy pokaza¢, »e je»eli h = 0, to α = 0

i Re f ≡ 0. Mamy 0 = α ln |z|+ Re f(z), z ∈ A. Niech f(z) =
∑∞
k=−∞ akz

k. Wiemy, »e

a0 =
1

2πi

∫
C(r)

f(ζ)
ζ

dζ =
1

2π

∫ 2π

0

f(reiθ)dθ

jest niezale»ne od r. Wynika st¡d, »e 0 = J(0; 0, r) = α ln r+Re a0, r1 < r < r2, a wi¦c α = 0. W konsekwencji,
Re f ≡ 0. �
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Wniosek 4.2.2. Je»eli h ∈ H(A), to

J(h; a, r) = α ln r + β, r1 < r < r2,

dla pewnych α, β ∈ R.

De�nicja 4.2.3. Niech h ∈ H(A(a, 0, r)) (tzn. r1 = 0, r2 = r) i niech

h(z) = α ln |z − a|+ Re f(z), z ∈ A(a, 0, r),

b¦dzie reprezentacj¡ funkcji h dan¡ przez Propozycj¦ 4.2.1. Wprowadzamy nast¦puj¡c¡ klasy�kacj¦ izolowa-
nych punktów osobliwych funkcji harmonicznych:
• punkt pozornie osobliwy (osobliwo±¢ usuwaln¡), je»eli α = 0 oraz f ma w punkcie a osobliwo±¢

pozorn¡; wtedy funkcja h przedªu»a si¦ harmonicznie na K(a, r) (h̃ := Re f̃);
• biegunem logarytmicznym rz¦du −α, je»eli α 6= 0 oraz f ma w punkcie a osobliwo±¢ pozorn¡; wtedy

granica limz→a h(z) istnieje i jest niesko«czona;
• punktem istotnie osobliwym (punktem nieoznaczono±ci), je»eli f ma w punkcie a biegun lub osobliwo±¢

istotn¡.

Wniosek 4.2.4. Je»eli h ∈ H(A(a, 0, r)) ma w a punkt istotnie osobliwy, to h(A(a, 0, δ)) = R dla dowolnego
0 < δ < r.

W szczególno±ci, granica limz→a h(z) nie istnieje.

Dowód . Mo»emy zaªo»y¢, »e a = 0 i niech h(z) = α ln |z| + Re f(z), z ∈ A(0, r) b¦dzie reprezentacj¡ h
z Propozycji 4.2.1. Przypu±¢my, »e dla pewnego 0 < δ < r istnieje c ∈ R \ h(A(0, δ)). Wtedy (z wªasno±ci
Darboux) albo h(z) < c, z ∈ A(0, δ) albo h(z) > c, z ∈ A(0, δ). Zast¦puj¡c ewentualnie h przez −h,
redukujemy sytuacj¦ do pierwszego przypadku.

Niech f(z) =
∑∞
k=−∞ akz

k, z ∈ A(0, r). Wiemy, »e a−p 6= 0 dla pewnego p ∈ N. Przypomnijmy, »e

J(h; 0, s) = α ln s+ Re a0

i zauwa»my, »e∫ 2π

0

h(seit)e−pitdt =
∫ 2π

0

(Re f(seit))e−pitdt =
∫ 2π

0

1
2

( ∞∑
k=−∞

aks
kekit +

∞∑
k=−∞

aks
ke−kit

)
e−pitdt

= π(apsp + a−ps
−p).

W konsekwencji,

α ln s+ Re a0 +
1
2

Re(ζap)sp +
1
2

Re(ζa−p)s−p = α ln s+ Re a0 +
1
2

Re(ζ(apsp + a−ps
−p))

=
1

2π

∫ 2π

0

h(seit) Re(1 + ζe−pit)dt < 2c, ζ ∈ T, 0 < s < δ.

W szczególno±ci, je»eli s −→ 0+, to musi by¢ (�wiczenie) Re(ζa−p) = 0 dla dowolnego ζ ∈ T � sprzecz-
no±¢. �

Wniosek 4.2.5. Niech h ∈ H(A(a, 0, r)). Wtedy:
• h ma w a punkt pozornie osobliwy wtedy i tylko wtedy, gdy granica limz→a h(z) istnieje i jest sko«-

czona;
• h ma w a biegun logarytmiczny wtedy i tylko wtedy, gdy granica limz→a h(z) istnieje i jest niesko«-

czona;
• h ma w a punkt istotnie osobliwy wtedy i tylko wtedy, gdy granica limz→a h(z) nie istnieje.

Propozycja 4.2.6. Ka»da funkcja h ∈ H(A) ma (niejednoznaczne) przedstawienie postaci

h(z) = λ ln |g(z)|, z ∈ A,
gdzie λ ∈ R, za± g ∈ O∗(A).

Zauwa»my, »e ka»da funkcja powy»szej postaci jest oczywi±cie harmoniczna.
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Niejednoznaczno±¢ wynika np. z faktu, i» h = λ
n ln |gn|, n ∈ Z∗.

Dowód . Mo»emy zaªo»y¢, »e a = 0.
Niech h + iv ∈ O(A \ R−), gdzie v jest funkcj¡ harmoniczn¡ sprz¦»on¡ z h w obszarze jednospójnym

D := A \ R−, dan¡ wzorem

v(z) :=
∫
CArg z

0 (|z|)
−h′ydx+ h′xdy, z ∈ D.

Zasadniczy dowód polega na wykazaniu istnienia staªej λ ∈ R takiej, »e

R(x) := lim
z→x

Im z>0

v(z)− lim
z→x

Im z<0

v(z) = 2πλ, −r2 < x < −r1.

Istotnie, dla x ∈ (−r2,−r1) mamy

R(x) =
∫
Cπ0 (−x)

−h′ydx+ h′xdy −
∫
C−π0 (−x)

−h′ydx+ h′xdy =
∫
C(−x)

−h′ydx+ h′xdy.

Równo±¢ R(x1) = R(x2) dla −r2 < x1, x2 < −r1, wynika teraz natychmiast z faktu, »e forma −h′ydx+ h′xdy
jest zamkni¦ta.

Je»eli λ = 0, to h+ iv ∈ O(A \ R−) ∩ C(A) = O(A) (twierdzenie Morery) oraz h = ln |eh+iv|.
Je»eli λ 6= 0, to g := exp( 1

λ (h+ iv)) ∈ O(A \ R−) ∩ C(A) = O(A) oraz h = λ ln |g|. �

Obserwacja 4.2.7. Niech h ∈ H(A(a, 0, r)) i niech h = λ ln |g| b¦dzie reprezentacj¡ funkcji z Propozycji
4.2.6. Mo»emy zaªo»y¢, »e λ ∈ R+ (zast¦puj¡c w razie potrzeby g przez 1/g). Zaªó»my, »e λ > 0.
• Przypu±¢my, »e a jest punktem pozornie osobliwym dla h. Wtedy granica limz→a h(z) istnieje i jest

sko«czona, co oznacza, »e funkcja g jest ograniczona w s¡siedztwie a, a to z kolei implikuje, »e a jest punktem
pozornie osobliwym dla g. Ponadto, g̃(a) 6= 0 (g̃ oznacza holomor�czne rozszerzenie g).

Zachodzi równie» implikacja odwrotna: je»eli a jest pozornie osobliwy dla g i g̃(a) 6= 0, to jest pozornie
osobliwy dla h.
• Przypu±¢my teraz, »e a jest biegunem logarytmicznym dla h. Wtedy a nie mo»e by¢ punktem istot-

nie osobliwym dla g (czyli jest biegunem lub punktem pozornie osobliwym dla g). Ponadto, je»eli jest to
osobliwo±¢ usuwalna dla g, to g̃(a) = 0.

Zachodzi równie» implikacja odwrotna: je»eli a jest pozornie osobliwy dla g i g̃(a) = 0, lub a jest biegunem
dla g, to a jest biegunem logarytmicznym dla h.
• W konsekwencji, a jest punktem istotnie osobliwym dla h, wtedy i tylko wtedy, gdy a jest punktem

istotnie osobliwym dla g.

Twierdzenie* 4.2.8 (Problem Dirichleta dla pier±cienia). Niech A := A(a, r1, r2), 0 < r1 < r2 < +∞.
Wtedy dla dowolnej funkcji ci¡gªej b : ∂A −→ R istnieje funkcja h ∈ C(A) ∩H(A) taka, »e h = b na ∂A.

4.3. Twierdzenia Harnacka

Propozycja 4.3.1 (Twierdzenia Harnacka
(

6
)
). (a) Niech (hk)∞k=1 ⊂ H(Ω) oraz h : Ω −→ R. Je»eli

hk −→ h niemal jednostajnie w Ω, to h ∈ H(Ω) oraz ∂p+qhk
∂xp∂yq −→

∂p+qh
∂xp∂yq niemal jednostajnie w Ω dla

dowolnych p, q ∈ Z+.
(b) Niech (hk)∞k=1 ⊂ H(D), gdzie D ⊂ C jest obszarem. Je»eli (hk)∞k=1 jest ci¡giem monotonicznym oraz

ci¡g (hk(z0))∞k=1 jest zbie»ny (do liczby sko«czonej) dla pewnego z0 ∈ D, to ci¡g (hk)∞k=1 jest zbie»ny niemal
jednostajnie w D. W szczególno±ci, funkcja h := limk→+∞ hk jest harmoniczna w D.

Dowód . (a) Niech K(a, r) ⊂⊂ Ω b¦dzie dowolne,

fk(z) :=
1

2π

∫ 2π

0

reiθ + (z − a)
reiθ − (z − a)

hk(a+ reiθ)dθ, z ∈ K(a, r), k ∈ N.

`
6
´
Karl Harnack (1851�1888) � matematyk niemiecki.
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Poniewa» hk −→ h jednostajnie na C(a, r), dostajemy st¡d fk −→ f niemal jednostajnie w K(a, r), gdzie

f(z) :=
1

2π

∫ 2π

0

reiθ + (z − a)
reiθ − (z − a)

h(a+ reiθ), z ∈ K(a, r).

Wynika st¡d, »e f ∈ O(K(a, r)), a wi¦c h = Re f ∈ H(K(a, r)). Ponadto, f (`)
k −→ f (`) niemal jednostajnie

w K(a, r) dla dowolnego ` ∈ N, a st¡d ∂p+qfk
∂xp∂yq = iqf

(p+q)
k −→ iqf (p+q) = ∂p+qf

∂xp∂yq niemal jednostajnie
w K(a, r).

(b) Mo»emy zaªo»y¢, »e hk 6 hk+1, k ∈ N. Niech K(z0, r) ⊂⊂ D. Poka»emy, »e (hk)∞k=1 jest zbie»ny
niemal jednostajnie w kole K(z0, r). Zast¦puj¡c punkt z0 dowolnym punktem tego koªa, mo»emy �rozpropa-
gowa¢� zbie»no±¢ na caªy obszar D. Dla uproszczenia zaªó»my, »e z0 = 0. Dla ` > k i z ∈ K(r) mamy

h`(z)− hk(z) =
1

2π

∫ 2π

0

r2 − |z|2

|reiθ − z|2
(h`(reiθ)− hk(reiθ))dθ

6
1

2π

∫ 2π

0

r + |z|
r − |z|

(h`(reiθ)− hk(reiθ))dθ =
r + |z|
r − |z|

(h`(0)− hk(0)).

Wynika st¡d natychmiast, »e ci¡g (hk)∞k=1 speªnia niemal jednostajny warunek Cauchy'ego w K(r). �

4.4. Funkcje subharmoniczne

De�nicja 4.4.1. Niech Ω ⊂ C b¦dzie zbiorem otwartym. Funkcj¦ u : Ω −→ [−∞,+∞) nazywamy subhar-
moniczn¡ na Ω (u ∈ SH(Ω)), je»eli:
• u jest póªci¡gªa z góry na Ω, tzn. u ∈ C↑(Ω),
• dla dowolnego obszaru D ⊂⊂ Ω i dla dowolnej funkcji h ∈ C(D) ∩ H(D), je»eli u 6 h na ∂D, to

u 6 h w D.

Obserwacja 4.4.2. (a) Bezpo±rednio z powy»szej de�nicji oraz z zasady maksimum dla funkcji harmonicz-
nych wynika, »e:
• H(Ω) ⊂ SH(Ω),
• SH(Ω) +H(Ω) = SH(Ω),
• R>0 · SH(Ω) = SH(Ω).
(b) Poj¦cie subharmoniczno±ci przenosi si¦ oczywi±cie na przypadek zbioru otwartego Ω ⊂ Rn: funkcj¦

póªci¡gª¡ z góry u : Ω −→ [−∞,+∞) nazywamy subharmoniczn¡ na Ω (u ∈ SH(Ω)), je»eli dla dowolnego
obszaru D ⊂⊂ Ω i dla dowolnej funkcji h ∈ C(D) ∩H(D), je»eli u 6 h na ∂D, to u 6 h w D.

(c) Dla n = 1, je»eli Ω ⊂ R jest przedziaªem, to dla u : Ω −→ [−∞,+∞) mamy u ∈ SH(Ω)⇐⇒ u jest
funkcj¡ wypukª¡.

Propozycja 4.4.3 (Twierdzenie o warto±ci ±redniej). Zaªó»my, »e u ∈ SH(Ω). Wtedy

u(a) 6 J(u; a, r), a ∈ Ω, 0 < r < dΩ(a).

Dowód . Ustalmy a ∈ Ω i 0 < r < dΩ(a). Niech (bk)∞k=1 ⊂ C(C(a, r),R) b¦dzie ci¡giem takim, »e bk ↘ u
punktowo na C(a, r). Niech hk oznacza rozwi¡zanie Problemu Dirichleta dla koªa K(a, r) z warunkiem brze-
gowym bk (Propozycja 4.1.17). Oczywi±cie u 6 hk na C(a, r), a st¡d, wobec de�nicji funkcji subharmonicznej
i Propozycji 4.1.10, dostajemy

u(a) 6 hk(a) = J(bk; a, r), k > 1.
Pozostaje jeszcze tylko skorzysta¢ z twierdzenia o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem
caªki. �

Lemat 4.4.4. Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem i niech v ∈ C↑(D, [−∞,+∞)), v 6≡ const. Przypu±¢my, »e dla
dowolnego a ∈ D istnieje liczba R(a) ∈ (0, dD(a)] o tej wªasno±ci, »e

v(a) 6 J(v; a, r), 0 < r < R(a).

Wtedy funkcja v nie osi¡ga w D maksimum globalnego.
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Dowód . Przypu±¢my, »e dla pewnego z0 ∈ D mamy v(z) 6 v(z0), z ∈ D. Niech D0 := v−1(v(z0)). Oczywi±cie
D0 6= ∅. Zauwa»my, »e dla dowolnego punktu a ∈ D′0 ∩D mamy

v(z0) = lim sup
D03z→a

v(z) 6 lim sup
D3z→a

v(z) = v(a) 6 v(z0),

co oznacza, »e D0 jest zbiorem domkni¦tym w D. Z drugiej strony, je»eli a ∈ D0, to

v(z0) = v(a) 6 J(v; a, r) 6 v(z0), 0 < r < R(a),

co oznacza, »e K(a,R(a)) ⊂ D0, czyli »e D0 jest otwarty. Zatem, wobec spójno±ci D, dostajemy D0 = D,
czyli v ≡ v(z0); sprzeczno±¢. �

Z Propozycji 4.4.3 i Lematu 4.4.4 dostajemy natychmiast

Wniosek 4.4.5 (Zasada maksimum). Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem i niech u ∈ SH(D), u 6≡ const. Wtedy
u nie osi¡ga w D maksimum globalnego. Je»eli ponadto D jest ograniczony, to

u(z) < sup{lim sup
D3z→ζ

u(z) : ζ ∈ ∂D}, z ∈ D.

Propozycja 4.4.6. Niech u : Ω −→ [−∞,+∞). Wtedy u ∈ SH(Ω) wtedy i tylko wtedy, gdy u ∈ C↑(Ω) oraz
dla dowolnego a ∈ Ω istnieje liczba R(a) ∈ (0, dΩ(a)] taka, »e

u(a) 6 J(u; a, r), 0 < r < R(a).

Dowód . Implikacja (=⇒) wynika z Propozycji 4.4.3. Dla dowodu implikacji przeciwnej, ustalmy obszarD ⊂⊂
Ω oraz funkcj¦ h ∈ C(D)∩H(D) tak¡, »e u 6 h na ∂D. Niech v(z) := u(z)−h(z), z ∈ D. Wobec Propozycji
4.1.10, mamy v(a) 6 J(v; a, r), 0 < r < min{R(a), dD(a)}, a ∈ D. St¡d, korzystaj¡c z Lematu 4.4.4,
wnioskujemy, »e v 6 0 w D, czyli »e u 6 h w D. �

Wniosek 4.4.7. (a) Niech u : Ω −→ [−∞,+∞). Wtedy u ∈ SH(Ω) wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny punkt
a ∈ Ω posiada otoczenie otwarte Ua ⊂ Ω takie, »e u|Ua ∈ SH(Ua). Innymi sªowy, subharmoniczno±¢ jest
wªasno±ci¡ lokaln¡.

(b) SH(Ω) + SH(Ω) = SH(Ω).

Propozycja 4.4.8. Niech u : Ω −→ [−∞,+∞). Wtedy u ∈ SH(Ω) wtedy i tylko wtedy, gdy u ∈ C↑(Ω) oraz
dla dowolnego punktu a ∈ D, 0 < r < dΩ(a) i wielomianu p ∈ P(C), je»eli u 6 Re p na C(a, r), to u 6 Re p
w K(a, r).

Dowód . Implikacja (=⇒) jest oczywista. Przejd¹my do dowodu implikacji przeciwnej. Ustalmy a ∈ Ω i 0 <
r < dΩ(a). Wobec Propozycji 4.4.6, wystarczy pokaza¢, »e dla dowolnej funkcji ci¡gªej b : C(a, r) −→ R takiej,
»e u 6 bmamy u(a) 6 J(b; a, r) � por. dowód Propozycji 4.4.3. Ustalmy funkcj¦ b i niech ϕk : R −→ R, k > 1,
b¦dzie ci¡giem wielomianów trygonometrycznych

(
7
)
takim, »e

|b(a+ reiθ) +
1
k
− ϕk(θ)| < 1

k
, θ ∈ R.

Niech pk ∈ P(C) b¦dzie taki, »e ϕk(θ) = Re pk(a+ eiθ), θ ∈ R, k > 1. Wtedy u 6 Re pk na C(a, r), a zatem

u(a) 6 Re pk(a) = J(Re pk; a, r) 6 J(b; a, r) +
2
k
, k > 1,

co przy k −→ +∞ ko«czy dowód. �`
7
´
Przypomnijmy, »e wielomianem trygonometrycznym nazywamy ka»d¡ funkcj¦ ϕ : R −→ R postaci

ϕ(θ) = α0 +

kX
j=1

(αj cos jθ + βj sin jθ), θ ∈ R,

gdzie α0, . . . , αk, β1, . . . , βk ∈ R. Zauwa»my, »e ϕ(θ) = Re p(a+ reiθ), gdzie

p(z) := q(
z − a
r

), q(z) := α0 +

kX
j=1

(αj − iβj)zj .
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Propozycja 4.4.9. Je»eli f ∈ O(Ω) (Ω otwarty w C), wówczas ln |f | ∈ SH(Ω).

Dowód . Wystarczy skorzysta¢ np. ze wzoru Poissona�Jensena (oraz Propozycji 4.4.6). �

Propozycja 4.4.10. Niech (uk)∞k=1 ⊂ SH(Ω).
(a) Je»eli uk ↘ u, to u ∈ SH(Ω).
(b) Je»eli uk −→ u niemal jednostajnie w Ω, to u ∈ SH(Ω).

Dowód . W obu przypadkach jest jasne, »e u ∈ C↑(Ω). Poniewa» dla dowolnego k mamy uk(a) 6 J(uk; a, r),
a ∈ Ω, 0 < r < dΩ(a), pozostaje skorzysta¢ ze stosownego twierdzenia o przechodzeniu do granicy pod
znakiem caªki oraz z Propozycji 4.4.6. �

Propozycja 4.4.11. Niech (ui)i∈I ⊂ SH(Ω) b¦dzie dowoln¡ lokalnie ograniczon¡ z góry rodzin¡ funkcji
subharmonicznych. Poªó»my u := (supi∈I ui)∗, gdzie v∗ oznacza górn¡ regularyzacj¦ funkcji v

(
8
)
. Wtedy

u ∈ SH(Ω). W szczególno±ci, max{u1, . . . , uN} ∈ SH(Ω) dla dowolnych funkcji u1, . . . , uN ∈ SH(Ω).

Dowód . Oczywi±cie funkcja u jest póªci¡gªa z góry. Niech D ⊂⊂ Ω, h ∈ C(D)∩H(D), u 6 h na ∂D. Wtedy
ui 6 h na ∂D dla dowolnego i ∈ I, a st¡d supi∈I ui 6 h w D. Ostatecznie, poniewa» h jest ci¡gªa, dostajemy
u 6 h w D. �

Propozycja 4.4.12. Niech G ⊂ Ω b¦d¡ zbiorami otwartymi w C i niech v ∈ SH(G), u ∈ SH(Ω). Przypu-
±¢my, »e

lim sup
G3z→ζ

v(z) 6 u(ζ), ζ ∈ (∂G) ∩Ω.

Niech

ũ(z) :=

{
max{v(z), u(z)}, z ∈ G
u(z), z ∈ Ω \G

.

Wtedy ũ ∈ SH(Ω).

Dowód . Oczywi±cie ũ ∈ C↑(Ω) i ũ ∈ SH(Ω \ ∂G). Dla a ∈ Ω ∩ ∂G mamy

ũ(a) = u(a) 6 J(u; a, r) 6 J(ũ; a, r), 0 < r < dΩ(a). �

Propozycja 4.4.13. Niech u : Ω −→ [−∞,+∞). Wtedy u ∈ SH(Ω) wtedy i tylko wtedy, gdy u ∈ C↑(Ω)
oraz dla dowolnego a ∈ Ω istnieje liczba R(a) ∈ (0, dΩ(a)] taka, »e

u(z) 6 P (u; a, r; z), 0 < r < R(a), z ∈ K(a, r).

Dowód . Implikacja (⇐=) wynika z Propozycji 4.4.6. Dla dowodu implikacji (=⇒) wystarczy rozumowa¢ tak,
jak w dowodzie Propozycji 4.4.3, i wykorzysta¢ wzór Poissona:

u(z) 6 hk(z) = P (bk; a, r; z)↘ P (u; a, r, z). �

Wniosek 4.4.14. SH(Ω) ∩ (−SH(Ω)) = H(Ω).

Propozycja 4.4.15. Niech (uk)∞k=1 ⊂ SH(Ω) b¦dzie dowolnym lokalnie ograniczonym z góry ci¡giem funkcji
subharmonicznych. Poªó»my u := (lim supk→+∞ uk)∗. Wtedy u ∈ SH(Ω).

Dowód . Oczywi±cie u jest póªci¡gªa z góry. Ustalmy a ∈ Ω oraz 0 < r < dΩ(a). Na podstawie Lematu Fatou
mamy

lim sup
k→+∞

uk(z) 6 lim sup
k→+∞

P (uk; a, r; z) 6 P (lim sup
k→+∞

uk; a, r; z) 6 P (u; a, r; z), z ∈ K(a, r).

Poniewa» prawa strona jest funkcj¡ ci¡gª¡ zmiennej z, dostajemy ostatecznie u(z) 6 P (u; a, r; z), z ∈
K(a, r). �

`
8
´
Przypomnijmy, »e dla lokalnie ograniczonej z góry funkcji v : Ω −→ [−∞,+∞) mamy v∗(z) = lim supz′→z v(z

′) =

inf{ϕ(z) : ϕ ∈ C(Ω,R), v 6 ϕ}, z ∈ Ω. Uwaga: na ogóª supi∈I ui nie jest funkcj¡ póªci¡gª¡ z góry.
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Obserwacja 4.4.16. Funkcje subharmoniczne u ∈ SH(Ω) takie, »e

u =
(

lim sup
k→+∞

1
k

ln |fk|
)∗

gdzie fk ∈ O(Ω), k ∈ N, oraz ci¡g (|fk|1/k)∞k=1 jest lokalnie ograniczony w Ω, nazywamy funkcjami klasy
Hartogsa.

Twierdzenie* 4.4.17. Ka»da funkcja subharmoniczna jest klasy Hartogsa.

Niech u : K(a, r) −→ [−∞,+∞) b¦dzie dowoln¡ funkcj¡ póªci¡gª¡ z góry. Zde�niujmy ±redni¡ caªkow¡
funkcji u na kole K(a, r):

A(u; a, r) :=
1
πr2

∫
K(a,r)

u dL2.

Propozycja 4.4.18 (Twierdzenie o warto±ci ±redniej). Niech u : Ω −→ [−∞,+∞). Wtedy u ∈ SH(Ω)
wtedy i tylko wtedy, gdy u ∈ C↑(Ω) oraz dla dowolnego a ∈ D istnieje liczba R(a) ∈ (0, dΩ(a)] taka, »e

u(a) 6 A(u; a, r), 0 < r < R(a).

Dowód . Je»eli u ∈ SH(Ω), to na podstawie Propozycji 4.4.3, mamy

A(u; a, r) =
1
πr2

∫ r

0

∫ 2π

0

u(a+ τeiθ)τdθdτ =
2
r2

∫ r

0

J(u; a, τ)τdτ >
2
r2

∫ r

0

u(a)τdτ = u(a),

a ∈ Ω, 0 < r < dΩ(a).

Dowodz¡c implikacji przeciwnej, sprawdzamy najpierw, »e u nie osi¡ga maksimów (analogicznie jak
w dowodzie Lematu 4.4.4), a nast¦pnie rozumujemy tak, jak w dowodzie Propozycji 4.4.6. �

Propozycja 4.4.19. Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem i niech u ∈ SH(D), u 6≡ −∞. Wtedy u ∈ L1(D, loc).
W szczególno±ci, L2(u−1(−∞)) = 0.

Dowód . Przypu±¢my, »e dla pewnego z0 ∈ D mamy
∫
U
u dL2 = −∞ przy dowolnym otoczeniu U punktu

z0. St¡d, na podstawie Propozycji 4.4.18, ªatwo wnioskujemy, »e dla z ∈ K(z0,
1
2dD(z0)) mamy

u(z) 6 A(u; z, 1
2dD(z0)) = −∞.

Niech D0 := {z ∈ D : u = −∞ w pewnym otoczeniu punktu z}. Zbiór D0 jest oczywi±cie otwarty. Pokazali-
±my ju», »e jest niepusty. Aby otrzyma¢ sprzeczno±¢, wystarczy zauwa»y¢, »e rozumuj¡c dokªadnie tak, jak
wy»ej, mo»emy udowodni¢, »e D0 jest domkni¦ty w D. �

Propozycja 4.4.20 (Lemat Hartogsa
(

9
)
). Niech (uk)∞k=1 ⊂ SH(Ω) b¦dzie dowolnym lokalnie ograniczonym

z góry ci¡giem funkcji subharmonicznych. Przypu±¢my, »e dla pewnego m ∈ R mamy

lim sup
k→+∞

uk 6 m.

Wtedy dla dowolnego zbioru zwartego K ⊂ Ω i dla dowolnego ε > 0 istnieje k0 takie, »e

max
K

uk 6 m+ ε, k > k0.

Dowód . Wystarczy pokaza¢, »e dla dowolnego a ∈ Ω teza propozycji zachodzi dla K := K(a, δ(a)) przy
dostatecznie maªym promieniu δ(a) > 0. Ustalmy a i 0 < R < 1

2dΩ(a). Mo»na zaªo»y¢, »e uk 6 0 w K(a, 2R),
k > 1, oraz »e m < 0. Na wst¦pie zauwa»my, »e na podstawie Lematu Fatou, mamy

lim sup
k→+∞

A(uk; a,R) 6 A(lim sup
k→+∞

uk; a,R) 6 m.

`
9
´
Friedrich Hartogs (1874�1943) � matematyk belgijski.
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Niech 0 < δ < R/2. Korzystaj¡c z powy»szej nierówno±ci oraz z niedodatnio±ci funkcji uk na K(a, 2R),
dostajemy

lim sup
k→+∞

max
z∈K(a,δ)

uk(z) 6 lim sup
k→+∞

max
z∈K(a,δ)

A(uk; z,R+ δ) 6 lim sup
k→+∞

R2

(R+ δ)2
A(uk; a,R) 6

R2

(R+ δ)2
m.

Wystarczy teraz wzi¡¢ δ = δ(a) tak maªe, by ostatni wyraz byª mniejszy od m+ ε. �

Propozycja 4.4.21. (a) Niech I ⊂ R b¦dzie przedziaªem otwartym i niech ϕ : I −→ R+ b¦dzie dowoln¡
niemalej¡c¡ funkcj¡ wypukª¡. Wtedy dla dowolnego zbioru otwartego Ω ⊂ C i dla dowolnej funkcji subhar-
monicznej u : Ω −→ I mamy ϕ ◦ u ∈ SH(Ω).

(b) eu ∈ SH(Ω) dla dowolnej funkcji u ∈ SH(Ω),
(c) up ∈ SH(Ω) dla dowolnej funkcji subharmonicznej u : Ω −→ R+ i p > 1.

Dowód . (a) Na wst¦pie zauwa»my, »e funkcja ϕ jest ci¡gªa (�wiczenie). St¡d ϕ◦u ∈ C↑(Ω). Ustalmy a ∈ Ω
i 0 < r < dΩ(a). Korzystaj¡c z monotoniczno±ci funkcji ϕ oraz z nierówno±ci Jensena, dostajemy

ϕ(u(a)) 6 ϕ(J(u; a, r)) 6 J(ϕ ◦ u; a, r).

(b) Niech uk := max{−k, u} ∈ SH(Ω), k ∈ N. Oczywi±cie uk ↘ u. Na podstawie (a) z I := R i ϕ(t) := et,
wnioskujemy, »e euk ∈ SH(Ω), k ∈ N. Teraz, z Propozycji 4.4.10(a) wynika, »e eu ∈ SH(Ω).

(c) Niech uk := max{1/k, u} ∈ SH(Ω), k ∈ N. Oczywi±cie uk ↘ u. Na podstawie (a) z I := (0,+∞)
i ϕ(t) := tp, wnioskujemy, »e upk ∈ SH(Ω), k ∈ N. Teraz, z Propozycji 4.4.10(a) wynika, »e up ∈ SH(Ω). �

Propozycja 4.4.22. Niech u ∈ SH(Ω), a ∈ Ω. Wtedy funkcje

(−∞, ln dΩ(a)) 3 t 7−→ J(u; a, et), (−∞, ln dΩ(a)) 3 t 7−→ A(u; a, et)

s¡ niemalej¡ce i wypukªe. Ponadto, je»eli r ↘ 0, to

J(u; a, r)↘ u(a), A(u; a, r)↘ u(a)

Dowód . Na wst¦pie poka»emy, i» wystarczy si¦ ograniczy¢ wyª¡cznie do funkcji J . Zauwa»my, »e je»eli
funkcja J(u; a, ·) jest wypukªa wzgl¦dem ln r, to jest ci¡gªa, a wi¦c mamy

A(u; a, r) =
2
r2

∫ r

0

J(u; a, τ)τdτ = lim
N→+∞

2
N2

N∑
j=1

jJ(u; a,
jr

N
) =: lim

N→+∞
ϕN (r).

Je»eli funkcja J(u; a, ·) jest niemalej¡ca i wypukªa wzgl¦dem ln r, to te same wªasno±ci ma ka»da z funkcji
ϕN , a zatem równie» i granica. Ponadto,

u(a) 6 A(u; a, r) =
2
r2

∫ r

0

J(u; a, τ)τdτ 6 sup
0<τ<r

J(u; a, τ) 6 J(u; a, r),

a zatem, je»eli J(u; a, r) −→ u(a), to t¦ sam¡ wªasno±¢ ma funkcja A. Przechodzimy do dowodu dla funkcji
J . Niech 0 < r1 < r2 < dΩ(a), niech bk ∈ C(C(a, r2),R), bk ↘ u i niech hk oznacza rozwi¡zanie Problemu
Dirichleta dla K(a, r2) z warunkiem brzegowym bk. Wtedy

J(u; a, r1) 6 J(hk; a, r1) = hk(a) = J(bk; a, r2),

co przy k −→ +∞ daje monotoniczno±¢ funkcji J(u; a, ·). Zauwa»my, »e korzystaj¡c z lematu Fatou, mamy

u(a) 6 lim inf
r→0

J(u; a, r) 6 lim sup
r→0

J(u; a, r) 6
1

2π

∫ 2π

0

lim sup
r→0

u(a+ reiθ)dθ 6 u(a),

co dowodzi, »e J(u; a, r)↘ u(a) przy r ↘ 0. Pozostaje sprawdzi¢ wypukªo±¢ wzgl¦dem ln r, tzn.

J(u; a, r) 6 J(u; a, r1) +
J(u; a, r2)− J(u; a, r1)

ln r2
r1

ln
r

r1
, 0 < r1 < r < r2 < dΩ(a).
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Ustalmy 0 < r1 < r2 < dΩ(a), niech bk ∈ C(∂A(a, r1, r2),R), bk ↘ u, i niech hk oznacza rozwi¡zanie
problemu Dirichleta dla pier±cienia A(a, r1, r2) z warunkiem brzegowym bk (Twierdzenie 4.2.8). Wtedy, na
podstawie Wniosku 4.2.2,

J(hk; a, r) = αk ln r + βk, r1 < r < r2,

dla pewnych αk, βk ∈ R. Ostatecznie, dla r1 < r < r2 dostajemy

J(u; a, r) 6 J(hk; a, r) = J(hk; a, r1) +
J(hk; a, r2)− J(hk; a, r1)

ln r2
r1

ln
r

r1

= J(bk; a, r1) +
J(bk; a, r2)− J(bk; a, r1)

ln r2
r1

ln
r

r1
,

co przy k −→ +∞ ko«czy dowód. �

Wniosek 4.4.23. Niech u1, u2 ∈ SH(Ω). Je»eli u1 6 u2 L2�prawie wsz¦dzie w Ω, to u1 6 u2 w Ω.

Propozycja 4.4.24. Niech Ω ⊂ C b¦dzie otwarty i niech (uk)k∈N ⊂ SH(Ω) b¦dzie lokalnie ograniczony od
góry.

(a) Je»eli u := supk∈N uk, to zbiór {z ∈ Ω : u(z) < u∗(z)} jest miary zero.
(b) Je»eli u := lim supk→+∞ uk, to zbiór {z ∈ Ω : u(z) < u∗(z)} jest miary zero.

Dowód . (a) Funkcja u jest oczywi±cie mierzalna. Wystarczy pokaza¢, »e A(u; a, r) = A(u∗; a, r) dla dowol-
nych a ∈ Ω i 0 < r < dΩ(a). Ustalmy a i r. Mamy

u(z) 6 P (u; a, τ ; z), z ∈ K(a, τ), 0 < τ < r.

St¡d
u∗(z) 6 P (u; a, τ ; z), z ∈ P(a, τ), 0 < τ < r.

Zauwa»my, »e
P (P (u; a, τ ; ·); a, τ ′; z) = P (u; a, τ ; z), z ∈ K(a, τ ′), 0 < τ ′ < τ < r.

Tak wi¦c
P (u∗; a, τ ; z) 6 P (u; a, τ, z), z ∈ K(a, τ), 0 < τ < r.

W szczególno±ci, J(u∗; a, τ) 6 J(u; a, τ), 0 < τ < r. Ostatecznie, A(u; a, r) = A(u∗; a, r).
(b) Niech vk := supk>k uk, k ∈ N. Wtedy vk ↘ u oraz

{z ∈ Ω : u(z) < u∗(z)} ⊂
∞⋃
k=1

{z ∈ Ω : vk(z) < v∗k(z)}

i mo»emy zastosowa¢ (a). �

De�nicja 4.4.25. Powiemy, »e zbiórM ⊂ C jest polarny, je»eli dla dowolnego punktu a ∈M istnieje spójne
otoczenie otwarte Ua oraz funkcja va ∈ SH(Ua), va 6≡ −∞, takie, »e M ∩ Ua ⊂ v−1

a (−∞).

Ka»dy zbiór polarny jest miary zero (na podstawie Propozycji 4.4.19).

Propozycja 4.4.26 (Twierdzenie o osobliwo±ciach usuwalnych dla funkcji subharmonicznych). Niech D ⊂
C b¦dzie obszarem i niech M ⊂ D b¦dzie relatywnie domkni¦tym podzbiorem polarnym w D. Niech dalej
u ∈ SH(D \M) b¦dzie dowoln¡ funkcj¡ lokalnie ograniczon¡ z góry na D

(
10
)
. Zde�niujmy

ũ(z) := lim sup
D\M3z′→z

u(z′), z ∈ D.
(

11
)

Wtedy ũ ∈ SH(D). Ponadto, zbiór D \M jest obszarem.

`
10
´
Tzn. dowolny punkt a ∈ D posiada otoczenie otwarte Ua ⊂ D takie, »e funkcja u jest ograniczona z góry na zbiorze

Ua ∩ (D \M).`
11
´
Poniewa» zbiór M jest nigdzieg¦sty, wi¦c funkcja eu jest poprawnie okre±lona dla dowolnego z ∈ D. Lokalna ogra-

niczono±¢ funkcji u na D gwarantuje, »e eu < +∞. Zauwa»my, »e eu = (u1)∗, gdzie u1 := u na D \M i u1 := −∞ na M .
W szczególno±ci, eu ∈ C↑(D). Oczywi±cie eu = u na D \M .
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Dowód . Wynik ma charakter lokalny. Mo»emy wi¦c zaªo»y¢, »e u 6 0 in D \M oraz M ⊂ v−1(−∞), gdzie
v ∈ SH(D), v 6 0, v 6≡ −∞. Niech

uk :=

{
u+ (1/k)v on D \M
−∞ on M

, k ∈ N.

Wtedy uk ∈ SH(D), k ∈ N (�wiczenie). Niech u0 = supk∈N uk. Zauwa»my, »e u0 = u na D \ P oraz u0 =
−∞ na P , gdzie P := v−1(−∞) ⊃M (P jest polarny). Na podstawie Propozycji 4.4.11, (u0)∗ ∈ SH(D). Na
podstawie Propozycji 4.4.24(a), zbiór A := {z ∈ D : u0(z) < (u0)∗(z)} jest miary zero. St¡d (u0)∗ = u0 = u
on D \ (P ∪A), a wi¦c, na podstawie Propozycji 4.4.23, (u0)∗ = u na D \M .

Pozostaje pokaza¢, »e (u0)∗ = ũ. Oczywi±cie, (u0)∗ = u = ũ na D \M . Ustalmy a ∈M . Wtedy

ũ(a) = lim sup
D\M3z→a

u(z) = lim sup
D\M3z→a

(u0)∗(z) 6 lim sup
z→a

(u0)∗(z) = (u0)∗(a)

= lim sup
z→a

u0(z) 6 lim sup
D\P3z→a

u0(z) = lim sup
D\P3z→a

u(z) 6 lim sup
D\M3z→a

u(z) = ũ(a).

Aby uzyska¢ ostatni¡ cz¦±¢ tezy, przypu±¢my, »eD\M = U1∪U2, gdzie U1, U2 s¡ rozª¡cznymi, niepustymi
zbiorami otwartymi. Wtedy funkcja u(z) := j dla z ∈ Uj musiaªaby si¦ przedªu»a¢ do funkcji subharmonicznej
na D, co jest oczywi±cie niemo»liwe. �

Wniosek 4.4.27. Niech D i M b¦d¡ takie, jak w Propozycji 4.4.26.
(a) Wtedy dla dowolnej funkcji u ∈ SH(D) mamy u(z) := lim supD\M3z′→z u(z′), z ∈ D.
(b) Niech u ∈ H(D \M) b¦dzie lokalnie ograniczona w D. Wtedy u rozszerza si¦ harmonicznie na D.
(c) Niech f ∈ O(D \M) b¦dzie lokalnie ograniczona w D. Wtedy f rozszerza si¦ holomor�cznie na D.

Dowód . (a) wynika natychmiast z Propozycji 4.4.26.
(b) Poniewa» u ∈ SH(Ω \M) i u jest lokalnie ograniczona, Propozycja 4.4.26 daje rozszerzenie ũ+ ∈

SH(D). Powtarzamy to samo dla funkcji −u i dostajemy rozszerzenie ũ− ∈ SH(Ω). Mamy ũ+ + ũ− ∈ SH(D)
oraz ũ+ + ũ− = u + (−u) = 0 on D \M . St¡d, wobec Propozycji 4.4.23, ũ+ + ũ− ≡ 0, co implikuje, »e
u rozszerza si¦ do funkcji ũ ∈ C(D) takiej, »e ũ(z) = P (ũ; a, r; z), z ∈ K(a, r), a ∈ M , 0 < r < dD(a)
(Propozycja 4.4.13), sk¡d natychmiast wynika, »e ũ jest harmoniczna.

(c) wynika z (b) � �wiczenie. �

Twierdzenie* 4.4.28 (Por. Propozycja 4.4.24). Niech Ω ⊂ C b¦dzie otwarty i niech (uk)k∈N ⊂ SH(Ω)
b¦dzie lokalnie ograniczony od góry.

(a) Je»eli u := supk∈N uk, to zbiór {z ∈ Ω : u(z) < u∗(z)} jest polarny.
(b) Je»eli u := lim supk→+∞ uk, to zbiór {z ∈ Ω : u(z) < u∗(z)} jest polarny.

Ustalmy funkcj¦ Ψ ∈ C∞0 (C,R+) tak¡, »e suppΨ = D, Ψ(z) = Ψ(|z|), z ∈ C, oraz
∫
Ψ dL2 = 1. Niech

Ψε(z) :=
1
ε2
Ψ(
z

ε
), z ∈ C, ε > 0.

Dla dowolnej funkcji u ∈ L1(Ω, loc), niech

uε(z) :=
∫
Ω

u(w)Ψε(z − w) dL2(w) =
∫

D
u(z + εw)Ψ(w) dL2(w), z ∈ Ωε := {z ∈ Ω : dΩ(z) > ε}.

Propozycja 4.4.29 (Regularyzacja funkcji subharmonicznych). Dla funkcji u ∈ SH(Ω)∩L1(Ω, loc) mamy
uε ∈ SH(Ωε) ∩ C∞(Ωε) oraz uε ↘ u punktowo na Ω, gdy ε↘ 0.

Dowód . Jest oczywiste, »e uε ∈ C∞(Ωε). Dla a ∈ Ωε i 0 < r < dΩε(a) mamy

J(uε; a, r) =
1

2π

∫ 2π

0

∫
D
u(a+ reiθ + εw)Ψ(w) dL2(w)dθ =

∫
D
J(u; a+ εw, r)Ψ(w) dL2(w)

>
∫

D
u(a+ εw)Ψ(w) dL2(w) = uε(a),
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co dowodzi, »e uε ∈ SH(Ωε). Zauwa»my, »e

uε(a) =
∫

D
u(a+ εw)Ψ(w) dL2(w) =

∫ 1

0

∫ 2π

0

u(a+ ετeiθ)Ψ(τ)τdθdτ = 2π
∫ 1

0

J(u; a, ετ)Ψ(τ)τdτ,

sk¡d, na podstawie Propozycji 4.4.22 oraz twierdzenia o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod
znakiem caªki, wnioskujemy, »e uε(a)↘ u(a) gdy ε↘ 0, przy dowolnym a ∈ Ω. �

Obserwacja 4.4.30. Z dowodu Propozycji 4.4.29 wynika, »e dla dowolnej funkcji Ψ ∈ C∞0 (C,R+) takiej, »e
suppΨ = D

(
12
)
oraz dla dowolnej funkcji u ∈ SH(Ω) funkcje

uε(z) :=
∫

D
u(z + εw)Ψ(w) dL2(w), z ∈ Ωε, ε > 0,

s¡ subharmoniczne
(

13
)
.

Propozycja 4.4.31. Niech u ∈ C2(Ω,R). Wtedy u ∈ SH(Ω)⇐⇒ ∆u > 0 w Ω.

Dowód . (⇐=): Na wst¦pie zaªó»my, »e ∆u > 0 w Ω. Niech D ⊂⊂ Ω, h ∈ C(D) ∩ H(D), u 6 h na ∂D.
Niech v := u− h i niech z0 ∈ D b¦dzie taki, »e v(z0) = maxD v. Przypu±¢my, »e v(z0) > 0 (w szczególno±ci,
z0 ∈ D). Wtedy oczywi±cie (∆u)(z0) 6 0, co daje sprzeczno±¢. W przypadku ogólnym wystarczy rozwa»y¢
ci¡g vε(z) := u(z) + ε|z|2, z ∈ Ω, ε > 0, i zauwa»y¢, »e ∆vε = ∆u+ 4ε > 0 oraz vε ↘ u.

(=⇒): Gdyby ∆u < 0 na pewnym obszarze D ⊂ Ω, to z poprzedniej cz¦±ci dowodu wynikaªoby, »e
−u ∈ SH(D). St¡d u ∈ H(D); sprzeczno±¢. �

Propozycja 4.4.32. Je»eli u ∈ SH(Ω) ∩ L1(Ω, loc), to ∆u > 0 na Ω w sensie dystrybucyjnym, tzn.∫
Ω

u∆ϕ dL2 > 0, ϕ ∈ C∞0 (Ω,R+).

Odwrotnie, je»eli u ∈ L1(Ω, loc) jest funkcj¡ tak¡, »e ∆u > 0 na Ω w sensie dystrybucyjnym, to istnieje
funkcja v ∈ SH(Ω) taka, »e u = v L2�prawie wsz¦dzie w Ω

(
14
)
.

Dowód . Na wst¦pie zauwa»my, »e dla funkcji u ∈ C2(Ω): ∆u > 0 na Ω w sensie dystrybucyjnym wtedy
i tylko wtedy, gdy ∆u > 0 na Ω w zwykªym sensie (�wiczenie).

(=⇒): Niech uε oznacza regularyzacj¦ funkcji u (tak, jak w Propozycji 4.4.29). Oczywi±cie ∆uε > 0 na
Ωε w sensie dystrybucyjnym, czyli:∫

Ωε

uε∆ϕ dL2 > 0, ϕ ∈ C∞0 (Ωε,R+).

Poniewa» uε ↘ u (Propozycja 4.4.29), zatem∫
Ω

u∆ϕ dL2 > 0, ϕ ∈ C∞0 (Ω,R+).

(⇐=): Na podstawie twierdzenia o ró»niczkowaniu pod znakiem caªki mamy

∆uε(z) =
∫
Ω

u(w)∆(Ψε(· − w))(z)dL2(w) > 0.

`
12
´
Nie zakªadamy, »e Ψ(z) = Ψ(|z|) oraz

R
Ψ dL2 = 1.`

13
´
Uwaga: Nic nie mówimy o monotoniczno±ci i zbie»no±ci.`

14
´
Mówi¡c obrazowo: nie ma funkcji �udaj¡cych� funkcje subharmoniczne.
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Oznacza to, »e uε ∈ SH(Ωε). Obecnie poka»emy, »e ci¡g uε maleje, gdy ε↘ 0. Niech 0 < ε1 < ε2. Korzystaj¡c
z Propozycji 4.4.29 dla z ∈ Ωε2 , mamy

uε2(z) = lim
ε→0

(uε2)ε(z) = lim
ε→0

∫
D

(∫
D
u(z + εw + ε2ξ)Ψ(ξ)dL2(ξ)

)
Ψ(w)dL2(w)

= lim
ε→0

∫
D

(∫
D
u(z + εw + ε2ξ)Ψ(w)dL2(w)

)
Ψ(ξ) dL2(ξ)

= lim
ε→0

(uε)ε2(z) > lim
ε→0

(uε)ε1(z) = lim
ε→0

(uε1)ε(z) = uε1(z).

Niech v := limε→0 uε. Oczywi±cie v ∈ SH(Ω). Z drugiej strony, jak wiadomo, uε −→ u L2�prawie
wsz¦dzie w Ω, a zatem u = v L2�prawie wsz¦dzie w Ω. �

Propozycja 4.4.33. Przypu±¢my, »e funkcja u ∈ L1(Ω, loc) jest taka, »e ∆u = 0 w sensie dystrybucyjnym,
tzn. ∫

Ω

u∆ϕ dL2 = 0, ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Wtedy istnieje funkcja h ∈ H(Ω) taka, »e u = h L2�prawie wsz¦dzie w Ω
(

15
)
.

Dowód . Na podstawie Propozycji 4.4.32 wnioskujemy, »e istnieje funkcja u+ ∈ SH(Ω) taka, »e u = u+

L2�prawie wsz¦dzie w Ω. Mo»emy wi¦c zaªo»y¢, »e u = u+ ∈ SH(Ω). Korzystaj¡c ponownie z Propozycji
4.4.32, wnioskujemy, »e istnieje funkcja u− ∈ SH(Ω) taka, »e −u = u− L2�prawie wsz¦dzie w Ω. St¡d, na
podstawie Wniosku 4.4.23, h + u− ≡ 0. Teraz wystarczy ju» tylko skorzysta¢ z Wniosku 4.4.14, z którego
wynika, »e h ∈ H(Ω). �

Propozycja 4.4.34. Przypu±¢my, »e funkcja f ∈ L1(Ω, loc) jest taka, »e ∂f
∂z = 0 w sensie dystrybucyjnym,

tzn. ∫
Ω

f
∂ϕ

∂z
dL2 = 0, ϕ ∈ C∞0 (Ω,C).

Wtedy istnieje funkcja f0 ∈ O)(Ω) taka, »e f0 = f L2�prawie wsz¦dzie w Ω
(

16
)
.

Dowód . Wynik jest elementarny dla f ∈ C1(Ω,C). Niech f = u+ iv. Wystarczy pokaza¢, »e funkcje u i v s¡
harmoniczne w sensie dystrybucyjnym. Niech ϕ ∈ C∞0 (Ω). Wtedy∫

Ω

f∆ϕ dL2 = 4
∫
Ω

f
∂

∂z

(∂ϕ
∂z

)
dL2 = 0. �

Propozycja 4.4.35. Dla dowolnych zbiorów otwartych Ω,G ⊂ C oraz dla dowolnych funkcji f ∈ O(Ω,G),
u ∈ SH(G) mamy u ◦ f ∈ SH(Ω).

Dowód . W przypadku gdy u ∈ C2(G), wystarczy zauwa»y¢, »e

∆(u ◦ f) = ((∆u) ◦ f) · |f ′|2,
i skorzysta¢ z Propozycji 4.4.31. W przypadku ogólnym skorzystamy z regularyzacji (uε)ε>0 � por. Propozycja
4.4.29. Niech vε := uε ◦ f . Wtedy vε ∈ SH(f−1(Gε)) i vε ↘ u ◦ f . �

Propozycja 4.4.36 (Twierdzenie Liouville'a). Je»eli u ∈ SH(C) i u jest ograniczona z góry, to u ≡ const.

Dowód . Niech v(z) := u( 1
z ), z ∈ C∗. Wtedy v ∈ SH(C∗) oraz v jest ograniczona z góry. W takim razie, na

podstawie Propozycji 4.4.26, v rozszerza si¦ do funkcji ṽ ∈ SH(C). St¡d, na podstawie zasady maksimum,
dla dowolnego z ∈ C, mamy

u(z) 6 max{max
T

u,max
T

v} = u(z0)

dla pewnego z0 ∈ T. Ostatecznie, korzystaj¡c ponownie z zasady maksimum, wnioskujemy, »e u ≡ const.
�`

15
´
Mówi¡c obrazowo: nie ma funkcji �udaj¡cych� funkcje harmoniczne.`

16
´
Mówi¡c obrazowo: nie ma funkcji �udaj¡cych� funkcje holomor�czne.
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Propozycja 4.4.37 (Twierdzenie Oki
(

17
)
). Dla dowolnego ªuku Jordana γ : [0, 1] −→ Ω mamy

u(γ(0)) = lim sup
t→0+

u(γ(t)), u ∈ SH(Ω).

Dowód . Oczywi±cie mo»emy zaªo»y¢, »e γ(0) = 0 ∈ Ω. Przypu±¢my, »e

u(0) > A := lim sup
t−→0+

u(γ(t)).

Ustalmy r > 0 i 0 < t0 6 1 takie, »e:
• K(r) ⊂⊂ Ω,
• |γ(t)| < r dla 0 6 t < t0,
• |γ(t0)| = r,
• u(γ(t)) 6 1

2 (u(0) +A) dla 0 < t 6 t0.
Mo»emy zaªo»y¢, »e t0 = 1. Dla 0 < ρ < r niech 0 < tρ < 1 b¦dzie takie, »e:
• |γ(tρ)| = ρ,
• |γ(t)| > ρ dla tρ < t 6 1.
Niech Lρ := γ([tρ, 1]), Dρ := K(r)\Lρ. Zauwa»my, »e Dρ jest obszarem jednospójnym. Niech ϕρ : D −→

Dρ b¦dzie odwzorowaniem konforemnym (z twierdzenia Riemanna) takim, »e ϕρ(0) = 0 i ϕ′ρ(0) ∈ R>0. Na
mocy twierdzenia Carathéodory'ego, odwzorowanie ϕρ przedªu»a si¦ w sposób ci¡gªy na T (przedªu»enie to
oznaczymy równie» przez ϕρ) tak, »e ϕρ(T) ⊂ ∂Dρ. Niech Tρ := {θ ∈ [0, 2π) : ϕρ(eiθ) ∈ Lρ} (zauwa»my,
»e Tρ jest podzbiorem domkni¦tym w [0, 2π)) i niech mρ := 1

2πL
1(Tρ). Odnotujmy, »e |ϕρ(eiθ)| = r dla

θ ∈ T ′ρ := [0, 2π) \ Tρ. Funkcja

ψρ(z) :=

{
ϕρ(z)/z, z 6= 0
ϕ′ρ(0), z = 0

jest holomor�czna w D i ci¡gªa w D; ponadto nigdzie si¦ nie zeruje. W szczególno±ci, ln |ψρ| ∈ H(D) ∩ C(D),
a st¡d

lnϕ′ρ(0) = ln |ψρ(0)| = J(ln |ψρ|; 0, 1) = J(ln |ϕρ|; 0, 1) =
1

2π

(∫
Tρ

ln |ϕρ(eiθ)| dθ +
∫
T ′ρ

ln |ϕρ(eiθ)| dθ
)

> mρ ln ρ+ (1−mρ) ln r.

Z drugiej strony, na mocy twierdzenia Koebego
(

18
) (

19
)
, dostajemy ϕ′ρ(0) 6 4ρ (poniewa» γ(tρ) /∈ Dρ).

�¡cz¡c te fakty, dostajemy
4ρ1−mρ > r1−mρ ,

a zatem limρ→0mρ = 1. Ostatecznie:

u(0) 6 J(u ◦ ϕρ; 0, 1) =
1

2π

(∫
Tρ

u(ϕρ(eiθ)) dθ +
∫
T ′ρ

u(ϕρ(eiθ)) dθ
)
6 mρ

1
2

(u(0) +A) + (1−mρ)c,

gdzie c := supK(r) u, co przy ρ −→ 0 prowadzi do nierówno±ci u(0) 6 1
2 (u(0) +A) � sprzeczno±¢. �

Propozycja 4.4.38. Niech u ∈ C↑(Ω,R+). Wtedy lnu ∈ SH(Ω) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
wielomianu p ∈ P(C) funkcja |ep|u(z) jest subharmoniczna. W szczególno±ci, je»eli lnu1, lnu2 ∈ SH(Ω), to
ln(u1 + u2) ∈ SH(Ω).

Dowód . (=⇒): Niech v(z) := |ep(z)|u(z), z ∈ Ω. Wtedy ln v = Re p + lnu, st¡d ln v ∈ SH(Ω), a wi¦c tym
bardziej v ∈ SH(Ω).

(⇐=): Skorzystamy z Propozycji 4.4.8. Ustalmy a ∈ Ω oraz 0 < r < dΩ(a) i niech p ∈ P(C) b¦dzie taki,
»e lnu 6 Re p na C(a, r). Wtedy v := |e−p|u 6 1 na C(a, r), a poniewa» funkcja v jest subharmoniczna, wi¦c
z zasady maksimum dostajemy v 6 1 w K(a, r), czyli lnu 6 Re p w K(a, r). �

`
17
´
Kiyoshi Oka (1901�1978) � matematyk japo«ski.`

18
´
Paul Koebe (1882�1945) � matematyk niemiecki.`

19
´
Je»eli ϕ ∈ O(D) jest funkcj¡ injektywn¡ tak¡, »e ϕ(0) = 0, ϕ′(0) = 1, to K(1/4) ⊂ ϕ(D) � zob. [Lej 1957], � XIII.7.
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Propozycj¦ 4.4.38 mo»na uogólni¢ w nast¦puj¡cy sposób.

Propozycja 4.4.39. Niech u ∈ C↑(Ω,R+). Wtedy lnu ∈ SH(Ω) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
a ∈ C funkcja |eaz|u(z) jest subharmoniczna.

Dowód . Oczywi±cie jedyny problem to implikacja (⇐=). Zaªó»my najpierw, »e u ∈ C2(Ω,R+) Wystarczy
sprawdzi¢, »e ∆(lnu) > 0 w Ω \ u−1(0). Zauwa»my, »e

∆(lnu) =
1
u

(
∆u−

(∂u∂x )2 + ∂u
∂y )2

u

)
.

Niech a = α+ iβ i niech v := |eaz|u. Wtedy

0 6 ∆v = |eaz|
(
∆u+ |a|2u+ 2(α

∂u

∂x
+ β

∂u

∂y
)
)
.

Je»eli teraz ustalimy z0 ∈ Ω \ u−1(0) i przyjmiemy

α := −
∂u
∂x (z0)
u(z0)

, β := −
∂u
∂y (z0)

u(z0)
,

to dostaniemy (∆(lnu))(z0) > 0.
W przypadku ogólnym zauwa»my najpierw, »e funkcja u musi by¢ subharmoniczna (u = |e0z|u). Niech

(uε)ε>0 oznaczaj¡ regularyzacje funkcji u. Oczywi±cie uε + ε↘ u. Wystarczy wi¦c pokaza¢, »e ln(uε + ε) ∈
SH(Ωε), ε > 0. Ustalmy ε > 0. Poniewa» uε + ε jest klasy C∞, wi¦c na podstawie pierwszej cz¦±ci dowodu
wystarczy pokaza¢, »e |eaz|uε ∈ SH(Ωε) dla dowolnego a ∈ C. Ustalmy a ∈ C. Wtedy

|eaz|uε(z) =
∫

D
|ea(z+εw)|u(z + εw)Ψ(w)|e−aεw| dL2(w), z ∈ Ωε,

i teraz wystarczy ju» tylko zastosowa¢ Obserwacj¦ 4.4.30. �

Propozycja 4.4.40 (Lemat Schwarza). Niech u : D −→ [0, 1] b¦dzie funkcj¡ tak¡, »e lnu ∈ SH(D) oraz
u(0) = 0. Je»eli

lim sup
D∗3z→0

u(z)
|z|

< +∞,

to

u(z) 6 |z|, z ∈ D, oraz lim sup
D∗3z→0

u(z)
|z|
6 1.

Ponadto, je»eli

∃z0∈D∗ : u(z0) = |z0| lub lim sup
D∗3z→0

u(z)
|z|

= 1,

to u(z) = |z|, z ∈ D.

Dowód . Niech v(z) := u(z)
|z| , z ∈ D∗. Poniewa» ln v = lnu − ln |z|, zatem v ∈ SH(D∗). Z zaªo»e« wynika,

»e funkcja v jest lokalnie ograniczona w D, zatem kªad¡c v(0) := lim supD∗3z→0 v(z), dostajemy funkcj¦
subharmoniczn¡ na D. Stosuj¡c do funkcji v zasad¦ maksimum, otrzymujemy tez¦. �

Propozycja 4.4.41. Niech D ⊂ C b¦dzie obszarem wypukªym i niech u : D −→ R b¦dzie dowoln¡ funkcj¡
wypukª¡. Wtedy u ∈ SH(D).

Dowód . Oczywi±cie funkcja u jako wypukªa jest ci¡gªa. Ustalmy a ∈ D i 0 < r < dD(a). Mamy

J(u; a, r) = lim
N→+∞

N∑
j=1

1
N
u(a+ rei

2πj
N ) > lim sup

N→+∞
u
( N∑
j=1

1
N

(a+ rei
2πj
N )
)

= u(a). �
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Propozycja 4.4.42 (Twierdzenie Hadamarda o trzech okr¦gach). Niech A := A(r1, r2), 0 < r1 < r2 < +∞
i niech funkcja u b¦dzie taka, »e lnu ∈ SH(A). Przypu±¢my, »e lim sup|z|→rj u(z) 6Mj, j = 1, 2. Wtedy

u(z) 6M

ln |z|
r2

ln
r1
r2

1 M

ln |z|
r1

ln
r2
r1

2 , z ∈ A.

Dowód . Wystarczy zastosowa¢ zasad¦ maksimum (Wniosek 4.4.5) do funkcji A 3 z −→ |z|αu(z), gdzie α > 0
jest takie, »e rα1M1 = rα2M2. �





Cz¦±¢ III

Uzupeªnienia (poza zasadniczym wykªadem)





ROZDZIA� 5

Obszary Riemanna i przedªu»anie funkcji holomor�cznych

5.1. Regiony Riemanna nad C

Regiony Riemanna stanowi¡ z jednej strony naturalne uogólnienie zbiorów otwartych w C. Z pewnego
punktu widzenia (Twierdzenie Thullena 5.4.6) s¡ one mo»e nawet bardziej wªa±ciwym polem do uprawiania
teorii funkcji holomor�cznych ni» zbiory otwarte w C. Z drugiej strony, ka»da niezwarta jednowymiarowa
rozmaito±¢ zespolona (por. De�nicja 2.7.1) jest regionem Riemanna (Twierdzenie 5.5.8), co oznacza, »e teoria
regionów Riemann obejmuje wszystkie niezwarte jednowymiarowe rozmaito±ci zespolone.

De�nicja 5.1.1. Par¦ (X, p) nazywamy regionem Riemanna nad C ((X, p) ∈ R), je»eli:
• X jest przestrzeni¡ topologiczn¡ Hausdor�a,
• p : X −→ Cn jest lokalnym homeomor�zmem, tzn. dowolny punkt a ∈ X posiada otoczenie otwarte U

takie, »e zbiór p(U) ⊂ C jest otwarty oraz odwzorowanie p|U : U −→ p(U) jest homeomor�zmem.
Je»eli przestrze« X jest spójna, to mówimy, »e (X, p) jest obszarem Riemanna ((X, p) ∈ Rc).
Je»eli przestrze« X jest σ�zwarta, to mówimy, »e region (X, p) jest przeliczalny w niesko«czono±ci

((X, p) ∈ R∞).
Odwzorowanie p nazywamy projekcj¡. Zbiór p−1(a) nazywamy wªóknem na punktem a ∈ p(X). Za-

uwa»my, »e ka»de wªókno jest zbiorem dyskretnym.
Ka»dy zbiór A ⊂ X taki, »e p|A : A −→ p(A) jest homeomor�zmem, nazywamy zbiorem jednolistnym.

Obserwacja 5.1.2 (�wiczenie). (a) (X, p) ∈ R wtedy i tylko wtedy, gdy (C, p|C) ∈ Rc dla dowolnej
skªadowej spójnej C przestrzeni X.

(b) Je»eli Ω jest zbiorem otwartym w C, to (Ω, id) ∈ R∞. B¦dzie to kanoniczny sposób traktowania
zbiorów otwartych jako regionów Riemanna.

Oczywi±cie, ka»de lokalnie homeomor�czne odwzorowanie p : Ω −→ C pozwala traktowa¢ (Ω, p) jako
region Riemanna, np. (C, exp).

(c) Je»eli (X, p) ∈ R i Y ⊂ X jest zbiorem otwartym, to (Y, p|Y ) ∈ R.
(d) Je»eli (X, p) ∈ R, to odwzorowanie p jest otwarte. W szczególno±ci:
• p(X) jest zbiorem otwartym,
• zbiór otwarty U ⊂ X jest jednolistny wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie p|U jest injektywne.
(e) Rodzina (U, p|U ), gdzie U przebiega wszystkie otwarte zbiory jednolistne, zadaje na X atlas jedno-

wymiarowej (niezwartej) rozmaito±ci zespolonej.
(f) Niech (X, p) ∈ Rc i niech Y b¦dzie otwartym jednolistnym podzbiorem X takim, »e p(Y ) = p(X).

Wtedy Y = X.

De�nicja 5.1.3. Niech (X, p) ∈ R i niech T b¦dzie dowoln¡ przestrzeni¡ topologiczn¡. Powiemy, »e odwzo-
rowanie ci¡gªe γ̂ : T −→ X jest podniesieniem odwzorowania ci¡gªego γ : T −→ p(X), je»eli p ◦ γ̂ ≡ γ.

Je»eli T ⊂ p(X), to ka»de podniesienie γ̂ odwzorowania idT nazywamy sekcj¡ nad T (γ̂ ∈ Γ (T, (X, p))).

Obserwacja 5.1.4 (�wiczenie). (a) Je»eli γ̂ ∈ Γ (T, (X, p)), to zbiór γ̂(T ) jest jednolistny.
(b) Wobec Obserwacji 5.1.2(f), je»eli (X, p) ∈ Rc i Γ (p(X), (X, p)) 6= ∅, to X jest jednolistny.

Propozycja 5.1.5 (Zasada identyczno±ci dla podniesie«). Je»eli przestrze« T jest spójna, t0 ∈ T oraz
γ̂j : T −→ X, j = 1, 2, s¡ dwoma podniesieniami odwzorowania γ : T −→ p(X) takimi, »e γ̂1(t0) = γ̂2(t0),
to γ̂1 ≡ γ̂2.

89
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Dowód . Niech T0 := {t ∈ T : γ̂1(t) = γ̂2(t)}; T0 jest domkni¦ty i niepusty. Pozostaje pokaza¢, »e T0 jest
otwarty. Niech u ∈ T0, a := γ̂1(u) = γ̂2(u) i niech U b¦dzie otwartym jednolistnym otoczeniem a. Wobec
ci¡gªo±ci γ̂j istnieje otwarte otoczenie V punktu u takie, »e γ̂j(V ) ⊂ U , j = 1, 2. Wtedy γ̂j |V = (p|U )−1 ◦γ|V ,
j = 1, 2, a st¡d V ⊂ T0. �

Wniosek 5.1.6. (a) (Zasada identyczno±ci dla sekcji) Je»eli T ⊂ p(X) jest zbiorem spójnym, s1, s2 ∈
Γ (T, (X, p)) i s1(z0) = s2(z0) dla pewnego punktu z0 ∈ T , to s1 ≡ s2.

(b) Je»eli A1, A2 ⊂ X s¡ jednolistne, A1 ∩A2 6= ∅ oraz zbiór p(A1)∩ p(A2) jest spójny, to A1 ∪A2 jest
zbiorem jednolistym.

Zauwa»my, »e je»eli A1 ∩ A2 = ∅ lub zbiór p(A1) ∩ p(A2) nie jest spójny, to A1 ∪ A2 nie musi by¢
jednolistny � �wiczenie.

Dowód . (a) wynika natychmiast z zasady identyczno±ci dla podniesie«.
(b) Ustalmy x0 ∈ A1 ∩ A2. Niech T := p(A1) ∩ p(A2), sj := (p|Aj )−1|T ∈ Γ (T, (X, p)), j = 1, 2. Wtedy

s1(p(x0)) = s2(p(x0)), st¡d wobec (a), s1 ≡ s2, co implikuje, »e s1 ∪ s2 ∈ Γ (p(A1 ∪ A2), (X, p)), a wi¦c
A1 ∪A2 jest jednolistny. �

Niech (X, p) ∈ R. Dla a ∈ X i r ∈ (0,+∞], niech KX(a, r) oznacza otwarte jednolistne otoczenie a takie,
»e p(KX(a, r)) = K(p(a), r) (o ile takie otoczenie istnieje). Zauwa»my, »e:
• KX(a, r) istnieje dla maªych r > 0;
• je»eli �koªo� KX(a, r) istnieje, to jest jednoznacznie wyznaczone;
• je»eli KX(a, r) istnieje, to dla dowolnych b ∈ KX(b, r) i 0 < s 6 r − |p(b) − p(a)|, �koªo� KX(b, s)

istnieje oraz
KX(b, r) = (p|KX(a,r))−1(K(p(b), s));

• je»eli KX(a, s) istnieje dla 0 < s < r, to �koªo� KX(a, r) istnieje oraz

KX(a, r) =
⋃

0<s<r

KX(a, s).

W szczególno±ci, je»eli zde�niujemy odlegªo±¢ od brzegu

dX : X −→ (0,+∞], dX(a) := sup{r ∈ (0,+∞] : KX(a, r) istnieje}, a ∈ X,
to dla dowolnego a ∈ X maksymalne �koªo�

KX(a) := KX(a, dX(a))

jest dobrze okre±lone. Zde�niujmy

pa := p|KX(a), X∞ := {a ∈ X : dX(a) = +∞}, dX(A) := inf{dX(a) : a ∈ A}, A ⊂ X,

A(r) :=
⋃
a∈A

KX(a, r), A ⊂ X, 0 < r < dX(A).

Obserwacja 5.1.7. (a) Je»eli (X, p) = (Ω, id), gdzie Ω ⊂ C jest otwarty, to dΩ zgadza si¦ z klasyczn¡
de�nicj¡. Ogólnie mamy:

dX 6 dp(X) ◦ p.
(b) Wobec Obserwacji 5.1.2(f), je»eli X∞ 6= ∅, to ka»da skªadowa X∞ jest odwzorowywana przez p

homeomor�cznie na C.
(c)

|dX(a)− dX(b)| 6 |p(a)− p(b)|, a ∈ X \X∞, b ∈ KX(a).
W szczególno±ci, dX jest funkcj¡ ci¡gª¡.

Istotnie, wobec Wniosku 5.1.6(b), dla dowolnego b ∈ KX(a), zbiór U := KX(a) ∪ KX(b) jest obszarem
jednolistnym. St¡d:

|dX(a)− dX(b)| = |dU (a)− dU (b)| = |dp(U)(p(a))− dp(U)(p(b))| 6 |p(a)− p(b)|.
(e) Niech K ⊂⊂ X b¦dzie zwarty. Wtedy:
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• Zbiór K(r) jest zwarty dla dowolnego 0 < r < dX(K).
Istotnie, niech (xk)∞k=1 ⊂ K(r), xk ∈ KX(ak, r), ak ∈ K, k > 1 (w przyszªo±ci (zob. Obserwacja 5.1.9)

zobaczymy, »e X jest metryzowalna, wi¦c zwarto±¢ mo»na sprawdza¢ �ci¡gowo�). Mo»emy zaªo»y¢, »e ak −→
a0 ∈ K, p(xk) −→ z0 ∈ Cn oraz ak ∈ KX(a0, ε), k > 1, gdzie ε := dX(K) − r. Wtedy KX(ak, r) ⊂ KX(a0)
i w zwi¡zku z tym xk = p−1

a0
(p(xk)) −→ p−1

a0
(z0) =: x0. Ponadto, |p(x0) − p(a0)| 6 r. Ostatecznie x0 ∈

KX(a0, r) ⊂ K(r).
• dX(K(r)) > dX(K)− r (w rzeczywisto±ci zachodzi równo±¢ � �wiczenie).
• K =

⋂
0<r<dX(K)K

(r).

(f) Je»eli K jest zwarty i jednolistny, to K(r) jest jednolistny dla maªych r > 0.
Istotnie, niech xk ∈ KX(ak, 1/k), yk ∈ KX(bk, 1/k), ak, bk ∈ K, xk 6= yk, p(xk) = p(yk), k � 1. Mo»emy

zaªo»y¢, »e ak −→ a0 ∈ K, bk −→ b0 ∈ K. Wtedy p(a0) = p(b0) a st¡d a0 = b0. St¡d xk, yk ∈ KX(a0),
k � 1 � sprzeczno±¢.

Obserwacja 5.1.8. Niech γ : [0, 1] −→ p(X) b¦dzie krzyw¡, a ∈ p−1(γ(0)) i niech I0 oznacza zbiór tych
t ∈ [0, 1], dla których istnieje podniesienie γ̂t : [0, t] −→ X krzywej γ|[0,t] takie, »e γ̂t(0) = a. Wtedy:
• 0 ∈ I0.
• Je»eli t ∈ I0, to [0, t] ⊂ I0 i dlatego I0 jest przedziaªem.
• γ̂t′ = γ̂t′′ |[0,t′] dla 0 6 t′ 6 t′′, t′′ ∈ I0 (wobec zasady identyczno±ci dla podniesie«) i st¡d mamy

podniesienie γ̂ : I0 −→ X krzywej γ|I0 , dla którego γ̂(0) = a.
• I0 jest otwarty w [0, 1]. Istotnie, je»eli U jest otwartym jednolistnym otoczeniem punktu γ̂(t) (dla

pewnego t ∈ I0 ∩ [0, 1)) oraz 0 < δ 6 1− t jest takie, »e γ([t, t+ δ]) ⊂ p(U), to mo»emy zde�niowa¢:

γ̂t+δ(t) :=

{
γ̂t(t), t ∈ [0, t]
(p|U )−1(γ(t)), t ∈ [t, t+ δ]

.

Z powy»szego wynika, »e albo I0 = [0, 1] (i wtedy mamy podniesienie γ̂ krzywej γ) albo I0 = [0, t∗) dla
pewnego 0 < t∗ 6 1.
• Je»eli I0 = [0, t∗), to dX(γ̂(I0)) = 0 (w szczególno±ci, γ̂(I0) nie jest relatywnie zwarty). Istotnie,

gdyby dX(γ̂(I0)) = r > 0, to bior¡c 0 < t < t∗ tak, »e γ(t) ∈ K(γ(t), r) dla t ∈ [t, t∗], i de�niuj¡c

γ̂t∗(t) :=

{
γ̂t(t), t ∈ [0, t]
p−1bγ(t)

(γ(t)), t ∈ [t, t∗]
,

dostaliby±my podniesienie γ̂t∗ krzywej γ|[0,t∗] � sprzeczno±¢.

Niech (X, p) ∈ Rc. Zauwa»my (�wiczenie), »e dla dowolnych punktów a, b ∈ X istnieje krzywa γ̂ :
[0, 1] −→ X taka, »e γ̂(0) = 0, γ̂(1) = b i p ◦ γ̂ jest ªaman¡. Zde�niujmy σX = σ(X,p) : X ×X −→ R+,

σX(a, b) := inf{`(p ◦ γ̂) : γ̂ : [0, 1] −→ X jest krzyw¡, γ̂(0) = a, γ̂(1) = b}, a, b ∈ X.

Obserwacja 5.1.9. (a) σ(X,p)(a, b) > σ(p(X),id)(p(a), p(b)), a, b ∈ X.
(b) Je»eli A ⊂ X jest zbiorem jednolistnym takim, »e p(A) jest wypukªy, to

σX(a, b) = |p(a)− p(b)|, a, b ∈ A.
(c)

KX(a, r) = {x ∈ X : σX(a, x) < r}, a ∈ X, 0 < r 6 dX(a).
Istotnie, inkluzja ⊂ wynika z (b). Je»eli σX(a, x) < r i γ̂ : [0, 1] −→ X jest krzyw¡ tak¡, »e γ̂(0) = a,

γ̂(1) = x i `(p◦ γ̂) < r, to (p◦ γ̂)([0, 1]) ⊂ K(p(a), r). St¡d, z zasady identyczno±ci dla podniesie«, dostajemy
γ̂ : [0, 1] −→ KX(a, r).

(d) σX jest ci¡gª¡ metryk¡. Topologia generowana przez σX pokrywa si¦ z wyj±ciow¡ topologi¡ przestrzeni
X.

(e) Dla dowolnej przestrzeni metrycznej (Y, d) i odwzorowania f : X −→ Y , NWSR:
(i) d(f(a), f(b)) 6 σX(a, b), a, b ∈ X;
(ii) d(f(a), f(b)) 6 |p(a)− p(b)|, a ∈ X, b ∈ KX(a).
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Istotnie, implikacja (i) =⇒ (ii) wynika z (b). Dla dowodu implikacji przeciwnej, ustalmy a, b ∈ X i krzyw¡
γ̂ : [0, 1] −→ X tak¡, »e γ̂(0) = a, γ̂(1) = b. Wtedy (�wiczenie) istnieje N ∈ N oraz punkty 0 = t0 < · · · <
tN = 1 takie, »e γ̂(tj) ∈ KX(γ̂(tj−1)), j = 1, . . . , N . St¡d

d(f(a), f(b)) 6
N∑
j=1

d(f(γ̂(tj−1)), f(γ̂(tj))) 6
N∑
j=1

|p(γ̂(tj−1))− p(γ̂(tj))| 6 `(p ◦ γ̂),

co daje (i).
W szczególno±ci, wobec Obserwacji 5.1.7(c),

|dX(a)− dX(b)| 6 σX(a, b), a, b ∈ X \X∞.
(f) Niech a0 ∈ X, 0 < ε < dX(a0) i niech Uε b¦dzie skªadow¡ spójn¡ zbioru {x ∈ X : dX(x) > ε}, do

której nale»y a0. Wtedy, dla dowolnego t > 0, zbiór

Uε,t := {x ∈ Uε : σUε(a0, x) < t}
jest relatywnie zwarty w X.

Istotnie, niech I := {t > 0 : Uε,t ⊂⊂ X}. Wobec (c), mamy (0, ε] ⊂ I. Aby udowodni¢, »e I = R>0

wystarczy pokaza¢, »e dla t > ε, zachodzi implikacja t ∈ I =⇒ t+ ε/2 ∈ I. Wystarczy wi¦c pokaza¢ np. »e

Uε,t+ε/2 ⊂
⋃

b∈Uε,t

KX(b, ε).

Ustalmy a ∈ Uε,t+ε/2 \ Uε,t i niech γ̂ : [0, 1] −→ Uε b¦dzie krzyw¡ tak¡, »e γ̂(0) = a0, γ̂(1) = a oraz
`(p ◦ γ̂) < t+ ε/2. Niech τ ∈ (0, 1) b¦dzie takie, »e b := γ̂(τ) ∈ KX(a, ε) \KX(a, ε/2). Wtedy

t+ ε/2 > `(p ◦ γ̂) = `(p ◦ γ̂|[0,τ ]) + `(p ◦ γ̂|[τ,1]) > `(p ◦ γ̂|[0,τ ]) + |p(b)− p(a)| > L(p ◦ γ̂|[0,τ ]) + ε/2,

Sk¡d wynika »e, `(p ◦ γ̂|[0,τ ]) < t, a wi¦c b ∈ Uε,t oraz a ∈ KX(b, ε).

Obserwacja 5.1.10. (a) Wiadomo (zob. [Die 1944], [Bou 1965]), »e dla dowolnej rozmaito±ci spójnej M
klasy C1, NWSR:

(i) M jest σ�zwarta;
(ii) topologia M ma baz¦ przeliczaln¡.
(b) Wiadomo równie», »e ka»da powierzchnia Riemanna jest σ�zwarta (zob. [Rad 1925]; wynika to rów-

nie» po±rednio z twierdzenia Poicarégo�Volterry (Twierdzenie 5.1.11) oraz twierdzenia Gunninga � Narasim-
hana (Twierdzenie 5.5.8).

(c) Istnieje spójna, jednospójna dwuwymiarowa rozmaito±¢ zespolona, która nie jest σ�zwarta (zob.
[Cal-Ros 1954]).

Twierdzenie 5.1.11 (Twierdzenie Poincarégo�Volterry
(

1
) (

2
)
). Rc ⊂ R∞. W szczególno±ci, je»eli (X, p) ∈

Rc, to:
• wªókna s¡ co najwy»ej przeliczalne,
• topologia przestrzeni X ma baz¦ przeliczaln¡ zªo»on¡ z relatywnie zwartych obszarów jednolistnych.

Dowód . Ustalmy a0 ∈ X i niech Uε and Uε,t b¦d¡ takie, jak w Obserwacji 5.1.9(f). Niech k0 ∈ N b¦dzie
takie, »e 1/k0 < dX(a0) i niech Vk := U1/k,k, k > k0. Wobec Obserwacji 5.1.9(f), mamy Vk ⊂⊂ X, k > k0.
Zauwa»my, »e Vk ⊂ Vk+1 (�wiczenie) oraz X =

⋃∞
k=k0

Vk (�wiczenie).
Jest jasne, »e je»eli X jest σ�zwarta i wªókna s¡ dyskretne, to s¡ co najwy»ej przeliczalne. Poka»emy

jeszcze, »e topologia X ma baz¦ przeliczaln¡ zªo»on¡ z relatywnie zwartych obszarów jednolistnych. Niech
X =

⋃∞
j=1Kj , gdzie ka»dy ze zbiorów Kj jest zwarty. Dla ustalonych j ∈ N i 0 < r < dX(Kj), istnieje zbiór

sko«czony Sj,r ⊂ Kj taki, »e Kj ⊂
⋃
x∈Sj,r KX(x, r). Pozostaje sprawdzi¢ (�wiczenie), »e rodzina

{KX(x, r) : j ∈ N, 0 < r < dX(Kj), r ∈ Q, x ∈ Sj,r}
jest poszukiwan¡ baz¡. �`

1
´
Jules Henri Poincaré (1854�1912) � matematyk francuski.`

2
´
Vito Volterra (1860 �1940) � matematyk wªoski.
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Twierdzenie 5.1.12 (Twierdzenie o monodromii). Niech (X, p) ∈ R. Niech A b¦dzie przestrzeni¡ lokalnie
zwart¡, spójn¡ i lokalnie spójn¡, i niech B b¦dzie przestrzeni¡ lokalnie spójn¡. Ustalmy a0 ∈ A. Zaªó»my, »e

F : A×B −→ p(X)

jest odwzorowaniem ci¡gªym oraz dla dowolnego b ∈ B istnieje podniesienie F̂b : A −→ X odwzorowania
Fb := F (·, b) takie, »e odwzorowanie B 3 b 7−→ F̂b(a0) ∈ X jest ci¡gªe. Wtedy odwzorowanie

A×B 3 (a, b)
bF7−→ F̂b(a) ∈ X

jest ci¡gªe.

Dowód . Najpierw sprawdzimy, »e F̂ jest ci¡gªe w ka»dym punkcie (a0, b), b ∈ B.
Istotnie, ustalmy b1 ∈ B i niech W b¦dzie otwartym jednolistnym otoczeniem F̂ (a0, b1). Istniej¡ spójne

otoczenia U ⊂ A punktu a0 i V ⊂ B punktu b1 takie, »e:
F̂ ({a0} × V ) ⊂W (korzystamy z ci¡gªo±ci b 7−→ F̂ (a0, b)),
F (U × V ) ⊂ p(W ).
Zde�niujmy σ := (p|W )−1 ◦ F |U×V . Wtedy dla dowolnego b ∈ V odwzorowania U 3 a 7−→ F̂ (a, b)

i U 3 a 7−→ σ(a, b) s¡ podniesieniami U 3 a 7−→ F (a, b) zgodnymi dla a = a0. W konsekwencji, na podstawie
zasady identyczno±ci dla podniesie«, F̂ |U×V = σ. W szczególno±ci, odwzorowanie F̂ jest ci¡gªe w (a0, b1).

Teraz sprawdzimy ci¡gªo±¢ w dowolnym punkcie (a1, b1) ∈ A × B � poka»emy, »e istniej¡ otoczenia
U ⊂ A punktu a1, V ⊂ B punktu b1 i jednolistne W ⊂ X punktu F̂ (a1, b1) takie, »e F (U × V ) ⊂ p(W )
i F̂ |U×V = (p|W )−1 ◦ F |U×V .

Dla x ∈ A niech Wx ⊂ X b¦dzie jednolistnym otoczeniem F̂b1(x). Wybierzemy otoczenie Ũx ⊂⊂ A

punktu x takie, »e F̂b1(Ũx) ⊂⊂ Wx. Z ci¡gªo±ci odwzorowania F̂ w punkcie (a0, b1), wynika, »e mo»emy
zaªo»y¢, »e F̂ (Ũa0 × Ṽ ) ⊂Wa0 dla pewnego otoczenia Ṽ ⊂ B punktu b1.

Poniewa» A jest spójn¡ i lokalnie spójn¡ przestrzeni¡ Hausdor�a istniej¡ punkty x1, . . . , xN ∈ A i obszary
U1, . . . , UN takie, »e x1 = a0, a1 ∈ UN , Uj ⊂ Ũxj , j = 1, . . . , N , Uj ∩ Uj+1 6= ∅, j = 1, . . . , N − 1. Niech
Wj := Wxj , j = 1, . . . , N . Poniewa» F (Uj × {b1}) = p(F̂b1(Uj)) ⊂⊂ p(Wj), j = 1, . . . , N , istnieje spójne

otoczenie V ⊂ Ṽ punktu b1 takie, »e F (Uj×V ) ⊂ p(Wj), j = 1, . . . , N . Zauwa»my, »e that F̂ (U1×V ) ⊂W1.
Zde�niujmy σj := (p|Wj )

−1 ◦ F |Uj×V : Uj × V −→ X. Wystarczy pokaza¢, »e dla dowolnego j = 1, . . . , N ,
mamy

(*) σj = F̂ |Uj×V .
Odnotujmy, »e σj = F̂ on Uj × {b1}, j = 1, . . . , N . Ponadto, (*) zachodzi dla j = 1. Przypu±¢my, »e
(*) zachodzi dla j = 1, . . . , k dla pewnego 1 6 k 6 N − 1. Ustalmy punkt x0 ∈ Uk ∩ Uk+1. Zauwa»my, »e
F̂ (x0, b) = σk(x0, b), b ∈ V . Ustalmy b ∈ V . Zauwa»my, »e odwzorowania Uk+1 3 x 7−→ F̂ (x, b), Uk+1 3 x 7−→
σk+1(x, b) s¡ podniesieniami odwzorowania Uk+1 3 x 7−→ F (x, b). Wobec zasady identyczno±ci, wystarczy
pokaza¢, »e σk(x0, b) = F̂ (x0, b) = σk+1(x0, b). Dla dowodu, zauwa»my, »e odwzorowania V 3 y 7−→ σk(x0, y)
i V 3 y 7−→ σk+1(x0, y) s¡ podniesieniami odwzorowania V 3 y 7−→ F (x0, y), które si¦ pokrywaj¡ dla y = b1.
St¡d, ponownie korzystaj¡c z zasady identyczno±ci, dostajemy »¡dany wynik. �

W przypadku, gdy A = B := [0, 1], a0 := 0, dostajemy klasyczne twierdzenie o monodromii.

Twierdzenie 5.1.13 (Klasyczne twierdzenie o monodromii). Niech (X, p) ∈ Rc, x0 ∈ X i niech

F : [0, 1]× [0, 1] −→ p(X)

b¦dzie odwzorowaniem ci¡gªym takim, »e F (0, u) = p(x0), u ∈ [0, 1]. Przypu±¢my, »e dla dowolnego u ∈ [0, 1]
istnieje podniesienie γ̂u : [0, 1] −→ X krzywej F (·, u) takie, »e γ̂u(0) = x0. Zde�niujmy F̂ (t, u) := γ̂u(t),
t, u ∈ [0, 1]. Wtedy F̂ jest ci¡gªe.

W szczególno±ci, je»eli F (1, ·) ≡ const = z1, to F̂ (1, ·) ≡ const ∈ p−1(z1).
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De�nicja 5.1.14. Powiemy, »e obszar Riemanna (X, p) jest pokryw¡, dowolny punkt z0 ∈ p(X) ma otoczenie
otwarte U0 takie, »e ka»da skªadowa spójna U zbioru p−1(U0) jest jednolistna oraz p(U) = U0.

Powiemy, »e obszar (X, p) jest dowolnie przedªu»alny, je»eli dla dowolnej krzywej γ : [0, 1] −→ p(X) oraz
punktu a ∈ p−1(γ(0)) istnieje podniesienie γ̂ : [0, 1] −→ X krzywej γ takie, »e γ̂(0) = a.

Propozycja 5.1.15. Niech (X, p) ∈ R. Wtedy NWSR:
(i) (X, p) jest pokryw¡;
(ii) (X, p) jest dowolnie przedªu»alny;
(iii) dla dowolnego zbioru wypukªego T ⊂ Rk

(
3
)
, dla dowolnej funkcji ci¡gªej γ : T −→ p(X), dla

dowolnych t0 ∈ T oraz a ∈ p−1(γ(t0)), istnieje podniesienie γ̂ : [0, 1] −→ X takie, »e γ̂(t0) = a.
(iv) dX = dp(X) ◦ p.

Dowód . (Szczegóªy pozostawiamy jako �wiczenie.)
(i) =⇒ (ii): Niech γ : [0, 1] −→ p(X) b¦dzie krzyw¡ i niech a ∈ p−1(γ(0)). Niech I0 b¦dzie taki, jak

w Obserwacji 5.1.8. Korzystaj¡c z tego, »e (X, p) jest pokryw¡, sprawdzamy, »e I0 jest domkni¦ty, a wi¦c
I0 = I.

(ii) =⇒ (iii): Dla t ∈ T niech σt : [0, 1] −→ T b¦dzie dowoln¡ krzyw¡ tak¡, »e σt(0) = t0, σt(1) = t.
Zde�niujmy δt := γ ◦σt : [0, 1] −→ p(X) i niech δ̂t : [0, 1] −→ X b¦dzie podniesieniem δt, dla którego δ̂t(0) =
a. Z klasycznego twierdzenia o monodromii wynika, »e δ̂t(1) jest niezale»ne od σt. Poªó»my γ̂(t) := δ̂t(1).
Pozostaje wykaza¢, »e γ̂ jest ci¡gªa.

(iii) =⇒ (iv): Ustalmy a ∈ X. Stosujemy (iii) do T := K(p(a), dp(X)(p(a))).
(iv) =⇒ (i): Ustalmy z0 ∈ p(X) iK(z0, 2r) ⊂ p(X). Zde�niujmy U0 := K(z0, r). Niech U b¦dzie skªadow¡

spójn¡ zbioru p−1(U0). Wtedy U = KX(a, r) dla pewnego a ∈ p−1(z0). �

Propozycja 5.1.16. Niech (X, p) b¦dzie pokryw¡. Wtedy
(a) #p−1(z1) = #p−1(z2) dla dowolnych z1, z2 ∈ p(X).
(b) Je»eli obszar p(X) jest homotopijnie jednospójny, to p jest injektywne.

Dowód . (a) Ustalmy z1, z2 ∈ p(X), z1 6= z2, i niech γ : [0, 1] −→ p(X) b¦dzie krzyw¡ tak¡, »e γ(0) = z1,
γ(1) = z2. Dla x ∈ p−1(z1) niech f(x) = γ̂x(1), gdzie γ̂x jest podniesieniem γ, przy czym γ̂x(0) = x. Wobec
zasady identyczno±ci dla podniesie« odwzorowanie f : p−1(z1) −→ p−1(z2) jest injektywne.

(b) Niech a1, a2 ∈ X, p(a1) = p(a2) =: z0 i niech σ : [0, 1] −→ X b¦dzie krzyw¡ tak¡, »e σ(0) = a1,
σ(1) = a2. Niech F : [0, 1] × [0, 1] −→ p(X) b¦dzie homotopi¡ ±ci¡gaj¡c¡ p ◦ σ do punktu z0: F (·, 0) =
p ◦ σ, F (0, ·) = F (1, ·) = F (·, 1) = z0. Poniewa» (X, p) jest dowolnie przedªu»alny (Propozycja 5.1.15(iii)),
homotopia F mo»e by¢ podniesiona do F̂ , przy czym F̂ (0, u) = a1. Wobec twierdzenia o monodromii,
a2 = F̂ (1, 0) = F̂ (1, 1) = a1. �

De�nicja 5.1.17. Dla f ∈ O(X), a ∈ X i k ∈ N, de�niujemy k�t¡ pochodn¡ funkcji f w punkcie a

f (k)(a) := (f ◦ p−1
a )(k)(p(a)).

Dalej, de�niujemy szereg Taylora funkcji f w punkcie a

Taf(z) :=
∞∑
k=0

f (k)(a)
k!

(z − p(a))k = Tp(a)(f ◦ p−1
a )(z)

i jego promie« zbie»no±ci d(Taf).
De�nicja jest oczywi±cie zgodna dla (X, p) = (Ω, id).

`
3
´
Lub ogólniej, dla dowolnej przestrzeni metrycznej T , która jest ªukowo spójna, lokalnie ªukowo spójna i homotopijnie

jednospójna.
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Niech I b¦dzie dowolnym zbiorem wska¹ników. Szczególn¡ rol¦ b¦dzie odgrywa¢ przypadek, gdy #I = 1.
Dla a ∈ C zde�niujmy

ÕIa := {(U,f) : U jest otwartym otoczeniem a, f = (fi)i∈I ⊂ O(U)},

Dla (U,f), (V, g) ∈ ÕIa de�niujemy relacj¦ równowa»no±ciow¡

(U,f)
a' (V, g) :⇐⇒ ∃W − otoczenie a : W ⊂ U ∩ V, fi|W = gi|W , i ∈ I.

Niech
OIa := ÕIa/

a' .
Ka»d¡ klas¦ równowa»no±ci f̂a := [(U,f)] a' nazywamy I�kieªkiem f w punkcie a. Zauwa»my, »e warto±¢

f̂a(a) := (fi(a))i∈I jest poprawnie okre±lona. Niech

[(U,f)] a' + [(V, g)] a' := [(U ∩ V,f + g)] a', [(U,f)] a' · [(V, g)] a' := [(U ∩ V,f · g)] a',

gdzie f + g := (fi|U∩V + gi|U∩V )i∈I , f · g := (fi|U∩V · gi|U∩V )i∈I . Dziaªania te zadaj¡ w OIa struktur¦
pier±cienia przemiennego � jest to pier±cie« I�kieªków funkcji holomor�cznych w punkcie a.

Niech RIa oznacza pier±cie« rodzin (Si)i∈I zªo»onych z szeregów pot¦gowych o ±rodku w punkcie a takich,
»e inf{d(Si) : i ∈ I} > 0. Wtedy odwzorowanie

OIa 3 f̂a −→ (Tafi)i∈I ∈ RIa
jest dobrze okre±lone i jest izomor�zmem pier±cieni.

Niech
OI :=

∨
a∈C
OIa

i niech πI : OI −→ Cn, πI(f̂a) := a. Dla f̂a = [(U,f)] a' zde�niujmy

V(f̂a, U) := {[(U,f)] b
'

: b ∈ U}.

Wtedy:
• rodzina {V(f̂a, U) : f̂a ∈ OI , (U,f) ∈ f̂a} jest baz¡ otocze« pewnej topologii na OI (�wiczenie).
• Jest to topologia Hausdor�a. Istotnie, niech f̂a = [(U,f)] a', ĝb = [(V, g)] b

'
, f̂a 6= ĝb. Je»eli a 6= b,

to V(f̂a, U) ∩ V(ĝb, V ) = ∅, o ile U ∩ V = ∅. Je»eli a = b, to mo»emy zaªo»y¢, »e V = U jest obszarem.
Przypu±¢my, »e [(U,f)] c' = [(U, g)] c' dla pewnego c ∈ U . Wtedy, z zasady identyczno±ci, fi ≡ gi, i ∈ I, co
daje sprzeczno±¢.
• πI |V(bfa,U) : V(f̂a, U) −→ U jest homeomor�zmem (�wiczenie).

Tak wi¦c (OI , πI) jest regionem Riemanna � nosi on nazw¦ snopa I�kieªków funkcji holomor�cznych
jednej zmiennej. Zauwa»my (�wiczenie), »e

dOI (f̂a) = inf{d(Tafi) : i ∈ I}.

Dla i0 ∈ I niech Fi0 : OI −→ C, Fi0(f̂a) := fi0(a). Wtedy

Fi0 ◦ (πI |V(bfa,U))
−1 = fi0 na U,

co oznacza, »e Fi0 ∈ O(OI).

Szczególn¡ uwag¦ po±wi¦cimy przypadkowi, gdy #I = 1. Wtedy b¦dziemy pomija¢ indeks I . Mamy wi¦c
region Riemanna (O, π) nad C taki, »e KO(f̂a, r) = V(f̂a,K(a, r)), 0 < r 6 d(Taf) = dO(f̂a) = d(Taf).
Ponadto, mamy funkcj¦ holomor�czn¡ F ∈ O(O), F(f̂a) := f(a). Zauwa»my (�wiczenie), »e dla dowolnego
zbioru otwartego Ω ⊂ C odwzorowanie

O(Ω) 3 f Ξ7−→ (Ω 3 z 7−→ f̂z ∈ Oz) ∈ Γ (Ω, (O, π))
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jest izomor�zmem; odwzorowanie odwrotne ma posta¢

Γ (Ω, (O, π)) 3 s 7−→ F ◦ s ∈ O(Ω).

De�nicja 5.2.1. Dowolny obszar F ⊂ O nazywamy funkcj¡ analityczn¡ (wieloznaczn¡).
Ka»d¡ skªadow¡ spójn¡ snopa O nazywamy peªn¡ funkcj¡ analityczn¡.
Na funkcj¦ analityczne przenosimy poj¦cie dowolnej przedªu»alno±ci (pokrywy) i mówimy, »e funkcja

analityczna F jest dowolnie przedªu»alna.

Obserwacja 5.2.2. (a) Dla ka»dej funkcji f ∈ O(Ω) istnieje peªna funkcja analityczna F f taka, »e
Ξ(f)(Ω) ⊂ F f .

(b) Niech F ⊂ O b¦dzie funkcj¡ analityczn¡. Jako natychmiastowy wniosek z Twierdzenia 5.1.11 dosta-
jemy: #(F ∩ π−1(z)) 6 ℵ0, z ∈ D := π(F );

(c) Niech F ⊂ O b¦dzie dowolnie przedªu»alna funkcj¡ analityczn¡. Jako natychmiastowy wniosek z Pro-
pozycji 5.1.16 dostajemy:
• #(F ∩ π−1(z1)) = #(F ∩ π−1(z2)) dla dowolnych z1, z2 ∈ D := π(F );
• je»eli obszar D jest homotopijnie jednospójny, to F jest obszarem jednolistnym, tzn. F mo»e by¢

uto»samiona ze zwykª¡ funkcj¡ F ◦ (π|F )−1 ∈ O(D).

�wiczenie 5.2.3. Niech F ⊂ O b¦dzie funkcj¡ analityczn¡.
(a) Pokaza¢, »e pochodna

F ′ := {f̂ ′a : f̂a ∈ F , a ∈ π(F )}
jest dobrze okre±lon¡ funkcj¡ analityczn¡, π(F ′) = π(F ).

(b) Pokaza¢, »e funkcja odwrotna

F−1 := {f̂−1
b : f̂a ∈ F , f ′(a) 6= 0, b = f(a), a ∈ π(F )}

jest dobrze okre±lon¡ funkcj¡ analityczn¡.

5.3. Mor�zmy

De�nicja 5.3.1. Niech (X, p), (Y, q) ∈ R. Powiemy, »e odwzorowanie ci¡gªe ϕ : X −→ Y jest mor�zmem,
je»eli q ◦ ϕ = p. Je»eli ponadto ϕ jest bijektywne i ϕ−1 jest równie» mor�zmem, to mówimy, »e ϕ jest
izomor�zmem.

Obserwacja 5.3.2. (a) Je»eli Ω1, Ω2 ⊂ C s¡ otwarte i ϕ : (Ω1, id) −→ (Ω2, id) jest mor�zmem, to Ω1 ⊂ Ω2

i ϕ jest operatorem inkluzji.
(b) Zªo»enie mor�zmów jest mor�zmem.
(c) Je»eli (X, p) ∈ R, to p : (X, p) −→ (C, id) jest mor�zmem.
(d) Ka»dy mor�zm jest lokalnym biholomor�zmem. Jest zatem odwzorowaniem otwartym. W szczegól-

no±ci, ϕ(X) jest zbiorem otwartym w Y .
(e) Je»eli mor�zm ϕ jest bijektywny, to jest izomor�zmem.
(f) (Zasada identyczno±ci dla mor�zmów) Je»eli ϕ,ψ : (X, p) −→ (Y, q) s¡ mor�zmami i ϕ(a) = ψ(a) dla

pewnego a ∈ X, to ϕ = ψ w skªadowej spójnej, do której nale»y a.
(g) Je»eli ϕ : (X, p) −→ (Y, q) jest mor�zmem i A ⊂ X jest jednolistny, to ϕ(A) jest jednolistny

((q|ϕ(A))−1 = ϕ ◦ (p|A)−1). W szczególno±ci,

ϕ(KX(x, r)) = KY (ϕ(x), r), x ∈ X, 0 < r 6 dX(x),

a st¡d:
• dY ◦ ϕ > dX ,
• je»eli ϕ jest izomor�zmem, to dY ◦ ϕ = dX .
(h) Je»eli ϕ : (X, p) −→ (Y, q) jest mor�zmem, ka»da skªadowa Y przecina ϕ(X) oraz dY ◦ ϕ = dX , to

ϕ(X) = Y .
Istotnie, wystarczy pokaza¢, »e zbiór ϕ(X) jest domkni¦ty w Y . Niech y0 ∈ ϕ(X), 0 < 2r0 < dY (y0),

y = ϕ(x) ∈ P̂Y (y0, r0). Wtedy dX(x) = dY (y) > r0 i st¡d y0 ∈ P̂Y (y, r0) = ϕ(P̂X(x, r0)) ⊂ ϕ(X).
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(i) Odwzorowanie
ϕ∗ : O(Y ) −→ O(X), ϕ∗(g) := g ◦ ϕ,

jest injektywne wtedy i tylko wtedy, gdy ka»da skªadowa Y przecina ϕ(X). Je»eli ϕ∗ jest injektywne, wtedy
de�niujemy

fϕ := (ϕ∗)−1(f), f ∈ ϕ∗(O(Y )).

(j) g′Y ◦ ϕ = (g ◦ ϕ)′X , g ∈ O(Y ). W szczególno±ci, Tϕ(x)g = Tx(g ◦ ϕ), g ∈ O(Y ), x ∈ X.
(k) d(Taf) > dY (ϕ(a)), a ∈ X, f ∈ ϕ∗(O(Y )).

5.4. Rozszerzenia holomor�czne

De�nicja 5.4.1. Niech (X, p) ∈ R i niech F ⊂ O(X). Powiemy, »e mor�zm ϕ : (X, p) −→ (Y, q) jest F�
rozszerzeniem obszaru (X, p), je»eli ϕ∗ jest injektywne oraz F ⊂ ϕ∗(O(Y )), tzn. dla dowolnej funkcji f ∈ F
istnieje dokªadnie jedna funkcja f̃ ∈ O(Y ) taka, »e f̃ ◦ ϕ = f . W przypadku F = O(X) mówimy po prostu
o rozszerzeniu holomor�cznym. Zde�niujmy

Fϕ := (ϕ∗)−1(F) = {fϕ : f ∈ F} = {g ∈ O(Y ) : g ◦ ϕ ∈ F}.

Obserwacja 5.4.2. Niech ϕ : (X, p) −→ (Y, q) b¦dzie F�rozszerzeniem.
(a) Je»eli ψ : (Y, q) −→ (Z, r) jest Fϕ�rozszerzeniem, to ψ ◦ ϕ : (X, p) −→ (Z, r) jest F�rozszerzeniem.
(b) Je»eli ψ : (Y, q) −→ (Z, r) jest mor�zmem takim, »e ψ ◦ ϕ : (X, p) −→ (Z, r) jest F�rozszerzeniem,

to ψ : (Y, q) −→ (Z, r) jest Fϕ�rozszerzeniem.
(c) Je»eli F = O(X), to Fϕ = O(Y ).
(d) d(Taf) = d(Tϕ(a)f

ϕ) > dY (ϕ(a)), a ∈ X, f ∈ F .
(e) ϕ : (X, p) −→ (Y, q) jest równie» [F ]�rozszerzeniem, gdzie [F ] jest minimaln¡ spo±ród podalgebr A

algebry O(Ω) speªniaj¡cych warunki:
• F ⊂ A,
• p ∈ A,
• f ∈ A =⇒ f ′ ∈ A (jest to tzw. ∂�stabilno±¢).
W szczególno±ci, w teorii rozszerze« holomor�cznych mo»emy zawsze zakªada¢, »e F = [F ].
(f) (X, p) jest F�obszarem holomor�czno±ci wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dej skªadowej spójnej C

przestrzeni, (C, p|C) jest F|C�obszarem holomor�czno±ci.
(g) C jest F�obszarem holomor�czno±ci dla dowolnej rodziny ∅ 6= F ⊂ O(C).

Propozycja 5.4.3. Niech ϕ : (X, p) −→ (Y, q) b¦dzie F�rozszerzeniem.
(a) Je»eli F = O(X), to fϕ(Y ) = f(X) dla dowolnej funkcji f ∈ O(X).
(b) Je»eli F = H∞(X) := {f ∈ O(X) : f jest ograniczona}, to supY |fϕ| = supX |f | dla dowolnej

funkcji f ∈ H∞(X).

Dowód . (a) Przypu±¢my, »e dla pewnego a ∈ Y i dla pewnej funkcji f ∈ O(X) mamy w0 := fϕ(a) /∈ f(X).
Niech g := 1

f−w0
. Oczywi±cie g ∈ O(X). Poniewa» g · (f − z0) ≡ 1 na X, zatem gϕ · (fϕ − fϕ(a)) ≡ 1 na Y

� sprzeczno±¢.
(b) Przypu±¢my, »e dla pewnego a ∈ Y i dla pewnej funkcji f ∈ H∞(X) mamy |fϕ(a)| > supX |f |. Dalej

dowód przebiega identycznie jak w (a) (g ∈ H∞(X)). �

De�nicja 5.4.4. Powiemy, »e F�rozszerzenie ϕ : (X, p) −→ (Y, q) jest maksymalnym F�rozszerzeniem lub
F�obwiedni¡ holomor�czno±ci, je»eli dla dowolnego F�rozszerzenia ψ : (X, p) −→ (Z, r) istnieje mor�zm
σ : (Z, r) −→ (Y, q) taki, »e σ ◦ ψ = ϕ.

Obszar (X, p) nazywamy F�obszarem holomor�czno±ci, je»eli dla dowolnego F�rozszerzenia
ϕ : (X, p) −→ (Y, q)

mor�zm ϕ jest izomor�zmem.
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W przypadku, gdy F = O(X), mówimy po prostu o maksymalnym rozszerzeniu holomor�cznym, ob-
wiedni holomor�czno±ci i obszarze holomor�czno±ci.

Propozycja 5.4.5. (a) Maksymalne F�rozszerzenie obszaru (X, p) jest wyznaczone jednoznacznie z dokªad-
no±ci¡ do izomor�zmu.

(b) Je»eli ϕ : (X, p) −→ (Y, q) jest maksymalnym F�rozszerzeniem, to Y jest Fϕ�obszarem holomor�cz-
no±ci.

(c) Je»eli ϕ : (X, p) −→ (Y, q) jest maksymalnym F�rozszerzeniem, wówczas (X, p) jest F�obszarem
holomor�czno±ci wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ jest izomor�zmem.

Dowód . (a) Przypu±¢my, »e ϕ : (X, p) −→ (Y, q) i ψ : (X, p) −→ (Z, r) s¡ dwoma maksymalnymi F�
rozszerzeniami. Zgodnie z de�nicj¡, istniej¡ mor�zmy σ : (Z, r) −→ (Y, q) i τ : (Y, q) −→ (Z, r) takie, »e
σ◦ψ = ϕ, τ ◦ϕ = ψ. Poka»emy, »e σ jest izomor�zmem i σ−1 = τ . Zauwa»my, »e σ◦τ = id na ϕ(X). Poniewa»
ka»da skªadowa spójna przestrzeni Y przecina ϕ(X), zatem z zasady identyczno±ci dostajemy σ ◦ τ = id na
Y . Analogicznie dowodzimy, »e τ ◦ σ = id na Z.

(b) Zaªó»my, »e ψ : (Y, q) −→ (Z, r) jest Fϕ�rozszerzeniem. Wówczas ψ ◦ ϕ : (X, p) −→ (Z, r) jest
F�rozszerzeniem. Zatem, poniewa» rozszerzenie ϕ : (X, p) −→ (Y, q) jest maksymalne, istnieje mor�zm
σ : (Z, r) −→ (Y, q) taki, »e σ ◦ (ψ ◦ ϕ) = ϕ. Rozumuj¡c podobnie jak w (a), dostajemy σ ◦ ψ = idY ,
ψ ◦ σ = idZ . W szczególno±ci, ψ jest izomor�zmem.

(c) Implikacja (=⇒) jest widoczna. Aby wykaza¢, »e zachodzi (⇐=), przypu±¢my, »e

ψ : (X, p) −→ (Z, r)

jest dowolnym F�rozszerzeniem. Poniewa» rozszerzenie ϕ : (X, p) −→ (Y, q) jest maksymalne, istnieje mor-
�zm σ : (Z, r) −→ (Y, q) taki, »e σ ◦ ψ = ϕ. Wiemy, »e ϕ jest izomor�zmem. Zatem ψ równie» jest izomor�-
zmem i ψ−1 = ϕ−1 ◦ σ. �

Twierdzenie 5.4.6 (Thullen
(

4
)
). Dla dowolnego obszaru Riemanna (X, p) ∈ R i dla dowolnej rodziny

F ⊂ O(X) istnieje F�obwiednia holomor�czno±ci regionu (X, p).

Dowód . Na wst¦pie zde�niujemy mor�zm

ϕ : (X, p) −→ (OF , πF )

gdzie (OF , πF ) jest snopem F�kieªków funkcji holomor�cznych,

ϕ(x) := [(p(KX(x)), (f ◦ p−1
x )f∈F )]p(x)

'
, x ∈ X.

Bez trudu sprawdzamy, »e odwzorowanie ϕ jest mor�zmem. Zauwa»my, »e dla dowolnego f ∈ F odwzoro-
wanie holomor�czne Ff ∈ O(OF ) speªnia zale»no±¢ Ff ◦ ϕ = f . Tak wi¦c, je»eli przyjmiemy jako Y sum¦
skªadowych przestrzeni OF , które przecinaj¡ ϕ(X), i poªo»ymy q := πF |Y , to ϕ : (X, p) −→ (Y, q) jest
F�rozszerzeniem. Dla dowodu maksymalno±ci tego rozszerzenia, niech

ψ : (X, p) −→ (Z, r)

b¦dzie dowolnym F�rozszerzeniem. Niech f̃ := (ϕ∗)−1(f), f ∈ F . Zde�niujmy σ : (Z, r) −→ (OF , πF ),

σ(z) := [(r(KZ(z)), (f̃ ◦ r−1
z )f∈F )]r(z)

'
), z ∈ Z.

�atwo sprawdzi¢, »e σ jest mor�zmem oraz »e σ◦ψ = ϕ. Pozostaje jeszcze zauwa»y¢, »e skoro ka»da skªadowa
przestrzeni Z przecina ψ(X), to σ(Z) ⊂ Y . �

Obserwacja 5.4.7. Niech ϕ : (X, p) −→ (Y, q) b¦dzie mor�zmem skonstruowanym w dowodzie twierdzenia
Thullena. Wtedy:

(a) Mor�zm ϕ jest injektywny wtedy i tylko wtedy, gdy F sªabo rozdziela punkty w X, tzn. dla dowolnych
x′, x′′ ∈ X takich, »e x′ 6= x′′ i p(x′) = p(x′′), istniej¡ f ∈ F i k ∈ Z+ takie, »e f (k)(x′) 6= f (k)(x′′),
innymi sªowy: dla dowolnych x′, x′′ ∈ X, x′ 6= x′′, istnieje f ∈ F takie, »e Tx′f 6= Tx′′f . Zauwa»my, »e dla
(X, p) = (Ω, id) warunek ten jest automatycznie speªniony (dla dowolnej rodziny F ⊂ O(Ω)).`

4
´
Peter Thullen (1907�1996) � matematyk niemiecki.
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(b) dY (ϕ(x)) = inf{d(Txf) : f ∈ F}, x ∈ X.

Propozycja 5.4.8. Niech (X, p) ∈ R, ∅ 6= F ⊂ O(X). Wtedy NWSR:
(i) (X, p) jest F�region holomor�czno±ci;
(ii) F sªabo rozdziela punkty w X oraz (X, p) jest F�regionem istnienia, tzn. inf{d(Taf) : f ∈ F} =

dX(a), a ∈ X;
(iii) istnieje zbiór g¦sty A ⊂ X taki, »e:
• A = p−1(p(A)),
• dla dowolnych x′, x′′ ∈ A, x′ 6= x′′, istnieje f ∈ F taka, »e Tx′f 6= Tx′′f ,
• inf{d(Txf) : f ∈ F} = dX(x), x ∈ A.

Dowód . Korzystaj¡c z Obserwacji 5.4.7 oraz 5.3.2(h), dostajemy równowa»no±¢ (i) ⇐⇒ (ii).
(iii) =⇒ (ii): Jest oczywiste, »e (X, p) jest F�obszarem istnienia. Przypu±¢my, »e dla pewnych x′, x′′ ∈ X,

takich, »e x′ 6= x′′ i p(x′) = p(x′′) = z0, mamy Tx′f = Tx′′f dla dowolnej funkcji f ∈ F . Wtedy dla f ∈ F
i r := min{dX(x′), dX(x′′)} mamy f(p−1

x′ (z)) = f(p−1
x′′ (z)), z ∈ K(z0, r) � sprzeczno±¢. �

Propozycja 5.4.9. Niech Ω ⊂ C b¦dzie zbiorem otwartym i niech F ⊂ O(Ω). Wtedy (Ω, id) jest F�obszarem
holomor�czno±ci (w sensie De�nicji 5.4.4) wtedy i tylko wtedy, gdy

(*) nie istniej¡ obszary Ω̃, Ω0 ⊂ Cn takie, »e Ω̃ 6⊂ Ω, ∅ 6= Ω0 ⊂ Ω ∩ Ω̃ oraz dla dowolnej funkcji f ∈ F
istnieje funkcja f̃ ∈ O(Ω̃) taka, »e f̃ = f na Ω0.

Dowód . (⇐=): Przypu±¢my, »e Ω̃, Ω0 s¡ takie, jak w (*). Niech ϕ : (Ω, id) −→ (Y, q) b¦dzie maksymalnym
F�rozszerzeniem skonstruowanym w dowodzie twierdzenia Thullena. Mamy

ϕ(a) = [(Ω0,F)] a' = [(Ω̃,Fϕ)] a', a ∈ Ω0.

Zatem

{[(Ω̃,Fϕ)] a' : a ∈ Ω̃} ⊂ Y.

W szczególno±ci, Ω̃ ⊂ q(Y ). Wynika st¡d, »e ϕ nie mo»e by¢ izomor�zmem; sprzeczno±¢.
(=⇒): Niech ϕ : (Ω, id) −→ (Y, q) b¦dzie dowolnym F�rozszerzeniem holomor�cznym. Mamy pokaza¢,

»e ϕ jest bijektywne. Wobec Obserwacji 5.4.7, problemem jest tylko surjektywno±¢. Przypu±¢my, »e ϕ nie
jest surjektywne i niech b ∈ Y b¦dzie dowolnym punktem brzegowym zbioru ϕ(Ω) (korzystamy tu z faktu, »e
ka»da skªadowa spójna Y przecina ϕ(Ω)). Niech Ω̃ := q(KY (b)) i niech Ω0 b¦dzie dowoln¡ skªadow¡ spójn¡
zbioru Ω ∩ Ω̃. Zauwa»my, »e Ω̃ 6⊂ Ω. Dla f ∈ F niech f̃ := fϕ ◦ q−1

b . Oczywi±cie f̃ ∈ O(Ω̃). �atwo wida¢, »e
f̃ = f na Ω0 � sprzeczno±¢. �

Wniosek 5.4.10. Niech Ω  C b¦dzie otwarty. Wtedy:
• Ω jest F�obszarem holomor�czno±ci wzgl¦dem rodziny

F :=
{
Ω 3 z 7−→ 1

z − a
, a /∈ Ω

}
.

W szczególno±ci, ka»dy podzbiór otwarty pªaszczyzny zespolonej C jest obszarem holomor�czno±ci.
• Je»eli Ω jest tªusty, to jest F�obszarem holomor�czno±ci wzgl¦dem rodziny

F :=
{
Ω 3 z 7−→ 1

z − a
, a /∈ Ω

}
.

W szczególno±ci, ka»dy otwarty i tªusty podzbiór C jest H∞(Ω)�obszarem holomor�czno±ci.

Obserwacja 5.4.11. Niech M ⊂ D b¦dzie relatywnie domkni¦tym zbiorem polarnym w obszarze D ⊂ C.
Wtedy, na podstawie Wniosku 4.4.27(c), D \M nie jest H∞(D \M)�obszarem holomor�czno±ci.
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5.5. Naturalne przestrzenie Frécheta

De�nicja 5.5.1. Niech (X, p) ∈ R∞ i niech F ⊂ O(X) b¦dzie podprzestrzeni¡ wektorow¡ wyposa»on¡
w topologi¦ przestrzeni Frécheta. Mówimy, »e F jest naturaln¡ przestrzeni¡ Frécheta w O(X), je»eli od-
wzorowanie identyczno±ciowe F −→ O(Ω) jest ci¡gªe, tzn. je»eli ci¡g (fν)∞ν=1 ⊂ F jest zbie»ny do f0 ∈ F
w sensie topologii przestrzeni F , to fν −→ f0 niemal jednostajnie w X.

Przykªad 5.5.2. Standardowe przykªady naturalnych przestrzeni Frécheta:
• O(X) z topologi¡ niemal jednostajnej zbie»no±ci;
• H∞(X) z topologi¡ jednostajnej zbie»no±ci;
• Ak(Ω) := {f ∈ O(Ω) : ∀j6k : f (j) ∈ C(Ω)} (k ∈ Z+ ∪ {∞}) z topologi¡ niemal jednostajnej

zbie»no±ci w Ω, gdzie (X, p) = (Ω, id);
• Lph(Ω) z topologi¡ indukowan¡ z Lp(Ω) (1 6 p < +∞).

Propozycja 5.5.3. Niech F b¦dzie naturaln¡ przestrzeni¡ Frécheta w O(X). Wtedy NWSR:
(i) (X, p) jest F�regionem holomor�czno±ci;
(ii) N(F) := {f ∈ F : f jest nieprzedªu»alna} 6= ∅;
(iii) N(F) jest zbiorem drugiej kategorii Baire'a w F .

Dowód . Jedyny problem to (i) =⇒ (iii). Niech A ⊂ X b¦dzie dowolnym zbiorem przeliczalnym g¦stym w X.
Zde�niujmy

Fa,r := {f ∈ F : d(Taf) > r}, a ∈ A, r > 0, Gx′,x′′ := {f ∈ F : Tx′f = Tx′′f}, x′, x′′ ∈ X.

Na podstawie Propozycji 5.4.8 mamy

F \N(F) =
⋃
a∈A

Q3r>dX(a)

Fa,r ∪
⋃

x′,x′′∈A
x′ 6=x′′, p(x′)=p(x′′)

Gx′,x′′ .

Zauwa»my, »e Gx′,x′′ jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ O(X) oraz Gx′,x′′  O(X) dla x′ 6= x′′. St¡d, wobec
twierdzenia Banacha, Gx′,x′′ jest I kategorii Baire'a w O(X).

Niech r > dX(a). Wtedy Fa,r jest podprzestrzeni¡ wektorow¡ w F oraz Fa,r  F . W przestrzeni H
zadajemy topologi¦: ci¡g (fk)∞k=1 ⊂ Fa,r jest zbie»ny do f0 ∈ Fa,r, je»eli fk −→ f0 w sensie topologii
przestrzeni F oraz Tafk −→ Taf0 niemal jednostajnie na K(p(a), r). Jest to topologia przestrzeni Frécheta
(por. dowód Propozycji 5.5.7). Przy tak przyj¦tej topologii, odwzorowanie identyczno±ciowe Fa,r −→ F jest
oczywi±cie ci¡gªe. W szczególno±ci, na podstawie twierdzenia Banacha, Fa,r jest zbiorem pierwszej kategorii
w F . �

Wniosek 5.5.4. Wobec Wniosku 5.4.10, dla dowolnego zbioru otwartego Ω ⊂ C, zbiór

{f ∈ O(Ω) : f jest nieprzedªu»alna poza Ω}

jest drugiej kategorii Baire'a w O(Ω).

Oczywi±cie powy»szy wniosek nie daje przepisu na znalezienie funkcji nieprzedªu»alnych. Funkcje takie
mo»na znale¹¢ efektywnie.

Przykªad 5.5.5. Niech Ω  C b¦dzie otwarty.
(a) Niech (ck)∞k=1 ⊂ Ω b¦dzie dowolnym ci¡giem g¦stym, w którym ka»dy wyraz powtarza si¦ niesko«cze-

nie wiele razy. Niech Ω =
⋃∞
j=1Kj , Kj ⊂ intKj+1, Kj � zwarty, j ∈ N. Niech aj b¦dzie dowolnym wyrazem

ci¡gu (ck)∞k=1, który le»y w K(cj , dΩ(cj)) \ Kj , j ∈ N. Oczywi±cie, ci¡g (aj)∞j=1 nie ma punktu skupienia
w Ω. Zauwa»my, »e dla dowolnego k ∈ N zbiór {j ∈ N : aj ∈ K(ck, dΩ(ck))} jest niesko«czony. Z twierdzenia
Weierstrassa wynika istnienie funkcji ∈ O(Ω), f 6≡ 0, takie, »e f(aj) = 0, j ∈ N. Teraz z zasady identyczno±ci
wynika, »e je»eli Ω0, Ω̃ s¡ takie, jak w (*), to nie jest mo»liwe, aby dla dowolnej funkcji f ∈ O(Ω) istniaªa
funkcja meromor�czna f̃ ∈M(Ω̃) taka, »e f̃ = f na Ω0.
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(b) Niech (ak)∞k=1 b¦dzie dowolnym ci¡giem g¦stym i niech ck ∈ ∂Ω b¦dzie taki, »e |ck − ak| = dΩ(ak),
k ∈ N. Niech (bn)∞n=1 powstaje z (ck)∞k=1 przez odrzucenie wyrazów powtarzaj¡cych si¦. Ustalmy 0 < |c| < 1/2
i zde�niujmy

f(z) :=
∞∑
n=1

cn

z − bn
, z ∈ Ω.

Dla dowolnego zbioru zwartego K ⊂⊂ Ω mamy∣∣∣ cn

z − bn

∣∣∣ 6 |c|n

dΩ(K)
, z ∈ K, n ∈ N,

co daje zbie»no±¢ niemal jednostajn¡ szeregu. Dla dowolnego ck niech b` b¦dzie takie, »e |ck − b`| = dΩ(ck).
Poka»emy, »e lim[ck,b`)3z→b` |f(z)| = +∞. Dla z ∈ [ck, b`) mamy:

|f(z)| > |c|`

|z − b`|
−

∞∑
n=`+1

|c|n

|z − bn|
−

`−1∑
n=1

|c|n

|z − bn|
>

|c|`

|z − b`|
1− 2|c|
1− |c|

−
`−1∑
n=1

|c|n

|z − bn|
.

Twierdzenie* 5.5.6. Dowolny region Riemanna jest regionem holomor�czno±ci.

Propozycja 5.5.7 (Ci¡gªo±¢ przedªu»ania). Niech (X, p), (Y, q) ∈ R∞, niech F ⊂ O(X) b¦dzie naturaln¡
przestrzeni¡ Frécheta i niech ϕ : (X, p) −→ (Y, q) b¦dzie F�rozszerzeniem. W Fϕ wprowadzamy topologi¦:
ci¡g (fϕk )∞k=1 jest zbie»ny do fϕ0 , je»eli fk −→ f0 w sensie topologii przestrzeni F oraz fϕk −→ fϕ0 niemal
jednostajnie w Y .

Wtedy Fϕ z tak wprowadzon¡ topologi¡ jest naturaln¡ przestrzeni¡ Frécheta w O(Y ), a operator prze-
dªu»ania F 3 f 7−→ fϕ ∈ Fϕ jest izomor�zmem topologicznym.

W szczególno±ci, dla F = O(X) (z topologi¡ niemal jednostajnej zbie»no±ci w X), operator przedªu»ania
O(X) 3 f 7−→ fϕ ∈ O(Y ) jest izomor�zmem w topologiach niemal jednostajnej zbie»no±ci.

Dowód . Niech (fϕk )∞k=1 ⊂ Fϕ b¦dzie ci¡giem Cauchy'ego w topologii zadanej na Fϕ. Wówczas (fk)∞k=1 jest
ci¡giem Cauchy'ego w F . Zatem, fk −→ f0 w F dla pewnego f0 ∈ F . Z drugiej strony (fϕk )∞k=1 ⊂ O(Y ) jest
ci¡giem Cauchy'ego w topologii niemal jednostajnej zbie»no±ci w Y . Zatem fϕk −→ g0 niemal jednostajnie
w Y . Wiemy, »e fϕk ◦ϕ = fk, k ∈ N. Korzystaj¡c z tego, »e zbie»no±¢ w F poci¡ga za sob¡ zbie»no±¢ punktow¡
w X, wnioskujemy, »e g0 ◦ ϕ = f0. Wynika st¡d, »e g0 = fϕ0 , a st¡d fϕk −→ fϕ0 w Fϕ. �

Twierdzenie* 5.5.8 (Twierdzenie Gunninga�Narasimhana; zob. [Gun-Nar 1967]). Dla dowolnej niezwartej
jednowymiarowej rozmaito±ci X istnieje odwzorowanie lokalnie biholomor�czne p : X −→ C takie, »e (X, p) ∈
R.





ROZDZIA� 6

Geometria hiperboliczna koªa jednostkowego

6.1. Geometria hiperboliczna koªa jednostkowego

Zasadniczym celem tego rozdziaªu jest przedstawienie najbardziej elementarnego przypadku budowy
teorii holomor�cznie niezmienniczych pseudoodlegªo±ci. Gªówna idea tej teorii polega na przyporz¡dkowaniu
ka»demu obszarowi D ⊂ C pewnej pseudoodlegªo±ci dD : D ×D −→ R+ w ten sposób, aby dla dowolnego
odwzorowania holomor�cznego f : D −→ G zachodziª zwi¡zek

dG(f(z′), f(z′′)) 6 dD(z′, z′′), z′, z′′ ∈ D.
W szczególno±ci, ka»de odwzorowanie biholomor�czne f : D −→ G jest izometri¡ przestrzeni (D, dD)
i (G, dG). Dodatkowo, »¡damy, aby odlegªo±¢ dD byªa w pewien sposób znormalizowana, np. dD = m
(zob. poni»ej). Maj¡c takie przyporz¡dkowanie, D 7−→ dD, mo»na mie¢ nadziej¦, »e pewne wªasno±ci prze-
strzeni (pseudo)metrycznej (D, dD) ilustruj¡ wªasno±ci przestrzeni (D,O(D)) (np. tak, jak to byªo w lemacie
Schwarza � Picka).

Przypomnijmy de�nicje

ha(z) :=
z − a
1− az

, a ∈ D, z ∈ C \ {1/a},

m(z′, z′′) :=
∣∣∣ z′ − z′′
1− z′z′′

∣∣∣ = |hz′′(z′)|, z′, z′′ ∈ D,

γ(z) :=
1

1− |z|2
= h′z(z), z ∈ D.

oraz lemat Schwarza�Picka (Lemat 2.3.15):

Lemat 6.1.1 (Lemat Schwarza-Picka). Niech f ∈ O(D,D). Wtedy:
(a) m(f(z′), f(z′′)) 6m(z′, z′′), z′, z′′ ∈ D.
(b) γ(f(z))|f ′(z)| 6 γ(z), z ∈ D.
(c) NWSR:

(i) f ∈ Aut(D);
(ii) m(f(z′), f(z′′)) = m(z′, z′′), z′, z′′ ∈ D;
(iii) m(f(z′0), f(z′′0 )) = m(z′0, z

′′
0 ) dla pewnych z′0, z

′′
0 ∈ D, z′0 6= z′′0 ;

(iv) γ(f(z))|f ′(z)| = γ(z), z ∈ D;
(v) γ(f(z0))|f ′(z0)| = γ(z0) dla pewnego z0 ∈ D.

�wiczenie 6.1.2. Udowodni¢ nast¦puj¡ce wªasno±ci funkcji m i γ.
(1) m ∈ C∞(D× D \ {(z, z) : z ∈ D}),m2 ∈ C∞(D× D), γ ∈ C∞(D).
(2) lnm(·, a), lnm(a, ·) ∈ SH(D) ∩H(D \ {a}), lnγ ∈ SH(D).
(3)

lim
z′,z′′→a
z′ 6=z′′

m(z′, z′′)
|z′ − z′′|

= γ(a), a ∈ D.

Lemat 6.1.3. Dla dowolnych a, b, c ∈ D, a 6= b 6= c 6= a, mamy

m(a, b) <m(a, c) +m(c, b). (6.1.7)

103
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W szczególno±ci, m : D× D→ [0, 1) jest odlegªo±ci¡ � jest to tzw. odlegªo±¢ Möbiusa.

Dowód . Na wst¦pie zauwa»my, »e dla dowolnych a, b ∈ D, a 6= b, istnieje jedyny automor�zm h = ha,b ∈
Aut(D) taki, »e h(a) = 0 i h(b) ∈ (0, 1). Poniewa»m jest niezmiennicza wzgl¦dem Aut(D), mo»emy zaªo»y¢,
»e a = 0 oraz b ∈ (0, 1). Wtedy (6.1.7) ma posta¢

b < |c|+
∣∣∣ c− b
1− cb

∣∣∣, c ∈ D \ {0, b}. �

�wiczenie 6.1.4. Udowodni¢, »e:

Bm(a, r) := {z ∈ D : m(a, z) < r} = h−a(K(r)) = K
( a(1− r2)

1− r2|a|2
,
r(1− |a|2)
1− r2|a|2

)
, a ∈ D, 0 < r < 1.

Obserwacja 6.1.5. (a) Topologia generowana przez odlegªo±¢ m jest identyczna z topologi¡ euklidesow¡
koªa jednostkowego.

(b) Przestrze« (D,m) jest zupeªna.
(c) Silna nierówno±¢ trójk¡ta (6.1.7) implikuje, »e m�odcinek

[a, b]m := {z ∈ D : m(a, z) +m(z, b) = m(a, b)}

skªada si¦ jedynie z ko«ców, co oznacza, »e geometria wyznaczona przez odlegªo±¢ m jest trywialna.

Dla drogi α : [a, b] −→ D zde�niujmy jej γ�dªugo±¢ Lγ(α) wzorem

Lγ(α) :=
∫ b

a

γ(α(t))|α′(t)|dt.

Zauwa»my, »e Lγ(α) nie zale»y od zmiany parametryzacji i orientacji drogi α oraz Lγ(α) > d(α) (po-
niewa» γ > 1). Na podstawie lematu Schwarza�Picka mamy

Obserwacja 6.1.6. Dla dowolnej funkcji f ∈ O(D,D) mamy Lγ(f ◦α) 6 Lγ(α). W szczególno±ci, γ�dªugo±¢
jest niezmiennicza wzgl¦dem Aut(D).

Zde�niujmy

p(z′, z′′) := inf{Lγ(α) : α : [0, 1] −→ D, α droga, z′ = α(0), z′′ = α(1)}, z′, z′′ ∈ D.

Zauwa»my, »e p(z′, z′′) > ‖z′ − z′′‖, z′, z′′ ∈ D.

Obserwacja 6.1.7. p : D× D −→ R+ jest odlegªo±ci¡ oraz dla dowolnej funkcji f ∈ O(D,D) mamy

p(f(z′), f(z′′)) 6 p(z′, z′′), z′, z′′ ∈ D.

W szczególno±ci, p jest niezmiennicza wzgl¦dem Aut(D).

Jest rzecz¡ naturaln¡ zapyta¢, czy dla danych a, b ∈ D, a 6= b, istnieje droga ª¡cz¡ca a i b taka, »e
p(a, b) = Lγ(α) � drog¦ tak¡ b¦dziemy nazywa¢
bsγ�geodezyjn¡ dla (a, b). Je»eli taka droga istnieje, to mo»na dalej zapyta¢, czy jest jedyna.

Dla 0 < s < 1 niech αs(t) := ts, 0 6 t 6 1, i.e. αs ' [0, s]. Dla a, b ∈ D, a 6= b, niech αa,b := h−1
a,b ◦ αh(b),

gdzie ha,b ∈ Aut(D) zostaª zde�niowany w dowodzie Lematu 6.1.3. Zauwa»my, »e α∗a,b ⊂ Ca,b, gdzie Ca,b jest
jedynym okr¦giem przechodz¡cym przez a i b oraz prostopadªym do T; innymi sªowy Ca,b := h−1

a,b(R).

Lemat 6.1.8. Dla a, b ∈ D, a 6= b, mamy

p(a, b) = Lγ(αa,b) = tgh−1(m(a, b)). (6.1.8)

Ponadto, αa,b jest jedyn¡ γ�geodezyjn¡ dla (a, b).
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Przypomnijmy, »e

tgh−1(t) =
1
2

ln
1 + t

1− t
, (tgh−1)′(t) =

1
1− t2

= γ(t), 0 6 t < 1.

Dowód . Mo»emy zaªo»y¢, »e a = 0, b ∈ (0, 1). W konsekwencji, αa,b = αb. Zauwa»my, »e

p(0, b) 6 Lγ(αb) =
∫ b

0

dt

1− t2
=

1
2

ln
1 + b

1− b
= tgh−1(m(0, b)).

Z drugiej strony, je»eli α = u+ iv : [0, 1] −→ D jest drog¡ ª¡cz¡c¡ 0 i b, to

Lγ(α) >
∫ 1

0

u′(t)
1− u2(t)

dt =
1
2

ln
1 + b

1− b
. (6.1.9)

Je»eli p(0, b) = Lγ(α), to w (6.1.9) mamy równo±¢, co oznacza, »e v ≡ 0, u : [0, 1] −→ [0, b] i u jest
rosn¡ca, a wi¦c α ' αb (w sensie zmiany parametryzacji). �

Wniosek 6.1.9. (a) p jest odlegªo±ci¡ oraz m 6 p.
(b) Dla dowolnej funkcji f ∈ O(D,D) je»eli p(f(z′0), f(z′′0 )) = p(z′0, z

′′
0 ) dla pewnych z′0, z

′′
0 ∈ D, z′0 6= z′′0 ,

to f ∈ Aut(D).
(c) Bp(a, r) = Bm(a, tgh(r)), a ∈ D, r > 0. W szczególno±ci:
• topologia generowana przez p jest identyczna z topologia euklidesow¡ D,
• (D,p) jest przestrzeni¡ zupeªn¡.
(d)

lim
z′,z′′→a
z′ 6=z′′

p(z′, z′′)
|z′ − z′′|

= γ(a), a ∈ D.

(e) [a, b]p = α∗a,b, tzn. p�odcinek jest identyczny z obrazem geometrycznym γ�geodezyjnej. W szczegól-
no±ci, p(0, s) = p(0, t) + p(t, s), 0 6 t 6 s < 1.

Odlegªo±¢ p nosi nazw¦ odlegªo±ci Poincarégo (hiperbolicznej). Przestrze« (D,p) stanowi standardowy
model geometrii nieeuklidesowej.

Niech α : [0, 1]→ D b¦dzie krzyw¡. Zde�niujmy

Lp(α) := sup
{ N∑
j=1

p(α(tj−1), α(tj)) : N ∈ N, 0 = t0 < · · · < tN = 1
}
.

Liczba Lp(α) ∈ [0,+∞] nosi nazw¦ p-dªugo±ci krzywej α. Je»eli Lp(α) < +∞, to mówimy, »e α jest p-
prostowalna. Zauwa»my, »e Lp(α) > p(α(0), α(1)).

Obserwacja 6.1.10. (a) Dla dowolnej funkcji f ∈ O(D,D) mamy Lp(f ◦ α) 6 Lp(α). W szczególno±ci,
wielko±¢ Lp jest niezmiennicza wzgl¦dem Aut(D).

(b) Korzystaj¡c z Wniosku 6.1.9(e), dostajemy Lp(αa,b) = p(a, b).

Wniosek 6.1.11.

p(a, b) = pi(a, b) := inf{Lp(α) : α ∈ C([0, 1],D), α(0) = a, α(1) = b}, a, b ∈ D.

Te same procedury mo»emy powtórzy¢ dla odlegªo±ci m: najpierw de�niujemy Lm(α) (zauwa»my, »e
Obserwacja 6.1.10(a) pozostaje prawdziwa), a nast¦pnie de�niujemy

mi(a, b) := inf{Lm(α) : α ∈ C([0, 1],D), α(0) = a, α(1) = b}, a, b ∈ D.
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Lemat 6.1.12. (a) Dla dowolnej krzywej α : [0, 1]→ D mamy Lm(α) = Lp(α). W szczególno±ci,

mi = p.

Ponadto, α jest m� lub p�prostowalna wtedy i tylko wtedy, gdy α jest prostowalna w sensie euklidesowym.
(b) Dla dowolnej drogi α : [0, 1]→ D mamy

Lp(α) = Lγ(α). (6.1.10)

Dowód . (a) Dla dowolnego zbioru zwartego K ⊂⊂ D istnieje M > 0 takie, »e
1
M
|z′ − z′′| 6m(z′, z′′) 6 p(z′, z′′) 6M |z′ − z′′|, z′, z′′ ∈ K.

W taki razie, dla dowolnej krzywej α : [0, 1]→ K mamy
1
M
`(α) 6 Lm(α) 6 Lp(α) 6M`(α),

Wobec �wiczenia 6.1.2(3) i Wniosku 6.1.9(d), dla dowolnego zbioru zwartego K ⊂⊂ D i ε > 0 istnieje
δ > 0 takie, »e

0 6 p(z′, z′′)−m(z′, z′′) 6 ε|z′ − z′′|, z′, z′′ ∈ K, |z′ − z′′| 6 δ,
co implikuje, »e Lm(α) = Lp(α) (por. Lemat 2.5.2(a)).

(b) Mo»emy zaªo»y¢, »e α ∈ C1. Korzystaj¡c z Wniosku 6.1.9(d)), wnioskujemy, »e dla dowolnego ε > 0
istnieje η > 0 takie, »e∣∣∣p(α(t′), α(t′′))

|t′ − t′′|
− γ(α(t′))|α′(t′)|

∣∣∣ 6 ε, 0 6 t′, t′′ 6 1, |t′ − t′′| 6 η,

co daje (6.1.10). �

�wiczenie 6.1.13. Niech µ oznacza miar¦ dan¡ wzorem

µ(A) =
∫
A

γ2(z)dL2(z), A ∈ L2.

(a) Udowodni¢, »e µ jest niezmiennicza wzgl¦dem Aut(D).
(b) Niech T oznacza p�trójk¡t o wierzchoªkach a, b, c ∈ D, tzn. T obszar wyznaczony przez Ca,b, Cb,c

i Cc,a. Udowodni¢, »e µ(T ) = 1
4

(
π − (α+ β + γ)

)
, gdzie α, β, γ oznaczaj¡ k¡ty T .
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