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Czesc 1

Semestr VI






ROZDZIAL 1

Wstep

Ponizszy rozdzial, nie majacy charakteru systematycznego wykltadu, zawiera przeglad elementarnych
poje¢ i wlasnosci, ktérych znajomosé jest niezbedna do zrozumienia dalszych czesci wyktadu.

1.1. Liczby zespolone

Liczby zespolone C to cialo (R?,+,) z dziataniami okres§lonymi nastepujaco:
(z,y) + (u,v) == (z + u,y +v),
(2,) - (u,0) = (u — yo, 20 + yu).

Liczbe rzeczywista « € R identyfikujemy z liczba zespolona (z,0) € C; odwzorowanie

Ro>z+— (2,0) € C
jest monomorfizmem cial. Od tej chwili przyjmujemy, ze x = (x,0) dla © € R. W szczegblnosci, uwazamy, ze
R cC.

Na przestrzen C mozemy takze patrze¢ jako na dwuwymiarowa rzeczywista przestrzen wektorowa
(C,+;R, "), gdzie a - (z,y) := (azx, ay); odnotujmy, ze to mnozenie zewnetrzne jest zgodne z wyzej zdefinio-
wanym mnozeniem wewnetrznym, tzn. « - (z,y) = («,0) - (z,y). Baza tej przestrzeni sa wektory (1,0) = 1
i(0,1) =: 4. Mamy (z,y) = - (1,0) +y - (0,1) = x + dy; liczbe x nazywamy czescig rzeczywistq liczby
zespolonej z = (xz,y) = x + iy 1 piszemy x = Re z, za$ liczbe y — czescig urojong z i piszemy y = Im 2.
Odnotujmy, ze i = —1.

Liczbe Zz := z — iy nazywamy liczbg sprzezong do z. Odwzorowanie C 3 z zeC jest izomorfizmem
cial. Ponadto, J o J =id¢ oraz J|g = idg. Jest to jedyne nietrywialne odwzorowanie o tych wtasnosciach.

Norma euklidesowa liczby zespolonej z = x + iy, zwana modutem tej liczby,

|2| i= V22 +y2=Vz-Z
jest normg zespolong, tzn. |zw| = |z||w| dla dowolnych z,w € C. Przypomnijmy nieréwno$é trdjkata:
|lz] = Jwl| < [z + w| < |z] + [w.

Z topologicznego punktu widzenia przestrzen C traktujemy jako przestrzen metrycznag z odlegloscig euklide-

sowa p(z,w) := |z —w|. Dla a € C bedziemy stosowac nastepujace oznaczenia:
K(a,r):={z€C:|z—a|l <71}, 0<r < +oo, K(a,+o0) :=C,
K.(a,r) = K(a,r)\ {a}, K(r):= K(0,r), D:= K(1),
C(a,r):={2€C:|z—a|=r}=0K(a,r), T :=C(1),
K(a,r):={z€C:|z—a|<r},0<r < +o0, K(a,0) := {a}, K(r) = K(0,r),
Ala,r_,ry)={z€C:r_<|z—a|<ry}, —oco<r_<ry<+oo, A(r_,ry):=A0,r_,r4).

Odnotujmy, ze A(a,r_,ry) = K(a,ry) dlar_ <0 oraz A(a,0,74) = K.(a,r4).
Dla z = z + iy, zbiér
argz:={p € R:az = |z[cosp, y = |z|sinp}

nazywamy argumentem liczby z. Zapis z = |z| cos ¢ + i|z|sinp = |z|(cos ¢ + isinp), p € arg z, nazywamy
postacig trygonometryczng liczby zespolonej. Zauwazmy, ze:
o arg)=R;
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1. Wstep

dla z # 0 mamy: 1, pg € argz <= p; — g € 27TZ

arg(zw) = arg z + arg w;

dla z = r(cos ¢ + isin ¢) mamy 2" = r"(cosny + isinngp) — jest to tzw. wzér de Moivre’a @
dla z # 0 mamy: arg(1/z) = — arg z;

argz = —arg z.

Dla z # 0 definiujemy argument gtdwny Argz liczby z jako ten (jedyny) z jej argumentow, ktory lezy
w przedziale (—m, 7|. Zdefiniujmy ponadto Arg0 := 0. Odnotujmy, ze:

o Argz=0<=z=z€R; :=[0,+0),

o Argz=m<=z=10¢€ R,y :=(-00,0),

o Argz=—Argz, z€ C\R_.

Zbibr

Vz={weC:w" =z}

nazywamy pierwiastkiem zespolonym n—stopnia z liczby z. Mamy: /0 = {0};

2k 2k
V2= {|z\1/”(cosu+isinu> :k:O,...,n—l}, z#0, p € arg z,
n n

gdzie a'/™ > 0 oznacza pierwiastek ,arytmetyczny” z liczby a > 0. Geometrycznie: zbior {/z sklada sie

z wierzchotkéw n-kata foremnego wpisanego w okrag C(|z|'/™), ktorego jeden wierzcholek ma argument
(Arg z)/n.

Przypu$émy, ze kazdemu punktowi z pewnego zbioru A C C przyporzadkowaliSmy niepusty zbiér P(z) C
C,np. A>z+—argz lub A > 2 — {/z. Powiemy, ze funkcja ciggla p: A — C jest gatezig jednoznaczng
funkcji wieloznacznej P, jezeli p(z) € P(z) dla dowolnego z € A. W tym sensie mozemy moéwi¢ o gatezi
jednoznacznej arqgumentu, czy tez galezi jednoznacznej n—tego pierwiastka. Zauwazmy, ze:

e 7 istnienia galezi jednoznacznej argumentu wynika istnienie galezi jednoznacznej n-tego pierwiastka
(p(2) == |2)"/™(cos % + isin %)) CwiCzZENIE: Czy zachodzi twierdzenie odwrotne ?

o Jezeli a: A — R jest galezig jednoznaczng argumentu, to a + 2k jest galezia jednoznaczng argumentu
dla dowolnego k € Z.

o Jezeli A jest spojny, zas a1, as sa dwoma gateziami jednoznacznymi argumentu, to a; — as = 27k dla
pewnego k € Z.

o Jezeli p: A — C jest galezig jednoznaczng n—tego pierwiastka, to ep jest galezig jednoznaczna n—tego
pierwiastka dla dowolnego € € 1.

e W zbiorze C\ R_ istnieje gataz jednoznaczna argumentu i kazda galaz argumentu w C \ R_ ma posta¢
a(z) = Arg z + 2k7 dla pewnego k € Z. Ogolniej, dla dowolnej polprostej L o poczatku w zerze, w obszarze
C\ L istnieje jednoznaczna gataz argumentu. W szczegélnosci, dla dowolnego zg € C, := C\ {0}, w kole
K (2o, |20]) istnieje jednoznaczna galaz argumentu.

o Jezeli C(r) C A dla pewnego r > 0, to w zbiorze A nie istnieje galaz jednoznaczna pierwiastka (a wiec
i argumentu).

1.2. Sfera Riemanna

Sfera Riemanna @ to jednopunktowe uzwarcenie C, C:=Cu {0}, gdzie:
e symbol 0o ¢ C,
e 7bior U C C jest otoczeniem oo, jezeli {oo} U A(R,+00) C U dla pewnego R > 0.

(1) Dla c € C, A, B C C, stosujemy nastepujace oznaczenia: A-B:={ab:a € A, b € B}, cA:={ca:a € A} = {c} - A,
A4+ B:={a+b:ac A, beB},c+A:={ct+a:ac A} ={c}+A=A+¢, —A:=(-1)A.

(?) Abraham de Moivre (1667-1754) — matematyk francuski.

(3) Bernhard Riemann (1826-1866) — matematyk niemiecki.
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1.3. Homografie

Topologia C jest metryzowalna, np. poprzez metryke sferyczng

0, jezelia = b=
1 'SR
, jezelia € C, b=
\/1+|al? ~
d(a,b) := %Tl | jezeli a =00, be C” a,beC.
1+|b‘2’ - )
la—b]

N N e jezeli a,b € C

Widac, ze dla ciagu (z)72; C C mamy: z €D % wtedy i tylko wtedy, gdy |zx| — +o0.
Definiujemy:
00+ a = a+ oo := oo dla dowolnego a € C,
a-00 =00 -a:= oo dla dowolnego ae@\{O},
1/0 := o0, 1/00 := 0.

Cwiczenie 1.2.1. (a) Sfera Riemanna, C jest homeomorficzna z dwuwymiarowsg sferg euklidesowsg
S := 0B3((0,0,1/2),1/2) C R?
poprzez rzut stereograficzny R: S — (E, R(N) := o0, gdzie N := (0,0, 1),

R(u,v,w) := . (u,v,w) € S\ {N};
( )

u v

1—wl-—w
ReCv(S\{N},R?).
(b)
Rez Imz | 2|2
L+ 1227 1422 1+ |22

Rfl(z):( ), z € G
R~ € C¥(R?, R3).
(c) d(a,b) = ||R71(a) — R71(b)]|, a,b € C, gdzie || || oznacza norme euklidesowa w R3.

(d) Razut stereograficzny jest odwzorowaniem konforemnym w S\ {N}, tzn. dla dowolnych dwoch krzy-
WyCh Y172 ¢ [_17 1] — S klasy ct takiCha ze 71 (0) = 72(0) €S \ {N}a ,Yi (O) 7é 0, 7&(0) 7é 0, kact skiero-
wany pomiedzy wektorami (R o 71)'(0), (R o ~2)’(0) jest rowny katowi skierowanemu pomiedzy wektorami

71(0),73(0).
1.3. Homografie

Homografig nazywamy dowolne odwzorowanie h : C—C postaci

az+b a b
hz)= ", det [c d} £0,
przy czym:
e dla ¢ =0 kladziemy h(c0) := oo,

e dla ¢ # 0 kladziemy h(—d/c) := 00 1 h(0) :=a/ec.

Obserwacja 1.3.1 (Wtasnosci homografii — szczegoty pozostawiamy jako CWICZENIE).

(1) Mamy nastepujace homografie elementarne:

Nazwa Opis Parametry Liczba parametréw
rzeczywistych

translacje z—z+4+b |beC 2

obroty zZ— az acT 1

homotetie zr—tz t>0 1

odwzorowania afiniczne | z—— az+b|acC,,beC 4

inwersja z—1/z
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1. Wstep

Kazde odwzorowanie afiniczne jest ztozeniem obrotu, homotetii i translacji.

Ztozenie homografii jest homografia. Kazda homografia jest odwzorowaniem bijektywnym. Odwzorowa-
nie odwrotne do homografii jest homografia. Kazda homografia jest homeomorfizmem C na C. Zbior
wszystkich homografii H jest grupa ze sktadaniem. Translacje, obroty i odwzorowania afiniczne tworza
podgrupy.

Kazda homografia jest ztozeniem homografii elementarnych. Grupa H zalezy od 6 niezaleznych parame-
tréw rzeczywistych.

Kazda homografia h jest odwzorowaniem konforemnym na C N h~1(C).

Roéwnanie

z —p‘
-\ *x
o= (%)
gdzie p,q € C, p # q, A > 0, przedstawia:

e dla A =1 — prosta,

e dla A # 1 — okrag

— Mg MNp—
O(p q lp CJ\)
1—=X27 11— )2
wzgledem ktérych punkty p i ¢ sa symetryczne @
Odwrotnie, dowolna prosta lub okrag moga by¢ opisane réwnaniem (**). W przypadku okregu C(zg, ),
punkt p € C\ ({20} U C(20,r)) wybieramy w sposob dowolny i ktadziemy

2 —
r \ = P Zo|.

p—Zo r

q:=20+—=

Dowolng prostg uzupelniong oo nazywamy okregiem niewtasciwym. Okrag wlasciwy lub nie, dany row-
naniem (**) jest przeksztalcany przez homografie (*) na okrag wlasciwy lub nie dany réwnaniem

w—h(p)‘_ gc+d
w — h(q) pe+dl

W szczegdlnosci punkty symetryczne przechodza zawsze w punkty symetryczne.

Zauwazmy, ze:

e jezeli h jest odwzorowaniem afinicznym, to prosta przechodzi na prosta i okrag — na okrag,
e h jest inwersja, to otrzymujemy réwnanie

w — 1/p‘ ’7
w—1/ql
co oznacza, ze obrazem prostej jest albo prosta (gdy |p| = |q|), albo okrag (gdy |p| # |q|), zas obrazem

okregu jest albo okrag (gdy Alg| # |p|), albo prosta (gdy Alg| = [p|).
Niech H* := {z + iy € C:y > 0}. Dla dowolnego a € H" homografia

zZ—a

h(z) :=

zZ—a
przeksztatca H' na kolo jednostkowe D.
Istotnie, h(a) = 0 oraz dla € R mamy

()| = |

czyli h(R) C T. Poniewaz homografie sa homeomorfizmami przeksztalcajacymi proste na proste lub
okregi, musimy mie¢ h(H') = D.

Tr—a

-
xr—a

(%) W przypadku okregu C(zo, ) oznacza to, ze punkty te leza na jednej polprostej wychodzacej z 2 oraz |p—zo||lq — 20| =

r2. Dodatkowo, umawiamy sie ze punkty zo i co sa réwniez symetryczne wzgledem C/(zo, 7).



(8)

(10)
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1.4. Funkcja exp

Dla dowolnych a € D, ¢ € T, homografia

h(z) =

1—-az
przeksztatca D na D.
Istotnie, h(a) = 0 oraz dla dowolnego z = 1/Z € T mamy

|h(2)] =

zZ—a zZ—a

1-a/z

=L

z—a

czyli h(T) C T. Dalej rozumujemy, jak poprzednio.

Zbior A wszystkich homografii postaci takiej, jak w jest podgrupa grupy Auty (D) wszystkich homo-
grafii przeksztalcajacych D na D.

Auty (D) = A. W szezegolnosci, grupa Auty (D) zalezy od 3 parametrow rzeczywistych. Ponadto, grupa
ta dziala tranzytywnie na D, tzn. dla dowolnych a,b € D istnieje h € Auty /(D) takie, ze h(a) = b.
Istotnie, niech f € Auty (D) i niech g € A bedzie takie, ze g(f(0)) = 0. Wtedy h := go f € Auty (D) oraz
h(0) = 0. Wystarczy pokazaé, ze h musi by¢ obrotem. Niech h(z) = Zjig Poniewaz h(0) = 0, musi by¢
b = 0. Punkty 0 i oo sa symetryczne wzgledem T. Wynika stad, ze h(oco) = 0o, a wiec ¢ = 0. Poniewaz
h(T) =T, musi by¢ a/d € T, czyli h jest obrotem.

Niech D; bedzie dowolnym kolem lub polplaszczyzng i niech a; € Dj, b; € 0zDj, j = 1,2. Wtedy
istnieje homografia h taka, ze h(Dy) = Dy oraz h(ay) = ag, h(by) = bs.

Homografia postaci (*), h # id, moze mie¢ jeden lub dwa punkty state wyznaczane z réwnania

az+b
cz+d

= Z.

1.4. Funkcja exp

Definiujemy funkcje wyktadniczq exp : C — C,

exp(z) =€° := Z Z— z € C.

Obserwacja 1.4.1 (Wlasnosci exp).

(1)
(2)

Funkcja exp jest poprawnie okre§lona. Jest to funkcja C — C klasy C¥. Definicja jest zgodna dla
z=x R

ettt =et.eb abeC.

Istotnie,

ea+b:§: a+b ZZ() Z)'(*)(ZG')(Z ) b

n=0 n=0 k=0

gdzie (x) to iloczyn Cauchy’ego @szereg()w.

e*#0,a €C.
e = e*(cosy +isiny), z =z + iy € C.
Definiujemy
et? 4 et i _ gtz
cosz ;= ———, sinz:=——F7—, 2€C.
2 2
Sa to tzw. wzory Eulera @ Definicje sg zgodne dla z = z € R. Odnotujmy, 7e np. cosi = e+1/e >3

e* = eV < z — w = 2mik dla pewnego k € Z.

(5) Augustin Cauchy (1789-1857) — matematyk i fizyk francuski.

(°) Leonhard Euler (1707-1783) — matematyk i fizyk szwajcarski.
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(7) Funkcje cos i sin maja okres 27. Ponadto, cosz = 0 <= z = /2 4+ km, k € N, sinz = 0 < z = km,
k € N. Definiujemy

sin z Cos 2
tgz = C 2+ kn:keZ tg 2z 1= C\{kr:keZ).
gz g z€C\{n/2+km:keZ}, ctgz s z€C\{kr:keZ}

Zachodzy wszystkie standardowe wzory znane dla funkcji trygonometrycznych zmiennej rzeczywistej,
np. cos?z +sin?z =1, z € C.
(8) exp(C) =C..
(9) Definiujemy funkcje hiperboliczne, sinus i kosinus hiperboliczny
e* L e *® e? — e~ %

coshz::T, sinhz == — 2z e C.

Dla z € C definiujemy logarytm zespolony
logz:={weC:e¥ =2z}
oraz logarytm gtowny Log : C — C,
Logz:=In|z|+iArgz, z¢€C.

Odnotujmy, ze:
o log0=g,
o logz={ln|z|} +iargz, z #0,
e dla dowolnego zbioru spdjnego A C C, w zbiorze A istnieje galaz jednoznaczna logarytmu ¢ wtedy i tylko
wtedy, gdy w A istnieje galaz jednoznaczna argumentu a. Ponadto, £(z) = In |z| + ia(z) + 2kni, z € A, dla
pewnego k € Z,
e w C\R_ istnieje galaz jednoznaczna logarytmu i kazda taka gataz ma postac £(z) = ln |z|+1i Arg z+ 2k,
z € A, dla pewnego k € Z.

Dla dowolnego a € C, definiujemy potege zespolong

a® = {e" :w € loga}, beC.

Ponadto, ktadziemy 0° := {0} dla b € C,. Odnotujmy, ze:

e a" ={a"} dla dowolnego n € Z, gdzie po prawej stronie o™ rozumiemy w sensie klasycznym,

o al/m= {L/aa n €N,

e dla dowolnego wy € loga, funkcja C > z —— e*™0 jest galezig jednoznacznag potegi C 3 z — a*; czy
kazda galaz musi by¢ tej postaci (CWICZENIE) ?,

e jezeli w zbiorze A C C, istnieje galaz jednoznaczna logarytmu ¢, to dla dowolnego b € C, w A istnieje galtaz
jednoznaczna potegi A 3 z — 2%, np. A 3 z — e"(); czy kazda galaz musi by¢ tej postaci (CWICZENIE) ?

Przyklad 1.4.2.
it = {e” AT ke 7Y} € Ry

Cwiczenie 1.4.3. Niech D C C bedzie obszarem i niech f : D — C, bedzie funkcja ciagla, dla ktorej

w obszarze D istnieje jednoznaczna galaz log f. Oznaczmy ja L. Mamy e = f. Niech a € D i niech
f(K(a,r)) € K(f(a),|f(a)]). Niech ¢ bedzie dowolna galtezia logarytmu w K(f(a),|f(a)]). Wtedy L =
o f+2kmiw K(a,r) dla pewnego k € Z.

1.5. Odwzorowania przy pomocy funkcji elementarnych

Przyklad 1.5.1 (n—ty pierwiastek). Wiemy, ze w zbiorze C\R_ istnieje galaz jednoznaczna /z, np. f(z) :=
ew o8 % Funkcja ta odwzorowuje homeomorficznie gorna potplaszezyzne HY na kat
J j gorng potp yzne kg
{zeC:0< Argz < 7/n}

(odwzorowaniem odwrotnym jest oczywiscie z — 2").
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Przyktad 1.5.2 (Funkcja Zukowskiego @ Funkcjg Zukowskiego nazywamy funkcje
f(z) =3(z2+1/2), zeC..
Niech f(z) = f(re®) = u + iv, czyli
u = %(r +1/r) cost,

v=g(r—1/r)sint.

Wtedy f(z) = f(1/z), z € C.. ponadto, f jest injektywna w D, oraz w C\ D i odwzorowuje homeomor-
ficznie kazdy z tych obszaréw na C \ [—1, 1]; odwzorowania odwrotne maja postac

C\[-Ll]sw—wEtVw?-1= w = ez Los(w’=1),

Istotnie, jezeli f(z1) = f(z2) dla 21,22 € Dy, to (21 — 22)(1 — 1/(2122)) =0, a stad z; = 2.

Dla r > 0, r # 1, obrazem okregu C(r) jest elipsa o ogniskach +1 i pétosiach (r +1/r). Jezeli r — 0,
to ta elipsa oddala sie do co. Jezeli r — 1, to zmierza do odcinka [—1,1], ktory jest dwukrotnie pokryty
przez obraz T.

Przyklad 1.5.3 (exp). Niech u + iv = e = e® ™% tzn.
u = e” cosy,
v=e"siny.

(a) Dla dowolnego yog € R, pas poziomy {z +iy : z € R, yo — 7 < y < yo + 7} jest odwzorowywany
bijektywnie (ale oczywiécie nie homeomorficznie !) na C,. Pozioma prosta y = yo przechodzi na promieri
{(e® cosyp,e®sinyy) : © € R}. Pas otwarty {z +iy : ¢ € R, yo — 7 < y < yo + 7} jest odwzorowany
homeomorficznie na C \ R_ (odwzorowaniem odwrotnym jest Log).

(b) Dla dowolnych py € R, qo € R, pas ukosny {(z,poz +¢q) : © € R, o — 7 < ¢ < qo + 7}
jest odwzorowywany bijektywnie na C,. Prosta uko$na y = pgx + qo przechodzi na linie srubowg postaci
{(e” cos(poz + qo), €* sin(poz + qo) : © € R}.

Przyklad 1.5.4 (sin). Funkcja sinus odwzorowuje homeomorficznie pas
{r+iy:—m/2<z<7/2, y e R}
na C\ ((—o0,1]U[1,4+00)) =: D. Istotnie, niech

1 .. " 1 1
sin z = sin(z + iy) = ?(el(”“’) — ety = i(ey +e Y)sinz + ii(ey —e Y)cosx
i
= coshysinz + isinhy cosx =: u + tv.

Prosta pionowa x = 0 przechodzi bijektywnie na prosta u = 0. Kazda prosta pionowa z = ¢ # 0 przechodzi

bijektywnie w jedna z gatezi hiperboli
u? v?

; =1

¢ cos?c

sin
Wypelniaja one calty obszar D.

Przyklad 1.5.5. Jak zachowuje sie funkcja tg w pasie {x +iy: —7/2 <z <7/2, y e R} ?

(7) Nikolai Zukowski (1847-1921) — matematyk rosyjski.






ROZDZIAL 2

Funkcje holomorficzne I

2.1. Pochodna zespolona

Niech 2 C C bedzie zbiorem otwartym i niech f : 2 — C, f = u + iv. Na funkcje f mozemy zawsze
patrze¢ jako na odwzorowanie (u,v) : 2 — R2. W szczegdlnoéci, mozna pytaé o rézniczkowalno$é w sensie
rzeczywistym tego odwzorowania w pewnym punkcie a € 2. Niech fi(a) oznacza rzeczywista rozniczke
Frécheta modwzorowania f w punkcie a (o ile istnieje). Wiemy, ze dla Z = X 4 iY mamy

fh(a)(Z) = gg)x+%§)Y gg)Z;Z+gg)Z;Z

of of 1/,0f of — Of af
)z + = )z =)z
(31'( ) - Zay(a)> +2(8m( )+ By( )> (e) +87( )2,
gdzie
of of Of of of Of
5. = (8:5( ) - Zay(“))’ 77\ = (830( )“ay(“))
oznaczaja pochodne formqlne funkcji f w punkcie a. OczywiScie, do ich zdefiniowania wystarczy istnienie
pochodnych czastkowych %(a), %(a)‘
Definicja 2.1.1. Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie a pochodng zespolong f'(a), jezeli granica
/ o . f(a+h)_f(a)
fla):= c*lalin—»o h
istnieje i jest skoriczona. Innymi stowy, f ma w punkcie a zespolona rézniczke Frécheta ff.(a) oraz fi.(a)(Z) =
f(a)Z, Z € C.
Propozycja 2.1.2. NWSR:
(i) f’(a) istnieje;
(i) f, ( ) istnieje;
(iii) fg(a) istnieje oraz jest operatorem C-liniowym;
(iv) fg(a) istnieje oraz spetnione sq rownania Cauchy’ego-Riemanna
of . ou ov ou ov
—(a)=0 li — —(a) = —=(a).
(@) =0, el G a) = ), (e =~ (a)
W szczegolnosc, jezeli f/(a) istnieje, to fg(a)(Z) = f'(a)Z oraz
of of of
!/
fl@ = 5@ = =ig () = ).
Przyklad 2.1.3. Funkcja f(z+iy) := +/|zyl|, 2 = z+iy € C, ma w punkcie a = 0 obie pochodne czastkowe
(g—i(O) = 3—5(0) = 0), ktore spelniaja oczywiscie rownania Cauchy’ego—Riemanna, ale f/(0) nie istnieje.

Definicja 2.1.4. Niech P,,(C) := oznacza zbiér wszystkich wielomianéw zespolonych jednej zmiennej zespo-
lonej stopnia < n (n € Z.), tzn. zbior wszystkich funkcji postaci C > z — ag + a1z + - - - + a,2" € C. Jest

(1) René Fréchet (1878-1973) — matematyk francuski.

11
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to oczywiscie zespolona przestrzeri wektorowa. Ponadto, P,,(C) C Py41(C). Polézmy, P(C) := J.—, Pn(C).
Jest to pierscien.

Niech R(C) := oznacza pierscien wszystkich funkcji wymiernych jednej zmiennej zespolonej, tzn. zbior
wszystkich utamkow L /M, gdzie L, M € P(C), M # 0. Kazda funkcja wymierna jest funkcja ciagla ¢ —C.

Cwiczenie 2.1.5. (a) Do rézniczkowania zespolonego stosuja sie standardowe wzory na rézniczkowanie
sumy, iloczynu i ilorazu.

(b) Kazdy wielomian p(z) = ag + a1z + -+ + anz™ € P,(C) jest rozniczkowalny w sensie zespolonym
w kazdym punkcie oraz p/(z) = a1 +2agz+- - - +na, 2" ! € P,_1(C). Kazda funkcja wymierna L/M € R(C)
jest rozniczkowalna w sensie zespolonym w kazdym punkcie z € C\ M ~1(0).

(¢) Niech f : 2 — (2 bedzie odwzorowaniem bijektywnym na pewien zbior otwarty 2’ C C takim, ze
f(a) istnieje. Niech b := f(a), g:= f~!: 2 — 2. Wtedy NWSR:

(i) ¢'(b) istnieje;

(ii) f'(a) # 0 oraz 9 jest ciagle w punkcie b.

Ponadto, ¢'(b) = 7 (a)

(d) Jezeli f’(a) istnieje, to det fg(a) = |f'(a)]? = | det ff(a)|?. Istotnie

ey — det | Y@ uy(@)] o fug(a)  —vi(a)| e e
det fr(a) = det |:11;(a) U;(a) = det v'(a)  ul(a) | T (uy(a))” + (vp(a)” = |f'(a)]"

(e) Jezeli f : 2 — C jest odwzorowaniem klasy C! takim, ze f’(a) istnieje i f’(a) # 0, to dla pewnego
otwartego otoczenia U C 2 punktu a, odwzorowanie f|y : U — V jest Cl-dyfeomorfizmem na pewne
otwarte otoczenie punktu b := f(a) i jezeli g := (f|y)~!, to ¢'(b) istnieje i ¢'(b) = ﬁ

Przyklad 2.1.6. (a) Funkcja exp ma pochodng zespolona w dowolnym punkcie oraz exp’(z) = exp(z),
zeC.

Istotnie, poniewaz exp(z +iy) = e®(cosy +isiny), zatem funkcja exp jest klasy C¥(R?, C). Ponadto, dla
z = x + 1y, mamy
0exp 1 /0exp .dexp

52 () =5 (g, (&) +i By

co oznacza, ze w kazdym punkcie spelnione sa rownania Cauchy’ego-Riemanna, czyli exp’(z) istnieje dla
dowolnego z. Ponadto, exp’(z) = ag;m(z) = exp(z), z € C.

(b) Niech D C C, bedzie obszarem, w ktorym istnieje gataz jednoznaczna logarytmu ¢. Wtedy ¢'(z) =
1/z, z € D.

Istotnie, mech b 6 D;a:= E( ). Do funkcji f := exp stosujemy Cwiczenie[2.1.5{e), z ktérego wnioskujemy,

! —
2e U'(b) = 7y = sumy = b

1
(z)) =3 (e”’(cosy +isiny) + ie”(—siny + i cos y)) =0,

Cwiczenie 2.1.7. sin’ z = cos z, cos’ z = —sin z, z € C.

Dla drogi (tzn. krzywej kawatkami klasy C') v : [a, 3] — C oraz funkcji ciagtej f = u +iv : v* — C

definiujemy
B
/fdz = / udz — vdy —l—i/vdw +udy = / Fiv@)y (t)dt.
v 8! 8! a

’Af(z)dz

B
¢ = [ ol

oznacza dtugosé krzywej vy, zas dla ¢ : A — C kladziemy

lella == sup{lp(2)] : = € A}.

Zauwazmy, ze

<Ll
gdzie
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Propozycja 2.1.8 (Wzor Cauchy’egofGreena. Niech D C C bedzie obszarem p—spdjnym, ktorego brzeg
sktada sie z p drdg Jordana zorientowanych dodatnio wzgledem D. Niech f € C1(D) Wowczas

f(z) = 1(4 f@%m+ﬂ;%@nmA@} )

T 2mi\ Jop C— 2 (-2
W szczegdlnosci, jezeli f € CY(D) oraz f'(z) istnieje dla dowolnego z € D, to
1
flz)= &dg‘, z € D.

27 op C— %

Dowdd. Ustalmy K(a,e) CC D. Wowczas, na mocy wzoru Greena (zastosowanego do obszaru D, := D\
K(a,)), mamy

f(©) f(©) f(©) f(©)
/ap ¢— @dC - /C(a,s) ¢— adC - ~/6DE ¢— ad( - D. d(mdo

30 _ 3 _
- _ ¢ . ¢
= /Deg“—adc/\dCEﬁo /]DC_QdCAdC,

przy czym okrag C/(a,€) utozsamiamy z krzywa [0,27] 3 t — a + ee®. Utozsamienie to bedziemy stosowaé
konsekwentnie w przysztosci.
7 drugiej strony,

1 f(©)

PR — < — . .
557 [, gt @] <m0 f@)] ¢ € Clase)) 0 0
Propozycja 2.1.9. Niech D C C bedzie obszarem i niech f = u+iv : D — C bedzie ciggta. Wtedy NWSR:
(i) dla dowolnych a,b € D, catka ff f(z)dz = fv f(2)dz nie zalezy od wyboru drogi v taczacej a i b w D;
(i) funkcja f posiada pierwotna zespolona, tzn. istnieje funkcja F: D — C taka, ze F'(z) = f(z) dla

dowolnego z € D.

Dowdd. (ii) = (i
B

(1):
B8
/ f(z)dz = / F/(y(t) (t)dt = / (F o) (t)dt = F(4(8)) — F(x(a)).

e

(i) = (ii): Niezalezno$c¢ caltki fv f(2)dz od drogi catkowania jest rownowazna niezaleznosci catek

/ udr — vdy, / vdx + udy
¥ ¥

od drogi catkowania, co oznacza, ze istnieja funkcje o, € C1(D,R) takie, ze

dy dp oY oY

—_— = u7 —_— = — s —_— = ’U’ —_— = U

ox dy Ox dy
Niech F := ¢ +i. Wtedy F jest klasy C!, spetnia w kazdym punkcie réwnania Cauchy’ego-Riemanna oraz
F=¢, +ip, =u+iv=f. O

Propozycja 2.1.10 (Indeks punktu wzgledem drogi zamknietej). Niech v : [0,1] — C bedzie dowolng
drogq zamknietq. Wtedy catka krzywoliniowa

1 1 1t A
Indf\/ (a) = % =

z= — dt, ae€C\~",
L Z—a 2mi Jo Y(t) —a \
noszgcea nezwe indeksu punktu a wzgledem drogi v, przyjmuje wartosci catkowite, state w kazdej sktadowej

spdjnej zbioru C\ ~v*, przy czym Ind, = 0 w sktadowej nieograniczonej zbioru C\ v*.

(?) George Green (1793-1841) — matematyk i fizyk angielski.
(3) Tan. f € C(£2), gdzie 2 C C jest zbiorem otwartym takim, ze D C (2.
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Odnotujmy, ze Ind, (a) jest oczywiScie niezalezny od zmiany parametryzacji drogi ~.

Dowdd. Z twierdzenia o funkcjach danych calka wynika, ze Ind, jest funkcja ciggla. Ponadto,

L £(v)

Ind < —————
| 1 'Y(a)| o dist(a,w*) ajo>o

Pozostaje wigc wykazac, ze Ind,(a) € Z dla dowolnego a € C \ 7*. Ustalmy a i niech
x ! t
h(x) ::/ Ldt, 0<z<Ll.
o Y(t)—a

Jest to funkcja ciagla, rozniczkowalna poza skoriczong liczba punktow, h(0) = 0, h(1) = 2miInd,(a). Za-
uwazmy, ze

(v —a) =e"(=h(y—a)++) =0
poza skoriczong liczbg punktoéw. Tak wiec e~ (y — a) = const = 7(0) — a. Wynika stad, ze

h y—a
=
7(0) —a
a stad ") =1, a wigc h(1) = 27iInd, (a) = 2mi k dla pewnego k € Z. O

Cwiczenie 2.1.11. (a)

Ind (2) = 1, gdyze€ K(a,r)
et T0, gy 2 ¢ Ka,r)

(b) Niech v : [0,1] — C bedzie zamknieta droga Jordana zorientowana dodatnio wzgledem int y. Wtedy

Tnd, (2) 1, gdy z€inty
0, gdy zeexty

Propozycja 2.1.12. Niech v : [0,1] — C bedzie dowolng krzywq zamknietq, niech a € C\ v* i niech

r = dist(a,y*). Niech o; : [0,1] — C bedzie drogq zamknietq takq, ze |oj — vl < /4, j = 1,2. Wiedy
Ind,, (a) = Indy, (a). W szczegdlnosci, wzor

Ind,(a) := lim Ind,(a), a€C\~",
o—droga zamknieta
lle—=>llt0,11—0

definiuje Ind,, : C\ v* — Z dla dowolnej krzywej zamknietej v : [0,1] — C.

Dowdd. Niech
- g1 —a

o9 —a
Zauwazmy, ze

a (02—a)? 0 02
- gi1—a - _ _
o o o1—a oO3—a
Ponadto,
T
g1 g9 2% 2
o — 1| = ] ‘ <=2
o9 —a qr 3
Ostatecznie

Ind, . (a) — Tnd, (a) = —— / 1( o) _ o) )dt: = / 1 T g4  tnd, (0) = 0. O
0 01 0
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Twierdzenie 2.1.13 (Twierdzenie Cauchy’ego—Goursata @ Niech 2 C C bedzie otwarty i niech f :
2 — C bedzie taka, ze f'(z) istnieje dla dowolnego z € f2.

(a)

(z2)dz=10
aT

dla dowolnego zwartego tréjkata T = conv{a, b, c}, przy czym OT rozumiemy jako tamang zamknietq [a, b, c, a).

Wynik pozostaje prawdziwy dla wszystkich funkcji f € C(T) takich, ze f'(z) istnieje dla dowolnego
zeintT.

(b) Niech D CC {2 bedzie obszarem, ktorego brzeg sktada sie ze skoniczonej liczby tamanych Jordana
zorientowanych dodatnio wzgledem D: tzn. 0D = 5 U --- U4, inty; CCintyo, j = 1,...,p — 1,
inty; CCexty, 5,k=1,...,p—1, j# k. Wtedy

f(z)dz = Z/ f(z)dz = 0.

oD j=0 j

J

Wynik pozostaje prawdziwy dla wszystkich funkcji f € C(D) takich, ze f'(z) istnieje dla dowolnego z € D.
(c) Jezeli zatozymy dodatkowo, ze f € C'(§2) to dla dowolnego obszaru D CC {2, ktérego brzeg
sktada sie ze skoriczonej liczby drég Jordana zorientowanych dodatnio wzgledem D, mamy

f(z)dz = 0.
oD
Dowdd. (a) Przypadek, w ktorym T jest zdegenerowany jest oczywisty (CWICZENIE). Dalej zaktadamy, ze
T nie jest zdegenerowany. Trojkat Ty := T dzielimy przy pomocy $rodkéw bokéw p := %(a +0b),q= %(b—i— c),
r o= %(ch a) na cztery trojkaty To1 = conv{a,p,r}, T2 = conv{p,b,q}, To 3 := conv{g,c,r}, Toa :=
conv{p,r,q}. Wtedy

f(z)dz = Z f(z)dz.

9Ty GTQJ‘

Niech T oznacza jeden spoéréd trojkatow 1o 1, ..., T4, dla ktérego

) f(z)dz‘ = max{‘/ f(z)dz‘ ij= 1,2,3,4}.
oTy 0Ty, ;
Oczywiscie,
‘ f(z)dz‘ <4 f(z)dz‘
aTy T
Teraz powtarzamy rozumowanie rekurencyjnie i otrzymujemy zstepujacy ciag trojkatow (7;)32; taki, ze
£(0T;) = 277£(0Ty) oraz

f(z)dz‘ <4 (2)dz|, jeN.

‘ aTy oT;
Niech {a} := ﬂ;’;l Tj, f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) + a(z)(z — a), gdzie a(z) — 0 przy z — a. Odnotujmy,
ze funkcja z — f(a) + f'(a)(z — a) ma oczywiscie pierwotna. Korzystajac z Propozycji [2.1.9) mamy

|, U@+ 5@ =) +a@)e - ay] = #] [ )

< 40T max{a(2)(z — )| 2 € ITy} VLT allor, = £(@To)lallor, — 0.
Jj—+oo

f(z)dz‘ <4

‘ 0Ty

Jezeli tylko zatozymy, ze f € C(T) oraz f'(z) istnieje dla dowolnego z € intT, to na podstawie po-
przedniego dowodu, mamy [, f(z)dz = 0 dla dowolnego trojkata T C int T. Ustalmy punkt d € int T

(%) Edouard Goursat (1858-1936) — matematyk francuski.
(5) Camille Jordan (1838-1922) — matematyk francuski.
(6) W przysztoéci zobaczymy, ze zalozenie to jest automatycznie spetnione — Twierdzenie m
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i niech T =T, = conv{a + s(d —a),b+ s(d —b),c+ s(d—¢)} C intT, s € (0,1). Pokazemy, ze
f(’)T' z)dz — [o f(2)dz przy s — 0 (co zakonczy dow6d). Mamy:

/ fedz— [ ]
la+s(d—a),b+s(d—b)] [a,b]

1
</ |f(a+s(dfa)+t(1fs)(bfa))(lfs)ff(a+t(bfa))|(bfa)dt30
0

(wobec jednostajnej ciagtosci f na T) i analogicznie dla pozostatych odcinkow.
(b) Poprzez triangulacje (CWICZENIE).
(c) Korzystamy ze wzoru Greena z Analizy oraz z rownan Cauchy’ego—Riemanna:

f(z)dz:/ udx—vdy—l—i/ vdw—i—udy:/(—v;—u;)—l—i/(u;—v;)z(). O
oD oD oD D ) D

Propozycja 2.1.14. Niech G C C b@dzie obszarem gwiaZdzistym wzgledem punktu c i niech f : G — C
bedzie funkcjq ciggtq takg, Ze faT z)dz = 0 dla dowolnego zwartego trdjkgta T C G (np. f'(2) istnieje
dla dowolnego z € G — Twierdzenie . Wiedy f ma w G pierwotng zespolong. W szczegdlnosci, na
podstawie Propozycji f,y f(z)dz = O dla dowolnej drogi zamknietej w G.

Dowdd. Zdefiniujmy
F(z) = [ ]f(C)dC, zeG.
Ustalmy a € G. Korzystajac z zalozenia o zerowaniu sie calki po brzegu trojkata, dla matych i mamy

F(a—i—h})L—F(a) ff(a)‘ = ‘llz/[a a+h](f(z) ff(a))dz’ < max{|f(z) — f(a)| : z € [a,a + A} 1:60. O

Propozycja 2.1.15 (Wzor catkowy Cauchy’ego). (a) Niech G C C bedzie obszarem gwiaZdzistym i niech
v :[0,1] — G bedzie dowolng drogq zamknietq. Niech f : G — C bedzie taka, ze f'(z) istnieje dla dowolnego
z € G. Wtedy

f(a)Ind,(a 2772/ /(= dz, a€G\7".

(b) Niech f : K(a,r) — C bedzie funkcja ciggtq takq, ze f'(z) istnieje dla dowolnego z € K(a,r).
Wtedy
1 £(©)

21 Cla,r) C* z

f(z) =

W szczegdlnosci, dla z = a dostajemy:
e twierdzenie o wartosci §redniej po okregu

¢, ze€ K(a,r).

2m
fla) = L/ J©) i = — fla+re?)dd = J(f;a,7),
C(a,r)

211 (—a 21 Jo

oraz nierownos$cé )
1 i )
F@I< o= [ 1t relas = I(|flsan).
™ Jo

e twierdzenie o wartosci §redniej po kole

1 T 2m 2m
&):72/ sds fla+ se)df = 2/ fla+se® sdﬁds_— fac? = A(f;a,r),
r 0 0 wr

2
" JK(a,r)
oraz nierownosé
1

mr?

Fla)] < /K 14 = A7),



Marek Jarnicki, Wyktady z Funkcji Analitycznych, wersja z 30 stycznia 2010

2.1. Pochodna zespolona 7

Dowdd. (a) Ustalmy punkt a € G \ v* i niech

) W, jezeli z € G\ {a}
z) = '
g f/(a)> jezeli z=a

Oczywiscie g jest ciagla oraz ¢'(z) istnieje dla z € G\ {a}. Na podstawie Twierdzenia [2.1.13(a) dostajemy
faT g(z)dz = 0 dla dowolnego zwartego trojkata T' C G. Teraz, na podstawie Propozycji [2.1.14]

O:Ag(z)dzzlwdz’

a stad

1 /7 f), 1 /Wf(a)dz—f(a)lnd,y(a).

211 z—a 211 zZ—a

(b) Ustalmy z € K(a,r). Na podstawie (a) mamy

f(2) = f(2) Inde(a, (2) = ! /C f(Q) i = 1 (2 flatse't)

T omi (as) G — 2 T2 )y z—a—set

setdt, |z—a| <s<r.

Teraz pozostaje przejscie graniczne s — r. Aby moc skorzystaé z twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanym
przechodzeniu do granicy pod znakiem calki, wystarczy upewnié sie, ze funkcja podcatkowa ma catkowalna
majorante:

fla+ Seit) seit

1fll=
z —a — sett S Een) T ‘

z—al+e<s<r O
5

Twierdzenie 2.1.16. Niech D C C bedzie dowolnym obszarem i niech f : D — C bedzie taka, ze f'(z)
istnieje dla dowolnego z € D. Niech a,b € D i niech vo,71 : [0,1] — D bedq dowolnymi drogami tgczacymi
a i b, ktore sqg homotopijne w D. Wtedy

(2)dz= | f(2)dz.
Yo 71

Dowdd. Niech H : [0,1]x[0,1] — D bedzie homotopia taczaca te drogi, tzn. H jest odwzorowaniem ciagtym
takim, ze H(0,-) = o, H(1,-) = v, H(s,0) = a, H(s,1) = b, s € [0,1]|(").| Poniewaz H jest jednostajnie
ciagle, znajdziemy 6 > 0 takie, ze jezeli |s' — s”| < 61 [t/ —t"| < 6, to |H(s',¢') — H(s",t")| < r =
dist(H ([0, 1] x[0,1]),0D). Ustalmy n > 1/ iniech s; =t; := j/n,j =0,...,n. Niech a; , = H(sj,t)) i niech
o) oznacza tamang [ago,Gk,1, ..., Qkn—1, 0k ). Zauwazmy, ze G = K(a;k,7) C D, G; jest obszarem
gwiazdzistym oraz H(s,t) € G, dla|s—s;| < 1|t—tg] < 9,4,k =1,...,n. Korzystajac z Propozycji[2.1.14
wnioskujemy teraz, ze f’ml[tk,l,m f(2)dz = f[ao,k—l,ao,k] f(2)dz, k=1,....n,astad [ f(z)dz= [  [(z)dz.
Podobnie, fw f(z)dz = [, f(2)dz. Teraz wystarczy wykaza¢, ze [ f(z)dz = [ f(z)dz, j =1,....n.

Wiemy, ze
/ f(z)dz=0, 4 k=1,...,n.
[aj—1,k—1,85-1,k,05 k05 k—1,05—1,k—1]

Dodajac te calkidla k = 1,...,niredukujac calki po przeciwnie przebieganych odcinkach, dostajemy zadany
wzOor. (]

Jako natychmiastowy wniosek otrzymujemy:

Twierdzenie 2.1.17 (Twierdzenie Cauchy’ego—Goursata i wzor Cauchy’ego dla obszaréow jednospojnych).
Niech D C C bedzie obszarem homotopijnie jednospdjnym i niech f : D — C bedzie taka, ze f'(2) istnieje dla

(7) Odnotujmy, ze H(s,-) nie musi by¢ droga dla 0 < s < 1 — por. Cwiczenie [2.1.18
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dowolnego z € D. Wtedy catka fw f(2)dz zalezy wytgceznie od koricéw drogi v : [0,1] — D — zob. Propozycja
[21.9 W szczegdlnosci,

Lf(z)dZZO oraz  f(a)Ind,(a) = 212/f()

d¢, ae€ D\,

dla dowolnej drogi zamknietej v : [0,1] — D.

Cwiczenie 2.1.18. Niech D, 79, 71 i H beda takie, jak w zatozeniach Twierdzenia [2.1.16/ Korzystajac
z dowodu tego twierdzenia, pokaza¢, ze istnieje homotopia Hy : [0,1] x [0,1] — D drog o i 71 taka, ze
Hy(s,+) jest droga dla dowolnego 0 < s < 1.

Obserwacja 2.1.19. Niech D C C bedzie obszarem i niech f : D — C, bedzie taka, ze f/(z) istnieje
dla dowolnego z € D. Zalézmy, ze L jest galezia Jednoznaczn@ funkcji log f w D (tzn. exp L = f). Wtedy

= f'/f. W szczegblnosci, L jest pierwotna funkCJl , co wobec Propozycji[2.1.9} oznacza, ze dla dowolnych

a,b € D, calka fb ’;((j))d fv J;((ZZ)) dz nie zalezy od wyboru drogi v laczacej a i b w D.
Istotnie, wiemy, ze dla dowolnego a € D, w pewnym otoczeniu punktu a mamy L = ¢ o f 4 2kni, gdzie

? jest galqziad logarytmu w otoczeniu f(a), za$ k € Z (Cwiczenie [1.4.3). Pozostaje skorzysta¢ z Przyktadu
b).

Propozycja 2.1.20. Niech D C C bedzie obszarem homotopijnie jednospdjnym i niech f: D — C, bedzie
taka, ze f"(z) istnieje dla dowolnego z € D Wtedy f ma w D jednoznaczng gatqZ logarytmu L, ktéra
must byé postaci
- / 1)
o f(C)

Dowdd. Funkcja f'/f ma w kazdym punkcie obszaru D pochodng zespolona. Pozwala to poprawnie okresli¢
funkcje

(a) +2kmi, ze€ D,

dla pewnego k € 7.

©/(©Q)

(a), ze€D,

gdzie a jest dowolnie ustalonym punktem z D. Wiemy, ze b’ = f'/f w D, a stad
(fe™h) = fle™" = fe="n' = 0.
Oznacza to, ze
fe = const = f(a)e*h(“) = f(a)e™ Log f(a) — 1

czyli e = f. Tak wiec h jest galezia jednoznaczna logarytmu f. Mamy e¢” = f = el. Ostatecznie, (h —
L)/(2xi) jako funkcja ciagla o wartosciach catkowitych, jest stala. O

2.2. Funkcje holomorficzne

Definicja 2.2.1. Niech 2 C C bedzie otwarty i niech f : 2 — C. Powiemy, ze f jest holomorficzna w (2
(f € O()), jezeli dla dowolnego punktu a € {2 istnieje szereg potegowy >~ an(z — a)™ o dodatnim
promieniu zbieznosci R oraz liczba 0 < r < min{R,dist(a,012)} takie, ze f(z) = Yo" jan(z —a)", z €
K(a,r).

Jezeli f € O(C), to mowimy, ze [ jest funkcjg catkowitq.

Jezeli G C C jest otwarty, zas f : 2 — G jest bijekcja taka, ze f € O(£2), f~! € O(G), to méwimy, ze
f jest odwzorowaniem biholomorficznym.

(®) W przysztosci (Twierdzenie [2.2.5) zobaczymy, ze istnienie f”/(z) dla dowolnego z € D wynika z istnienia f'(z) dla
dowolnego z € D.
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Propozycja 2.2.2. Niech
f(z) = Zan(z —a)", |z—a] <R.
n=0

gdzie R oznacza promien zbieznosci szeregqu potegowego. Wtedy f'(z) istnieje dla dowolnego z € K (a, R) oraz
prawdziwy jest wzor na rézniczkowanie pod znakiem szeregu

f(z) = Znan(z —a)" Y, z¢€ K(a,R). ("

Ponadto, promien zbieznosci szerequ (') jest réowny R, co oznacza, ze funkcja f ma w kazdym punkcie z €
K (a,r) wszystkie pochodne zespolone oraz

f®(z) = Z k!(:>an(z —a)" % z2¢€K(a,R).
n==k

W szczegolnosci, f € C*° (K (a, R),C) oraz a,, = f(:!(a), n € Zy, czyli
f(Z):Taf(Z), ZEK((L,R),

gdzie

> rn)(q
1) =3 T oy
n=0 :

oznacza szereg Taylora @funkcj@' f w punkcie a.

Dowdéd. CWICZENIE. 0

Zdefiniujmy promien zbieznosci szerequ Taylora funkcji f w punkcie a

d(T,f) :=sup{r > 0: szereg T,f(z) jest zbiezny jednostajnie w K(a,r)}.

Whniosek 2.2.3. Jezeli f € O(2), to f ma w kazdym punkcie z € (2 wszystkie pochodne zespolone, [ €
C¥(02,C) oraz f*) € O(2) dla dowolnego k € N.

Lemat 2.2.4 (Lemat o produkeji funkcji holomorficznych). Niech v : [0,1] — C bedzie dowolng drogg
i niech g : v* — C bedzie dowolng funkcjg ciggtq. Zdefiniujmy

f(z):= ! /&dC7 ze C\ ™

T omi (—z
Wedy f € O(C\ 7°),
k! 9(¢) .
10 (z) = Lwdc, 2eC\v", keN,

T 2mi

tzn. prawdziwy jest wzor na rézniczkowanie pod znakiem catki, oraz

X £(n)
1o =S O G — g, ae v Iz - al < distla ).
n=0 :

n

W szczegolnosci, d(T, f) > dist(a,v*), a € C\ v*.

(°) Brook Taylor (1717-1783) — matematyk angielski.
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Dowdd. Ustalmy a € C\ v*, niech r := dist(a,~*) i niech 0 < 6 < 1. Wtedy dla z € K(a,0r) i { € v* mamy

1 1 z—a
T r—4 za_z (¢ — g)n+1’
(—z (—a 1-— nO ”

—a

przy czym szereg jest zbiezny jednostajnie poniewaz | = =21 < 0. Wynika stad, ze

f(Z):,i(;Ti/w(Cff))ano(z_a)n’ z € K(a,r). O

Twierdzenie 2.2.5 (Charakteryzacja funkcji holomorficznych). Niech 2 C C bedzie otwarty i niech f :
2 — C. Wtedy NWSR:
(i) f'(z) istnieje dla dowolnego z € (2;
(ii) fr(z) istnieje dla dowolnego z € £2 oraz 8f( )=0, z € 2 (tzn. [ spetnia w kazdym punkcie réwnania
Cauchy’ego—Riemanna);
(iii) f € C(£2,C) oraz [y f(z)dz = 0 dla dowolnego trjkgta zwartego T CC 2 (réwnowaznosé (i) <= (iii)

to tzw. twierdzenie Morery ;

(iv) f e C(2,C) oraz dla dowolnego obszaru gwiazdzistego G C {2 funkcja f ma w G pierwotng zespolong;
(v) feC(£2,C) oraz dla dowolnego kota K(a,r) CC {2 zachodzi wzdr

foy— L 1©

271 C(a,r) zZ— C

d¢, ze€ K(a,r);

(vi) dla dowolnego a € 2 funkcja f ma w punkcie a wszystkie pochodne zespolone f™(a), n € N, oraz

> r(n)(q
f(z) = Z LA )(z —a)", |z —al <dist(a,02);

(vii) f e O().
Dowdd. ‘ Prop-B171 . TW@ . Prom . &) . Lemat ‘I Def. BZT] . pmg ‘

gdzie (*) wynika z nastepujacego rozumowania: Na podstaw1e Propozycji 2.1.15] . ) zachodzi dla funkql F
i K(a,r) CC G. Stad, na podstawie implikacji (v) = (vii), F € O(G). Teraz, na podstawie Wniosku
f/(2) istnieje dla dowolnego z € 2 i mozemy zastosowa¢ Propozycje [2.1.15do f. D

Obserwacja 2.2.6. Majac Twierdzenie mozemy ,przettumaczy¢’ szereg wynikéow formutowanych po-
przednio dla funkcji majacych w kazdym punkcie pochodne zespolone na jezyk funkcji holomorficznych.

Dotyczy to np. Propozycji R-1.15] .1.17}, 2-1.20]

Twierdzenie 2.2.7 (Twierdzenie Cauchy’ego—Goursata i wzor Cauchy’ego dla obszaréw jednospojnych).
Niech D C C bedzie obszarem homotopijnie jednospdjnym i niech f € O(D). Wtedy catka fv f(2)dz zalezy

wytgeznie od konicow drogi vy : [0,1] — D. W szczegélnogci, f f(2)dz =0 oraz

f(a) nd, (0) = 5 / flz

dla dowolnej drogi zamknietej v : [0,1] — D.

a€ D\,

Propozycja 2.2.8. Niech D C C bedzie obszarem homotopijnie jednospdjnym i niech f: D — C, bedzie
holomorficzna. Wtedy f ma w D jednoznaczng gatqZ logarytmu L, ktéra musi byé postaci

O
= [ e

dla pewnego k € N. W szczegdlnosci, kazda gatqz logarytmu f jest holomorficzna i L' = I

(a) +2kmi, ze D,

(19) Giacinto Morera (1856-1909) — matematyk wloski.
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Twierdzenie 2.2.9 (Twierdzenie Cauchy’ego—Goursata i wzor Cauchy’ego dla obszaréw p-spojnych). Niech
D C C bedzie obszarem p—spojnym takim, ktorego brzeg sktada sie z p drog Jordana zorientowanych dodatnio
wzgledem D, tzn. 0D = ~y5U---Uq,_q, inty; CCintyo, j =1,...,p—1, inty; CCexty, j,k=1,...,p—1,
j # k. Niech f € O(92), gdzie 2 > D. Wtedy

1 (2)

dz = =— d D.
- (2)dz =0 oraz f(a) 571 Jop 2 —a ¢, ac

Jezeli OD sktada si¢ z p tamanych Jordana zorientowanych dodatnio wzgledem D, to wynik pozostaje
prawdziwy dla f € O(D)NC(D).

Dowdd. Wynik wynika bezposrednio z Twierdzenia [2.1.13| oraz faktu, ze drugi ze wzoréw jest konsekwencja
pierwszego. Istotnie, ustalmy a € D i niech

(o) = { EER ey z7a
T @ eye=a

Wtedy g € O(£2) (odp. g € O(D)NC(D)) (por. dowéd Propozycji[2.1.15(a)). Na podstawie pierwszej czeci
twierdzenia mamy [, g(z)dz = 0, czyli

1 (2) dz = n Mdz = Z_: ﬁ/ %dz = f(a) X_:Indw (a) = f(a)Indy,(a) = f(a). O
— % =

2mi Jop z—a 27 Jop 2 —a :
J

Obserwacja 2.2.10. Zauwazmy, ze Twierdzenie zachodzi dla f € O(D)NC(D) dla znacznie szerszej
klasy obszaréw, niz obszary p—spdjne ograniczone tamanymi Jordana.

Niech D C C bedzie obszarem p—spéjnym takim, ktérego brzeg sktada sie z p drég Jordana zorientowa-
nych dodatnio wzgledem D, 0D = 5 U ---U~,_y. Przypusémy, ze kazda z drég v; mozemy aproksymowac
ciggiem drog Jordana (7, x)72, W ten sposob, ze:

e v, r — 7, jednostajnie na [0, 1],

e jezeli dla pewnego przedziatu [a,b] C [0,1] funkeja ;] (q ) przediuza sig do funkcji klasy C*([a, b]), to
dla dowolnego k € N funkcja v;,x|(,p) przedtuza sie do funkcji klasy C'([a,b]) oraz Y. — 7; jednostajnie
na [a, b,

e dla dowolnego k € N, drogi Jordana ok, ..., p—1, Ograniczaja pewien obszar p-spojny D; w ten
sposéb, ze Dy, CC D.

Wtedy dla dowolnej funkcji f € O(D) N C(D) mamy [,, f(2)dz =0, k € N, astad [,, f(z)dz —

Jop f(2)dz. Istotnie, jezeli przedziat [a,b] C [0,1] jest jak powyzej, to

b b
[ e = [ enaonioi — [ rosomna= [ e
Vel [a,b] a a Yilla,b1
przy czym zbiezno$¢ calek wynika z jednostajniej zbieznosci funkcji podcatkowych.
Pytanie dla jakiej klasy obszaréw taka aproksymacja ma miejsce pozostawiamy jako CWICZENIE. W tej
chwili zauwazmy tylko, ze tak jest jezeli kazda droga Jordana -y; jest §cisle gwiazdzista wzgledem pewnego
punktu a; € intvy; w tym sensie, ze:

Yok(t) :==ao + (1 = 1/k)(70(t) — ao) € intyo, Vjk(t) :=a; + (1 +1/k)(7;(t) — a;) € extry;,
te01], j=1,....p—1, k> L

Wiemy réwniez z Analizy, ze tak jest jezeli kazda droga v; jest klasy C! i 7;(t) # 0, t € [0, 1], oraz v;(0) =
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2.3. Podstawowe wlasnosci funkcji holomorficznych
Jako natychmiastowe wnioski z Twierdzenia [2.2.5] dostajemy.

Propozycja 2.3.1. (a) O(£2) jest algebrg.
(b) Ztozenie funkcji holomorficznych jest funkcjq holomorficzng.
(c) Jezeli f: 2 — G jest bijekcjq, f € O(12) oraz f'(2) #£0, z € 2 to f~1 € O(G).

Propozycja 2.3.2 (Twierdzenie Weierstrassa ED Niech (fr)52, C O(£2) i niech fr — fo niemal
jednostagnie w 2. Wtedy fo € O(S2).

Dowdd. Oczywiscie fy € C(£2,C). Ponadto, dla dowolnego kola K(a,r) CC {2 mamy

1 fx(Q)
fi(z) = W/(,‘(a,r) Z_Cd(, z€ K(a,r), ke N.

Poniewaz fr — fo jednostajnie na C(a,r), dostajemy

1 fo(¢)
folz) = 27Ti/c(a,r) o Cd{, z € K(a,r).

Teraz wystarczy skorzystaé z Twierdzenia . O
Lemat 2.3.3. Niech D C C bedzie obszarem i niech f = u +iv € O(D). Jezeli |f| = const, to f = const.

Dowdd. Niech u? +v? = ¢ = const. Przypadek ¢ = 0 jest trywialny. Zalézmy wiec, ze ¢ > 0. Rézniczkujac
dostajemy

uul, + vvl, = 0,
uuy, + vv, =0,
co, wobec rownan Cauchy’ego—Riemanna, daje
uul, — vu; =0,
vul, + utty = 0.
Wyznacznik tego uktadu to u® +v* # 0. Wynika stad, ze v, = uj, = v, = v, = 0, a wiec f = const. O

Propozycja 2.3.4 (Zasada identycznosci). Niech D C C bedzie obszarem i niech f,g € O(D),

A:={z€eD: f(z)=g(2)}.
Jezeli zbior A ma punkt skupienia w D, to f = g.
W szczegdlnosci, jezeli f € O(D), f # 0, to zbior f~1(0) sktada sie z punktéw izolowanych.

Dowdd. Zastepujac (f,g) przez (f — g,0), redukujemy pytanie do przypadku g = 0. Niech
Dy:={a€D:3so: f=0w K(a,7)}.

Zbior Dy C A jest oczywiscie otwarty. Aby zobaczy¢, ze jest niepusty, niech a bedzie punktem skupienia
zbioru A, tzn. dla pewnego ciagu (ar)7>, C A\ {a} mamy ar — a. Mamy oczywiScie f(a) = 0. Niech

k:=sup{n € Zy : Yo<men : f™(a) =0}.
Jezeli k = 400, to T,f =0, astad f =0 w K(a,dn(a)) =: K(a, R). Przypusémy, ze k < +oc0. Poniewaz

f(2) = Tuf(2), = € K(a, R), wnioskujemy, 7e f(z) = (= — a)*f(2), = € K(a, R), gdaie | € O(K(a, R)),
f(a) # 0. Z drugiej stronie, poniewaz f(ay) = 0, dostajemy f(ax) = 0, k € N. Wynika stad, ze f(a) =0, co
prowadzi do sprzeczno$ci.

Powyzsze rozumowanie pokazuje rowniez, ze zbior A jest domkniety w D, a wiec Dy = D. O

(') W prayszlosci zobaczymy (Propozycja|3.5.3), ze jezeli f : 2 — C jest injektywnym odwzorowaniem holomorficznym,
to f'(z) #0, z € 2.
(12) Karl Weierstrass (1815-1897) — matematyk niemiecki.
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Obserwacja 2.3.5. Niech P bedzie wielomianem zespolonym dwdéch zmiennych zespolonych. Wobec zasady
identycznosci, jezeli P(sinz,cosxz) = 0 dla x € R, to P(sin z,cos z) = 0 dla z € C.

Obserwacja ta pozwala na ,automatyczne” przenoszenie wzordéw trygonometrycznych z przypadku rze-
czywistego na zespolony.

Cwiczenie: Czy da sig na tej drodze uzyskaé wzor tg2z = (282 7

1—tg2z °

Cwiczenie 2.3.6. Niech I C R bedzie przedzialem otwartym i niech f € C¥(I,C). Wtedy istnieja obszar
D c C i funkcja f € O(D) takie, ze DNR =1 oraz f = f na [.

Propozycja 2.3.7 (Zasada maksimum). Niech D C C bedzie obszarem, f € O(D), f # const. Wtedy:
(a) |f| nie przyjmuje w D maksimum lokalnego.
(b) |f] nie przyjmuje minimum lokalnego w zZadnym punkcie a € D takim, ze f(a) # 0.
(c) Jezeli D jest ograniczony, to

lf(2)] < Sup{limszlp|f(w)| :(€dD}, zeD.

(d) Jezeli D jest ograniczony oraz |f| przedtuza sie do funkcji pétciagtej z géry na D, to

|f(2)| < max|f|, ze€D.
D

Dowdd. (a) Przypusémy, ze |f(z)| < |f(a)|, z € K(a,r) CC D. Na podstawie Propozycji [2.1.15(b) mamy

F@)] < — /K e <@l

2

Wynika stad, iz | f(z)| = | f(a)| dla prawie wszystkich z € K (a,r), co wobec ciaglosci funkcji f, implikuje, ze
|f(2)| = |f(a)] dla wszystkich z € K(a,r). Teraz, korzystajac z Lematu wnioskujemy, ze f = const na
K(a,r), i ostatecznie, na podstawie zasady identycznosci, ze f = const w D; sprzecznosc.

(b) Stosujemy (a) do funkcji 1/f (okreslonej w otoczeniu punktu a).

(c) Ustalmy zo € D i niech (Dy)32, bedzie ciagiem obszaréw takim, ze zg € D1 C Dy C Dyy1 CC D,
D = U;Z, Di. Dla kazdego k istnieje punkt wy € Dy, taki, ze |f(wg)| = maxp [f]. Wobec (a) oraz zasady
identycznosci, mamy |f(z0)| < |f(wk)| < |f(wg41)|- Przechodzac do podciagu, mozemy zatozyé, ze wy, —
¢ € OD. Weedy |f(z0)] < lm supy ., oo | f(13)] < limsup,, . |f(w)].

(d) wynika z (c). O

Dla dowolnego zbioru zwartego K C C niech

KM .= U K(a,r).
acK

Zauwazmy, ze K(") jest réwniez zbiorem zwartym (CWICZENIE).

Dla zbioru otwartego {2 C C niech dgn(a) := sup{r > 0 : K(a,r) C £2}, a € {2. Oczywiscie, dn(a) =
dist(a,00) oile 2 # Cide = 4o00. Jezeli 2 # C, to |dp(a) —do ()| < |a—0b|, a,b € 2; w szczegolnosci, dg
jest funkcja ciagla.

Dla dowolnego zbioru A C §2 niech do(A) := inf{dn(a) : a € A}. Zauwazmy, 7e K" C 2 dla 0 < r <
do(K) (CWICZENIE).

Propozycja 2.3.8 (Nieréwnosci Cauchy’ego). (a) Niech f € O(K(a,r)), |f| < C. Wtedy
!
TARIGIES %07 ne€N.
(b) Niech f € O(£2). Wtedy dla dowolnego zbioru zwartego K CC 2 oraz 0 < r < do(K) mamy

n n!
1F™ e < Sl fllweer, n €N
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Dowdd. (a) Na podstawie Propozycji[2.1.15]i Lematu [2.2.4] dla dowolnego 0 < s < r, mamy

2m i0
) A [Flatse) g ™
@) ’271’2/0(aq) (¢ —a)rt! C‘ / degsnc, n € N.

24

(b) wynika z (a). O

Wniosek 2.3.9 (Twierdzenie Weierstrassa). Niech (fi)72, C O(82) i niech fi, — fo niemal jednostajnie

w 2. Wiedy fo € O(02) oraz, dla dowolnego n € N, mamy f,gn) — fén)

Dla zbioru {2 C C niech L} (£2) := LP(2) N O(£2), 1 < p < 400. H™(£2) := Lp°(12) to przestrzen funkcji

holomorficznych ograniczonych. L,%(Q) jest przestrzenig unitarng z iloczynem skalarnym

L2(02) x L2(2) 5 (f.9) — /Q fgac?.

niemal jednostajnie w §2.

Propozycja 2.3.10. Niech 2 C C bedzie zbiorem otwartym.
(a) Dla dowolnego zbioru zwartego K C {2 mamy

1
Iflle < —5 / [fldc?, feO(R), 0<r<do(K).
nr K

(b) Dla dowolnego zbioru zwartego K C {2 mamy

191 < Sz(e ([

1/
flrac?) Y Fe0(®), 0<r<do(K), 1< p< +oo,
K(r)

gdzie 1/p+1/q = 1.
(c) LY (92) jest przestrzeniq Banacha, 1 < p < +00.
(d) L3 (92) jest przestrzeniq Hilberta.

Dowdd. (a) wynika natychmiast z nier6wnosci |f(a)| < A(|f|;a,7), 0 <r <dg(a), a € K.
(b) wynika z (a) i nierownosci Holdera |(*?) ]
(c) i (d) wynikaja z (b) i twierdzenia Weierstrassa. O

Obserwacja 2.3.11. Dla f(z) =Y ;- ax(z — a)* € O(K(a,r)) i 0 < s < r mamy

oo

1 [ ,
J(|f*a,s) = ?/ |f(a + se | do = Z akagsk”/ k=00 g9 — Z |ak|282k.
T Jo

T =0 k=0
Zauwazmy, ze powyzsza rownoS¢ daje alternatywny dowdd zasady maksimum: jezeli |f(2)| < [f(a)l,
z € K(a,r), to
zzlakl2 2= J(IfP5a,8) < (@) = laol?, 0<s <,
astad ap = 0, k = 1,2, ..., a wiec f jest statla. Z rownosci tej dostajemy rowniez alternatywny dowo6d
nierownosci Cauchy’ego: jezeli |f(z)| < C, z € K(a,r), to

C

Z:|ak|2 2k — J(|f1%a,8) <C?, 0<s<r, asta¢d|ak|<r—k7 keZy.

Zauwazmy, ze dla 0 < s < r mamy

1 s 27
2. _ _ 2 _2k+1 7 _ 2
A(f|%a,8) = 7rs2/0 (/0 |f(a + 7€) d0 TdT = / 27?2\ak| dr = Z\ak| PR

(13) Otto Hélder (1859-1937) — matematyk niemiecki.
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2.3. Podstawowe wtlasnosci funkcji holomorficznych %5

skad wynika, ze
2k+2

F2dC? =75 ag|? .
o > loxl*

Podobnie, dla 0 < s < 7 mamy
2k+2

(2)2%dL2(2) = / ar|2*2dL? = map—
K(s) K(s) k+1
W szcezegolnoei, ciag (2%)%2, stanowi uklad ortogonalny zupelmy w L2 (K (r)) oraz

T2k+2

\F[2dc? = / lap 2t PAL2 = 75 Jap .
/Km kzzo K(r) kz:% k+l

Propozycja 2.3.12 (Twierdzenie Liouville’a@. Niech f € O(C). Wtedy f € Pa(C) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla pewnych statych R,C > 0 mamy:

FEI< O |2 = R, (2.3.1)

lub, rownowaznie,
f@I<M(O+]2)? z€C,
dla pewnej statej M > 0.

Dowdd. Sprawdzenie, ze kazdy wielomian zespolony spelnia (2.3.1) pozostawiamy jako CWICZENIE.
Zalozmy teraz, ze nierownos$é¢ (2.3.1) jest speliona. Wiemy, ze f(z) = > o~ janz", z € C, gdzie, na
podstawie nieréwnosci Cauchy’ego, dla 7 > R i n > d mamy
) (0 Crd
! |())<—:Crd—" — 0. 0
n!

rn r—-+o00

jan| = |

Propozycja 2.3.13 (Lemat Schwarza[("*)]. (a) Niech f € O(K(r)), |f| < C, f(0) = 0. Wtedy
[f() < Clzl/r, z€D,  |f(0)]<C/r

Ponadto, jezeli |f(z0)| = C|zo|/r dla pewnego zo € K.(r) lub tez|f'(0)| = C/r, to f(z) = Ce®oz/r, 2 € K(r),
dla pewnego 6y € R.
(b) Niech f € O(K(r)), [f| < C, f(0)=---= f*D(0) =0 (k € N). Witedy
[f() < C(l2l/r)F, zeD,  [fB(0) < KO/,
Ponadto, jezeli | f(20)| = C(|z0|/7)* dla pewnego zy € K. (r) lub |f*F)(0)| = kIC/r*, to f(z) = Ce(z/r)k,
z € K(r), dla pewnego 0y € R.

Dowdd. (a) wynika z (b).
(b) Niech

f(2)

ol z € K.(r)

9(z) = {f(’lz>(o) , 2 € K(r).
o #=0

Oczywiscie g € O(K(r)) (CwiczENIE). Ponadto, na podstawie zasady maksimum, mamy

9(2)] < sup limsup|g(w)| < C/r*, =€ K(r),
ce

(r) w—

skad natychmiast wynika teza. O

(1*) Joseph Liouville (1809-1882) — matematyk francuski.
(15) Hermann Schwarz (1789-1857) — matematyk niemiecki.
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Dla dowolnego obszaru D C C niech Aut(D) oznacza zbior wszystkich odwzorowar biholomorficznych
f: D — D. Jest to oczywiscie grupa (ze skladaniem). Przypomnijmy (Obserwacja [1.3.1{[10)), Zze grupa
Auty (D) skladajaca sie ze wszystkich homografii przeksztalcajacych D na D ma postaé

Auty (D) = {Chy, : C €T, a € D},

gdzie
z—a
= 1/a}.
ha(2) T2, z € C\{1/a}
Zauwazmy, ze (hq)~! = h_,. Ponadto,
1—-az—(z—a)(—a) 1—a|?
h = = .
a(?) (1—a2) (1—a2)

W szczegolnosci, hl(a) = T
Propozycja 2.3.14. Aut(D) = Auty(D). W szezegdlnosci, grupa Aut(D) dziata tranzytywnie na D.

Dowdd. Ustalmy g € Aut(D). Wtedy f := hy) o g € Aut(D) oraz f(0) = 0. Wystarczy wiec pokazac, ze
zbior Autg(D) := {f € Aut(D) : f(0) = 0} to grupa obrotéow. Z lematu Schwarza zastosowanego do f i do

! wnioskujemy, ze |f(2)| = |z|, z € D, skad natychmiast wynika teza. |
Zdefiniujmy
ron 2 — 2" _ / ron L 1 N
m(Z7Z ) 1_ 7// _‘hz”<z)‘7 z,z" eD, '7('2) '_?W_hz(z% z €D.

Lemat 2.3.15 (Lemat Schwarza—Picka. Niech f € O(D,D). Wtedy:
(a) m(f(z), f(z") <m(<,z2"), 2,2 € D.
(b) Y(f()If' ()] < v(2), z € D.

(c) NWSR:
(i) f € Aut(D);
(i) m(f(z'), f(z")) = m(<,2"), 2/, 2" € D;
(i) m(f(4), £ () = m(h, 2) dla pewnych 4, 24 €D, 2 # 2
(iv) Y(f)If'(2)] =v(2), z € D;
(v) v(f(20))|f'(20)] = ¥(20) dla pewnego zy € D.

Dowdd. (a) Ustalmy zj, 25 € D i zdefiniujmy g := hynyo foh_.y. Wtedy g € O(D, D) oraz g(0) = 0. Stad,
na podstawie lematu Schwarza, |g(z)| < [z[, z € D. Podstawiajac z := h.y(z;) dostajemy

m(f(20), f(20)) = |hpeag) (f (o)) = |hpsgy 0 f 0 hsy 0 hay (20)] < |hay (20)] = m(2g, 2()-
(b) Ustalmy zo € D iniech g := hy(, )0 foh_.,. Wtedy ¢(0) = 0, wiec na mocy lematu Schwarza mamy
g’ (0)] <1, czyli

1> W0y (f(20)) f'(20)R_ ., (0)] =

co natychmiast daje (b).

(c) Implikacje (i) = (ii) (odp. (i) = (iv)) wynikaja z (a) (odp. (b)). Implikacje (ii) = (iii) (odp. (iv)
= (v)) sa trywialne. Jezeli zachodzi (iii), to funkcja g zdefiniowana w dowodzie (a) spelnia réwnosc |g(zo)| =
|z0| dla 20 := h.y(z)) # 0. Z lematu Schwarza wynika wigc, 7e g jest obrotem, a wiec, w szczegélnosci,
automorfizmem D. Pozostaje zauwazy¢, ze ze wzoru na g wynika teraz, ze f musi by¢ automorfizmem
D. Jezeli zachodzi (v), to funkcja g zdefiniowana w dowodzie (b) spelnia warunek |¢'(0)| = 1. Jest wiec
automorfizmem. Dalej postepujemy, jak powyzej. ([l

; /Z — |2 2 = Z ! Z !

(16) Georg Pick (1859-1942) — matematyk austriacki.
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2.4. Rodziny normalne, twierdzenia Montela i Vitalego

Definicja 2.4.1. Niech D C C bedzie obszarem. Powiemy, ze rodzina R C O(D) jest normalna, jezeli
z dowolnego ciagu (fr)32; C R mozna wybra¢ podciag (fn, )52, taki, ze f,, — f niemal jednostajnie w D

gdzie albo f: D — C, albo f = oc.
Lemat 2.4.2. KazZda rodzina lokalnie normalna jest normalna.

Dowdd. Dla a € D niech U, C D bedzie kotem o srodku w punkcie a takim, ze rodzina R|y, jest normalna.
Na podstawie twierdzenia Lindelofa, istnieje ciag (ay)72; C D taki, ze D = [Jro, Uq,. Ustalmy dowolny
ciag (fon)o21 C R. Dla k € N, niech (fi)52; bedzie podciagiem ciagu (fr—1..)ne; takim, ze fi, — fx
niemal jednostajnie na U,, . Przekatniowa metoda wyboru daje podciag (fn,)72; taki, ze f,, — fi niemal
jednostajnie na U,,. Korzystajac z tego, ze D jest obszarem, bez trudu wykluczamy sytuacje, w ktorej
fwr(Ua,,) C C ale frr = oo dla pewnych k', k" (CWICZENIE). O

Propozycja 2.4.3 (Twierdzenie Montela |('®) }. Niech (fx)io, C O(£2) bedzie ciggiem lokalnie ograniczo-
nym. Wtedy istnieje podciag (fr, )52, zbiezny niemal jednostajnie na (2.

W szczegolnosci, dla dowolnego obszaru D C C, kazda niemal jednostajnie ograniczona rodzina R C
O(D) jest normalna.

Dowdd. Na wstepie zauwazmy, ze ciag (fr)52, jest rodzing rownociagla. Istotnie, jezeli K(a,2r) CC 2
if@)]<C, (e Cla,2r), k€N, todla z € K(a,r) mamy

1 1 C 2 1 C
_ < — |y — e < —lz—al.
fk(o((—z Cfa)dc) = 27r|z a|/0 |a+2rei9—z|d0\ T|Z a

Niech A C 2 bedzie dowolnym zbiorem przeliczalnym gestym. Stosujac przekatniowa metode wyboru do-
stajemy podciag (fk,)o2;, ktory jest zbiezny punktowo na A. Wobec réownociaglosci, podciag ten musi by¢
lokalnie jednostajnie zbiezny. Istotnie, niech K(a,r) CC {2 dla pewnego a € A, i niech £ > 0. Wobec row-
nociaglosci, istnieje 0 < § < r taka,ze |f, (2) — fi, (a)] < e dla z € K(a,d) i wszystkich n € N. Ponadto,
istnieje ng takie, ze dla n,m > ng zachodzi |fi, (a) — fr,, (a)] < e. Wtedy dla z € K(a,d) i n,m > ng mamy

o (2) = fron (D) < i (2) = o (@) + 1 fr, (@) = fr, (@) + [ fr, (@) = fr,, (2)] < 3e.
Ostatni fragment dowodu to nic innego niz twierdzenie Arzeli-Ascoliego m |

51:) = o)l = | o [

C(a,2r)

Odnotujmy, ze twierdzenie to moze by¢ znacznie wzmocnione — zob. Twierdzenie [3.2.2]

Propozycja 2.4.4 (Twierdzenie Vitalego @ Niech (fr)52, C O(D) bedzie ciggiem lokalnie ograniczo-
nym. Zatdzmy, zZe ciqg ten jest zbiezny punktowo na pewnym zbiorze A C D majgcym punkt skupienia w D.
Wtedy (fx)52, jest zbiezny niemal jednostajnie w D.

Dowdd. Wobec twierdzenia Montela wystarczy pokazac, ze ciag (fx)52, jest zbiezny punktowo na D. Przy-
pusémy, ze dla pewnego a € D istnieja dwa podciagi (fr,)oe, 1 (fs,)02, takie, ze limy, oo fi, (@) #
lim,, 400 fs, (a). Wobec twierdzenia Montela mozemy zalozyé¢, ze fr, — p, fs, — ¢ niemal jednostajnie
w D, gdzie p,q € O(D). Wiemy, ze p = ¢ na A, a stad, wobec zasady identycznosci, p = q. W szczegolnosci,
p(a) = g(a) — sprzecznosc. O

17) Jako ciag funkcji D — C w sensie metryki na C.

Elsg Paul Montel (1876-1975) — matematyk francuski.
(19) Cesare Arzela (1847-1912) — matematyk wloski.
(29) Giulio Ascoli (1843-1896) — matematyk wioski.
(2!) Giuseppe Vitali (1875-1932) — matematyk wloski.
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2.5. Zasada symetrii Riemanna—Schwarza

Twierdzenie 2.5.1 (Zasada symetrii Riemanna—Schwarza). Niech C1,Coy C C bedq okregami wlasciwymsi lub
nie. Niech D C int C bedzie obszarem (jezeli C; jest prostq, to int C; definiujemy jako jedng z potptaszczyzn,
na ktore C; dzieli C). Zatozmy, ze (0D) N Cy zawiera pewien otwarty tuk (odcinek) L. Niech f € O(D)N
C(D U L) bedzie taka, ze f(L) C Cs. Niech C 3 z — 2% € C oznacza operator symetrii wzgledem Cj,
7 =1,2. Zdefiniugmy,

f(z) — f(z), jezeli z € DUL
' (f(z%C1))C2 jezeli 2% € D

Wtedy f € O(DU LU D*%1),
W szczegdlnosci, jezeli C1 = Cy = R, to

f(z) = {f(Z% jezeli z € DUL .

f(®z), jezelize D

Dowdd. Po obtozeniu stosownymi homografiami i skorzystaniu z tego, iz homografie przeksztatcaja punkty
symetryczne na symetryczne (por. Obserwacja[1.3.1)), sprowadzamy dowod do przypadku C; = Co = R. Ten
za$ przypadek wynika tatwo z twierdzenia Morery — CWICZENIE. O

Whiosek 2.5.2. Niech D C C bedzie obszarem takim, ze L1 C 0D, gdzie Ly jest obrazem pewnego otwartego
tukw analitycznego, tzn. Ly = 71((0,1)), 71 : (0,1) — C jest injektywnym odwzorowaniem analitycznym
takim, ze 1 (t) # 0, t € (0,1). Niech f € O(D)NC(DU Ly) bedzie taka, ze f(L1) C Lo, gdzie Lo jest obrazem
pewnego otwartego tuku analitycznego, Lo = v2((0,1)). Wiedy f przedtuza sie holomorficznie poprzez Ly,
tzn. istniejg obszar D> DUL, oraz ]?E O(ﬁ) takie, ze ]7: fnaDUL.

Dowdd. Wystarczy pokaza¢ (CWICZENIE), ze dla dowolnego a € L, istnieje r > 0 takie, ze L, dzieli K(a,r)
na dwa obszary oraz istnieje funkcja f, € O(K(a,r)) taka, ze f.=fna K(a,r)N (DU Ly).

Niech 7; : U; — C bedzie holomorficznym rozszerzeniem funkcji ~; (Cwiczenie, gdzie U; C C jest
obszarem i U; NR = (0,1). Mozemy zalozy¢, ze ¥;(z) # 0, z € Uj, j = 1,2. Ustalmy a = 1 (¢1) € L. Niech
fa) = y2(t2). Wtedy istnieja otoczenia Vi, Vo punktow tq i to takie, ze:

e ViNR =:L jest pewnym otwartym odcinkiem,

o lv, — 7;(V;) =: W; jest biholomorficzne, j = 1,2,

e [ dzieli W7 na dwa obszary,

° f(Wl) C Whs.

Niech G := (F1|v,) Y (DN W), g := (F2lv,) o foAi|y, : GUL — C. Wtedy g € O(G)NC(GU L)
i g(L) C R. Teraz wystarczy skorzysta¢ ze zwyktej zasady symetrii (CWICZENIE). O

2.6. Twierdzenie Cauchy’ego—Dixona
Bedzie to wersja twierdzenia i wzoru catkowego Cauchy’ego.

Twierdzenie 2.6.1 (Twierdzenie Cauchy’ego—Dixona). Niech 2 C C bedzie dowolnym zbiorem otwartym.
Niech v := ij:o ¢y, bedzie cyklem, tzn. formalng kombinacjg (taricuchem) drég zamknietych ~; : [0,1] —
2,¢;€C,j=0,...,N. Wtedy NWSR:

(i) dla dowolnej funkcji f € O(§2) mamy

f(@)Ind, (a) = =+ /

T 2mi

f(2)

zZ—a

dz, a€ 2\~

gdzie

N
R ’y*::UW;;
v i
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(ii) dla dowolnej funkcji f € O(§2) mamy
/ f(z)dz = 0;
v

(iii) Ind(a) = 0 dla dowolnego a € C\ 2, tzn. cykl v jest homologiczny zeru w 2.

29

Dowdd. (i) = (ii): Stosujemy (i) do funkcji (z —a)f.
(ii) = (iii): Stosujemy (ii) do funkeji 2.
(iii) = (i): Mamy sprawdzié, ze

LIt

2mi z—a
Zdefiniujmy
FE=fw) sl
gew)i=] o AR caxa
(=), jezeli z = w
Wiemy, ze g jest holomorficzna ze wzgledu na kazda zmienng. Ponadto jest ciagla. Ciaglosé poza prze-
katna jest oczywista. Dla (a,a) € 2 x 21 K(a,r) CC {2 mamy

g(z,w) — gla,a) = ;m/c(am (le(Cf(OZ — Cf<<1)u) _ (Cf(ci)2>d

¢

1 / 1 1
= f C - dC — 0
270 J ¢ (a,r) ( )((C —2)(C—w) ((- a)2) (zw)—(a.a)
poniewaz funkcja podcatkowa dazy jednostajnie (wzgledem () przy (z,w) — (a,a).
Niech
Lf « . .
= | g9(z,w)dz, jezeli w € 2
h(w)::{21 Wf(z)d iezeli C\ '
o7 )y e, jezeli w € C\

zZ—w
Przypomnijmy, ze na podstawie lematu o produkcji funkcji holomorficznych, funkcja
1
RSO

211 Ny Z—w

(C\v*aw&

jest holomorficzna. Odnotujmy, ze ho(w) — 0 przy w — oo.

Z wtasnosci indeksu wynika, ze Ind, = 0 w kazdej sktadowej C\~v*, ktora przecina C\ £2. W szczegdlnosci,
Ind, = 0 w pewnym otoczeniu U brzegu {2, skad wynika, ze h = hy w U.

Teraz pokazemy, ze h € O(f2). Z Analizy wiemy, ze h € C({2). Skorzystamy z warunku Morery. Dla
dowolnego trojkata T CC 2, korzystajac z twierdzenia Fubiniego, mamy

/aT hw)dw = ﬁ A (/aTg(z, w)dw)dz —0.

Wykazalismy, ze h € O(C) oraz h(w) — 0 dla w — oo. Z zasady maksimum wynika, ze h = 0, co
konczy dowod. U

Whiosek 2.6.2. Wobec Twierdzenia jezeli droga zamknieta «y : [0,1] — (2 jest homotopijna ze stalq,
to jest homologiczna zeru w 2.

Cwiczenie 2.6.3. Czy krzywa homologiczna zeru w 2 musi by¢ homotopijna ze staly ?
Definicja 2.6.4. O*(2) :={f € O(2): f~1(0) = o}.

Propozycja 2.6.5. Niech D C C bedzie obszarem. Wtedy NWSR:

(i) dowolna funkcja f € O(D) ma pierwotng;

(ii) dowolna funkcja f € O*(D) ma gatqZ jednoznaczng logarytmu;

(i) dla dowolnej funkcji f € O*(D) istnieje p = p(f) € Ny takie, ze f ma galgZ jednoznaczng p—tego
pierwiastka;
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(iv) kazda droga zamknieta v : [0,1] — D jest homologiczna zeru w D;
(v) zbior C\ D jest spdjny.

Dowdd. (i) = (ii): Niech g € O(D) bedzie taka, ze ¢’ = f'/f. Mozemy zalozy¢, ze dla pewnego a € D
mamy e9(®) = f(a). Mamy
(eg)/ Cgedf—edf 0
f f? ’
a wiec e? = f.
(ii) (ii): f = e9 = (e9/P)P.
(iii) (ii): Wystarczy pokazac, ze funkcja f’/f ma pierwotna. Na podstawie Propozycji trzeba

pokazaé, ze fﬂ{ ];/((ZZ)) dz = 0 dla dowolnej drogi zamknietej v w D. Niech

p1:=p(f), 1 € O*(D), ¢7* = [,

b2 = p(gl)a g2 S O*(D)7 952 =91, gglp2 = f: DI

Pr = p(gr-1), gk € OX(D), gp* = gr—1, 91 " = f, ...
Poltézmy g :==p1---pr / +00. Wtedy

=
—

—1
I wg g 0@ 9k
f g ar’

a stad

L[ f(z) 1 [9(2)
Ind o, (0) = 27”/7 B dz = ey L gk<2)dz = qr Indg,o,(0), k€N,
co oznacza, 7e q|Inds.~(0) dla dowolnego k € N, a to jest mozliwe tylko, gdy Indf.(0) = 0.

(i) = (iv): Ustalmy a ¢ D i niech g € O(D) bedzie taka, ze e9 = z — a. Wtedy e9¢’ = 1, czyli
g = zia, co oznacza, ze funkcja ﬁ ma pierwotna. Teraz, korzystajac z Propozycji wnioskujemy, ze
Ind,(a) = 0.

(iv) = (i): Wynika z Twierdzenia Cauchy’ego—Dixona oraz Propozycji m

(iv) = (v): Gdyby zbior C \ D nie byt spdjny, wtedy mialby sktadows zwarta K taka, ze U :== DU K
jest otwarty. Niech G := int @) bedzie zbiorem otwartym opartym na siatce kwadratowej o oczku Q; . =
[L, L] x [£ k+1] (dla dostatecznie duzego m) tak, by K ¢ G cc U,

m’ m m’ m
Q= |J Qi

Qjk: Qj,kCD,
Qj,kﬁK;ﬁz

G jest zbiorem otwartym, ktorego brzeg 0G moze by¢ utozsamiany z formalng kombinacja v1 + -+ + YN
tamanych Jordana. Wtedy Ind, (a) = 1 dla a € K. W szczegolnosci, Ind,, (a) # 0 dla pewnych a € K C C\D
oraz j € {1,..., N} — sprzecznosc.

(v) = (iv): Wiemy, ze Ind,(a) = 0 dla a € D, gdzie Dy, oznacza skltadowa nieograniczonag C \ v*
(Ind,(00) := 0). Oczywiscie (C\ D) N Dy # @. Pozostaje jeszcze skorzystaé ze stalosci Ind, na C\D. O

2.7. Jednowymiarowe rozmaitosci zespolone

Definicja 2.7.1. Powiemy, ze przestrzen topologiczna Hausdorffa M jest jednowymiarowq rozmaitosScig
zespolong, jezeli istnieje uklad map (Uy, @0 )aca, zwany atlasem, taki, ze

e U, C M jest zbiorem otwartym w M, ¢, : Uy, — ¢a(U,) C C jest homeomorfizmem, ¢, (U, ) jest
zbiorem otwartym w C (co, z definicji, oznacza, 7e (Uy, o) jest mapa), « € A,

b UaeA Ua = M’

o g0t €O(pa(UyNUg)) dla dowolnych «, 8 € A.

Powiemy, ze mapa (U, 1) jest zgodna z atlasem (U, va)aca, jezeli ten atlas po dotaczeniu mapy (V)
pozostaje atlasem, czyli ) o o 1 € O(pa(Us NV)) i pg o™t € O((V NU,)) dla dowolnego o € A.
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Jezeli mapy (Vi,v¢n1) 1 (Va,12) sa zgodne z atlasem (Ua, @a)aca, t0 ¥, © 1/;,:1 € O(r(V; NVg)) dla
dowolnych j, k € {1,2} — CwICZENIE. W szczegdlnosci, atlas (Uy, 9o )aca, o dotaczeniu obu map pozostaje
atlasem.

Atlas (Uy, ¢a)aca nazywamy atlasem maksymalnym, jezeli kazda mapa z nim zgodna nalezy do niego.

Jezeli do danego atlasu dolaczymy wszystkie mapy z nim zgodne, to otrzymamy atlas maksymalny.
W tym sensie kazdy atlas generuje atlas maksymalny. Od tej chwili, moéwigc o atlasie na M bedziemy zawsze
mieé¢ na my$li atlas maksymalny generowany przez dany atlas.

Spoéjne zespolone rozmaitosci jednowymiarowe nazywamy powierzchniami Riemanna .

31

Definicja 2.7.2. Niech M bedzie jednowymiarowa rozmaitoscia zespolong z atlasem (U, ¢q)aca- Powiemy,
ze funkcja f: M — C jest holomorficzna (f € O(M)), jezeli f oot € O(pa(Uy)) dla dowolnego o € A.

Niech N bedzie jakas inng jednowymiarowa rozmaitoscig zespolong z atlasem (Vj3,13)scp. Powiemy, ze
odwzorowanie ciaglte f : M — N jest holomorficzne (f € O(M, N)), jezeli

Ypofopst €O0(palUanfH(Vs)), (a.f)€AxB.

Latwo sprawdzi¢ (CWICZENIE), ze jezeli odwzorowanie f : M — N jest holomorficzne wzgledem atlasow
(Uas0a)aca i (Vg,¥3)seB, to jest holomorficzne wzgledem maksymalnych atlasow generowanych przez te
atlasy.

Zauwazmy, ze powyzsze definicje sg zgodne i zgadzaja sie Definicjg [2.2.1
Obserwacja 2.7.3. C jest zwarta powierzchnia Riemanna. Na C bedziemy zawsze rozwazacé atlas maksy-

o~

malny generowany przez atlas dwuelementowy (C,id), (C,,I), gdzie I(z) := 1/z oznacza inwersje.

Obserwacja 2.7.4. Niech M bedzie jednowymiarowg rozmaitoscig zespolong.

(a) Wszystkie wyniki, w ktorych ingeruja wytacznie lokalne wlasnosci funkeji holomorficznych przenosza
si¢ na rozmaitosci, np. twierdzenie Weierstrassa: jezeli (fi)32, C O(M) oraz f, — f lokalnie jednostajnie,
to f € O(M).

(b) Jezeli M jest spdjna, to zachodzi dla niej zasada identycznosci: jezeli f,g € O(M, N) sa takie, ze
zbior A :={x € M : f(z) = g(x)} ma punkt skupienia w M, to f = g.

Istotnie, niech Dy := {a € M : f = g w pewnym otoczeniu punktu a}. Jest to oczywiscie zbiér otwarty.
Pokazemy, ze niepusty. Niech a € A’ N D. Wobec ciaglosci f i g mamy f(a) = g(a) =: b. Niech (U, ¢), (V, )
beda dowolnymi mapami w otoczeniach punktéw a i b. Mozemy zalozy¢, ze U jest spdjne oraz f(U) C V.
Z definicji wiemy, ze funkcje fo := 1o fop 1i gy :=1ogoyp ! sa holomorficzne na obszarze ¢(U) C C oraz
réwne na zbiorze ¢(A) majacym punkt skupienia ¢(a) w tym obszarze. Stad, na podstawie zwyklej zasady
identycznosci, fo = go, co daje f =g na U.

Powyzsze rozumowanie pokazuje réwniez, ze zbidr Dy jest domkniety w D. A wiec Dy = D.

(c) Jezeli M jest spojna, to zachodzi dla niej zasada maksimum: dla f € O(M), jezeli | f| przyjmuje w M
maksimum lokalne, to f = const.

(d) Jezeli M jest spojna i zwarta, to O(M) ~ C. Dla przyktadu, O(C) ~ C.

(e) Jezeli M jest spojna i osrodkowa, to w O(M) zachodzi twierdzenie Montela i twierdzenie Vitalego.

(f) Sprawdzi¢, jakie dalsze wlasnosci funkeji holomorficznych przenosza sie na rozmaitosci. Prosze pa-
mietaé o tym ¢wiczeniu réwniez w przysztosci !

(g)* CwiczeNIE: Czy jezeli M jest spojna, to jest osrodkowa ?

2.8. Funkcje holomorficzne w oo

Definicja 2.8.1. Niech 2 C C bedzie zbiorem otwartym takim, ze co € 2. Niech R > 0 bedzie takie, ze
C\ K(R) C 2. Powiemy, ze funkcja f : 2 — C jest holomorficzna (f € O(R)), jezeli f € O(2\ {oc})
(w sensie Definicji oraz f jest holomorficzna w oo, tzn. funkcja K(1/R) 3 z — f(1/z) € C jest
holomorficzna w zwyklym sensie, a wiec istnieje clag (an)5, C C taki, ze szereg Z;’LO:O a,w” jest zbiezny
w K(1/R) oraz f(z) =Y.," jan(1/2)" dla |z] > R.

Zauwazmy, ze powyzsza jest zgodna z Definicja 2.7.2]
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2.9. Szeregi Laurenta

Definicja 2.9.1. Szeregiem Laurenta @o Srodku a € C nazywamy dowolny szereg postaci

Z an(z —a)" = Z a_p(z—a)™ "+ Z an(z —a)" =: S(z) + R(z),
n=-—oo n=1 n=0
gdzie (a,)2 _ . C C. Szereg S nazywamy czescig osobliwg, zas R — czescig reqularng szeregu Laurenta.

Szeregi potegowe utozsamiamy z tymi szeregami Laurenta, dla ktérych S = 0, tzn. a_,, = 0 dla dowolnego
n € N.

Zdefiniujmy liczby R_, Ry € {—o0} U [0, +0]:

R — limsup,, . V/|a—n|, jezeli a_, # 0 dla pewnego n € N R.— 1
T —oo, jezeli a_, = 0 dla dowolnego n € N’ 7 lim SUP, 4o V/]an|
Obserwacja 2.9.2. Zalézmy, ze R_ < R,.

(a) Z wlasnosci szeregow potegowych wynika natychmiast, ze szereg » an(z — a)™ jest zbiezny
niemal jednostajnie w pierscieniu A(a, R—, Ry).

(b) Dla dowolnego zbioru zwartego K CC A(a, R_, R) istnieja stale C' > 0, 6 € (0,1) takie, ze

n=-—oo

lan(z —a)"| < CO", ze K, neZ,

co oznacza, ze szeregi Laurenta sg zbiezne geometrycznie.

(¢) Na podstawie twierdzenia Weierstrassa, funkcja f(z) := > 0" an(z —a)", z € A(a, R_, Ry), jest
holomorficzna.

(d) Dla R_ < r < Ry, calkujac wyraz po wyrazie dostajemy:

1 f(Q) - 1 —k—1
— IS e = e )"l = ap, ke Z.
27i Clar) (C . a)k+1 C Z a o Clair) (g a) C ag €

n=—o00
W szcezegolnosei, funkcja f wyznacza jednoznacznie wspotczynniki swojego rozwiniecia.

Propozycja 2.9.3 (Twierdzenie o rozwijaniu w szereg Laurenta). Niech f € O(A(a,r—,7+), 0 < r— <71y <
400. Zdefiniujmy
1 f(Q)

an(r) := 5 i Wd(, nel, ro<r<ryg.

oo
n=—oo

Wtedy ay, := an(r) jest niezaleine od r, szereg Laurenta an(z —a)™ jest zbiezny w A(a,r_,ry) oraz

f2) =200 an(z—a)", z € Ala,r—,14).
Dowdd. Niezaleznoé¢ od r wynika natychmiast z twierdzenia catkowego Cauchy’ego zastosowanego do funkcji

holomorficznej A(a,r_,7.) > 2 — f(2)/(z — a)"! i obszaru dwuspéjnego A(a,r1,79) CC Aa,r_,ry)
przy r— < r1 < ro < ri. Korzystajac ze wzoru calkowego Cauchy’ego dla tego obszaru, dla z € C(a,r)

(?2) Pierre Laurent (1813-1854) — matematyk francuski.
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iry <r <ry mamy:

27” C(a,r2) (a,r1)

1 1
—_— 7d — —d )
2711(/0((”2) (—at+a—=z ¢ /c(am)f(C)CaJraz ¢

1 1 1 1 1
L o gdC+ /  —
2772(/(;(”2 (— Z:Z ¢ C(am)f(oz—a174—7a ¢

1 (/ oo (z—a)” >
L et e [ g )
27'('7/ C(a,r2) n=0 (g )n—i—l C(a,r1) nz: n+1
Z (z—a) —&—Za,nlz—a —n=l O

3
Il
o

Przyklad 2.9.4. Typowe zadanie dotyczace rozwijania funkcji holomorficznych w szeregi Laurenta wyglada
nastepujaco. Mamy dang funkcje holomorficzna f € O(C\ {aq,...,an}), gdzie |a1] < ... < |ay|. Zadanie
polega na znalezieniu rozwiniecia funkcji f w szereg Laurenta w pierScieniach:

o K(lai|) oile a; #0,

° A(|aj|, |(Lj+1|) o ile |aj| < |(lj+1|. j=1...,N -1,

hd A(la'Nl’ +OO)’

e A(a;,0,r), rj :==min{|ay —aj|: k=1,...,N, k#j},j=1,...,N.

Dla przyktadu:

J@) = z i 1 =z i 2
Rozwiniecie w K (1):
=SS () = Sy
n=0 n=0 n=0
Rozwiniecie w A(1,2)
Lem /1N 1R 2\ > >0
— _ n+1_n —n
f(Z)—ZT;J(z) —27;J<2> ——;1/2 z —|—nz::1z )

Rozwiniecie w A(2, +00):

flz)= = - (z=1"
() z—1 1—-(2—-1) z-1 7;) )
Rozwiniecie w A(2,0,1)

1) = 1+(i—2)+zi2:2(71)n(272)n+zi2'
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2.10. Osobliwosci izolowane

Definicja 2.10.1. Punkt a € C nazywamy osobliwoscig izolowang funkcji holomorficznej f, jezeli f jest
holomorficzna co najmniej w pewnym pierscieniu A(a,0,7).

Oczywicie sa tez osobliwosci nieizolowane, np. punkt 0 dla funkcji f(z) :=1/sin(1/z).

Jezeli f € O(A(a,0,r)), to rozwijamy f w szereg Laurenta

oo

flz)= Z an(z—a)", z€Aa,0,r),

n=—oo

i wprowadzamy nastepujaca klasyfikacje izolowanych punktéw osobliwych:

o punkt pozornie osobliwy, czyli osobliwo$é usuwalna, jezeli a_, = 0 dla dowolnego n € N; kladac
f(a) := ag dostajemy funkcje holomorficzng w calym kole K(a,r),

e biegun rzedu d (d € N), jezeli a_,, =0dlan > dia_g4 # 0; funkcje wymierna

d
g(z) == Z a_pn(z—a)™"
n=1

1

z—a

nazywamy wtedy czescig gtowng bieguna funkcji f w punkcie a; zauwazmy, ze g(z) = p(==), gdzie p jest
wielomianem stopnia d; oczywiscie lim,_., f(z) = oo,

o punkt istotnie osobliwy, jezeli a_, # 0 dla nieskoriczenie wielu n € N.

Liczba res, f :=a_1 = 2%” fc(a’(s) f(€)d¢ (0 < § < r) nosi nazwe residuum funkcji f w punkcie a.

Punkt co nazywamy osobliwoscig izolowang funkcji holomorficznej f, jezeli f jest holomorficzna co
najmniej w pewnym pierscieniu A(r, +00).

Jak poprzednio, mamy tez osobliwosci nieizolowane w oo, np. dla funkcji f(z) :=1/sin z.

W przypadku osobliwosci izolowanej w oo, f € O(A(r, +0)),

f(z)= Z anz", 2z € Ar,+00),

n=—oo

osobliwos¢ klasyfikujemy wzgledem tego, jaka osobliwo$cia jest punkt 0 dla funkcji g(z) = f(1/z2), z €
A(0,1/r). Tak wiec:

e 0 jest punktem pozornie osobliwym, czyli osobliwoscig usuwalng, jezeli a,, = 0 dla dowolnego n € N;
ktadac f(o0) := ap dostajemy funkcje holomorficzna w oo,

e 00 jest biegunem rzedu d (d € N), jezeli a,, =0 dla n > d i ag # 0; wielomian 22:1 a,z" nazywamy
wtedy czescig gtdwng bieguna funkcji f w oo; oczywiscie lim, o, f(2) = oo,

e 00 jest punktem istotnie osobliwym, jezeli a,, # 0 dla nieskonczenie wielu n € N.

CwICZENIE Jak zdefiniowaé res., f (residuum funkeji f w oo) ?

Propozycja 2.10.2 (Twierdzenie Riemanna o osobliwosciach usuwalnych). Dla funkcji f € O(A(a,0,7))
NWSR:

(i) a jest punktem pozornie osobliwym funkcji f;

(i) granica im,_., f(2) istnieje i jest skoriczona;

(iii) funkcja f jest ograniczona w A(a,0,¢) dla pewnego 0 < e <r;

(iv) f e LY (A(a,0,¢)) dla pewnychp >2i0<e <.

Dowdd. Implikacje (i) = (ii) = (iii) = (iv) sa oczywiste. Pozostaje do wykazania, ze (iv) = (i). Mozemy
zalozy¢, ze a = 0. Poniewaz LP(K,(¢)) C L*(K.(g)) mozemy zalozy¢, ze p = 2. Niech f(z) =>°" _ an2",

z € K,(r). Pokazemy, ze a_,, = 0 dla dowolnego n € N. Ustalmy n € N. Naszym celem bedzie wykazanie, ze

la_n| < (1/V2m)e" I Fll L2k ()
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dla 0 < n < e. Poniewaz ||f|[z2(x.m) — 0, gdy n — 0, dowdd bedzie zakonczony. Dla 0 <t < n < ¢
liczymy (korzystajac z nieréwnosci Holdera):

ool =g [ D0l < (g [T reiean)” < o [T e pas e

a stad

1 1 27
la_nl? < = =0~ 1/ / f(te)Ptdfdt = —n*"~ 2/ |f?dL?. O
) K.(n)

Obserwacja 2.10.3. 1/z € L} (D,) dla dowolnego 1 < p < 2.

Whniosek 2.10.4 (Twierdzenie Riemanna o osobliwosciach usuwalnych). Dla funkcji f € O(A(r, +00))
NWSR:

(i) oo jest punktem pozornie osobliwym funkcji f;

(ii) granica lim,_, f(2) istnieje i jest skoriczona;

(iii) funkcja f jest ograniczona w A(e,+00) dla pewnego € > r.

Definicja 2.10.5. Niech f € O(K(a,r)). Méwimy, ze f ma w punkcie a zero krotnosci d (d € N), jezeli
f®)(a) =0dlak <d—1oraz f{(a) # 0. Piszemy wtedy ord, f = d.

Oznacza to, ze f(2) = (z —a)%g(z), z € K(a,r), gdzie g € O(K(a,r)) i g(a) # 0.

Jezeli f € O(C\K(r))ig(z) = f(1/2), z € A(0,1/r), to ordss f =: ordg g.

Propozycja 2.10.6. Dia funkcji f € O(A(a,0,7)) (odp. f € O(A(r,+0))) oraz d € N, NWSR:

(i) f ma w punkcie a (odp. co) biegun rzedu d;

(ii) istnieje funkcja g € O(K(a,r)) (odp. g € O(C\ K (r))) taka, ze g(a) # 0 oraz f(z) = (z — a)~g(2),
z € K.(a,r) (odp. f(z) = 2%(2), z € A(r, +00));

(iii) funkcja 1/f (dookreslona jako 0 w punkcie a) ma w a zero krotnosci d.

Dowdéd. CWICZENIE. m

Propozycja 2.10.7. Jezeli funkcja f € O(A(a,0,7)) ma w punkcie a biegun rzedu d, to

1 (d-1)
res, f = W ;E»I}z ((Z — a)df(z)) .

Dowdd. Niech f(z) = 307 Lan(z —a)", f(z) = (z —a)"%g(z) (tak, jak w Propozycji b)), g(2)
Yoo obn(z —a)™. Wtedy a_y = bg_1 oraz

1 (d—1) 1 1
——— lim((z—a z = lim¢@ V() = d=1(q) = b+
(d—l)'zlﬁa (( )df( )) (d_l)lzlﬂagd ' ( ) (d_l)!gd ! ( ) bg—1 ]
Przyklad 2.10.8.
1 1 (2n—3)!!
) T 2i2n -2
Liczymy:
1 . 1 . 1 (n—1) _ 1 (—n)(_n_ 1)(_n_n+2)
res; (1 + Z2)n B (n — 1)' ilil’i ((Z + Z)") - (Tl _ 1)' (2i)2n—1
1 1 (71)”*1n(n+1)~~~(2n72)71(1~3~5~~~2n73)(2~4~6~~2n72)
T 2i(n—1)! 22n=2(—1)n—1 T2 ((n — 1)1)222n—2

1 (@2n-3)!
T2 (2n—2)I
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Propozycja 2.10.9 (Twierdzenie SochockiegoCasoratiego (%*) | Weierstrassa). Jezeli f € O(A(a,0,7))
ma w a punkt istotnie osobliwy, to dla dowolnego 0 < e < r, zbior f(A(a,0,¢)) jest gesty w C.

36

Odnotujmy, ze twierdzenie to moze by¢ znacznie wzmocnione — zob. twierdzenie Picarda (Twierdzenie
3.3.1)).

Dowdd. Przypusémy, ze tak nie jest i f(A(a,0,¢)) N K(b,0) = &, czyli |f(z) —b] > § dla dowolnego z €
A(a,0,9). Niech g(z) := ﬁ, z € A(a,0,0). Poniewaz |g| < 1/0, twierdzenie Riemanna implikuje, ze
funkcja ¢ ma w punkcie a osobliwo$¢ usuwalng — przedtuzenie funkcji g oznaczamy ta sama litera.

Jezeli g(a) # 0, to mozemy zalozy¢, ze g(z) # 0 dla z € K(a,d). Wtedy tez f(z) = ﬁ +b, z € A(q,0,9),
co oznacza, ze f przedtuza sie holomorficznie na K(a,d) — sprzecznosc.

Jezeli g(a) = 0, to dla pewnego d € N mamy g(z) = (z — a)?h(z), z € K(a,?), gdzie h € O(K(a,?))
i h(a) # 0. Mozemy zalozy¢, ze h(z) # 0 dla dowolnego z € K(a,d). Wtedy

f(z)=(z— a)fd(% +b(z — a)d), z € A(a,0,9),

co oznacza, ze f ma w a biegun rzedu d — sprzecznosc. O

Whiosek 2.10.10. Niech f € O(A(a,0,r)) lub tez f € O(A(r, +00)). Wtedy:

e [ ma w punkcie a osobliwosé usuwalng wtedy i tylko wtedy, gdy granica lim,_,, f(2) istnieje i jest
skoniczona;

e f ma w punkcie a biegun wtedy i tylko wtedy, gdy granica lim,_., f(z) = oo;

e [ ma w punkcie a 0sobliwosé istotng wiedy i tylko wtedy, gdy granica lim,_., f(z) nie istnieje.

2.11. Funkcje meromorficzne

Definicja 2.11.1. Niech D C C bedzie obszarem. Powiemy, ze funkcja f : D — C jest meromorficzna
(f € M(D)), jezeli istnieje zbior S = S(f) C D taki, ze:

e S'ND =g,

e feO(D\S),

e f ma biegun w kazdym punkcie a € S.

Jezeli 2 C ((A:jest zbiorem otwartym, to méwimy, ze funkcja f : 2 — C jest meromorficzna (f € M(12)),
jezeli f|p € M(D) dla dowolnej sktadowej spojnej D zbioru {2.

Obserwacja 2.11.2. (a) O(2) C M(Q2).

(b) Funkcje meromorficzne sa ciagte.

(c) S(f) = f*(o0).
Propozycja 2.11.3 (Zasada identycznosci dla funkcji meromorficznych). Jezeli f,g € M(D) oraz zbior
A:={z€ D: f(z) = g(z)} ma punkt skupienia w D, to f = g.

Dowdd. Niech S := S(f)US(g). Oczywiscie, S nie ma punktu skupienia w D. Wynika stad, ze zbior AN(D\S)
ma punkt skupienia w obszarze D \ S. Korzystajac z zasady identycznosci dla funkeji holomorficznych,
wnioskujemy stad, ze f = g w D \ S. Ostatecznie, korzystajac z ciaglosci f i g, dostajemy f = g. O

Propozycja 2.11.4. M(D) jest ciatem.

Dowdd. Niech f,g € M(D), f,g # 0. Wida¢, ze f +g € M(D) i S(f +g) C S(f) + S(g)-

Jezeli g # 0, to zbiér A := g=1(0) nie ma punktu skupienia w D (z zasady identycznosci). Ponadto,
1/g € O(AN S(g)). Na podstawie Propozycji wiemy, ze w kazdym punkcie a € A funkcja 1/¢g ma
biegun (rzedu d o ile funkcja g miata w a zero krotnosci d), zag w kazdym punkcie a € S(f) — zero (krotnosci
d o ile funkcja g miata w a biegun rzedu d). Ostatecznie, S(1/g) = Ai1/g € M(D).

Pozostaje wykazac, ze f-g € M(D). Oczywiscie, f-g € O(D \ A), gdzie A := S(f) U S(g). Ustalmy
a € ANC. Niech f(z) = (z—a)¥ f1(2), 9(2) = (z—a)¥ g1(2), z € A(a,0,7) C D\ A, gdzie dy,d, € Z (zaleinie

(?3) Julian Sochocki (1842-1927) — matematyk polski.
(2%) Felice Casorati (1835-1890) — matematyk wtoski.
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od tego, czy dana funkcja ma zero, czy biegun), 1,91 € O*(K(a,r)). Stad f(2)g(z) = (z—a)¥ T f1(2)g1(2),
z € Aa,0,r).

Przypadek a = oo pozostawiamy jako CWICZENIE.

Teraz, korzystajac z Propozycji wnioskujemy, ze f-g € M(D). a

Propozycja 2.11.5. M(D) = O(D,@) \ {o0}, gdzie C traktujemy jako jednowymiarowq rozmaitosé zespo-

long (por. Definicja[2.7.9).

Dowéd. C wyposazamy w atlas (C,id¢), (@*,I), gdzie I(z) := 1/z. Przypomnijmy, ze funkcja ciagta f :
D—C jest holomorficzna, jezeli sa holomorficzne (w zwyklym sensie) nastepujace cztery funkcje:

(a) DNCN f~YC) 3 z+— f(2) €C,
(b) IDNC. N fHC)) 3 z— f(1/2) €C,

(c) DNCNfYC,) 52— 1/f(z) €C,

(d) I(DNC, N fC,)) 32— 1/f(1/2) € C.

Niech S := f~1(00). Wobec zasady identycznosci (Obserwacja , SN D = @. Warunki (a) i (b)
oznaczaja tacznie, ze f € O(D \ S). Ciaglos¢ funkeji gwarantuje, ze f ma biegun w kazdym punkcie a € S.
Wynika stad, ze O(D,(ﬁ) \ {0} € M(D).

W druga strone — niech f € M(D), S := S(f). Wiemy, ze f jest ciagla oraz, ze f € O(D\ 5), co
oznacza, ze (a) i (b) sa spetnione. Wezmy dowolny punkt a € SN C, f(2) = (2 — a)~%g(z), z € A(a,0,7),
f € O*(K(a,r)). Wtedy 1/f(2) = (z —a)¥(1/9(2)), z € K(a,r), co daje (c). Jezeli 0o € S, to f(2) = 2¥g(2),
z € Alr,+0), g € O*(C\ K(r)). Wtedy 1/f(1/2) = 2%(1/g(1/2)), z € K(1/r), co daje (d).

([l

Propozycja 2.11.6. M(@) =R(C).
Dowdd. Oczywiscie, R(C) € M(C). Niech f € M(C). Zbiér S(f) musi by¢ skoriczony. Przypadek S(f) = @

jest trywialny — wtedy f = const. Jezeli S(f) = {oo}, to f jest funkcja calkowita i poniewaz w oo ma
biegun, to musi by¢ wielomianem. Przypusémy, ze S(f) NC = {aq,...,a,} i niech

9k(2) Zpk( ! )

zZ — ag

oznacza czes¢ glowng bieguna funkcji f w punkcie ag, kK = 1,...,n. Zdefiniujmy g := f — (g1 + -+ gn) €

~

M(C). Wtedy S(g) C {o0}, a wiec g musi by¢ wielomianem. O

Obserwacja 2.11.7. Konstrukcja przeprowadzona w powyzszym dowodzie to nic innego, jak rozktad funkcji
wymiernej na utamki proste.

Propozycja 2.11.8. (a) Aut(C) = Auty(C) ={C>z2z+—az+beC:acC,, beC}=G.

~ ~

(b) Aut(C) = Auty(C) = H.
W szczegolnosei, grupa Aut(C) zalezy od 4 parametrow rzeczywistych.

Dowdd. (a) Jest oczywiste, ze § C Aut(C). Niech f € Aut(C). Poniewaz f jest odwzorowaniem wlasciwym,
zatem lim,_,, f(z) = oo. Oznacza to, ze f ma w nieskoriczonosci biegun, a to z kolei, oznacza, ze f jest
wielomianem stopnia d dla pewnego d € N. Poniewaz f jest injektywne musi byé¢ d = 1.

~ ~

(b) Wiemy, ze H C Aut(C). Niech f € Aut(C). Jezeli f(co) = o0, to f € Aut(C), a wiec (wobec
(a)), f(z) = az+ b € H. Jezeli f(oc0) = wp € C, wtedy g := f_lwo € Aut(C) oraz g(oo0) = 00, co, wobec
poprzedniego przypadku, daje f € H. O

2.12. Twierdzenie o residuach

Twierdzenie 2.12.1 (Twierdzenie o residuach); Niech D bedzie obszarem p—spdjnym ograniczonym p dro-
gami Jordana zorientowanymi dodatnio, niech D C (2, gdzie (2 jest zbiorem otwartym, i niech f € M(£2)
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bedzie taka, ze S(f) C D (S(f) musi byé zbiorem skoriczonym). Wtedy
f(Q)d¢ = 2mi Z res, f

oD a€S(f)

Dowdd. Jezeli S(f) = @, to wynik jest oczywisty (przyjmujac, ze >, -+ = 0). Zalézmy, ze S(f) =
{ai,...,a,}. Niech r > 0 bedzie tak male, ze K(a;,r) CC D oraz K(a;,r) N K(ag,r) = @, j # k. Do
obszaru G := D\ UTL K (aj,r) stosujemy wzor Cauchy’ego (przypomnijmy, ze f € O(2\ S(f))):

o= [ tic= [ - Z/W) dcéDf<<)d<§2wiresajf. 0

2.13. Zastosowania do obliczania calek

II:= f027r W (cost, sin t)dt? gdzie W jest funkcjad Wymiernq dwoch zmiennych Zespolonych

Przypomnijmy, ze dla z = e mamy cost = 3(e'* + ") = £(z + 1/2) oraz sint = 2 (z — 1/z). Wynika
stad, ze

1
I= W( (z+1/z2), (zfl/z dz— f dz—2eresaf,
T 2 a€D

przy zalozeniu, ze funkcja wymierna f nie ma biegunéw na T.

(I0) I := [ f(x)de, gdzie f € M(2),H c 2, S(f) ={a1,...,an} C H'.
Niech C*(r) oznacza goérng potowe okregu C(r) utozsamiana z krzywa [0,7] > t —— re'’. Stosujac
twierdzenie o residuach do obszaru {z + iy € K(R) : y > 0} dla duzych R, dostajemy

N
I =2mi resa; f — lim z)dz.
Doresapf = lim [ SG)

Nas beda interesowaé przypadki, gdy limpg_, 4 o0 fo+(R) f(2)dz = 0.

(*) Jezeli dla pewnego o > 1 mamy |f(2)| < C/|z|* dla z € HT, |z| > Ry (np. f(z) = L(z)/M(z) jest
funkcja wymierng i deg L < deg M — 2), to limp_, 4 o0 fc+(R) f(2)dz = 0.

Istotnie, dla R > Ry mamy

| / F(2)dz| < / f(Re")|Rdt < 7C/R*~" — 0.
C+(R) 0

Dla przyktadu,

o 1 ) 1 (2n — 3N
[m (1+x2)ndx i res; it 22" 7T(2n—2)!!’ n €N

(**) (Lemat Jordana) Jezeli f(z) = g(2)e***, z € 2, gdzie A > 0'i
M(R) :=sup{|g(2)| : z € CT(R)} T 0

(np. g(z) = L(z)/M(z) jest funkcja wymierna i deg L < deg M — 1), to limpg_, 4 oo fc+(R) f(z)dz = 0.
Istotnie,

, /2 .
’/ z)\de’ < / |g(Re’t)\ Re( iARe' Rdt < QM(R)R/ ef/\Rsmtdt
C+(R) 0

/2 2 s AR, |7/2
< 2M(R)R/ e MTIt =2M(R)R( — —=)e 7 ¢
0 SH

0
_ TM(R) —AR
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Dla przyktadu,

° rsinx * ge~i® . zet? et T

— 00

I::/ Smxdx:fIm(/ e—dm):...
0 T 2 o T

o

(111)

stosujemy twierdzenie o residuach do obszaru {z + iy € K(R)\ K(r) : y > 0}, 0 <r < R (w ktérym nie ma

biegunéw funkcji %) i dostajemy

1 iz 1 iz
-z—fIm(lim/ e—dz) =——Im (m‘reso e—) :—I,
2 r—0 C+(’r‘) z 2 z 2
gdzie ostatnia réwnosé wynika z nastepujacej obserwacji.
Jezeli funkcja f € O(A(a,0,70)) ma w punkcie a biegun rzedu 1, 0 < 01 < 02 < 27 oraz C’gf (r) oznacza
krzywq [61,02] 3 t — re®t, to

lim f(2)dz = (03 — 01)ires, f.
T=0Jegz ()

Istotnie, wiemy, ze f(z) = % + g(2), z € A(a,0,1), gdzie g € O(K(a,19)). Mozemy zaltozy¢, ze
lg] < M. Wtedy

1
/6 f(2)dz = (res, f)/e dz +/9 g9(2)dz = (62 — 01)ires, f —l—/e g(z)dz
2 (r) cl2(r) 2~ @ o2 (r) o2 (r)

01 01

oraz

r—0

oo o oo Lo
I ::/ costdx—&—i/ sin z2dx :/ e dz=...
0 0 0

stosujemy twierdzenie o residuach do obszaru {re® : 0 < 7 < R, 0 < t < 7/4} (w ktérym nie ma biegunéw

‘/ g(z)dz‘ < 2rMr — 0.
Co?(r)

(IV)

funkcji eizQ) i dostajemy
-=— lim e dz + lim e dz.
R—+00 C(‘;"/4(R) R—+4 [O,Re“’/Q]

zauwazmy, ze

-2 7\'/4 . it\2 71'/4 2 7T/4 22
}/ ¢ dz] </ eRe iR Rt — R/ o1 sin 2t gy R/ e 22t
cr/*(R) 0 0 0
7T 4R? m/4 s R?
=R(~ ) | = E0-e) 0

0 4R R—+4o00
R . R o
/ ¢’ dz = / eilte™ 2 gim/a gy _ oim/4 / e Cdt — it/ / et = /YT
[0, Rein/2] 0 0 R—droo 0 2

Ostatecznie,
oo oo
V2
/ cosx2dx = / sinz2dx = J.
0 0 4

(V)

I::/ ¢ de, 0<a<l.
oo 14+ €7
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Stosujemy twierdzenie o residuach do obszaru {z +iy € H" : —R <z < R, y < 27} (w ktérym jest jeden

biegun funkcji f(z) := % w punkcie 7i). Stad dostajemy

I =2miresy; f+ lim (/ f(z)dz —|—/ f(z)dz —/ f(z)dz)
R—+400 \ JI_R,—Rt2mi] [— R+2mi, R+2mi] [R,R+27i]

= —2mi ™ RETOO(A(R) + B(R) — C(R)).

Szacujemy:

—aR e—aR e—aR

2m 2m
e
A(R)| < —————dt < —=dt=2r——5 — 0
|A(R)| /0 |1 + e~ Rtit| /0 1_¢R 771_67R R—+o00

i podobnie C(R) — 0. Ponadto,

R e (t+2mi) R 0T )
B(R) = / g dt = e / de — ™.

Ostatecznie,
7— —2mi ™™ o
 1—e20m  ginar’

2.14. Funkcje holomorficzne dane caltka

Propozycja 2.14.1 (Twierdzenie o funkcjach danych catka). Niech I C R, I € {[a,], [a,b)}, niech D C C
bedzie obszarem i niech f: D x I — C bedzie funkcjq taka, ze:

(a) f(-1) € O(D), f€ 1,

(b) f(za) € C(I)7 zeD,

(¢c) f lokalnie ograniczona w D x I,

(¢”) dla dowolnego zbioru zwartego K CC D istnieje funkcja catkowalna gi : [a,b) — Ry taka, Ze
|f(z,t)] < gr(t), (2,t) € K X [a,b) (zauwazmy, ze jezeli I = [a,b], to (¢’) wynika z (c)).

Zdefiniujmy

F(z):= /b f(z,t)dt, ze€D.

Wtedy F € O(D) oraz F®)(z) = fb oy (z,t)dt z€D, keN.

a 0zF

Analogiczny wynik mozna oczywiscie uzyska¢ dla I = (a,b], czy tez I = (a,b) (w ostatnim przypadku
wystarczy wprowadzi¢ punkt posredni).

Dowdd. Najpierw niech I = [a,b]. Niech t,; = a+ 2(b—a), {,j € [tnj-1,tn ], n €N, j = 0,...,n.
Zdefiniujmy

n bf
Fo(z) = Zf(z,gn,j)Ta, 2eD, neN;
j=1

F,(z) jest suma aproksymacyjna posrednia dla calki fab f(z,t)dt przy podziale @ = tp 0 < -+ < tpn =0
i punktach posrednich &, 1, . .., &n n. Oczywiscie, F,, € O(D) oraz F,, — F punktowo na D. Aby udowodni¢,
7e F € O(D) zastosujemy twierdzenie Vitalego. Wystarczy pokazac, ze ciag (F,,)52; jest niemal jednostajnie
ograniczony. Dla dowolnego zbioru zwartego K CC D, niech |f| < C na K X [a,b]. Wtedy |F,| < C(b — a)
na K dla dowolnego n € N.

Ustalmy &k € N oraz z € D. Z twierdzenia Weierstrassa wynika, ze F,(Lk)(z) — F)(2). Zauwazmy, ze

"L OFf b—a

FR(2) =Y = (2,6n,)—, neN;
k »Sn,g 9 )
= 0z n

n

(25) Wzér ten oznacza w szczegblnosci, ze catka po prawej stronie istnieje.
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F,(Lk)(z) jest suma aproksymacyjna posrednia dla calki f %(z, t)dt przy podziale a =t, 0 < --- <tpn,=>
i punktach posrednich &, 1,...,&, . Wobec dowolnoéci &, ; dostajemy istnienie calki f; %(z,t)dt oraz
zadang réownosé.
W przypadku, gdy I = [a,b) ustalmy by " b i niech
b
Fy(z) == f(z,t)dt, ze€ D, keN.

a
Wobec pierwszej czesci dowodu, wystarczy pokazaé, ze F, — F niemal jednostajnie w D. Ustalmy zbior
zwarty K CC D. Wtedy, dla z € K oraz ¢ > k, mamy

by by
B = B =] [ e < [ ot — o, 0
b, b, k—-+oo
2.15. Funkcja ' Eulera

Niech
H,,:={z€C:Rez>m}, meR

Propozycja 2.15.1. (a) Funkcja I’ Eulera

I'(z) ::/ tzfle*tdt:/ eG—DIt=tg 2 e Hy,
0 0

jest poprawnie okreslona, holomorficzna, I'(1) = 1 oraz I'(z + 1) = zI'(2).
(b) W konsekwencji, ['(z+n) =(z+n—1)---2I'(z), co pozwala przy pomocy wzoru
I'(z+n)
(z4n—1)---2’
przedtuzyé holomorficznie funkcje I' na C\ Z_.

I'(z):= zeH_,,

(c) Dla n € Z.., funkcja Eulera ma w punkcie —n biequn rzedu pierwszego oraz res_, I' = (7711!)71.

Dowdd. (a), (b) CWICZENIE.
(c)
Fetnt1) ry

Jm E+m)l(z) = i G+ e e T T T T e T =

2.16. Transformacja Laplace’a

Niech D(L) oznacza rodzine wszystkich funkcji f : Ry — C takich, ze:

o f jest kawaltkami ciggta w Ry w tym sensie, ze istniejg punkty 0 = to < t; < --- < ty takie,
ze flw,_,+,) ma ciagle przedtuzenie na [t; 1,%;], j = 1,..., N, oraz f|;y +o0) ma ciggle przedtuzenie na
[tN, +OO)

e istniejg state M, m > 0 takie, ze |f(¢)] < Me™, t € R,.

Zauwazmy, ze D(L) jest C-algebra. Dla f € D(L) zdefiniujmy

m(f) :=inf{m >0:3ys0: |f(t)]| < Me™, t € Ry}
Oczywiscie dla funkcji ograniczonych f mamy m(f) = 0.
Dla f € D(L) zdefiniujmy transformate Laplace ’a

F(s)=L(f)(s) := /000 f)e™*dt, s € Hyp.

(?5) Uwaga: dopuszczamy b = +oo.
(27) Pierre Simon de Laplace (1749-1827) — astronom, matematyk i fizyk francuski.
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Zauwazmy, ze funkcja F' jest poprawnie okreslona bowiem dla dowolnego m > m(f) mamy |f(t)| < Me™,
t € Ry, dlapewnej statej M > 0. Wtedy | f(t)e | < Me(m~Res)t + ¢ R, skad wynika, 7e F(s) jest poprawnie
okreslona dla s € H,,. Z twierdzenia o funkcjach danych catka wynika, ze F' € O(H,,(y)). Ponadto,
M
F < —— 0.
|F(s)] Res—m Hma—slnxa
L jest oczywiScie operatorem C—liniowym.

Cwiczenie 2.16.1. Sprawdzi¢ i uzupelni¢ nastepujaca tabelke.

! f(t) \ F(s)
1 I
e =
sint
cost
sinh ¢
cosht
f(at) (a > 0) éf(i)
flt+w)=f(t), teRy (w>0) = Jo f(t)e *tdt
fE—=0) (b>0) eibsF(s)
F(t+b) (b>0) b5 (F(s) — [7 f(t)e*"dt)
t* (a>0) T
e M f(t) N(_/\ eC) F(s+A)
(=)*f(t) F®)(s)
SE@) (fD e DL)NC(R>g), j=1,....k) | s*F(s) — Z;:S s? fE=I71)(04)

Jedynym trudniejszym wzorem jest wzor na L£(t%). Dla s € Hy mamy

u

: n . st 5, t=u/s . @ —ul . a,_—u
L(t%)(s) = T111(1)1+ tYe™%dt = Tlu(r)lJr (7) e '—du=—>7 lim / u“e”"“du.
R:+oc r :: o [rs,Rs] 5 s s }g:_?_j;o [rs,Rs]
Pozostaje pokazaé, ze
o0
,.h%l+ u®e “du = _li%l u®e “du = / ue “du=I(a+1).
A0t Jirs,Rs] é:féo [|s],R|s|] 0

W tym celu korzystamy z twierdzenia o residuach dla obszaru ograniczonego droga
[r[s], Rls|] U C§ (R]s]) U (=[rs, Rs]) U (=CF (r]s])),
gdzie ¢ = Args € (—m/2,7/2). Pozostaje oszacowa¢ catki po tukach:
0

— 0
T—+00

® —
’/ Zae—zdz‘ < ‘/ (T‘S‘)a—&-le—ﬂs\costdt < Z<T‘8Da+1e—r|s\cosap T—0+
g (rlsl) 0 2
Przyklad 2.16.2. Rozwazmy réwnanie
any™ + -+ a1y +agy = f(1),

gdzie y € D(L), y) € D(L)NC(Rsg), j =1,...,n, f € D(L). Niech L(f) = F, L(y) =Y, p;
j=0,...,n, P(s):=aps" + -+ a1s + ag. Dostajemy

n n k—1
F=Y aLy®)=
k=0

= y(J)(O+)7

Zak <5kY — Z Sjpk-_j—1> =PY - Q,

k=0 j=0

gdzie Q € P,_1(C).
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ROZDZIAL 3

Funkcje holomorficzne I1I

3.1. Twierdzenie o residuach pochodnej logarytmicznej, twierdzenia Rouchégo i Hurwitza

Twierdzenie 3.1.1 (Twierdzenie o residuach pochodnej logarytmicznej). Niech D bedzie obszarem p—
spdjnym ograniczonym p drogami Jordana zorientowanymi dodatnio, miech D C 12, gdzie {2 jest zbiorem
otwartym, i niech f € M(82), f £ 0 na D, bedzie taka, ze f~2(0)US(f) C D (f~1(0)U S(f) musi byé zbio-
rem skoriczonym). Niech o(z) :=ord, f, z € f~1(0), i niech 3(b) oznacza rzqd bieguna funkcji f w punkcie
be S(f). Wtedy, dla dowolnej funkcji ¢ € O(S2), mamy

L w@0fQac= 3 ae) - 3 0.

2mi Jop f(©) 2€f-1(0) beS(f)

W szczegélnosci, dla p = 1, mamy

B ST
271 Jop PO C T

gdzie Z (odp. B) oznacza liczbe zer (odp. bieqgundw) funkcji f liczonych z krotnosciams.

Dowod. Na postawie twierdzenia o residuach, mamy

1 £ . res. (o] resy () = a(2)p(z) -
o |, POF %= 3 e (07)+ ) (#7) 2 e - 3 e,

z€f~1(0) besS

poniewaz, jezeli f(z) = (z —a)*g(z), z € A(a,0,7) CC D, gdzie k € Z oraz g € O(K(a,r)), g(a) # 0, to

PG e @) Gmatge) k()
Ple) 5 = 9) e = o) g te L

z € A(a,0,r). O

Twierdzenie 3.1.2 (Twierdzenie Rouchégo m Niech D C C bedzie obszarem ograniczonym, i niech

f,9 € O(D)NC(D), bedq takie, ze |g(¢)| < |f(C)|, ¢ € OD. Wtedy f+g i f maja w D tyle samo zer liczonych
z krotnosciama.

Dowdd. Zauwazmy, ze funkcje f + g i f nie moga mieé¢ zer na 0D — moga wiec mie¢ w D tylko skonczong
liczbe zer. Niech G CC D bedzie obszarem p—spdjnym ograniczonym p drogami Jordana zorientowanymi
dodatnio takim, ze (f +¢)~1(0)U f~1(0) C G oraz |g(¢)| < |f(¢)], ¢ € OG. Istnienie obszaru G wynika np. z
rozumowania korzystajacego z siatek kwadratowych, tak jak to robilismy w dowodzie Propozycji 2.6.5]
Zauwaimy, ze dla ¢ € 9G i t € [0,1] mamy |£(C) + tg(O)| > |£(O) — tlg(O)] > I£(O)] = g(O)] > 0, co
w szczegblnosci oznacza, funkcja f + tg nie ma zer na dG. Niech Z(t) oznacza liczbe zer funkcji f +tg w G
liczonych z krotnosciami. Na podstawie twierdzenia o residuach pochodnej logarytmicznej wiemy, ze

2y =L [ LOHC) o),

© 2w Jog F(C) +1tg(C)

Pozostaje zauwazy¢, ze Z jest funkcja ciagla zmiennej ¢ (na podstawie twierdzenia z Analizy o funkcjach
danych catka). O

(!) Eugene Rouché (1832-1910) — matematyk francuski.

45
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Wniosek 3.1.3. Dowolny wielomian P € P,(C), deg P = n > 1, ma doktadnie n pierwiastkéw zespolonych
liczonych z krotnosciama.

Dowdd. Niech P(2) = an2" + -+ + a1z + ag, f(2) == anz", g(2) == apn_12""1 + -+ + a1z + ag. Wtedy
lg(O)] < |f(€Q)], ¢ € C(R), dla dostatecznie duzego R (CWICZENIE). Teraz wystarczy juz tylko skorzystaé
7z twierdzenia Rouchégo. O

Twierdzenie 3.1.4 (Twierdzenie Hurwitza. Niech D C C bedzie dowolnym obszarem, (fi)5>, C O(D),
fr — [ niemal jednostajnie w D, f £20. Wiedy dla a € D id € Z,, NWSR:

(i) a € D jest zerem d—krotnym funkcji f;

(ii) istnieje € > 0 takie, zZe dla dowolnego 0 < & < ¢, istnieje ko € N takie, ze dla dowolnego k > ko
funkcja fr, ma w K(a,d) doktadnie d zer liczonych z krotnosciami.

Dowdd. (i) = (ii): Dobierzmy & > 0 takie, ze f(2) # 0, z € K(a,¢) \ {a}. Niech 0 < § < ¢ i niech
1
n= 5m1n{|f(z)| :z€C(a,0)} >0.
Dobierzmy ko € N tak, by |fr(2) — f(2)| < n dla 2 € K(a,6), k > ko. Wtedy, dla 2z € C(a,d) i k > ko,
mamy |fx(2) — f(2)] < n < 2n < |f(2)]. Korzystajac z twierdzenia Rouchégo, wnioskujemy stad, ze funkcje
fe=e—f)+ f1f majaw K(a,d) tyle samo zer liczonych z krotno$ciami.
(i) = (i): Poprzednie rozumowanie pokazuje, ze f musi mie¢ w a zero krotnosci d. O

Whniosek 3.1.5. Niech D C C bedzie dowolnym obszarem, (fi)72, C O(D), fr — [ niemal jednostajnie
w D, f # const. Zatdzmy, zZe dla dowolnego k funkcja fi jest injektywna. Wtedy f jest injektywna.

Dowdd. Przypusémy, ze f(a) = f(b) =: ¢ dla pewnych a,b € D, a # b. Niech K (a,r)NK(b,r) = &. Stosujac
twierdzenie Hurwitza do funkeji (fz — )72, f —ci punktu a (odp. b), wnioskujemy, ze istnieje ko € N takie,
ze dla dowolnego k > ko funkcja fr — ¢ ma zaréwno w kole K(a,r) jak i w kole K(b,r), co najmniej po
jednym zerze, powiedzmy, ag, b, czyli fr(ag) = fr(br), k = ko — sprzecznosé. a

3.2. Twierdzenie Schottky’ego

Twierdzenie 3.2.1 (Twierdzenie Schottky’ego . Dla dowolnych liczb o > 0 1 0 < 0 < 1 istnieje stata
M(a,0) > 0 taka, ze dla dowolnego v > 0 i funkeji f € O(K(r)) takiej, ze 0,1 ¢ f(K(r)) oraz |f(0)] < o,
mamy |f(2)| < M(«,0), z € K(0r).

Na wstepie pokazemy, ze Twierdzenie Schottky’ego jest rownowazne kazdemu z nastepujacych dwoch
twierdzen.

Twierdzenie 3.2.2 (Twierdzenie Montela). Dla dowolnego obszaru D C C, dowolna rodzina R C O(D)
taka, Ze istniejg wi,wy € C, w1 # wq, takie, ze wi,wy ¢ f(D), f € R, jest normalna.

Zauwazmy, ze oczywiscie kazda rodzina ograniczona nie przyjmuje dwoch wartosci. Stad oraz z Lematu
wynika, ze powyzsze twierdzenie Montela stanowi daleko idace uogélnienie Propozycji [2.4.3

Twierdzenie 3.2.3 (Twierdzenie Schottky’ego II). Dla dowolnego o > 0 rodzina
Fo:={f € OD,C\{0,1}) : [f(0)] < a}

jest normalna.

Dowdd tego, ze Twierdzenie[3.2.1 —> Twierdzenie[3.2.2, Po zastosowaniu transformacji f —— J;_wwll, mo-
zemy zalozyé, ze wy = 0, wo = 1. Wobec Lematu [2.4.2] wystarczy pokazaé, ze rodzina R jest lokalnie
normalna. Wezmy dowolny ciag (/)52 C R. Ustalmy K (a,r) C D. Jezeli ciag (f,(a))22, jest ograniczony,
np. |fa(a)] < a, n € N, to na podstawie twierdzenia Schottky’ego |f,(z)| < M(a, ), z € K(0r), n € N (dla

dowolnego 0 < 6 < 1). Mozemy wiec skorzystaé¢, ze standardowego twierdzenia Montela (Propozycja [2.4.3)).

(?) Adolf Hurwitz (1859-1919) — matematyk niemiecki.
(3) Friedrich Schottky (1851-1935) — matematyk niemiecki.
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3.2. Twierdzenie Schottky’ego o

Jezeli ciag (f(a))S2, jest nieograniczony, to przechodzac do podciagu, mozemy zalozy¢, ze (1/fn(a))52,
jest ciggiem ograniczonym. Zdefiniujmy g, := 1/f, (pamietamy, ze 0 ¢ f,(D)), n € N. Oczywiscie 0,1 ¢
gn(D), n € N. Powtarzajac poprzednia czes¢ dowodu wnioskujemy, ze g,, — g niemal jednostajnie w K (r)
oraz. g(a) = 0. Wobec twierdzenia Hurwitza, musi byé g = 0, a stad f,, —— oo niemal jednostajnie

w K(a,r). O
Jest oczywiste, ze Twierdzenie [3.2.2) = Twierdzenie [3.2.3

Dowdd tego, ze Twierdzenie = Twierdzenie[3.2.1. Przypu$émy, ze dla pewnych o > 0,0 < 0 < 1
istnieja ciagi (r,)%; C Rso, fn € O(K(ry,),C\{0,1}) i a,, € K(0r,) takie, ze | f,,(0)| < o, ale f,(a,) — .
Zdefiniujmy g, (z) := fn(rnz), z € D, n € N. Oczywiscie, (9,)22; C Fo. W takim razie, wobec normalnosci
rodziny F,, oraz faktu, iz ciag (g,(0))%2; jest ograniczony, mozemy zaltozy¢, ze g, — go niemal jednostajnie
w D, gdzie go € O(D). Niech b, := a,,/r,. Oczywiscie, |b,| < 6. Mozemy wiec zalozy¢, ze b, — by € K (6).
W takim razie, fi,(an) = gn(bn) — go(by) € C — sprzecznosc. O

Idea dowodu Twierdzenia bedzie oparta na [Min-Sch 1983]. Przypomnijmy, ze
1
= D.
V(2) =1 o 2 €
Lemat 3.2.4. (a) A(lnvy) = 4v? na D.

2
(b) Niech § € C(D,R,), U := {z € D : 6(2) > 0}. Zatézmy, ze 6 € C2(U) oraz A(Ind) > 462 na U.
Wtedy 6 < ~ @

Dowdd. (a)
0 2z 0 2y
A(l =-Aln(l - |2]*) = — =
(n7)(2) = ~Aln(1 - [#f2) = o=+ 2
2 422 2 492
— + x + + L =44%(z), ze€D.

T—[z2 ° (I=[2P)? 1]z (1= [2?)?
(b) Dla 0 < r < 1, zdefiniujmy

T 4(z)

2 2
= |7]
’Y’I“(Z) = 7'2 _ |Z|2’ g’r‘(z) =

() = 5(Z)T, z € K(r).

Zauwazmy, ze A(ln~,) = 442. Oczywiscie lim,|_,, gr(2) = 0. Jezeli § # 0 w K (r), to istnieje punkt z, €
K(r), w ktérym g, przyjmuje maksimum dodatnie. Funkcja ¢ jest klasy C? w otoczeniu z,.. W takim razie
A(lng,)(z.) <0, a stad

4(0%(2r) = 77 () < A(nd)(2) — A(lny,)(2) = Alng,)(2) < 0.
Wynika stad, ze g, <1 w K(r), a wiec

0(2) )
= lim ¢.(2) <1, zeD. O
()~ roi-? )

Lemat 3.2.5 (Lemat Ahlforsa—Schwarza @ Niech D C C bedzie obszarem, § € C(D,Ry),
Dy :={z€ D:p(z) >0}

Zatézmy, ze 3 € C*(Dy) oraz A(lnB) > CB% na Dy dla pewnej statej C > 0. Wtedy dla dowolnej funkcji
/ € O, D) mamy A < 2 []

(%) Uwaga: Mozna pokazaé¢ (Cwiczenir), ze albo §(2) < ¥(2), 2 €D, albo § = ~.
(5) Lars Ahlfors (1907-1996) — matematyk finiski.
(°) A pray silniejszej wersji Lematu mamy nawet wiecej: albo B(f(2))|f'(2)] < %’y(z), z €D, albo B(f)|f'| = %’y.
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Dowdd. Zdefiniujmy, § := YL 3(f)|f|. Zauwaimy, 7e 6 € C(D,R,),
U:={2€D:4d(z) >0} ={z € f~H(Do): f'(2) # 0},
5 € C3(U), In|f'| € H(U) (zob. Wniosek £.1.5(b)). Na U mamy
A(lné) = A(n(Bo f)) = (Amp) o I f'> = CB ()| f']> = 46°.
Teraz mozemy zastosowaé Lemat [3.2.4 O

48

Twierdzenie 3.2.6 (Twierdzenie Liouville’a). Niech D C C bedzie obszarem, 3 € C(D,Rsq) N C3(D).
Zatozimy, ze A(InB) > CB? na D dla pewnej statej C > 0. Wtedy O(C, D) ~ C.

Dowdd. Przypusémy, ze g € O(C, D), g £ const. Mozemy zalozy¢, ze ¢’'(0) # 0. Dla R > 0 zastosujmy

g/
Lemat do funkeji f(z) := g(Rz), z € D. Dostajemy 3(g(0))R|g’(0)| < %, co przy R — 400 prowadzi

do sprzecznosci. 0O

Obserwacja 3.2.7. W przypadku, gdy D := D, g := ~, Twierdzenie redukuje sie do klasycznego
twierdzenia Liouville’a.

Lemat 3.2.8. Niech D :=C\ {0, 1},
(1 4 ‘Z|1/3)1/2 (1 + |1 _ Z|1/3)1/2

B(z) == PG . TREEE , z€D.
Wtedy
1 1 1
Al =
(log £)(=) 18(\z|5/3(1 I IV PR T 7T g z|1/3)2)

oraz

lim A(log 3)(2) [ +4oo,  jezelia = oo

zma B2(z)  |1/36, jezelia € {0,1}

W szczegdlnosci, istnieje C > 0 takie, ze A(In3) > CB2.

Dowdd. Poniewaz In|z|, In|1 — z| € H(D), dostajemy
1
Al B)(z) = 5 (A In(1 +]2)*/3) + Aln(1 + |1 — z|1/3)),
co po prostych rachunkach (CWICZENIE) daje zadany wzor. |

Dowdd Twierdzenia[3.2.4. Ustalmy o > 0. Na rodzine F,, patrzymy jako na rodzine funkcji D — C. Ponie-
waz przestrzen docelowa jest zwarta, normalno$¢ rodziny F jest rownowazna jej rownociaglosci (Twierdzenie

Ascoliego) (CWICZENIE). Réwnociagloéé mozemy sprawdza¢ w metryce sferycznej d na C (ktoéra na C jest
rownowazna zwyklej metryce euklidesowej). Przypomnijmy, ze

_ w1 — wy|
VI+ [Py /T+ [ws[?
Niech 3, C beda takie, jak w Lemacie Na podstawie lematu Ahlforsa dostajemy:

w1y, wy € C.

d(wl, ’wg)

2
!/
< —=7.

B ki

Z drugiej strony, biorac pod uwage wzrost funkcji § w oo, istnieje stata C; > 0 (niezalezna od f) taka, ze
1

g 9 71 :

a stad
/' (2)] 2 1 1

—ae SCBUEI () < Gy

< — s =Cr
1+ /(2] VO[22~ 21— 22
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Dla zbadania réwnociggloéci F,,, ustalmy dowolne koto domkniete A = K(a,r) CC D. Z poprzedniego
oszacowania dostajemy istnienie stalej M > 0 niezaleznej of f takiej, ze

!
&Ly sea

1+ [f(2)
Niech teraz z1, 29 € A. Pokazemy, ze d(f(z1), f(22)) < M|z1 — 22|, f € Fo. Wezmy dowolne € > 0 i niech
&0y, &n € [21, 22] bedzie ,podzialem” odcinka [z1, 23] (§o = 21, &, = 22) takim, ze:
L+ |f(&—1]?

1 b
TGPV TG -

‘M,f/(gk_l)‘ <e, k=1,....n
&k — k-1

Potézmy By := /1 + | f(&k)2/1 + | f(&k—1)|2. Szacujemy:

d(f(21), f(22)) <D d(f (&), f Z |f k) — f(&k—1)

L) F&) = &) Y
@‘ﬁff(fkq)‘@*fk—ﬂ Z:l F E—)l&k — Erl

€

Bre

VAN
M- T

b
Il

1

M:

€k — &k 1|+Zﬂ (14 1F (-1 |Ek — &l

£
Il

1

<elzr — 2| + CZ(l + )&k — Ex—1|l = (e + M(1+¢))|2z1 — 2,
k=1
co przy ¢ — 0 daje szukane oszacowanie. O

3.3. Twierdzenia Picarda
Twierdzenie Sochockiego-Casoratiego—Weierstrassa posiada nastepujace daleko idace uogdlnienie.

Twierdzenie 3.3.1 (Twierdzenie Picarda . Niech f € O(A(a,0,7)) ma w a punkt istotnie osobliwy.
Wtedy dla dowolnego 0 < e < r:

(a) (Mate twierdzenie Picarda) kazda warto$é zespolona z wyjgtkiem co najwyzej jednej jest przyjmowana
przez [ w A(a,0,¢);

(b) (Wielkie twierdzenie Picarda) kazda wartosé zespolona z wyjgtkiem co najwyzej jednej jest przyjmo-
wana przez  w nieskoriczenie wielu punktach z A(a,0,¢).

Dowdd. Oczywiscie, wystarczy pokaza¢ (b). Mozemy zalozyé, ze a = 0. Przypu$émy, ze dla pewnego 0 <
€ < r pewne dwie rézne wartosci wy, w2 € C sa przyjmowane przez f tylko w skoniczonej liczbie punktow
z Do := A(0, ). Zastepujac f przez uf; P sprowadzamy dowod do sytuacji, gdy w; = 0, we = 1. Rozwazmy
ciag fn(2) := f(2/2"), z € Dy, n € N. Zauwazmy, ze f, (Do) = f(Dy), gdzie D,, := A(0,¢/2™). Wynika stad,
ze 0,1 ¢ fn(Do) dla n > 1. Na podstawie ,duzego” twierdzenia Montela, istnieje podciag (fn, )52, taki, ze
fn, — g niemal jednostajnie w Dy.

Jezeli g : Dg — C, to |fn,| < M na Ky := A(g/3,2¢/3) dla pewnego M > 0, a stad |f| < M na
Ky := A(g/(3-2™),2¢/2™), k € N. W konsekwencji, korzystajac z zasady maksimum, wnioskujemy, ze
|f] < M na A(0,9) dla pewnego § > 0. Wobec twierdzenia Riemanna, wynika stad, ze f musi mie¢ w 0
osobliwo$¢ pozorng — sprzecznosc.

Jezeli g = oo, to dla dowolnego M > 0 mamy |f,,| > M na Ky, k > 1. Wynika stad, ze |f| > M na
Ky, k> 1. Korzystajac z zasady minimum, wnioskujemy, ze | f| < M na A(0, ) dla pewnego § > 0. Wynika
stad, ze f(z) — oo przy z — 0 — sprzecznosc. O

(") Emile Picard (1856-1941) — matematyk francuski.
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3.4. Krotnosé

Definicja 3.4.1. Niech D C C bedzie obszarem, a € D, i niech f € M(D). Powiemy, ze funkcja f jest
d—krotna w otoczeniu punktu a (d € N), jezeli istnieje otoczenie Uy C D punktu a takie, ze dla dowolnego
otoczenia U C Uy punktu a istnieje otoczenie V punktu f(a) takie, ze dla dowolnego w € V'\ {f(a)}, funkcja
f—w ma w U dokladnie d zer liczonych z krotnos$ciami.

Zauwazmy, ze tak zdefiniowana krotno$¢ jest wyznaczona jednoznacznie.

Whiosek 3.4.2. Niech D C C bedzie obszarem, a € D, i niech f € M(D). Wtedy NWSR:

(i) funkcja [ jest d—krotna w otoczeniu punktu a;

(ii) jezeli a & S(f), to a jest zerem d-krotnym funkcji f — f(a);

jezeli a € S(f), to a jest biegunem rzedu d funkcji f (a wiec, na podstawie Propozycji zerem,
d—krotnym funkcji 1/f).

Dowdd. (ii) = (i): Zalozmy najpierw, ze a € DN C\ S(f). Niech r > 0 bedzie takie, ze jedynym zerem
funkeji f — f(a) w kole K(a,r) C D jest punkt a. Niech 0 < 6 < r i n:= min{|f(z) — f(a)| : z € C(a,0)}.
Niech 0 < |w — f(a)| < n. Wtedy |f(a) —w| < |f(2) — f(a)|, z € C(a,d). Stad, na podstawie twierdzenia
Rouchégo, funkcje f(z) —w = (f(2) — f(a)) + (f(a) —w) i f(z) — f(a) maja w kole K (a,d) tyle samo zer
liczonych z krotno$ciami.

Niech teraz a = oo € D\ S(f), g(z) = f(1/z). Wtedy d = ordy(g — ¢g(0)). Wobec poprzedniego
rozumowania, g jest d—krotna w otoczeniu 0. Wynika stad natychmiast, ze f jest d—krotna w otoczeniu oco.

Zalozmy, ze a € CN S(f). Wtedy d = ord,(1/f). Z poprzedniej czesci dowodu, wynika, ze funkcja 1/f
jest d—krotna w otoczeniu a, a stad oczywiscie wnioskujemy, ze f jest d—krotna w otoczeniu a.

Przypadek a = oo € S(f) pozostawiamy jako CWICZENIE.

(i) = (ii): Wynika z poprzedniego rozumowania — CWICZENIE. O

Whiosek 3.4.3. Niech D c C bedzie obszarem i niech f € M(D), f % const. Wiedy [ jest odwzorowaniem
otwartym.

Obserwacja 3.4.4. Jezeli f : D — C jest odwzorowaniem otwartym, to |f| : D — R jest odwzorowa-
niem otwartym oraz dla |f| zachodzi zasada maksimum i zasada minimum (ta ostatnia w punktach takich,

ze f(a) #0).

3.5. Odwzorowania biholomorficzne

Definicja 3.5.1. Niech Dy, Dy C C beda obszarami. Powiemy, ze odwzorowanie bijektywne f : D1 — Dy
jest biholomorficzne (f € Bih(Dy, Ds)), jezeli f € M(Dy) i f=1 € M(Dy).
Niech Aut(D) := Bih(D, D).

Obserwacja 3.5.2. Jezeli f € Bih(Dy, D>), to
Aut(Dy) 3 o+ fopo f1 € Aut(Ds)
jest izomorfizmem grup.

Propozycja 3.5.3. Niech D C C (odp. D C C) bedzie obszarem i niech f € M(D) (odp. f € O(D)). Wtedy
NWSR:

(i) f jest biholomorficzne tzn. zbior G := f(D) jest otwarty i f € Bih(D, G);

(ii) f jest injektywne i jednokrotne w otoczeniu kazdego punktu a € D (zauwazimy, zZe na podstawie
Whniosku w przypadku holomorficznym warunek ten oznacza, ze f'(z) #0, z € D);

(iii) f jest injektywne.

Dowdd. Implikacje (i) = (ii) = (iii) sa elementarne.
(iii) = (i): W przypadku holomorficznym, na podstawie Wniosku [3.4.2) musi byé¢ f/(z) # 0, z € D, co,
na podstawie Propozycji c), daje biholomorficznosé f.
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W przypadku meromorficznym, Wniosek [3.4:3| daje otwarto$¢ zbioru G. Pozostaje sprawdzi¢ holomorficz-
no$¢ odwzorowania f~! (jako odwzorowania okreslonego na zespolonej rozmaito$ci jednowymiarowej o war-
tosciach w zespolonej rozmaitosci jednowymiarowej).

Holomorficznosé na G \ {oo}, gdy oo ¢ D, lub na G \ ({0} U f(0)), gdy oo € D, wynika natychmiast
z poprzedniej czesci dowodu.

Holomorficzno$¢ w otoczeniu co wynika z zastosowania poprzedniej czesci do odwzorowania g := 1/f.
Holomorficzno$¢ w otoczeniu f(oo) wynika z zastosowania poprzedniej czesci do odwzorowania g(z) :=
f(1/2). Szczegoty pozostawiamy jako CWICZENIE. |

3.6. Odwzorowania biholomorficzne pierscieni

Propozycja 3.6.1 (Twierdzenie Hadamarda o trzech okregach). Niech f € O(A(ry,r2)), 0 <11 <712 <
400, % niech
M; = sup{lims?p|f(z)| :¢elC(ry)}, j=1,2.
zZ—
Wtedy

Wl ol

[f(2)] < Mlm% len% ;2 €A(r1, o).
W szczegdlnosci (CWICZENIE), jezeli f € O(A(r1,72)) NC(A(r1,72)) oraz
M(r) := max{|f(z)] : z € C(r)},
to funkcja
[In7y,Inrg] 3¢ — In M(e)
jest wypukta.

Zobacz réwniez Propozycja [4.4.42

Dowdd. Oczywiscie mozemy zalozyé, ze My, My < +o0o, f # const. Niech u(z) := |2|%|f(2)|, z € A(r1,12).
Zauwazmy, ze u jest odwzorowaniem otwartym bowiem lokalnie u = |e®’f|, gdzie ¢ jest lokalng galezia
jednoznaczng logarytmu. Dla odwzorowan otwartych zachodzi zasada maksimum, a wiec

|2 f(2)| < max{r{ My, r$Ms}, z € A(ry,rs).
Dobierajac « tak, by r{M; = r§ My, dostajemy teze (CWICZENIE). |
Twierdzenie 3.6.2. Jezeli f S Bih(A(Tl,Rl),A(Tz,Rg)), 0< r; < Rj < 4o0,7=12, to Rl/’l"l = Rg/’r‘g
oraz, z doktadnoscig do obrotu, odwzorowanie f ma postaé f(z) = (ro/r1)z, z € A(r1, Ry), lub f(2) = r1Ra/ 2,
z e A(T‘h Rl)
W szczegdlnosci, dla 0 < r < R < 400,
Aut(A(r,R)) = {z+—¢€"2:0 e R} U {2z ¢“rR/z: 0 € R};
grupa Aut(A(r, R)) zalezy od jednego parametru rzeczywistego i nie dziata translatywnie.
Dowdd. Po obltozeniu odwzorowania f stosownymi homotetiami, mozemy zalozyé¢, ze ry = ro = 1. Niech

g = f~ 1. Odwzorowanie f jest wlasciwe, zatem

dist(z,(‘?zl&l(rlr}Rl))_)O dlSt(f(Z),aA(l, R2)) =0

Zasadnicza my$l dowodu polega na pokazaniu, ze albo

m [f()[ =11 Jm /()| = Ra (1
albo
T |fG)] = Rai lim (£G)] = 1. (1)

(®) Jacques Hadamard (1865-1963) — matematyk francuski.
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Przyjmijmy na moment, ze () zachodzi. Wtedy na podstawie twierdzenia Hadamarda o trzech okregach
mamy:

B In |w| In Rq

In|z| In R In [w]|
f(2)| SRS = |2|F, zeA(LR),  |gw)| < RP™ = |w|"F2, we A(l,Ry).

Stad |f(2)| = |z|% =: |z|%, z € A(1, R;). Chcemy pokazaé, ze o = 1.

Mamy f(z) = ee*™ 8% 2 ¢ A(1,R;) \ R_ (dla pewnego 6 € R). Poniewaz f jest funkcja ciggta musi
byé etfex(Inttim) — gifgalint=im) ¢ c (1 R;). Stad €?*™ = 1, a wiec a € Z. Poniewaz f jest injektywne musi
by¢ a = £1. Warunki () implikuja, ze o = 1.

Przypadek (1) sprowadza sie do powyzszego poprzez oblozenie odwzorowania f inwersja

A(1,Ry) > w+— Ry/w € A(1, Ry). ()

Pozostaje pokazaé¢ (1), (1). Niech r := /Ry, B_ := A(1,r), By := A(r, Ry). Poniewaz C(r) nie jest
krzywa homotopijna ze stala w A(1, Rs), jej obraz g(C(r)), bedacy krzywa Jordana, musi ,otacza¢” T.
Poniewaz g(C(r)) jest zbiorem zwartym, istnieja liczby 1 < s1 < s3 < Ry takie, ze g(C(r)) C A(sy, s2).
Rozwazmy obszary Ay := f(A(s2,R1)) i A := f(A(1,s1)). Poniewaz A, N C(r) = &, obszar A, jest
zawarty w By lub w B_. Obkladajac w razie potrzeby odwzorowanie f inwersja (*), mozemy zalozy¢, ze
Ay C By. Oznacza to, ze lim, g, |f(2)] = Ra. Pozostaje pokaza¢, ze A_ C B_. Gdyby A_ C By,
wtedy mogliby$my potaczyé¢ pewien (dowolnie wybrany) punkt ay € AL z pewnym (dowolnie wybranym)
punktem a_ € A_ krzywa v lezaca w Bi. Obraz tej krzywej g(v) taczytby punkt g(at) € A(sq, R1) z
punktem g(a_) € A(1,s1) i bylby rozlaczny z g(C(r)), co oznaczaloby, ze krzywa g(C(r)) nie otacza T —
sprzecznosc.

N O

Cwiczenie 3.6.3. Scharakteryzowa¢ wszystkie biholomorfizmy f : A(r, Ry) — A(r2, Rs), 0 < 7; < R;
+00, j = 1,2, w przypadkach nie objetych przez Twierdzenie [3.6.2]

3.7. Twierdzenie Riemanna

Twierdzenie 3.7.1 (Twierdzenie Riemanna). Niech D C C bedzie obszarem jednospdjnym takim, ze #0D >
2. Wtedy istnieje odwzorowanie biholomorficzne f: D — D.

Dowdd. Przypadek, gdy co € D sprowadzamy do przypadku, gdy D C C przy pomocy inwersji. Niech
a,b € 90D, a #b. Ustalmy 2y € D i niech

R:={fe€O(D,D): f(z) =0, fjest injektywna}.

Idea dowodu jest nastepujaca: Najpierw pokazemy, ze R # @. Niech M := sup{|f’(20)| : f € R}. Poniewaz
kazda f € F jest injektywna, musi by¢ M > 0. Niech (f%)72, C R, fi.(20) — M. Na podstawie twierdzenia
Montela mozemy zatozy¢, ze fr — fo niemal jednostajnie w D. Oczywiscie fo € O(D, D), fi(z0) = M > 0.
W szczegolnosci, fo # const. Poniewaz fo(z9) = 0, zatem f € O(D, D). Na podstawie twierdzenia Hurwitza
fo € R. Na koniec pokazemy, ze fo(D) =D, a wiec fy jest poszukiwanym odwzorowaniem.

R # @: Oczywiscie wystarczy skonstruowaé¢ holomorficzne odwzorowanie injektywne f : D — D.
W tym za$ celu wystarczy skonstruowaé¢ holomorficzne odwzorowanie injektywne g : D — C takie, ze
K(e,r)Ng(D) = @ (dla pewnych ¢ € C i r > 0). Istotnie, gdyby$my takie g mieli, to jako mogliby$my
zdefiniowaé f := gfc. Przystepujemy do konstrukeji g.

Jezeli a € C, to niech g bedzie galezia jednoznaczng funkcji /z — a. Jest to funkcja injektywna w D
oraz (D) N (—g(D)) = & (jeieli g(21) = —g(2), t0 g2(1) = g2(22), a stad 21 = 2, a wiec h(21) = 0 —
sprzecznosc). Teraz bierzemy dowolne K(c,r) C —g(D).

fo(D) = D: Przypusémy, ze G := fo(D) & D. Wykazemy nastepujacy pomocniczy lemat.

Lemat 3.7.2. Niech G & D bedzie obszarem jednospdjnym, 0 € G. Wtedy istnieje odwzorowanie injektywne
P € O(G,D) takie, ze 1p(0) =0, |[¢'(0)| > 1 oraz [Y(2)| > |z|, z € G\ {0}.
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Dowdd. Ustalmy ¢ € D\ G i niech Gy := h.(G). Wtedy G; C D jest obszarem jednospojnym i 0 ¢ Gj.
W szczegolnosei, w Gy istnieje galaz g pierwiastka. Niech d := g(h.(0)) i niech ¢ := hg o g o h.. Wtedy
¥ : G — D jest injektywne i 1(0) = 0. Zauwazmy, ze "1 = h_. 0 (h_4)? € O(D, D) (w sensie przedtuzenia
7 1 (G) na D). Z lematu Schwarza wynika, ze [~ (w)| < |w|, w € Dy, [(¥=1)'(0)| < 1. Gdyby w ktorejs z tych
nier6wnosci zachodzila réwnoéé, wtedy ¢~ (w) = e'®w, a stad (h—q(2))? = he(e'*z), 2 € D — sprzecznosé.[]

Niech teraz ¢ € O(G, D) bedzie taka, jak w powyzszym lemacie. Zdefiniujmy f :=1 o fo. Wtedy f € R
1 (z0)] = [9/(0) fi(20)] = [9/(0)[M > M — spraccznosc. O

Whiosek 3.7.3. Niech D C C bedzie obszarem jednospdjnym takim, ze #0D > 2. Niech zyo € DNC, 0 € R.
Wtedy istnieje doktadnie jedno odwzorowanie f € Bih(D,D) takie, ze f(z9) =0 i 0 € arg f/(z0).

Dowdd. Jezeli f1, fo : D — D sa dwoma takimi odwzorowaniami, to ¢ = fy o f;+ € Aut(D), ¢(0) = 0
i ¢'(0) € Rsg. Stad ¢ = id, a wiec f1 = fo.

Na podstawie twierdzenia Riemanna istnieje odwzorowanie biholomorficzne f : D — . Sktadajac g

7z hy(zy) € Aut(D), uzyskujemy f(zo) = 0. Teraz sktadajac ze stosownym obrotem dostajemy 6 € arg f(zo).

O

Obserwacja 3.7.4. (a) Efektywne znalezienie odwzorowania f : D — D (lub f~! : D — D) w twierdzeniu
Riemanna jest praktycznie niemozliwe z wyjatkiem sytuacji, gdy obszar D spetnia jakie§ dodatkowe warunki
regularnosci. Tak jest np. dla wielokatéw, gdzie odwzorowanie biholomorficzne g : HY — D moze by¢ dane
tzw. wzorami Christoffela

(b) Twierdzenie Riemanna ma swoje odpowiedniki dla obszaréw wielospdjnych, jednak obszary kano-
niczne nie s3 juz takie proste i intuicyjne, jak dla obszaréw jednospéjnych. Dla przyktadu:

Kazdy dwuspojny obszar D C C, ktérego zZadna sktadowa brzegu nie redukuje sie do punktu, da sie
przeksztatcié biholomorficznie na pierscieri A(1, p) dla pewnego p > 1, przy czym mozna to zrobié tak, aby
z gory zadanej sktadowej brzegu odpowiadal okrgg jednostkowy.

Zauwazmy, ze liczba p jest jednoznacznie wyznaczona.

Twierdzenie* 3.7.5 (Twierdzenie Osgooda—Carathéodory’ego EED Kazde odwzorowante biholo-
morficzne f @ D1 — Da obszardw ograniczonych krzywymi Jordana przedtuza si¢ do homeomorfizmu
f: Dy — Ds.

Obserwacja 3.7.6. Twierdzenie Osgooda—Carathéodory’ego mozna ,lokalizowac”, np.:

Niech D bedzie obszarem jednospdjnym takim, ze L C 0D, gdzie L jest obrazem tuku Jordana -~y :
[0,1] — C takim, ze v((0,1)) = UNJID, gdzie U jest pewnym zbiorem otwartym. Wtedy kazde odwzorowanie
biholomorficzne f : D — D rozszerza sie do homeomorfizmu ]”v: DUL — DUC, gdzie C C T jest pewnym
(domknietym) tukiem.

Whiosek 3.7.7. Niech Dy, Dy C C bedq obszarami ograniczonymi krzywymi Jordana zorientowanymi dodat-
nio wzgledem tych obszaréw. Niech ay,az,as € OD1, by,ba,bs € 0Dy bedg dowolnymi uktadami parami roz-
nych punktéw nastepujgcych po sobie w orientacji dodatniej. Wtedy istnieje odwzorowanie f € Bih(Dy, D)
takie, zZe f(aj) =b;, j = 1,2,3 (gdzie f oznacza homeomorficzne rozszerzenie f z twierdzenia Osgooda—
Carathéodory’ego).

Dowdd. Wobec twierdzen Riemanna i Osgooda—Carathéodory’ego, wystarczy rozwazyé¢ przypadek D; =
Dy =D — CWICZENIE. O

(°) Elwin Christoffel (1829-1900) — matematyk niemiecki.
(1Y) William Osgood (1864-1943) — matematyk amerykanski.
(1) Constantin Carathéodory (1873-1950) — matematyk niemiecki
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3.8. Twierdzenie Rungego

Obserwacja 3.8.1. Dla dowolnego zbioru otwartego {2 C C istnieje cigg zbioréw zwartych K CC (2,
k €N, taki, ze Ky C int Ky 1, 2 = Uzozl K, oraz kazda sktadowa spéjna zbioru otwartego C \ K}, przecina
C\ 2, keN.

Istotnie, przypadek 2 = C jest trywialny. Jezeli co € 2 & @, to biorac zp € C\ {2 i stosujac homografie
={z € N:|z| <k, dist(z,00) > 1/k}, k> 1.
Niech U bedzie sktadowa @ \ K. Przypusémy, ze U C 2. Rozwazmy dwa przypadki:

e Istnieje punkt a € U taki, ze |a| > k. Wtedy {ta : 1 <t < 400} C U, co oznacza, 7e co € U —
sprzecznosc.

e Istnieje punkt a € U taki, ze dist(a,d§2) < 1/k. Niech b € 942 bedzie taki, ze |a — b| = dist(a, 012).
Wtedy [a,b] C U — sprzecznosé.

Twierdzenie 3.8.2 (Twierdzenie Rungego . (a) Niech 2 C C bedzie zbiorem otwartym i niech f €
O(2). Wtedy istnieje ciag (fi)72, funkcji wymiernych o biegunach w C \ 2 taki, ze fr, — [ niemal
jednostajnie w 2. Réwnowaznie (CWICZENIE): dla dowolnego zbioru zwartego K CC (2 oraz ¢ > 0 istnieje
funkcja wymierna g o biegunach w C \ 2 taka, ze |g — f| < e na K.

(b) Niech 2 C C bedzie zbiorem otwartym takim, zZe C \ 2 jest spojny i niech f € O(§2). Wtedy istnieje
cigg (fr)32, C P(C) taki, ze fr, — f niemal jednostagnie w §2. Réwnowaznie (CWICZENIE): dla dowolnego
zbioru zwartego K CC {2 oraz € > 0 istnieje wielomian g € P(C) taki, ze |g — f| < & na K.

Cwiczenie 3.8.3. Pokaza¢, 7e twierdzenie Rungego o aproksymacji wielomianami nie zachodzi dla pierscie-
nia A(r,R), 0 <1 < R < 400.

Dowdd. (a) Jezeli 2 = C, to f = const i twierdzenie jest trywialne. Jezeli co € 2 G C, to bierzemy z, € C\#2
i przeksztatcamy calto$é przez homografie h(z) := ﬁ Jezeli gq jest funkcjg wymierng o biegunach w @\h(())
taka, ze |g1 — foh™!| < ena h(K), to g := g1 oh jest rozwigzaniem naszego problemu. Mozemy wiec zatozy¢,
ze o0 ¢ (2.

Niech (K})2 , bedzie taki, jak w Obserwacji(3.8.1] “ Wystarczy umie¢ aproksymowac funkcje f na kazdym
zbiorze Kjy. Ustalmy zbiér K := Ky, ie. Niech G bedzie zbiorem otwartym opartym na siatce kwadratowej o
oczku [L, L] x [ EHL) (dla dostatecznie duzego m) tak, by K C G CC £ (por. dowod Propozycji.
Ze wzoru catkowego Cauchy’ego dostajemy

10 =g [ Hac ZQZ/C dC—Zfs e

gdzie kazde L jest pojedynczym odcinkiem (poziomym lub pionowym) naszej siatki. Teraz wystarczy umieé¢
aproksymowa¢ kazdg z funkcji fs jednostajnie na K funkcjami wymiernymi o biegunach w C \ 2. Ustalmy
s. Zrobimy to w dwoch etapach.

Najpierw znajdziemy aproksymacje funkcjami wymiernymi o biegunach na Ly =: [a,b]. Niech ((t) :=
a+tb—a), (nj:=C(2),neN, j=0,...,n. Dlaz € K szacujemy

n, —a| o 1 & i f(C(t)) 1 & f((n,')b—a
ZMZCnJ 5) n "271'2]2_:1 %m(b—a)dt—%zcnj_ﬂz — ’

< b—a|z/

t f <7‘L,j

-z Cn,]

}dt

(12) Karl Runge (1856-1927) — matematyk niemiecki.
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f(C)

Korzystajac teraz z jednostajnej ciagtosci funkcji K x [a, b] 3 (2,() — , wnioskujemy, ze dla dostatecznie

duzego n mamy
el
2T

z€e K.

Cn,
f(z 271'1 n Z Cn.j ;

W drugim etapie wystarczy, dla danego ¢ € [a,?],

K funkcjami wymiernymi o biegunach w C \ 2. Wynika to natychmiast z nastepujacego ogblnego lematu
(i wlasnosci zbioru K).

Lemat 3.8.4 (Lemat o przesuwaniu biegunoéw). Niech K CC C bedzie zbiorem zwartym i niech f = P(Z =)

bedzie funkcjq wymierng o biegunie w punkcie a € C\ K (P € P(C), deg P > 1). Niech b € C \ K lezy w tej
samej sktadowej zbioru C\ K co punkt a. Wtedy dla dowolnego € > 0 istnieje funkcja wymierna g = Q(Zl 7)

o0 biegunie w punkcie b taka, ze |f — g| < e na K (jezeli b = oo, to rozumiemy, ze g jest wielomianem).

Dowdd. Niech G oznacza sktadowg C \ K, do ktérej naleza punkty a i b. Odnotujmy, ze zbior G N C jest
obszarem. Niech G oznacza zbiér tych punktéw ¢ € GNC, dla ktérych przy dowolnym € > 0 istnieje funkcja
wymierna h = R(1) taka, ze |h — f| < € na K. Oczywicie a € Go. Pokazemy, ze zbior Gy jest otwarty
i domkniety w G N C, co udowodni, ze Gog = GNC.

Otwartosé: Niech ¢ € Gy i niech h = R(-L) bedzie funkcja wymierng taka, ze |f — h| < £/2 na K.
Niech r := dist(c, K), d € K(c,r/3) CC G. Wystarczy umie¢ aproksymowaé jednostajnie na K funkcje -
< 1/2 oraz

funkcjami postaci S(Zid). W tym celu wystarczy zauwazy¢, ze dla z € K mamy g:‘fl

I 1 1 i c—d
zfc_zfd+dfc_zfd1—;§ = (2 - ”*1’

przy czym szereg jest jednostajnie zbiezny na K.
Domknietosé: Niech d € G, N G N C. Dobieramy ¢ € Gy N K(d,r/2), gdzie r := dist(d, K). Wtedy

Pozostaje przypadek, w ktorym oo € G. Dobieramy c € Go \ K(2r), gdzie K C K(r). Wtedy |2] < 1/2,
z € K, oraz

111 ke
z—c¢  cl—2 7720’”‘1’
c n=0
przy czym szereg jest zbiezny jednostajnie na K. O
(b) Dowdd wynika z (a) i z lematu o przesuwaniu biegunow. O

Twierdzenie Rungego o aproksymacji wielomianami mozna istotnie wzmocnic.

Twierdzenie* 3.8.5 (Twierdzenie Mergeljana . Niech K C C bedzie zbiorem zwartym takim, Ze zbior
C\ K jest spajny i niech f € C(K) N O(int K). Wtedy istnieje cigg (fu)5>, C P(C) taki, ze fr, — f
jednostajnie na K.

Obserwacja 3.8.6. Zauwazmy, ze zalozenia w twierdzeniu Mergeljana, to rowniez warunki konieczne. Istot-
nie, jezeli funkcja f : K — C aproksymuje si¢ jednostajnie na K wielomianami zespolonymi, to f musi by¢

ciggla i na podstawie twierdzenia Weierstrassa, f musi by¢ holomorficzna w int K. Gdyby zbiér otwarty @\K
mial sktadowa ograniczona D, to dla dowolnego a € D, funkcja f(z) := Zia nie moze by¢ aproksymowalna

jednostajnie na K wielomianami, bowiem wtedy, na podstawie zasady maksimum, bytaby aproksymowalna
jednostajnie na D wielomianami.

(13) Sergiej Mergeljan (1928-2008) — matematyk armenski.
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3.9. Twierdzenie Mittag-Lefllera

Twierdzenie 3.9.1 (Twierdzenie Mittag-Lefflera . Dla dowolnego podzbioru otwartego {2 & @, zbioru
B C 2 nie majgcego punktow skupienia w 2 i rodziny wielomianéw (P,)q.cp C P(C) stopnia > 1 takich, zZe
P,(0) =0, a € B, istnieje funkcja f € M(£2) NO(2\ B) taka, ze dla kazdego a € B funkcja

fﬁpa(zia)

przedtuza sie holomorficznie na pewne otoczenie punktu a, tzn. funkcja wymierna P, ( —) jest czesciq gtowng
bieguna funkcji f w punkcie a, przy czym, jezeli oo € B, to rozumiemy, ze P, jest czeScig gtowng bieguna
funkcji f w punkcie co.

Dowdd. Jezeli co € B, By := B\ {o0}1i f1 € M(.Q) NO(N2\ By) jest taka, ze dla dowolnego a € By, czescia
gltéwna bieguna funkC_]l f1 w punkcie a jest P, ( -), to funkcja f := f1 + Py jest rozwigzaniem wyjsciowego
problemu. Mozemy wiec zalozyé, ze oo ¢ B.

Jezeli zbior B jest skoniczony, to bierzemy f := ) 5 Pa (%) Zalozmy, ze B jest nieskoriczony.

Niech (Kj)g2, bedzie ciagiem kompaktow z Obserwacji i niech

i@ = Y () kel

Z—a
a€BN(K\Kx_1)

przy czym Ko := @ oraz ), o - - := 0. Kazdy ze zbiorow BN (K} \ Kj_1) jest skoriczony, zatem funkcja fi
jest poprawnie zdefiniowang funkqad wymierna o blegunach w C\ Kj_1. Na podstawie lematu o przesuwaniu
biegundw istnieje funkcja wymierna gy o biegunach w (C\Q taka, ze |fr —gr| < 1/2% w Kj_1. W szczegdlnodcei,
szereg Y oo, (fn — gn) jest jednostajnie zbiezny na Kjy_;. Niech f := > (fn — gn). Oczywiscie f €
M(2)N O\ B). Ponadto, dla a € BN (K, \ Ki,—1), mamy

f—Pa(Zfa)=kUZ_1(fn—gn>+(fko—Pa( L)) gt X () = A+ By +C.

n=1 n=ko+1

gdzie
e A ma bieguny w Kp,—_1,
e B jest holomorficzna w otoczeniu a,
e (' ma bieguny poza Kj,. ]

Twierdzenie Mittag-Lefflera mozna sformutowaé réwniez w nastepujacy sposob:

Twierdzenie 3.9.2 (Twierdzenie Mittag-Lefflera). Dla dowolnego podzbioru otwartego {2 & (E, dowolnego
pokrycia otwartego (£24)aca zbioru 2 i dowolnej rodziny fo € M(82,), o € A takiej, ze

fo—f3€0(2aN02), a,BeA,
istnieje funkcja f € M(£2) taka, ze
f—fa€0(£), acA

Dowdd, ze Twierdzenie [3.9.4 implikuje Twierdzenie[3.9-1] Niech £2, B i (P,).cp beda takie, jak w zaloze-
niach Twierdzenia [3.9.1] Dobierzmy r, > 0, a € B, tak male, ze K(a,7,) N K(b,1,) = @ dla kazdych dwoch
punktow a # b, a,b € B, przy czym, jezeli co € B, to przez K(0o,r) rozumiemy stosowne otoczenie co.
Potézmy

1
zZ—a

A={}UB, Q.:=0Q\B, 2, :=K(ars), fe:=0, fa::Pa< ) a€ B,

14) Magnus Mittag-Leffler (1846-1927) — matematyk szwedzki.
(15) Tzn. funkcja fo — f3 przedtuza si¢ holomorficznie na 2, N 23.
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przy czym, jezeli oo € B, t0 fo := Ps. Mozna tatwo sprawdzié, ze wszystkie zalozenia Twierdzenia |3.9.2| sa
spelnione. Niech f € M({2) bedzie funkcja, ktorej istnienie wynika z tezy Twierdzenia Woéwcezas

1

[=1-fc0@)=0(2\B), [-P—

Dowdd, ze Twierdzenie implikuje Twierdzenie[3.9.3 Niech 2, (24)aca i (fa)aca beda jak w zaloze-
niach Twierdzenia Potézmy

):f_faeo(ga):O(K(a,Ta)), acB. O

Bo :=5(fa), B:=|J Ba.
a€cA
Poniewaz f, — fg € O(£2, N 2g), B, N 23 C Bs dla kazdych o, 8 € A. W szczegolnosci, zbior B nie
ma punktow skupienia w _Q Dla a € B,, niech P,, € P(C) bedzie takim wielomianem stopnia > 1, ze
P,a(0) =01 fo — P, a( —) przedtuza si¢ holomorficznie na pewne otoczenie punktu a (tzn. Py o(s= ) =)
jest czedcia gléwna bleguna funkCJl fo W punkcie a), ze stosowna zmiang definicji, jezeli co € B,. Pomewaz
fa — fa € O(£2, N 2g), Wnioskujemy stqd ze P, , nie zalezy od a. Polézmy P, := P, ,. Niech f € M(£2)
bedzie funkcja z tezy Twierdzenia 1l Wowczas S(f) = B i dla dowolnego a € A i a € B,, funkcja

Fto= (1-2(20)) - (-2 (20)

przedtuza sie holomorficznie na pewne otoczenie punktu a, przy czym, jezeli co € B, to f — foo = (f — Px) —
(fa - Poo) U

3.10. Twierdzenie Welierstrassa

Twierdzenie 3.10.1 (Twierdzenie Weierstrassa). Dla kazdego podzbioru otwartego 2 & ((Aj, kazdego zbioru
S C 2 nie majacego punktu skupienia w 2 i dowolnej funkcji k : S — N, istnieje funkcja f € O*(2\ S)
taka, zZe [ ma w punkcie a zero krotnosci k(a), a € S.

Dowdd. Jezeli oo ¢ (2, to wybieramy dowolny punkt zg € §2\ S i przeksztalcamy {2 poprzez homografie
h(z) == = := h(f2). Niech Sy := h(S). Przypusémy, ze f1 € O*(£2;\ S1) jest taka, ze f;
ma w punkcie h(a) zero krotnosci k(a), a € S. Wtedy f := fi o h stanowi rozwiazanie naszego problemu.
Tak wiec mozemy zalozyé, ze oo € 2.

Jezeli oo € S, to wybieramy dowolny punkt zp € 92. Niech S; := S\ {oc}. Przypusémy, ze f1 €
O*(2\ S1) jest taka, ze f; ma w punkcie a zero krotnosci k(a), a € S;. Wtedy f(z) = _h@) e 0,

(z—z0)k(e0)?

stanowi rozwiazanie naszego problemu. Mozemy wiec zatozy¢, ze co € 2\ S.
Jezeli S jest zbiorem skoniczonym, to oczywiscie jako f mozna wziaé wielomian

7(e) =TI — ).
a€S
Zalézmy wiec, ze S jest nieskoriczony, zapiszmy go w postaci ciagu s1, S2, ... i niech ay, as, ... bedzie ciagiem
powstatym z tego ciagu przez k(s;)-krotne powtorzenie wyrazu s;. Niech ¢ € 0f2 bedzie taki, ze |ay —cx| =
dist(ag, 012), k € N. Zauwazmy, 7e |aj, — cx| — 0 (CWICZENIE).
Przyjmijmy na chwile, ze nastepujace dwa lematy sa prawdziwe.

Lemat 3.10.2. Niech 2 & C bedzie zbiorem otwartym i niech fk € 0(02), k
Sorey | fx] jest niemal jednostajnie zbiezny w 2. Zdefiniugmy I, = [[;_, (1 + fx
cigg (1), jest niemal jednostajnie zbiezny w (2. Niech I := limnHJroo n =11
a € 2, mamy: I(a) =0 <= Fpen: 1+ fr(a) =0

Lemat 3.10.3. Dia k € N, niech

€ N. Zatozmy, ze szereg
) € O(f2), n € N. Wtedy
vey (1 + fr). Ponadto, dla

2 k

u u
Wtedy |1 — Ey(u)| < |u[**! dla u € D.
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Zakonczmy dowdd twierdzenia Weierstrassa. Niech
0 —
:HEk(ak Ck), ZEQ
b1 Z — Ck

Na podstawie Lematu |3.10.2) wystarczy tylko pokazac, ze dla fi(z) := Ek(%) — 1, szereg > po i | fil
jest niemal jednostajnie zbiezny w (2. Ustalmy zbiér zwarty K CC 2 i niech ky € N bedzie takie, ze

2|ay — cx| < dist(K,002), k > ko. Wtedy [%=%| < 1/2 dla 2z € K 1k > ko. Teraz, korzystajac z Lematu
3.10.3} wnioskujemy, ze |fx| < (1/2)**! na K dla k > ko, co koriczy dowo6d twierdzenia Weierstrassa. a

Dowdd Lematu 3104 Wystarczy pokazaé¢ niemal jednostajna zbieznosé szeregu Y o~ (I, — I,—1). Zauwaz-

my, ze
< T+ 1 < H eIl = exp (Z 15+l)
k=1
skad wynika, ze ciag (I,,)52 jest niemal jednostajnie ograniczony, co, wobec rownosci | I, —In—1| = |[In—1]|fnl;

daje jego niemal jednostajng zbieznosé.

Dla dowodu drugiej czesci lematu wystarczy pokazaé, ze istnieje stata C' > 0 taka, ze dla dostatecznie
duzych n > ko mamy |[[_, (1+ fe(a))| = C.

Ustalmy otoczenie U CC 2 punktu a i niech kg € N bedzie takie, ze |fi| < 1/2 na U dla k > ko. Wtedy
dla k > kg, na zbiorze U mamy

Ir ‘< | fx
1+ fk L—|fil =

CO 0znacza, ze szereg ZZ’;kO p{ﬁ jest zbiezny niemal jednostajnie na U. Stad, na podstawie pierwszej czesci
dowodu, iloczyn nieskonczony

~ N R - 1
1:_[(1 1+fk)_H1+fk_H;o:ko(1+fk)

< 2| fkl,

k=ko k=ko
jest zbiezny na U. O
Dowdd Lematu[3.70.3. Mamy:
u2 uk u2 uk
E}(u) = —exp <u+?+~~+?) + (1 — u) exp <u+?+~~+?)(1+u+~-~+u’“*1)

k u? uk k > j
= —u exp(u+?+-~-+?) = —u chu .
7=0
Zauwazmy, ze ¢; 2> 0, j € Z4. W szczegdlnosei, ordg(1 — Ek) > k + 1. Niech

1—Ep(u
f(u) = okl Z a]u]

Po poréwnaniu wspotezynnikéw (CWICZENIE), dostajemy a; = W‘jﬂ’ astada; 20, j€Z, . DlaueD
mamy wiec |f(u)| < f(1) = 1. O

Lemat |3.10.2 mozna uzupelnié¢ nastepujaco.
Lemat 3.10.4. Przy zatozeniach Lematu mamy

Zka . zey:={zeR:1(z)#0},

przy czym szereg jest niemal jednostajnie zbiezny w (2.
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Dowdd. Oczywiscie
I n I
ACIE S C I,
In(z) =1 1+fk(z)
Ponadto,
A ([T R [IA |
L, I |1, 1| '
Wystarczy jeszcze zauwazyé, ze mianownik ostatniego utamka jest oddzielony od zera niemal jednostajnie w
9. ]

Whiosek 3.10.5. Dla dowolnego obszaru D & C i dla dowolnej funkcji f € M(D) istniejqg funkcje g,h €
O(D) takie, ze h € O*(D\ S(f)) oraz f = g/h. W szczegdlnosci, M(D) jest ciatem utamkéw O(D).

Dowdd. Na podstawie twierdzenia Weierstrassa istnieje funkcja h € O(D) majaca zera dokladnie w biegu-
nach funkcji f i to krotnosci réwnej rzedowi bieguna, a poza tym nigdzie sie nie zerujaca. Wystarczy teraz
wziac¢ g := f - h. |

Obserwacja 3.10.6. (a) Dla dowolnych ciagéow (a,)52; C Ci, an — 00, (an)nz; C N, niech (2)52,
powstaje 7 (a,)22, przez a,—krotne powtorzenie wyrazu a,. Dla « € Z ., zdefiniujmy

o z
f(z) =z kl_‘[lEk(Zk) zeC.
Wtedy f € O(C), f maw z = 0 zero krotnosci a, oraz w z = a,, zero krotnosci «,,, n € N. Innych zer funkcja
f nie ma.
Istotnie, jedyny problem to niemal jednostajna zbiezno$é¢ iloczynu nieskonczonego. Niech K CC C.
Wtedy |z/z| < 1/2 dla z € K1 k > ko. Wynika stad, ze

P 1N k+1
‘Ek(—)—1‘<(§> . 2EK, k> k.
2k
(b) Kazda funkcja f € O(C) majaca nieskoniczenie wiele zer przedstawia sie w postaci
— 9@ .21 E (i) C
f(Z)ezgkzk,ZE,

gdzie g € O(C).
(c) W konstrukcji przedstawionej w (a) mozna rowniez wziac

1) = ][ Bu, (£): =ec.
k=1

gdzie ciag (ng)72, jest taki, ze szereg >, |2/zk|™ ™! jest zbiezny niemal jednostajnie w C.
(d) Zilustrujmy (c): zg := —k, ng := 1, a:=1,

f(z):zﬁ <1+%)exp(—%>, z e C.
k=1
(e)

oo 2
sinwz:wzH (17%) z e C.
k=1

Istotnie, wiemy, ze

2

sinmz = e9%) 2 H (1 - %), z € C, (3.10.2)
k=1
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dla pewnej funkcji g € O(C). Musimy pokazaé, ze e = 7. Liczymy pochodna logarytmiczng

(sinmz)” J— ( 1 1 )
t =—" = - . 3.10.3
Teens sinmz g(z)+z+kz::1 z—k+z—|—k ( )
Ze wzoru tego wynika w szczegolnosci, ze g’ jest funkcja nieparzysta. Jeszcze raz rézniczkujemy
2 o0 o)
7r 1 1 ( 1 1 ) I 1
=g(2)— — — + =g (z)— R
sinlrz 0 2) 22 ; (z—k)?  (2+k)? g'z) k:z_:oo (z —k)?

Wynika stad w szczegolnosci, ze " (z+1) = ¢”(2), 2 € C. Niech A := {z+iy: 0 < x < 1}.Dla z = z+iy € A,
y] > 1, mamy:

—| < ——— < 2
Y < Y e <
k=—o00 (Z k) k=—o00 ($ k) Ty k=0 K+ Y
2 ‘ _ 472 _ 42
sinrzl  |emE —e~miz2  |(e=™ — e™Y) cosTx 4 i(e~™Y + e™) sin |2
47? 4r?

= < .
e2m™ 4 e=2my — 2cos2mx - e2mlyl —2
Oznacza to, ze limas, .o g”(2) = 0. A wiec g” jest ograniczona w A, a wobec okresowosci, jest roéwniez
ograniczona w C, co oznacza, ze g’ = const. Poniewaz ¢’ jest nieparzysta, musi byé¢ ¢’ = 0, a wiec g =

const = c¢. Ze wzoru (3.10.2)) wynika, ze

SinTz _ e

7 = lim
z—0 z

(f) Ze wzoru (3.10.3) dostajemy

 — 1 1
t == (7 ), e C.
metg T Z+k§:: — 2

—

— 1? Z _z
1/I'(z)=e zklill(l—i—k)exp( k)’ z€C, (3.10.4)
gdzie
= i = i . 1—1 =0,577
7'7n$glm7”7nirfm< z nn)f ,
k=1
jest statqg Fulera. W szczegblnosci,
1
= —— 51 C
F(z)f’(—z) sinmz, =z &€

Wzor (3.10.4]) wynika z nastepujacego alternatywnego wzoru na funkcje I’

n!ezlnn
I'(z)= 1 C\Z-_. 3.10.5
(2) nﬂu}rlooz(z—&-l)u(z—i—n)’ zeC ( )
Istotnie, (3.10.5) implikuje, ze
_ : —zlnn _ 3 TnZ - E _E
1/F(z)—zngrfooe (142/1)---(1+2/n) ZnEI-lr-looe H (1+ k)exp( k) (3.10.6)

k=1



Marek Jarnicki, Wyktady z Funkcji Analitycznych, wersja z 30 stycznia 2010
3.10. Twierdzenie Weierstrassa
Pozostaje udowodni¢ (3.10.5). Niech I’ oznacza funkcje dang prawg strona wzoru (3.10.5)). Rozumowanie
zastosowane w ([3.10.6)) pokazuje, ze I" jest poprawnie okreslona oraz I" € O(C\ Z_). Wystarczy pokazac, ze
I' = I' na (0,1], czyli

61

DI e 0]

7Z wtasnosci funkcji I" wynika, ze jest to rownowazne pokazaniu, ze

I'z+n+1)
nln®

1, ze(0,1].
Zauwazmy, ze dla x € (0,1] mamy

oo n o0
I'z+n+1)= / t* et dt < n” / t"e tdt + n®! / t"He~tat
0 0 n

oo

n
=n" / t"e tdt + n‘”*l( — "o 4 (n+ 1) / t”e*tdt)
0 n
oo oo
=n" / t"e~tdt +n*t / the tdt + n*Te"
0 n

o0
=n®nl +n*! / t"e"tdt + n® e < n®n! + n®Inl 4 n®te ™.
n
Analogicznie,

n o0
I'(z4+n+1)>n"""! / t"He~tdt + n® / t"e~tdt
0 n

n oo
=n2! ( —t" e n 4 (n +1) / t”e*tdt) + nm/ t"e tdt
0 n

n
=n®n!l +n*1! / t"eTtdt — n®T e = nnl — nTTNe .
0

W konsekwencji,
ne ™ o I'z4+n+1) 1 nme™

1-— <14+ -+ .
n n!

nl nln®
Pozostaje jeszcze tylko skorzystac ze wzoru Stirlinga|(1°) |
| nn+1/2 \/ﬂ

Twierdzenie 3.10.7 (Twierdzenie Weierstrassa-Mittag-Lefflera). Dla kazdego podzbioru otwartego 2 & @,
kazdego zbioru S C 2 nie majgcego punktu skupienia w (2 i dowolnej funkcji k : S — Z., istnieje funkcja
fFeEM(2)NO*(N2\S), taka, ze f ma w punkcie a zero krotnosci k(a), jezeli k(a) > 0, i biegun rzedu —k(a),
jezeli k(a) < 0.

Dowdd. Niech Sy :={a € S : +k(a) > 0} i niech f1 bedzie funkcja skonstruowang na podstawie twierdzenia

Weierstrassa dla zbioru Sy i funkcji £k|s,: fo € O*(2\ S1), f ma zero krotnosci +k(a) w punkcie a € Sy.
Teraz wystarczy wzia¢ f := f./f_. O

Rownowaznym sformutowaniem Twierdzenia [3.10.7] jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.10.8 (Twierdzenie Weierstrassa—Mittag-Lefflera). Dla kazdego podzbioru otwartego 2 & @,
kazdego pokrycia otwartego (24)aca zbioru 2 i dla kazdej rodziny fo € M(£2,), a € A takiej, ze

fa/fﬁeo*(gaﬁﬁﬂ)a 05766/17
istnieje funkcja f € M(2) taka, zZe
f/fa € 0" (2,), a€A.

(16) James Stirling (1692-1770) — matematyk szkocki.
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Dowdd, ze Twierdzenie [3.10.8 implikuje Twierdzenie[3.10.7, Niech 2, S'i k : S — Z, beda takie, jak
w zalozeniach Twierdzenia Dobierzmy r, > 0, a € S, tak male, ze K(a,r,) N K(b,r,) = @ dla
dowolnych dwoch punktow a # b, a,b € S, przy czym, jezeli co € S, to przez K (0o, 7+ ) rozumiemy stosowne
otoczenie co. Polézmy

A={«x}US, Q2.:=02\85, ,:=K(a,r,),a€sS, f.:=1, fa::(z—a)k(“)7 a€s,

62

przy czym, jezeli co € S, to fsoo = 2 F(>). Jest widoczne, 7e wszystkie zatozenia Twierdzenia |3.10.8) sa
spelnione. Niech f € M(£2) bedzie funkcja, ktorej istnienie wynika z tezy Twierdzenia [3.10.8f Wowczas

f=Ff/fr €O (2,)=0*(2\8), f-(z—a)™*V =f/f,cO0(2,)=0"K(a,ry)), acS 0O

Dowdd, ze Twierdzenie [3.10.7 implikuje Twierdzenie[3.10.8, Niech 2, (24)aca 1 (fa)aca beda takie, jak
w zalozeniach Twierdzenia [3.10.8] Polozmy

Sa = 8(fa) U fa'(0), S:= ] Sa-
acA

Poniewaz fo/fs € O*(£2, N 23), So N 25 C Sp dla dowolnych «, 5 € A. W szczegolnosci, zbiér S nie ma
punktéw skupienia w (2. Dla a € S, niech

k(o ) —(rzad bieguna funkcji f, w punkcie a), gdy a € S(fa)
a,a) =
ord, fu gdy fa(a) =0

Poniewaz fo/fz € O*(£2, N £23), wnioskujemy stad, ze k(c,a) nie zalezy od a. Polézmy k(a) := k(a,a).
Niech f € M(£2) bedzie funkcja z tezy Twierdzenia|3.10.7} Wowczas f nie ma zer ani biegunéw poza zbiorem
S idla kazdego v € A'ia € S, funkcja

f_f—a @

fa B fa : (Z - a)ik(a)
przedtuza sie do funkcji holomorficznej, nie majacej zer w pewnym otoczeniu punktu a, przy czym, jezeli
00 € S, to

. k(o0)
f_ = 0

fa fazk(oo)

Twierdzenie 3.10.9 (Twierdzenie Weierstrassa—Mittag-Lefflera). Dla kazdego podzbioru otwartego 2 & @,
kazdego zbioru S C (2 nie majgcego punktu skupienia w 2, dowolnej rodziny wielomiandw (P,).cs C P(C),
istnieje funkcja [ € O(82) taka, zZe dla dowolnego a € S rozwiniecie funkcji f w szereg Taylora o $rodku
w punkcie zaczyna sie od P,(z — a), przy czym, jezeli co € S rozumiemy, zZe rozwiniecie funkcji f(1/z)
w szereg Taylora o $rodku w 0 zaczyna sie od Poo(2).

Zauwazmy, ze twierdzenie implikuje, ze ord,(f — P,) > deg P, +1,a € S.

Dowdd. Na podstawie twierdzenia Weierstrassa istnieje funkcja g € O*(2\ S) taka, ze ord, g = deg P, + 1,
a € S. Na podstawie twierdzenia Mittag-Lefflera, istnieje funkcja h € M(£2) N O(2\ S) taka, ze h, :=
h— w jest holomorficzna w otoczeniu a dla dowolnego a € S (jezeli a = 00, t0 ho, := h — w jest
holomorficzna w otoczeniu co). Zdefiniujmy f := h - g. W otoczeniu kazdego punktu a € S mamy

f-Pie=a)=hog- Rz —a) =g (n-ZEZD) g,

skad wynika, ze ord,(f — P,(z — a)) > ord, g = deg P, + 1, co oznacza, ze poczatek rozwiniecia Taylora
funkcji f w punkcie a musi sie pokrywaé z P,(z — a). |
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3.12. Lemat Fatou 0
3.11. Funkcja ¢ Riemanna
1 1
<(Z) ::Zgzzezlnn’ ZGHI'
n=1 n=1
Poniewaz |n?| = |e*!n7| = e(Re2)lnn — pRez howyiszy szereg jest niemal jednostajnie zbiezny i definiuje

funkcje holomorficzna, zwang funkcjg ¢ Riemanna.

Propozycja 3.11.1 (Twierdzenie Eulera). Niech (pi)72, C N oznacza cigg wszystkich kolejnych liczb pierw-
szych. Wtedy

1
— 2 € H;.
i
Dowdd. Ustalmy z € H;. Poniewaz |p, *| = p, Rez <1, zatem
n 1 n o0 o0
[[i—==1I>Xw"= > "
k=1 Py k=1m=0 M,y =0
Pozostaje jeszcze skorzystaé z jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze. |
Twierdzenie* 3.11.2. Funkcja ¢ przedtuza sie do funkcji meromorficznej na C\ {1} takiej, ze:
J ¢ J ] ]
e ( ma w punkcie 1 biegun jednokrotny oraz res; ( =1,
e ( spetnia réwnanie Riemanna
C(z) = 2eE~DMEM P(1 — 2)¢(1 — 2) sin(gz),
e ((—2k)=0, k €N (zera w punktach z = —2k, k € N, nazywamy trywialnymi ),
o funkcja ¢ nie ma nietrywialnych zer poza pasem {z € C:0 < Rez < 1}.
Hipoteza Riemanna. Wszystkie nietrywialne zera funkcji Riemanna lezZg na prostej Rez = %

3.12. Lemat Fatou

Twierdzenie 3.12.1 (Twierdzenie Lindeléfa. Niech D C C bedzie obszarem Jordana, (g € 0D i niech
feoD)NC(D\{¢}) bedzie ograniczona. Wtedy, jezeli lim  f({) =ai lim f({)=0b,toa="0
dD3(—¢y dD3¢(—(d
li =a.

oraz DBIZIECO f(z)=a
Dowdd. Wobec twierdzenia Osgooda—Carathéodory’ego mozna zatozyé, ze D = D. Niech |f]| < M.

Zalozmy najpierw, ze a = b = 0. Ustalmy € > 0 i niech punkty A, B € T leza symetrycznie wzgledem (g
i tak, ze |f(¢)] < &, ¢ €AB. Bedziemy chcieli pokazaé, ze |f(z)| < vV Me, z € [A, B] (co zakonczy dowdd).
Dla uproszczenia zatézmy, ze prosta AB pokrywa sie z osig 0x. Niech S oznacza obszar ograniczony tukiem
AB i odcinkiem [A, B]. Niech S’ bedzie obszarem symetrycznym wzgledem S (wzgledem osi Ozx) i niech A
oznacza calg ,soczewke”. Dla 0 < o < 1 zdefiniujmy

9a(2) == f(2)f(Z)(z = )" (2 = o)™, ¢ € AN\ {Co}-

Jest to funkcja holomorficzna w A i ciggla w A (w punktach (o i (, ktadziemy zero — tu korzystamy
7 ograniczonosci funkeji f). Na OA mamy |go| < Med?®, gdzie d := diam A. Z zasady maksimum nier6wnos$é
ta przenosi sie do A. W szczegélnosci, na odcinku [A, B] dostajemy |go(2)| = |f(2)?|z — (o|** < Med?>.
Teraz wystarczy @ — 0.

W przypadku ogblnym postepujemy nastepujaco. Niech g := (f — a)(f — b). Wtedy ¢ spelnia zalozenia
naszego twierdzenia z ¢ = b = 0 i na podstawie pierwszej czesci dowodu mamy limps.—.¢, g(2) = 0. Poniewaz
[ jest ograniczona, z dowolnego ciggu D > 2z, — (o mozemy wybrac podciag (zx(e))2, taki, ze f(zx)) — a

(17) Ernst Lindelsf (1870-1946) — matematyk firiski.
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o4 3. Funkcje holomorficzne 11

lub f(zx) — b. Wystarczy wiec wykluczy¢ sytuacje, w ktorej a # b. W tej sytuacji, niech D > 2z, — (o,
f(zr) — a, D > wy — o, flwg) — b, K(a,r) N K(b,r) = @, f(z) € K(a,7), f(wg) € K(b,7),
k € N. Niech ¢ bedzie punktem lezacym na przecieciu f([zx,wg]) i symetralnej odcinka [a, b] i niech uy €
(25, wi] N f7 (e ). Wtedy up — (o, ale z ciagu (f(ug))$S, nie mozna wybra¢ podciagu zbieznego do a lub
b. O
Twierdzenie 3.12.2 (Lemat Fatou @ Jezeli f € O(D) jest ograniczona, to dla prawie wszystkich
Co = €% € T istnieje skoriczona granica katowa, tzn. dla dowolnego A > 1 istnieje granica

lim z);
pdim - f(2)
lz—ColSA(1—[z])
w szczegolnosci, istnieje granica radialna
lim f(re®).
r—1
Dowdd bedzie oparty nastepujacym lemacie.

Lemat 3.12.3 (Lemat Lojasiewicza@. Niech D & C bedzie obszarem, g € O(D), (o € D. Zatizmy, ze
granica lim,_,¢, g(z) =: ¢ istnieje i jest skoriczona. Wtedy dla dowolnego A > 2 mamy

I —Go)g'(2) =
pam (2= Co)g'(2) =0,
|7=Col<AB()

gdzie §(z) := 1 dist(z,0D), z € D.
Zauwazmy, ze w przypadku D = D mamy §(z) = (1 — |2|), co oznacza, ze istnieje granica katowa.
Dowdd. Niech C(z) := C(z,0(2)), n(z) = max{|g(¢) — | : ¢ € C(2)}, z € D. Ze wzoru Cauchy’ego dla

pochodnej, dla |z — (o] < Ad(z), dostajemy

1 — 1 9(¢) — ¢ n(z)
[(z = Go)g'(2)] = ‘(Z —C)5 /C(z) Wdﬁ‘ <z - C0|@ < An(z) v 0
Dowdd lematu Fatou. Niech |f| < M. Zdefiniujmy
F(z) = o ]f(C)dC, z €D.

Wtedy F' € O(D), F' = f oraz
|F(Zl)—F(22)|<M‘Zl—ZQ|, z1, 29 € D.

W szczegdlnosci, funkcja F przedtuza sie na D do funkeji F spelniajacej warunek Lipschitza ze stala M
(CwiczeNIE). Niech @(0) := F(e"?). Zauwazmy, ze

CWICZENIE)

. oo
|B(0)) — B(6)] < M|t —e%2| < const |0 — 6|, 61, 05 €[0,27].
Na podstawie twierdzenia Rademachera wiemy, ze funkcja @ ma dla prawie wszystkich 6 € [0, 27|
pochodna. Niech 6y € (0,27) bedzie takie, ze ®'(6) istnieje. Zdefiniujmy (y := €% i niech

F(z) = F(¢o)

= D .
9(2) 2 -G z €D\ {Co}
Wtedy
i T P(0) — P(6o) 1 o 1
TBI?ECO 9(0) = elgle}o 00 <o =9 (90)2_6T00.

(18) Pierre Fatou (1878-1929) — matematyk francuski.
(19) Stanistaw Lojasiewicz (1926-2002) — matematyk polski.
(29) Hans Rademacher (1892-1969) — matematyk niemiecki.
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Na podstawie twierdzenia Lindeltfa (korzystamy tu tylko z przypadku a = b) wnioskujemy, ze

li = —ie= @' (0)).
pdim g(z) = —ie (o)

Zauwazmy, ze f(z) — g(z) = (z — (0)¢'(2). Teraz lemat Lojasiewicza daje

I —g9(2) =
pdim - (f(2) —9(2)) =0,
|2=Go <AL=z

a stad
lim f(z) = —ie=%d'(6,). O

D>2z—(o
[z2—Co| SA(1—[2])






ROZDZIAY. 4

Funkcje harmoniczne i subharmoniczne

4.1. Funkcje harmoniczne

Definicja 4.1.1. Niech 2 C R? bedzie zbiorem otwartym i niech h € C2(£2,R). Powiemy, ze funkcja h jest
harmoniczna na 2 (h € H(12)), jezeli

_Ph | _

Ah= — 4+ — = 0.
h 8x2+8y2 0 na

Obserwacja 4.1.2. (a) H({2) jest przestrzenia wektorowa.

(b) A =42
(c) Pojecie harmonicznosci przenosi sie oczywiscie na dowolny zbiér otwarty 2 C R™: méwimy, ze funkcja

h € C%(£2,R) jest harmoniczna na 2 (h € H(2)), jezeli

(d) Dla n = 1, jezeli £2 C R jest przedziatem, to dla funkcji h € C?(§2,R) mamy h € H({2) <= h jest
liniowa.

Propozycja 4.1.3. Niech D C C bedzie obszarem gwiaZdzistym i niech h : D — R. Wowczas h € H(D)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja f € O(D) taka, ze h = Re f.

Dowdd. Niech f =u+iv e O(D). Wtedy

oyl D00 D0u_ 000 dov_ Pu

 OdxOxr Oydy Oxdy Oydx Oxdy Oydr
Niech h € H(D). Wtedy forma Pdx + Qdy := —hydx + hj,dy jest d-zamknigta poniewaz Py — Q) =
—hyy — hy, = —Ah = 0. Wynika stad, ze istnieje v € CY(D,R) taka, ze v/, = P = —hy, v, = Q = hi, co
oznacza, ze h +iv € O(D). O

Definicja 4.1.4. Niech D C C bedzie obszarem. Jezeli h € H(D) i h + iv € O(D), to méwimy, ze v jest
funkcja harmoniczng sprzezona z h.

Whiosek 4.1.5. Niech 2 C C bedzie otwarty.
(a) H(2) C C¥(12).
(b) Jezeli f € O(£2) i 0¢ f(£2), to In]|f] € H(£2).
(c) Niech 2, {2 C C bedg otwarte, h € H({2'), f =u+iv € O(2,2). Wowczas ho [ € H(2).

Obserwacja 4.1.6. Funkcja harmoniczna sprzezona jest wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscia do stale;j.

Propozycja 4.1.7 (Zasada identycznosci). Niech D C C bedzie obszarem i niech h € H(D) bedzie taka,
ze h = 0 na pewnym niepustym zbiorze otwartym U C D. Wiedy h =0 na D. W szczegdlnosci, jezeli dwie
funkcje hi, ho € H(D) sq réwne na niepustym podzbiorze otwartym, to hy = hy na D.

67
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4. Funkcje harmoniczne i subharmoniczne

Dowdd. Niech Dy := {a € D : h = 0 w pewnym otwartym otoczeniu U C D punktu a}. Oczywiscie, Dy #
@ oraz Dy jest otwarty. Pozostaje pokaza¢, ze Dy jest domkniety w D. Niech b € D N Dy. Niech U C D
bedzie obszarem gwiazdzistym, b € U, i niech f € O(U) bedzie taka, ze Re f = h (Propozycja[i.1.3). Wiemy,
zeRef=h=0nalUNDy#@.Stad h=Ref=0naU. ]

Propozycja 4.1.8 (Zasada maksimum). Niech D C C bedzie obszarem i niech h € H(D), h # const. Wtedy
funkcja h nie osigga w D maksimow lokalnych. Jezeli D jest ponadto ograniczony, to

h(z) <sup{limsuph(z): ¢ € 0D}, =ze€ D.
D>z—¢

Oczywiscie, zastepujac w powyzszej propozycji funkcje h przez —h, dostajemy zasade minimum.

Dowdd. Przypu$émy, ze h osigga maksimum lokalne w pewnym punkcie a € D. Niech U C D bedzie
obszarem gwiazdzistym, a € U, takim, 7ze h(z) < h(a), z € U. Niech h = Re f, gdzie f € O(U). Wtedy
lef| = e osiagga maksimum lokalne w punkcie a. Stad e = const i w konsekwencji h = const w U, co wobec
zasady identycznosci dla funkcji harmonicznych, daje sprzecznosé.

W przypadku, gdy D jest ograniczony postepujemy tak, jak w dowodzie Propozycji 2.3.7] O

Niech u : C(a,r) — [—00,400) bedzie dowolna ograniczona od gory funkcja mierzalng (tzn. funkcja
[0,27) 3 @ — u(a + re?) jest mierzalna), np. funkcja potciagta z gory. Zdefiniujmy

1 [ 2|z —af 0
P(u;a,r;z) := 277/0 e = (= a)fE u(a +re)dd, ze€ K(a,r),

1 27 .
J(u;a,r) == P(u;a,r;a) = —/ u(a + re?)ds.
0

2
Funkcja
1<% — 1212
P(z,() =
==

nosi nazwe jgdra Poissona [l Mamy wiec wzor

1

P(u;a,r;z) = o
™

2
/ P(z — a,re)u(a + re'?)do
0

Liczba J(u;a,r) to srednia catkowa funkcji u na okregu C(a,r).

Obserwacja 4.1.9.

ISP —12* _ o ¢+2
T —ReC_Z, z e C\{¢}.

€ H(C\ {¢}). W konsekwencji, na podstawie twierdzenia o funkcjach danych catka,
H(K

(a,r)).
Propozycja 4.1.10 (Wzor Poissona). Niech h € C(K (a,r)) NH(K (a,7)). Wtedy

Wynika stad, ze P(-,()
dostajemy P(u;a,r;-) €
(

h(z) = P(h;a,r;2), =z¢€ K(a,r).

W szczegdlnosci:
. h(a) J(h;a,r) (twierdzenie o wartosci $redniej),

o 1L 02” P(z —a,re®)dd, z € K(a,r).

(1) Siméon Poisson (1781-1840) — matematyk i fizyk francuski.
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Dowdd. Mozemy zatozyé, ze a = 0. Niech f € O(K(r)), h = Re f. Wtedy dla |z| < s < r, mamy s?/Z ¢ K(s),
a stad na podstawie wzoru catkowego Cauchy’ego, dostajemy

1 f(©)
= =d
2o (- 2 ‘
i dalej
_ _ 1 fQ .. 1 [
h(z)-Ref(z)-Re(m/C(s)C_Zd( — c<s)<—fd>
a1 ~< +z a1 —52 4 |22
= Re (27ri /C(S) C—2)(C— f)f(odg) = Re (27ri /C(S (€ — 2)((Z — s2) f<od<>
_ 1 s? — |2 L[ sz
= Re (2m /C(S ¢I¢— z|2f(<)d<) (%/0 |setd — z|2f( *)d )
_ 1 . ih(se”)d@
2 fy  |set? — 2|2 '
Pozostaje tylko s 7 r. O

Whiosek 4.1.11 (Wzér Schwarza). Dla h € H(K (a,r)) NC(K (a,r)), niech
1 T re + (2 —a) 0
= — —_—— ¢ K .
f(z) o / e — (2 —a) h(a+re’)dl, z€ K(a,r)
Wtedy f € O(K(a,r)), Re f = h.
Wniosek 4.1.12 (Wzér Poissona—Jensena . Niech f € M(R2), gdzie 2 D D. Zatézmy, ze f nie ma zer

ani biegunow na T @ niech ai,...,a, oznaczajg zera funkcji f w D, zas by,...,b; — bieguny w D liczone
z krotnosciami. Wiedy:

H?:l hbj (Z) o
f(z)ié,:1 )|

przy czym jezeli p = 0 lub ¢ = 0, to uwazamy, zZe stosowny iloczyn jest rowny 1. W szczegolnosci:
e Dla z =0 dostajemy:

In ’ £(0)

o Jezeli f nie ma biegundw, to

In

1 2 ) )
Pla|f0.5:2) = 5= [ Plee”) nlf(e”)jds, = €D,
0

by by

al...ap

27
= Tnf0.1) = 5 [ i)

2m

o P(z,e") In|f(e?)|df, = e D In|f(0)] < J(In|f[;0,1).

In|f(2)] < P(In|f[;0,1;2) =

Cwiczenie 4.1.13. Sformutowa¢ wzoér Poissona-Jensena dla K (a,r).
Twierdzenie 4.1.14 (Twierdzenie Rieszow m Niech f € O(D) bedzie taka, ze
M :=sup{J(In" |f];0,7): 0 <r <1} < +o0
(np. f jest ograniczona). Zatézmy, ze zbidr
E:={0€[0,2n]: Th_)ml f(re?®y =0}
jest miary dodatniej. Wtedy f = 0.

() Johan Jensen (1859-1925) — matematyk dunski.
(®) Frederic Riesz (1880-1956) — matematyk wegierski.
(*) Marcel Riesz (1886-1969) — matematyk wegierski.
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Dowdd. Ustalmy 0 < € < 11 niech
E,:={0cE:|f(re)<edlare(1—-1/k1)}, keN.

Oczywiscie, E, /" E. Teraz dla k € No, z € K(1/2),1—-1/k < r < 1, korzystajac ze wzoru Poissona—Jensena,
szacujemy

1 . 1 ) )
In|f(z)]| < P(In|f];0,r;2) = — P(z,re’9)1n|f(re )|df + — P(z,rew)ln |f(rele)|d9
21 J g, 27 J(0,27)\ B,
1 . 1 . .
< — P(z,re)Inedd + — P(z,re®)In" [f(re®)|do
2r Jp, 27 J 0,27\ B,
1 — 1 .
<L bl L "Lt (e do
21 Jg, v+ |2 27 Jio2r\E, T — |2]
L, — |2| T+ |z
—L (B Ine +
27 ( ) r+ |z| r—|z|
1-— | ‘ 1+ |Z| 1 1/2 3/2
E | M < —,C In ——M
O R p (Brgmetis
1
— 1 M
k—+o0 27r£ ( ) nets3
skad wynika, ze |f| < e o )e na K(1/2). O

Definicja 4.1.15. Dla obszaru ograniczonego D C C i funkcji ciggtej b: 0D — R, problem Dirichleta Eﬂ
polega na znalezieniu funkcji h € H(D) N C(D) takiej, ze h = b na dD.

Z zasady maksimum dla funkcji harmonicznych wynika, ze funkcja h jest jednoznacznie wyznaczona (o
ile istnieje).

Cwiczenie 4.1.16. Pokaza¢, ze dla D, problem Dirichleta nie zawsze ma rozwigzanie.

Propozycja 4.1.17 (Problem Dirichleta dla kota). Dla funkcji ciggtej b: C(a,r) — R potdzmy

) b(2), z € C(a,r)
Mz) = {P(b;a,r;z), z € K(a,r)’

Wtedy h € C(K (a,r)) NH(K (a,T)).

Dowdd. Mozemy zalozy¢, ze a = 0. Na podstawie Obserwacji [f.1.9|oraz twierdzenia o funkcjach danych catka
wnioskujemy, ze h € H(K(r)). Pozostaje pokaza¢, ze dla dowolnego ¢ € C(r) mamy lim,_., P(b;0,r;2) =
b((o)- Niech C' > 0 bedzie takie, ze |b(z)| < C dla z € C(r). Ustalmy ¢y = re'® € C(r). Mozemy zatozyé,
0 < 0y < 2m. Dla dowolnego ¢ > 0 niech 0 < § < min{fp, 27 — 0y} bedzie takie, ze |b(re??) — b(re'®)| < e dla
|0 — 6p] < 0. Liczymy:

2m 1 2m

|P(b;0,7;2) — b(Cp) P(z, rew)b(rew)de - = ; P(z,rew)b(co)dﬁ)

|:‘% 2

< %(/ Pz, ) [p(re’”) = b(re™)[do + | P(z,r")[b(re™) — blre'®)|ds)

[0,270]\ [00—5,00+5] [60—5,00-+5)
(20 P(z,re®)do + 5/ P(z, rei‘g)d9>
S o [0,27]\ [00— 6,00 +5) (60— 6,00-+]
2 [,2
[0,27)\[fo—6,00+0] |T€" — 2] z=Co

(5) Peter Dirichlet (1805-1859) — matematyk niemiecki.
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4.2. Funkcje harmoniczne w pierscieniu

Cwiczenie 4.1.18. Korzystajac z powyzszego dowodu, wykazaé nastepujace ogélniejsze twierdzenie.
Niech b : C(a,r) — R bedzie dowolng ograniczong funkcjg mierzalng, ciggltq w pewnym punkcie (o €
C(a,r). Wtedy lim,_,¢, P(b;a,r; z) = b((o).

Whniosek 4.1.19. Problem Dirichleta posiada rozwigzanie w dowolnym obszarze D ograniczonym krzywg
Jordana (przy dowolnym b).

Dowdd. Niech f : D — D bedzie odwzorowaniem biholomorficznym (twierdzenie Riemanna), ktore jest
homeomorfizmem D — D (twierdzenie Osgooda—Carathéodory’ego). Niech h bedzie rozwigzaniem problemu
Dirichleta dla D z obtozeniem b o f~! (Propozycja . Wtedy h o f jest rozwigzaniem wyj$ciowego
problemu Dirichleta dla D (Wniosek j.1.5(c)). O

2. Funkcje harmoniczne w pierscieniu
Niech A := A(a,r1,72), 0 <1 < 719 < +00.
Propozycja 4.2.1. Kazda funkcja h € H(A) ma przedstawienie postaci
h(z) =aln|z —a| +Re f(z), z€ A,

przy czym stata o € R jest wyznaczona jednoznacznie, zas funkcja f € O(A) jest wyznaczona jednoznacznie
z doktadnosciq do statej urojonej.
Zauwazmy, zZe kazda funkcja powyzszej postaci jest oczywiscie harmoniczna.

Dowdd. Mozemy zalozy¢, 7e a = 0. Niech g := h) — ihy. Latwo wida¢, 7ze g € O(A). Niech g(z) =
Z;’;_o@ bpz®, 2z € A, bedzie szeregiem Laurenta funkcji g. Ustalmy 7o € (r1,72) i niech a:= Reb_q,
SRl rngrl

f(z) :==h(ro) —b_1lnro+ Z b P

k=—o0
k#—1

, z€A.

Latwo sprawdzi¢, ze szereg definiujacy funkcje f jest niemal jednostajnie zbiezny (CWICZENIE), a wiec
f € O(A). Zauwazmy, 7ze f(rg) = h(rg) — b_1 Inrg. Przechodzimy do sprawdzenia wzoru. Niech z = re®?,
€ (0, 27]. Liczymy

h(z) — h(rg) = (h(r) — h(ro)) + (h(rew) —h(r)) = /T R (z)dx + /0@ %h(re )dt
= z)dz 2)dz = 3 2Fdz
_Re/[ro : g(2)d +Re/cw(r)g( )d Rek;mbk /[ro,r]ucg’(r) d

+1 _ k+1

dz
= Re bk + Re (b_ 1/ —
Z k+ 1 ( [ro,JUCE (r) % )
k;é T
=Re(f(2) — h(ro) + b_1Inrg) + Re(b_1(Inr + ip — Inry))
=Re f(z) — h(ro) + (Reb_1) Inr — (Imb_1)e.
Dla z = ¢ (¢ = 27) dostajemy 0 = —(Im b1 )27, skad wynika, ze Imb_; = 0.

Przechodzimy do dowodu jednoznaczno$ci rozkladu. Wystarczy pokazac, ze jezeli h = 0, to a = 0
i Re f =0. Mamy 0 = aln|z| + Re f(z2), z € A. Niech f(z) = Y22 apz*. Wiemy, ze

1 1 [ A
- & = — f(re®)do
211 c(r) C 0
jest niezalezne od r. Wynika stad, ze 0 = J(0;0,7) = alnr+Reag, r1 < r < rq, a wiec « = 0. W konsekwencji,
Ref=0. (|
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Whiosek 4.2.2. Jezeli h € H(A), to
J(hia,r) =alnr+ 8, rn <r<rg,

72

dla pewnych a, 3 € R.
Definicja 4.2.3. Niech h € H(A(a,0,7)) (tzn. 1 =0, 79 = r) i niech
h(z) = aln|z —a| + Re f(2), z € A(a,0,r),

bedzie reprezentacja funkcji h dana przez Propozycje [4.2.1] Wprowadzamy nastepujaca klasyfikacje izolowa-
nych punktow osobliwych funkcji harmonicznych:

e punkt pozornie osobliwy (osobliwosé usuwalng), jezeli « = 0 oraz f ma w punkcie a osobliwo$é
pozorng; wtedy funkcja h przedtuza sie harmonicznie na K(a,r) (% := Re f),

o biegunem logarytmicznym rzedu —a, jezeli a # 0 oraz f ma w punkcie a osobliwo$é pozorng; wtedy
granica lim,_,, h(z) istnieje i jest nieskonczona;

e punktem istotnie osobliwym (punktem nieoznaczonosci), jezeli f ma w punkcie a biegun lub osobliwosé
istotng.

Whniosek 4.2.4. Jezeli h € H(A(a,0,7)) ma w a punkt istotnie osobliwy, to h(A(a,0,0)) = R dla dowolnego
0<o<r.
W szczegolnosci, granica lim,_,, h(z) nie istnieje.
Dowdd. Mozemy zalozy¢, ze a = 0 i niech h(z) = aln|z| + Re f(z), z € A(0,r) bedzie reprezentacja h
z Propozycji Przypusémy, ze dla pewnego 0 < ¢ < r istnieje ¢ € R\ h(A(0,6)). Wtedy (z wlasnosci
Darboux) albo h(z) < ¢, z € A(0,d) albo h(z) > ¢, z € A(0,0). Zastepujac ewentualnie h przez —h,
redukujemy sytuacje do pierwszego przypadku.
Niech f(z) = > pe . arz®, z € A(0,r). Wiemy, ze a_, # 0 dla pewnego p € N. Przypomnijmy, ze
J(h;0,s) = alns+ Reag
i zauwazmy, ze
27 ) ) 27 ) ) 2 1 o0 ) o0 ) )
h(se™)e Pdt :/ (Re f(se™))e Pdt :/ 7( apstert + Z Ekske_k”)e—mtdt
0 0 0o 2\, =~ e
=m(aps® +a_ps7P).

W konsekwencji,

alns+ Reap + %Re({ap)sp + %Re@d,p)s’p =alns+ Reag + %Re(((apsp +a_p,s7P))

1 2

=5- h(se™)Re(1 4 Ce P)dt < 2¢, (€T, 0<s<0d.
T Jo

W szczegolnosci, jezeli s — O+, to musi by¢ (CWICZENIE) Re((a@-,) = 0 dla dowolnego ¢ € T — sprzecz-
nos¢. (]
Whniosek 4.2.5. Niech h € H(A(a,0,r)). Wtedy:

e h ma w a punkt pozornie osobliwy wtedy i tylko wtedy, gdy granica lim,_,, h(z) istnieje i jest skori-
czona;

e h ma w a biegun logarytmiczny wtedy i tylko wtedy, gdy granica lim,_., h(z) istnieje i jest nieskori-
czona;

e h ma w a punkt istotnie osobliwy wtedy i tylko wtedy, gdy granica im,_,, h(2z) nie istnieje.

Propozycja 4.2.6. Kazda funkcja h € H(A) ma (niejednoznaczne) przedstawienie postaci
h(z) = Aln|g(z)], =ze€ A,

gdzie A € R, zas g € O*(A).
Zauwazmy, zZe kazda funkcja powyzszej postaci jest oczywiscie harmoniczna.
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4.3. Twierdzenia Harnacka i

Niejednoznaczno$¢ wynika np. z faktu, iz h = %111 lg"], n € Z,.

Dowdd. Mozemy zaltozyé, ze a = 0.
Niech h +iv € O(A\ R_), gdzie v jest funkcja harmoniczng sprzezona z h w obszarze jednospojnym
D := A\ R_, dana wzorem

v(z) = / —hydz + hidy, z€D.
Coe = (I21)
Zasadniczy dowod polega na wykazaniu istnienia statej A\ € R takiej, ze

R(z) == lim v(z) — lim v(z) =27A, —r2 <z <-r.
Im 2>0 Im 2<0

Istotnie, dla x € (—rg, —r1) mamy

R(z) = / —hydx + hi,dy — / —hy,dx + hi,dy = / —hy,dx + hi,dy.
CF(—=) Co " (—=) C(—z)
Rownosé R(xz1) = R(z2) dla —ry < 1,29 < —r1, wynika teraz natychmiast z faktu, ze forma —h;dm + hldy
jest zamknieta.
Jezeli A =0, to h+iv € O(A\R_)NC(A) = O(A) (twierdzenie Morery) oraz h = In |e"+%|.
Jezeli X # 0, to g := exp(5(h + iv)) € O(A\R_) NC(A) = O(A) oraz h = Aln|g]. O

Obserwacja 4.2.7. Niech h € H(A(a,0,7)) i niech h = Aln |g| bedzie reprezentacja funkcji z Propozycji
Mozemy zalozy¢, ze A € R, (zastepujac w razie potrzeby g przez 1/g). Zalozmy, ze A > 0.

e Przypusémy, ze a jest punktem pozornie osobliwym dla h. Wtedy granica lim,_,, h(z) istnieje i jest
skoniczona, co oznacza, ze funkcja g jest ograniczona w sasiedztwie a, a to z kolei implikuje, ze a jest punktem
pozornie osobliwym dla g. Ponadto, g(a) # 0 (g oznacza holomorficzne rozszerzenie g).

Zachodzi réwniez implikacja odwrotna: jezeli a jest pozornie osobliwy dla g i g(a) # 0, to jest pozornie
osobliwy dla h.

e Przypu$émy teraz, ze a jest biegunem logarytmicznym dla h. Wtedy a nie moze by¢ punktem istot-
nie osobliwym dla g (czyli jest biegunem lub punktem pozornie osobliwym dla g). Ponadto, jezeli jest to
osobliwo$¢ usuwalna dla g, to g(a) = 0.

Zachodzi réwniez implikacja odwrotna: jezeli a jest pozornie osobliwy dla g ig(a) = 0, lub a jest biegunem
dla g, to a jest biegunem logarytmicznym dla h.

e W konsekwencji, a jest punktem istotnie osobliwym dla h, wtedy i tylko wtedy, gdy a jest punktem
istotnie osobliwym dla g.

Twierdzenie* 4.2.8 (Problem Dirichleta dla piericienia). Niech A := A(a,r1,72), 0 < 11 < r9 < 400.
Wtedy dla dowolnej funkcji ciggtej b : 0A — R istnieje funkcja h € C(A) N'H(A) taka, ze h = b na dA.

4.3. Twierdzenia Harnacka

Propozycja 4.3.1 (Twierdzenia Harnacka . (a) Niech (hi)p2, C H({2) oraz h : 2 — R. Jezeli

. . . ogrtap, oPtap
hyi — h niemal jednostajnie w 2, to h € H(§2) oraz 0Ty~ Dardy

dowolnych p,q € Z.

(b) Niech (hi)32, C H(D), gdzie D C C jest obszarem. Jezeli (hy)52, jest ciggiem monotonicznym oraz
cigg (hi(20))72, jest zbiezny (do liczby skoriczonej) dla pewnego zo € D, to cigg (hy)72 , jest zbiezny niemal
jednostajnie w D. W szczegolnosci, funkcja h := limg_, 4 oo hy jest harmoniczna w D.

Dowdd. (a) Niech K(a,r) CC 2 bedzie dowolne,

niemal jednostajnie w {2 dla

1 (7 retf 4 (z—a) 0
fk(z) = %/0 mhk(a+re )d@, S K(a,r), ke N.

(°) Karl Harnack (1851-1888) — matematyk niemiecki.
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Poniewaz hy — h jednostajnie na C(a,r), dostajemy stad f — f niemal jednostajnie w K(a,r), gdzie

f(z): ! /% Mh(a—i—rew), z€ K(a,r).
0

T or ret — (z —a)
Wynika stad, ze f € O(K(a,r)), a wiec h = Re f € H(K(a,r)). Ponadto, f,gz) — f® niemal jednostajnie
w K(a,r) dla dowolnego ¢ € N, a stad gz:gi’; = iqflgp+q) — afrtea = g;;;gq niemal jednostajnie
w K(a,r).

(b) Mozemy zatozy¢, ze hy < hpt1, k € N. Niech K(zp,r) CC D. Pokazemy, ze (hy)52, jest zbiezny
niemal jednostajnie w kole K (zg, 7). Zastepujac punkt zp dowolnym punktem tego kota, mozemy ,rozpropa-
gowa¢” zbieznos¢ na caly obszar D. Dla uproszczenia zaldzmy, 7e zo = 0. Dla £ > k i z € K(r) mamy

he(2) — ha(2) = — /0 ’ %(he(re“’) — hu(re”®))do

Tor |retd — z|
L [*Tr 4|2 i0 i0 r+ 2|
X 5 h ¢ - h ¢ de = h 0) — h 0
o 0 T*‘Z|( [(T@ ) k(re )) ’I"*| |( Z( ) k:( ))
Wynika stad natychmiast, ze ciag (hi)52, spelnia niemal jednostajny warunek Cauchy’ego w K (r). |

4.4. Funkcje subharmoniczne

Definicja 4.4.1. Niech 2 C C bedzie zbiorem otwartym. Funkcje u : {2 — [—00, +00) nazywamy subhar-
moniczng na 2 (u € SH(2)), jezeli:

e u jest potciagla z gory na 2, tzn. u € C1(§2),

e dla dowolnego obszaru D CC §2 i dla dowolnej funkcji h € C(D) N H(D), jezeli u < h na 9D, to
u< hwD.

Obserwacja 4.4.2. (a) Bezposrednio z powyzszej definicji oraz z zasady maksimum dla funkcji harmonicz-
nych wynika, ze:

o H(N) C 8H(£),

o SH(N) + H(N2) =8H(N),

e Ryg-8H(N2) = 8H(N).

(b) Pojecie subharmonicznosci przenosi sie oczywiscie na przypadek zbioru otwartego 2 C R™: funkcje
polciagla z gory u : 2 — [—00, +00) nazywamy subharmoniczng na 2 (u € 8H(S2)), jezeli dla dowolnego
obszaru D CC §2 i dla dowolnej funkcji h € C(D) N'H(D), jezeli u < h na D, tou < h w D.

(c) Dla n =1, jezeli 2 C R jest przedzialem, to dla u : 2 — [—00,+00) mamy u € SH({2) < u jest
funkcja wypukta.

Propozycja 4.4.3 (Twierdzenie o wartosci §redniej). Zatdzmy, ze u € SH({2). Wtedy
u(a’) <J(u;a,r), G,EQ, 0<7’<d9(a).

Dowdd. Ustalmy a € 210 < r < dg(a). Niech (by)32, C C(C(a,r),R) bedzie ciggiem takim, ze by \, u
punktowo na C'(a,r). Niech hj, oznacza rozwiazanie Problemu Dirichleta dla kota K (a,r) z warunkiem brze-
gowym by, (Propozycja. Oczywiscie u < hg na C(a,r), a stad, wobec definicji funkcji subharmonicznej
i Propozycji dostajemy

u(a) < hi(a) = J(bg;a,r), k=1
Pozostaje jeszcze tylko skorzystaé z twierdzenia o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem
calki. O

Lemat 4.4.4. Niech D C C bedzie obszarem i niech v € C1(D,[—00,+00)), v # const. Przypusémy, ze dla
dowolnego a € D istnieje liczba R(a) € (0,dp(a)] o tej wtasnosci, ze

v(a) < J(vya,7), 0<r < R(a).

Wtedy funkcja v nie osigga w D maksimum globalnego.
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4.4. Funkcje subharmoniczne &

Dowdd. Przypus$émy, ze dla pewnego zo € D mamy v(z) < v(29), z € D. Niech Dy := v (v(2)). Oczywiscie
Dy # @. Zauwazmy, ze dla dowolnego punktu a € D{ N D mamy
v(zp) = limsup v(2) < limsupv(z) = v(a) < v(20),
Dg>z—a D>z—a
co oznacza, ze Dy jest zbiorem domknietym w D. Z drugiej strony, jezeli a € Dy, to

v(z0) = v(a) < J(v;a,r) <v(z), 0<7r<R(a),

co oznacza, ze K(a, R(a)) C Dy, czyli ze Dy jest otwarty. Zatem, wobec spdjnosci D, dostajemy Dy = D,
czyli v = v(zg); sprzecznosé. |

Z Propozycji [£4.3]1 Lematu f.4.4] dostajemy natychmiast
Whiosek 4.4.5 (Zasada maksimum). Niech D C C bedzie obszarem i niech u € SH(D), u # const. Witedy
u nie osigga w D maksimum globalnego. Jezeli ponadto D jest ograniczony, to

u(z) < sup{limsupwu(z): ¢ € 9D}, z¢€ D.
D>z—(

Propozycja 4.4.6. Niech u : 2 — [—o0, +00). Wtedy u € SH(2) wtedy i tylko wtedy, gdy u € C'(§2) oraz
dla dowolnego a € 12 istnieje liczba R(a) € (0,dgn(a)] taka, Ze

u(a) < J(uya,7), 0<r<R(a).
Dowdd. Implikacja (=) wynika z Propozycji Dla dowodu implikacji przeciwnej, ustalmy obszar D CC
2 oraz funkcje h € C(D)NH(D) taka, ze u < hna dD. Niech v(z) := u(z) — h(z), z € D. Wobec Propozycji
4.1.10) mamy v(a) < J(v;a,r), 0 < r < min{R(a),dp(a)}, a € D. Stad, korzystajac z Lematu 4.4.4]
wnioskujemy, ze v < 0w D, czyli ze u < h w D. (]

Whiosek 4.4.7. (a) Niech u: 2 — [—00,+00). Witedy u € SH(L2) wiedy i tylko wtedy, gdy dowolny punkt
a € 2 posiada otoczenie otwarte U, C §2 takie, ze uly, € SH(U,). Innymi stowy, subharmoniczno$é jest
wtasnoscig lokalng.

(b) 8H(2) + 8H(N2) = SH(£2).
Propozycja 4.4.8. Niech u : 2 — [—o0, +00). Wtedy u € SH(2) wtedy i tylko wtedy, gdy u € C'(§2) oraz
dla dowolnego punktu a € D, 0 < r < dg(a) i wielomianu p € P(C), jezeli u < Rep na C(a,r), to u < Rep
w K(a,r).
Dowdd. Implikacja (=) jest oczywista. Przejdzmy do dowodu implikacji przeciwnej. Ustalmy a € 210 <
r < dg(a). Wobec Propozycji[f.4.6, wystarczy pokazac, ze dla dowolnej funkcji ciaglej b : C(a,r) — R takiej,
ze uw < bmamy u(a) < J(b;a,r) — por. dowod Propozycji[f.4.3] Ustalmy funkcje biniech ¢ : R — R, k > 1,
bedzie ciagiem wielomianéw trygonometrycznych takim, ze

. 1 1
b(a+re) + = — o (0)] < 0 € R.

k E
Niech p;, € P(C) bedzie taki, ze ¢r(0) = Repi(a+e¥), 0 € R, k > 1. Wtedy u < Repy na C(a,r), a zatem
2
u(a) < Repr(a) = J(Repr;a,r) < J(bja,7) + o k>1,
co przy k — 400 koriczy dowod. |

(7) Przypomnijmy, ze wielomianem trygonometrycznym nazywamy kazda funkcje ¢ : R — R postaci

k
p0) =ap + Z(aj cos j0 + 3;sinjh), 60 €R,
j=1

gdzie o, ..., o, B1, ..., Bk € R. Zauwazmy, ze ¢(0) = Rep(a + re'?), gdzie

k
), qz)=an+ > (o —iB))7 .

j=1

pe) = a(*
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Propozycja 4.4.9. Jezeli f € O(2) (2 otwarty w C), wowczas n|f| € SH(£2).
Dowdd. Wystarczy skorzysta¢ np. ze wzoru Poissona—Jensena (oraz Propozycji |4.4.6]). ]
Propozycja 4.4.10. Niech (uy)2, C SH(£2).
(a) Jezeli up, \, u, to u € 8H(£2).
(b) Jezeli up, — u niemal jednostajnie w §2, to u € SH(L2).
Dowdd. W obu przypadkach jest jasne, ze u € C'(£2). Poniewaz dla dowolnego k mamy uy,(a) < J (ug;a,r),

a € 2,0 <r < dg(a), pozostaje skorzysta¢ ze stosownego twierdzenia o przechodzeniu do granicy pod
znakiem calki oraz z Propozycji £.4.6 O

Propozycja 4.4.11. Niech (u;)ic; C SH(L2) bedzie dowolng lokalnie ograniczong z gory rodzing funkcji
subharmonicznych. Poldzmy u := (sup;c;u;)*, gdzie v* oznacza gorng regularyzacje funkcji v @ Wtedy
u € 8H(£2). W szezegdlnosci, max{uy, ..., un} € SH(2) dla dowolnych funkcji u1,...,un € SH(2).

Dowdd. Oczywiscie funkcja u jest potciagha z gory. Niech D CC £2, h € C(D)N'H(D), u < h na 9D. Wtedy
u; < h na 0D dla dowolnego @ € I, a stad sup;c; u; < h w D. Ostatecznie, poniewaz h jest ciagla, dostajemy
u< hwD. |

Propozycja 4.4.12. Niech G C (2 bedq zbiorami otwartymi w C i niech v € 8H(G), u € SH(12). Przypu-
S$émy, ze

limsupv(z) < u(¢), ¢ € (0G)N 1.
G3z—(

Niech

(z) = max{v(z),u(z)}, z€G .
u(z), z€ N2\G

Wiedy u € 8H(£2).
Dowdd. Oczywiscie u € C1(£2)iu € 8H(2\ G). Dla a € 2N G mamy

u(a) =ula) < J(usa,7) < J(uya,r), 0<r<dg(a). O
Propozycja 4.4.13. Niech u : 2 — [—o0,+00). Wtedy u € $H(£2) wtedy i tylko wtedy, gdy u € C'(£2)
oraz dla dowolnego a € (2 istnieje liczba R(a) € (0,dgn(a)] taka, ze

u(z) < P(u;a,r;z), 0<r<R(a), z€ K(a,r).

Dowdd. Implikacja (<=) wynika z Propozycji Dla dowodu implikacji (=) wystarczy rozumowac tak,
jak w dowodzie Propozycji [£.4.3] i wykorzysta¢ wzor Poissona:

u(z) < hi(z) = P(bg;a,r;2) \ P(u;a,r, z). O
Whiosek 4.4.14. 8H(£2) N (=8H(£2)) = H(S2).
Propozycja 4.4.15. Niech (ug)52, C SH(2) bedzie dowolnym lokalnie ograniczonym z gory ciggiem funkcji
subharmonicznych. Potézmy u := (limsup,_, | ug)*. Wtedy v € SH(£2).

Dowdd. Oczywiscie u jest polciagla z gory. Ustalmy a € 2 oraz 0 < r < dp(a). Na podstawie Lematu Fatou
mamy

lim sup ug () < limsup P(ug;a,r; z) < P(limsupug;a,r;z) < P(usa,r;2), z€ K(a,r).
k—-4o0 k— o0 k—+4oo

Poniewaz prawa strona jest funkcja ciaglta zmiennej z, dostajemy ostatecznie u(z) < P(u;ja,r;2), 2z €
K(a,r). O

(®) Przypomnijmy, ze dla lokalnie ograniczonej z gory funkeji v : 2 — [—00,+00) mamy v*(z) = limsup,/_,, v(z') =
inf{p(z) : ¢ € C(2,R),v < ¢}, z € 2. Uwaga: na ogd! sup,.; u; nie jest funkcja polciaglta z gory.
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Obserwacja 4.4.16. Funkcje subharmoniczne u € SH({2) takie, ze
1 *
u = (limsup —In |fk|)
k—4o00 k

gdzie fr € O(2), k € N, oraz ciag (|fk|1/k),;“;1 jest lokalnie ograniczony w (2, nazywamy funkcjami klasy
Hartogsa.

Twierdzenie* 4.4.17. Kazda funkcja subharmoniczna jest klasy Hartogsa.

Niech u : K(a,r) — [—00, +00) bedzie dowolna funkcja polciagla z gory. Zdefiniujmy srednig catkowq
funkeji v na kole K(a,r):

1
A(uja,r) = — u dL?.
r K(a,r)
Propozycja 4.4.18 (Twierdzenie o wartosci $redniej). Niech u : 2 — [—00,+00). Wiedy u € SH(2)
wtedy i tylko wtedy, gdy v € C1(£2) oraz dla dowolnego a € D istnieje liczba R(a) € (0,dg(a)] taka, ze
u(a) < A(usa,r), 0<r< R(a).
Dowdd. Jezeli u € SH(S2), to na podstawie Propozycji [4.4.3] mamy

1 T 2m ) ) T ) T
A(u;a,r) = —2/ / u(a + 7€) rdodr = —2/ J(u;a,7)TdT > —2/ u(a)rdr = u(a),
wr 0 0 T 0 T 0
a€f,0<r<dp(a).

Dowodzac implikacji przeciwnej, sprawdzamy najpierw, ze u nie osiaga maksimow (analogicznie jak
w dowodzie Lematu [4.4.4), a nastepnie rozumujemy tak, jak w dowodzie Propozycji m |
Propozycja 4.4.19. Niech D C C bedzie obszarem i niech u € SH(D), u # —oo. Wtedy u € L*(D,loc).
W szczegdlnosci, L2(u=!(—o0)) = 0.
Dowdd. Przypuéémy, ze dla pewnego 2o € D mamy fU w dL? = —oo przy dowolnym otoczeniu U punktu
z0. Stad, na podstawie Propozycji 4.4.18] latwo wnioskujemy, ze dla z € K(zo, %dD(Zo)) mamy

u(z) < A(u; 2, 2dp(z)) = —oc.

Niech Dy :={z € D : u = —co w pewnym otoczeniu punktu z}. Zbioér Dy jest oczywiscie otwarty. Pokazali-

§my juz, ze jest niepusty. Aby otrzymacé sprzeczno$é, wystarczy zauwazy¢, ze rozumujac dokltadnie tak, jak
wyzej, mozemy udowodni¢, ze Dy jest domkniety w D. |

Propozycja 4.4.20 (Lemat Hartogsa@. Niech (ur)72, C 8H(2) bedzie dowolnym lokalnie ograniczonym
z gory ciggiem funkcji subharmonicznych. Przypu$émy, zZe dla pewnego m € R mamy

limsup up < m.
k——+oo

Wtedy dla dowolnego zbioru zwartego K C (2 i dla dowolnego € > 0 istnieje ko takie, zZe
MAax uj <m+e, k=ko
Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego a € 2 teza propozycji zachodzi dla K := K(a, d(a)) przy

(
dostatecznie malym promieniu 6(a) > 0. Ustalmy ai0 < R < 3dq(a). Mozna zalozy¢, ze u, < 0w K(a,2R),
k > 1, oraz ze m < 0. Na wstepie zauwazmy, ze na podstawie Lematu Fatou, mamy

limsup A(ug;a, R) < A(imsup ug;a, R) < m.
k—-+oo k—-+o0

(%) Friedrich Hartogs (1874-1943) — matematyk belgijski.
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Niech 0 < § < R/2. Korzystajac z powyzszej nieréwnosci oraz z niedodatniosci funkcji ux na K(a,2R),
dostajemy

R? R?
limsup max wug(z) <limsup max A(ug;z, R+9) <limsup ————= A(ug;a, R) < —————=m.
k— 00 ze?(a,é) ( ) k— 00 zef(a,é) ( ) k——400 (R + 6)2 ( ) (R + 6)2
Wystarczy teraz wzia¢ § = §(a) tak male, by ostatni wyraz byl mniejszy od m + e. ]

Propozycja 4.4.21. (a) Niech I C R bedzie przedziatem otwartym i niech ¢ : I — R, bedzie dowolng
niemalejgeq funkcjg wypuktq. Wtedy dla dowolnego zbioru otwartego 2 C C i dla dowolnej funkcji subhar-
monicznej u: 2 — I mamy p ou € 8H(S?).

(b) e* € SH(£2) dla dowolnej funkcji u € SH(S2),

(c) uP € 8H(S2) dla dowolnej funkcji subharmonicznej u: 2 — Ry ip > 1.

Dowdd. (a) Na wstepie zauwazmy, ze funkcja ¢ jest ciagta (CWICZENIE). Stad pou € CT(£2). Ustalmy a € 2
i0<r <dg(a). Korzystajac z monotonicznodci funkeji ¢ oraz z nieréwnosci Jensena, dostajemy

p(u(a)) < p(J(usa,r)) < J(pousa,r).
(b) Niech uy := max{—k,u} € 8H(2), k € N. Oczywiscie ux, \, u. Na podstawie (a) z I := Rip(t) := €,
wnioskujemy, ze e € S8H({2), k € N. Teraz, z Propozycji a) wynika, ze e* € SH(12).

(c) Niech uy := max{1/k,u} € 8H(£2), k € N. Oczywiscie uy \, u. Na podstawie (a) z I := (0, +0o0)
i ¢(t) := tP, wnioskujemy, ze u} € SH(S2), k € N. Teraz, z Propozycji 4.4.10(a) wynika, ze u? € 8H(£2). O

Propozycja 4.4.22. Niech u € SH(£2), a € 2. Wtedy funkcje
(—o0,Indg(a)) >t — J(uja,e’), (—oo,Indp(a)) > t— A(u;a,e’)
sq niemalejgce © wypukte. Ponadto, jezeli v \, 0, to
J(uya,r) N ula), A(u;a,r)\ ula)

Dowdd. Na wstepie pokazemy, iz wystarczy sie ograniczy¢ wytacznie do funkcji J. Zauwazmy, ze jezeli
funkcja J(u;a,-) jest wypukla wzgledem lnr, to jest ciagla, a wiec mamy

2

A(uya,r) = 3

N .
" 2
/o J(u;a,7)TdT = Nl_igrloo N2 ;jJ(u; a, %) =: NETOO on(r).
Jezeli funkcja J(u;a, -) jest niemalejaca i wypukla wzgledem In r, to te same wlasnosci ma kazda z funkcji
@N, a zatem réwniez i granica. Ponadto,

2

u(a) < A(u;a,r) = 7"72/ J(u;a,7)rdr < sup J(uja,7) < J(u;a,r),
0

o<r<r

a zatem, jezeli J(u;a,r) — u(a), to te sama wlasnosé ma funkcja A. Przechodzimy do dowodu dla funkcji
J. Niech 0 < 1 < rg < dgp(a), niech by € C(C(a,rz2),R), by, \, u i niech hy oznacza rozwiazanie Problemu
Dirichleta dla K (a,rs) z warunkiem brzegowym by. Wtedy

J(uya,r) < J(hg;a,r1) = hi(a) = J(bg; a,r2),
co przy k — +oo daje monotonicznos¢ funkeji J(u;a, -). Zauwazmy, ze korzystajac z lematu Fatou, mamy
u(a) < liminf J(u;a,r) < limsup J(u;a,7) < — /27T lim sup u(a + %) df < u(a),
r—0 r—0 ™ Jo r—0
co dowodzi, ze J(u;a,r) \, u(a) przy r \, 0. Pozostaje sprawdzi¢ wypuklos¢ wzgledem Inr, tzn.
J(u;a,r2) — J(usa,11) r

In

J(usa,r) < J(usa,r1) + o "

, 0<r <r<ry<do(a).
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Ustalmy 0 < r; < ro < dg(a), niech by € C(0A(a,r1,72),R), bp \, u, i niech hj oznacza rozwigzanie
problemu Dirichleta dla pierscienia A(a,r1,r2) z warunkiem brzegowym by, (Twierdzenie . Wtedy, na
podstawie Wniosku [£.2.2]

J(hg;a,r) =aplnr+ B, r1 <71 <rg
dla pewnych ay, O € R. Ostatecznie, dla r1 < r < ry dostajemy
J(hg;a,re) — J(hg;a,r) 0t

J(uya,r) < J(h;a,r) = J(hgsa,m) + - In —
lnﬁ T1
J(by; — J(by;
:J(bk;aarl)"' ( k7a7r2) To ( k”a,rl) 1DL7
1nE 1
co przy k — 400 koriczy dowod. O

Whiosek 4.4.23. Niech uy,us € SH(£2). Jezeli u; < uy L2—prawie wszedzie w 2, to uy < ug w 2.

Propozycja 4.4.24. Niech 2 C C bedzie otwarty i niech (ug)ren C SH(S2) bedzie lokalnie ograniczony od
gory.
(a) Jezeli u = supyey ug, to zbior {z € 2 :u(z) < u*(z)} jest miary zero.
(b) Jezeli u :=limsup,,_, o ug, to zbior {z € 2 :u(z) < u*(z)} jest miary zero.
Dowdd. (a) Funkcja u jest oczywiscie mierzalna. Wystarczy pokazaé, ze A(u;a,r) = A(u*;a,r) dla dowol-
nych a € 210 <r <dg(a). Ustalmy a i r. Mamy
u(z) < P(uja,7;2), z€ K(a,7),0< 1<
Stad
u*(z) < P(uya,7;2), z€P(a,7), 0<71<r
Zauwazmy, ze
P(P(u;a,7;°);a,752) = P(uja,7;2), z€K(a,7),0<7 <7<
Tak wiec
Pw*a,1;2) < P(w;a,7,2), z€ K(a,7),0< 1<
W szezegolnosci, J(u*;a,7) < J(u;a,7), 0 < 7 < r. Ostatecznie, A(u;a,r) = A(u*;a,r).
(b) Niech vy := supy>, ur, k € N. Wtedy vy, \ u oraz

{ze2:u(z) <u*(z)} C U{z € 2 :v(2) <vp(2)}
k=1

i mozemy zastosowac (a). O

Definicja 4.4.25. Powiemy, ze zbior M C C jest polarny, jezeli dla dowolnego punktu a € M istnieje spojne
otoczenie otwarte U, oraz funkcja v, € SH(U,), v, Z —o0, takie, ze M N U, C v, (—00).

Kazdy zbior polarny jest miary zero (na podstawie Propozycji [4.4.19)).

Propozycja 4.4.26 (Twierdzenie o osobliwosciach usuwalnych dla funkcji subharmonicznych). Niech D C
C bedzie obszarem i niech M C D bedzie relatywnie domknietym podzbiorem polarnym w D. Niech dalej
u € SH(D \ M) bedzie dowolng funkcjq lokalnie ograniczong z gory na D Zdefiniujmy

u(z) ;= limsup u(?’), ze€D. [(*)
D\M3z'—=z

Wiedy w € S8H(D). Ponadto, zbiér D\ M jest obszarem.

(1) Tzn. dowolny punkt a € D posiada otoczenie otwarte U, C D takie, ze funkcja u jest ograniczona z gory na zbiorze
U.N(D\ M).

(11) Poniewaz zbior M jest nigdziegesty, wiec funkcja u jest poprawnie okre§lona dla dowolnego z € D. Lokalna ogra-
niczono$¢ funkcji w na D gwarantuje, ze u < +oo. Zauwazmy, ze u = (u1)*, gdzie u; := una D\ M i u; := —oco na M.
W szczegolnosci, a4 € C1(D). Oczywiscie @ = u na D\ M.
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Dowdd. Wynik ma charakter lokalny. Mozemy wiec zatozy¢, ze u < 0 in D\ M oraz M C v~ !(—o00), gdzie
v € 8H(D), v <0, v# —oo. Niech

. {u—l—(l/k;)v onD\M7 i~
—00 on M

Wtedy uy, € SH(D), k € N (CwiczeNIE). Niech ug = sup,ey ug. Zauwazmy, 7e uop = u na D\ P oraz ug =
—oo na P, gdzie P := v~1(—00) D M (P jest polarny). Na podstawie Propozycji (ug)* € SH(D). Na
podstawie Propozycji f.4.24a), zbior A := {z € D : ug(2) < (ug)*(2)} jest miary zero. Stad (u)* = uo = u
on D\ (P U A), a wiec, na podstawie Propozycji (ug)* =una D\ M.
Pozostaje pokazac, ze (ug)* = u. Oczywiscie, (ug)* = u = u na D\ M. Ustalmy a € M. Wtedy
(a) = limsup wu(z) = limsup (ug)*(z) < limsup(ug)*(2) = (uo)*(a)
D\M>z—a D\M>3z—a z—a

= limsupug(z) < limsup up(z) = limsup wu(z) < limsup u(z) = u(a).
z—a D\P>z—a D\P>z—a D\M>z—a

Aby uzyskaé ostatnia czesé tezy, przypusémy, ze D\ M = U;UUs, gdzie Uy, U, sa roztacznymi, niepustymi
zbiorami otwartymi. Wtedy funkcja u(z) := j dla z € U; musiataby sie przedtuzaé do funkeji subharmoniczne;
na D, co jest oczywiscie niemozliwe. O

Whiosek 4.4.27. Niech D i M bedq takie, jak w Propozycji[{.4.26

(a) Wtedy dla dowolnej funkcji u € SH(D) mamy u(z) := lmsuppy prs.r—, u(z’), z € D.

(b) Niech u € H(D \ M) bedzie lokalnie ograniczona w D. Wtedy u rozszerza sie harmonicznie na D.

(¢c) Niech f € O(D\ M) bedzie lokalnie ograniczona w D. Wtedy f rozszerza sie holomorficznie na D.
Dowdd. (a) wynika natychmiast z Propozycji

(b) Poniewaz u € SH(2\ M) i u jest lokalnie ograniczona, Propozycja daje rozszerzenie uy €
SH(D). Powtarzamy to samo dla funkcji —u i dostajemy rozszerzenie u_ € 8H({2). Mamy w4 +u_ € SH(D)
oraz Uy +u_ = u+ (—u) = 0 on D\ M. Stad, wobec Propozycji uy +u_ = 0, co implikuje, ze
u rozszerza sie do funkcji w € C(D) takiej, ze u(z) = P(u;a,r;2), z € K(a,r), a € M, 0 < r < dp(a)
(Propozycja [£.4.13), skad natychmiast wynika, ze u jest harmoniczna.

(c) wynika z (b) — CWICZENIE. O

Twierdzenie* 4.4.28 (Por. Propozycja [£.4.24). Niech 2 C C bedzie otwarty i niech (ug)gen C SH(£2)
bedzie lokalnie ograniczony od gory.

(a) Jezeli u := supyey Uk, to zbior {z € 2 :u(z) < u*(z)} jest polarny.

(b) Jezeli u :=limsup,,_,,  uk, to zbior {z € £2:u(z) <u*(z)} jest polarny.

(z
Ustalmy funkcje ¥ € C°(C,R4) taka, ze supp¥ = D, ¥(z) = ¥(|z]), 2 € C, oraz [ ¥ dL? = 1. Niech
|
U.(z):= QW(E), z€C, e>0.
Dla dowolnej funkcji u € L'(2,1oc), niech

ue(z) == / u(w)¥.(z — w) dL?*(w) = / u(z + ew)¥(w) dL*(w), z€ N :={z€ N:da(z) > ¢}
2 D

Propozycja 4.4.29 (Regularyzacja funkcji subharmonicznych). Dla funkcji u € $H(£2) N L' (§2,loc) mamy
ue € SH(2.) NC>®(82.) oraz u: \, u punktowo na §2, gdy £ \, 0.

Dowdd. Jest oczywiste, ze u. € C*(f2.). Dla a € 2.1 0 < r < dg_(a) mamy

2m
J(ue;a,r) = % /0 /Du(a + e + ew)W(w) dL?(w)df = 5 J(u;a + ew, r)¥(w) dL?(w)

2(w) = uc(a
;/Du(a—i—ew)W(w) dL*(w) = uc(a),
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co dowodzi, ze u. € SH(f2.). Zauwazmy, ze

1 27 1
= ula w w 2'LU: ula Teie TI)T T = 2T u, a T T)TAaT.
u5<a>f/D<+e>aD(>d.c<> // (a + erei®)D(r)rdod 2/0J<,,s>xv<>d,

skad, na podstawie Propozycji [£.4.22] oraz twierdzenia o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod
znakiem calki, wnioskujemy, ze u.(a) \, u(a) gdy € \, 0, przy dowolnym a € 2. |

Obserwacja 4.4.30. Z dowodu Propozycji {4.4.29| wynika, ze dla dowolnej funkcji ¥ € C§°(C,R;) takiej, ze
supp¥ =D oraz dla dowolnej funkcji u € 8H({2) funkcje

us(2) = /Du(z + ew)¥(w) dL*(w), 2z € 2, >0,

sa subharmoniczne

Propozycja 4.4.31. Niech u € C?(2,R). Wtedy u € 8H(2) <= Au >0 w £2.

Dowdd. (+<=): Na wstepie zalézmy, ze Au > 0 w 2. Niech D cC 2, h € C(D) N'H(D), u < h na dD.
Niech v := u — h i niech zg € D bedzie taki, ze v(z9) = maxp v. Przypusémy, ze v(zp) > 0 (w szczegolnosci,
20 € D). Wtedy oczywiscie (Au)(zp) < 0, co daje sprzecznosé. W przypadku ogdlnym wystarczy rozwazy¢
ciag v:(2) = u(z) +¢lz|?, z € 2, e > 0, i zauwazy¢, ze Av. = Au + 4e > 0 oraz ve \, u.

(=): Gdyby Au < 0 na pewnym obszarze D C (2, to z poprzedniej czesci dowodu wynikatoby, ze
—u € SH(D). Stad u € H(D); sprzecznosé. O

Propozycja 4.4.32. Jezeli u € 8H(£2) N L(£2,1oc), to Au > 0 na 2 w sensie dystrybucyjnym, tzn.
/ ulAp dL? >0, ¢ €CP(2,Ry).
o)

Odwrotnie, jezeli u € L'(§2,loc) jest funkcjq takq, ze Au > 0 na 2 w sensie dystrybucyjnym, to istnieje
funkcja v € 8H(R2) taka, ze u = v L2—prawie wszedzie w 2

Dowdd. Na wstepie zauwazmy, ze dla funkcji u € C2(82): Au > 0 na 2 w sensie dystrybucyjnym wtedy
i tylko wtedy, gdy Au > 0 na 2 w zwyklym sensie (CWICZENIE).

(=): Niech u. oznacza regularyzacje funkcji u (tak, jak w Propozycji . Oczywiscie Au. > 0 na
(2. w sensie dystrybucyjnym, czyli:

/ uAp dL? >0, ¢ €C(2,Ry).

Poniewaz u. \, v (Propozycja [4.4.29), zatem
/ ulAp dL? >0, ¢ €Cr(2,R,).
Q

(«<=): Na podstawie twierdzenia o roézniczkowaniu pod znakiem calki mamy

Au.(2) = /Qu(w)A(WS(- —w))(2)dL*(w) = 0.

(12) Nie zakladamy, 7e ¥(z) = ¥(|2|) oraz [¥ dL? = 1.
(*3) Uwaga: Nic nie méwimy o monotonicznosci i zbieznosci.
(14) Moéwiac obrazowo: nie ma funkcji ,udajacych” funkcje subharmoniczne.
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Oznacza to, ze u. € SH({2.). Obecunie pokazemy, ze ciag u. maleje, gdy € \, 0. Niech 0 < g1 < e9. Korzystajac
z Propozycji [f.4.29|dla z € 2., mamy

ey (2) = lim(,)o() = iy | ( / u(z + ew + £2€) W (€)ALY (€) ) ¥ (w)dL? (w)

e—0

e—0

—1m [ ( / u(z 4 ew -+ € (w)dL (w) ) U(E) dL(€)
D \Jp
= lim (ue)e, (2) = lim (ue)e, (2) = lim (ue, )e(2) = ue, (2).
e—0 e—0 e—0
Niech v := lim. g u.. Oczywiscie v € 83 (f2). Z drugiej strony, jak wiadomo, u. — u L*prawie
wszedzie w £2, a zatem u = v L2-prawie wszedzie w (2. |

Propozycja 4.4.33. Przypusémy, ze funkcja u € L' (§2,loc) jest taka, ze Au = 0 w sensie dystrybucyjnym,
tzn.

/ ulp dL? =0, ¢ €C(92).
Q
Wtedy istnieje funkcja h € H($2) taka, ze u = h L2 -prawie wszedzie w 2

Dowdd. Na podstawie Propozycji wnioskujemy, ze istnieje funkcja uy € SH(L2) taka, ze u = uy
L2-prawie wszedzie w 2. Mozemy wiec zalozy¢, ze u = uy € 8H(§2). Korzystajac ponownie z Propozycji
wnioskujemy, ze istnieje funkcja u_ € 83 ({2) taka, ze —u = u_ L>*-prawie wszedzie w (2. Stad, na
podstawie Wniosku h 4+ u_ = 0. Teraz wystarczy juz tylko skorzysta¢ z Wniosku z ktorego
wynika, ze h € H(£2). O

Propozycja 4.4.34. Przypusémy, ze funkcja f € L'(§2,loc) jest taka, ze % = 0 w sensie dystrybucyjnym,
tzn.

¢ o
— dL° = 5°(92,C).
Af% [' 07 50 € CO ( ) )
Wtedy istnieje funkcja fo € O)(£2) taka, ze fo = f L2—prawie wszedzie w 2 @

Dowdd. Wynik jest elementarny dla f € C1(£2,C). Niech f = u + iv. Wystarczy pokaza¢, ze funkcje u i v sa
harmoniczne w sensie dystrybucyjnym. Niech ¢ € C§°(12). Wtedy

/fA@d£2_4/f d£2_0 O
Propozycja 4.4.35. Dla dowolnych zbioréw otwartych 2,G C C oraz dla dowolnych funkcji f € O(02,G),
u € SH(G) mamy uo f € SH().
Dowdd. W przypadku gdy u € C?(G), wystarczy zauwazy¢, ze
Aluo f) = ((Au)o f)-|f',

i skorzystac z Propozycpm W przypadku ogolnym skorzystamy z regularyzacji (ue)->0 — por. Propozycja
leechve.—UEOf Wtedy v. € SH(f~H(G.)) ive \Juo f. O

Propozycja 4.4.36 (Twierdzenie Liouville’a). Jezeli u € SH(C) i u jest ograniczona z gory, to u = const.

Dowdd. Niech v(z) := u( ), z € C,. Wtedy v € 8H(C,) oraz v jest ograniczona z gory. W takim razie, na
podstawie Propozycji 4.4.26] v rozszerza sie do funkcji v € SH(C). Stad, na podstawie zasady maksimum,
dla dowolnego z € C, mamy

u(z) < max{m%x u, max v} = u(20)

dla pewnego zy € T. Ostatecznie, korzystajac ponownie z zasady maksimum, wnioskujemy, ze u = const.
O

(*%) Méwige obrazowo: nie ma funkeji ,udajacych” funkcje harmoniczne.
(16) Mobwiac obrazowo: nie ma funkcji ,udajacych” funkcje holomorficzne.
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Propozycja 4.4.37 (Twierdzenie Oki . Dla dowolnego tuku Jordana ~y : [0,1] — 2 mamy
u(y(0)) = limsupu(y(¢)), u € 8H(L).
t—0+

83

Dowdd. Oczywiscie mozemy zaltozyé, ze v(0) = 0 € £2. Przypusémy, 7e

u(0) > A := limsup u(vy(t)).
t—0+

Ustalmy r» > 01 0 < tp < 1 takie, ze:

o K(r)cc i,
o |[y(t) <rdal<t<ty,
b |’Y(t0)| =T,

o u(y(t)) < %(U(O) + A)dla0 <t < tp.

Mozemy zalozy¢, ze tg = 1. Dla 0 < p < r niech 0 < t, < 1 bedzie takie, ze:

o ()l =p,

o [y(t)>pdat,<t<1.

Niech L, :=v([t,,1]), D, := K(r)\ L,. Zauwazmy, ze D, jest obszarem jednosp6jnym. Niech ¢, : D —
D, bedzie odwzorowaniem konforemnym (z twierdzenia Riemanna) takim, ze ¢,(0) = 01 ¢}(0) € R>o. Na
mocy twierdzenia Carathéodory’ego, odwzorowanie ¢, przediuza si¢ w sposéb ciaglty na T (przediuzenie to
oznaczymy rowniez przez ¢,) tak, ze ¢,(T) C 0D,. Niech T, := {6 € [0,27) : ¢, (e”?) € L,} (zauwazmy,
ze T, jest podzbiorem domknietym w [0,27)) i niech m, := 5=L£(T},). Odnotujmy, ze |¢,(e”)| = r dla
0 €T, :=[0,2m) \ T,. Funkcja

2) = Pp(2)/ 2, z#0
IASE {@,p(w -

jest holomorficzna w D i ciagla w D; ponadto nigdzie si¢ nie zeruje. W szczegdlnosei, In |¢,| € H(D) NC(D),
a stad

/ 1 i %
I 2 (0) = I 6, (0)] = T 100, 1) = Tl 0.1) = 5 ([ Wl a0+ [ il () do)

P

>mynp+(1—m,)Inr.

Z drugiej strony, na mocy twierdzenia Koebegodostajemy ©},(0) < 4p (poniewaz y(t,) ¢ D).
Y.aczac te fakty, dostajemy
4p1—mp 2 rl—mp

b

a zatem lim,_.om, = 1. Ostatecznie:

u(0) < T(woi0.1) = 5 ([ ulen(e) o+ [ aln(e) d8) < myg(u(0) +4)+ (1= m,)e

gdzie ¢ := supg(, u, co przy p — 0 prowadzi do nieréwnosci u(0) < 1 (u(0) 4+ A) — sprzecznogé. O

Propozycja 4.4.38. Niech u € C'(2,Ry). Wtedy lnu € SH($2) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
wielomianu p € P(C) funkcja |eP|u(z) jest subharmoniczna. W szczegdlnosci, jezeli Inuy, Inug € SH((2), to
1n(u1 + UQ) S SJ‘((Q)

Dowdd. (=): Niech v(2) := [eP?)|u(z), z € 2. Wtedy Inv = Rep + Inw, stad Inv € 8H(£2), a wiec tym
bardziej v € 8H(£2).

(<=): Skorzystamy z Propozycji Ustalmy a € 2 oraz 0 < r < dg(a) i niech p € P(C) bedzie taki,
ze lnu < Rep na C(a,r). Wtedy v := |e"P|u < 1 na C(a,r), a poniewaz funkcja v jest subharmoniczna, wiec
z zasady maksimum dostajemy v < 1 w K(a,r), czyli Inu < Rep w K(a,r). |

(1) Kiyoshi Oka (1901-1978) — matematyk japoriski.
(*®) Paul Koebe (1882-1945) — matematyk niemiecki.
(19) Jezeli ¢ € O(D) jest funkcjq injektywng takg, ze ©(0) =0, ¢’(0) =1, to K(1/4) C ¢(D) — zob. [Lej 1957], § XIIL7.
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4. Funkcje harmoniczne i subharmoniczne

Propozycje mozna uogdlni¢ w nastepujacy sposob.

Propozycja 4.4.39. Niech u € C'(2,R,). Wtedy lnu € SH($2) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
a € C funkcja |e®*|u(z) jest subharmoniczna.

Dowdd. Oczywiscie jedyny problem to implikacja (<=). Zalézmy najpierw, ze u € C2({2,R,) Wystarczy
sprawdzi¢, ze A(lnu) > 0 w 2\ v 1(0). Zauwazmy, ze

dur2 | duy2
A(lnu):i(Au—W).

Niech @ = o + i3 i niech v := |e**|u. Wtedy

ou ou
< = az 2 ~ P .
0< Av=e |<Au+|a|u+2(aax+ﬁay))

Jezeli teraz ustalimy zo € 2\ ©v~1(0) i przyjmiemy

ou Ou
o s (20) o 3y(20)
= ) P ()

to dostaniemy (A(lnw))(z) = 0.

W przypadku ogélnym zauwazmy najpierw, ze funkcja u musi byé¢ subharmoniczna (u = |e°|u). Niech
(ue)e>0 0znaczaja regularyzacje funkeji u. Oczywiscie u. + ¢ \, u. Wystarczy wiec pokazac, ze In(u. 4 €) €
SH(£2), € > 0. Ustalmy € > 0. Poniewaz u. + ¢ jest klasy C*°, wiec na podstawie pierwszej czesci dowodu
wystarczy pokazaé, ze |e**|u. € 8H(f2.) dla dowolnego a € C. Ustalmy a € C. Wtedy

e |ug(2) = / e CH) |y (2 + ew) W (w)]e ™| dL?(w), 2 € £,
D
i teraz wystarczy juz tylko zastosowaé¢ Obserwacje O

Propozycja 4.4.40 (Lemat Schwarza). Niech u : D — [0,1] bedzie funkcjq takq, ze Inu € SH(D) oraz
u(0) = 0. Jezeli

lim sup M < 400,

D,.2>z—0 ‘Z|

to

u(z) < |z|, z €D, oraz limsup —= < 1.
D.32—0 |2

Ponadto, jezeli

Jeoep, @ w(z0) = |20 lub  limsup ulz) =1,
D.22—0 |Z‘

to u(z) = |z|, z € D.

Dowdd. Niech v(z) := “‘(ZZ‘), z € D,. Poniewaz Inv = Inu — In|z|, zatem v € SH(D,). Z zatozeri wynika,
ze funkcja v jest lokalnie ograniczona w D, zatem ktadac v(0) := limsupp 5, .0v(z), dostajemy funkcje

subharmoniczng na D. Stosujac do funkcji v zasade maksimum, otrzymujemy teze. ([l

Propozycja 4.4.41. Niech D C C bedzie obszarem wypuktym i niech v : D — R bedzie dowolng funkcjq
wypuktq. Wtedy u € SH(D).

Dowdd. Oczywiscie funkcja u jako wypukta jest ciagta. Ustalmy a € D i 0 < r < dp(a). Mamy

N N

1 2m 1 2m
J(uja,r) = Nlirilwz Nu(a + reﬂT) > ljifrgiupu(z N(a + 7“6127)) = u(a). O
j=1 =l
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Propozycja 4.4.42 (Twierdzenie Hadamarda o trzech okregach). Niech A := A(ri,72), 0 < r; <719 < 400
i niech funkcja u bedzie taka, ze Inu € SH(A). Przypusémy, zZe lim SUD)|;|—p, u(z) < Mj, j =1,2. Wtedy

wlzl gLzl
D 3

T

In

[N In —
ulz) <M; * M, ", ze€A

Dowdd. Wystarczy zastosowaé zasade maksimum (Wniosek [4.4.5) do funkcji A 5 z — |z|*u(z), gdzie o > 0
jest takie, ze r* My = r$ Mo. ]






Czesé 111

Uzupelnienia (poza zasadniczym wyktadem)






ROZDZIAL 5

Obszary Riemanna i przedluzanie funkcji holomorficznych

5.1. Regiony Riemanna nad C

Regiony Riemanna stanowia z jednej strony naturalne uogélnienie zbioréw otwartych w C. Z pewnego
punktu widzenia (Twierdzenie Thullena sa one moze nawet bardziej wlasciwym polem do uprawiania
teorii funkcji holomorficznych niz zbiory otwarte w C. Z drugiej strony, kazda niezwarta jednowymiarowa
rozmaito$¢ zespolona (por. Definicja[2.7.1) jest regionem Riemanna (Twierdzenie[5.5.8), co oznacza, ze teoria
regionéw Riemann obejmuje wszystkie niezwarte jednowymiarowe rozmaitosci zespolone.

Definicja 5.1.1. Pare (X, p) nazywamy regionem Riemanna nad C ((X,p) € R), jezeli:

e X jest przestrzenia topologiczna Hausdorffa,

ep: X — C" jest lokalnym homeomorfizmem, tzn. dowolny punkt a € X posiada otoczenie otwarte U
takie, ze zbiér p(U) C C jest otwarty oraz odwzorowanie p|y : U — p(U) jest homeomorfizmem.

Jezeli przestrzen X jest spojna, to mowimy, ze (X, p) jest obszarem Riemanna ((X,p) € Re).

Jezeli przestrzen X jest o—zwarta, to moéwimy, ze region (X,p) jest przeliczalny w nieskoriczonosci
((X,p) € Reo).

Odwzorowanie p nazywamy projekcjg. Zbior p~—'(a) nazywamy witéknem na punktem a € p(X). Za-
uwazmy, ze kazde wtékno jest zbiorem dyskretnym.

Kazdy zbior A C X taki, ze p|a : A — p(A) jest homeomorfizmem, nazywamy zbiorem jednolistnym.

Obserwacja 5.1.2 (CWICZENIE). (a) (X,p) € R wtedy i tylko wtedy, gdy (C,p|c) € R. dla dowolnej
sktadowej spojnej C' przestrzeni X.

(b) Jezeli 2 jest zbiorem otwartym w C, to (§2,id) € M. Bedzie to kanoniczny sposéb traktowania
zbioréw otwartych jako regiondéw Riemanna.

Oczywiscie, kazde lokalnie homeomorficzne odwzorowanie p : 2 — C pozwala traktowac (£2,p) jako
region Riemanna, np. (C, exp).

(c) Jezeli (X,p) € RiY C X jest zbiorem otwartym, to (Y,p|y) € R.

(d) Jezeli (X,p) € R, to odwzorowanie p jest otwarte. W szczegolnoscei:

e p(X) jest zbiorem otwartym,

e zbior otwarty U C X jest jednolistny wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie p|y jest injektywne.

(e) Rodzina (U, p|y), gdzie U przebiega wszystkie otwarte zbiory jednolistue, zadaje na X atlas jedno-
wymiarowe]j (niezwartej) rozmaitosci zespolonej.

(f) Niech (X,p) € R, i niech Y bedzie otwartym jednolistnym podzbiorem X takim, ze p(Y) = p(X).
Wtedy ¥V = X.
Definicja 5.1.3. Niech (X,p) € R i niech T bedzie dowolng przestrzeniag topologiczna. Powiemy, ze odwzo-
rowanie ciaglte 7 : T — X jest podniesieniem odwzorowania ciaglego v : T — p(X), jezeli po7y = 4.

Jezeli T C p(X), to kazde podniesienie ¥ odwzorowania idy nazywamy sekcjg nad T (7 € I'(T, (X, p))).

Obserwacja 5.1.4 (CwiCzeNIE). (a) Jezeli 5 € I'(T, (X, p)), to zbior (T jest jednolistny.
(b) Wobec Obserwaciji [5.1.2(f), jezeli (X,p) € R. i I'(p(X), (X,p)) # &, to X jest jednolistny.

Propozycja 5.1.5 (Zasada identycznosci dla podniesien). Jezeli przestrzen T jest spojna, to € T oraz
7T — X, j =1,2, s¢ dwoma podniesieniami odwzorowania v : T — p(X) takimi, Ze 71 (to) = F2(to),
to J1 = 7a.

89
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Dowdd. Niech Ty := {t € T : 41(t) = A2(t)}; To jest domkniety i niepusty. Pozostaje pokaza¢, ze Ty jest
otwarty. Niech u € Ty, a := 41(u) = 72(u) i niech U bedzie otwartym jednolistnym otoczeniem a. Wobec
ciaglosci 7; istnieje otwarte otoczenie V punktu u takie, ze 7; (V) C U, j = 1,2. Wtedy ;|v = (plv) ' ovlv,
j=1,2 astad V C Tp.

Wniosek 5.1.6. (a) (Zasada identycznosci dla sekcji) Jezeli T C p(X) jest zbiorem spdjnym, s1, S2 €
I'(T,(X,p)) i s1(20) = s2(20) dla pewnego punktu zy € T, to s1 = sa.

(b) Jezeli A1, Aa C X sq jednolistne, A1 N As # & oraz zbior p(A1) Np(As) jest spojny, to Ay U Ay jest
zbiorem jednolistym.

Zauwazmy, ze jezeli A1 N Ay = & lub zbior p(A;) N p(Az) nie jest spojny, to Ay U Ay nie musi byé
jednolistny — CWICZENIE.

Dowdd. (a) wynika natychmiast z zasady identycznodci dla podniesieri.

(b) Ustalmy g € Ay N Ag. Niech T := p(A1) N p(A2), s; := (pla,) 1 € (T, (X,p)), j = 1,2. Wtedy
s1(p(zg)) = sa(p(xo)), stad wobec (a), s1 = s2, co implikuje, 7ze s1 U s2 € I'(p(A1 U Ag), (X,p)), a wiec
Ay U As jest jednolistny. |

Niech (X,p) € R.Dlaa € X ir € (0, +00], niech Kx (a, r) oznacza otwarte jednolistne otoczenie a takie,
7e p(Kx(a,r)) = K(p(a),r) (o ile takie otoczenie istnieje). Zauwazmy, 7e:

e Kx(a,r) istnieje dla matych r > 0;

e jezeli kolo” Kx(a,r) istnieje, to jest jednoznacznie wyznaczone;

o jezeli Kx(a,r) istnieje, to dla dowolnych b € Kx(b,r) 1 0 < s < r — |p(b) — p(a)|, ,kolo” Kx (b, s)
istnieje oraz

Kx (b,7) = (Plrx (@)~ (K (p(b), 9));
o jezeli Kx(a,s) istnieje dla 0 < s < r, to ,kolo” Kx (a,r) istnieje oraz
Kx (av T) = U Kx (aa 5)
0<s<r
W szczegdlnosci, jezeli zdefiniujemy odlegtosé od brzegu
dx : X — (0,+], dx(a):=sup{r € (0,+o0] : Kx(a,r) istnieje}, a € X,
to dla dowolnego a € X maksymalne ,koto”
Kx(a) :=Kx(a,dx(a))
jest dobrze okreslone. Zdefiniujmy
Pa = PlRx(a), Koo :={a € X :dx(a) =400}, dx(A):=inf{dx(a):a€ A}, ACXKX,
A = U Kx(a,7), ACX, 0<r<dx(4).
acA
Obserwacja 5.1.7. (a) Jezeli (X,p) = (£2,id), gdzie 2 C C jest otwarty, to dy, zgadza sie z klasyczna
definicja. Ogoblnie mamy:
dX < dp(X) op.

(b) Wobec Obserwacji (f), jezeli Xoo # @, to kazda sktadowa X, jest odwzorowywana przez p
homeomorficznie na C.
(c)
ldx (a) — dx (b)] <|p(a) —p()], a€ X\ Xeo, beKx(a).
W szczegolnodcei, dx jest funkcja ciagla.
Istotnie, wobec Wniosku [5.1.6{(b), dla dowolnego b € Kx (a), zbiér U := Kx (a) UKx (b) jest obszarem
jednolistnym. Stad:

|dx (@) = dx (b)| = |du(a) = du(b)| = |dpw)(P(a)) = dpw) ()] < |p(a) = p(b)].
(e) Niech K CcC X bedzie zwarty. Wtedy:
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o Zbior K jest zwarty dla dowolnego 0 < r < dx (K).

Istotnie, niech (z)72, € K, 2) € Kx(ax,7), ax € K, k > 1 (w przysztosci (zob. Obserwacja
zobaczymy, ze X jest metryzowalna, wiec zwarto$¢ mozna sprawdzaé ,ciaggowo”). Mozemy zalozyé, ze a, —
ap € K, p(x) — 2o € C" oraz ay, € Kx(aog,¢€), k > 1, gdzie € := dx (K) —r. Wtedy Kx (ag,r) C Kx(ag)
i w zwigzku z tym z, = pol(p(zr)) — pa(20) =: @o. Ponadto, |p(z) — p(ao)| < r. Ostatecznie ¢ €
Kx(a(), T) C K,

e dx(K") > dx(K)—r (w rzeczywistosci zachodzi réwnosé — CWICZENIE).

s K= m0<r<dx(K) K

(f) Jezeli K jest zwarty i jednolistny, to K() jest jednolistny dla matych 7 > 0.

Istotnie, niech xy, € Kx (ak, 1/k), yx € Kx (b, 1/k), ax, by, € K, x. # yk, p(xx) = p(yx), k > 1. Mozemy
zalozy¢, ze a, — ag € K, by — by € K. Wtedy p(ap) = p(by) a stad ag = bg. Stad xx, yr € Kx(ap),
k > 1 — sprzecznodc.

Obserwacja 5.1.8. Niech v : [0,1] — p(X) bedzie krzywa, a € p~!(v(0)) i niech I, oznacza zbiér tych
t € [0,1], dla ktorych istnieje podniesienie 7; : [0,t] — X krzywej v|(o 4 takie, ze 7;(0) = a. Wtedy:

e 0¢€lp.

o Jezeli t € I, to [0,t] C I i dlatego I jest przedzialem.

o Yy =l dla 0 <t < t7, t" € Iy (wobec zasady identycznosci dla podniesien) i stad mamy
podniesienie 7 : Iy — X krzywej 7|z,, dla ktorego 7(0) = a.

o I jest otwarty w [0, 1]. Istotnie, jezeli U jest otwartym jednolistnym otoczeniem punktu 7(¢) (dla
pewnego t € [p N [0,1)) oraz 0 < § < 1 — ¢ jest takie, ze y([t,t + d]) C p(U), to mozemy zdefiniowac:

~ ) AR, t €0,1]
Tealt) = {<p|U>1<v<t>>, A

Z powyzszego wynika, ze albo Iy = [0,1] (i wtedy mamy podniesienie 7 krzywej ) albo Iy = [0,t*) dla
pewnego 0 < t* < 1.

o Jezeli Iy = [0,t*), to dx(F(Ip)) = 0 (w szczegdlnosci, 7(Ip) nie jest relatywnie zwarty). Istotnie,
gdyby dx (Y(Ip)) =r > 0, to biorac 0 < ¢ < t* tak, ze v(t) € K(y(t),r) dla ¢t € [¢,t*], i definiujac

NN C0) te
e () = {pg(lt)(v(t)% te

sprzecznosc.

dostaliby$Smy podniesienie ;- krzywej v|(o,4+]

Niech (X,p) € R.. Zauwazmy (CWICZENIE), ze dla dowolnych punktéw a,b € X istnieje krzywa 7 :
[0,1] — X taka, ze 5(0) = 0, ¥(1) = b i po7 jest tamang. Zdefiniujmy ox = o(x,) : X x X — Ry,

ox(a,b) :=inf{l(po7): 7:[0,1] — X jest krzywa, 7(0) = a, (1) =b}, a,be€ X.

Obserwacja 5.1.9. (a) o(x p)(a,b) = o¢p(x),ia)(p(a),p(b)), a,b € X.
(b) Jezeli A C X jest zbiorem jednolistnym takim, ze p(A) jest wypukly, to
ox(a;b) = [p(a) —p(b)|, a,be A

(c)

Kx(a,r)={x € X :0x(a,x) <r}, a€X, 0<r<dx(a).

Istotnie, inkluzja C wynika z (b). Jezeli ox(a,z) < ri#¥:[0,1] — X jest krzywa taka, ze 7(0) = a,
F(1) =xil(po7y) <r,to (po7)([0,1]) C K(p(a),r). Stad, z zasady identycznosci dla podniesien, dostajemy
7:[0,1] — Kx/(a,r).

(d) ox jest ciaglta metryka. Topologia generowana przez o x pokrywa sie z wyj$ciowa topologia przestrzeni
X.

(e) Dla dowolnej przestrzeni metrycznej (Y, d) i odwzorowania f: X — Y, NWSR:

(1) d(f(a)vf(b)) <O-X(avb)a a7b€X;
(ii) d(f(a), f(b)) < [p(a) = p()|, a€ X, beKx(a)
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Istotnie, implikacja (i) = (ii) wynika z (b). Dla dowodu implikacji przeciwnej, ustalmy a,b € X i krzywa
7 :[0,1] — X taka, ze 5(0) = a, (1) = b. Wtedy (CWICZENIE) istnieje N € N oraz punkty 0 =to < --- <
ty =1 takie, ze (t;) € Kx(Y(tj-1)), s =1,...,N. Stad
N N
d(f(a), f(0)) < Y d(fGt-1)) FEE))) < D IpF(E-1)) = pEE))] < £p 0 7).
j=1 j=1
co daje (i).
W szczegolnosci, wobec Obserwacji c),
ldx(a) —dx (b)| < ox(a,b), a,b€ X\ Xeo.

(f) Niech ag € X, 0 < £ < dx(ap) i niech U. bedzie sktadowa spdjna zbioru {x € X : dx(z) > €}, do
ktorej nalezy ag. Wtedy, dla dowolnego ¢ > 0, zbiér

Uep =4z € U, : oy (ag,z) <t}
jest relatywnie zwarty w X.

Istotnie, niech I := {t > 0 : U,y CC X}. Wobec (c), mamy (0,¢] C I. Aby udowodni¢, ze I = Rsq
wystarczy pokazac, ze dla t > e, zachodzi implikacja t € [ = ¢t + /2 € 1. Wystarczy wiec pokazaé¢ np. ze

U57t+5/2C U Kx(b78).
beUs,t

Ustalmy a € U yyc2 \ Uey 1 niech 7 @ [0,1] — U bedzie krzywa taka, ze 7(0) = ao, ¥(1) = a oraz
L(po7) <t+e/2. Niech T € (0,1) bedzie takie, ze b :=75(7) € Kx(a,¢) \ Kx(a,&/2). Wtedy

t+e/2>L(po7) =~LpoTlo) +LPolriy) = €poFlon) + [p(b) —pla)l > L(poFlp-) +e/2
Skad wynika ze, £(po7|j,-)) < t, a wiec b € U, ; oraz a € Kx (b, ¢).

Obserwacja 5.1.10. (a) Wiadomo (zob. [Die 1944], [Bou 1965]), ze dla dowolnej rozmaitosci spojnej M
klasy C', NWSR:

(i) M jest o—zwarta;

(ii) topologia M ma baze przeliczalna.

(b) Wiadomo réwniez, ze kazda powierzchnia Riemanna jest c—zwarta (zob. [Rad 1925]; wynika to row-
niez posrednio z twierdzenia Poicarégo—Volterry (Twierdzenie oraz twierdzenia Gunninga — Narasim-
hana (Twierdzenie [5.5.8).

(c) Istnieje spOjna, jednospojna dwuwymiarowa rozmaito$¢ zespolona, ktéra nie jest o—zwarta (zob.
[Cal-Ros 1954)).

Twierdzenie 5.1.11 (Twierdzenie Poincarégo—Volterry [][el . Re C Roo. W szezegolnosci, jezeli (X, p) €
Re, to:

o wildkna sq co najwyzej przeliczalne,

e topologia przestrzeni X ma baze przeliczalng ztozZong z relatywnie zwartych obszaréw jednolistnych.
Dowdd. Ustalmy ap € X i niech U, and U, beda takie, jak w Obserwacji f). Niech ky € N bedzie
takie, ze 1/ko < dx(ao) i niech Vi := Uy p 1, k > ko. Wobec Obserwacji mamy Vi CC X, k> k.
Zauwazmy, 7e Vi, C Vip1 (CWICZENIE) oraz X = Uk, Vi (CWICZENIE).

Jest jasne, ze jezeli X jest o—zwarta i widkna sa dyskretne, to sa co najwyzej przeliczalne. Pokazemy
jeszcze, ze topologia X ma baze przeliczalng zlozong z relatywnie zwartych obszaréw jednolistnych. Niech
X = U;il K, gdzie kazdy ze zbioréw K; jest zwarty. Dla ustalonych j € N1 0 < r < dx(Kj), istnieje zbior
skonczony S, C Kj taki, ze K; C |J Kx (z,7). Pozostaje sprawdzi¢ (CWICZENIE), ze rodzina

CE€S_7’77‘
{Kx(z,r):jeN, 0<r< dx(Kj), reQ, xe Sjﬂn}
jest poszukiwana baza. O

(*) Jules Henri Poincaré (1854-1912) — matematyk francuski.
(?) Vito Volterra (1860 —1940) — matematyk wloski.
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Twierdzenie 5.1.12 (Twierdzenie o monodromii). Niech (X,p) € R. Niech A bedzie przestrzeniq lokalnie
zwartq, spojng i lokalnie spajng, i niech B bedzie przestrzeniq lokalnie spojng. Ustalmy ag € A. Zatézimy, ze

F:AxB— p(X)

jest odwzorowaniem cigglym oraz dla dowolnego b € B istnieje podniesienie ﬁb : A — X odwzorowania
F, .= F(-,b) takie, ze odwzorowanie B 3 b+— Fy(ag) € X jest ciggte. Wtedy odwzorowanie

A X B> (a,b) »Lﬁb(a) eX
jest ciggte.

Dowdd. Najpierw sprawdzimy, ze F jest ciagle w kazdym punkcie (ap,b), b € B.

Istotnie, ustalmy b; € B i niech W bedzie otwartym jednolistnym otoczeniem ﬁ(ao, b1). Istnieja spojne
otoczenia U C A punktu ag i V' C B punktu by takie, ze:

F({ao} x V) C W (korzystamy z ciaglosci b — F(ag, b)),

FU x V) cpW).

Zdefiniujmy o := (plw) ™ o Flyxy. Wtedy dla dowolnego b € V odwzorowania U > a — F(a,b)
iU 3 a+— o(a,b) sa podniesieniami U > a — F(a, b) zgodnymi dla a = ag. W konsekwencji, na podstawie
zasady identycznosci dla podniesien, F luxy = 0. W szczegblnosci, odwzorowanie F jest ciagte w (ao, b1).

Teraz sprawdzimy ciaglos¢ w dowolnym punkcie (a1,b1) € A x B — pokazemy, Ze istnieja otoczenia
U C A punktu ay, V C B punktu b i jednolistne W C X punktu F(a1,by) takie, ze F(U x V) C p(W)
i Fluxy = (plw) ™' o Fluxy. _

Dla x € A niech W, C X bedzie jednolistnym otoczeniem Fbl( ). Wybierzemy otoczenie U, CC A
punktu z takie, ze Fbl(Um) CC W,. Z ciagloici odwzorowania Fw punkcie (ag, b1), wynika, ze mozemy
zalozyé, ze F(Ua0 X V) C W,, dla pewnego otoczenia VCB punktu b;.

Poniewaz A jest spojna i lokalnie spdjna przestrzenia Hausdorffa istnieja punkty x1, ...,y € Aiobszary
Uy, ..., Uy takie, Zewlzao,aleUN,U»CUw,j—l NU‘ﬂUj+1#@,j:L...,N—l.NieCh
Wi =Wy, j = ,N. Poniewaz F(U; x {b1}) = p(Fbl(U )) CC p(Wj), j = 1,..., N, istnieje spojne

otoczenie V C V punktu by takie, ze F'(U; x V) C p(W;), j =1,...,N. Zauwazmy, ze that F(U; xV) C Wy.
Zdefiniujmy o; := (p|w,) ™" o Fly,xv : Uj x V. — X. Wystarczy pokaza¢, ze dla dowolnego j = 1,...,N,
mamy R
(*) o5 =Flu,xv-

Odnotujmy, ze o; = F on U;j x {b1}, 7 = 1,...,N. Ponadto, (*) zachodzi dla j = 1. Przypusémy, ze
(*) zachodzi dla j = 1,...,k dla pewnego 1 < k < N — 1. Ustalmy punkt g € Uy N Uky1. Zauwazmy, ze
ﬁ(xo, b) = or(x0,b),b € V. Ustalmy b € V. Zauwazmy, ze odwzorowania U1 > © — ﬁ(% b), Up41 2 +—
ok+1(2,b) sa podniesieniami odwzorowania Ugy1 3 & — F(x,b). Wobec zasady identycznoéci, wystarczy
pokazac, ze o (xg,b) = 13(950, b) = ok+1(xg, b). Dla dowodu, zauwazmy, ze odwzorowania V' 3 y — oy (20, y)
iV 3y or11(x0,y) sa podniesieniami odwzorowania V' 3 y — F(zg,y), ktore sie pokrywaja dla y = b;.
Stad, ponownie korzystajac z zasady identycznosci, dostajemy zadany wynik. O

W przypadku, gdy A = B := [0, 1], ap := 0, dostajemy klasyczne twierdzenie o monodromii.
Twierdzenie 5.1.13 (Klasyczne twierdzenie o monodromii). Niech (X,p) € Re, xo € X i niech
F:[0,1] x [0,1] — p(X)

bedzie odwzorowaniem ciggtym takim, ze F(0,u) = p(zo), u € [0,1]. Przypusémy, ze dla dowolnego u [O 1]
istnieje podniesienie 7, : [0,1] — X krzywej F(-,u) takie, ze 7,(0) = x¢. Zdefiniujmy F(t,u) = F,(t),
t,u € [0,1]. Wtedy F jest ciggte.

W szczegdlnosei, jezeli F(1,-) = const = z1, to ﬁ(l, -) = const € p~1(z1).
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Definicja 5.1.14. Powiemy, ze obszar Riemanna (X, p) jest pokrywg, dowolny punkt zo € p(X) ma otoczenie
otwarte Uy takie, ze kazda sktadowa spéjna U zbioru p~!(Uy) jest jednolistna oraz p(U) = U.

Powiemy, ze obszar (X, p) jest dowolnie przedtuzalny, jezeli dla dowolnej krzywej v : [0,1] — p(X) oraz
punktu a € p~1(v(0)) istnieje podniesienie 7 : [0,1] — X krzywej v takie, ze 7(0) = a.

Propozycja 5.1.15. Niech (X,p) € R. Wtedy NWSR:

(i) (X,p) jest pokrywe;

(i) (X,p) jest dowolnie przedtuzalny;

(iii) dla dowolnego zbioru wypukltego T C RF dla dowolnej funkcji ciggtej v : T — p(X), dla
dowolnych to € T oraz a € p~1(y(ly)), istnieje podniesienie 7 : [0,1] — X takie, ze Y(to) = a.

(IV) dX = dp(X) op.

Dowdd. (Szczegodly pozostawiamy jako CWICZENIE.)

(i) = (ii): Niech v : [0,1] — p(X) bedzie krzywa i niech a € p~1(7(0)). Niech I, bedzie taki, jak
w Obserwacji Korzystajac z tego, ze (X,p) jest pokrywa, sprawdzamy, ze I jest domkniety, a wiec
Ip = 1.

(ii) = (iii): Dla t € T niech oy : [0,1] — T bedzie dowolna krzywa taka, ze o.(0) = tg, o¢(1) = t.

Zdefiniujmy 8, :=yoo, : [0,1] —> p(X) i niech &, : [0,1] — X bedzie podniesieniem &;, dla ktérego &, (0) =
a. Z klasycznego twierdzenia o monodromii wynika, ze d;(1) jest niezalezne od o;. Polozmy () := &:(1).

Pozostaje wykazac, ze 7 jest ciagla.

(iii) == (iv): Ustalmy a € X. Stosujemy (iii) do T":= K (p(a), dp(x)(p(a))).

(iv) = (i): Ustalmy zo € p(X) 1 K (20, 2r) C p(X). Zdefiniujmy Uy := K (29, r). Niech U bedzie sktadowa
sp6jna zbioru p~1(Up). Wtedy U = Kx (a,r) dla pewnego a € p~*(2o). O

Propozycja 5.1.16. Niech (X,p) bedzie pokrywg. Wiedy
(a) #p~'(21) = #p~ ' (22) dla dowolnych 21,z € p(X).
(b) Jezeli obszar p(X) jest homotopijnie jednospdjny, to p jest injektywne.

Dowdd. (a) Ustalmy z1, 22 € p(X), z1 # 2o, i niech v : [0,1] — p(X) bedzie krzywa taka, ze v(0) = 2,
(1) = 25. Dla z € p~Y(21) niech f(z) =7,(1), gdzie 7, jest podniesieniem =, przy czym 7,(0) = . Wobec
zasady identycznodci dla podniesien odwzorowanie f : p~1(z1) — p~!(22) jest injektywne.

(b) Niech a1, az € X, p(a1) = p(az) =: 2¢ i niech o : [0,1] — X bedzie krzywa taka, ze o(0) = aq,
o(1) = ag. Niech F : [0,1] x [0,1] — p(X) bedzie homotopia $ciagajaca p o o do punktu zo: F(-,0) =
poo, F(0,-) = F(1,:) = F(-,1) = z. Poniewaz (X,p) jest dowolnie przedtuzalny (Propozycja [5.1.15(iii)),
homotopia F' moze byé¢ podniesiona do 13, przy czym ﬁ(O,u) = a;. Wobec twierdzenia 0 monodromii,

~ ~

ang(l,O):F(l,l):al. U
Definicja 5.1.17. Dla f € O(X), a € X i k € N, definiujemy k-tg pochodnq funkcji f w punkcie a
¥ a) = (f opy ") (p(a)).

Dalej, definiujemy szereg Taylora funkcji f w punkcie a

% 4(k) (g
1.1 = 3 T pa)) = Ty (o) (2)
k=0

i jego promien zbieznosci d(T, f).
Definicja jest oczywiscie zgodna dla (X, p) = (£2,id).

(3) Lub ogélniej, dla dowolnej przestrzeni metrycznej T', ktéra jest tukowo spéjna, lokalnie tukowo spdjna i homotopijnie
jednospojna.
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5.2. Snop [-kieltkéw funkcji holomorficznych

Niech I bedzie dowolnym zbiorem wskaznikow. Szczegdlng role bedzie odgrywacé przypadek, gdy #1 = 1.
Dla a € C zdefiniujmy

Ol .= {(U, f) : U jest otwartym otoczeniem a, f = (fi)ic; C O(U)},
Dla (U, f), (V,g) € @é definiujemy relacje rownowaznosciowa

(qu) é (Vvyg) = 3I/V — otoczenie a - W C Uﬂ‘/, leW :gi|W7 1el.
Niech B
o= Oé/é )
Kazda klase rownowaznosci ?a = [(U, f)]o, nazywamy I-kietkiem f w punkcie a. Zauwazmy, ze wartosé

;‘a(a) := (fi(a))icrs jest poprawnie okreslona. Niech
(U, Nl +1(V.g)le = UMV fF+9)e, [(U )l - [(V.g)le =[UNV,f-g)le,

gdzie f +g = (fi|UﬁV + gi‘UﬂV)iEI: f g = (fi|UﬁV . gilUﬂV)iEI' Dziatania te Zadaj@ w Oé struktur@
pierscienia przemiennego  jest to pierscien I kietkow funkcji holomorficznych w punkcie a.

Niech R! oznacza pierscien rodzin (S;);er ztozonych z szeregoéw potegowych o srodku w punkcie a takich,
ze inf{d(S;) : i € I} > 0. Wtedy odwzorowanie

O!'s fo— (Tufi)icr € RE

jest dobrze okreslone i jest izomorfizmem pierscieni.

Niech
I._ \/ OI
acC
i niech 7! : O — C", 7! (f,) = a. Dla f, = [(U, f)] s, zdefiniujmy

V(Fo,U) == {[U, )], :be U}

b
Wtedy: R
e rodzina {V(f,,U): f, € O, (U, f) € f,} jest bazg otoczen pewnej topologii na O! (CWICZENIE).
e Jest to topologia Hausdorffa. Istotnie, niech f, = [(U, e, g, =[(V.9)] % fo # Gy Jeseli a # b,

to V(}G,U) NV(g,,V)=9,0ile UNV = @. Jezeli a = b, to mozemy zalozy¢, ze V = U jest obszarem.
Przypusémy, ze [(U, f)] = [( g)] e dla pewnego ¢ € U. Wtedy, z zasady identycznosci, f; = g;, i € I, co
daje sprzecznogé. B B

. : V(?a, U) — U jest homeomorfizmem (CWICZENIE).

™Iy, o)
Tak wiec (Of, 1) jest regionem Riemanna — mnosi on nazwe snopa I-kietkéw funkcji holomorficznych
jednej zmiennej. Zauwazmy (CWICZENIE), ze

dor(f,) = nf{d(T,fi) i € I}.
Dla i € I niech F;, : 0! — C, F;,(£,) := fi,(a). Wtedy
Fy, © (WI\V(?MU))*I = fi, na U,
co oznacza, ze F;, € O(OL).
Szczegbdlng uwage poswiecimy przypadkow1 gdy #I = 1. Wtedy bedziemy pomijaé¢ indeks /. Mamy wiec
region Riemanna (O, ) nad C taki, ze Ko(fa,r) = V(fu, K(a,7)), 0 < r < d(Tof) = do(fa) = d(T.f).

Ponadto, mamy funkcje holomorficzng F € O(0), (fa) := f(a). Zauwazmy (CWICZENIE), ze dla dowolnego
zbioru otwartego {2 C C odwzorowanie

O3> (252— f.€0,)e(2,(0,1)
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jest izomorfizmem; odwzorowanie odwrotne ma postaé
N, (0,m)ss—FoseON).

Definicja 5.2.1. Dowolny obszar F C O nazywamy funkcjqg analityczng (wieloznaczng,).

Kazda sktadowa spojna snopa O nazywamy petng funkcjg analityczng.

Na funkcje analityczne przenosimy pojecie dowolnej przedtuzalnosci (pokrywy) i méwimy, ze funkcja
analityczna F' jest dowolnie przedtuzalna.

Obserwacja 5.2.2. (a) Dla kazdej funkcji f € O(f2) istnieje pelna funkcja analityczna F; taka, ze
=(f)(2) C Fy.

(b) Niech F C O bedzie funkcja analityczna. Jako natychmiastowy wniosek z Twierdzenia [5.1.11] dosta-
jemy: #(F N7~ 1(2)) <V, z € D :=n(F);

(c) Niech F' C O bedzie dowolnie przedtuzalna funkcja analityczna. Jako natychmiastowy wniosek z Pro-
pozycji [5.1.16] dostajemy:

o #(FNn1l(2)) =#(FNn!(22)) dla dowolnych 21,2 € D := n(F);

e jezeli obszar D jest homotopijnie jednospdjny, to F' jest obszarem jednolistnym, tzn. F' moze by¢
utozsamiona ze zwykta funkcja Fo (7|p)~1 € O(D).

Cwiczenie 5.2.3. Niech F' C O bedzie funkcja analityczna.
(a) Pokazac, ze pochodna
F’ ::{f’a:ﬁ eEF acn(F)}
jest dobrze okreslona funkcja analityczna, 7(F') = 7(F).
(b) Pokazaé, ze funkcja odwrotna

L= {f 1, Ju€F, f'(a) #0, b= f(a), a € n(F)}

jest dobrze okreslona funkcja analityczna.

5.3. Morfizmy

Definicja 5.3.1. Niech (X, p), (Y, q) € R. Powiemy, ze odwzorowanie ciagte ¢ : X — Y jest morfizmem,
jezeli g o ¢ = p. Jezeli ponadto ¢ jest bijektywne i ¢! jest réwniez morfizmem, to méwimy, ze ¢ jest
izomorfizmem.

Obserwacja 5.3.2. (a) Jezeli {24, 25 C C sa otwarte 1 ¢ : (£21,id) — ({22,1d) jest morfizmem, to 21 C 2
i ¢ jest operatorem inkluzji.

(b) Ztozenie morfizmoéw jest morfizmem.

(c) Jezeli (X,p) € R, to p: (X,p) — (C,id) jest morfizmem.

(d) Kazdy morfizm jest lokalnym biholomorfizmem. Jest zatem odwzorowaniem otwartym. W szczeg6l-
nosci, ¢(X) jest zbiorem otwartym w Y.

(e) Jezeli morfizm ¢ jest bijektywny, to jest izomorfizmem.

(f) (Zasada identycznosci dla morfizméow) Jezeli ¢, ¢ : (X,p) — (Y, ¢) sa morfizmami i p(a) = ¢(a) dla
pewnego a € X, to ¢ = ¢ w sktadowej spdjnej, do ktorej nalezy a.

(g) Jezeli ¢ : (X,p) — (Y,q) jest morfizmem i A C X jest jednolistny, to ¢(A) jest jednolistny
((qlpcay) ™" =@ o(pla)™!). W szczegolnosci,

o(Kx(z,7)) =Ky (p(x),r), ze€X,0<r<dx(z),

a stad:

o dyoyp>dx,

o jezeli ¢ jest izomorfizmem, to dy o ¢ = dx.

(h) Jezeli ¢ : (X,p) — (Y, q) jest morfizmem, kazda sktadowa Y przecina ¢(X) oraz dy o ¢ = dx, to
o(X)=Y.

Istotnie, wystarczy pokazac, ze zbior ¢(X) jest domkniety w Y. Niech yo € o(X), 0 < 2rg < dy (o),
y = @(x) € Py (yo,70). Wtedy dx(z) = dy(y) > 7o i stad yo € Py(y,ro) (]P’X(x r0)) C p(X).
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5.4. Rozszerzenia holomorficzne

(i) Odwzorowanie
" 0Y) — O(X), ¢"(9) :==goe,
jest injektywne wtedy i tylko wtedy, gdy kazda sktadowa Y przecina ¢(X). Jezeli p* jest injektywne, wtedy
definiujemy

fE=)7N), fegr(O).

g = (gop)X, g€ O(Y). W szczegdlnosci, Toyg=Te(gow),gc OY), z € X.
k) d(Tof) = dy(p(a)), a € X, f € ¢*(O(Y)).

5.4. Rozszerzenia holomorficzne

Definicja 5.4.1. Niech (X,p) € R i niech F C O(X). Powiemy, ze morfizm ¢ : (X,p) — (Y, q) jest F-
rozszerzeniem obszaru (X, p), jezeli ¢* jest injektywne oraz F C ¢*(O(Y)), tzn. dla dowolnej funkeji f € F
istnieje dokladnie jedna funkcja f € O(Y) taka, ze fop=f. W przypadku F = O(X) moéwimy po prostu
o rozszerzeniu holomorficznym. Zdefiniujmy

Fo= (o) W(F)={f?:feFy={geOY):gope F}.

Obserwacja 5.4.2. Niech ¢ : (X,p) — (Y, q) bedzie F—rozszerzeniem.
(a) Jezeli ¢ : (Y, q) — (Z,7) jest F¥-rozszerzeniem, to ¢ o ¢ : (X,p) — (Z,r) jest F-rozszerzeniem.
(b) Jezeli ¥ : (Y,q) — (Z,r) jest morfizmem takim, ze ¢ o ¢ : (X,p) — (Z,r) jest F—rozszerzeniem,
to ¢ : (Y,q) — (Z,r) jest F¥-rozszerzeniem.
(c) Jezeli F = O(X), to F* = O(Y).
(d) d(Taf) = d(Tga(a)f@) > dY((p(a»a aceX, feF.
(e) ¢ : (X,p) — (Y, q) jest rowniez [F]-rozszerzeniem, gdzie [F] jest minimalna sposroéd podalgebr A

pEA,
fe A= f' € A (jest to tzw. d—stabilnosé).
W szczegolnosei, w teorii rozszerzen holomorficznych mozemy zawsze zakladac, ze F = [F].
(f) (X,p) jest F—obszarem holomorficznosci wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej sktadowej spojnej C'
przestrzeni, (C,p|c) jest F|c—obszarem holomorficznosci.
(g) C jest F—obszarem holomorficznosci dla dowolnej rodziny @ # F C O(C).

b
o FCA,
[ )
[ )

Propozycja 5.4.3. Niech ¢ : (X,p) — (Y, q) bedzie F-rozszerzeniem.

(a) Jezeli F = O(X), to f?(Y) = f(X) dla dowolnej funkcji f € O(X).

(b) Jezeli F = H®(X) := {f € O(X) : [ jest ograniczona}, to supy |f?| = supy |f| dla dowolnej
funkeji f € H®(X).

Dowdd. (a) Przypusémy, ze dla pewnego a € Y i dla pewnej funkcji f € O(X) mamy wg := f¥(a) ¢ f(X).
nayY

Niech g := f_lwo. Oczywiscie g € O(X). Poniewaz g - (f — z0) = 1 na X, zatem g% - (f? — f¥(a)) =1
— sprzecznos¢.

(b) Przypusémy, ze dla pewnego a € Y i dla pewnej funkcji f € H*(X) mamy |f¥(a)| > supy | f|. Dalej
dowod przebiega identycznie jak w (a) (g € H*(X)). O

Definicja 5.4.4. Powiemy, ze F-rozszerzenie ¢ : (X,p) — (Y, q) jest maksymalnym F—rozszerzeniem lub
F—-obwiednig holomorficznosci, jezeli dla dowolnego F-rozszerzenia v : (X,p) — (Z,r) istnieje morfizm
o:(Z,r) — (Y,q) taki, 7e c o tp = .
Obszar (X, p) nazywamy F—obszarem holomorficznosci, jezeli dla dowolnego F-rozszerzenia
¢:(X,p) — (Yiq)

morfizm ¢ jest izomorfizmem.
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W przypadku, gdy F = O(X), moéwimy po prostu o maksymalnym rozszerzeniu holomorficznym, ob-
wiedni holomorficznosci i obszarze holomorficznosci.

Propozycja 5.4.5. (a) Maksymalne F-rozszerzenie obszaru (X, p) jest wyznaczone jednoznacznie z doktad-
noscig do izomorfizmu.

(b) Jezeli p : (X,p) — (Y, q) jest maksymalnym F—rozszerzeniem, to Y jest F¥—obszarem holomorficz-
nosci.

(c) Jezeli ¢ : (X,p) — (Y, q) jest maksymalnym F-rozszerzeniem, wowczas (X,p) jest F—obszarem
holomorficznosci wtedy i tylko wtedy, gdy o jest izomorfizmem.

Dowdd. (a) Przypusémy, ze ¢ : (X,p) — (Y,q) i ¢ : (X,p) — (Z,r) sa dwoma maksymalnymi F—
rozszerzeniami. Zgodnie 7 definicja, istnieja morfizmy o : (Z,r) — (Y,q) i 7 : (Y,q) — (Z,r) takie, ze
oo = p, Top = 1. Pokazemy, ze o jest izomorfizmem i 0 ~! = 7. Zauwazmy, ze co7 = id na ¢(X). Poniewaz
kazda sktadowa spojna przestrzeni Y przecina ¢(X), zatem z zasady identycznosci dostajemy o o 7 = id na
Y. Analogicznie dowodzimy, ze 7 o 0 = id na Z.

(b) Zalozimy, ze ¢ : (Y,q) — (Z,r) jest F¥-rozszerzeniem. Wowczas ¢ o ¢ : (X,p) — (Z,r) jest
F-rozszerzeniem. Zatem, poniewaz rozszerzenie ¢ : (X,p) — (Y,q) jest maksymalne, istnieje morfizm
o: (Z,r) — (Y,q) taki, ze o o (¢ o ¢) = . Rozumujac podobnie jak w (a), dostajemy o ot = idy,
oo =idgz. W szczegblnosci, ¥ jest izomorfizmem.

(c) Implikacja (=) jest widoczna. Aby wykazaé, ze zachodzi (<), przypusémy, ze

¥ (X,p) — (Z,7)

jest dowolnym F-rozszerzeniem. Poniewaz rozszerzenie ¢ : (X,p) — (Y, q) jest maksymalne, istnieje mor-

fizm o : (Z,r) — (Y, q) taki, ze o o) = . Wiemy, ze ¢ jest izomorfizmem. Zatem v réwniez jest izomorfi-

zmem iyl =p loo. O

Twierdzenie 5.4.6 (Thullen @ Dla dowolnego obszaru Riemanna (X,p) € R i dla dowolnej rodziny
F C O(X) istnieje F—obwiednia holomorficznosci regionu (X, p).
Dowdd. Na wstepie zdefiniujemy morfizm
¢ (X,p) — (O, 77)
gdzie (07, 77) jest snopem F-kielkoéw funkcji holomorficznych,
p(z) = [(p(Kx (2)), (f o pz ) er)pey, € X

Bez trudu sprawdzamy, ze odwzorowanie ¢ jest morfizmem. Zauwazmy, ze dla dowolnego f € F odwzoro-
wanie holomorficzne F;y € O(O7) spehia zaleznos¢ Fy o o = f. Tak wigc, jezeli przyjmiemy jako Y sume
sktadowych przestrzeni OF, ktére przecinaja ¢(X), i potozymy q := 77|y, to ¢ : (X,p) — (Y, q) jest
F—-rozszerzeniem. Dla dowodu maksymalno$ci tego rozszerzenia, niech

Qﬁ : (X7p) - (Z7’I’)
bedzie dowolnym F-rozszerzeniem. Niech f := (o*)~1(f), f € F. Zdefinivjmy o : (Z,r) — (O, 77),

0(2) = [(r(Kz(2), (For:Vser)e), 2€ 2.

Tatwo sprawdzi¢, ze o jest morfizmem oraz ze oot = . Pozostaje jeszcze zauwazyé, ze skoro kazda sktadowa
przestrzeni Z przecina ¢(X), to o(Z) C Y. O

Obserwacja 5.4.7. Niech ¢ : (X, p) — (Y, ¢) bedzie morfizmem skonstruowanym w dowodzie twierdzenia
Thullena. Wtedy:

(a) Morfizm ¢ jest injektywny wtedy i tylko wtedy, gdy F stabo rozdziela punkty w X, tzn. dla dowolnych
o' 2" € X takich, 7e o' # 2" i p(z') = p(a”), istnieja f € F i k € Z, takie, ze f*F)(2') # f®) ("),
innymi stowy: dla dowolnych z/, 2" € X, o’ # 2", istnieje f € F takie, ze Ty f # Tpn f. Zauwazmy, ze dla
(X, p) = (£2,id) warunek ten jest automatycznie speliony (dla dowolnej rodziny F C O(£2)).

(%) Peter Thullen (1907-1996) — matematyk niemiecki.
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(b) dy (p(z)) = inf{d(T.f) : f € F}, v € X.

99

Propozycja 5.4.8. Niech (X,p) € R, I £ F C O(X). Wiedy NWSR:

(i) (X,p) jest F-region holomorficznosci;

(ii) F stabo rozdziela punkty w X oraz (X,p) jest F-regionem istnienia, tzn. inf{d(T,f) : f € F} =
dx(a), a € X;

(iil) istnieje zbior gesty A C X taki, ze:

b A:pil(p(A)))

e dla dowolnych o', " € A, ' # 2", istnieje f € F taka, ze Ty f # Ton f,

o inf{d(T,f):feF}=dx(z), z €A

Dowdd. Korzystajac z Obserwacji [5.4.7 oraz [5.3.2(h), dostajemy réwnowazno$é (i) <= (ii).

(iii) = (ii): Jest oczywiste, ze (X, p) jest F—obszarem istnienia. Przypu$émy, ze dla pewnych 2/, 2’ € X,
takich, ze ' # z i p(a’) = p(a”) = 29, mamy T,. f = T, f dla dowolnej funkcji f € F. Wtedy dla f € F
i r:=min{dx(2'), dx(2")} mamy f(p,'(2)) = f(p,+(2)), z € K(20,7) — sprzecznosc. O

Propozycja 5.4.9. Niech {2 C C bedzie zbiorem otwartym i niech F C O(£2). Wtedy (§2,id) jest F—obszarem

holomorficznodci (w sensie Deﬁmcyz wtedy i tylko wtedy, gdy
(*) nie istniejq obszary 2,0 C (C" takie, ze 2 ¢ 2, @ # 2y C 2N 2 oraz dla dowolnej funkeji f € F

istnieje funkcja f €O ) taka, ze f f na 2.

Dowdd. (<=): Przypusémy, ze 2, sa takie, jak w (*). Niech ¢ : (£2,id) — (Y, ¢) bedzie maksymalnym
F-rozszerzeniem skonstruowanym w dowodzie twierdzenia Thullena. Mamy

o(a) = [(20, F)|g, = [(2,F#)] s, a€ .

2
Zatem

{[(2,F¥)]a:ac 2} CY.

a
~

W szczegolnosci, Qc q(Y). Wynika stad, ze ¢ nie moze by¢ izomorfizmem; sprzecznosé.

(=): Niech ¢ : (£2,id) — (Y, q) bedzie dowolnym F-rozszerzeniem holomorficznym. Mamy pokazad,
ze  jest bijektywne. Wobec Obserwacji problemem jest tylko surjektywno$é. Przypusémy, ze ¢ nie
jest surjektywne i niech b € Y bedzie dowolnym punktem brzegowym zbioru ¢({2) (korzystamy tu z faktu, ze
kazda skladowa spojna Y przecina ¢(2)). Niech Q= q(Ky (b)) i mech {20 bedzie dowolng skladowa sp6jng
zbioru 2N £2. Zauwazmy, 7e 19 ¢ (2. Dla f € F niech f = ffo qb . Oczywiscie f € 02 ) Tatwo wida¢, ze
f = f na {2y — sprzecznos¢. ]

Whiosek 5.4.10. Niech 2 & C bedzie otwarty. Wtedy:
o () jest F—obszarem holomorficzno$ci wzgledem rodziny

Fi={ a,a¢9}.

W szczegolnosci, kazdy podzbior otwarty ptaszczyzny zespolonej C jest obszarem holomorficznosci.
o Jezeli (2 jest ttusty, to jest F—obszarem holomorficznosci wzgledem rodziny

1 _
f:z{992|—>7, a¢ﬂ}.
z—a
W szczegolnosci, kazdy otwarty i ttusty podzbior C jest H*> (£2)—obszarem holomorficznosci.

Obserwacja 5.4.11. Niech M C D bedzie relatywnie domknietym zbiorem polarnym w obszarze D C C.
Wtedy, na podstawie Wniosku 4.4.27(c), D \ M nie jest H*°(D \ M )-obszarem holomorficznosci.
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5.5. Naturalne przestrzenie Frécheta

Definicja 5.5.1. Niech (X,p) € Ry i niech F C O(X) bedzie podprzestrzenia wektorowa wyposazona
w topologie przestrzeni Frécheta. Mowimy, ze F jest naturalng przestrzeniq Frécheta w O(X), jezeli od-
wzorowanie identycznosciowe F — O({2) jest ciagle, tzn. jezeli ciag (f,)52; C F jest zbiezny do fo € F
w sensie topologii przestrzeni F, to f, — fp niemal jednostajnie w X.

Przyklad 5.5.2. Standardowe przyktady naturalnych przestrzeni Frécheta:

e O(X) z topologia niemal jednostajnej zbieznosci;

e H>(X) z topologia jednostajnej zbieznosci;

o AFQ):={f € 0) : Vi : fY €C(2)} (k € Zy U{x}) z topologia niemal jednostajnej
zbieznosci w (2, gdzie (X, p) = (£2,id);

e LP(£2) z topologia indukowang z LP(£2) (1 < p < 400).

Propozycja 5.5.3. Niech F bedzie naturalng przestrzenig Frécheta w O(X). Wtedy NWSR:
(i) (X,p) jest F-regionem holomorficznosci;
(i) W(F) :=={f € F: f jest nieprzedtuzalna} # &;
(iii) M(F) jest zbiorem drugiej kategorii Baire’a w F.

Dowdd. Jedyny problem to (i) = (iii). Niech A C X bedzie dowolnym zbiorem przeliczalnym gestym w X.
Zdefiniujmy

fa,r = {f e F: d(Taf) > T’}, a € A, r> 0, gx/)z// = {f cF: Tr/f = Tz//f}, $/,$,/ e X.
Na podstawie Propozycji [5.4.8| mamy

F\NF= |J FarU U G
a€A z' iz €A
Q3r>dx (a) @'#a’", p(a')=p(a")

Zauwazmy, ze G, 5 jest domkniety podprzestrzenia O(X) oraz G, v & O(X) dla &’ # z”. Stad, wobec
twierdzenia Banacha, G,/ o~ jest I kategorii Baire’a w O(X).

Niech r > dx(a). Wtedy F,, jest podprzestrzenia wektorowa w F oraz F,, & F. W przestrzeni H
zadajemy topologie: ciag (fx)i>, C Fu,r jest zbiezny do fo € Fu,, jezeli fr — fo w sensie topologii
przestrzeni F oraz Ty fr, — Ty fo niemal jednostajnie na K(p(a),r). Jest to topologia przestrzeni Frécheta
(por. dowod Propozycji . Przy tak przyjetej topologii, odwzorowanie identycznodciowe F, , — F jest
oczywidcie ciagle. W szczegélnosci, na podstawie twierdzenia Banacha, F, , jest zbiorem pierwszej kategorii
w F. ([l

Whiosek 5.5.4. Wobec Wniosku[5.4.10, dla dowolnego zbioru otwartego 2 C C, zbidr
{f €O(2): [ jest nieprzedtuialna poza 2}
jest drugiej kategorii Baire’a w O((2).

Oczywiscie powyzszy wniosek nie daje przepisu na znalezienie funkcji nieprzedtuzalnych. Funkcje takie
mozna znalezé efektywnie.

Przyklad 5.5.5. Niech {2 & C bedzie otwarty.

(a) Niech (c;)72; C 2 bedzie dowolnym ciggiem gestym, w ktorym kazdy wyraz powtarza sig nieskoricze-
nie wiele razy. Niech 2 = U;’il K;, K; Cint K41, K; — zwarty, j € N. Niech a; bedzie dowolnym wyrazem
ciagu (cx)gZy, ktory lezy w K(cj,da(c;)) \ Kj, j € N. Oczywiscie, ciag (a;)52; nie ma punktu skupienia
w (2. Zauwazmy, ze dla dowolnego k € N zbior {j € N: a; € K(ck,dp(ck))} jest nieskoniczony. Z twierdzenia
Weierstrassa wynika istnienie funkeji € O(£2), f # 0, takie, ze f(a;) =0, j € N. Teraz z zasady identycznosci
wynika, ze jezeli £2y, 2 s takie, jak w (*), to nie jest mozliwe, aby dla dowolnej funkcji f € O(£2) istniala
funkcja meromorficzna f € M(INZ) taka, ze f = f na £2.
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(b) Niech (ax)$2, bedzie dowolnym ciagiem gestym i niech ¢, € 92 bedzie taki, ze |c; — ax| = do(ax),
k € N. Niech (b,,)32, powstaje z (cx)5, przez odrzucenie wyrazéw powtarzajacych sie. Ustalmy 0 < |¢] < 1/2
i zdefiniujmy

0 n
= Z:l . - €.
Dla dowolnego zbioru zwartego K CC 2 mamyn
CTL | |TL
‘ S I(®) ze K, neN,

co daje zbiezno$¢ niemal jednostajng szeregu. Dla dowolnego ¢ niech b, bedzie takie, ze |ci — be| = d(ck).
Pokazemy, ze lim(., 5,)5:—, | f(2)] = +00. Dla z € [ck, b¢) mamy:

Z |e|” le[* 1—2|c Z
|z7b| |z —be| 1—|c| |sz|

Twierdzenie* 5.5.6. Dowolny region Riemanna jest regionem holomorficznosci.

oo | n

el c
6> = > -

n=€+1

TL

Propozycja 5.5.7 (Ciaglos¢ przedtuzania). Niech (X,p), (Y,q) € Reo, niech F C O(X) bedzie naturalng
przestrzeniq Frécheta i niech ¢ : (X,p) — (Y, q) bedzie F-rozszerzeniem. W F¥¢ wprowadzamy topologie:
cigg (fO)52, jest zbiezny do f§, jezeli fr — fo w sensie topologii przestrzeni F oraz f — f§ niemal
jednostajnie w'Y .

Wtedy F¥ z tak wprowadzong topologiq jest naturalng przestrzeniq Frécheta w O(Y), a operator prze-
dtuzania F > f —— f? € F% jest izomorfizmem topologicznym.

W szczegolnosci, dla F = O(X) (z topologiq niemal jednostajnej zbieznosci w X ), operator przediuzania
O(X) 3 f— f¥ € O) jest izomorfizmem w topologiach niemal jednostajnej zbieznosci.

Dowdd. Niech (f£)52, C F¥ bedzie ciagiem Cauchy’ego w topologii zadanej na F¥. Wowczas ()72, jest
ciagiem Cauchy’ego w F. Zatem, f, — fo w F dla pewnego fo € F. Z drugiej strony (f7)32, C O(Y) jest
ciggiem Cauchy’ego w topologii niemal jednostajnej zbieznosci w Y. Zatem f — go niemal jednostajnie
w Y. Wiemy, ze fop = fi, k € N. Korzystajac z tego, ze zbieznos¢ w F pociaga za soba zbieznosé¢ punktowa
w X, wnioskujemy, ze gy o ¢ = fo. Wynika stad, ze go = f§, a stad f — f§ w F?. O
Twierdzenie* 5.5.8 (Twierdzenie Gunninga—Narasimhana; zob. [Gun-Nar 1967]). Dla dowolnej niezwartej

jednowymiarowej rozmaitosci X istnieje odwzorowanie lokalnie biholomorficzne p : X — C takie, ze (X, p) €

R.






ROZDZIAL 6

Geometria hiperboliczna kota jednostkowego

6.1. Geometria hiperboliczna kola jednostkowego

Zasadniczym celem tego rozdzialu jest przedstawienie najbardziej elementarnego przypadku budowy
teorii holomorficznie niezmienniczych pseudoodlegtosci. Gtowna idea tej teorii polega na przyporzadkowaniu
kazdemu obszarowi D C C pewnej pseudoodlegtosci dp : D x D — R4 w ten sposéob, aby dla dowolnego
odwzorowania holomorficznego f : D — G zachodzil zwiazek

dG(f(Z,)a f(zﬂ)) < dD(Z/v Z//)v Zl7 2" eD.

W szczegolnosci, kazde odwzorowanie biholomorficzne f : D — G jest izometrig przestrzeni (D,dp)
i (G,dg). Dodatkowo, zadamy, aby odleglos¢ dp byla w pewien sposob znormalizowana, np. dp = m
(zob. ponizej). Majac takie przyporzadkowanie, D — dp, mozna mie¢ nadzieje, ze pewne wlasnosci prze-
strzeni (pseudo)metrycznej (D, dp) ilustruja wlasnosci przestrzeni (D, O(D)) (np. tak, jak to byto w lemacie
Schwarza — Picka).
Przypomnijmy definicje
z—a

ha(z) := T @€ D, z € C\ {1/a},
R,
m(,2") = | T | = her ()], 22" €D,
1
¥(z) := TR h,(z), =z €D.

oraz lemat Schwarza-Picka (Lemat [2.3.15]):

Lemat 6.1.1 (Lemat Schwarza-Picka). Niech f € O(D,D). Wtedy:
(a) m(f(2), f(z")) <m(,2"), /.2 € D.

(b) Y(F)If'(2) < (2), 2 €D.
(c) NWSR:

() = (e, 2, 2 e D
) =m(z),2y) dla pewnych zj, z5 €D, 2 # z( ;
(£ ( 2)| =~(2), 2 € D;
(v) v(f(20))|f"(20)] = v(20) dla pewnego zo € D.
Cwiczenie 6.1.2. Udowodnié¢ nastepujace whasnosci funkcji m i ~.
(1) meC®MxD\{(z,2) : 2 €D}),m? € C®°(D xD), ve& C®D).
(2) Inm(-,a), lnm(a,-) € SH(D)NHD\ {a}), Iny € SH(D).
(3)

Lemat 6.1.3. Dla dowolnych a, b, c € D, a # b # ¢ # a, mamy
m(a,b) < m(a,c) +m(c,b). (6.1.7)

103
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W szczegolnosci, m : D x D — [0,1) jest odlegtoscia — jest to tzw. odleglosé Mobiusa.
Dowdd. Na wstepie zauwazmy, ze dla dowolnych a, b € I, a # b, istnieje jedyny automorfizm h = hqy €
Aut(D) taki, ze h(a) =01 h(b) € (0,1). Poniewaz m jest niezmiennicza wzgledem Aut(D), mozemy zatozy¢,
ze a =0 oraz b € (0,1). Wtedy (6.1.7) ma postac
c—b
b ’——fL D\ {0,b}. 0
<]+ T ce D\ {0,b}

Cwiczenie 6.1.4. Udowodni¢, ze:

Bm(a,r):={ze€D:m(a,z) <r}=h_o(K(r)) =K

(a(l —r?) r(1—la?)

D, 0 1.
1—r%w’1_ﬂmp) GeB DTS

Obserwacja 6.1.5. (a) Topologia generowana przez odleglosé m jest identyczna z topologia euklidesowa
kota jednostkowego.

(b) Przestrzen (D, m) jest zupelna.

(c) Silna nier6wnosé trojkata implikuje, ze m—odcinek

[a,b]m :={z €D:m(a,z)+m(z,b) =m(a,b)}
sklada sie jedynie z koricow, co oznacza, ze geometria wyznaczona przez odlegto$¢ m jest trywialna.

Dla drogi « : [a,b] — D zdefiniujmy jej y—dtugosé L. () wzorem
b
Ly() = [ ~(a()la’ ).

Zauwazmy, ze L («) nie zalezy od zmiany parametryzacji i orientacji drogi a oraz L (a) > d(a) (po-
niewaz v > 1). Na podstawie lematu Schwarza—Picka mamy

Obserwacja 6.1.6. Dla dowolnej funkcji f € O(D, D) mamy L~ (foa) < Ly (o). W szczegolnosci, y—dtugosé
jest niezmiennicza wzgledem Aut(D).

Zdefiniujmy
p(z',2") == inf{Ly(a) : @ : [0,1] — D, a droga, 2’ = «(0),2" = a(1)}, 2,2" €D.

Zauwazmy, ze p(z',2") = ||/ = 2"|, 2/, 2" € D.
Obserwacja 6.1.7. p: D x D — R, jest odlegtoscia oraz dla dowolnej funkcji f € O(D, D) mamy
p(f(z), f(z") <p(,2"), 2.,2"€D.
W szczegolnosei, p jest niezmiennicza wzgledem Aut(D).

Jest rzeczg naturalng zapytaé, czy dla danych a, b € D, a # b, istnieje droga laczaca a i b taka, ze
p(a,b) = L () — droge taka bedziemy nazywac
bsy—geodezyjng dla (a,b). Jezeli taka droga istnieje, to mozna dalej zapytaé, czy jest jedyna.

Dla 0 < s < 1 niech a,(t) :=ts, 0 <t <1,ie a5 ~[0,s]. Dlaa, beD, a#b, niech oy := h;’i O QU (p)s
gdzie hqp, € Aut(D) zostal zdefiniowany w dowodzie Lematu Zauwazmy, ze o, , C Coap, gdzie Cy p jest
jedynym okregiem przechodzacym przez a i b oraz prostopadlym do T; innymi stowy Cg p := h;i(R).
Lemat 6.1.8. Dla a, b €D, a # b, mamy

p(a,b) = Ly(aqp) = tgh™ ' (m(a,b)). (6.1.8)
Ponadto, agp jest jedyng vy—geodezyjng dla (a,b).
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6.1. Geometria hiperboliczna kota jednostkowego 103
Przypomnijmy, ze
_ 1+1¢ _ 1
tgh ™! (t 71 tgh™1)/(t) = =~(t <t<l.
gh ()= S (gh ) () = o = (1), <<
Dowdd. Mozemy zalozy¢, ze a = 0, b € (0,1). W konsekwencji, o p = ap. Zauwazmy, ze
b
dt 1. 140 4
0,b) <L = =-1 = tgh 0,b)).
P(O.D) < Ly(en) = [ 755 =3Iy = teh ™ (m(0.0)
Z drugiej strony, jezeli « = u + v : [0,1] — D jest droga taczaca 01 b, to
1 !
u/(t) 1+5b
L > ——dt = 71 6.1.9
~(@) /0 1— (1) 1T—b (6.1.9)
Jezeli p(0,0) = Ly(c), to w (6.1.9) mamy réwno$¢, co oznacza, ze v = 0, u : [0,1] — [0,0] i u jest
rosnaca, a wiec a >~ ap (W sensie zmiany parametryzacji). (|

Whiosek 6.1.9. (a) p jest odlegtosciq oraz m < p.
(b) Dla dowolnej funkcji f € O(D,D) jezeli p(f(z), f(2]))) = p(2}, () dla pewnych z{, 2z € D, z) # =,
to f € Aut(D).
(¢) Bp(a,r) = Bm(a,tgh(r)), a € D, r > 0. W szczegdlnosci:
) topologm generowana przez p jest identyczna z topologia euklidesowq D,
o (D, p) jest przestrzeniq zupetng.
(@) o
2z
p(z//)l = (CL),

’ " J—
2",z —a |Z

zl;éz”
(e) [a,b]p = Qg p, tzn. p-odcinek jest identyczny z obrazem geometrycznym ~y—geodezyjnej. W szczegol-
nosci, p(0,s) = p(0,t) + p(t,s), 0 <t < s < 1.
Odlegtos¢ p nosi nazwe odlegtosci Poincarégo (hiperbolicznej). Przestrzen (D, p) stanowi standardowy

model geometrii nieeuklidesowe;j.

Niech « : [0,1] — D bedzie krzywa. Zdefiniujmy
Ly( —sup{Zp (t;)) : NeN, 0=ty <- <tN:1}.

Liczba Lp(a) € [0,+00] nosi nazwe p-dtugosci krzywej a. Jezeli Lp(a) < 400, to méwimy, ze « jest p-
prostowalna. Zauwazmy, ze Ly(a) 2 p(c(0), (1)).

Obserwacja 6.1.10. (a) Dla dowolnej funkeji f € O(D,D) mamy L,(f o @) < Lp(a). W szczegolnosci,
wielko§¢ Lp, jest niezmiennicza wzgledem Aut(D).
(b) Korzystajac z Wniosku [6.1.9(e), dostajemy Lp(c,p) = p(a,d).

Whniosek 6.1.11.
p(a,b) = p'(a,b) == inf{Ly(a) : a € C([0,1],D), a(0) = a, a(1) =b}, a,beD.

Te same procedury mozemy powtorzy¢ dla odleglosci m: najpierw definiujemy L., («) (zauwazmy, ze
Obserwacja [6.1.10(a) pozostaje prawdziwa), a nastepnie definiujemy

m'(a,b) := inf{L,,(a) : a € C([0,1],D), a(0) = a, a(1) = b}, a,bcD.
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Lemat 6.1.12. (a) Dia dowolnej krzywej o : [0,1] — D mamy Ly, () = Lp(a). W szczegdlnosci,
m' =p.
Ponadto, o jest m— lub p—prostowalna wtedy i tylko wiedy, gdy o jest prostowalna w sensie euklidesowym.
(b) Dla dowolnej drogi o : [0,1] — D mamy
Lp(a) = Ly(a). (6.1.10)
Dowdd. (a) Dla dowolnego zbioru zwartego K CC ID istnieje M > 0 takie, ze

1
M|Z/ _ Z”‘ < m(zl7z/l) < p(z/’zu) < M\z’ _

W taki razie, dla dowolnej krzywej « : [0, 1] — K mamy

, 2,7 cK.

78(0) < Lin(0) < Lp(a) < Me(a),
Wobec Cwiczenia i Wniosku (d), dla dowolnego zbioru zwartego K CC D i e > 0 istnieje
0 > 0 takie, ze
0<p(z,2")—m(,2") <elz' = 2"|, 2,2" €K, | —2" <9,
co implikuje, ze Ly, () = Lp(a) (por. Lemat 2.5.2(a)).
(b) Mozemy zalozy¢, ze o € C1. Korzystajac z Wniosku d)), wnioskujemy, ze dla dowolnego € > 0
istnieje n > 0 takie, ze
p(a(t'), a(t”))
e

co daje (6.1.10)). O

Cwiczenie 6.1.13. Niech y oznacza miare dang wzorem
(A) = / N2(2)dL2(2), A € Lo.
A

(a) Udowodni¢, ze p jest niezmiennicza wzgledem Aut(D).
(b) Niech T oznacza p—trojkat o wierzcholtkach a, b, ¢ € D, tzn. T obszar wyznaczony przez Cyp, Ch .

i C¢,q- Udowodni¢, ze pu(T') = i(w —(a+ 6+ ’y)), gdzie o, 3, v oznaczaja katy T.

—a) ()| <5 0L <L -t <,
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[Cla,r):={2z€C:lz—al=r} =0K(a,7), T:=C(L)| .ocuiiii e
|K(a,r):={2z€C:|z—al<r},0<0< 400, K(a,0):={a}, K(r):=K(O,r)| .......................
Ala,r_,ry) ={z€Cr_ <z —a] <rpl oo e

[log z :={w € C i e = z | .. i
[Log z i=In 2] 4 1 Arg 2] - oo e

[a® := {eP 1w € logal] . oo
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