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ROZDZIAL 1

Wstep

Ponizszy rozdzial, nie majacy charakteru systematycznego wykltadu, zawiera przeglad elementarnych
poje¢ i wlasnosci, ktorych znajomo$é jest niezbedna do zrozumienia dalszych czesci wyktadu.

1.1. Liczby zespolone

Liczby zespolone C to ciato (R?, +,-) z dzialaniami okreslonymi nastepujaco:
(2,9) + (w,v) = (z +u,y +v),
(1‘, y) ’ (ua U) = (.’L’U —yv, v + yu)

Liczbe rzeczywista « € R identyfikujemy z liczba zespolona (x,0) € C; odwzorowanie

R>z+— (2,0)eC

jest monomorfizmem cial. Od tej chwili przyjmujemy, ze x = (x,0) dla © € R. W szczegdlnosci, uwazamy, ze
R cC.

Na przestrzen C mozemy takze patrze¢ jako na dwuwymiarowa rzeczywista przestrzenn wektorowa
(C,+;R, "), gdzie a - (z,y) := (azx, ay); odnotujmy, ze to mnozenie zewnetrzne jest zgodne z wyzej zdefinio-
wanym mnozeniem wewnetrznym, tzn. « - (z,y) = («,0) - (z,y). Baza tej przestrzeni sa wektory (1,0) = 1
i(0,1) =: 4. Mamy (z,y) = - (1,0) +y - (0,1) = x + dy; liczbe x nazywamy czescig rzeczywistq liczby
zespolonej z = (xz,y) = x + iy 1 piszemy x = Re z, za$ liczbe y — czescig urojong z i piszemy y = Im 2.
Odnotujmy, ze i2 = —1.

Liczbe z := x — iy nazywamy liczbg sprzezZong do z. Odwzorowanie C 3 z szeC jest izomorfizmem
cial. Ponadto, J o J = id¢ oraz J|g = idg. Jest to jedyne nietrywialne odwzorowanie o tych wtasnosciach.

Norma euklidesowa liczby zespolonej z = x + iy, zwana modutem tej liczby,

|z| i= Va2 +y2=Vz-Z
jest normg zespolong, tzn. |zw| = |z||w| dla dowolnych z,w € C. Zachodzi nieréwnosé trdjkata:
2] = wl| < |2+ w| < [2] + |w].

7Z topologicznego punktu widzenia przestrzen C traktujemy jako przestrzen metryczng z odlegtoscia euklide-

sowa p(z,w) := |z — w|. Dla a € C bedziemy stosowac nastepujace oznaczenia:
K(a,r):=={2z€C:|lz—a| <71}, 0<r <400, K(a,+0):=C,
K.(a,r) = K(a,r)\ {a}, K(r):= K(0,r), D:= K(1),
C(a,r):={z€C:|z—a|=r}=0K(a,r), T:=C(1),
K(a,r):={2€C:|z—al] <r},0<r < +oo, K(a,0):={a}, K(r) :== K(0,r),
Ala,r_,ry)i={z€C:r_<|z—a|<ry}, AQr_,ry)=A0,r_,ry) —oo<r_ <ry < +oo.

Odnotujmy, ze A(a,r_,ry) = K(a,ry) dlar_ <0 oraz A(a,0,74) = K.(a,r4).

Dla z = x + iy, zbior
argz :={p e R:z =|z|cosy, y = |z|sinp}
nazywamy arqgumentem liczby z. Zapis z = |z| cos ¢ + i|z|sinp = |z|(cos ¢ + isinp), p € arg z, nazywamy
postacig trygonometryczng liczby zespolonej. Zauwazmy, ze:
o arg)=R;
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dla z # 0 mamy: 1, ps € argz = Y1 — P2 € 27TZ

arg(zw) = arg z + arg w;

dla z = r(cos ¢ + isin ¢) mamy 2" = r"(cosny + isinnp) — jest to tzw. wzdr de Moivre’a
dla z # 0 mamy: arg(1/z) = — arg z;

argz = —argz.

Dla z # 0 definiujemy argument gtdwny Argz liczby z jako ten (jedyny) z jej argumentow, ktory lezy
w przedziale (—m, 7|. Zdefiniujmy ponadto Arg0 := 0. Odnotujmy, ze:

o Argz=0<=z=z¢cRy :=[0,+00),

o Argz=m<=z=10¢€Rg:=(—00,0),

o Argz=—Argz, z€ C\R_.

Zbior

Ve={weC:uw" =2z}

nazywamy pierwiastkiem zespolonym n-stopnia z liczby z. Mamy: /0 = {0};

2k 2k
{"/2:{\"/|z|<cosu+isinu> :kzO,...,n—l}, z#0, ¢ € arg z,

o n n

gdzie {/r > 0 oznacza pierwiastek ,arytmetyczny” z liczby x > 0. Geometrycznie: zbior {/z sklada sie

a
z wierzchotkow n-kata foremnego wpisanego w okrag C(|z|'/™), ktorego jeden wierzchotek ma argument
L Arg 2.
n

Przypusémy, ze kazdemu punktowi z pewnego zbioru A C C przyporzadkowaliémy niepusty zbiér P(z) C
C,np. A3 z+—argzlub A 3 z — /2. Powiemy, ze funkcja ciagta p : A — C jest galezig (jednoznaczng)
Junkcji wieloznacznej P, jezeli p(z) € P(z) dla dowolnego z € A. W tym sensie mozemy mowi¢ o gatezi
(jednoznacznej) argumentu, czy tez gatezi (jednoznacznej) n—tego pierwiastka. Zauwazmy, ze:

e 7 istnienia gatezi argumentu a : A — R wynika istnienie galtezi n—tego pierwiastka — wystarczy potozyé

p(2) = ¥/]2|(cos % +isin %) CwiczeNIE: Czy zachodzi twierdzenie odwrotne, tzn. czy z istnienia gatezi
a

p: A — C n—tego pierwiastka (dla n > 2) wynika istnieje galezi argumentu?

e Jezelia : A — R jest galezia argumentu, to a + 2k7 jest rowniez galezig argumentu dla dowolnego

k € Z. Jezeli A jest spojny, za$ a,a2 : A — R sa dwiema galeziami argumentu, to a; — as = 27k dla

pewnego k € Z.

o Jezeli p: A — C jest galezia n—tego pierwiastka, to ep jest galezia n—tego pierwiastka dla dowolnego

e € /1. Jezeli A C C, jest spojny, zas p1,ps : A — C sa dwiema galeziami n—tego pierwiastka, to py = ep;

dla pewnego ¢ € /1.

e W zbiorze C\R_ istnieje galaz argumentu i kazda gataz argumentu w C\R_ ma posta¢ a(z) = Arg z+2knm

dla pewnego k € Z. Ogolniej, dla dowolnej polprostej L o poczatku w zerze, w obszarze C\ L istnieje galaz

argumentu. W szczegoblnosci, dla dowolnego zg € C, := C\ {0}, w kole K (=g, |20|) istnieje galaz argumentu.

o Jezeli C(r) C A dla pewnego r > 0, to w zbiorze A nie istnieje galaz n—tego pierwiastka (dla n > 2), a

wiec nie istnieje tez galaz argumentu.

() Dla c € C, A, B C C, stosujemy nastepujace oznaczenia: A- B :={ab:a € A, b € B}, cA:={ca:a € A} = {c} - A,
A+ B:={a+b:acA beB},c+A:={ct+a:ac A} ={c}+A=A+¢, —A:=(-1)A
(?) Abraham de Moivre (1667-1754) — matematyk francuski.
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1.2. Sfera Riemanna

Sfera Riemanna ((A: to jednopunktowe uzwarcenie C; C:=CuU {o0}. Topologia C jest metryzowalna,
np. poprzez metryke sferyczng

0, jezelia =b= o0
S — jezelia € C, b=
d(a,b) = da(a,b) == { V7" . L apet
@,0) = dgla,0) = L jezelia =00, be C’ @ ’
«/1+|l‘)\2 |
a—b

W, JeZeh a, b S C

Dla ciagu (z)72; € C mamy: z Cd o wtedy i tylko wtedy, gdy |zx| — +00. Definiujemy:
o0+ a = a+ oo := oo dla dowolnego a € C,
a-00=00-a:= oo dla dowolnego a € C\ {0},
1/0 := o0, 1/00 := 0.

Cwiczenie 1.2.1. (a) Sfera Riemanna C jest homeomorficzna z dwuwymiarows sferg euklidesowsa,

S := 0B3((0,0,1/2),1/2) C R?
poprzez rzut stereograficzny R: S — @, R(N) := o0, gdzie N := (0,0, 1),
), (u,v,w) € S\ {N}.

u v

R(u,v,w) := (

l—w' l-—w
Odwzorowanie R jest klasy C*(S \ {N},R?).
(b)
_ Rez Imz | 2|2
Rz = (
O =\ T o To e TP
Odwzorowanie R™! jest klasy C*(R? R3).

(¢) Rzut stereograficzny jest odwzorowaniem konforemnym w S\ {N}, tzn. dla dowolnych dwoch krzy-
wych 41,792 : [-1,1] — S klasy C! takich, ze y1(0) = 72(0) € S\ {N}, 71(0) # 0, v5(0) # 0, kat skiero-
wany pomiedzy wektorami (R o 1)’ (0), (R o v2)'(0) jest rowny katowi skierowanemu pomiedzy wektorami
71(0),73(0).

), z € C.

1.3. Homografie

Homografig nazywamy dowolne odwzorowanie h : C—C postaci

h(z) = a b

=l o g

cz+d’
przy czym:

e dla ¢ = 0 kladziemy h(o0) := o0,

e dla ¢ # 0 kladziemy h(—d/c) := o0 1 h(0) := a/ec.

Obserwacja 1.3.1 (Wtasnosci homografii — szczegoty pozostawiamy jako CWICZENIE). (1) Dla homogra-

fii hJ(Z) = zjzzj:gj, 7 =1,2, mamy:

a; b as b
hi = hg <= J,cc. : [Ci di] = ,u{c; dﬂ

(2) Mamy nastepujace homografie elementarne:

(3) Bernhard Riemann (1826-1866) — matematyk niemiecki.
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1. Wstep
Nazwa Opis Parametry Liczba parametréw
rzeczywistych

translacje z—z+4+b |beC 2

obroty zZ—az acT 1
homotetie z—>tz t>0 1
odwzorowania afiniczne | z— az+b|ac€C,,beC 4
inwersja z—1/z

Kazde odwzorowanie afiniczne jest ztozeniem obrotu, homotetii i translacji.

Zlozenie homografii jest homografia. Kazda homografia jest odwzorowaniem bljektywnym Odwzorowa-
nie odwrotne do homografii jest homografia. Kazda homografia jest homeomorfizmem C na C. Zbior
wszystkich homografii H jest grupa ze skladaniem. Translacje, obroty i odwzorowania afiniczne tworza
podgrupy.

Kazda homografia jest ztozeniem homografii elementarnych. Grupa H zalezy od 6 niezaleznych parame-
trow rzeczywistych.

Kazda homografia h jest odwzorowaniem konforemnym na C N h~1(C).

Rownanie

Z— p’ B *k
=\,

= (%)

gdzie p,q € C, p # q, A > 0, przedstawia:

e dla A =1 — prosta,

e dla XA # 1 — okrag

C(p — Mg Ap- q\)
1-X27 12
wzgledem ktorych punkty p i g sa symetryczne @
Odwrotnie, dowolna prosta lub okrag moga by¢ opisane rownaniem (**). W przypadku okregu C(zg, ),
punkt p € C\ ({20} U C(20,r)) wybieramy w sposob dowolny i ktadziemy
7"2 )\ - |p - ZO|

p—z ro
Dowolna prosta uzupelnionsg oo nazywamy okregiem niewtasciwym. Okrag wtasciwy lub nie, dany row-
naniem (**) jest przeksztalcany przez homografie (*) na okrag wlasciwy lub nie dany roéwnaniem

w — h(p) ‘ gc+d

=A .

w — h(q) pc+d
W szczego6lnosci punkty symetryczne przechodza zawsze w punkty symetryczne.
Zauwazmy, ze:
e jezeli h jest odwzorowaniem afinicznym, to prosta przechodzi na prosta i okrag — na okrag,
e h jest inwersja, to otrzymujemy réwnanie

-1
u‘ =2
w—1/q

co oznacza, ze obrazem proste] jest albo prosta (gdy [p| = |g||(°))} albo okrag (gdy |p| # |q|), za$ obrazem

okregu jest albo okrag (gdy A|g| # |p|), albo prosta (gdy Alg| = |p|).
Niech H' := {z + iy € C : y > 0}. Dla dowolnego a € H™ homografia

h(z) :=

q:=2z+

zZ—a

z—a
przeksztatca H' na koto jednostkowe D oraz h(R) = T \ {1}.

(*) W przypadku okregu C(zo, r) oznacza to, ze punkty te leza na jednej pélprostej wychodzacej z 2 oraz |p—20||lq — zo| =

r2. Dodatkowo, umawiamy si¢ ze punkty zp i co sa réwniez symetryczne wzgledem C/(zo,7).

(5) Np. gdy przeksztalcamy os rzeczywista i p = —q = 1.
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Istotnie, h(a) = 0 oraz dla = € R mamy

()| = |
czyli h(R) C T. Poniewaz homografie sa homeomorfizmami przeksztalcajacymi proste na proste lub
okregi, musimy mieé¢ h(HT) = D.

Dla dowolnych a € D, ¢ € T, homografia

r—a

=1
T—a

przeksztalca D na D.
Istotnie, h(a) = 0 oraz dla dowolnego z = 1/Z € T mamy
z—a

2l = ‘1—6/2‘ B ‘z—a

czyli h(T) C T. Dalej rozumujemy, jak poprzednio.

Zbior A wszystkich homografii postaci takiej, jak w @[) jest podgrupa grupy Auty (D) wszystkich homo-

grafii przeksztalcajacych D na D.

Auty (D) = A. W szczegolnosei, grupa Auty (D) zalezy od 3 parametrow rzeczywistych. Ponadto, grupa

ta dziala tranzytywnie na D, tzn. dla dowolnych a,b € D istnieje h € Auty (D) takie, ze h(a) = b.

Istotnie, niech f € Auty /(D) i niech g € A bedzie takie, ze g(f(0)) = 0. Wtedy h := go f € Auty(D) oraz

h(0) = 0. Wystarczy pokaza¢, ze h musi by¢ obrotem. Niech h(z) = “z+b . Poniewaz h(0) = 0, musi by¢

b = 0. Punkty 0 i co sa symetryczne wzgledem T. Wynika stad, ze h( ) = 00, a wiec ¢ = 0. Poniewaz

h(T) =T, musi by¢ a/d € T, czyli h jest obrotem.

=

Cwiczenie 1.3.2. Niech D;j bedzie dowolnym kotem lub polplaszczyzna i niech a; € Dy, b; € 0zDj, j = 1,2.
Pokazad, ze istnieje homografia h taka, ze h(D;1) = Dy oraz h(a1) = as, h(b1) = bs.

Cwiczenie 1.3.3. Dla h € H, h # id, zbadaé zbior {z € C : h(z) = z}.

1.4. Funkcja exp
Definiujemy funkcje wyktadniczg exp : C — C,

o0
Zn

exp(z) = €* := Z o Z€ C.

n=0

Obserwacja 1.4.1 (Wtasnosci exp). (1) Funkcja exp jest poprawnie okreslona. Jest to funkcja C — C

(2)

S~ o~

SRS

klasy C¥. Definicja jest zgodna dla z = z € R.
ettt =et.eb a beC.

Istotnie,
" _Oo(a+b)”_oonak pr—k *) > an” b
e“’—nz:% n! _T;%M(n—k)!_(%')(n_on) ’

gdzie (%) to iloczyn Cauchy’ego @szeregéw.
e*#0,a€C.
e* = e%(cosy +isiny), z =z + iy € C.
Definiujemy
eiz _|_677Jz . eiz _ o1z
COS 2 1= 5 sin 2 := —
Sa to tzw. wzory Eulem Definicje sg zgodne dla z = z € R. Odnotujmy, ze np. cosi = e+1/e > 5

z € C.

(%) Augustin Cauchy (1789-1857) — matematyk i fizyk francuski.
(") Leonhard Euler (1707-1783) — matematyk i fizyk szwajcarski.
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(6) e* = e" <= z — w = 27ik dla pewnego k € Z.
(7) Funkcje cos i sin maja okres 27. Ponadto, cosz = 0 <= z =a/2 + km, k € N, sinz = 0 < z = km,
k € N. Definiujemy

sin z CcoS z

tgz = C 2+ kn:keZ tg z = C\{kr:keZ)}.
gri= 202 eC\{n/24hnikeZ), cigz= F ceC\{kn:ke)

Zachodza wszystkie standardowe wzory znane dla funkcji trygonometrycznych zmiennej rzeczywistej,
np. cos?z+sin’z=1, z € C.
(8) exp(C) =C,.
(9) Definiujemy funkcje hiperboliczne, sinus i kosinus hiperboliczny
e +e* e —e

coshz::T, sinhz == — zeC.

Dla z € C definiujemy logarytm zespolony
logz:={weC:e¥ =2z}
oraz logarytm gtéwny Log : C — C,

Logz:=Iln|z|+iArgz, ze€C.

Odnotujmy, ze:
e loglh=0.
e logz=Inl|z|+iargz, z #0.
e Dla dowolnego zbioru A C C, w zbiorze A istnieje galaz logarytmu ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy w A
istnieje galaz argumentu a. Jezeli A C C, jest spojny, to £(z) = In|z| + ia(z) + 2kwi, z € A, dla pewnego
ke Z.
e W C\R_ istnieje galaz logarytmu i kazda taka galaz ma postac¢ £(z) = In|z| +i Argz + 2kmi, z € A, dla
pewnego k € Z.

Dla dowolnego a € C, definiujemy potege zespolong
a® = {e" 1w cloga}, beC.

Ponadto, ktadziemy 0° := {0} dla b € C,. Odnotujmy, ze:

e a" = {a"} dla dowolnego n € Z, gdzie po prawej stronie a™ rozumiemy w sensie klasycznym.

o a'/" = {/a,neN.

e Dla dowolnego wy € loga, funkcja C 3 z — e*"° jest galezia jednoznaczna potegi C 3 z —— a*. Czy
kazda galaz musi by¢ tej postaci?

o Jezeli w zbiorze A C C, istnieje galaz logarytmu ¢, to dla dowolnego b € C, funkcja A > z+—— e
galezig potegi A 3 2z — 2°. Czy kazda galaz musi by¢ tej postaci?

bl(z) jest

Przyktlad 1.4.2.

it = {e” AT ke 7Y € Ry
Cwiczenie 1.4.3. Niech D C C bedzie obszarem i niech f : D — C, bedzie funkcja ciagla, dla ktorej
w obszarze D istnieje galaz log f — oznaczmy ja L — mamy e” = f. Niech a € D i niech f(K(a,r)) C

K(f(a),|f(a)|). Niech £ bedzie dowolna galezia logarytmu w K (f(a), |f(a)|). Wtedy L = fo f+2kmi w K(a,r)
dla pewnego k € Z.
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1.5. Odwzorowania przy pomocy funkcji elementarnych

Przyklad 1.5.1 (n—ty pierwiastek). Wiemy, ze w zbiorze C\R_ istnieje galaz jednoznaczna {/z, np. f(z) :=

1
en Log z

. Funkcja ta odwzorowuje homeomorficznie gérna potplaszczyzne HT na kat
{zeC:0< Argz < 7/n}

(odwzorowaniem odwrotnym jest oczywiscie z — 2™).
Przyktad 1.5.2 (Funkcja Zukowskiego . Funkcjq Zukowskiego nazywamy funkcje
f(z) =3(2+1/2), ze€C..
Niech f(z) = f(re') = u + iv, czyli
u=3(r+1/r)cost, v==%(r—1/r)sint.

Wtedy f(z2) = f(1/z), z € C,. ponadto, f jest injektywna w D, oraz w C\ D i odwzorowuje homeomor-
ficznie kazdy z tych obszarow na C\ [—1, 1]; odwzorowania odwrotne maja postac

C\[-L,1] 3w w+ Vw? — 1 =w+ ez bos@* -1,

Istotnie, jezeli f(z1) = f(z2) dla 21,22 € Dy, to (21 — 22)(1 — 1/(z122)) =0, a stad z; = 2.

Dla 7 > 0, 7 # 1, obrazem okregu C(r) jest elipsa o ogniskach +1 i pétosiach 1 (r +1/r). Jezeli r — 0,
to ta elipsa oddala sie do co. Jezeli r — 1, to zmierza do odcinka [—1, 1], ktory jest dwukrotnie pokryty
przez obraz T.

Przyklad 1.5.3 (exp). Niech u + iv = e = e*T% tzn.
u=e"cosy, v=ce"siny.

(a) Dla dowolnego yo € R, pas poziomy {z +iy : x € R, yo — 7 < y < yo + 7} jest odwzorowywany
bijektywnie (ale oczywiscie nie homeomorficznie !) na C,. Pozioma prosta y = yo przechodzi na promien
{(e” cosyo, e* sinyp) : © € R}. Pas otwarty {x+iy: z € R, —7 < y < 7} jest odwzorowany homeomorficznie
na C\ R_ (odwzorowaniem odwrotnym jest Log).

(b) Dla dowolnych py € R,, q¢o € R, pas ukosny {(z,pox +¢q) : ¢ € R, qo — 7 < ¢ < qo + 7}
jest odwzorowywany bijektywnie na C,. Prosta uko$na y = pgx + qo przechodzi na lini¢ srubowa postaci
{(e® cos(pox + qo), €” sin(pox + qo) : € R}.

Przyklad 1.5.4 (sin). Funkcja sinus odwzorowuje homeomorficznie pas
{r+iy:—m/2<z<7/2, yeR}
na C\ ((—o0,1]JU[1,400)) =: D. Istotnie, niech

1 o 1 1
sin z = sin(z + iy) = ?(ez(m“y) — e Hmt)y — i(ey +e Y)sinx + ii(ey —e Y)cosx
i
= coshysinz + isinhycosz =: u + iv.

Prosta pionowa x = 0 przechodzi bijektywnie na prosta u = 0. Kazda prosta pionowa xz = ¢ # 0 przechodzi

bijektywnie w jedna z galezi hiperboli
u? v?

sin2¢  cosZc

Wypelniaja one caly obszar D.
Cwiczenie 1.5.5. Jak zachowuje sie funkcja tg w pasie {z +iy: —7/2 <2 < 7/2, y € R} ?

(8) Nikolai Zukowski (1847-1921) — matematyk rosyjski.






ROZDZIAL 2

Funkcje holomorficzne 1

2.1. Pochodna zespolona

Niech {2 C C bedzie zbiorem otwartym i niech f : 2 — C, f = u + iv. Na funkcje f mozemy zawsze
patrzeé jako na odwzorowanie (u,v) : 2 — R2. W szczegdlnoéci, mozna pytaé o rozniczkowalnosé w sensie
rzeczywistym tego odwzorowania w pewnym punkcie a € 2. Niech f§(a) oznacza rzeczywista rézniczke
Frécheta modwzorowania f w punkcie a (o ile istnieje). Wiemy, ze dla Z = X 4+ iY mamy

fh(a)(Z) = ZQ)X+%Q)Y gg)Z;Z+gg)Z;Z

= (Zw- ig—iw)m%(gi( )4 %( NZ=Zwz+ Lz

gdzie

of of Oof of of Of

5. = (8:5( ) - Zay(“))’ 77 = (830( )“ay(“))
oznaczajy pochodne formalne funkeji f w punkcie a. Oczywiscie, do ich zdefiniowania wystarczy istnienie
pochodnych czastkowych %(a), %(a)'

Definicja 2.1.1. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie a pochodng zespolong f'(a), jezeli granica

’ o . f(a+h)_f(a)
fila):= c*lalineo h

istnieje i jest skoniczona. Innymi stowy, f ma w punkcie a zespolona rézniczke Frécheta ff.(a) oraz fi.(a)(Z) =
f(a)Z, Z € C.
Propozycja 2.1.2. NWSR:

(1) f’( ) istnieje;

(ii) f ( ) istnieje;

(iii) fg(a) istnieje oraz jest operatorem C-liniowym;

(iv) fg(a) istnieje oraz spetnione sq réwnania Cauchy’ego-Riemanna

of _Ou ov ou ov

@) =0, e Gha) = ), Gola) =~ 5 ()
W szczegdlnoscei, jezeli f/(a) istnieje, to fi(a)(Z) = f/(a)Z oraz

of 8f of
!/
f@ =g =iz @ = Zw.

Przyklad 2.1.3. Funkcja f(z+iy) := /|zy|, 2 = z+iy € C, ma w punkcie a = 0 obie pochodne czastkowe
(g—i(O) = 3—5(0) = 0), ktore spelniaja oczywiscie rownania Cauchy’ego—Riemanna, ale f/(0) nie istnieje.

Definicja 2.1.4. Niech P, (C) := oznacza zbiér wszystkich wielomianéw zespolonych jednej zmiennej zespo-
lonej stopnia < n (n € Z,), tzn. zbior wszystkich funkeji postaci C > 2 —> ag + a1z + -+ + a, 2™ € C. Jest

(1) René Fréchet (1878-1973) — matematyk francuski.
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oczywiscie zespolona przestrzeri wektorowa. Ponadto, P,,(C) C Py41(C). Polézmy, P(C) := (J,—, Pn(C).

Jest to pierscien.

Niech R(C) := oznacza pierscienn wszystkich funkcji wymiernych jednej zmiennej zespolonej, tzn. zbior

wszystkich utamkow L /M, gdzie L, M € P(C), M # 0. Kazda funkcja wymierna jest funkcja ciagta C — C.

Obserwacja 2.1.5. (a) Do rozniczkowania zespolonego stosuja sie standardowe wzory na rozniczkowanie

(b)

()

()

(h)

,.y*

sumy, iloczynu i ilorazu.
Kazdy wielomian p(z) = ag+a12+- - -+a, 2" € P,(C) jest rozniczkowalny w sensie zespolonym w kazdym
punkcie oraz p'(2) = ay + 2a2z + -+ - + na,z" 1 € P,_1(C). Kazda funkcja wymierna L/M € R(C) jest
rozniczkowalna w sensie zespolonym w kazdym punkcie z € C\ M ~1(0).
Niech f : 2 — ' bedzie odwzorowaniem bijektywnym na pewien zbior otwarty 2 C C takim, ze f'(a)
istnieje. Niech b := f(a), g := f~1: 2 — 2. Wtedy NWSR:

(i) ¢'(b) istnieje;

(ii) f'(a) # 0 oraz g jest ciaglte w punkcie b.

Ponadto, ¢'(b) = ﬁ
Jezeli f'(a) istnieje, to det f§(a) = |f’(a)|?. Istotnie

@) — e [0 @] _ i [0~ @] _ s (e = (@)
det fg(a) = det |:v;(a) Ui(a):| = det |:11;’C(a) ', (a) :| = (uy(a))” + (vy(a)” = [f'(a)]".
Jezeli f : 2 — C jest odwzorowaniem klasy C! takim, ze f’(a) istnieje i f’(a) # 0, to dla pewnego
otwartego otoczenia U C {2 punktu a, odwzorowanie f|y : U — V jest Cl-dyfeomorfizmem na pewne
otwarte otoczenie punktu b := f(a) i jezeli g := (f|y) !, to ¢/(b) istnieje i ¢'(b) = %
Funkcja exp ma pochodna zespolona w dowolnym punkcie oraz exp’(z) = exp(z), z € C.

Istotnie, poniewaz exp(z +iy) = e®(cosy +1isiny), zatem funkcja exp jest klasy C*(IR?, C). Ponadto,
dla z = z + iy, mamy

0 1,0 0 1
;;p (z) = 5( ;;ip (z) +1 ;;{p (z)) =3 (ez(cosy +isiny) + ie”(—siny + i cos y)) =0,
co oznacza, ze w kazdym punkcie spelnione sa rownania Cauchy’ego—Riemanna, czyli exp’(z) istnieje dla

dowolnego z. Ponadto, exp’(z) = %(z) = exp(z), z € C.

Niech D C C, bedzie obszarem, w ktorym istnieje gataz logarytmu ¢. Wtedy ¢'(z) = 1/z, z € D.
Istotnie, niech b € D, a := £(b). Do funkcji f := exp stosujemy @, z ktorego wnioskujemy, ze

’ _ 1 _ 1 -1
t0) = 7@ = spwe = o
sin’ z = cos z, cos’ z = —sin z, z € C.

Dla drogi (tzn. krzywej kawalkami klasy C1) v = (y1 +iv2) : [a, B] — C oraz funkcji ciaglej f = u+iv :
— C definiujemy

/fdz :=/udx—vdy+i/vdx+udy
2l ¥ ¥

B B
— [ (5RO ~ OO0 + el 0) + ubOn5E))de = [ FOE)7 O
Zauwazmy, ze

|| s < e

gdzie

B
£(y) = / (1) dt

oznacza dtugos$é krzywej v, zas dla ¢ : A — C kladziemy

lella == sup{le(2)] : = € A}.
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Propozycja 2.1.6 (Wzor Cauchy’egof(}reena. Niech D C C bedzie obszarem p—spdjnym, ktdrego brzeg
sktada si¢ 2z p drog Jordana zorientowanych dodatnio wzgledem D, tzn. 0D = yjU---Uv;_y, inty; CC int o,

j=1,...,p—1,inty; CCexty, j,bk=1,...,p—1,j #k. Niechfecl(ﬁ) Wowczas

of
! 109 5¢(©) _
flz) = %</apc—zd<+/13 C_ZdC/\dC), z€D.
W szczegdlnosci, jezeli f € C1(D) oraz f'(z) istnieje dla dowolnego z € D, to
)= — 14 ep.

2mi op C— 2

Dowdd. Ustalmy K (a,e) CC D. Wowezas, na mocy wzoru Greena (zastosowanego do obszaru D, := D\

K (a,)), mamy

f(©) f(©) f(©) f(©)
/aD ¢— adC - /C(a,a) ¢— adC - /E)DE ¢— ad( - /DE d<§ — adC>

FO FO
:—/DE C_adg“/\dg“e_—>>0+— Dc_ad(/\dg,

przy czym okrag C/(a, €) utozsamiamy z krzywa [0,27] 3 t — a + e, Utozsamienie to bedziemy stosowad
konsekwentnie w przysztosci.
7 drugiej strony,

‘QL/ &dg—f(a)‘ < max{|f(¢) — f(a)]: ¢ € Cla,e)} — 0. 0
T JC(a,e)

(—a e—0+

Propozycja 2.1.7. Niech D C C bedzie obszarem i niech f = u+iv : D — C bedzie ciggta. Wtedy NWSR:

(i) dla dowolnych a,b € D, catka fab f(z)dz := f,y f(2)dz nie zalezy od wyboru drogi v tqczqcej a i b w D;

(ii) funkcja [ posiada pierwotng zespolona, tzn. istnieje funkcja F : D — C taka, ze F'(2) = f(z) dla
dowolnego z € D.

Dowdd. (i) = (i)

B

. B
/ f(2)dz = / F(y(t)) (£)dt = / (F o) (t)dt = F(1(8)) — F(r()).

(e

(i) = (ii): Niezaleznos¢ calki f7 f(2)dz od drogi catkowania jest rownowazna niezaleznosci catek

/ udr — vdy, / vdx + udy
¥ ¥

od drogi calkowania, co oznacza, ze istnieja funkcje o, € C*(D,R) takie, ze

oo e o
or ' oy 1 ox 1 Oy

Niech F := ¢ +i1). Wtedy F jest klasy C!, spetnia w kazdym punkcie réwnania Cauchy’ego-Riemanna oraz
F=¢, +ip, =u+iv=f. O

Propozycja 2.1.8 (Indeks punktu wzgledem drogi zamknietej). Niech «y : [0,1] — C bedzie dowolng drogg
zamknietq. Wtedy catka krzywoliniowa

1 1 IR (3!
Ind = — dz = — dt *
nd,(a) 27i 7z—az 2mi Jo y(t)—a a€C\Y,

(?) George Green (1793-1841) — matematyk i fizyk angielski.
(3) Tzn. f € C1(R2), gdzie 2 C C jest zbiorem otwartym takim, ze D C 2.
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noszqca nazwe indeksu punktu a wzgledem drogi v, przyjmuje wartosci catkowite, state w kazdej sktadowej
spajnej zbioru C\ ~v*, przy czym Ind, = 0 w sktadowej nieograniczonej zbioru C\ v*.

Odnotujmy, ze Ind. (a) jest oczywiscie niezalezny od zmiany parametryzacji drogi +.
Dowdd. Z twierdzenia o funkcjach danych catka wynika, ze Ind, jest funkcja ciagla. Ponadto,

L £0)
< — — 0.
< 27 dist(a, v*) a—oo 0

Pozostaje wigc wykazac, ze Ind,(a) € Z dla dowolnego a € C\ v*. Ustalmy a i niech

T / t
h(z) :z/ ’77()&7 0<z<1.
0o Y(t)—a
Jest to funkcja ciagta, roézniczkowalna poza skoriczong liczba punktow, h(0) = 0, k(1) = 2miInd,(a). Za-
uwazmy, ze

|Tnd, (a)

(e (v —a) =e"(=N'(y—a)+7) =0
poza skonczong liczba punktow. Tak wiec e (y — a) = const = 7(0) — a. Wynika stad, ze

h T—a
et = —— |
7(0) —a
a stad ") =1, a wiec h(1) = 27iInd, (a) = 2mi k dla pewnego k € Z. O

Cwiczenie 2.1.9. (a)
Ind (2) = 1, gdyze€ K(a,r)
CemTT0 ey ¢ K(ar)

(b) Niech 7 : [0,1] — C bedzie zamknieta droga Jordana zorientowana dodatnio wzgledem int v. Wtedy

Tnd, () 1, gdy ze€inty
nd,(z) = .
7 0, gdy z€exty

Propozycja 2.1.10. Niech v : [0,1] — C bedzie dowolng krzywq zamknietq, niech a € C\ v* i niech
r = dist(a,y*). Niech o; : [0,1] — C bedzie drogg zamkniegtq takq, ze |oj — vl < /4, j = 1,2. Wtedy
Ind,, (a) = Indy, (a). W szczegdlnosci, wzdr

Ind,(a) := lim Ind,(a), a€C\~",

o—droga zamknieta
llo=~llj0,1—0

definiuje Ind,, : C\ v* — Z dla dowolnej krzywej zamknietej v : [0,1] — C.
Dowdd. Niech

g1 —a

o= .
02 —Q

Zauwazmy, ze

’

, ot (o2—a)—(o1—a)oh

g _ (o2—a)? __% 9
o Z;:Z oL—a o9—a
Ponadto,
— 2L 9
|U—1|=‘Ul Uz‘ggi:,
o2 —a gr 3
Ostatecznie
1t Lt Lt 1 [t
IndUl(a)_Inddz(a):i-/ ( 01( ) - 02( ) )dt:f U( )dt:IHdg(O):O. O
2t Jo \o1(t) —a o2(t) —a 2wt Jo o(t)

Cwiczenie 2.1.11. Czy uogélniony indeks zdefiniowany w Propozycji [2.1.10{ma wszystkie wlasnosci opisane
w Propozycji|2.1.§]
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Twierdzenie 2.1.12 (Twierdzenie Cauchy’ego—Goursata @ Niech 2 C C bedzie otwarty 1 niech f :
2 — C bedzie taka, ze f'(z) istnieje dla dowolnego z € 2.

(a)

(2)dz=0
oT

dla dowolnego zwartego tréjkata T = conv{a, b, c}, przy czym OT rozumiemy jako tamang zamknietq [a, b, ¢, a).

Wynik pozostaje prawdziwy dla wszystkich funkcji f € C(T) takich, ze f'(z) istnieje dla dowolnego
z€intT.

(b) Niech D CC {2 bedzie obszarem, ktorego brzeg sktada sie ze skoriczonej liczby tamanych Jordana@
zorientowanych dodatnio wzgledem D. Wtedy

f(z)dz = Z/ f(z)dz =0.

oD =07

Wynik pozostaje prawdziwy dla wszystkich funkcji f € C(D) takich, ze f'(z) istnieje dla dowolnego z € D.
(c) Jezeli zatozymy dodatkowo, ze f € CL(£2) to dla dowolnego obszaru D CC 2, ktérego brzeg
sktada sie ze skoriczonej liczby drdg Jordana zorientowanych dodatnio wzgledem D, mamy

f(z)dz = 0.
oD

Dowdd. (a) Przypadek, w ktorym T jest zdegenerowany jest oczywisty (CWICZENIE). Dalej zaktadamy, ze
T nie jest zdegenerowany. Trojkat Ty := T dzielimy przy pomocy §rodkéw bokéw p := %(a +0b),qg= %(b—i— c),
o= %(c + a) na cztery trojkaty To,1 = conv{a,p,r}, To 2 = conv{p,b,q}, To s := conv{q,c,r}, Toas =
conv{p, r,q}. Wtedy

0Ty

4
f(z)dz = Z f(z)dz.
j=1

aTy,;
Niech T oznacza jeden sposrod trojkatow 1o 1, ..., 70,4, dla ktérego
) f(z)dz’ = max{‘/ f(z)dz‘ ij= 1,2,3,4}.
Ty aTo,;
Oczywiscie,
‘ f(z)dz‘ <4 f(z)dz‘
8TO 6T‘l

Teraz powtarzamy rozumowanie rekurencyjnie i otrzymujemy zstepujacy ciag trojkatow (Tj);?‘;l taki, ze
£(0T;) = 279£(0Ty) oraz
’ f(z)dz‘ < 4j‘ f(z)dz|, jeN.
Ty aT;

Niech {20} := ;2, Ty, f(2) = f(20) + f'(20)(z — 20) + a(2)(2 — 20), gdzie a(z) — 0 przy 2 — 2.
Odnotujmy, ze funkcja z — f(20) + f'(20)(z — 20) ma oczywiscie pierwotng. Korzystajac z Propozycji
mamy

‘ N f(z)dz‘ < 4ﬂ‘( /BT’.(f(zo) ¥ f(20)(2 — 20) + al2) (= — ZO))dz) _ 41“ /BTV a(z)(z — zo)dz‘

<VEOT;) max{a(2)(= — 20)| : = € DTy} < 4T allar, = EOT)allor, — 0.
Jj—+oo

Jezeli tylko zatozymy, ze f € C(T) oraz f'(z) istnieje dla dowolnego z € intT, to na podstawie po-
przedniego dowodu, mamy [, f(z)dz = 0 dla dowolnego trojkata 7" C int 7. Ustalmy punkt d € int T

(%) Edouard Goursat (1858-1936) — matematyk francuski.
(5) Camille Jordan (1838-1922) — matematyk francuski.
(6) W przysztosci zobaczymy, ze zalozenie to jest automatycznie spelnione — Twierdzenie [2.2.5
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i niech T =T, = conv{a + s(d —a),b+ s(d —b),c+ s(d—¢)} C intT, s € (0,1). Pokazemy, ze
f(’)T' z)dz — [o f(2)dz przy s — 0 (co zakonczy dowod). Mamy:

/ fedz— [ ]
la+s(d—a),b+s(d—b)] [a,b]

1
</0 |f(a+s(dfa)+t(1fs)(bfa))(lfs)ff(a+t(bfa))|(bfa)dt30

(wobec jednostajnej ciagtosci f na T) i analogicznie dla pozostalych odcinkow.
(b) Poprzez triangulacje (CWICZENIE).
(¢) Korzystamy ze wzoru Greena z Analizy oraz z rownan Cauchy’ego-Riemanna:

f(z)dz:/ udx—vdy—l—i/ vdw—i—udy:/(—v;—u;)—l—i/(u;—v;)z(). O
oD oD oD D ) D )

Propozycja 2.1.13. Niech G C C b@dzie obszarem gwiaZdzistym wzgledem punktu ¢ i niech f : G — C
bedzie funkcja ciggle takq, Ze faT z)dz = 0 dla dowolnego zwartego trojkata T C G (np. f'(z) istnieje
dla dowolnego z € G — Twierdzenie . Wtedy f ma w G pierwotng zespolong. W szczegdlnosci, na
podstawie Propozycjz' f,y f(z)dz = O dla dowolnej drogi zamknietej w G.

Dowdd. Zdefiniujmy
F(z) = [ ]f(C)dC, zeG.

Ustalmy a € G. Korzystajac z zalozenia o zerowaniu sie¢ catki po brzegu trojkata, dla matych A mamy

F(a—i—h})L—F(a) ff(a)‘ = ‘llz/[a a+h](f(z) ff(a))dz’ < max{|f(z) — f(a)| : z € [a,a + A} Ij)O. O

Propozycja 2.1.14 (Wzor catkowy Cauchy’ego). (a) Niech G C C bedzie obszarem gwiaZdzistym i niech
v :[0,1] — G bedzie dowolng drogq zamknietq. Niech f : G — C bedzie taka, ze f'(z) istnieje dla dowolnego
z € G. Wtedy

f(a)Ind,(a 2772/ /(= dz, a€G\7".

(b) Niech f : K(a,r) — C bedzie funkcja cigglq taka, ze f'(z) istnieje dla dowolnego z € K(a,r).
Wtedy
1 £(©)
271 Cla,r) (—z

f(z) =

W szczegdlnosci, dla z = a dostajemy:
e twierdzenie o wartosci Sredniej po okregu

¢, ze€ K(a,r).

2m
fla) = L/ J©) i = — fla+re?)dd = J(f;a,7),
C(a,r)

211 (—a 21 Jo

oraz nierownosé )
1 i )
H@I< o= [ 1t relas = I(|flsan).
™ Jo

e twierdzenie o wartosci §redniej po kole

1 T 2m 2m
&):72/ sds fla+ se)df = 2/ fla+se® sd&ds_— fac? = A(f;a,r),
r 0 0 wr

2
" JK(a,r)
oraz nierownosé
1

mr?

Fla)] < /K 14 = A7),
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Dowdd. (a) Ustalmy punkt a € G\ v* 1 niech

) W, jezeli z € G\ {a}
z) = '
g f’(a), jezeli z =a

Oczywiscie g jest ciagla oraz ¢'(z) istnieje dla z € G\ {a}. Na podstawie Twierdzenia [2.1.12a) dostajemy
faT g(z)dz = 0 dla dowolnego zwartego trojkata T' C G. Teraz, na podstawie Propozycji[2.1.13

O:Ag(z)dz:AWdz,

a stad

1 /7 f), 1 /Wf(a)dz—f(a)lnd,y(a).

211 z—a 211 zZ—a

(b) Ustalmy z € K(a,r). Na podstawie (a) mamy
2 it
f(2) = f(2) Indc (a6 (2) = 1 /C f©) dc = 1 fla+ seit)

T omi (as) = 2 T 2n )y z—a—set

setdt, |z—al<s<r.

Teraz pozostaje przejscie graniczne s —» r. Aby moc skorzystaé z twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanym
przechodzeniu do granicy pod znakiem calki, wystarczy upewnié sie, ze funkcja podcatkowa ma catkowalna
majorante:

fla+ Seit) seit

I1fll=
z —a — sett S Een) T ‘

z—al+e<s<r O
5

Twierdzenie 2.1.15. Niech D C C bedzie dowolnym obszarem i niech f : D — C bedzie taka, ze f'(2)
istnieje dla dowolnego z € D. Niech a,b € D i niech vo,71 : [0,1] — D bedg dowolnymi drogami tgczgcymi
a b, ktore sq homotopijne w D. Wtedy

(2)dz= | f(2)dz.
Yo 71
Dowdd. Niech H : [0,1]x[0,1] — D bedzie homotopia taczaca te drogi, tzn. H jest odwzorowaniem ciggltym
takim, ze H(0,-) = vo, H(1,:) =y, H(s,0) = a, H(s,1) = b, s € [0,1] [] Poniewaz H jest jednostajnie
ciagle, znajdziemy 6 > 0 takie, ze jezeli |s' — s"| < 61 [t/ —t"| < 6, to |H(s',¢') — H(s",t")| < r =
dist(H ([0, 1] x[0,1]),0D). Ustalmy n > 1/§ iniech s; =t; := j/n, j =0,...,n. Niech a; , = H(s;,t;) iniech
o) oznacza lamang [ago, Gk 1, .., Qkn—1,0kn]. Zauwazmy, ze G = K(a;k,7) C D, G; jest obszarem
gwiazdzistym oraz H(s,t) € G, dla |s—s;| <1 |t—tg]| < 9,4,k =1,...,n. Korzystajac z Propozycji
wnioskujemy teraz, ze f’ml[tk,l,tk] f(2)dz = f[ao.k—l,ao,k] f(2)dz, k=1,....n,astad [ f(z)dz= [, [(z)dz.
Podobnie, f% f(z)dz = [, f(2)dz. Teraz wystarczy wykazac, ze faj,l f(z)dz = faj f(2)dz, 5 =1,...,n.
Wiemy, ze
/ f(z)dz=0, 4, k=1,...,n.
[ajfl,kfl)ajfl,kwaj,k)aj,kflyajfl,kfl]
Dodajac te calkidla k = 1,...,niredukujac calki po przeciwnie przebieganych odcinkach, dostajemy zadany
wzOr. ]

Jako natychmiastowy wniosek otrzymujemy:

Twierdzenie 2.1.16 (Twierdzenie Cauchy’ego—Goursata i wzor Cauchy’ego dla obszaréw jednospojnych).
Niech D C C bedzie obszarem homotopijnie jednospdjnym i niech f : D — C bedzie taka, ze f'(z) istnieje dla

(7) Odnotujmy, ze H(s,-) nie musi by¢ drogg dla 0 < s < 1.
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dowolnego z € D. Wtedy catka fv f(2)dz zalezy wytgceznie od koricow drogi~y : [0,1] — D — zob. Propozycja
[217] W szczegdlnosci,

Lf(z)dz:() oraz f(a)md,y(a):2;/7

dla dowolnej drogi zamknietej v : [0,1] — D.

ffldz, a € D\~

Obserwacja 2.1.17. Niech D C C bedzie obszarem i niech f : D — C, bedzie taka, ze f/(z) istnieje
dla dowolnego z € D. Zalozmy, ze L jest galezia jednoznaczna funkeji log f w D (tzn. exp L = f). Wtedy

L' = f'/f. W szczegblnosci, L jest pierwotna funkeji fT/’ co wobec Propozycji oznacza, ze dla dowolnych

a,b € D, calka ff ’},((zz)) dz .= f,y J},((Zz)) dz nie zalezy od wyboru drogi v taczacej a i b w D.
Istotnie, wiemy, ze dla dowolnego a € D, w pewnym otoczeniu punktu a mamy L = o f 4 2kmi, gdzie
{ jest gatezia logarytmu w otoczeniu f(a), za$ k € Z (Cwiczenie [1.4.3). Pozostaje skorzystaé¢ z Obserwacji

Propozycja 2.1.18. Niech D C C bedzie obszarem homotopijnie jednospdjnym i niech f: D — C, bedzie
taka, ze f"(z) istnieje dla dowolnego z € D Wtedy f ma w D jednoznaczng gatqz logarytmu L, ktdra

must byé postaci
z
L(2) :/
a

Dowdd. Funkcja f’/f ma w kazdym punkcie obszaru D pochodna zespolona. Pozwala to poprawnie okresli¢
funkcje

f(©) ,
70 d¢ + Log f(a) + 2kmi, z€ D,

dla pewnego k € 7.

P
h(z)._/a i+ Log (@), 2 €D,

gdzie a jest dowolnie ustalonym punktem z D. Wiemy, ze b’ = f'/f w D, a stad
(fe™™) = fleh — fe "0’ = 0.
Oznacza to, ze
fe™" = const = f(a)e M = f(a)e~ L8 F() =1,
czyli e? = f. Tak wiec h jest galezia jednoznaczna logarytmu f. Mamy e = f = el. Ostatecznie, (h —
L)/(2mi) jako funkcja ciagla o wartosciach catkowitych, jest stala. O

2.2. Funkcje holomorficzne

Definicja 2.2.1. Niech 2 C C bedzie otwarty i niech f : 2 — C. Powiemy, ze f jest holomorficzna w {2
(f € O(£2)), jezeli dla dowolnego punktu a € (2 istnieje szereg potegowy > - a,(z — a)” o dodatnim
promieniu zbieznosci R oraz liczba 0 < r < min{R, dist(a,012)} takie, ze f(z) = Y oo jan(z —a)", z €
K(a,r). Jezeli f € O(C), to mowimy, ze f jest funkcjq catkowitq. Jezeli G C C jest otwarty, zas f : 2 — G
jest bijekcja taka, ze f € O(2), f~! € O(G), to méwimy, ze f jest odwzorowaniem biholomorficznym.

Propozycja 2.2.2. Niech
oo
f(z)=) an(z=a)", |z—al <R
n=0

gdzie R oznacza promien zbieznosci szeregu potegowego. Wtedy f'(2) istnieje dla dowolnego z € K (a, R) oraz
prawdziwy jest wzor na rozniczkowanie pod znakiem szeregu

f(z) = Znan(z —a)"', z¢€K(a,R). ")

(8) W przysztosci (Twierdzenie j zobaczymy, ze istnienie f’/(z) dla dowolnego z € D wynika z istnienia f/(z) dla
dowolnego z € D.
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Ponadto, promien zbieznodci szeregu (") jest réwny R, co oznacza, zZe funkcja f ma w kazdym punkcie z €
K (a,r) wszystkie pochodne zespolone oraz

B =3k <Z> an(z —a)" %, z€ K(a,R).
n==k

£ ()

W szczegolnosci, f ma w K (a, R) wszystkie pochodne zespolone oraz a, =

f(z):Taf(Z)a ZEK(CL,R),

, € Ly, czyli

gdzie

(n)

) _ Z f n'(a)(Z*a)n
n=0 :

oznacza szereg Taylora @ funkcji f w punkcie a.

Dowdéd. CWICZENIE. 0

Zdefiniujmy promien zbieznosci szerequ Taylora funkcji f w punkcie a

d(T,f) :=sup{r > 0: szereg T,f(z) jest zbiezny jednostajnie w K(a,r)}.

Whniosek 2.2.3. Jezeli f € O(£2), to f ma w kazdym punkcie z € {2 wszystkie pochodne zespolone, f €
C¥(02,C) oraz f*) € O(R2) dla dowolnego k € N.

Lemat 2.2.4 (Lemat o produkcji funkeji holomorficznych). Niech v : [0,1] — C bedzie dowolng drogg
i niech g : v* — C bedzie dowolng funkcjq ciggtq. Zdeﬁniujmy

f(z): 2m/( d¢, zeC\~»".

Wiedy f € O(C\~"),

27

k! §
f(k)(z):.Lgﬂgcﬂdc, z€C\ 7", keN,

tzn. prawdziwy jest wzor na rézniczkowanie pod znakiem catki, oraz

> £(n)
z :Zf n!(a)(z_a)n:Taf(z)7 GG(C\’V*, |Z—a|<dlst(a7’y*)
n=0

W szezegolnosci, d(T, f) = dist(a,v*), a € C\ ~*.
Dowdd. Ustalmy a € C\ v*, niech r := dist(a,v*) i niech 0 < 8 < 1. Wtedy dla z € K(a,0r) i ( € v* mamy

1 1 z—a
sz:(fa 1-— Z‘l_z —a)"tl’
—a nO

przy czym szereg jest zbiezny jednostajnie poniewaz | = —2| < 0. Wynika stad, ze

oo

f(2) ;(eri[/@_g(j))nﬂdo(za)", 2 € K(a,r). O

Twierdzenie 2.2.5 (Charakteryzacja funkeji holomorficznych). Niech 2 C C bedzie otwarty i niech f :
2 — C. Wtedy NWSR:

(i) f'(2) istnieje dla dowolnego z € (2;
(i) fr(z) istnieje dla dowolnego z € (2 oraz 8f( )=0, z € 2 (tzn. [ spetnia w kazdym punkcie réwnania
Cauchy’ego—Riemanna);

(°) Brook Taylor (1717-1783) — matematyk angielski.
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(iii) f € C(£2,C) oraz [, f(2)dz = 0 dla dowolnego trijkqta zwartego T CC 2 (réwnowazinosé (i) <= (iii)
to tzw. twierdzenie Morery [”

(iv) f e C(02,C) oraz dla dowolnego obszaru gwiazdzistego G C (2 funkcja f ma w G pierwotng zespolong;

(v) feC(£2,C) oraz dla dowolnego kota K(a,r) CC {2 zachodzi wzor

_ 1 f(Q)
f(z) B % C(a,r) Ci z

d¢, ze€ K(a,r);

(vi) dla dowolnego a € 2 funkcja f ma w punkcz'e a wszystkie pochodne zespolone f)(a), n € N, oraz

f(n)
Z —a)", |z—al <dist(a,00);

(vii) f e O(R).
Dowdd. ) 2B ) B i) PropERD () L [ e BED (o) DLBZD () PrepBZA {)

gdzie (*) wynika z nastepujacego rozumowania: Na podstaw1e Propozycji 2.1.14] . ) zachodzi dla funkql F
i K(a,r) CC G. Stad, na podstawie implikacji ([ , F e (’)(G) Teraz na podstawie Wniosku [2.2.3]
f'(2) istnieje dla dowolnego z € 2 i mozemy zastosowac PropozyCJQ 4{do f. D

Obserwacja 2.2.6. Majac Twierdzenie 2.2.5] mozemy ,przettumaczy¢” szereg wynikow formutowanych po-
przednio dla funkcji majacych w kazdym punkcie pochodne zespolone na jezyk funkcji holomorficznych.

Dotyczy to np. Propozycji .1.14], .1.16] 2.1.18]

Twierdzenie 2.2.7 (Twierdzenie Cauchy’ego—Goursata i wzor Cauchy’ego dla obszarow jednospojnych).
Niech D C C bedzie obszarem homotopijnie jednospdjnym i niech f € O(D). Witedy catka fv f(2)dz zalezy

wytgceznie od koricow drogi vy : [0,1] — D. W szczegdlnosci, fv f(2)dz =0 oraz
1),

21 v Z—a

f(a)Ind,(a) = ac D\~

dla dowolnej drogi zamknietej v : [0,1] — D.

Propozycja 2.2.8. Niech D C C bedzie obszarem homotopijnie jednospojnym i niech f : D — C, bedzie
holomorficzna. Wtedy f ma w D jednoznaczng gatqz logarytmu L, ktdra musi byé postaci

O
)‘/a 70

dla pewnego k € N. W szczegdlnosci, kazda gatqz logarytmu f jest holomorficzna i L' = fT,

(a) +2kmi, ze€ D,

Twierdzenie 2.2.9 (Twierdzenie Cauchy’ego—Goursata i wzor Cauchy’ego dla obszaréw p—spojnych). Niech
D C C bedzie obszarem p-spdjnym takim, kidrego brzeg sktada si¢ z p drog Jordana zorientowanych dodatnio
wzgledem D. Niech f € O(12), gdzie 2 D D. Witedy

f(z)dz =0 oraz f(a) = ! /(z)

— ———dz, a€D.
oD 21 Jop 2 —a

Jezeli OD sktada si¢ z p tamanych Jordana zorientowanych dodatnio wzgledem D, to wynik pozostaje
prawdziwy dla f € O(D) NC(D).

Dowdd. Wynik wynika bezposrednio z Twierdzenia [2.1.12) oraz faktu, ze drugi ze wzoréw jest konsekwencja
pierwszego. Istotnie, ustalmy a € D i niech

() LB ey zfa
T @ eyz=a

(19) Giacinto Morera (1856-1909) — matematyk wloski.
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Wtedy g € O(£2) (odp. g € O(D)NC(D)) (por. dowdd Propozycji[2.1.14{a)). Na podstawie pierwszej czesci
twierdzenia mamy [, g(z)dz = 0, czyli

19

p—1

p—1
% b 2 (jzldz = % - %dz = jgo % [y,- %dz = f(a)jgolnd%.(a) = f(a)Ind,,(a) = f(a). O

2.3. Podstawowe wlasnosci funkcji holomorficznych
Jako natychmiastowe wnioski z Twierdzenia [2.2.5 dostajemy.

Propozycja 2.3.1. (a) O(£2) jest algebrg.
(b) Ztozenie funkcji holomorficznych jest funkcjg holomorficzng.
(c) Jezeli f: 2 — G jest bijekcjg, f € O(£2) oraz f'(2) #£0, z€ 2 to f~1 € O(G).

Propozycja 2.3.2 (Twierdzenie Weierstrassa ED Niech (fr)52, C O(£2) i niech fr — fo niemal
jednostagnie w 2. Wtedy fo € O(S2).

Dowdd. Oczywiscie fo € C(£2,C). Ponadto, dla dowolnego kota K (a,r) CC 2 mamy

fe(z) = 1/ f"“(g)dc, z€ K(a,r), k €N,

" 27 Jogn C— 2
Poniewaz fi, — fo jednostajnie na C(a,r), dostajemy
1
folz) = o /C(am) ?_(QZdC, z € K(a,r).

Teraz wystarczy skorzystaé¢ z Twierdzenia . O
Lemat 2.3.3. Niech D C C bedzie obszarem i niech f = u+iv € O(D). Jezeli |f| = const, to f = const.
Dowdd. Niech u? + v? = ¢ = const. Przypadek ¢ = 0 jest trywialny. Zalézmy wiec, ze ¢ > 0. Rozniczkujac
dostajemy

wuy, + vy, =0, wuy, + vv, =0,
co, wobec rownan Cauchy’ego-Riemanna, daje

uuy, —vuy, =0,  wvuy, + uuy, = 0.

/ /

Wyznacznik tego ukladu to u? + v? # 0. Wynika stad, ze v/, = v/, = v

— ) 3 —
v = Uy =0, a wigc f = const. O

Propozycja 2.3.4 (Zasada identycznosci). Niech D C C bedzie obszarem i niech f,g € O(D),
A:={z€D: f(z)=g(2)}.
Jezeli zbior A ma punkt skupienia w D, to f = g.
W szezegdlnosci, jezeli f € O(D), f £ 0, to zbior f~1(0) sktada sie z punktow izolowanych.

Dowdd. Zastepujac (f, g) przez (f — g,0), redukujemy pytanie do przypadku g = 0. Niech
Dy:={a€D:3so: f=0w K(a,7)}.

Zbiér Dy C A jest oczywiscie otwarty. Aby zobaczy¢, ze jest niepusty, niech a bedzie punktem skupienia

zbioru A, tzn. dla pewnego ciagu (ax)72; C A\ {a} mamy ar, — a. Mamy oczywiscie f(a) = 0. Niech
k:=sup{n € Zs : Yogmgn : f(m)(a) = 0}.

Jezeli k = 400, to Ty f =0, astad f = 0w K(a,dp(a)) =: K(a,R). Praypusémy, ze k < +oco. Poniewaz

f(z) = Tuf(2), z € K(a, R), wnioskujemy, ze f(z) = (z — a)*f(2), z € K(a,R), gdzie f € O(K(a,R)),

(11) W przyszlosci zobaczymy (Propozycja , ze jezeli f : {2 — C jest injektywnym odwzorowaniem holomorficznym,
to f'(2) #0, z € Q2.
(12) Karl Weierstrass (1815-1897) — matematyk niemiecki.
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f(a) # 0. Z drugiej stronie, poniewaz f(ay) = 0, dostajemy f(ay) = 0, k € N. Wynika stad, ze f(a) = 0, co
prowadzi do sprzeczno$ci.
Powyzsze rozumowanie pokazuje réwniez, ze zbior A jest domkniety w D, a wiec Dy = D. O

Obserwacja 2.3.5. Niech P bedzie wielomianem zespolonym dwo6ch zmiennych zespolonych. Wobec zasady
identycznosci, jezeli P(sinz,cosz) =0 dla 2 € R, to P(sinz,cosz) =0 dla z € C.

Obserwacja ta pozwala na ,automatyczne” przenoszenie wzordéw trygonometrycznych z przypadku rze-
czywistego na zespolony.

CwiczENIE: Czy da sie na tej drodze uzyskaé¢ wzor tg2z = 2tz 9

1—tg2 2z °

Whniosek 2.3.6. Niech I C R bedzie przedziatem otwartym i niech f € C¥(I,C). Wtedy istniejg obszar
D c C i funkcja f € O(D) takie, Ze DNR =1 oraz f = f na I.

Dowdd. Dla dowolnego a € I istnieje r, > 0 oraz szereg potegowy S,(z) = Y..° jan(z — a)” takie, ze
(a—rg,a+1,) C I, promienl zbieznosci szeregu Sy, jest > r, oraz f(z) = Sg(zr) dlax € (a —1q,a+7r,). Suma
szeregu S, jako funkcja zmiennej zespolonej definiuje funkcje f, € O(K(a,rq)) taka, ze fo(z) = f(z) dla
r € (a—r4,a+71,). Niech D =] ,.; K(a,7,). Wobec zasady identycznodci, jezeli K (a,rq) N K (b,1p) # 9,

to fo = fp na K(a,rq) N K(b,r) (bo fu = f = fy na K(a,re) NK(b,r) NI # @). Mozemy wiec polozy¢
f:= fana K(a,rg). O

Propozycja 2.3.7 (Zasada maksimum). Niech D C C bedzie obszarem, f € O(D), f % const. Wtedy:
(a) |f| nie przyjmuje w D maksimum lokalnego.
(b) |f] nie przyjmuje minimum lokalnego w Zadnym punkcie a € D takim, ze f(a) # 0.
(c) Jezeli D jest ograniczony, to

|f(2)| < sup{limsup |f(w)|: { € D}, =z € D.
w—C

(d) Jezeli D jest ograniczony oraz |f| przedtuza sie do funkcji pdtciggltej z gory na D, to
|f(z)| <max|f|, =z€D.
D

Dowdd. (a) Przypusémy, ze |f(2)| < |f(a)|, z € K(a,r) CC D. Na podstawie Propozycji [2.1.14{(b) mamy
1
<— dL* < :
@< s [ e < 1)

Wynika stad, iz | f(2)| = | f(a)| dla prawie wszystkich z € K (a,r), co wobec ciaglosci funkcji f, implikuje, ze
|f(2)| = |f(a)| dla wszystkich z € K (a,r). Teraz, korzystajac z Lematu wnioskujemy, ze f = const na
K(a,r), i ostatecznie, na podstawie zasady identycznosci, ze f = const w D; sprzecznosé.

(b) Stosujemy (a) do funkcji 1/f (okreslonej w otoczeniu punktu a).

(c) Ustalmy zp € D i niech (Dy)32, bedzie ciggiem obszaréw takim, ze zo € D1 C Dy, C Dyy1 CC D,
D = J;2, Dy. Dla kazdego k istnieje punkt wy, € Dy, taki, ze |f(wy)| = maxp, |f|. Wobec (a) oraz zasady
identycznosci, mamy |f(zo)| < |f(wk)| < |f(wg+1)|- Przechodzac do podciagu, mozemy zalozy¢, ze wy, —
¢ € OD. Weedy |f(20)] < lmsupy., o, |F ()] < limsup,, . |F(w)].

(d) wynika z (c). O

Dla dowolnego zbioru zwartego K C C niech
K = U K(a,r).
a€EK

Zauwazmy, ze K() jest rowniez zbiorem zwartym (CWICZENIE).

Dla zbioru otwartego §2 C C niech dgn(a) := sup{r > 0 : K(a,r) C £2}, a € §2. Oczywiscie, dp(a) =
dist(a, 012) o ile 2 # C i dc = +oo. Jezeli 2 # C, to |dp(a) —da(b)| <|a—1|, a,b € £2; w szczegdlnosci, dg
jest funkcja ciggta.
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Dla dowolnego zbioru A C §2 niech dg(A) := inf{do(a) : a € A}. Zauwazmy, ze K" C 2 dla 0 < r <
do(K) (CWICZENIE).

Propozycja 2.3.8 (Nieréwnosci Cauchy’ego). (a) Niech f € O(K(a,r)), |f| < C. Wtedy

|
F™(@)] < 0, neN.

(b) Niech f € O(§2). Wtedy dla dowolnego zbioru zwartego K CC (2 oraz 0 < r < dp(K) mamy

n n!
[FRRIIES r7||fHK(”’ n €N,

Dowdd. (a) Na podstawie Propozycji [2.1.14]1 Lematu dla dowolnego 0 < s < r, mamy

" n! f(0) n! 2| f(a+ se?)| n!
‘f( )(a)|:’2mL(a,s)wd<‘<%[) Tdﬁgs—n(}, n € N.

(b) wynika z (a). O
Wnhiosek 2.3.9 (Twierdzenie Weierstrassa). Niech (fi)72, C O(82) i niech fr, — fo niemal jednostajnie
w 2. Wtedy fo € O(02) oraz, dla dowolnego n € N, mamy f,gn) — é") niemal jednostajnie w §2.

Dla zbioru 2 C C niech L} (£2) := LP(2)NO(2), 1 < p < +00. H>(£2) := Lp°(92) to przestrzen funkcji
holomorficznych ograniczonych. L? ({2) jest przestrzenia unitarna z iloczynem skalarnym

Ly (02) x Ly (2) 5 (f,9) — i fgac?.

Propozycja 2.3.10. Niech 2 C C bedzie zbiorem otwartym.
(a) Dla dowolnego zbioru zwartego K C 2 mamy

1
1flx < — / |fldC?,  feO(2), 0<r<do(K).
wr K

(b) Dla dowolnego zbioru zwartego K C {2 mamy

151 < —ppte ([

1/
|f|pd£2) Y re0@), 0<r <do(K), 1<p< oo,
K ()

gdzie 1/p+1/q = 1.
(c) LY (02) jest przestrzenig Banacha, 1 < p < +00.
(d) L3 (92) jest przestrzeniq Hilberta.

Dowdéd. (a) wynika natychmiast z nierownosci |f(a)| < A(|f];a,7), 0 <r < dgp(a), a € K.
(b) wynika z (a) i nier6wnosci Holdera
(¢) i (d) wynikaja z (b) i twierdzenia Weierstrassa. O

Propozycja 2.3.11 (Twierdzenie Liouville’a. Niech f € O(C). Wtedy f € Pa(C) wtedy i tylko wtedy,
gdy dla pewnych statych R,C > 0 mamy:

[f() <Ol |2l 2 R, (2.3.1)
lub, rownowaznie,
f@I<M1+]2)? z€C,
dla pewnej statej M > 0.

(*3) Otto Hélder (1859-1937) — matematyk niemiecki.
(14) Joseph Liouville (1809-1882) — matematyk francuski.
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Dowdd. Sprawdzenie, ze kazdy wielomian zespolony spehia (2.3.1) pozostawiamy jako CWICZENIE.
Zalozmy teraz, ze nieréwnosé (2.3.1) jest spelniona. Wiemy, ze f(z) = Y. anz", z € C, gdzie, na
podstawie nieréwnosci Cauchy’ego, dla r > R i n > d mamy

(n) d
|an| = ‘f ,(O)) <& O
n! rn r—+o0
Propozycja 2.3.12 (Lemat Schwarza . Niech f € O(K(r)), |f| < C, f(0) = --- = f&=1(0) =0
(k € N). Wtedy
FRI<C/r)*, ze K(r),  [fP0)] <kC/rm.

Ponadto, jezeli |f(z0)| = C(|z0|/r)* dla pewnego zy € K.(r) lub |f*)(0)] = kKIC/r*, to f(z) = Ce?o(z/r)*,
z € K(r), dla pewnego 0y € R.

Dowdd. Niech

/()

P z € K.(r)

9(2) = {f/,z)(o) , z€K(r).
s 2=0

Oczywiscie g € O(K(r)) (CWICZENIE). Ponadto, na podstawie zasady maksimum, mamy

9(2)] < sup limsup|g(w)| < C/r*, =€ K(r),
ce

(r) w—¢
skad natychmiast wynika teza. O
Dla dowolnego obszaru D C C niech Aut(D) oznacza zbior wszystkich odwzorowan biholomorficznych

f : D — D. Jest to oczywiscie grupa (ze sktadaniem). Przypomnijmy (Obserwacja [1.3.1{[11))), ze grupa
Auty (D) sktadajaca sie ze wszystkich homografii przeksztalcajacych D na DD ma postaé

Auty (D) = {Che : C €T, a €D},

gdzie
z—a
= 1/a}.
ha(2) T, z € C\{1/a}
Zauwazmy, ze (hy) "' = h_,. Ponadto,
B (2) = l—az-— (i—a)(—ﬁ) _ 1 —la|2 .
(1—a 2)? (1—a 2)?
W szczegolnosci, b, (a) = ﬁ

Propozycja 2.3.13. Aut(D) = Auty (D). W szczegdlnosci, grupa Aut(D) dziata tranzytywnie na D.

Dowdd. Ustalmy g € Aut(D). Wtedy f := hyy o g € Aut(D) oraz f(0) = 0. Wystarczy wiec pokazac, ze

zbior Autg(D) := {f € Aut(D) : f(0) = 0} to grupa obrotéow. Z lematu Schwarza zastosowanego do f i do

f~! wnioskujemy, ze |f(z)| = |z|, z € D, skad natychmiast wynika teza. a
2.4. Rodziny normalne, twierdzenia Montela i Vitalego

Definicja 2.4.1. Niech D C C bedzie obszarem. Powiemy, ze rodzina R C O(D) jest normalna, jezeli
z dowolnego ciagu (f,)22; C R mozna wybra¢ podciag (f,, )72, taki, ze f,, — f niemal jednostajnie w D
(w sensie metryki dz) do pewnej funkcji f : D — C, gdzie albo f: D — C, albo f = occ.

Dla przyktadu, rodzina R := {z" : n € N} jest normalna na D, jest normalna na A(1, +00), ale nie jest
normalna na C.

Lemat 2.4.2. Kazda rodzina lokalnie normalna jest normalna.

(15) Hermann Schwarz (1789-1857) — matematyk niemiecki.
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2.5. Zasada symetrii Riemanna—Schwarza 3

Dowdd. Dla a € D niech U, C D bedzie kotem o §rodku w punkcie a takim, ze rodzina R|y, jest normalna.
Na podstawie twierdzenia Lindelsfa, istnieje ciag (ax);2; C D taki, ze D = [Jp; Uq,. Ustalmy dowolny
ciag (fon)o2; € R. Dla k € N, niech (fx.n)22; bedzie podciagiem ciagu (fr—1,,)5%, takim, ze fin — fx
niemal jednostajnie na U,, . Przekatniowa metoda wyboru daje podciag (fn,);2, taki, ze fn, — f niemal
jednostajnie na U,,. Korzystajac z tego, ze D jest obszarem, bez trudu wykluczamy sytuacje, w ktorej
fir(Ua,,) C C, ale fir = oo dla pewnych k', k” (CWICZENIE). O

Propozycja 2.4.3 (Twierdzenie Montela . Niech (fi)72, C O(£2) bedzie ciggiem lokalnie ograniczo-
nym. Wiedy istnieje podciag (fi, )52, zbiezny niemal jednostajnie na (2.
W szczegdlnosci, dla dowolnego obszaru D C C, kazda niemal jednostajnie ograniczona rodzina R C

O(D) jest normalna.

Dowdd. Na wstepie zauwazmy, ze ciag (fx)52, jest rodzing réwnociagls. Istotnie, jezeli K(a,r) CC {2
ilf(Q)| <C, ¢ e K(a,r), k € N, to dla z € K(a,r), na podstawie Lematu Schwarza, mamy

k() ~ fula)] < 22 —al.

Niech A C {2 bedzie dowolnym zbiorem przeliczalnym gestym. Stosujac przekatniowa metode wyboru do-
stajemy podciag (fk,)o2,, ktory jest zbiezny punktowo na A. Wobec réownociaglosci, podciag ten musi byé
lokalnie jednostajnie zbiezny. Istotnie, niech K(a,r) CC {2 dla pewnego a € A, i niech £ > 0. Wobec row-
nociaglosci, istnieje 0 < § < r taka,ze |fr, (2) — fi, (a)] < e dla z € K(a,d) 1 wszystkich n € N. Ponadto,
istnieje ng takie, ze dla n,m > ng zachodzi |fi, (a) — fr,, (a)| < e. Wtedy dla z € K(a,d) i n,m > ng mamy

| fon (2) = fro ()] < e (2) = frn (@] + | fr (@) = fio, (@) + | fr (@) = fr (2)] < 3e
Ostatni fragment dowodu to nic innego niz twierdzenie Arzeli—-Ascoliego m |

Propozycja[2.4.3| moze by¢ znacznie wzmocniona.

Twierdzenie* 2.4.4 (Twierdzenie Montela). Dla dowolnego obszaru D C C, dowolna rodzina R C O(D)
taka, Ze istniejg wi,ws € C, wy # we, takie, Ze wi,ws & f(D), f € R, jest normalna.

Propozycja 2.4.5 (Twierdzenie Vitalego @ Niech (fi)72, C O(D) bedzie ciggiem lokalnie ograniczo-
nym. Zaldzmy, ze ciqg ten jest zbiezny punktowo na pewnym zbiorze A C D majgcym punkt skupienia w D.
Wtedy (fi)52, jest zbiezny niemal jednostajnie w D.

Dowdd. Wobec twierdzenia Montela wystarczy pokazac, ze ciag (fx)52, jest zbiezny punktowo na D. Przy-
pusémy, ze dla pewnego a € D istnieja dwa podciagi (fr,)oe, 1 (fs,)o>, takie, ze limy, oo fi, (@) #
lim,, s 1 oo fs, (@). Wobec twierdzenia Montela mozemy zalozyé, ze fr, — p, fs, — ¢ niemal jednostajnie
w D, gdzie p,q € O(D). Wiemy, ze p = ¢ na A, a stad, wobec zasady identycznosci, p = q. W szczegolnosci,
p(a) = q(a) — sprzecznosé. O

2.5. Zasada symetrii Riemanna—Schwarza

Twierdzenie 2.5.1 (Zasada symetrii Riemanna—Schwarza). Niech C1,Cy C C bedg okregami wtasciwymi lub
nie. Niech D C int Cy bedzie obszarem (jezeli C; jest prostq, to int C; definiujemy jako jedng z potptaszczyzn,
na ktore C; dzieli C). Zatézmy, ze (0D) N Cy zawiera pewien otwarty tuk (odcinek) L. Niech f € O(D) N
C(D U L) bedzie taka, ze f(L) C Cy. Niech C > z — S;(z) € C oznacza operator symetrii wzgledem C,
7 =1,2. Zdefiniugmy,
o) = f(2), jezeli z € DUL

’ So(f(S1(2))), jezeli S1(z) € D’
Wtedy f € O(DU LU S1(D)).

(*9) Paul Montel (1876-1975) — matematyk francuski.
(17) Cesare Arzela (1847-1912) — matematyk wloski.
(*®) Giulio Ascoli (1843-1896) — matematyk wloski.
(19) Giuseppe Vitali (1875-1932) — matematyk wloski.
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2. Funkcje holomorficzne I
W szczegdlnosci, jezeli C1 = Cy = R, to

= o Jf), jezlize DUL
Je= {f(z), jezelize D

Dowdd. Po oblozeniu stosownymi homografiami i skorzystaniu z tego, iz homografie przeksztalcaja punkty
symetryczne na symetryczne (por. Obserwacja|1.3.1]), sprowadzamy dowod do przypadku C; = Co = R. Ten
za$ przypadek wynika latwo z twierdzenia Morery — CWICZENIE. ]

Whiosek 2.5.2. Niech D C C bedzie obszarem takim, ze L1 C 0D, gdzie L1 = v1((0,1)) jest obrazem
pewnego otwartego tuku analitycznego, tzn. 1 : (0,1) — C jest injektywnym odwzorowaniem analitycznym
takim, ze v{(t) # 0, t € (0,1). Niech f € O(D)NC(D U Ly) bedzie taka, ze f(L1) C La, gdzie Ly =
v2((0,1)) jest obrazem pewnego otwartego tuku analitycznego. Wiedy f przedtuza sie holomorficznie poprzez
Ly, tzn. istniejg obszar D> DUL, oraz ]76 (’)(5) takie, ze fv: fnaDUL.

Dowdd. Wystarczy pokaza¢ (CWICZENIE), ze dla dowolnego a € L, istnieje 7 > 0 takie, ze L; dzieli K(a,r)
na dwa obszary oraz istnicje funkcja f, € O(K(a,r)) taka, ze f, = f na K(a,r) N (DU Ly).

Niech 7; : U; — C bedzie holomorficznym rozszerzeniem funkeji v; (Wniosek , gdzie U; C C jest
obszarem i U; NR = (0, 1). Mozemy zatozy¢, ze 7;(z) # 0, z € Uy, j = 1,2. Ustalmy a = 71(t1) € L1. Niech
f(a) = vya(t2). Wtedy istnieja otoczenia Vi, Vo punktow ¢q ity takie, ze:

e ViNR =:L jest pewnym otwartym odcinkiem,

o lv, — 7;j(V;) =: W; jest biholomorficzne, j = 1,2,

e [, dzieli W; na dwa obszary,

° f(Wl) C Wa.

Niech G := (J1]v,) Y (D NW1), g := (F2lvy) o foM|y, : GUL — C. Wtedy g € O(G)NC(GU L)
i g(L) C R. Teraz wystarczy skorzysta¢ ze zwyktej zasady symetrii (CWICZENIE). |

2.6. Twierdzenie Cauchy’ego—Dixona
Bedzie to wersja twierdzenia i wzoru catkowego Cauchy’ego.
Twierdzenie 2.6.1 (Twierdzenie Cauchy’ego—Dixona). Niech 2 C C bedzie dowolnym zbiorem otwartym.
Niech v := Z;‘v:o ¢y, bedzie cyklem, tzn. formalng kombinacjg (taricuchem) drég zamknietych ~y; : [0,1] —

2,¢;€C,j=0,...,N. Wtedy NWSR:
(i) dla dowolnej funkcji f € O(£2) mamy

f(a)Ind,(a) = L/ Mclz, a€ N\~

C2mi ), z—a
gdzie

N N N
IndV::chIndw, /---::ch/ ce 7 ::U’V;;
=0 vy j j=0

j=0 Vi
(ii) dla dowolnej funkcji f € O(£2) mamy

/7 f(2)dz = 0;

(iil) Indy(a) = 0 dla dowolnego a € C\ §2, tzn. cykl v jest homologiczny zeru w (2.

Dowdd. (i) = (ii): Stosujemy (i) do funkeji (z —a)f.
(ii) = (iii): Stosujemy (ii) do funkeji .

(i) = (i): Mamy sprawdzi¢, ze
I S@,
/ Z

21 z—a
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Zdefiniujmy
FE=W) sl
9(z,w) == S Jezel 2Fw » (zw) e x N
1f'(2), jezeli z = w
Wiemy, ze g jest holomorficzna ze wzgledu na kazda zmienna. Ponadto jest ciagta. Ciaglos¢ poza prze-
katna jest oczywista. Dla (a,a) € 2 x 21 K(a,r) CC {2 mamy

slow) - glaa) = /CW)( 1 (f(c) f(C))_(f(C))2>dC

~ omi zZ—w sz_gfw

1 1 1
i - d — 0
IO = R =
poniewaz funkcja podcatkowa dazy jednostajnie (wzgledem () przy (z,w) — (a, a).

Niech
h(w) %m f7 g(z,w)dz, jezeliw € 2
w) = .
% ffy — dZ7 JeZell w e C \ N

zZ—w

Przypomnijmy, ze na podstawie lematu o produkcji funkcji holomorficznych, funkcja

C\w*aw&i/mdz
2 Jy 2 —w
jest holomorficzna. Odnotujmy, ze ho(w) — 0 przy w — oo.

Z wlasnosci indeksu wynika, ze Ind, = 0 w kazdej sktadowej C\~v*, ktora przecina C\ £2. W szczegdlnosci,
Ind, = 0 w pewnym otoczeniu U brzegu {2, skad wynika, ze h = ho w U.

Teraz pokazemy, ze h € O(f2). Z Analizy wiemy, ze h € C({2). Skorzystamy z warunku Morery. Dla
dowolnego trojkata T CC 2, korzystajac z twierdzenia Fubiniego, mamy

1
h(w)dw = — / z,w)dw )dz = 0.
| by = o V(aTm )duw)

Wykazalismy, ze h € O(C) oraz h(w) — 0 dla w — oo. Z zasady maksimum wynika, ze h = 0, co
koniczy dowdd. O

Whiosek 2.6.2. Wobec Twierdzenia jezeli droga zamknieta «y : [0, 1] — (2 jest homotopijna ze statq,
to jest homologiczna zeru w 2.

Cwiczenie 2.6.3. Czy krzywa homologiczna zeru w §2 musi by¢ homotopijna ze statg ?
Definicja 2.6.4. O*(2):={f € O(2): f~1(0) = o}.

Propozycja 2.6.5. Niech D C C bedzie obszarem. Wtedy NWSR:

(i) dowolna funkcja f € O(D) ma pierwotng;

(ii) dowolna funkcja f € O*(D) ma gatqZ jednoznaczng logarytmu;

(iii) dla dowolnej funkcji f € O*(D) istnieje p = p(f) € No takie, ze f ma galg? jednoznaczng p—tego
pierwiastka;

(iv) kazda droga zamknieta 7 : [0,1] — D jest homologiczna zeru w D;

(v) zbior C \ D jest spdjny.

Dowdd. (i) = (ii): Niech g € O(D) bedzie taka, ze ¢ = f'/f. Mozemy zalozy¢, ze dla pewnego a € D
mamy e9(®) = f(a). Mamy
(eg)/ Cgedf—edf 0
f f? ’
a wiec ef = f.
(ii) (iil): f = e9 = (e9/P)P.
(iii) (ii): Wystarczy pokazaé, ze funkcja f'/f ma pierwotng. Na podstawie Propozycji trzeba

pokazaé, ze fﬂ/ ];/((ZZ)) dz = 0 dla dowolnej drogi zamknietej v w D. Niech

=
—
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p1=p(f), 1 € O*(D), 91" = f,
p2 = p(gl)a g2 € O*(D)7 952 =91, lepg = fa sy
pr = p(gr-1), g € O*(D), g3* = gr—1, g " = f, ...
Polozmy q :=p1 -+ - pr  +00. Wtedy
_wel i
f 9 9’
a stad

1 e, 1 [gz),
Ind o, (0) = 57 L B dz = qy, 57 [y gk(z)dz = qx Indg,o,(0), k€N,

co oznacza, ze ¢i|Indf.~(0) dla dowolnego k € N, a to jest mozliwe tylko, gdy Ind . (0) = 0.

(ii) = (iv): Ustalmy a ¢ D i niech g € O(D) bedzie taka, ze e = z — a. Wtedy e9¢’ = 1, czyli
g = Zia, co oznacza, ze funkcja ﬁ ma pierwotna. Teraz, korzystajac z Propozycji wnioskujemy, ze
Ind, (a) = 0.

(iv) = (i): Wynika z Twierdzenia Cauchy’ego—Dixona oraz Propozycji

(iv) = (v): Gdyby zbioér C \ D nie byt spojny, wtedy mialby sktadows zwarta K taka, ze U :== DU K
jest otwarty. Niech G := int @) bedzie zbiorem otwartym opartym na siatce kwadratowej o oczku Q; =
[L, L] x [£ %} (dla dostatecznie duzego m) tak, by K C G CC U,

m’ m m’
Q:= U Qjk-

Qjkt Qj,kCD,
Qj,ka#Z

G jest zbiorem otwartym, ktorego brzeg 0G moze by¢ utozsamiany z formalng kombinacja v1 + -+ + N
tamanych Jordana. Wtedy Ind, (a) = 1 dla a € K. W szczegélnosci, Ind,, (a) # 0 dla pewnych a € K € C\ D
oraz j € {1,..., N} — sprzecznos¢.

(v) = (iv): Wiemy, ze Ind,(a) = 0 dla a € D, gdzie Dy, oznacza skladowsa nieograniczong C \ v*
(Ind,(o0) :=0). Oczywiscie (((A: \ D) N Dy # @. Pozostaje jeszcze skorzysta¢ ze statosci Ind, na C \D. O

2.7. Jednowymiarowe rozmaitosci zespolone

Definicja 2.7.1. Powiemy, ze przestrzen topologiczna Hausdorffa M jest jednowymiarowq rozmaitoscig
zespolong, jezeli istnieje uktad map (Uy, 0a)aca, zwany atlasem, taki, ze

e U, C M jest zbiorem otwartym w M, @, : Uy — 9o (Us) C C jest homeomorfizmem, ¢, (U,) jest
zbiorem otwartym w C (co, z definicji, oznacza, ze (Uy, o) jest mapa), a € A,

hd UaeA Ua = M’

o ot € O(pa(Us NUg)) dla dowolnych «, 8 € A.

Powiemy, ze mapa (U, 1) jest zgodna z atlasem (U, 0a)aca, jezeli ten atlas po dotaczeniu mapy (V)
pozostaje atlasem, czyli 1 o o 1 € O(pa(Us NV)) i pg o=t € O(h(V NU,)) dla dowolnego a € A.

Jezeli mapy (Vi,91) i (Va,102) sa zgodne z atlasem (U, Pa)aca, to ¥ 0t € O (V; NV;)) dla
dowolnych j, k € {1,2} — CWICZENIE. W szczegdlnosci, atlas (Uy, ¢ )aca, po dotaczeniu obu map pozostaje
atlasem.

Atlas (Uy, 9o )aca nazywamy atlasem maksymalnym, jezeli kazda mapa z nim zgodna nalezy do niego.

Jezeli do danego atlasu dotaczymy wszystkie mapy z nim zgodne, to otrzymamy atlas maksymalny.
W tym sensie kazdy atlas generuje atlas maksymalny. Od tej chwili, méwiac o atlasie na M bedziemy zawsze
mieé¢ na mysli atlas maksymalny generowany przez dany atlas.

Spojne zespolone rozmaitosci jednowymiarowe nazywamy powierzchniami Riemanna .

Definicja 2.7.2. Niech M bedzie jednowymiarows rozmaitoscia zespolona z atlasem (U, ¥ )aca. Powiemy,
ze funkcja f: M — C jest holomorficzna (f € O(M)), jezeli f o ot € O(pa(Uy)) dla dowolnego o € A.

Niech N bedzie jaka$ inng jednowymiarowa rozmaitoscia zespolong z atlasem (V3,1¥3)scp. Powiemy, ze
odwzorowanie ciaglte f: M — N jest holomorficzne (f € O(M, N)), jezeli

vpofopy' € 0(palUanf~'(Vs), (a,8)€AxB.
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Latwo sprawdzi¢ (CWICZENIE), ze jezeli odwzorowanie f : M — N jest holomorficzne wzgledem atlasow
(Ua, pa)aca 1 (Va,9¥3)sen, to jest holomorficzne wzgledem maksymalnych atlasow generowanych przez te
atlasy.

Zauwazmy, ze powyzsze definicje sa zgodne i zgadzaja sie Definicja [2.2.1
Obserwacja 2.7.3. C jest zwarta powierzchnia Riemanna. Na C bedziemy zawsze rozwazaé atlas maksy-

~

malny generowany przez atlas dwuelementowy (C,id), (C,, I), gdzie I(z) := 1/z oznacza inwersje.

Obserwacja 2.7.4. Niech M bedzie jednowymiarows rozmaitoscia zespolona.

(a) Wszystkie wyniki, w ktorych ingeruja wylacznie lokalne wlasnosci funkeji holomorficznych przenosza
sie na rozmaitosci, np. twierdzenie Weierstrassa: jezeli (f)72,; C O(M) oraz fi, — f lokalnie jednostajnie,
to f € O(M).

(b) Jezeli M jest spdjna, to zachodzi dla niej zasada identycznosci: jezeli f,g € O(M, N) sa takie, ze
zbior A :={x € M : f(z) = g(x)} ma punkt skupienia w M, to f = g.

Istotnie, niech Dy := {a € M : f = g w pewnym otoczeniu punktu a}. Jest to oczywiscie zbioér otwarty.
Pokazemy, ze niepusty. Niech a € A’ N D. Wobec ciaglosci f i g mamy f(a) = g(a) =: b. Niech (U, ¢), (V, )
beda dowolnymi mapami w otoczeniach punktéw a i b. Mozemy zalozy¢, ze U jest spdjne oraz f(U) C V.
Z definicji wiemy, ze funkcje fo := 1o fop™li gy :=1ogoyp ! sa holomorficzne na obszarze ¢(U) C C oraz
rowne na zbiorze ¢(A) majacym punkt skupienia p(a) w tym obszarze. Stad, na podstawie zwyklej zasady
identycznosci, fo = go, co daje f = g na U.

Powyzsze rozumowanie pokazuje rowniez, ze zbior Dy jest domkniety w D. A wiec Dy = D.

(c) Jezeli M jest spojna, to zachodzi dla niej zasada maksimum: dla f € O(M), jezeli | f| przyjmuje w M
maksimum lokalne, to f = const.

(d) Jezeli M jest spojna i zwarta, to O(M) ~ C. Dla przykladu, O(C) ~ C.

(e) Jezeli M jest spojna i osrodkowa, to w O(M) zachodzi twierdzenie Montela i twierdzenie Vitalego.

(f) Sprawdzi¢, jakie dalsze wlasnosci funkeji holomorficznych przenosza sie na rozmaitosci. Prosze pa-
mietaé¢ o tym ¢wiczeniu rowniez w przysztosci !

(g)* CwiczenIE: Czy jezeli M jest spojna, to jest osrodkowa ?

2.8. Funkcje holomorficzne w oo

Definicja 2.8.1. Niech 2 C C bedzie zbiorem otwartym takim, ze oo € 2. Niech R > 0 bedzie takie, ze
((A:\F(R) C 2. Powiemy, ze funkcja f : 2 — C jest holomorficzna (f € O(£2)), jezeli f € O(2\ {o0})
(w sensie Definicji oraz f jest holomorficzna w oo, tzn. funkcja K(1/R) 3 z — f(1/z) € C jest
holomorficzna w zwyklym sensie, a wiec istnieje ciag (a,)5>, C C taki, ze szereg > -—,a,w™ jest zbiezny
w K(1/R) oraz f(z) =Y.~ ,an(1/2)" dla |z| > R.

Zauwazmy, ze powyzsza jest zgodna z Definicja 2.7.2]






ROZDZIAYL. 3

Osobliwosci funkcji holomorficznych

3.1. Szeregi Laurenta

Definicja 3.1.1. Szeregiem Laurenta 0 Srodku a € C nazywamy dowolny szereg postaci

(oo} oo oo
Z an(z —a)" = Z a_n(z—a)™" + Z an(z —a)" =: S(z) + R(z),
n=-—oo n=1 n=0
gdzie (a,)2 _ ., C C. Szereg S nazywamy czescig osobliwg, zas§ R — czescig regularng szeregu Laurenta.

Szeregi potegowe utozsamiamy z tymi szeregami Laurenta, dla ktorych S = 0, tzn. a_,, = 0 dla dowolnego
n € N.

Zdefiniujmy liczby R_, Ry € {—o0} U [0, +0]:

R .= limsup,, ;. V|a—n|, jezelia_, # 0 dla pewnego n € N . 1
I R jezeli a_,, = 0 dla dowolnegon € N =77 Tim SUP,_y 4 oo /]an|

Obserwacja 3.1.2. Zalézmy, ze R_ < R...

(a) Z wlasnosci szeregow potegowych wynika natychmiast, ze szereg
niemal jednostajnie w pierscieniv A(a, R_, R).

(b) Dla dowolnego zbioru zwartego K CC A(a, R—, R4) istnieja stale C' > 0, 6 € (0, 1) takie, ze

o0

re— oo Gn (2 — @)™ jest zbiezny

lan(z —a)"| < CO™, ze K, nel,

co oznacza, ze szeregi Laurenta sa zbiezne geometrycznie.

(c) Na podstawie twierdzenia Weierstrassa, funkcja f(z) := > 2 an(z —a)", z € A(a, R_, R}), jest
holomorficzna.

(d) Dla R_ < r < Ry, calkujac wyraz po wyrazie dostajemy:

1 f(©) -~ 1 nek—1
_ IO e = ¢ — dC = ap, ke
Z a /C(w)( a) ar

% C(a,r) (C - a)k+1 "Tm

W szczegdlnosci, funkcja f wyznacza jednoznacznie wspotczynniki swojego rozwiniecia.

n=—oo

Propozycja 3.1.3 (Twierdzenie o rozwijaniu w szereg Laurenta). Niech f € O(A(a,r_,r;), 0 < r_ <r;p <
400. Zdefiniujmy
1
an(r) = — L{H_l
27 Jo(ar) (€ —a)
Wtedy an, := a,(r) jest niezalezne od r, szereg Laurenta )
f(z) =30 an(z—a)", z € Ala,r_, ).

Dowdd. Niezalezno$¢ od r wynika natychmiast z twierdzenia catkowego Cauchy’ego zastosowanego do funkcji
holomorficznej A(a,r_,7.) > z — f(2)/(z — a)"T! i obszaru dwuspdjnego A(a,r1,m2) CC Aa,7_,7ry)

d¢, mne€Z,r_<r<ry.

o0
n—=—oo

an(z —a)™ jest zbiezny w A(a,r—_,ry) oraz

(1) Pierre Laurent (1813-1854) — matematyk francuski.

29
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przy r— < r; < ro < ri. Korzystajac ze wzoru catkowego Cauchy’ego dla tego obszaru, dla z € C(a,r)

iry <r <re mamy:
f(©) (
/C(a T2) @dc - / (a,r1) )

( ) 4
'(/C(aﬂ)f(oé—a—ka—z /(an) —aia—zdo
(

(

1 1 1 1
- 4 d
/C Tt /C e )

a

= (za) S
/(:(m) DY = “)"+1d<+/c~<a,n>f(o,;, (Z_a)nﬂdg‘)

ZZan(z—a)”+Za no1(z—a) "L, 0

Przyklad 3.1.4. Typowe zadanie dotyczace rozwijania funkcji holomorficznych w szeregi Laurenta wyglada
nastepujaco. Mamy dang funkcje holomorficzng f € O(C\ {a1,...,an}), gdzie |a1| < ... < |an|. Zadanie
polega na znalezieniu rozwiniecia funkcji f w szereg Laurenta w pierscieniach:

e K(|ai|) oile a1 #0,

° A(|aj|, |aj+1|) o ile |ij| < |G,j+1|. j=1...,N—1,

o Al +oc),

o A(a;,0,7;), r; :=min{lay —aj|:k=1,....,N, k#j},j=1,...,N.

Dla przyktadu:

1(z):= z i 1 =z i 2
Rozwiniecie w K (1):
n o 1
R OIS (RSB
Rozwiniecie w A(1,2)
1 (%s) 1\ n 1 00 n [e's) 1 ) 0o -
16=:320G) 32 () =-Xga+ X
Rozwiniecie w A(2, +00)
- S S S
n=0 n=0 n=1
Rozwiniecie w A(1,0,1)
1 1 1 > N
& =TS 1oy~ 71 _Z:O(Z_l)
Rozwiniecie w A(2,0,1)
1) 1+(i—2) i ziQ =2 (CUE-2n ziQ'
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3.2. Osobliwosci izolowane

3.2. Osobliwosci izolowane

Definicja 3.2.1. Punkt a € C nazywamy osobliwoscig izolowang funkcji holomorficznej f, jezeli f jest
holomorficzna co najmniej w pewnym pierscieniu A(a,0,7).

Oczywiscie sa tez osobliwosci nieizolowane, np. punkt 0 dla funkcji f(z) :=1/sin(1/z).

Jezeli f € O(A(a,0,r)), to rozwijamy f w szereg Laurenta

oo

flz)= Z an(z—a)", z€Aa,0,r),

n=—oo

i wprowadzamy nastepujaca klasyfikacje izolowanych punktéw osobliwych:

e punkt pozornie osobliwy, czyli osobliwo$¢é usuwalna, jezeli a_,, = 0 dla dowolnego n € N; kladac
f(a) := ag dostajemy funkcje holomorficzng w calym kole K(a,r),

e biegun rzedu d (d € N), jezeli a_, =0dlan > dia_g # 0; funkcje wymierng

d
g(z) = Z a_pn(z—a)™"
n=1

1

z—a

nazywamy wtedy czescig gltowng bieguna funkcji f w punkcie a; zauwazmy, ze g(z) = p(==), gdzie p jest
wielomianem stopnia d takim, ze p(0) = 0; oczywiscie lim,_,, f(z) = oo,

o punkt istotnie osobliwy, jezeli a_, # 0 dla nieskoriczenie wielu n € N.

Liczba res, f 1= a_1 = 5= fc(a’(s) f(€)d¢ (0 < § < r) nosi nazwe residuum funkcji f w punkcie a.

Punkt oo nazywamy osobliwosciq izolowang funkcji holomorficznej f, jezeli f jest holomorficzna co
najmniej w pewnym pierscieniu A(r, +00).

Jak poprzednio, mamy tez osobliwosci nieizolowane w oo, np. dla funkcji f(z) :=1/sin z.

W przypadku osobliwosci izolowanej w oo, f € O(A(r, +00)),

f(z)= Z anz", 2z € Ar,+00),

n=—oo

osobliwosé klasyfikujemy wzgledem tego, jaka osobliwoscia jest punkt 0 dla funkcji g(z) = f(1/z2), z €
A(0,1/r). Tak wiec:

e 0 jest punktem pozornie osobliwym, czyli osobliwoscig usuwalng, jezeli a,, = 0 dla dowolnego n € N;
kladac f(o0) := ap dostajemy funkcje holomorficzna w oo,

e 00 jest biegunem rzedu d (d € N), jezeli a,, =0 dla n > d i ag # 0; wielomian Ei:l an 2" nazywamy
wtedy czescig gtdwng bieguna funkcji f w co; oczywiscie lim, o, f(2) = oo,

e 00 jest punktem istotnie osobliwym, jezeli a,, # 0 dla nieskonczenie wielu n € N.

CWICZENIE Jak zdefiniowaé res. f (residuum funkcji f w oo) ?

Propozycja 3.2.2 (Twierdzenie Riemanna o osobliwosciach usuwalnych). Dia funkcji f € O(A(a,0,7))
NWSR:

(i) a jest punktem pozornie osobliwym funkcji f;

(ii) granica im,_,, f(2) istnieje i jest skoriczona;

(iii) funkcja f jest ograniczona w A(a,0,€) dla pewnego 0 < e <r;

(iv) f e LY (A(a,0,¢)) dla pewnychp >2i0<e <.

Dowdd. Implikacje (i) = (ii) == (iii) = (iv) sa oczywiste. Pozostaje do wykazania, ze (iv) = (i). Mozemy
zalozy¢, ze a = 0. Poniewaz LP(K,(¢)) C L*(K.(g)) mozemy zalozy¢, ze p = 2. Niech f(z) =Yo7 an2",

z € K,(r). Pokazemy, ze a_,, = 0 dla dowolnego n € N. Ustalmy n € N. Naszym celem bedzie wykazanie, ze

la_n| < (1/V2m)e" I fll L2k ()
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dla 0 < n < e. Poniewaz ||f|[z2(x.m) — 0, gdy n — 0, dowdd bedzie zakonczony. Dla 0 < t < n < ¢
liczymy (korzystajac z nieréwnosci Héldera):

27 21
2 f AN 10 2 2n
= <
la—nl” = ‘27”/( e n+1 C‘ (27r_/ el d9 = / ftem)ldé ¢

a stad

1 1 27
la_n|? < - 1/ / (e *tdodt = —n*"~ 2/ | f|2dL?. 0
2rn" K.(n)

Obserwacja 3.2.3. 1/z € L} (D.) dla dowolnego 1 < p < 2.

Whiosek 3.2.4 (Twierdzenie Riemanna o osobliwosciach usuwalnych). Dia funkcji f € O(A(r, +00)) NWSR:
(i) oo jest punktem pozornie osobliwym funkcji f;
(ii) granica lim,_, o f(2) istnieje i jest skoriczona;
(iil) funkcja f jest ograniczona w A(e,+00) dla pewnego € > r.
Definicja 3.2.5. Niech f € (9( (a,r)). Mowimy, ze f ma w punkcie a zero krotnosci d (d € N), jezeli
f®)(a)=0dlak<d—1oraz f¢ (a) # 0. Piszemy wtedy ord, f = d.
Oznacza to, ze f(z) = (z — a)%g(2), z € K(a,r), gdzie g € O(K(a,r)) i g(a) # 0.
Jezeli f € O(C\K(r)ig(z) = f(1/2), z € A(0,1/r), to ords f =: ordg g.
Propozycja 3.2.6. Dla funkcji f € O(A(a,0,r)) (odp. f € O(A(r,+00))) oraz d € N, NWSR:
(i) f ma w punkcie a (odp. 0o) biegun rzedu d;
(ii) istnieje funkcja g € O(K (a,r)) (odp. g € O(C\K(r))) taka, ze g(a) # 0 oraz f(z) = (z — a)~g(2),
z € K.(a,r) (odp. f(2) = 2%g(2), 2 € A(r,+0));
(iii) funkcja 1/f (dookreslona jako 0 w punkcie a) ma w a zero krotnosci d.
Dowdd. CWICZENIE. O

Propozycja 3.2.7. Jezeli funkcja f € O(A(a,0,1)) ma w punkcie a biegun rzedu d, to

(d—1)
res, f = ﬁ ,ll—rf}z ((z — a)df(z)) 1

Dowdd. Niech f(z) = 307 ,an(z —a)", f(z) = (z —a)~%(z) (tak, jak w Propozycji b)), g(z) =
Yoo obn(z —a)™. Wtedy a1 = bg—q oraz

1 . d (d—1) _ 1 . (d-1) _ 1 (d-1) B
o (G- 0%) " = G ) = e @ b O
Cwiczenie 3.2.8. Pokazac, ze
1 1 (2n—3)!
res; = ( " )

(1422 2i(2n—2)II"

Propozycja 3.2.9 (Twierdzenie Sochockiego @Casoratiego @Weierstrassa). Jezeli f € O(A(a,0,r))
ma w a punkt istotnie osobliwy, to dla dowolnego 0 < € < r, zbior f(A(a,0,¢)) jest gesty w C.

Dowdd. Przypusémy, ze tak nie jest i f(A(a,0,e)) N K(b,§) = @, czyli |f(z) —b] > § dla dowolnego z €
A(a,0,6). Niech g(z) := ﬁ, z € A(a,0,0). Poniewaz |g| < 1/0, twierdzenie Riemanna implikuje, ze
funkcja g ma w punkcie a osobliwo$¢ usuwalng — przedtuzenie funkcji g oznaczamy ta sama litera.

Jezeli g(a) # 0, to mozemy zalozy¢, ze g(z) # 0 dla z € K(a,d). Wtedy tez f(z) = ﬁ +0b, z € A(a,0,9),
co oznacza, ze f przediuza sie holomorficznie na K (a,d) — sprzecznoscé.

(?) Julian Sochocki (1842-1927) — matematyk polski.
(3) Felice Casorati (1835-1890) — matematyk wloski.
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Jezeli g(a) = 0, to dla pewnego d € N mamy g(z) = (z — a)?h(z), z € K(a,d), gdzie h € O(K(a,?))
i h(a) # 0. Mozemy zalozy¢, ze h(z) # 0 dla dowolnego z € K (a,d). Wtedy

F(2) = (2 — a)*d<% bz — a)d), 2 € Aa,0,9),

co oznacza, ze f ma w a biegun rzedu d — sprzecznosc. O
Twierdzenie [3.2.9 moze by¢ znacznie wzmocnione.

Twierdzenie* 3.2.10 (Twierdzenie Picarda@. Niech f € O(A(a,0,7)) ma w a punkt istotnie osobliwy.
Wtedy dla dowolnego 0 < € < r kazda wartosé zespolona z wyjgtkiem co najwyzej jednej jest przyjmowana
przez | w nieskoniczenie wielu punktach z A(a,0,¢).

Whiosek 3.2.11. Niech f € O(A(a,0,7)) lub tez f € O(A(r,+00)). Wtedy:

e [ ma w punkcie a osobliwosé usuwalng wtedy i tylko wtedy, gdy granica lim,_,, f(2) istnieje i jest
skoriczona;

e f ma w punkcie a biegun wtedy i tylko wtedy, gdy granica lim,_,, f(z) = oo;

e [ ma w punkcie a 0sobliwosé istotng wtedy i tylko wtedy, gdy granica lim,_,, f(z) nie istnieje.

3.3. Funkcje meromorficzne

Definicja 3.3.1. Niech D C C bedzie obszarem. Powiemy, ze funkcja f : D — C jest meromorficzna
(f € M(D)), jezeli istnieje zbior S = S(f) C D taki, ze:

e SND =g,

e f€O(D\S),

e f ma biegun w kazdym punkcie a € S.

Jezeli 2 c C jest zbiorem otwartym, to mowimy, ze funkcja f : 2 — C jest meromorficzna (f € M(£2)),
jezeli f|p € M(D) dla dowolnej sktadowej spojnej D zbioru {2.

Obserwacja 3.3.2. (a) O(2) C M(Q2).
(b) Funkcje meromorficzne sa ciagte.

(c) S(f) = f~"(o0).

Propozycja 3.3.3 (Zasada identycznosci dla funkcji meromorficznych). Jezeli f,g € M(D) oraz zbior
A:={z€D: f(z) = g(2)} ma punkt skupienia w D, to f = g.

Dowdd. Niech S := S(f)US(g). Oczywiscie, S nie ma punktu skupienia w D. Wynika stad, ze zbior AN(D\S)
ma punkt skupienia w obszarze D \ S. Korzystajac z zasady identycznosci dla funkeji holomorficznych,
wnioskujemy stad, ze f = g w D \ S. Ostatecznie, korzystajac z ciaglosci f i g, dostajemy f = g. |

Propozycja 3.3.4. M(D) jest ciatem.

Dowdd. Niech f,g € M(D), f,g # 0. Wida¢, ze f +g € M(D)iS(f +g) C S(f)+ S(g)-

Jezeli g # 0, to zbior A := ¢g~!(0) nie ma punktu skupienia w D (z zasady identycznosci). Ponadto,
1/g € O(ANS(g)). Na podstawie Propozycji wiemy, ze w kazdym punkcie a € A funkcja 1/g ma biegun
(rzedu d o ile funkcja g miata w a zero krotnosci d), zas w kazdym punkcie a € S(f) — zero (krotnosci d
o ile funkcja g miata w a biegun rzedu d). Ostatecznie, S(1/g) = Ai1/g € M(D).

Pozostaje wykazac, ze f-g € M(D). Oczywiscie, f-g € O(D \ A), gdzie A := S(f) U S(g). Ustalmy
a € ANC. Niech f(z) = (z—a)¥ f1(2), 9(z) = (z—a)%g1(2), z € A(a,0,7) C D\ A, gdzie dy,d, € Z (zaleznie
od tego, czy dana funkcja ma zero, czy biegun), f1,g1 € O*(K(a,r)). Stad f(2)g(z) = (z—a)¥ T f,(2)g1(2),

z € Aa,0,r).
Przypadek a = co pozostawiamy jako CWICZENIE.
Teraz, korzystajac z Propozycji wnioskujemy, ze f - g € M(D). a

(%) Emile Picard (1856-1941) — matematyk francuski.
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Propozycja 3.3.5. M(D) = O(D, C)\{oo}, gdzie C traktujemy jako jednowymiarowq rozmaitosé zespolong

(por. Definicja .

Dowéd. C wyposazamy w atlas (C,idc), (@*,I), gdzie I(z) := 1/z. Przypomnijmy, ze funkcja ciagta f :
D—C jest holomorficzna, jezeli sa holomorficzne (w zwyklym sensie) nastepujace cztery funkcje:

(a) DNCN fYC) > 2z+— f(2) €C,
(b) I(DNC, N fHC)) 3 2 — f(1/2) €C,

(c) DNCN f~YC,) 3 2+ 1/f(z) € C,

(d) I(DNC, N fYC,)) 22— 1/f(1/2) € C.

Niech S := f~!(oc). Wobec zasady identycznosci (Obserwacja [2.7.4), S'N D = @. Warunki (a) i (b)
oznaczaja tacznie, ze f € O(D\ S). Ciaglos¢ funkcji gwarantuje, ze f ma biegun w kazdym punkcie a € S.
Wynika stad, ze O(D,C) \ {cc} € M(D).

W drugg strong — niech f € M(D), S := S(f). Wiemy, ze f jest ciagla oraz, ze f € O(D\ S), co
oznacza, ze (a) i (b) sa spetnione. Wezmy dowolny punkt a € SN C, f(z) = (2 — a)"%g(2), z € A(a,0,7),
f € O (K(a,r)). Wtedy 1/f(2) = (z —a)¥(1/9(2)), z € K(a,r), co daje (c). Jezeli 0o € S, to f(2) = 2¥g(2),
2 € Alr,+0), g € O*(C\ K(r)). Wtedy 1/f(1/2) = 2%(1/g(1/2)), z € K(1/r), co daje (d).

O

Propozycja 3.3.6. M(C) = R(C).

Dowdd. Oczywiscie, R(C) € M(C). Niech f € M(C). Zbiér S(f) musi by¢ skoriczony. Przypadek S(f) = @
jest trywialny — wtedy f = const. Jezeli S(f) = {oo}, to f jest funkcja calkowita i poniewaz w oo ma
biegun, to musi by¢ wielomianem. Przypusémy, ze S(f) NC = {a1,...,a,} i niech

9k(2) Zpk( ! )

zZ — ag

oznacza czes¢ gtowna bieguna funkcji f w punkcie ag, k = 1,...,n. Zdefiniujmy g := f — (g1 + -+ gn) €

~

M(C). Wtedy S(g) C {o0}, a wiec g musi by¢ wielomianem. O

Obserwacja 3.3.7. Konstrukcja przeprowadzona w powyzszym dowodzie to nic innego, jak rozklad funkcji
wymiernej na utamki proste.

Propozycja 3.3.8. (a) Aut(C) = Auty(C) ={C>2+—az+beC:aeC,, beC} =G.

~

(b) Aut(C) = Auty(C) = K.
W szezegolnosei, grupa Aut(C) zalezy od 4 parametrow rzeczywistych.

Dowdd. (a) Jest oczywiste, ze § C Aut(C). Niech f € Aut(C). Poniewaz [ jest odwzorowaniem wlasciwym,
zatem lim,_, o, f(z) = oo. Oznacza to, ze f ma w nieskoriczonosci biegun, a to z kolei, oznacza, ze f jest
wielomianem stopnia d dla pewnego d € N. Poniewaz f jest injektywne musi by¢ d = 1.

o~ o~

(b) Wiemy, ze H C Aut(C). Niech f € Aut(C). Jezeli f(co) = oo, to f € Aut(C), a wiec (wobec
(a)), f(z) = az+b e H. Jezeli f(oo) = wp € C, wtedy ¢ := f—lwo € Aut(C) oraz g(oco) = o0, co, wobec

poprzedniego przypadku, daje f € H. O

3.4. Twierdzenie o residuach

Twierdzenie 3.4.1 (Twierdzenie o residuich). Niech D bedzie obszarem p—spdjnym ograniczonym p drogami
Jordana zorientowanymi dodatnio, niech D C §2, gdzie {2 jest zbiorem otwartym, i niech f € M(£2) bedzie
taka, ze S(f) C D (S(f) musi byé zbiorem skoriczonym). Wtedy

f(¢)d¢ = 2mi Z resy f.

oD a€s(f)
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3.5. Funkcje holomorficzne dane catka 3

Dowdd. Jezeli S(f) = @, to wynik jest oczywisty (przyjmujac, ze ), .-+ = 0). Zalozmy, ze S(f) =
{ai,...,a,}. Niech 7 > 0 bedzie tak male, ze K(a;,r) CC D oraz K(a;,r) N K(ay,r) = @, j # k. Do
obszaru G := D\ U?Zlf(aj,r) stosujemy wzor Cauchy’ego (przypomnijmy, ze f € O(2\ S(f))):

0= [ sac= [ soic- Z/W) dczépf<<)dc—i2wiresajf. 0

3.5. Funkcje holomorficzne dane caltka

Propozycja 3.5.1 (Twierdzenie o funkcjach danych caltka). Niech I C R, I € {[a,b], [a,b)}, niech D C C
bedzie obszarem i niech f: D x I — C bedzie funkcjq taka, ze:

() f(+t) € O(D), t€ T,

(b) f(z) €C(l), z€ D,

(c) f lokalme ograniczona w D X I,

(¢") dla dowolnego zbioru zwartego K CC D istnieje funkcja catkowalna gi : [a,b) — Ry taka, ze
If(z,0)| < g (t), (2,t) € K % [a,b) (zauwazmy, zZe jezeli I = [a,b], to (¢’) wynika z (c)).

Zdefiniujmy
b
:/ f(z,t)dt, ze€ D.

Wtedy F € O(D) oraz F®)(z) = bdfztdt.zGD keN.

aaz

Analogiczny wynik mozna oczywiscie uzyska¢ dla I = (a,b], czy tez I = (a,b) (w ostatnim przypadku
wystarczy wprowadzi¢ punkt posredni).

Dowdd. Najpierw niech I = [a,b]. Niech t, ; = a + %(b —a), &nj € [tnj-1,tnjl, n €N, j =0,...,n
Zdefiniujmy

n b—
:Zf(zvgn,j)Tav ZED,TLEN,
j=1

F,(z) jest suma aproksymacyjna posrednia dla catki f; f(z,t)dt przy podziale a = t, 0 < -+ < tp, =b
i punktach posrednich &, 1, ..., &, n. Oczywiscie, F,, € O(D) oraz F,, — F' punktowo na D. Aby udowodnic,
ze F' € O(D) zastosujemy twierdzenie Vitalego. Wystarczy pokazaé, ze ciag (F,,)5 ; jest niemal jednostajnie
ograniczony. Dla dowolnego zbioru zwartego K CC D, niech |f| < C na K x [a,b]. Wtedy |F,| < C(b— a)
na K dla dowolnego n € N.

Ustalmy k € N oraz z € D. Z twierdzenia Weierstrassa wynika, ze F,(Lk)(z) — F®)(2). Zauwazmy, ze

6kf b—a
k .
F®) (2 _3kz§"77 g n e N;

FF )( ) jest sumg aproksymacyjna posrednia dla catki [/ 8 f I (z,t)dt przy podziale a =t,, 0 < --- <tpn, =0

i punktach posrednich &, 1,...,&,,n. Wobec dowolnosci fn’j dostajemy istnienie catki b g {(z t)dt oraz

zadang, rownosé.
W przypadku, gdy I = [a,b) @ ustalmy by b i niech
b
Fr(z) = f(z,t)dt, ze€ D, keN.

a

(5) Wezér ten oznacza w szczegdlnosci, ze catka po prawej stronie istnieje.
(6) Uwaga: dopuszczamy b = 4o00.
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Wobec pierwszej czeéci dowodu, wystarczy pokazaé, ze Fj, — F niemal jednostajnie w D. Ustalmy zbior
zwarty K CC D. Wtedy, dla z € K oraz £ > k, mamy

|Fk(z)Fg(z)’/bb£ f(z,t)dt‘ g/ gr(t)dt — 0. O

by
b — 400



ROZDZIAYL. 4

Funkcje holomorficzne 11

4.1. Twierdzenie o residuach pochodnej logarytmicznej, twierdzenia Rouchégo i Hurwitza

Twierdzenie 4.1.1 (Twierdzenie o residuach pochodnej logarytmicznej). Niech D bedzie obszarem p-
spojnym ograniczonym p drogami Jordana zorientowanymi dodatnio, niech D C 12, gdzie {2 jest zbiorem
otwartym, i niech f € M(R2), f # 0 na D, bedzie taka, ze f~1(0)US(f) C D (f~1(0)US(f) musi byc¢ zbio-
rem skoriczonym,). Niech a(z) = ord, f, z € f~1(0), i niech 3(b) oznacza rzqd bieguna funkcji f w punkcie
be S(f). Wtedy, dla dowolnej funkcji ¢ € O(S2), mamy

L w@0fQac= 3 ae) - 3 )b

2mi Jop f(©) 2€f-1(0) beS(f)

W szczegolnosci, dla ¢ =1, mamy

B ST
271 Jon VRO C I

gdzie Z (odp. B) oznacza liczbe zer (odp. biegundw) funkcji f liczonych z krotnosciami.

Dowdd. Na postawie twierdzenia o residuach, mamy

1 £ . res. (o] resy (L) = a(2)p(z) -
ot |, POF %= 3 e (07)+ )  (#7) 2 cea - 3 e,

zef~1(0) besS

poniewaz, jezeli f(z) = (2 — a)*g(z), z € A(a,0,7) CC D, gdzie k € Z oraz g € O(K(a,r)), g(a) # 0, to

PG e @) G matge) k()
Ple) 5 = 9) e = o) gt L

z € A(a,0,r). O

Twierdzenie 4.1.2 (Twierdzenie Rouchégo m Niech D C C bedzie obszarem ograniczonym, i niech
f,9 € O(D)NC(D), bedq takie, ze |g(¢)| < |f(C)|, ¢ € OD. Wtedy f+g i f majq w D tyle samo zer liczonych
z krotnosciami.

Dowdd. Zauwazmy, ze funkcje f + g i f nie mogg mie¢ zer na dD — moga wiec mie¢ w D tylko skoriczong
liczbe zer. Niech G CC D bedzie obszarem p—-spojnym ograniczonym p drogami Jordana zorientowanymi
dodatnio takim, ze (f +¢)~1(0)U f~1(0) C G oraz |g(¢)| < |f(¢)], ¢ € OG. Istnienie obszaru G wynika np. z
rozumowania korzystajacego z siatek kwadratowych, tak jak to robilismy w dowodzie Propozycji 2.6.5
Zauwaimy, 7e dla ¢ € 0G i t € [0,1] mamy |£(C) + tg(C)| > |F(O) = tg(Q)] > 1F(C)] — 19(O)] > 0, co
w szczegolnoscei oznacza, funkcja f + tg nie ma zer na dG. Niech Z(t) oznacza liczbe zer funkcji f +tg w G
liczonych z krotnosciami. Na podstawie twierdzenia o residuach pochodnej logarytmicznej wiemy, ze

2y =L [ LOHC) o),

© 2w Jog F(C) +1tg(C)

Pozostaje zauwazy¢, ze Z jest funkcja ciagla zmiennej ¢ (na podstawie twierdzenia z Analizy o funkcjach
danych catka). O

(1) Eugene Rouché (1832-1910) — matematyk francuski.

37
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Whiosek 4.1.3. Dowolny wielomian P € P,(C), deg P =n > 1, ma doktadnie n pierwiastkéw zespolonych
liczonych z krotnosciami.

Dowdd. Niech P(z) = an2"™ + -+ + a1z + ag, f(2) = a,2", g(2) = an_12"" 1 + -+ + a1z + ap. Wtedy
l9(O)] < |f(Q)], ¢ € C(R), dla dostatecznie duzego R (CWICZENIE). Teraz wystarczy juz tylko skorzystac
z twierdzenia Rouchégo. (]

Twierdzenie 4.1.4 (Twierdzenie Hurwitza . Niech D C C bedzie dowolnym obszarem, (fx)5>, C O(D),
fr — [ niemal jednostajnie w D, f 0. Wtedy dlaa € D id € Z,, NWSR:

(i) a € D jest zerem d—krotnym funkcji f;

(ii) istnieje € > 0 takie, zZe dla dowolnego 0 < 0 < g, istnieje ko € N takie, ze dla dowolnego k > ko
funkcja fi, ma w K(a,d) doktadnie d zer liczonych z krotnosciami.

Dowdd. (i) = (ii): Dobierzmy ¢ > 0 takie, ze f(2) # 0, z € K(a,¢) \ {a}. Niech 0 < § < ¢ i niech
1
n = §m1n{|f(z)| :z € C(a,d)} > 0.

Dobierzmy ko € N tak, by |fx(2) — f(2)| < n dla 2 € K(a,6), k > ko. Wtedy, dla z € C(a,d) i k > ko,
mamy |fi(2) — f(2)] < n < 2n < |f(2)]. Korzystajac z twierdzenia Rouchégo, wnioskujemy stad, ze funkcje
fe=x—f)+ fifmajaw K(a,d) tyle samo zer liczonych z krotno$ciami.

(il) = (i): Poprzednie rozumowanie pokazuje, ze f musi mie¢ w a zero krotnosci d. O

Wnhiosek 4.1.5. Niech D C C bedzie dowolnym obszarem, (fi)3>, C O(D), fr — f niemal jednostajnie
w D, f # const. Zatdzmy, ze dla dowolnego k funkcja f jest injektywna. Wtedy f jest injektywna.

Dowdd. Przypusémy, ze f(a) = f(b) =: ¢ dla pewnych a,b € D, a # b. Niech K(a,r)NK(b,r) = &. Stosujac
twierdzenie Hurwitza do funkcji (fx —¢)¢2,, f —c i punktu a (odp. b), wnioskujemy, ze istnieje kg € N takie,
ze dla dowolnego k > ko funkcja fr — ¢ ma zaréwno w kole K(a,r) jak i w kole K (b,r), co najmniej po
jednym zerze, powiedzmy, ag, bg, czyli fr(ag) = fr(br), k = ko — sprzecznosé. a

4.2. Krotnosé

Definicja 4.2.1. Niech D C C bedzie obszarem, a € D, i niech f € M(D). Powiemy, ze funkcja f jest
d—krotna w otoczeniu punktu a (d € N), jezeli istnieje otoczenie Uy C D punktu a takie, ze dla dowolnego
otoczenia U C Uy punktu a istnieje otoczenie V punktu f(a) takie, ze dla dowolnego w € V'\ {f(a)}, funkcja
f —w ma w U dokladnie d zer liczonych z krotnos$ciami.

Zauwazmy, ze tak zdefiniowana krotno$¢ jest wyznaczona jednoznacznie.

Whniosek 4.2.2. Niech D C C bedzie obszarem, a € D, i niech f € M(D). Wtedy NWSR:

(i) funkcja f jest d—krotna w otoczeniu punktu a;

(ii) jezeli a & S(f), to a jest zerem d-krotnym funkcji f — f(a);

jezeli a € S(f), to a jest biegunem rzedu d funkcji f (a wiec, na podstawie Propozycji zerem
d—krotnym funkcji 1/f).
Dowdd. (ii) = (i): Zalozmy najpierw, ze a € D NC\ S(f). Niech r > 0 bedzie takie, ze jedynym zerem
funkcji f — f(a) w kole K(a,r) C D jest punkt a. Niech 0 < § < r i n := min{|f(2) — f(a)| : z € C(a,d)}.
Niech 0 < |w — f(a)| < n. Wtedy |f(a) —w| < |f(2) — f(a)|, z € C(a,d). Stad, na podstawie twierdzenia
Rouchégo, funkcje f(2) —w = (f(2) — f(a)) + (f(a) —w) i f(2) — f(a) maja w kole K(a,d) tyle samo zer
liczonych z krotnosciami.

Niech teraz a = oo € D\ S(f), g(z) = f(1/z). Wtedy d = ordg(g — ¢(0)). Wobec poprzedniego
rozumowania, g jest d—krotna w otoczeniu 0. Wynika stad natychmiast, ze f jest d—krotna w otoczeniu oco.

Zatozmy, ze a € CN S(f). Wtedy d = ord,(1/f). Z poprzedniej czesci dowodu, wynika, ze funkcja 1/ f
jest d—krotna w otoczeniu a, a stad oczywiscie wnioskujemy, ze f jest d—krotna w otoczeniu a.

Przypadek a = oo € S(f) pozostawiamy jako CWICZENIE.

(i) = (ii): Wynika z poprzedniego rozumowania — CWICZENIE. O

(?) Adolf Hurwitz (1859-1919) — matematyk niemiecki.
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4.4. Odwzorowania biholomorficzne pierscieni

Whiosek 4.2.3. Niech D C C bedzie obszarem i niech f € M(D), f # const. Wtedy f jest odwzorowaniem
otwartym.

39

Obserwacja 4.2.4. Jezeli f : D — C jest odwzorowaniem otwartym, to |f| : D — R jest odwzorowa-
niem otwartym oraz dla |f| zachodzi zasada maksimum i zasada minimum (ta ostatnia w punktach takich,

e f(a) £ 0).
4.3. Odwzorowania biholomorficzne

Definicja 4.3.1. Niech Dy, Dy C C beda obszarami. Powiemy, ze odwzorowanie bijektywne f : D; — Do
jest biholomorficzne (f € Bih(Dy, Dy)), jezeli f € M(D1)i f~1 € M(D>).
Niech Aut(D) := Bih(D, D).

Obserwacja 4.3.2. Jezeli f € Bih(D1, D3), to
Aut(D1) 3 ¢ — fopo f~1 € Aut(Dy)
jest izomorfizmem grup.

Propozycja 4.3.3. Niech D C C (odp. D C C) bedzie obszarem i niech f € M(D) (odp. f € O(D)). Wtedy
NWSR:

(i) f jest biholomorficzne tzn. 2bior G := f(D) jest otwarty i f € Bih(D, G);

(ii) f jest injektywne i jednokrotne w otoczeniu kazdego punktu a € D (zauwazmy, zZe na podstawie
Wniosku w przypadku holomorficznym warunek ten oznacza, ze f'(z) 20, z € D);

(iil) f jest injektywne.

Dowdd. Implikacje (i) = (ii) = (iii) sa elementarne.

(iil) = (i): W przypadku holomorficznym, na podstawie Wniosku musi by¢ f'(z) # 0, z € D, co,
na podstawie Propozycji [2.3.1c), daje biholomorficznosé f.

W przypadku meromorficznym, Wniosek [£.2.3]daje otwartosé zbioru G. Pozostaje sprawdzi¢ holomorficz-
no$¢ odwzorowania f~! (jako odwzorowania okreslonego na zespolonej rozmaitosci jednowymiarowej o war-
tosciach w zespolonej rozmaitosci jednowymiarowej).

Holomorficznosé na G \ {oo}, gdy oo ¢ D, lub na G \ ({0} U f(o0)), gdy oo € D, wynika natychmiast
z poprzedniej czesci dowodu.

Holomorficzno$é w otoczeniu co wynika z zastosowania poprzedniej czesci do odwzorowania g := 1/f.
Holomorficzno$¢ w otoczeniu f(oo) wynika z zastosowania poprzedniej czesci do odwzorowania g(z) :=
f(1/2). Szczegoly pozostawiamy jako CWICZENIE. |

4.4. Odwzorowania biholomorficzne pierscieni

Propozycja 4.4.1 (Twierdzenie Hadamarda @0 trzech okregach). Niech f € O(A(r1,72)), 0 <r1 <1y <
400, i niech
M; = sup{limszlp|f(z)| :¢eC(ry)}, j=1,2
2—
Wtedy

=]
&1

111m In
nTE mTZ
[f() <M ™= My ™,
W szczegdlnosci (CWICZENIE), jezeli f € O(A(r1,79)) NC(A(r1,72)) oraz
M(r) = max{|f(z)| : z € C(r)},

z € A(ry,ma).

to funkcja
[In7ry,Inrg) 3¢ — In M(e)
jest wypukta.

(3) Jacques Hadamard (1865-1963) — matematyk francuski.
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Dowdd. Oczywiscie mozemy zalozy¢, ze My, My < 400, f # const. Niech u(z) := |2|*|f(2)], z € A(r1,72).
Zauwazmy, ze u jest odwzorowaniem otwartym bowiem lokalnie u = |e®’f|, gdzie ¢ jest lokalng galezia
jednoznaczna logarytmu. Dla odwzorowan otwartych zachodzi zasada maksimum, a wiec

|Z|a|f(z)| < maX{T?Mlv TQOCMQ}v z € A(TlaTQ)‘
Dobierajac « tak, by 7§ My = r$ Mo, dostajemy teze (CWICZENIE). O
Twierdzenie 4.4.2. Jezeli f € Bih(A(r1, R1),A(r2, R2)), 0 <r; < R; < 400, j =1,2, to R1/r1 = Ra/r2
oraz, z doktadnoscig do obrotu, odwzorowanie f ma postaé f(z) = (ro/r1)z, z € A(r1, Ry), lub f(2) =r1Ra/ 2,

z € A(T‘h Rl)
W szczegolnosci, dla 0 < r < R < 400,

Aut(A(r,R)) = {z+— e?2:0 c RYU {2z — ¢rR/2: 0 € R};
grupa Aut(A(r, R)) zalezy od jednego parametru rzeczywistego i nie dziata translatywnie.

Dowdd. Po oblozeniu odwzorowania f stosownymi homotetiami, mozemy zatozy¢, ze r; = ro = 1. Niech
g := f~1. Odwzorowanie f jest wlasciwe, zatem

li dist OA(1. R>)) = 0.
dist(z,aAl(rERl))_}O 18 (f(Z), ( ) 2))

Zasadnicza my$l dowodu polega na pokazaniu, ze albo

\5311 |f(z)| =11 ||h—13% |f(2)] = Rz, (1)
albo
T ()] = Rai T [£()] =1, (1)

Przyjmijmy na moment, ze () zachodzi. Wtedy na podstawie twierdzenia Hadamarda o trzech okregach
mamy:

=] In Ry In |w| In Ry
1

Injz] RS
[fRI< B =[2[mm, 2 € A(LRy),  g(w)] < B =Jw|[", we AL Ry).

Stad |f(z)] = |z|% =: |z|%, z € A(1, R;). Chcemy pokazaé, ze a = 1.

Mamy f(z) = ee*lo82 » ¢ A(1,R;) \ R_ (dla pewnego 6 € R). Poniewaz f jest funkcja ciagta musi
by¢ efe(Inttim) — gif pallnt—im) ¢ o (1, Ry). Stad €?*™ = 1, a wiec o € Z. Poniewaz f jest injektywne musi
by¢ a = £1. Warunki () implikuja, ze o = 1.

Przypadek (1) sprowadza sie do powyzszego poprzez oblozenie odwzorowania f inwersja

A(1,Ry) 3w — Ro/w € A(1, Ry). (*)

Pozostaje pokazaé¢ (1), (1). Niech r := /Ry, B_ := A(1,r), By := A(r, Ry). Poniewaz C(r) nie jest
krzywa homotopijna ze stala w A(1, Ry), jej obraz g(C(r)), bedacy krzywa Jordana, musi ,otacza¢” T.
Poniewaz g(C(r)) jest zbiorem zwartym, istnieja liczby 1 < s1 < s3 < Ry takie, ze g(C(r)) C A(sy, s2).
Rozwazmy obszary Ay := f(A(s2,R1)) 1 A— = f(A(1,s1)). Poniewaz A, N C(r) = &, obszar A, jest
zawarty w By lub w B_. Obkladajac w razie potrzeby odwzorowanie f inwersja (*), mozemy zalozy¢, ze
Ay C By. Oznacza to, ze lim|,,p, |f(2)| = Rz. Pozostaje pokaza¢, ze A_ C B_. Gdyby A_ C By,
wtedy mogliby$my potaczy¢ pewien (dowolnie wybrany) punkt ay € A, z pewnym (dowolnie wybranym)
punktem a_ € A_ krzywa v lezaca w Bi. Obraz tej krzywej g(v) taczytby punkt g(at) € A(sa, R1) z
punktem g(a_) € A(1,s1) i bylby rozlaczny z g(C(r)), co oznaczaloby, ze krzywa g(C(r)) nie otacza T —
sprzecznosc.

N O

Cwiczenie 4.4.3. Scharakteryzowaé wszystkie biholomorfizmy f : A(r, R1) — A(r2, Ry), 0 < r; < R,
+00, j = 1,2, w przypadkach nie objetych przez Twierdzenie
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4.5. Twierdzenie Riemanna

4.5. Twierdzenie Riemanna

Twierdzenie 4.5.1 (Twierdzenie Riemanna). Niech D C C bedzie obszarem jednospdjnym takim, ze #0D >
2. Wtedy istnieje odwzorowanie biholomorficzne f : D — D.

Dowdd. Przypadek, gdy oo € D sprowadzamy do przypadku, gdy D C C przy pomocy inwersji. Niech
a,b € 0D, a #b. Ustalmy 2y € D i niech

R:={fe€O(D,D): f(z) =0, fjestinjektywna}.

Idea dowodu jest nastepujaca: Najpierw pokazemy, ze R # &. Niech M := sup{|f'(z0)| : f € R}. Poniewaz
kazda f € F jest injektywna, musi by¢ M > 0. Niech (fx)32; C R, f1.(20) — M. Na podstawie twierdzenia
Montela mozemy zalozyé, ze frx — fo niemal jednostajnie w D. Oczywiscie fo € O(D, D), fi(z0) = M > 0.
W szczegolnosei, fo # const. Poniewaz fo(z9) = 0, zatem f € O(D,D). Na podstawie twierdzenia Hurwitza
fo € R. Na koniec pokazemy, ze fo(D) =D, a wiec fy jest poszukiwanym odwzorowaniem.

R # @: Oczywiscie wystarczy skonstruowa¢ holomorficzne odwzorowanie injektywne f : D — D.
W tym za$ celu wystarczy skonstruowaé¢ holomorficzne odwzorowanie injektywne g : D — C takie, ze
K(c,r)Ng(D) = @ (dla pewnych ¢ € C i r > 0). Istotnie, gdyby$my takie g mieli, to jako mogliby$my
zdefiniowaé f := ——. Przystepujemy do konstrukcji g.

g—c’

Jezeli a € C, to niech g bedzie galezia jednoznaczng funkcji /z — a. Jest to funkcja injektywna w D
oraz g(D) N (—g(D)) = @ (jezeli g(21) = —g(z2), to g*(21) = ¢*(22), a stad z1 = 22, a wicc h(z1) =0 —
sprzecznosé). Teraz bierzemy dowolne K(c,r) C —g(D).

fo(D) = D: Przypusémy, ze G := fo(D) & D. Wykazemy nastepujacy pomocniczy lemat.

Lemat 4.5.2. Niech G & D bedzie obszarem jednospdjnym, 0 € G. Wtedy istnieje odwzorowanie injektywne
P € O(G,D) takie, ze 1p(0) =0, |[¢'(0)| > 1 oraz [¥(2)| > |z|, z € G\ {0}.

Dowdd. Ustalmy ¢ € D\ G i niech Gy := h.(G). Wtedy G1 C D jest obszarem jednospojnym i 0 ¢ G.
W szczegolnosci, w Gy istnieje galaz g pierwiastka. Niech d := g(h.(0)) i niech ¢ := hg o g o h.. Wtedy
1 G — D jest injektywne i ¢(0) = 0. Zauwazmy, ze =1 = h_. 0 (h_4)? € O(D, D) (w sensie przedtuzenia
z ¥(G) na D). Z lematu Schwarza wynika, ze [~} (w)| < |w|, w € Dy, |(~1)'(0)| < 1. Gdyby w ktérejs z tych
nieréwnosci zachodzila réwnosé, wtedy ¢~ (w) = e'®w, a stad (h_4(2))? = he(e'*2), 2 € D — sprzecznosé.[]

Niech teraz ¢ € O(G,D) bedzie taka, jak w powyzszym lemacie. Zdefiniujmy f :=1 o fo. Wtedy f € R
i]f'(z0)| = [¢'(0) fo(20)] = [¢'(0)|M > M — sprzecznosc. O

Whiosek 4.5.3. Niech D ¢ C bedzie obszarem jednospdjnym takim, ze #0D > 2. Niech zo € DNC, 6 € R.
Wtedy istnieje doktadnie jedno odwzorowanie f € Bih(D,D) takie, ze f(z9) =0 i 6 € arg f'(z0).

Dowdd. Jezeli fi,fo : D — D sa dwoma takimi odwzorowaniami, to ¢ = f o f;* € Aut(D), ¢(0) = 0
i¢’'(0) € Rsg. Stad ¢ = id, a wiec f1 = fo.

Na podstawie twierdzenia Riemanna istnieje odwzorowanie biholomorficzne f : D — D. Skladajac g

z hy(z) € Aut(D), uzyskujemy f(zo) = 0. Teraz sktadajac ze stosownym obrotem dostajemy 6 € arg f'(zo).

([l

Obserwacja 4.5.4. (a) Efektywne znalezienie odwzorowania f : D — D (lub f~! : D — D) w twierdzeniu
Riemanna jest praktycznie niemozliwe z wyjatkiem sytuacji, gdy obszar D spelnia jakies dodatkowe warunki
regularnoéci. Tak jest np. dla wielokatow, gdzie odwzorowanie biholomorficzne ¢ : H™ — D moze byé dane
tzw. wzorami Christoffela [l

(b) Twierdzenie Riemanna ma swoje odpowiedniki dla obszarow wielospdjnych, jednak obszary kano-
niczne nie sg juz takie proste i intuicyjne, jak dla obszaréw jednospéjnych. Dla przyktadu:

Kazdy dwuspdjny obszar D C C, ktérego zadna sktadowa brzegu nie redukuje sie do punktu, da sie
przeksztatcié biholomorficznie na pierscieni A(1, p) dla pewnego p > 1, przy czym mozna to zrobié tak, aby
z gory zadanej sktadowej brzegu odpowiadat okrgg jednostkowy.

(%) Elwin Christoffel (1829-1900) — matematyk niemiecki.
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Zauwazmy, ze liczba p jest jednoznacznie wyznaczona.

Twierdzenie* 4.5.5 (Twierdzenie Osgooda—Carathéodory’ego @ Kazde odwzorowanie biholomor-

ficzne f: Dy — Do obszaréw ograniczonych krzywymi Jordana przedtuza sie do homeomorfizmu ]?: D, —
Ds.

Whniosek 4.5.6. Niech D1, Dy C C bedg obszarami ograniczonymi krzywymi Jordana zorientowanymi dodat-
nio wzgledem tych obszaréw. Niech ay,as,as € OD1, by,ba,bs € 0Dy bedg dowolnymi uktadami parami roz-
nych punktow nastepujgcych po sobie w 0mentacyz dodatniej. Wtedy istnieje odwzorowanie f € Bih(Dy, D)
takie, zZe f(aj) =b;, j = 1,2,3 (gdzie f oznacza homeomorficzne rozszerzenie f z twierdzenia Osgooda—
Carathéodory’ego).

Dowdd. Wobec twierdzen Riemanna i Osgooda—Carathéodory’ego, wystarczy rozwazyé przypadek D; =
Dy =D — CWICZENIE. O

(5) William Osgood (1864-1943) — matematyk amerykariski.
(5) Constantin Carathéodory (1873-1950) — matematyk niemiecki
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