KRATY BANACHA

Marek Kosiek

WYKEAD MONOGRAFICZNY DLA STUDENTOW UNIWERSYTETU JAGIELLONSKIEGO






Spis tresci

Rozdziat 1. Kraty wektorowe i operatory dodatnie
1. Kraty wektorowe
2. Operatory dodatnie
3. Granice i ciaglo$¢ w sensie porzadku
4. ldealy porzadkowe

Rozdziat 2. Kraty Banacha

1. Unormowane kraty wektorowe
Kraty Banacha z norma porzadkowo ciagta
L- i M-przestrzenie
Zespolone kraty Banacha
Przestrzen predualna do ideatu gtownego
L- i M-przestrzenie - c.d.

OOt WD

Rozdziat 3. Homomorfizmy kratowe i algebraiczne
1. Charakteryzacja homomorfizméow
2. Rozszerzenia operatoréw i homomorfizméow
3. Widmo homomorfizmu kratowego

Bibliografia

10
13

19
19
23
26
31
35
36

41
41
45
48

93






ROZDZIAL 1

Kraty wektorowe i operatory dodatnie

1. Kraty wektorowe

Zmakiem > bedziemy oznaczaé relacje czesciowego porzadku tzn. relacje spetniajaca

nastepujace warunki:

(1) (Refleksywnosé¢) z > x V.

(2) (Antysymetria) z>y, y>or — z=y.

(3) (Tranzytywnosé) z >y, y>z — x> 2.
Oznaczenia:

(1) z<y Ay >

(2) a:>y<d:f>y<a:<d:f>x>y, xFY
Rzeczywista przestrzen wektorowa X nazywamy przestrzenia wektorowa z porzad-
kiem lub przestrzenia liniowa cze$ciowo uporzadkowang (w skrocie l.c.u.), jezeli
jest w niej okreslona relacja czesciowego porzadku > kompatybilna z jej strukturg alge-
braiczng t.j. spetniajaca warunki:

() x>y = z+z2y+2z Ve X.

(b) 2>y, = ax >ay Va>0.

STWIERDZENIE 1.1. Wtedy
(@) r<y = —x>—y.
b)z<y, a<0 = ax > ay.
(c)z>20, a<f = ax < fz.

DOWOD. 2 <y = —y=as—y—zs<y—y—aov=—-x = (a);(a),(2) = (b);
(a),(b) = (). U

Jezeli X lc.au., to zbior Xt :={x € X : z > 0} nazywamy stozkiem dodatnim. Ma on
nastepujace wtasnosci:
i) XT+X+cC X .
(i) aXt Cc Xt Va>0.
(iil) XN (—X*) = {0}.

DowOp. (a) = (i); (b) = (ii); (2) = (iii);. O

Podzbior K rzeczywistej przestrzeni wektorowej X jest stozkiem, jezeli

(j)) K+ K C K.
(jj) aK ¢ K Ya > 0.

(i) K n(=K) ={0}.
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STWIERDZENIE 1.2. Wtedy X z relacjg x <y LN y—x € K jest przestrzenig l.c.u.
Dowo6D. - Cwiczenie. O

Jezeli K jest stozkiem w X, to Lin K = K — K. Stozek K nazywa si¢ reprodukujacy,
jezeli X = K — K.

STWIERDZENIE 1.3. Stozek K jest reprodukujgcy w X w.t.w., gdy dla dowolnych x,y €
X istnieje z € K takie, Ze z > x i 2z > y.
Dowo6D. - Cwiczenie. O

DEFINICJA 1.4. L.c.u. przestrzen FE jest krata wektorowa (inaczej przestrzenia
Riesza) jezeli

Ve,ye B JazVy:=sup{z,y}, JzxAy:=inf{z, y}.
DEFINICJA 1.5.
T i=2Vv0, 27 :=(-x)V0, |z|]:=2"+2".
Elementy x,y sa rozlaczne, jezeli |z| A |y| = 0.

WNIOSEK 1.6. Jezeli E jest kratqg wektorowaq, to dla x,y,x1,y1 € E oraz A € R
zachodzi

2) [e] =0 =z =0; |dzf=lz[, |o+yl <|z]+]y],

2| Ayl = 31|z +yl = = —y|)l,

Wzor (1) jest jedyng reprezentacjg x jako rézZnicy dwéch dodatnich roztgcznych
elementow F.

2) Elementy x,y sq rozlgczne wtedy i tylko wtedy, gdy |z +y| = | — y|.

3) r<y <= (2" <y*, y <a7).

4) x rozlgezne zy = |z|V|y| = |z|+ |yl =z +y|, (x+y)" =2t +y .

5) {ZTataca C E, {yslpep C E, v = sup, xo, y = infgys 2 € E = ANz =
sup, (za A 2), yV z =infg(ys V 2).

(2)

B)x+y=xzVy+zAy,

(4) |[r—yl=zVy—aAy,

(5) [z Vy —a1 V| <o =]+ ly —wl,
(6) [x Ay —x1 Ay| < o — 21| + |y — w1
(M aVy=3iz+y+|z—yl).

8) zAy =3z +y—|z—yl),

9) |z V Iyl = 5=+ y| + |z — y]),

10)

11)

Dowo6D. - Cwiczenie. O
STWIERDZENIE 1.7. Elementy ™, x~ sq rozlgezne oraz |x| =z V (—x).

DowOD. Korzystamy ze wzoru zAy = z+ (y— z) A0, ktéry wynika z niezmienniczosci
relacji > wzgledem translacji (a). Stad dla z =27,y = 2" mamy 2" Az” =2~ +2 A0 =
- —(—z)VO=a" —x =0, azatem x¥,z~ sa rozlaczne.
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Korzystajac teraz z punktu (3) poprzedniego wniosku i roztacznosei z, 2~ mamy
|z =2t +a2~ =aTVa +aT Az =atVar =2VOV(—2)V0=2zV(—z) V0. Poniewaz
xV(—z) > xzixzV (—x) > —z, wiec z niezmienniczodci relacji > wzgledem translacji
(a) mamy 2V (—z) —x > 0izV (—z)+ 2 > 0, skad po dodaniu nier6wnosci stronami
otrzymujemy = V (—z) > 0. Zatem |z| = z V (—z). O

DEeriNICJA 1.8. Krata wektorowa jest
e zupelna w sensie Dedekinda (inaczej porzadkowo zupelna) jezeli jej kazdy
niepusty podzbiér ograniczony z goéry ma kres gorny,
e o-zupelna w sensie Dedekinda (inaczej o-porzadkowo zupelna) jezeli jej
kazdy niepusty przeliczalny podzbior ograniczony z géry ma kres gérny.

2. Operatory dodatnie

DEFINICJA 2.1. Operator liniowy 7' : X — Y pomiedzy dwoma przestrzeniami l.c.u.
nazywamny
(1) dodatnim (ozn. T' > 0), gdy Tz > 0 Vo > 0;
(2) Scisle dodatnim, gdy Tz > 0 Va > 0;
(3) regularnym, gdy T jest r6znica dwoch operatoréw dodatnich.

Podzbiér A C X l.c.u. nazywamy porzadkowo ograniczonym, jezeli istniejg x,y €
X takie, ze < a < y dla kazdego a € A.

DEFINICJA 2.2. Operator liniowy 7' : X — Y pomiedzy dwoma przestrzeniami l.c.u.
nazywamy porzadkowo ograniczonym jezeli T(A) jest porzadkowo ograniczony dla
kazdego porzadkowo ograniczonego zbioru A.

L:(X,Y) - przestrzen operatoréw regularnych
Ly (X,Y) - przestrzen operatoréw porzadkowo ograniczonych

STWIERDZENIE 2.3. L£,.(X,Y) C Ly(X,Y).

DEFINICJA 2.4. przestrzen l.c.u. Y nazywamy archimedesows, jezeli dla x € Y
spetniona jest implikacja nx <yVn = z <0.

TWIERDZENIE 2.5. (Kantorowicz) Niech X,Y bedg przestrzeniami l.c.u. i niech T :
Xt — YT bedzie odwzorowaniem addytywnym tzn. T(x +y) = T(x) + T(y) dla z,y €
XT. Jezeli stozek dodatni X jest generujgcy, a'Y jest archimedesowa, to T rozszerza sie
jednoznacznie do operatora dodatniego z X do Y. Oznaczajgc to rozszerzenie przez T,
otrzymujemy:

(2.1) Tx =Tx, — T,
gdzie v = x1—xo jest dowolng reprezentacjq x w postaci roznicy dwoch dodatnich wektorow.

DowOD. Zaobserwujmy, ze jezeli x = x1 — 19 = y; — yo dla 21,29, y1,y2 € X, to
1+ Yo = y1 + T, a wiec z addytywnosci T dostajemy

Ty +Tys =T (21 +y2) =T (y1 + x2) = Tyr + Txs.
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Stad T'wxy —Txy = Ty, — Ty, a wiec T jest dobrze okreslony. Z (2.1) wynika bezposrednio,
ze Tx =Tz > 0dlaz e Xt oraz T(—x) = Tz dlaze X. Nastepnie zweryfikujemy
liniowosé 7.

Dla dowodu addytywnosci T niech z = 21 — x5 oraz Y = y1 — Yo, gdzie x1,29,Y1,Ys €
XT. Wtedy

~ A

T(x+y) =T +y1— (v2+y2) = T(21 + 1) — T2+ y2)
= T.’L"l + Tyl — T$2 — Tyg = (T.fEl — T.Z'Q) -+ (Tyl — Ty2)
= Tx + Ty

Z addytywnosci w szczegdlnosei wynika réwnosé T'(rz) = rT(z) dlar wymiernychiz € X.
Dla homogeniczno$ci T potrzebujemy dwédch wiasnosci:

(i) T jest monotoniczny na X, tzn. zachodzi nastepujaca implikacja 0 < x <y =
Ty <Ty.

(ii) Niech Z bedzie archimedesows przestrzenig l.c.u. i niech z € Z* oraz y € Z.
Niech {a,,} C R oraz oy, — a. Jezeli a,z < y (odp. y < ay,x) dla kazdego n, to
azr <y (odp. y < ax).

Dla dowodu (i) zauwazmy, ze gdy 0 < z < y, to Ty = T(z+(y—=x)) = Te+T(y—x) >
Tx.

Dla dowodu (ii) ustalmy k. Wtedy dla wszystkich dostatecznie duzych n mamy o —
a, < %, a wiec (o —ay)r < %x dla dostatecznie duzych n. Stad axr —y < ar — a,x < %x,
czyli k(ax —y) < = dla kazdego k. Poniewaz X jest archimedesowa, wiec ax —y < 0 czyli
ar < Y.

Niech teraz © € X' i a > 0. Wybierzmy teraz dwa ciagi liczb wymiernych {r,} i {s,}
takie, ze r, T a1 s, | a. Korzystajac z (i) oraz homogenicznosci T dla liczb wymiernych,
dostajemy

roTe =T(r,z) < T(ax) < T(spx) = s, Tx.
Stad, na mocy (ii), a7z < T(az) < aT'x czyli oTx = T(ax).
Na koniec ustalmy oo > 012 = 21 — 29 € X, gdzie x1, 25 € XT. Wtedy

T(ax) = T(oa, — axs) = T(oxy) — Taxs) = a(Txy — Tay) = oTx,
T(—ax) = T(oxs — axy) = T(oas) — T(ax,) = a(Tzy — Tay) = (—a)Tz.
Czyli T jest homogeniczny, a wiec rowniez liniowy. U
LEMAT 2.6. Krata wektorowa porzgdkowo zupeina jest archimedesowa.
Dowo6D. - Cwiczenie. O

LEMAT 2.7. Jezeli X jest kratqg wektorowq, u,v,y € X oraz 0 <y < u+wv, to istniejg
y1,Y2 € X takie, ze y =y1 +ys oraz 0 < y; < u, 0 <y < v.
DowoOD. Poltézmy vy :=y Au, y2 :=y —y Au. Wtedy 0 < y; < u, 0 < yo oraz
y<u+v = y—v<u

X
—v < =9y — < .
v>0 y—v<y:>y VLSYNU = Yo=Y —YANUKSV
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TWIERDZENIE 2.8. (F. Riesz - Kantorowicz) Jezeli E, F' sq kratami wektorowymi, przy
czym F' jest porzgdkowo zupetna, to L.(E, F) jest porzqdkowo zupelng kratq wektorowq
oraz L.(E, F) = Ly(E, F). Ponadto

(1) Ttz =sup{Ty : 0 <y < z},

(2) Tz =sup{-Ty : 0 <y < z},

(3) |T|z =sup{Ty: —z <y <z}
dlaT € L.(E,F), z € E*.

DowOD. Zdefiniujmy odwzorowanie R : ET — F nastepujaco:

Rx = sup Tv.
0<y<a
Poniewaz F' jest porzadkowo zupetna, a T' porzadkowo ograniczony, wiec R jest dobrze
okreslone. Wykazemy, ze R jest addytywne.

Niech u,v € ET, 0 < y < uil0<z2<v Wtedy 0 < y+ 2z < u+ v, skad Ty +
Tz =T(y+ z) < R(u+ v). Po przejéciu do supreméw po lewej stronie otrzymujemy
Ru + Rv < R(u + v). Aby wykazaé¢ przeciwna nieréwnos¢ zatézmy 0 < y < u + v. Z
lematu (2.7) wynika, ze istnieja 0 < y; < u, 0 < yo < v takie, ze y = y; + y2 oraz
Ty =Ty, + Ty, < Ru+ Rv. Stad R(u+v) < Ru+ Rv, a zatem R(u + v) = Ru + Ruv,
co oznacza, ze R jest addytywne.

Na mocy twierdzenia 2.5 (Kantorowicza) odwzorowanie R posiada jedyne liniowe,
dodatnie rozszerzenie R:E —F. Aby zakonczy¢ dowdd powinnismy wykazaé réwnosé
R=T".

Zauwazmy najpierw, ze Txr < Rx dlaz € Et, a wiec T' < R. WezZmy teraz dowolny
operator Q € L,(E, F) spelniajacy nieréwnosci Q > 01 Q > T. Jezeli x € ET| to dla
kazdego 0 < y < x mamy Ty < Qy < Qz, a wiec Rz = SUPg<y<r 1Y < Qz. Stad Q > R.
Zatem R jest réwny supremum elementéw T i 0 w Ly(E, F). Czyli Tt =T Vv 0 = R.
Wykazaliémy rownoczesnie istnienie w L,(F, F') supremum dowolnego elementu i zera.

Réwnosé (2) wynika z réwnosci T~ = (=T)7F, a réwnosé (3) z (1) i (2). Z istnienia T
i T~ dla kazdego T' € Ly(FE, F') wynika istnienie supremum i infimum dwd6ch dowolnych
elementéw L,(E, F), a zatem Ly(E, F) jest krata wektorowa. Z réwnosci T'= T+ — T~
dla kazdego T' € Ly(E, F') wynika réwno$¢ L, (E, F) = Ly(E, F).

Dowdd porzadkowej zupetnosci £, (E, F') - éwiczenie. O

WNIOSEK 2.9. Jezeli E/, F' sq porzgdkowo zupeinymi kratami wektorowyms, to

(1) (SVvT)x=sup{Sy+Tz: y,z€ ET, y+ 2z =ux},
(2) (SAT)r=if{Sy+Tz: y,z€ ET, y+z=ux}

dla S, T € L.(E,F), x € ET.

Stosujac punkt (3) Twierdzenia 2.8 Riesza-Kantorowicza oraz Stwierdzenie 1.7 otrzy-
mujemy:

STWIERDZENIE 2.10. |T| =TV (=T) oraz |T||z| > |Txz| dlax € E, T € Ly(E, F).

Dowo6D. Na mocy punktu (3) Twierdzenia 2.8, |T'||x| = sup{Ty : —|z| < y < |z|}.
Stad |T||z| > Tz i |T||x| > T(—x) = —Tx. O
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TWIERDZENIE 2.11. (Abramowicz) Jezeli E, F' sq porzgdkowo zupelnymi kratami wek-
torowyms, to
(1) THz =sup{Ty: y€ E, yA(z —y) =0},
(2) T"e=sup{-Ty: y€ E, y(x—y) =0},
3) [Tz =sup{Ty—T(x—y): ye E, yN(z—y) =0}
dlaT e L.(E,F), z € E*.

3. Granice i cigglo$¢ w sensie porzadku

DEFINICJA 3.1. Ciag uogdlniony {x,}aca zbiorze czesciowo uporzadkowanym jest
malejacy - ozn. x | (rosnacy- ozn. x 1), jezeli dla a1 < ap mamy x4, = Zo, (Ta, < Tay)-
Oznaczamy

To l @ PN To | oraz x = inf{z,}

To T X <& 2 1 oraz x = sup{z,}

DEFINICJA 3.2. Ciag uogdlniony {xs}aca W zbiorze czesciowo uporzadkowanym jest
porzadkowo zbiezny (zbiezny w sensie porzadku) do elementu z, ozn. z, —— =,
jezeli istnieja dwa ciagi uogélnione {ys}sen, {2} er takie, ze

(1) yg Tz, 2y | =,

2)VBeBVYyel3dage A : ys<z4 <2, Va>a.
Element z nazywamy granica porzadkowa (granica w sensie porzadku) ciagu uogdl-
nionego {4 }aca-

W definicji zbieznosci porzadkowej mozemy przyjaé, ze zbiér indeksow B réwna sie I'.
W tym celu wystarczy przyja¢ A := B x I' i zdefiniowa¢ nowe ciagi uogélnione {uy}en
{vx}rea W nastepujacy sposob:

uy =Yg, Uy =2, VA= (0,7) €A
Wtedy w definicji zbieznodci porzadkowej mozna zastapi¢ ciagi {ys}gen, {2y }yer Przez

{ur}rea {vr}aea- - Cwiczenie
Jak jest wtedy okreslony czesciowy porzadek w B x I'?

CWICZENIE 3.3.
(1) Ciag uogdlniony w zbiorze czesciowo uporzadkowanym moze mieé¢ conajwyzej
jedng granice porzadkowa.
(2) Jezeli v, T 2 lub 2, | 2, to 7, — .
(3) Jezeli o T (odp. 24 |) i 24 —= z, t0 24 T 2 (odp. 24 | 7).

LEMAT 3.4. Niech E bedzie kratg wektorowq, a {xs}aca ciggiem uwogdlnionym w E.
Witedy
(a) Jezeli istnieje cigg uogolniony {uataca (z tym samym indeksem) taki, Ze u, | 0
i|Tq — x| <ug ¥V a €A, tox, > .
(b) Jezeli E jest porzgdkowo zupeina i {xs}taca jest porzgdkowo ograniczony, to
T, — x wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cigg wogdlniony {uq Yaca (# tym samym
indeksem) taki, ze ug | 07 |zq — 2| < us ¥V a € A.
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DowOD. (a) Zatézmy, ze istnieje ciag uogdlniony {ue }aca taki, ze uy | 01 |z, — 2| <
Ug Vo € A. Niech 4y, i =2 — Ug 1 24 := T+ Uy. Wtedy yo T 2, 20 | T 0raz y, < 4 < 24
Vae A Stad v, - x.

(b) Z zalozenia E jest porzadkowo zupelna i {z,}aca jest porzadkowo ograniczony,
to T4 — x. Wezmy dwa ciagi uogdlnione {ys}sep i {2y }yer dla ktorych ys T 2, 2, |z i
takie, ze dla kazdego 8 € B, v € I' istnieje a(f3,y) € A spelniajace warunek yz < z, < z,
YV a > a(f,7). Dla kazdego a € A zdefiniujmy

Vo := Inf x4, Wy = sup zy.
a'za a'>a

Powyzsze kresy istnieja, gdyz {xa}aca jest porzadkowo ograniczony, a E porzadkowo
zupetna. Z tego samego powodu istnieja v := supwv, i w = infw, oraz v, T v, w, | w.
Poniewaz yg < zo < 2z, dla &' > «o(f,7), wiec yg < vy < 2, dla a > a(8,7). Stad
ys < v < 2y dla 8 € B, v € I'. Stad, poniewaz yg | x i z, | x, wiec v = 2. Podobnie
ws | x. Dla dokonczenia dowodu zauwazmy, ze r > v,, poniewaz v, | x, a z definicji
Wo = Ty, zatem r, — r < W, — Uo. Podobnie w, > x, poniewaz w, | x, a z definicji
Vo < Tq, zatem £ —x, < Wq — Vo. Stad na mocy Stwierdzenia 1.7, |z, — 2] < wo —v,. O

WNIOSEK 3.5. Jezeli E jest o-porzadkowo zupelng kratg wektorowq, a {x,}nen ciggiem
w E, to x, — x wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciqg {un}neny € E taki, ze u, | 0 i
|z, — 2| <u, VneN.

Dowop. - Cwiczenie. O

LEMAT 3.6. Niech E bedzie kratg wektorowq, a {xs}aca ciggiem uwogdlnionym w E.
Ciag 4 jest porzgdkowo zbieiny do x € E wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cigg uogdlniony
{ur}ren taki, Ze uy | 0 i dla kazdego A € A istnieje o takie, ze |x, — x| < uy V a > «ap.

DowdD. - Cwiczenie. O

W ogélnym przypadku zbieznosé porzadkowa ciagéw definiujemy w nastepujacy spo-
s6b (definicja ta nie jest na ogél szczegblnym przypadkiem Definicji 3.2):

DEFINICIA 3.7. Ciag {x;, }neny W zbiorze czesciowo uporzadkowanym jest porzadkowo
zbiezny (zbiezny w sensie porzadku) do elementu x, ozn. z,, — x, jezeli istnieja dwa
ciagi {yn tnen, {2n}nen takie, ze y, Tz, 2z, | iy, <z, < 2z, Vn.

LEMAT 3.8. Jezeli E jest kratq wektorowq, a {z, hnen ciggiem w E, to x, —— x wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje cigg {u, fnen € E taki, Ze u, | 0 i |z, — x| <u, ¥VneN.
DEFINICJA 3.9. Podzbiér D zbioru czesciowo uporzadkowanego nazywamy porzad-
kowo domknigtym (odp. o-porzadkowo domknietym), jezeli ({z,} C D, z, —
v = x€D),odp. {x,} C D, z, 1 = x€ D).
DEFINICJA 3.10. Odwzorowanie f : X — Y pomiedzy cze$ciowo uporzadkowanymi
zbiorami XY jest
(1) o-porzadkowo ciagte jezeli dla {z,},ey mamy implikacje z, —— = =—
fzn) = f(2).
(2) porzadkowo ciagte jezeli dla {4 }ae4 mamy implikacje 2o, —— * = f(24) —

f ().
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STWIERDZENIE 3.11. W kratach wektorowych operacje kratowe sqg porzgdkowo ciggle.
Dow6D. - Cwiczenie w oparciu o Lemat 3.6. O

LEMAT 3.12. Operator dodatni T : X — Y pomiedzy dwoma przestrzeniami l.c.u. jest
porzadkowo ciggly wtedy i tylko wtedy, gdy dla {x,} C X mamy x, | 0 = Tz, | 0.

Operator dodatni T : X —'Y pomiedzy dwoma przestrzeniami l.c.u. jest o-porzgdkowo
ciggly wtedy i tylko wtedy, gdy dla {z,} C X mamy x, | 0 = Tz, | 0.

DowdD. - Cwiczenie. O

TWIERDZENIE 3.13. Zaktadamy, ze E, F sq kratami wektorowymai, przy czym F' jest
porzgdkowo zupetna oraz, ze T : . — F' jest porzgdkowo ograniczony. Wtedy nastepujgce
warunki sq rownowazne:

(1) T jest porzadkowo ciggly.

(2) 24 | 0 = Ta4 - 0.

(3) o | 0 = inf, |Tz,| = 0.

(4) T* i T~ sq porzqgdkowo ciggle.
(5) |T| jest porzadkowo ciggly.

DoOwoOD. (1) = (2) 2, | 0 = 2, >0 = Tz, = 0.

(2) = (3) Zalézmy x, | 0 i ze istnieje y € F takie, ze y < |Tz,| dla kazdego o.
Poniewaz Tz, — 0, zatem od pewnego miejsca poczawszy jest porzadkowo ograniczony,
a wiec na mocy Lematu 3.4 istnieje ciag uogélniony {uq}taca taki, ze uy | 01 |Taq| <
ue ¥V oa. Stad y < |Txs| < g, a zatem y < u, dla kazdego o € A. Z warunku u, | 0
dostajemy y < 0. Stad inf, |T'z,| = 0.

(3) = (4) Wystarczy dowiesé, ze T jest porzadkowo ciagly. W tym celu zalézmy,
7e To | 0w E. Niech 0 < u < Tz, dla kazdego a. Poniewaz T'" jest dodatni, wiec ciag
T*x, jest malejacy. Zatem na mocy Lematu 3.12 wystarczy wykazaé, ze u = 0.

Ustalmy indeks ag i przyjmijmy = := z,,. Wezmy dowolny y taki, ze 0 < y < x oraz
ay > atakie,zey >z, dlaa > ap. Wtedy dlaa > oy mamy 0 <y — 2z, =y Ax — 24 <
T — Ty Stad

Ty —T(xe) =Ty —x4) KT (x —24) =T 2 — T 2y,
a w konsekwencji
(3.1) 0<u<T 2wy Tz +|Ta, — Ty

dla a > «;. Poniewaz z, | 0, wiec na mocy (3), inf,>qa, |Txs| = 0. Z nieréwnosci (3.1)
wynika zatem nieréwnosé 0 < u < Tz — Ty dla 0 < y < z. Ale z Twierdzenia 2.8
Riesza-Kantorowicza mamy rownosé¢ Tz = SUPp<y<z 1Y, skad u = 0.

(4) = (5) - oczywiste.

(5) => (1) Niech z, —— 0 w E. Wybierzmy dwa ciagi uogélnione {ys}secn, {2, }er
takie, ze yg 1 0, 2, | O oraz takie, ze dla kazdego § € B,v € I istnieje a(f,7) € A
speliajace warunek yg < z, < z, dla a > a(f8,7). Wtedy z} < zfyr =zylx, <y =
—yg, skad o7 + x5 = [za| < 2y —yg dla a > a(f,7).

Jezeli przyjmiemy A := B x I' i dla kazdego A = (3, v) zdefiniujemy uy := 2z, —yz > 0,
to na mocy Stwierdzenia 2.10, nieréwnos¢ |Tx,| < |T'|(uy) zachodzi dla a > «(fB,v) =
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a(A). Poniewaz uy, | 0, wigc ciagto$é porzadkowa |T'| implikuje |T'|(uy) | 0, astad Tx, —
0, co koneczy dowod. O

Analogiczny wynik dla o-porzadkowo cigglych operatoréw jest nastepujacy:

TWIERDZENIE 3.14. Zaktadamy, ze E, F sq kratami wektorowyma, przy czym F' jest
porzgdkowo zupelna oraz, ze T : E — F' jest porzgdkowo ograniczony. Wtedy nastepujgce
warunki sq rownowazne:

(1) T o-jest porzgdkowo ciggly.

(2) ©, | 0 = Tz, 0.

(3) x, | 0 = inf, |Tx,| =0.

(4) T+ i T~ sq o-porzedkowo ciggle.
(5) |T'| jest o-porzadkowo ciggly.

DEFINICJA 3.15. Operator dodatni 7' : E — F pomiedzy kratami wektorowymi na-
zywamy homomorfizmem kratowym, jezeli T'(x V y) = T'(z) V T'(y).

TWIERDZENIE 3.16. Jezeli T : E — F' jest operatorem dodatnim pomiedzy kratams
wektorowymi, to nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) T jest homomorfizmem kratowym.
(2) T(at) = (Tz)t VzxeE.

B) T(xAy)=T(x)ANT(y) Yz,yek.

(4) [Tz| =T|z| YzekE.

BG)Vae,ye E: xzANy=0 = TxATy=0.

4. Idealy porzadkowe

DEFINICJA 4.1. Méwimy, ze podzbior A kraty wektorowej E jest solidny, gdy zacho-
dzi implikacja
reE yeA |z|<|y = ze€A
Podprzestrzen kraty wektorowej, ktéra jest solidna nazywamy ideatem porzadkowym.
Najmniejszy (ze wzgledu na inkluzje) ideal zawierajacy niepusty zbiér A nazywamy ide-
alem generowanym przez A i oznaczamy F 4.

STWIERDZENIE 4.2. Ideal porzqdkowy jest podkratg wektorowq.

STWIERDZENIE 4.3.

Ey={z€F:3x,...,5, €A, M,.... N, € RV [z <D Nl }-
i1
DEFINICIA 4.4. Jezeli A = {z}, to E, := Ep,; nazywamy idealem gtéwnym gene-
rowanym przez x.

STWIERDZENIE 4.5.
E,={yeE:3IX>0:yl <Az|}.
DEFINICJA 4.6. Wektor e > 0 nazywamy jedynka porzadkowa (lub silng jedynka

lub po prostu jedynka, jezeli £, = F, tzn. jesli dla kazdego x € FE istnieje A > 0 takie,
ze |x| < e
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Niech E bedzie krata wektorowa, [ idealem porzadkowym w E, a q : F — E/I
rzutowaniem kanonicznym na przestrzen ilorazowa E/I. W E/I wprowadzamy relacje
czesciowego porzadku w nastepujacy sposob:

glz) <qly) <= 3Trycax+1, Iy ey+1:2 <y

STWIERDZENIE 4.7. Przestrzen E/I jest kratg wektorowq, a odwzorowanie q dodatnim
homomorfizmem kratowym.

DowoOD. Relacja”<” zdefiniowana w przestrzeni E /I spelnia w sposob oczywisty (1),
(3) oraz (a) i (b). Aby wykaza¢ aksjomat antysymetrii (2) wykorzystamy fakt, ze I jest
ideatem porzadkowym. Jezeli ¢(x) < 01 ¢(z) > 0 dla z € E, to istnieja x1, 2 € E takie,
e 0<xri€x+1Toraz 0 < a9 € —x+ I. Stad 1 + x5 € I, a poniewaz 0 < 1 < x1 + Zo,
wigc réwniez x; € I czyli ¢(x) = 0.

Dodatniosé ¢ wynika bezposrednio z definicji relacji czesciowego porzadku W E/I.
Aby dowie$¢, ze E/I jest krata, a ¢ jest homomorfizmem kratowym wykazemy, ze dla
dowolnych z,y € E mamy réwnos$é q(x Vy) = q(z) V q(y). Poniewaz ¢ jest dodatnie, wiec
q(z Vy) jest majoranta q(z) i q(y). Niech z € E bedzie takie, ze q(2) > q(x) 1 q¢(z) > q(y).
Wtedy istniejg elementy 21, 20 € 2 + I takie, ze 21 > x 1 29 > y. Ponadto 2y — 25 € [ i,
poniewaz [ jest podkrata wektorowa, |27 — 23| € I. Stad w := 29 + |21 — 23| € 2z + I oraz
wZaVy,bow >z 2yiw=20+|21—22| =20+ (21— 22) V(2o —21) =21V (220 — 21) >
21 2> x. A wiee q(2) = q(w) > q(z Vy). Zatem gz V y) = q(z) V q(y).

U

DEFINICJA 4.8. Ideal porzadkowy domkniety w sensie porzadku bedziemy nazywaé
idealem zamknietym. (Po angielsku band.)
STWIERDZENIE 4.9.

(1) Solidny podzbiér D kraty wektorowej E jest porzgdkowo domkniety wtedy i tylko
wtedy, gdy {x,} CDNEY, o1z € E = x € D.

(2) Ideal porzqdkowy A jest idealem zamknietym wtedy i tylko wtedy, gdy {x.} C
A 0Lz, TreFE = z€ A

Dowo6D. - Cwiczenie (skorzystaé z Lematu 3.4 lub 3.6). O

DEFINICJA 4.10. Idealem zamknietym generowanym przez niepusty podzbior D kraty
wektorowej £ nazywamy najmniejszy (w sensie inkluzji) ideal zamkniety Bp zawierajacy
D. Jezeli D = {z}, to B, := B{;) nazywamy zamknietym ideatem gléwnym genero-
wanym przez wektor x.

TWIERDZENIE 4.11. Jezeli J jest idealem porzqdkowym w kracie wektorowej E, to
ideat zamkniety By generowany przez J spetnia réwnosé

By={zeFE:3{z,} CJ:0< 2,7 |2]}.
Ponadto ¥V x € E zamkniety ideal gtowny B, generowany przez x spetnia réwnosé
By ={y € E: |yl Anlz| T [y}
DowOD. Niech
B:={zeFE:3{z,tCJ:0<z, 7 |2|}
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Jest oczywiste, ze kazdy ideal zamkniety zawierajacy J musi zawiera¢ B. Zatem, zeby
dowie$¢ rownosci B = By, wystarczy pokazaé, ze B jest idealem zamknietym. Niech
z,y € B. Wezmy dwa ciagi uogélnione {zq}aca, {y,}1er spelniajace zaleznosci 0 < z, 1
|z], 0 <y, T |y|. Z warunku

2+ y| A (Ta +yy) Tle+yl A (2] + |y]) = |z +y|

opartego o punkt (15) wniosku 1.6 oraz |u|lz, T |p||z] = |ux| dla kazdego skalara p
wynika, ze B jest podprzestrzenia wektorows. 7 faktu, ze J jest idealem porzadkowym
oraz z nieréwnosci |z| A o < Za, o > 0 wynika inkluzja {|z| A z,} C J. Zatem, jezeli
|z| < |z|, to na mocy punktu (15) wniosku 1.6 mamy |z| Az, T |2] A |z| = |2, a stad
z € B czyli B jest ideatem.

Zalézmy teraz, ze ciag uogdlniony {u,},er C B spelnia warunek 0 < w., T u. Niech

D={veJ:3yel:v<u}.

Zbior D mozna interpretowaé¢ jako cigg uogdélniony taki, ze D T u. A wiec, na mocy
stwierdzenia 4.9, B jest ideatlem zamknietym.

Aby wykaza¢ druga cze$¢ tezy zauwazmy, ze B, = Bpg,. Niech y € B,. na mocy
poprzednio wykazanego przypadku istnieje ciag uogélniony {z,}aca C FE, speliajacy
warunek 0 < z, T |y|. Dla kazdego « istnieje zatem n takie, ze z, < |y| An|z| < |y|. Stad
ly| Anlz| T |y|, co konezy dowdd.

DEerINICJA 4.12. Wektor e > 0 nazywamy stabg jedynka jezeli B, = E tzn. jezeli
xAnel zVxe ET. Gdy E jest archimedesowa, to e > 0 jest stabg jedynkg wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi implikacja |z| Ae =0 = z = 0. (Cwiczenie.) W oczywisty sposéb
kazda jedynka porzadkowa jest stabag jedynka.

DEeFINICIA 4.13. Rozlaczne dopelnienie niepustego zbioru A definiujemy nastepu-
jaco:
At ={x c E:|z|N|a| =0V ac A}.

TWIERDZENIE 4.14. Jezeli A jest niepustym podzbiorem kraty wektorowej E, to A? jest
ideatem zamknictym. Gdy E jest archimedesowa, to By = A% := (A4, W szczegdlnosci
kazdy ideal zamkniety B spetnia réwnosé B = B,

DowOD. Fakt, ze A? jest idealem zamknictym wynika z porzadkowej cigglodci operacii
kratowych.

Zawsze A C A% a stad By C A%. Aby zakoniczyé dowdd dla E archimedesowej
wystarczy dowiesé, ze A% C Ba. Niech 0 < z € A% i D := {2 € By :0< 2 < z}.
Musimy wykazaé, ze istnieje sup D = .

Niech z € E bedzie wektorem spetniajacym nieréwnosé¢ a < z V a € D. Wtedy réwniez

(4.1) a<zAzVaeD.

Nalezy dowies¢, ze x < z czyli, ze © = = A z. Dla dowodu niewprost zatézmy u :=
r—xAz>0. W oczywisty sposéb u € A% oraz u ¢ A? poniewaz A? N A% = 0. Zatem
istnieje y € A taki, ze v := |y| Au > 0, skad v € By4. Poniewaz v < u < z, wiec v € D i
na mocy (4.1)

=v4+v<sAz+(r—axANz)="1
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Stosujac indukcje, otrzymujemy nv < x Vn. Z archimedesowosci £ mamy v = 0, co
prowadzi do sprzecznosci. Stad © = 0, a zatem x = x A z < 2.

Wykazalismy wiec, ze sup D = x. Poniewaz D C By, a By jest idealem zamknietym,
otrzymujemy x € By, skad B4 = D%, O

DEFINICJA 4.15. Ideat zamkniety B w kracie wektorowej E projekcyjny (projection
band), jezeli E = B @ B

STWIERDZENIE 4.16. Projekcja na ideal projekcyjny jest dodatnia.

DowoOD. Niech B bedzie idealem projekcyjnym w E, a P projekcja na ten ideal.
Wtedy E = B ® B? Niech x = y + z bedzie rozkladem dowolnego elementu z € E
wzgledem tej sumy prostej. Jezelix > 0,t0o 0 <yt + 27— (y~ +27) czyi 0 <y~ +2~ <
y* + 27, Element 3y~ jest roztaczny z y* + 21, gdyz yT Ay~ =01y~ Azt = 0. Poniewaz
réwnoczesnie y~ <y~ +2z- <yt + 27, wieccy” =0, czyli Pr =y =y > 0. O

TWIERDZENIE 4.17. Jezeli E jest porzgdkowo zupetna, to kazdy ideal zamkniety jest
projekeyiny, tn. ¥ A C E mamy By ® A? = E.

DowOD. Idealty By i A? sg roztaczne, gdyz A C A% = B,. Poniewaz E jest porzad-
kowo zupeta, wiec dla kazdego € E™ istnieje y := sup[0,x] N Ba oraz y € By. Niech
2 := x —y. Dowdd bedzie zakonczony, jezeli wykazemy, ze z € A?. Niech v € A bedzie
dowolne i niech w := z A |u|. Poniewaz w € Bpiw+y < z+y = x oraz z > 0 a wiec
rowniez w > 0, zatem z definicji y i warunku y € B4 mamy w + vy < y, a stad w = 0.
Rozktad dowolnego wektora otrzymujemy z rozktadu jego czesci dodatniej i ujemnej. [

TWIERDZENIE 4.18. JeZeli A jest podzbiorem kraty wektorowej E, to By jest projek-
cyjny wtedy 1 tylko wtedy, gdy
za=sup(z An Y |y]),
n,H yeH
istnieje dla kazdego v € ET, gdzien € N, a H jest dowolnym skoriczonym podzbiorem A.
W takim przypadku odwzorowanie E > x — (x7)4 — (x7)4 jest projekcja na By.

DowOD. Z dowodu poprzedniego twierdzenia wynika, ze By jest projekcyjny wtedy i
tylko wtedy, gdy Pax := sup[0, z] N B, istnieje dla kazdego = € Et. Wtedy tez odwzoro-
wanie £ 5 x — Py(x") — Ps(27) jest projekcja na By. Ideat porzadkowy E 4 generowany
przez A sklada si¢ doktadnie z w € E spehiajacych nieréwnos¢ |w| < n), ey |y| dla
pewnego n € N i pewnego skonczonego H C A.

Oznaczmy przez J podprzestrzen wektorowg generowang przez wszystkie takie z € £,
ktére sa postaci z = sup C, gdzie C' jest skierowanym podzbiorem (FE4)*. Chcemy dowiesé
réwnosci J = By.

Kazdy z elementéw z € J jest postaci z = sup C; — sup Cy dla odpowiednich skiero-
wanych podzbioréw Cp,Cy C (E4)", zatem na mocy punktéw (13) i (15) wniosku 1.6,
J jest idealem porzadkowym. Ponadto, jezeli D C J* jest zbiorem skierowanym i w E
istnieje w := sup D, to dla kazdego z € D istnieje zbior skierowany C, C (E4)* taki, ze
z =supC,. Stad w = supU,cp C., a zatem w € J. Czyli J jest idealem zamknietym i
poniewaz A C J C By otrzymujemy J = By. A wiec Pax, o ile istnieje, musi sie réwnac
sup[0, z] N E4 i na odwrot, jezeli istnieje sup[0, x| N E4, to musi sie rownaé Paz. O
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WNIOSEK 4.19. Zamkniety ideal gtowny B, jest projekcyjny wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego x € EV istnieje sup,,(x A nlul).

DowdD. - Cwiczenie. O

WNIOSEK 4.20. Kazdy zamkniety ideal glowny w E jest projekcyny wtedy 1 tylko
wtedy, gdy dla kazdej pary wektoréw x,y € EV istnieje sup,(z A ny). W szczegdlnosci
kazda o-porzgdkowo zupeina krata wektorowa ma te wlasnosc.

Dowop. - Cwiczenie. O
DEFINICIA 4.21. XY - kraty wektorowe

L.(X,Y)L{T € £,(X,Y): T — porzadkowo ciagly}

L(X,Y)E{T € £,(X,Y): T — o — porzadkowo ciagly}

TWIERDZENIE 4.22. (Ogasawara). Jezeli E i F sq kratami wektorowymi i F' jest po-
rzadkowo zupelna, to L, (E, F) i L(E, F) sq ideatami zamknietymi w L,.(E, F') oraz

L(E,F)=L,(E,F)®L,(E,F)=L(E,F)® LE, F)".
DowOD. - bez dowodu. t

DEFINICJA 4.23. Jezeli E jest krata wektorowa, to porzadkowo zupelng krate wek-
torowa E™:= L,.(F,R) nazywamy porzadkowo dualng do E. Ideat zamkniety E, :=
L, (E,R) nazywamy porzadkowo sprzezona. Jezeli E, rozdziela punkty F, to E nazy-
wamy normalng kratg wektorowsq.
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Kraty Banacha

1. Unormowane kraty wektorowe

DEFINICJA 1.1. Seminorme p okre$lona na kracie wektorowej F nazywamy seminor-
ma kratowa, jezeli dla z,y € F zachodzi implikacja: |z| < |y] = p(z) < p(y). Krata
unormowang nazywamy krate wektorows z okreslong w niej norma kratowa. Kratg
Banacha nazywamy krate unormowang zupelng w normie.

STWIERDZENIE 1.2. W kracie unormowanej E
(a) Operacje kratowe sq ciggle w normie.

)
(¢) Przedzialy porzgdkowe sq domkniete w normie i w stabej topologii.

(d) Jezeli {xa}aca jest ciggiem uogdlnionym w E iz, T oraz ||xo—2z|| — 0, to x4 T .
) Domkniecie zbioru solidnego jest zbiorem solidnym.

) Kazdy ideal zamkniety jest domkniety w E.

(g) Projekcja na zamkniety ideal projekcyjny jest ciggla i ma norme 1.

DowOD. (a) Ciagto$¢ x — |z| wynika bezposrednio z definicji, a stad ciagto$é = — a™
iz— a7, boat =1(z|+2), 27 =L(z] —2).

(b) ET ={z € E: xz~ = 0}, a wiec jest przeciwobrazem zera przez odwzorowanie
x — x~. Staba domknieto$¢ wynika z wypuktosci. Gdy =,y € Finx <y dlan € N, to
r—nlye —EtdlaneNix—nly — z zatem x € —Et z domknictosci £, czyli
r < 0. A wiec F jest archimedesowa.

(¢) Gdy = < y, to [z,y] = (z + ET) N (y — ET), a wiec [z,y] jest domkniety i jako
wypuktly réwniez stabo domkniety.

(d) Przy ustalonym « ciagg uogélniony {xs — x,}ssa jest zawarty w ET i spelnia
warunek xz—z, ? T—2X4. Zatemz—x, € ET astad x > z,V a. A wiec x jest majoranta

{xo}. Zatézmy, ze y > x, V a. Zatem y — z, € ET Y «, a poniewaz y — x, — y — x, wiec
y—x € ET czyli y > x. Stad © = sup{x,}.

(e) Niech A bedzie zbiorem solidnym w E i zatézmy, ze |y| < |z| dla pewnego z €
A, y € E. Istnieje zatem ciag {z,} C A zbiezny do z. Zdefiniujmy vy, := y* A |z,
Yo =y Alxa| Weedy yi +y, =y Vy, < [zn| € A, a wiee y, :=y3 —y, € A, bo
[Yn| ==y + vy, <|zn|- Na mocy (a), y = lim, .o Yn, a zatem y € A.

(f) Niech B bedzie ideatem zamknietym w E, {z,} C B i 2z, — 2. Zdefiniujmy y, :=
|zn| A |2|. Wtedy y, € B, bo [ya| < |zx| 1 na mocy (a), y, — |2|. Clag & 1= Sup1¢mep Ym
(n € N) jest rosnacy w B i spelnia nieréwnos¢ y,, < x, < |z|. Stad

lzn = |21l < llyn = 211,
a wiec x, — |z|. Na mocy (d) |z| = sup,, ,,, a zatem |z| € B, poniewaz B jest zamkniety.

19
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(g) Niech P bedzie projekcja na ideal projekcyjny. Na mocy stwierdzenia 4.16, P jest
operatorem dodatnim. Zatem, korzystajac ze stwierdzenia 1.7, mamy |Pz| < Plz| < |z,
a stad ||Pz| < |[z|| dlaz € E. O

LEMAT 1.3. Jezeli w kracie Banacha x, — x, to istnieje podciqg {yn}tnen C {Tn}tnen
oraz u > 0 takie, Ze |y, — x| < Lu.

DowOD. Wybieramy podciag {yn }nen W taki sposob, ze ||n |y, —z| || < 5= dla kazdego
n. Na mocy zupelnosci kraty Banacha, szereg >-°° | n |y, —z| jest zbiezny w normie. Niech
u = Y00 n|y, — x|. Ze stwierdzenia 1.2 (b) wynika dodatnio$¢ u, skad n|y, — z| < u
czyli [y, — x| < 2u dla kazdego n. O

TWIERDZENIE 1.4. Jezeli E jest kratqg Banacha, F' unormowang kratg wektorowg, a
T : E — F porzgdkowo ograniczonym operatorem liniowym, to T jest ciggly. (Zatem
rowniez operatory dodatnie lub reqularne miedzy tymi przestrzeniami sq ciggle.)

DowOD. Dla dowodu niewprost zalézmy, ze T jest nieciggly. Zatem istnieje cigg
{zp}nen C E taki, ze z, — 0 a Tx, - 0. To oznacza, ze istnieje podciag {ynnen C
{Zn}nen oraz ¢ > 0 takie, ze || Ty,| > € dla kazdego n. Na mocy lematu 1.3, podciag
{Yn }nen moze by¢ tak wybrany, ze |y,| < %u dla pewnego u € E* oraz V n € N. Ponie-
waz T jest porzadkowo ograniczony, wiec istnieje w € F' takie, ze T([—u,u]) C [—w,w].
Z nieréwnosci |ny,| < u wynika zalezno$é n|Ty,| = |T'(ny,)| < w czyli [Ty,| < tw dla
kazdego n. Ale wtedy mamy

1
0<e<|Tyal < —flwl =0,

co prowadzi do sprzecznosci. U

DEFINICJA 1.5. Jezeli E, F sg kratami Banacha, przy czym F’ jest porzadkowo zupela
oraz operator liniowy T : £ — F jest regularny, to jego r-norme definiujemy nastepujaco:
T[], == [T ]]-

Mamy przy tym zalezno$é
[T} = inf{|[S]| - £T" < S},

ktora mozemy wykorzysta¢ jako definicje r-normy operatora regularnego o wartosciach w
przestrzenie niekoniecznie porzadkowo zupelne;j.

TWIERDZENIE 1.6. Krata unormowana E jest kratq Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy rosnqgcy cigg Cauchy’ego w ET jest zbiezny w normie.

DowoOD. Niech {x, },en bedzie ciagiem Cauchy’ego w E. Wybierzmy podciag {u,} C
{z,} spetiajacy dla kazdego n nieréwnos¢ |[un1 — uy|| < 57 1 rozwazmy ciagi {yn fnen,
{zn}nen C ET zdefiniowane nastepujaco

n n

o= 3 — ), 2= D (e — )

i=1 =1
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Wtedy 0 < y,, T oraz

n+p—1 n+p—1
lonip = wnll =l 22 (i —ua) "I < 30 [H(uin —ua) ™
i=n i=n
n+p—1 n+p—1 1 1
< Z [(wivr —wi)]| < 2. 5 < oot
i=n i=n

skad wynika, ze {y,} jest ciagiem Cauchy’ego w normie. Podobnie dowodzimy, Ze rosnacy
ciag {z,} jest ciagiem Cauchy’ego. Z zalozenia wynika zatem istnienie y, 2z € E™ takich,
7€ Yp — Y, Zn — 2.

Poniewaz v, — 2, = Upy1 —up V 0, wWiec 4y, = Yp-1 — Zn_1 + U — Y — 2 + uy. Ze
zbieznosci podciggu ciggu Cauchy’ego wynika zbieznosé samego ciggu.

Dowo6d w drugg strone jest oczywisty. U

TWIERDZENIE 1.7. Jezeli E, F sq kratami Banacha, przy czym F' jest porzgdkowo
zupelna, to porzgdkowo zupelna krata wektorowa L,.(E,F) zaopatrzona w r-norme jest
kratg Banacha.

DowOD. Fakt, ze r-norma jest rzeczywiscie norma jest oczywisty.

Jezeli T jest operatorem dodatnim, to |||, = || |T]|| = ||T||. Jezeli dwa operatory
S, T € L.(F, F) speliaja nieréownos¢ 0 < S < 71 ||z]| < 1, to |[Sz| < S|z| < T|z|, a stad
[Sz]| = [[ S| || < [[Slal [ < ([T | < 7.

Zatem ||S]| = supy, <1 [|Sz]] < ||T|. W szezegblnodci, jezeli S,T € L,(E, F) spelniaja
nieréwnos¢ |S| < [T, to

151 = ST < T = 1T

co dowodzi, ze || - ||, jest norma kratowa w L, (E, F').

Aby udowodnié¢ zupetnos¢ normy || - ||, wystarczy na mocy twierdzenia 1.6 wykazac,
ze kazdy rosnacy cigg operatoréw dodatnich, speliajacy warunek Cauchy’ego wzgledem
normy || - ||, jest zbiezny w L, (E, F'). Niech {T,,} bedzie takim ciagiem. Z nieréwnosci
T, — Tl < || 10— Tl wynika, ze {T,} jest ciagiem Cauchy’ego w normie operatorowe;.
Istnieje wiec operator T' € L(FE, F') speliajacy warunek ||7,, — T'|| — 0.

Dla kazdego x € ET mamy 0 < T,z 11 ||T,x — Tz|| — 0, a stad na mocy stwierdzenia
1.2 (d), T,z T Tz dla kazdego = € ET. Zatem T spelnia dla kazdego n nieréwnosé
0 < T, <T, skad wynika, ze jest dodatni, a wiec nalezy do L,.(F, F'). na mocy ostatniej
nieréwnosci otrzymujemy ponadto

[T = T|lr = [T =T = IT = 0l = 0,
co dowodzi, ze L,(E, F') z r-norma jest krata Banacha. O

Przez E* bedziemy oznaczaé przestrzen rzeczywistych funkcjonatéw liniowych, cig-
glych na przestrzeni liniowo-topologicznej F.

STWIERDZENIE 1.8. BE* C E".

DowdD. - Cwiczenie. O
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TWIERDZENIE 1.9. jezeli E jest kratg unormowang, to E* jest kratqg Banacha oraz
dla z* € E* ix € ET mamy

(L.1) (z*)" () = sup{z*(y) : 0 <y <z},
(1.2) ()" (z) = sup{—2"(y) : 0 <y <z},
(1.3) |2%|(x) = sup{z”(y) : [y| < =z},
(1.4) ™[] = [|z* ||, = [ |=*[ |-

Ponadto E* jest ideatem porzgdkowym w E~ 1 jezeli E jest kratg Banacha, to E* = E".

DowOD. Pierwsze trzy réwnosci wynikaja bezposrednio z twierdzenia 2.8. Dla dowodu
czwartej rozwazmy nastepujaca nieréwnos¢ wynikajaca ze stwierdzenia 1.7:

2" ()] < J2"|(el) < - Nl

Jej konsekwencja jest nier6wnosé ||z*|| < |||z*|||. Z drugiej strony, jezeli ||z|| < 11 wez-
miemy dowolne ustalone € > 0, to to z réwnosci (1.3) wynika istnienie y € E takiego, ze
ly <] i [z7|(Jz]) —e < [z"(y)] < [[=7]. Zatem

Iz = sup{f™|(je]) =l <1} < [l2"][ +¢ ¥ e>0.
Stad || [z*|[| < [lz*], a wice || [2*[ || = [l=*]

Aby wykazaé, ze E* jest idealem porzadkowym w E~ zauwazmy, ze gdy z* € E*,
y* € E”oraz |y*| < |z*|, to na mocy stwierdzenia 1.7,

" (@) < [y |(2)) < [2"[([=]) < 2" - [J«]] - dlaz € E.

co oznacza ciaglosé y*.
W przypadku, gdy E jest kratg Banacha, rownos¢ E* = E~ wynika z twierdzenia 1.4
i ze stwierdzenia 1.8. 4

DEFINICIA 1.10. Homomorfizm kratowy miedzy dwiema unormowanymi kratami wek-
torowymi E, F' jest izometrig kratowsq jezeli | Tz|| = ||z|| dla = € E.

DEFINICJA 1.11. Operator T' : E — F pomiedzy dwiema kratami wektorowymi za-
chowuje przedziaty jezeli T[0,z] = [0,Tz| dla z € E*.

TWIERDZENIE 1.12. Niech E, F' bedg kratami Banacha, a T : E — F operatorem
dodatnim. Wtedy
(1) Jezeli T' zachowuge przedzialy, to T* : F* — E* jest homomorfizmem kratowym.
(2) T jest homomorfizmem kratowym wtedy i tylko wtedy, gdy T* zachowuje prze-
dzialy.

DowOD. - bez dowodu. O

TWIERDZENIE 1.13. (Luxemburg-de Pagter) Niech E bedzie archimedesowq kratg wek-
torowq, F' porzgdkowo zupelng kratg wektorowq, a'T' : E — F operatorem dodatnim. Wte-
dy istnieje porzgdkowo zupeina krata wektorowa L O E i porzgdkowo ciggly, zachowujgcy
przedziaty operator T:L—F bedgcy rozszerzeniem T

DowOD. - bez dowodu. ]



2. KRATY BANACHA Z NORMA PORZADKOWO CIAGLA 23

DEerINICJA 1.14. Porzadkowo zupeina krate wektorowa E nazywamy porzadkowym
uzupelnieniem kraty wektorowej F, jezeli istnieje izomorfizm kratowy 7 : E — 7(FE) C

E taki, ze
T =sup{n(v) :v € E,n(v) <z} =inf{nr(w) : w e E,n(w) > &}
dla kazdego z € E.
CwICZENIE 1.15. Tylko archimedesowa krata wektorowa moze mieé¢ porzadkowe uzu-
petienie. Uzupetnienie takie jest jednoznaczne z doktadnoscia do izomorfizmu kratowego.

TWIERDZENIE 1.16. Zaléimy, ze E jest kratq Banacha, a E° jej porzadkowym uzu-
petnieniem. Na E° definiujemy norme

112]]] == inf{||=[| : = € ET, ]3| <z}
Wtedy (E°, ||| - |||) jest kratq Banacha.
DowOD. Sprawdzenie, ze ||| - ||| jest norma kratowa jest natychmiastowe. Aby spraw-

dzi¢ jej zupetnos¢ skorzystamy z twierdzenia 1.6.

Zalozmy, ze ciag {Z,} € E° spehia dla kazdego n warunek 0 < &, T, [|Zn41— & < 55-
Dla kazdego n wybierzmy y,, € E™ takie, ze 0 < Zp01 — & < Yy Oraz ||y, < 2% (istnienie
takiego y, wynika z wlasnosci porzadkowego uzupetnienia). Zdefiniujmy z,, := >0 ;.
Ciag x,, jest ciagiem Cauchy’ego, a zatem jest zbiezny do pewnego z = > 77, y, € E. Ze
stwierdzenia 1.2 (d) wnioskujemy, ze x, | . W szczegdlnosci, definiujac z, = Y52, v,
mamy ||z,|| — 0. Przyjmujac Zo := 0 i wybierajac yo € FE takie, ze yo > Z; (istnienie
takiego yo wynika z wtasnosci porzadkowego uzupetnienia), otrzymujemy

En= (T — &1) <D Yim1 = Tn_1 + Yo
i=1 i=1
Stad &, < x+yo V n, co oznacza, ze ciag {Z,} jest ograniczony. Z porzadkowej zupetnosci
E° wynika wiec istnienie & € E° takiego, ze &, T &.
Zauwazmy nastepnie, ze dla kazdego n i p mamy

n+p—1 n+p—1 o
0L Bpyp = Tn= D, (Tox1 —20) < D 4i < D4 = 2o
=n i=n i=n

Zmierzajac z p do nieskonczonosci dostajemy 0 < & — &, < 2, V n. Stad ||& — 2, || < ||zl
a zatem ||Z — Z,|| — 0, co konczy dowdd. O

2. Kraty Banacha z norma porzadkowo ciagla

DEFINICIJA 2.1. Seminorma p w kracie wektorowej jest porzadkowo ciaggla jezeli
spelniona jest implikacja x, | 0 = p(z,) | 0.

TWIERDZENIE 2.2. Naturalne zanurzenie unormowanej kraty wektorowej £ — FE**
jest izometrig kratowq.

DowOD. - éwiczenie. O

TWIERDZENIE 2.3. Dla kraty Banacha nastepujgce warunki sq rownowazne:
(1) E ma porzgdkowo ciggltq norme.
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(2) Kazdy liniowy, ciggly funkcjonal na E jest porzqdkowo ciggly.

(3) E jest idealem porzadkowym w E**.

(4) Przedzialy porzqdkowe w E sq stabo zwarte.

(5) Kazdy porzqdkowo ograniczony cigg elementow rozlgeznych w E jest zbieiny w
normie do zera.

DowOD. - bez dowodu. O
WNIOSEK 2.4. Krata Banacha z porzgdkowo cigglq normg jest porzgdkowo zupeina.
DowOD. - ¢éwiczenie. O

TWIERDZENIE 2.5. (Krengel-Synnatzschke) Jezeli E i F' sq kratami Banacha, przy
czym F ma porzqdkowo cigglg norme, to odwzorowanie L.(E,F)> T — T* € L.(F*, E*)
jest izometrig kratowq, tzn.

=177 AT = 1Tl VT € L,(E, F).

DowoOD. (Szkic dowodu.) Twierdzenie zostanie wykazane przy dodatkowym zaloze-
niu, ze F jest porzadkowo zupetna.
Z nieréwnosci +T < |T'| wynika wprost z definicji sprzezen nieréwnosé £77* < |T|*, a
stad
(2.1) T < |T|".
Aby wykaza¢ nieréwnos¢ przeciwng musimy dowies¢, ze
(T 2", x) < {(|T*|x*,x) dlaz* € (F)*, z e ET.
(Piszemy (z*, x) zamiast x*(x).)
Niech z* € (F*)" i x € ET. Poniewaz Tax € F C F* i F jest podkrata wektorowa
F** wiec z twierdzenia 1.9 dla kazdego z € E1 otrzymujemy
(2.2)  (a*,|Tz|) = sup (y*,Tz) = sup (T"y",z) < sup {(|T7||y*|,z) = (|T"|z", 2).
ly*|<z* ly*|<z* ly*|<a*
Niech . .
C={) |Tay| :x; € EX Vi, ;; hay=0dlai#j, > x =z}
i=1 i=1
Zbior C jest skierowany w gére (dw. w oparciu o tw. 2.11 - ¢wiczenie. Moze trzeba troche
poprawi¢ jego definicje). Z nieréwnosci Y1 |Tz;| < Y0, |T|x; = |T|x 1 twierdzenia 2.11
(Abramowicza) otrzymujemy warunek C T |T'|z. Zatem z porzadkowej ciagtosci normy
(tw. 2.3 (2)) mamy

(2.3) {2°(c) :ce C} T (", |T|x) = (|T"2", x).
Z (2.2) wynika dla kazdego ¢ = Y1 | |T'z;| € C nastepujaca zaleznosé:

n n

2(c) = <Z Tad) = 3 (", [Tad) < ST 2) = (7|, S ) = (|T°]a*, ).

i=1 i=1 i=1
Zatem, na mocy (2.3), otrzymujemy (|T|*z*,z) < (|T*|z*,z), co tacznie z (2.1) daje
réwnos¢ |T*| = |T'|*. Ponadto
1T\ = T = W= 1= 1T
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co konczy dowdd twierdzenia. O

DEFINICJA 2.6. Wektor u > 0 w kracie wektorowej jest

(1) atomem, gdy 0 <z <u, 0<y<u, 2Ay=0 = z=0Iluby=0.
(2) wektorem dyskretnym, gdy VO <z <u I A>0:2 = \u, tzn. gdy [0,u] =
{Au:0< A< 1}

LEMAT 2.7. W archimedesowej kracie wektorowej E wektor dodatni jest atomem wte-
dy 1 tylko wtedy, gdy jest wektorem dyskretnym. Ponadto w takim przypadku przestrzen
wektorowa {\u : X € R} generowana przez atom u jest idealem projekcyjnym.

DowOD. Zalézmy, ze u > 0 jest atomem w E i niech 0 < x < u. Zdefiniujmy « :=
sup{ > 0 : Bz < u}. Z archimedesowosci F wynika nier6wnosé 1 < a < oo. Ponadto
ar < u. Cheemy dowiesé réwnosci axr = u.

Dla dowodu niewprost zatézmy v := u — ax > 0. Z archimedesowos$ci £ mamy (v —
L)t 1w, astad (v — 1)t > 0 dla pewnego k takiego, ze ; < a. Poza tym

1 1
(v — %x)+ =(u—(a+ %)xﬁ <ut =wu < 2,
gdyz a > 1. Z drugiej strony (u — (o + %)x)_ > 0, bo gdyby tak nie byto, to mieliby$my
(o + £)z < w, co jest sprzeczne z definicja o. Zaobserwujmy, ze réwniez

(u—(a+ ]i)az)_ = ((a+ ]1):17 —u)" < 2ax < 20u.
Zatem dla y := o=(u — (a4 1)z)Tiz:= - (u— (a+ $)z)” mamy 0 <y <u, 0<z<u
oraz y A z = 0 co jest sprzeczne z zalozeniem, ze u jest atomem.

Wykazemy teraz druga czesé lematu. Niech A := {Au : A € R}. Z pierwszej czesci
lematu wynika, ze A jest ideatem porzadkowym. Aby wykazaé jego zamknietos¢ zatézmy
O0< MulxeFE Wtedy 0 < A\, TwR, astad A\, T A dla pewnego A € R, gdyz F jest
archimedesowa. Zatem \,u T A\u, a wiec z = \u t.j., x € A, co konczy dowdd zamknietosci

A.

Dla dowodu projekcyjnosci A wezmy 0 < x € E i oznaczmy
a:=sup{f > 0: fu < z}.

Stad au < z, a korzystajac z archimedesowosci £ mamy 0 < o < oo. Wobec rownosci
r = au+(r—au), wystarczy wykazaé roztacznosé elementéw x —au i au czyli roztacznosé
T — auiu.

W tym celu zauwazmy, ze z definicji o wynika zalezno$c¢

0<(x—(a+i)u)_:((a+;)u—az)+<(1+a)u V.

Z oczywistych powodéw dla kazdego n mamy réwniez nieréwnosé 0 < (z—(a+2)u) T Au <
(14 a)u. Ponadto (14 a)u jest atomem oraz ((z— (a+ +)u)™ Au)A((z— (a+L)u)~) = 0.
Zatem (z — (a+ L)u)* Au =0 dla kazdego n. Poniewaz o + + | « i operacje kratowe sg
porzadkowo ciagte, wiec (x — au) Au = (z — au)™ Au = 0, a to oznacza, ze v — au € A%

4
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DEerFINICJA 2.8. Krata wektorowa jest bezatomowa jezeli nie ma w niej zadnych
atomow.

LEMAT 2.9. Dla kraty Banacha E zachodzg nastepujgce warunki:

(1) Jezeli E ma porzgdkowo cigglag norme i jest bezatomowa, to E* jest bezatomowq
kratg Banacha.
(2) Jezeli E* jest bezatomowa, to E réwniez.

DowoOb. (1) Dla dowodu niewprost zatézmy, ze 0 < ¢ € E* jest atomem. Z poprzed-
niego lematu wynika zatem implikacja:

WEE, 0K <¢ = TA>0:1 =M.

Poniewaz 1) jest dodatni, wigc zbiér Ny, := {x € E : ¢(|z|) = 0} jest ideatem porzadkowym
(nazywamy go idealem zerowym ¢). Porzadkowa ciagto$¢ normy w E pociaga za soba
porzadkowy ciagtos¢ ¢, a zatem Ny jest ideatem zamkni¢tym. Na mocy wniosku 2.4,
E jest porzadkowo zupelna, skad w oparciu o twierdzenie 4.17 wnioskujemy, ze Ny jest
projekeyjny. A wiec przyjmujac oznaczenie Cy, := N¢, otrzymujemy réwnosé E = Ny Cly.
Z zalozenia ¢ > 0 wynika Cy # {0}, a zatem istnieje u > 0 takie, ze u € Cy. Wykazemy,
ze u jest atomem w F.

Niech 0 < z < u, 0 < y < u oraz x Ay = 0. Chcemy dowie$¢, ze y = 0. Niech P,
oznacza projekcje na ideat zamkniety B, generowany przez x. Wtedy ¢ o P, € E* (bo
|P:|| <1)i0 < ¢oP, < ¢. Zatem na mocy lematu 2.7 istnieje A > 0 taka, ze po P, = A¢.
Z warunku 0 < ¢(z) = (¢ o P,)(z) = A¢(z) otrzymujemy A = 1, skad ¢ = ¢ o P,. W
konsekwencji ¢(y) = ¢ o P,(y) = ¢(0) = 0 i ze Scistej dodatniosci ¢ na C,; wnioskujemy,
ze y = 0. Zatem u jest atomem, co prowadzi do sprzecznosci z zatozeniem.

(2) Dla dowodu niewprost zaltézmy, ze 0 < u € E jest atomem. Wtedy przestrzen
B :={)\u: X € R} jest na mocy lematu 2.7 ideatem projekcyjnym. Oznaczajac A := B¢
otrzymujemy F = A @ B. To oznacza, ze E jest topologicznie i kratowo izomorficzna z
kratg Banacha A@GR. A wiec E* jest kratowo izomorficzna z A* &R, ktora posiada atomy.
Fakt ten prowadzi do sprzecznosci z zatozeniem. U

3. L- i M-przestrzenie

DEFINICJA 3.1. Krate Banacha E nazywamy:

(1) L-przestrzenia, jezeli ||x + y|| = ||z|| + ||y|| dla roztacznych x,y € ET,
(2) M-przestrzenia, jezeli ||z V y|| = max{||z|, ||y||} dla roztacznych z,y € E*.

DEeriNiCJA 3.2. Krata Banacha jest M-przestrzenia z jedynka, jezeli jest M-przestrzenia
i posiada jedynke porzadkowa.

STWIERDZENIE 3.3. Jezeli E jest M-przestrzenig z jedynkq e, to wzor
(3.1) |%]| oo :=Inf{A > 0 : 2| < Ae} = min{A > 0 : |z| < Ae}

okresla rownowazng norme kratowg w E. Krata E z nowg normg jest rowniez M-przestrzeniq,
a jej domknieta kula jednostkowa jest rowna przedziatowi [—e, e].
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DowOD. Poniewaz e jest jedynka, wiec zbiér {\ > 0 : |x| < Ae} jest niepusty, a zatem
| -l jest dobrze okreslona i nieujemna. Ponadto ||0[|e = 0. Jezeli ||z o = 0, to |z| < Le
dla kazdego n. Stad x = 0. Gdy |z| < e i |y| < pe, to |z +y| < |z] + |y| < (A + p)e,
skad (|7 +ylloo <A+ p. Zatem ||z 4 ylloo < [|2]|oo + [|ylloo. Warunek [[Az{|oe = [Afl2|oo jest
oczywisty.

Poniewaz warunek x € [—e, €] jest réwnowazny warunkowi |z| < e, wiec kazdy = €
[—e, €] spetnia nier6wnosé ||z||« < 1, co oznacza inkluzje [—e,e] C B:={z € E : ||z]/s <
1}. Zalézmy teraz, ze x € B. Zatem dla kazdego n mamy nieréwnos¢ |z| < (1 + L)e,

skad |z| < e, co jest rownowazne warunkowi x € [—e, e]. W konsekwencji B = [—e, €. Z
ostatniej réwnosci otrzymujemy takze implikacje (x,y € B = xVy € B), z ktérej w
szczegblnosci wynika fakt, ze || - || jest M-norma.

Pozostata do wykazania réwnowaznosé norm || - || i || + ||ec. Z warunku |z| < ||z]|c
otrzymujemy nier6wnosé ||z|| < |le]| - ||z||we dla kazdego x € E. Poniewaz (E,| - ||)
jest kratg Banacha, wiec z twierdzenia 1.4 wynika cigglo$¢ operatora identycznosciowego
I:(E,||-|) = (E,] - |le) To oznacza, ze istnieje stata ¢ > 0 taka, ze ||z|| > ¢||z| dla
x € E. W konsekwencji ¢||z|l < ||z|| < |le||]|z]|e dla x € E, a zatem normy || - || i || - ||
sg rownowazne. O

O ile nie bedzie wyraznie powiedziane inaczej, to bedziemy zaktadac, ze M-przestrzen
z jedynka jest wyposazona w norme zadang wzorem (3.1) dla pewnej jedynki porzadkowe;j
e.

LEMAT 3.4. Jezeli E jest M-przestrzenig z jedynkq e, F' dowolng kratq Banacha 1
T : E — F operatorem dodatnim, to ||T|| = ||Te||.

DowOD. Z dodatniosci T' wynika nieréwnosé¢ |Txz| < T|z| dla z € E. Oznaczmy
przez Up domknieta kule jednostkowa w E. Z poprzedniego stwierdzenia wiemy, ze Ug =
[—e,e] czyli, ze x € Ug wtedy i tylko wtedy, gdy |z| < e. Zatem T|z| < Te, a stad
[Tx|| = [||T=| || <||Tel| dla z € Ug. A wiec |T|| = sup,ey, [[T2]| = ||Te|. O

WNIOSEK 3.5. Jezeli E jest M-przestrzenig z jedynkg e, to E* jest L-przestrzenig
spetniajgeq warunek ||z + y|| = ||z|| + ||yl dla dowolnych x,y € (E*)*.
DowOD. Z lematu 3.4 dla z,y € (E*)T mamy
Iz +yll = (= +y)(e) = (e) + yle) = [lz]| + [yl
O

TWIERDZENIE 3.6. Krata Banacha E jest L-przestrzenig(odp. M-przestrzenig) wtedy
i tylko wtedy, gdy jej dualna E* jest M-przestrzenig(odp. L-przestrzenig). Ponadto

(a) Jezeli E jest L-przestrzeniq, to E* jest porzadkowo zupelng M-przestrzeniq z je-

dynkq e*, gdzie (z dokladnoscig do normy réwnowaznej) e*(x) = ||zT|| — ||z~ ||
dlax € E.

(b) Jezeli E jest M-przestrzeniq z jedynkq e, to E** jest tez M-przestrzeniq z jedynkq
e.

LEMAT 3.7. JeZeli E jest kratg Banacha, x*,y* € (E*)T, 2* Ay* =0, to dla kazdego
e > 0 istniejg x,y € ET takie, ze ||z|]| < 1, ||y]| < 1, x Ay = 0 oraz ||2*|] < z*(x) + ¢,
Iyl <y (y) +e.
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DowOD. Niech § := ¢/3. Wezmy u,v € ET o normie 1 takie, ze ||z]|* < z*(u) + 0,
lyl|* < y*(v) + 0. Poniewaz (z* A y*)(u) = (z* A y*)(v) = 0, wiec na mocy wniosku 2.9
E|U1,U2€E+Z Ul + U = U, x*(u1)+y*(u2)<6
3’01,1]2 EEIJr DU+ UV = U, $*(U1)+y*(1)2> <0

Zdefiniujmy z := uy — v1 A ug, y := vy — v1 A ug. Wtedy ||z]| <1 |jy|]| <1 oraz x Ay = 0.
Zatem

¥ (x) = 2% (ug) — 2" (v1 Aug) > 2" (uz) — 2™ (v1) 2 2% (ug) — 2™ (v1) — 2 (ve) > 2" (uz) — 9§
=" (u) =" (ur) = 0 > ([[27[| = 0) = 2" (ur) = & > [|27] = 36 > [|l2*| — &
Analogicznie y*(y) > |ly*|| —e. d

DowoOD. (Twierdzenia 3.6) Wykazemy najpierw, ze gdy E jest L-przestrzenia, to E*
jest M-przestrzenia. Niech z*, y* € E* oraz * Ay* = 0. Oznaczmy m = max{||z*||, [|[v*||}.
Oczywiscie m < ||z* + y*||. Ustalmy & > 0 i wybierzmy 2 € E* o normie 1 takie, ze

(3.2) lo* + 7l < (@ +y*)(a) + <.

Poniewaz (z* Ay*)(z) = 0, wiec na mocy wniosku 2.9 istnieja u,v € E7 takie, ze u+v =«
oraz z*(u) + y*(v) < e. Zatem 0 < u+v —2(uAv) <u+v =z, skad

(3-3) lu —u Al +flv —unof = [lutv=2(uAv)[| <[] =1

poniewaz F jest L-przestrzenia. Korzystajac z (3.2), otrzymujemy

2" + 7 < 2"(v) + " (u) + 27 (u) + 3" (v) +
<z'(v) +y (u) + 2" (u) + y*(v) + (u—v/\u)+y*(v—v/\u)+s
<zf(v—vAu)+y (u—vAu)+ 2z (u)+y*(v) +e
<z*(v—vAu)+y (u—vAu)+3e
<mlu —uAv|| + |lv—uAv]) + 3e.
A wiec wobec (3.3), mamy ||z* V y*|| = [|z* + y*|| < m + 3¢ dla dowolnego e. Zatem

|lz* VvV y*|| = m = max{||=*||, ||y*||}, czyli E* jest M-przestrzenia.

Zatozmy teraz, ze E jest M-przestrzenia oraz, ze x*,y* € E* przy czym x* A y* = 0.
Wezmy dowolne € > 0. Wtedy, na mocy lematu 3.7, istniejg roztgczne elementy x,y € E
o normie niewigkszej od 1 takie, ze ||z*|| < z*(x) + ¢, ||y*]| < y*(y) +e. Stad

|z + 3| < ||z + ||y < z*(z+y) +y (x+y) +2e < (" +y" )z +y) + 2
< ot + y|lle + vl + 28 < [lz" +y*[|fle V yl| + 2¢ < [|2* + y*|| + 2e.

A zatem mamy réwnosé ||z* + y*|| = ||=*]| + ||v*]-

Jezeli E* jest L-przestrzenia (odp. M-przestrzenia), to E** jest M-przestrzenia (odp.
L-przestrzenia). Wtedy F jako domknieta podprzestrzenr E** jest tez M-przestrzenia (odp.
L-przestrzenia), co konczy dowdd pierwszej czesci twierdzenia.

(a) Zdefiniujmy odwzorowanie e* : ET — R nastepujaco: e*(x) = ||z||. Poniewaz E
jest L-przestrzenia, wiec (z doktadnoscia do normy réownowaznej) e* jest addytywne na
mocy twierdzenia 6.3. Z twierdzenia Kantorowicza (tw. 2.5, str. 7) wynika, ze istnieje
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jedyne liniowe dodatnie rozszerzenie tego odwzorowania na cate F postaci e* : £ > x —
|zt — |l=~| € R. Ponadto

le" (@) = 2™l + l=~ Il = Il + 27| = [ | | = llz]],

co oznacza, ze przedzial [—e*, e*] jest zawarty w kuli jednostkowej E*. Z drugiej strony, je-
zeli z* jest dowolnym elementem kuli jednostkowej przestrzeni E*, to |z*| réwniez. Wtedy
dla z € Et otrzymujemy nieréwnosé

|27 [(x) < |[|2"| ] - l=]] < ll=]] = e* ().

A wige z* € [—e*, e*]. Wykazali$my wiec, ze domknigta kula jednostkowa w E* jest réwna
przedzialowi [—e* e*|, co oznacza, ze e* jest silna jedynka. Porzadkowa zupelnosé E*
wynika z twierdzen 1.7 1 1.9.

(b) Jezeli E jest M-przestrzenia z jedynka e, to oczywiscie e € E**. Ponadto V z* € E* :
|lz*|| = 2*(e) = e(z*). Wtedy dla ™ € E**, z* € (E*)" mamy z™(z*) < [|z™]]z*] <
|lz**||e(z*), skad 2** < [|z**||e, a wigc e jest réwniez jedynka w E**. O

TWIERDZENIE 3.8. Jezeli E jest kratqg Banacha, to ideal glowny E, generowany przez
element uw € E z norma
|2]|co = Inf{A > 0 : |2| < Aul}
jest M-przestrzeniq z jedynkq |ul.

DowOD. - ¢éwiczenie. O

TWIERDZENIE 3.9. Kazda L-przestrzen ma porzgdkowo cigglq norme i jest porzgdkowo
zupetna.

DowoOD. Na mocy twierdzenia 2.3 wystarczy wykazaé, ze kazdy porzadkowo ograni-
czony ciag elementow roztacznych w L-przestrzeni jest zbiezny w normie do zera.

Niech {z, }nen bedzie ciagiem elementéw roztacznych dodatnich (zawsze mozna wziaé
moduty) ograniczonym przez element u > 0 tzn. takich, ze x, < u dla n € N. Wtedy dla
kazdego n mamy z1+...4+x, = 1V...Va, < u. Stad ||z1[|+...+[|z.]| = |lz1+.. Fxa ] < Jull,
a zatem ||x,| — O.

Porzadkowa zupetnos¢ L-przestrzeni wynika z wniosku 2.4. O

TWIERDZENIE 3.10. JeZeli E jest M-przestrzeniq z jedynkq e, to dla x* € (E*)* o
normie 1 nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) =* jest atomem,

(2) =* jest wektorem dyskretnym,

(3) z* jest punktem ekstremalnym zbioru {y* € (E*)* : ||y*|| = 1},
(4) x* jest homomorfizmem kratowym o normie 1.

DowOD. Réwnowazno$é punktow (1) i (2) wynika z lematu 2.7. Implikacja (2) = (3)
jest oczywista.

(3) = (2) Zalézmy 0 < g < x*. Definiujemy f := z* — g. Na mocy wniosku 3.5, E*
jest L-przestrzenia i [|z*|| = || f]| + ||g||. Poniewaz z* jest punktem ekstremalnym, wiec
g = Az* dla pewnego A € RT.

(4) = (2) Niech z* € E* i niech v* nalezy do ideatu gltéwnego generowanego przez
r*. Wtedy |v*| < ca* dla pewnego ¢ € [0,+00). A wiec, jezeli x € (2*)71(0), to na
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mocy stwierdzenia 2.10 str. 9 i twierdzenia 3.16 mamy |[v*(z)| < [v*|(|z]) < cx*(|z]) =
clz*(z)| = 0. Zatem (z*)71(0) C (v*)71(0). Stad v* = 0 lub (z*)~*(0) = (v*)71(0) czyli
v* = \z* dla pewnego A € R.

(2) = (4) Niech x € E. Zatézmy, ze x*(z~) > 0. Rozwazmy stozek P := ;2 n[0,27] C
E™ i zdefiniujmy odwzorowanie r : Et — RT w nastepujacy sposob

r(y) :==sup{z*(2) : 2 € [0,y N P} ye€E™.

Z lematu 2.7 mamy réwnosc [0, y1 +y2] = [0, y1] +1[0, yo, skad [0, y1 +y2] NP = [0, y1]) NP+
[0, y2] N P, co implikuje addytywnosé r. Zatem, na mocy twierdzenia 2.5 (Kantorowicza),
r rozszerza sie do odwzorowania liniowego dodatniego f : E — R, przy czym z definicji r
otrzymujemy f < x*. Poniewaz x* jest wektorem dyskretnym, wiec f = Ax* dla pewnego
A € R. Ale z réwnosci f(x~) = z*(x~) > 0 mamy A\ = 0, czyli f = 2*. Z drugiej strony, z
definicji  wynika réwnosé r(z ™) = 0, skad réwniez x*(z7) = 0, a wiec z*(zT) Az*(z7) =
0 dla kazdego x € E. Z ostatniej rownosci wnioskujemy, ze z* jest homomorfizmem
kratowym. O

TWIERDZENIE 3.11. Niech K bedzie przestrzeniq zwartg, a F wektorowq podkratg
C(K) zawierajgcg jedynke e € C(K) (czyli funkcje identycznie réowng 1 na K ). Jezeli F
rozdziela punkty K, to F jest geste w C(K).

DowoOD. Niech h € C(K) ie > 0 bedzie ustalone oraz s bedzie dowolnym, ustalonym
punktem K. Niech t € K. Wtedy istnieje funkcja f, € F taka, ze ft(t) + ft(s) Biorac
odpowiednia kombinacje liniowa f; i e uzyskamy funkcje f, € F taka, ze fi(s) = h(s)
oraz fi(t) = h(t). Dla kazdego t zbiér U, := {r € K : fi(r) > h(r) — €} jest otwarty
oraz zawiera s i t. Stad K = U\ (s Ur, zatem ze zwartosci K wynika rownos¢ K =
U, Uy, dla pewnego skoniczonego zbioru {ti,...,t,} C K. Poniewaz F' jest krata, wiec
gs :=sup; fi, € F', gs(s) = h(s) oraz gs(t) > h(t) —e dlat € K.

Mamy wiec dla kazdego s € K funkcje g, skonstruowana jak powyzej. Zatem dla
kazdego s € K zbior Vs := {r € K : gs(r) < h(r) + ¢} jest otwarty i zawiera s. Poniewaz
K = User Vs, wiee K = U, Uy, dla pewnego skonczonego zbioru {sy,...,s,} C K.
Zatem g :=inf; g5, € F oraz h(r) —e < g(r) < h(r)+edlar € K. Stad |h—g|| <e. O

TWIERDZENIE 3.12. (Kakutani-Bohenblust-Krein). Krata Banacha E jest M-prze-
strzenig z jedynkq e wtedy i tylko wtedy, gdy jest kratowo izomorficznie izometryczna
z doktadnoscig do normy réwnowaznej z pewng przestrzeniqg C(§2) (wszystkich funkcji cig-
gltych na zbiorze zwartym ), przy czym Q jest wyznaczony jednoznaczne z doktadno$cig
do homeomorfizmu w taki sposob, ze jedynka e jest identyfikowana z funkcjg identycznie
rowng 1 na €.

Krata Banacha E jest M-przestrzenig wtedy i tylko wtedy, gdy jest kratowo izometrycz-
na z domknietq podkratg wektorowq pewnej przestrzeni C(£2).

DowOD. Z lematu 3.4 otrzymujemy réwnosé
(3.4) ST={y e (E) |lyll=1}={y € (E)" :y"(e) = 1}.

Niech © bedzie zbiorem punktéw ekstremalnych S*. Zbidr ten jest podzbiorem kuli jed-
nostkowej przestrzeni E* i jest *-stabo domkniety w tej przestrzeni, a zatem na mocy
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twierdzenia Banacha-Alaoglu jest zwarty w *-stabej topologii. Ponadto dla kazdego = € E
mamy réwnosé

(3-5) [zl = [z [| = sup{y"(|=]) : " € Q}.

Z twierdzenia 3.10 (4) wynika, ze elementy {2 moga by¢ traktowane jak punkty, na ktérych
elementy przestrzeni E zachowujg sie jak funkcje ciagte oraz, ze utozsamienie to jest
homomorfizmem kratowym. Wobec (3.5) izomorfizm ten jest tez izometria, a z twierdzenia
3.11 wynika jego suriektywnos¢. Dowdd jednoznacznosci - ¢wiczenie.

Drugg cze$¢ twierdzenia pozostawiamy bez dowodu. O

WNIOSEK 3.13. W kazdej M-przestrzeni zachodzi réwno$é ||x V y|| = max{||z|, ||y}
dla dowolnych x,y € ET.

UwacA 3.14. C(9) jest porzadkowo zupela wtedy i tylko wtedy, gdy Q jako prze-
strzen topologiczna jest ekstremalnie niespdjna.

4. Zespolone kraty Banacha

Standardowa kompleksyfikacja przestrzeni unormowanych: Jezeli X jest rze-
czywistg przestrzenig wektorows, to przez kompleksyfikacje X rozumiemy zespolong prze-
strzen wektorowa zdefiniowang nastepujaco:

Xe=Xo®iX={r+1wy:z,ye X}

ze standardowo zdefiniowanymi operacjami dodawania wektoréw i mnozenia przez skalary
zespolone. Wtedy X moze by¢ identyfikowana z rzeczywista podprzestrzenia X + i{0} C
Xc.

Jezeli X jest przestrzenig unormowana, to jej norme mozemy rozszerzy¢ na cala prze-
strzen X¢ w nastepujacy sposob:

||| == sup |zcosf+ ysinb||
0€l0,27]

dla z = x + 1y € X¢. Zauwazmy, ze

1
o Ul + iyl < =l < flfl + [ly]

dla z =z + 1y € X¢.

Kazdy operator liniowy 7' : X — Y pomiedzy dwiema rzeczywistymi przestrzeniami
wektorowymi ma naturalne rozszerzenie do zespolonego operatora liniowego T @ Xo —
Yo okreslone wzorem

(4.1) To(x +iay) =Tz +iTy.

LEMAT 4.1. Jezeli X,Y sq przestrzeniami unormowanymi, a T : X — Y operato-
rem lintowym ograniczonym, to operator To : Xo — Yo jest takze ograniczony i spelnia
rownosé ||Tell = ||T|-

DowOD. - ¢éwiczenie. O



32 2. KRATY BANACHA

Zespolone kraty Banacha - w przypadku kraty Banacha E na FEs definiujemy
roOwnowazng norme w inny niz opisany powyzej standardowy sposob.

Zatézmy najpierw, ze E = C() dla pewnej przestrzeni zwartej €. (Przez C(Q)
rozumiemy przestrzen funkcji ciaglych na € o wartosciach rzeczywistych.) Wtedy dla
f,9 € C(Q) oraz w € Q2 mamy

sup (f(w)cos 6+ g(w) sin ) = sup(f(w) cosf + g(w) sin6) = /(F(@))? + (9(w))*

0€[0,27) 0cR

Stad

sup (fcosf + gsinf) = sup(fcosf + gsinf) =/ f2+ g% = |f + ig|,

0€[0,27] 0ER

gdzie supremum w C'(2) jest rozumiane w zwyklym kratowym sensie.
Wréémy teraz do przypadku ogdlnego rzeczywistej kraty Banacha E. Niech z,y € F,
niech u := |z| + |y|. Dla z := x + iy jego modul definiujemy nastepujaco:

|z| ;== sup (zcosf+ysinb).
0€[0,27]

Na mocy twierdzen 3.8 i 3.12, ideal E, jest kratowo izomorficzny z C(Q2) dla pewnej
przestrzeni zwartej 2. A wiec powyzsza wartos¢ jest poprawnie okreslona. Zauwazmy, ze
(éwiczenie)

2l =|faLiy| =Lz £ily|| =[xy L iz] = [ |y| £ifz][ = /2? + 32
STWIERDZENIE 4.2. Jezeli z1, 29,23 € Ec oraz X\ € C, to
(1) |z2| 20 oraz |z| =0 <= 2z =0;
(2) |Xz] = [A] - |z];
(3) |21+ 22| < |za] + [22].
A wiec odwzorowanie || - || : Ec — R okreslone definicja

(4.2) 1lle = 1 1=[1I;

jest norma. Ponadto z nieréwnosci |z|, |y| < |z| oraz (3) wynika warunek

1
Ul + Myl < llzlle <zl + iyl

WNIOSEK 4.3.

1) Norma || - || jest rownowazna standardowej normie na Ec zadanej wzorem
J
|z|| ;== sup ||zcosf + ysinb)|.
0e[0,2m]

(2) Jezeli x € E, to ||z|c = ||z
(3) Jezeli z1, 20 € Ec oraz |z1| < |z, to ||z1le < ||22]lc-

Poczawszy od teraz, przez kompleksyfikacje E bedziemy rozumieé¢ przestrzen E¢o z
norma okreslong wzorem (4.2).
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DEFINICJA 4.4. Przez zespolona krate Banacha rozumiemy zespolong przestrzen
Banacha postaci Ec = E @ i F, gdzie F jest rzeczywista krata Banacha.

Liniowa izometria 7" : Ec — F pomiedzy dwiema zespolonymi kratami Banacha jest
izometrig kratowa, jezeli |Tz| = T'|z| dla z € E¢.

Dwie zespolone kraty Banacha sa kratowo izometryczne, jezeli istnieje pomiedzy nimi
izometria kratowa.

LEMAT 4.5. Jezeli T : E — F jest suriektywng izometrig kratowg, to Ty : Ec — Feo
zadane wzorem (4.1) jest tez suriektywng izometrig kratowq.

DowOD. Wezmy 2z = z + iy € Eg. Zdefiniujmy

D :={\/(zcosb; +ysinb;): 6; €R, i =1,...,n}.
i=1
Wtedy D 1 |z|. Poniewaz T jest porzadkowo ciagly (stwierdzenie 3.11), wiec T(D) 1
T|z|. Z drugiej strony dla w = Vi (xcosb; + ysinb;) € D, T(w) = Vi, ((T'z) cos 0; +
(Ty)sinb;), a wiec T(D) 1 |Toz|. Zatem |Tez| = T|z| dla z € Ec. W konsekwencji

[Tezll = [[[Tezl | = T2 | = [zl = ll=[]
co oznacza, ze Tq jest suriektywna izometrig kratows. U

DEFINICJA 4.6. Przez zespolong M-przestrzen z jedynka rozumiemy komleksy-
fikacje rzeczywistej M-przestrzeni z jedynka, przy czym jedynka przstrzeni rzeczywistej
jest réwnoczes$nie jedynka przestrzeni zespolonej.

Dwie M-przestrzenie F, F' z jedynkami u,v sa kratowo izomorficzne (odp. izo-

metryczne) jezeli istnieje izomorfizm kratowy (odp. suriektywna izometria kratowa)
T:E — F taki (taka), ze Tu = v.

Z twierdzenia 3.12 wynika

TWIERDZENIE 4.7. Jezeli Ec = E & 1E jest zespolong M-przestrzeniq z jedynkq e, to
E¢ jest kratowo izomorficznie izometryczna z doktadnoscig do normy rownowaznej z pew-
ng przestrzeniq Co () (wszystkich funkcji cigglych na zbiorze zwartym Q o wartosciach
zespolonych), przy czym ) jest wyznaczony jednoznaczne z doktadno$cig do homeomor-

fizmu w taki sposob, Ze jedynka e jest identyfikowana z funkcjg identycznie rowng 1 na
Q.

WNIOSEK 4.8. Jezeli u jest dodatnim wektorem rzeczywistej kraty Banacha E, to kom-
pleksyfikacja ideatu E,
E,®iE,={z2€ E¢:|z| € E,}
jest kratowo izomorficznie izometryczna z doktadnoscig do normy rownowaznej z pewnq
przestrzenig Cco(£2).
Ponadto dla kazdego z € E, ®1F, C E®1E modut z w E, ®1E, jest rowny modutow:
zw B @il

DEFINICJA 4.9. Niech E, F' beda rzeczywistymi kratami Banacha. Dla operatora T' €
L(X,Y) przez norme ||T'||c rozumiemy operatorowa norme operatora Te : Ec — Fe, tzn.

[Tl = sup [[Tez]c-

llzlle<1
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WNIOSEK 4.10. Dia T : E — F mamy warunek | T|| < | T|lc < 2[|T-
LEMAT 4.11. JezeliT : E — F jest operatorem dodatnim, to |Tez| < T|z| dla z € E¢.
DowOD. Niech z = x + iy € Ec. Wtedy Tz = Tx + iTy oraz
(T'z) cos + (Ty) sinf = T'(zcos O + ysinb) < T'|z|,
skad |Tcz| = supgepg on ((T7) cos 0 + (Ty) sin0) < T'[z|. O
WNIOSEK 4.12. Jezeli T jest dodatni, to | T = ||T||c-
STWIERDZENIE 4.13. Jezeli E, F' sq kratami Banacha, to
(1) L(Ec, Fe) = L(E,F)®iL(E,F),
(2) kazdy element L(E¢, Fo) jest postaci T +iS, gdzie T, S € L(E, F) przy czym
(3) (T+1iS)(x+1iy) = (Tx — Sy) +i(Sx+Ty) dla z =z +1iy € Ec.

DEFINICJA 4.14. Operator T +iS € L(F¢, F¢) jest regularny, jezeli T, S € L(E, F)
sg regularne.

STWIERDZENIE 4.15. L,.(E¢, Fo) = L.(E,F) ®iL,.(E,F). Jezeli F jest porzadkowo
zupetna, to L,.(Ec, Fo) z r-normg jest zespolong kratq Banacha.

DowoOD. Fakt, ze £,.(E¢, F¢) z r-norma jest zespolona krata Banacha wynika z twier-
dzenia 1.7. O

TWIERDZENIE 4.16. Niech E, F' bedq rzeczywistymi kratami Banacha, przy czym F
kratg porzgdkowo zupelng, niech T =T +iS € L,.(E¢, Fo). Wtedy |T| spetnia réwnanie
Riesza-Kantorowicza, tzn. dla kazdego u € ET mamy

|7 |u=|T +iS|u=sup (T +iS)z| = sup [(T +iS)(x+ iy)|.

|z|<u |z+iy|<u
DowOD. Bez dowodu. O

WNIOSEK 4.17. Jezeli E, F' sq kratami Banacha, przy czym F' jest porzgdkowo zupelna
oraz T € L(E¢, Fr), to |Tz| <|T|(|z|) dla z € E¢.

WNIOSEK 4.18. Jezeli E' jest kratq Banacha, to Ef. = E*@®1E*. Ponadto dla f € Ef,
u € ET mamy |f|(u) = supy, <, |f(2)].

WNIOSEK 4.19. Jezeli E jest porzgdkowo zupetng kratq Banacha, to L,.(E¢) z r-normg
jest zespolong algebrq Banacha z jedynkq.

DoOwOD. Ze stwierdzenia 4.15 wynika réwnosé L, (E¢) = L.(F) @ iL,(E) oraz fakt,
ze L,.(E¢) z r-norma jest zespolona krata Banacha. Niech S, 7 € L, (E¢) oraz |z| < u dla
pewnego u € ET. Wtedy korzystajac z lematu 4.11, otrzymujemy

(8T )z| = [S(T=)| < [S[(IT=2])| < [S[(|T|w)] = (ISI|T)u,
skad na mocy twierdzenia 4.16 mamy |S7| < |S||7|. W konsekwencji
IST ||r = [[ISTI| = HSHTTI < W ISIF- T = 1S - 7]
Zatem L,(Ec¢) jest zespolona algebra Banacha z jedynka. O

DEFINICJA 4.20. Jezeli E, F sa kratami Banacha, to operator S : Ec — F¢ jest
zdominowany przez dodatni operator T : E — F, gdy |Sz| < T|z| dla z € E¢.

Wtedy S automatycznie jest ciagty.
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5. Przestrzen predualna do idealu gléwnego

Niech E bedzie (rzeczywista) krata Banacha i niech 0 < ¢ € E*. Jak zwykle E}

oznacza ideat gtowny generowany przez ¢, tzn.
Ey={z" € B*: 31> 0:[2"| < Mo},

Ideat EY z norma [|7*||o = inf{\ > 0: [2*] <A@} jest M-przestrzenia z jedynka ¢.

Funkcjonal ¢ definiuje na E seminorme || - ||, nastepujaco

el = 612l

Jest to L-seminorma, tzn. jest kratowa oraz ||z + y||, = ||z]|s + ||yl dla z,y € ET. Dla
idealu zerowego ¢ tzn. dla Ny = {z € E : ¢(|z|) = 0} krata ilorazowa E/N4 z norma

I[z]lls = inf llylls = &(|z]),
y€(z]
po uzupetnieniu jest L-przestrzenia spetniajacg warunek

Iz +wllls = l]lle + Iyl

dla z,y € E™. Bedziemy ja oznaczaé przez FE(¢). Jej dualna F(¢$)* jest M-przestrzenig z
jedynka e* = ¢.

Definiujemy naturalne odwzorowanie ® : E} > 2* — &, € E(¢)" w nastepujacy
sposob
(5.1) O, ([x]) := 2" (2),
dla z* € E}, v € E. Aby stwierdzi¢, ze ® jest dobrze okreslone ustalmy z* € EJ oraz
A > 0 takie, ze |z*| < Ap. Zalézmy y € [z] tzn. [y] = [2] czyli ¢(Jx — y|) = 0. Wtedy
[2°(2) — 2 ()] < 2|l — y]) < Ab(lz — yl) = 0, skad 2*(x) = *(y). Z warunku
(5.2) |Pa- ([2])] = [2"(2)] < [27[(|z]) < Ad(|z]) = All[]]]o,
wynika, ze ® jest liniowym, ciggtym funkcjonatem na E/Ny, a zatem przedtuza sie jed-
noznacznie na E(¢). Z (5.2) wynika r6wnos¢ || @« || = [|2*||o dla z* € E}.

WNIOSEK 5.1. Odzorowanie ® : Ej — E(¢)* okreslone wzorem (5.1) jest suriektywng
1zometrig kratowq.

DowOD. Wobec rozwazan poprzedzajacych wniosek, wystarczy udowodnié¢ tylko su-
riektywnos¢ ®. Niech ¢ € E(¢)*. Zatem 1 zawezone do E /N (¢) spetnia réwnosé or = x*
dla pewnego z* € E* oraz rzutowania kanonicznego 7 : E — E/N(¢). Z ograniczonosci ¢
na F(¢) wynika istnienie stalej A > 0 takiej, ze |z*(z)| = |¢([z])| < M|[z]]ls = Ap(|z|), dla
r € F, skad otrzymujemy nieréwnoé¢ |7*| < A¢, co oznacza, ze v* € Ej i ®(2*) =¢. O

TWIERDZENIE 5.2. Zatozmy, ze T : E — E jest dodatnim operatorem liniowym ta-
kim, ze dla pewnego 0 < ¢ € E* mamy T*(E;;) C Ej. Wtedy istnieje dodatni operator
Ty : E(¢) — E(¢), dla ktorego diagram

@

By —— E(¢)
(5.3) T*J ng



36 2. KRATY BANACHA

jest przemienny. Ponadto, gdy T jest homomorfizmem kratowym, to T réowniez.

DowOD. Operator Ty definiujemy nastepujaco:
(5.4) Ty([x]) == [Tx] dla [x] € E/N,.
Aby stwierdzi¢ poprawnos¢ definicji zatézmy, ze y € [z] tzn. [y] = [z], czyli ¢(|x —y|) = 0.
Z niezmienniczosci Ej dla T* wynika, ze T"¢ € Ej, a wigc istnieje Ao > 0 takie, ze
T < Aoop. Stad
0<o(|Tz —Tyl) < O(Tlx —yl) = (T7¢)(Jx — y|) < Mod(lz —y[) =0,
a zatem ¢(|Tx — Ty|) = 0, czyli [Tx] = [Ty, co oznacza, ze (5.4) okresla operator
Ty : E/Ny — E/Ny. Z warunku
1Ts([xDlls = [[[T=]llo = o(|Tx]) < &(Tlz|) = (T70)(|z]) =< Ao (|z[) = Aol []llo,
wynika ciagtosé¢ T*. Zatem T* posiada ciagle rozszerzenie na cate E(¢). Bedziemy je
oznacza¢ réwniez przez T*. Aby stwierdzi¢ przemiennosé¢ diagramu (5.3) wezmy 2* € Ej
oraz dowolne x € E. Wtedy
(TGo®)z*)([x]) = (T3 (P (7)) ([x]) = (®(z")(Ty([z]) = (2(z"))([T2]) = 2" (Tw) = (T"2")x,
7, drugiej strony
(@ o T%)2")([x]) = (®(T727))([x]) = Preor([z]) = (T727)2,
co oznacza rownos¢ Ty o @ = @ o T,

Pozostal tylko do wykazania fakt, ze jezeli T' jest homomorfizmem kratowym, to 7™
rowniez. Poniewaz kanoniczna projekcja £ 3 o — [z] € E/N, jest homomorfizmem
kratowym, wigc

To([2] vV [y]) = To([z v y]) = [Tz v Ty) = [Ta] Vv [Ty] = Ty([2]) v T([y]),
co oznacza, ze Ty : E/N, — E/Ny jest homomorfizmem kratowym. Wobec ciagtosci T,
réwniez jego rozszerzenie na cate E(¢) jest homomorfizmem kratowym. O

6. L- i M-przestrzenie - c.d.
TWIERDZENIE 6.1. (Nakano) Niech E bedzie archimedesowq kratq wektorowg i niech
dla f € E™ zbior Cy bedzie nosnikiem f, tzn. Cy = N, gdzie Ny = {z € E : |f|(]z]) = 0}.
Jezeli f,g € E, (tzn. sq reqularnymi funkcjonatami porzedkowo cigglymi na E), to
[fIAlgl =0 <= CrnCy = {0}
Ponadto wtedy Cy C Ny 1 Cy C Ny.
Dowo6D. Mozemy zatozy¢ f,g > 0. Niech f A g = 0. Ustalmy 0 < z € C} oraz € > 0.
A wige (f A g)(z) =0 i na mocy wniosku 2.9 (str. 9), réwniez
inf{f(y) + g(z —y) 1y €[0,2]} = 0.
Wynika stad istnienie ciagu {y,} C [0, x] takiego, ze f(yn)+g(z —y,) < 27" dla kazdego
n. Zdefiniujmy x,, := A, v;. Wykazemy, ze x,, | 0. Rzeczywidcie, jezeli 0 < 2z < z,, V n,
to 0 < f(2) < f(zn) < f(yn) < 27"¢, skad f(z) = 0. Zatem z € Ny N Cy = {0} czyli
z=0.
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Z nieréwnosci x —x, = x — ALy v = Vim (@ — y;) < X5 (2 — ;) wynika, ze 0 <

g(x —x,) <X, g(x —y;) < eV n. Poniewaz g jest porzadkowo ciagle i © — x,, T x, wiec
g(z) = lim, o g(x — x,) < e Ve > 0. Stad g(x) = 0. Zatem C; C N, i w konsekwencji
Cf N Cg = {0}

Zatozmy teraz CyNC, = {0}. Poniewaz f jest porzadkowo ciagle, wiec Ny jest ideatem
zamknietym. Stad Cy C Cf = N§* = Ny. Zatem, jezeli 0 < z =y + 2 € Ny @ Cy, to

0< (fAg)x) <(fAg)y)+(fAg)(z) <gly)+f(z) =0
To oznacza, ze f A g = 0 na porzadkowo gestym ideale N, ® C,. Poniewaz E jest archi-
medesowa, wiec f A g = 0. U

Kazda L-przestrzen E jest krata Banacha, a wiec £~ = E* i posiada porzadkowo
ciggta norme. Zatem kazdy element £~ = E* jest porzadkowo ciagly i F jest porzadkowo
zupelna, a wiec w szczego6lnosci archimedesowa. Stad

WNIOSEK 6.2. Teza twierdzenia 6.1 jest prawdziwa dla kazdej L-przestrzeni.

TWIERDZENIE 6.3. Jezeli E jest L-przestrzenig, to istnieje w miej norma rownowazna
|- ||z taka, Ze ||z +y|lL = ||lzllz + lyl|z dla wszystkich z,y € ET.

DowOD. Na mocy lematu Kuratowskiego-Zorna w (E*)™ istnieje pewien maksymalny
uktad {f,}aca elementéw roztacznych o normie 1. Okreslamy zbioér skierowany

D:={fo, V..V fa, 0q,...;an, € A, n € N}
Wezmy dowolne x € E*. Norma kazdego elementu g € D jest réwna 1, skad
(6.1) ()] < llgllll]] = []=]].

Zatem zbior D(x) jest ograniczony, a poniewaz jest réwniez skierowany, wiec istnieje
sup D(z). Ponadto dla dowolnych z,y € E* oraz ¢ € D mamy g(z + y) = g(x) + g(y).
Stad g(x+vy) < sup D(z)+sup D(y) dla kazdego g € D, a w konsekwencji sup D(z+y) <
sup D(z) + sup D(y). Podobnie dla x € ET i A > 0 mamy sup D(Az) = Asup D(z). A
wiec odwzorowanie || - |4 : E 3  — sup D(|z|) jest seminorma na E. Wykazemy, ze jest
to L-seminorma tzn., ze ||z + y||a = ||z]|a + ||y||a dla z,y € ET.

Z lematu 6.1 wynika, ze dla o, 3 € A, a # § mamy Cy, N Cy, = {0} i idealy te
sa roztaczne. Na mocy twierdzenia 4.17 (str. 16) idealy te sa projekcyjne, a wiec suma
prosta @,eq Cy, jest dobrze okreslona. Przez sume prosta rozumiemy tu {4, + ...+ Zq, :
a1, ...,a, € A, n € N}. Ponadto V 8 # « zachodzi inkluzja Cy, C Ny, (lemat 6.1), skad
dlaz, € Cp, mamy || |zo| ||z = fa(|Zal). W konsekwencji dla z = x4, +... 424, © > 0 oraz
9= Tfaa ViV for = for + oot fo, mamy g(z) = (fo, VooV fo, ) (Tay + . + 20, ), gdy k > n,
skad réwniez sup,cp g(2) = (fa, Voo V fan ) (Ta; + ..+ 20,). A wiec dla v = x4, +... + 24,
Y = Yoy + oo + Ya,, gdzie 2o,y € Cy,, x,y > 0 otrzymujemy

Hx‘FQHL = (fm \/'-'vfan)<x+y) = (fal V---vfan)<x)+(fa1 v"'\/fan)(y) = H$HL+ HyHL

Gdy supD(|z]) = 012 € @ucaCy., to fallz]) = 0V a, a wiec x = 0. Zatem
| - ||z jest norma na @,eq Cy, 1 wobec wynikajacej z (6.1) nieréwnosci ||z]|; < ||z dla
T € @uea Cy,, jest to norma ciggla. Rozszerza si¢ wige jednoznacznie do normy okreslonej
na domknieciu @, 4 Cy, i spelniajacej rowniez powyzsza nieréwnosé. Jezeli istnieje = # 0
nie nalezacy do domkniecia @,c 4 Cy., , to istnieje h € E* taki, ze V « jadro h zawiera C'y,
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oraz h(z) # 0. Z réwnosci |h|(|y|) = sup{h(z) : |z| < |y|} i z faktu, ze kazdy Cf, jest
ideatem wnioskujemy, ze Ny, O Cf, V a, skad C), N Cy, = {0}, a wiec na mocy lematu
6.1, |h| A fo = 0V o Zaprzecza to maksymalnosci uktadu { fu}aca. A wiec @qca C, jest
gesty w E, a || - ||z jest norma na F spelniajaca nieréwnosé ||z||, < [|z|| dla z € E.

Na mocy powyzszej nieréwnosci odwzorowanie

p:E>x— |2zt —[lz7||c

okazuje sie by¢ liniowym cigglym funkcjonatem na E. 7Z rozwazan poprzedniego podroz-
dzialu wynika, ze norma || - ||oo W ideale gtéwnym generowanym przez ¢ jest norma dualna

do || - ||z na E = E /N, (ostatnia rownos¢ wynika z réownosci N, = {0}). Na mocy stwier-
dzenia 3.3, normy || - ||oo 1 || - || sa réwnowazne w E% skad wynika réwnowazno$¢ norm
Al i1 w E. O

TWIERDZENIE 6.4. (Kakutani-Bohenblust-Nakano). Krata Banacha E jest L-prze-
strzeniq wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest kratowo izomorficzna z L'(u) dla pewnej miary
nieujemnej p okreslonej na lokalnie zwartej przestrzeni X. Miara ta jest wewnetrznie
reqularna i skonczona na zbiorach zwartych.

Przestrzen X jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy E posiada stabg jedynke.

DowOD. Korzystajac z twierdzenia 6.3, mozemy zatozy¢, ze dla x,y € E+ zachodzi
réwnosé ||z + yl| = [lzf| + [|y]-

Zatozmy najpierw, ze E posiada stabg jedynke e. Na mocy twierdzenia 3.12, ideal E,
moze by¢ identyfikowany z C'(£2) dla pewnej zwartej przestrzeni €. Ponadto odwzorowanie
¢: E >z — |zF| — ||z~ | moze byé traktowane jako $ciSle dodatni funkcjonat liniowy
na C(Q), przy czym wartos¢ ||z|| = ¢(|x|). Z twierdzenia Riesza o postaci funkcjonatu
wnioskujemy, ze istnieje dodatnia skonczona borelowska miara regularna p na €2 taka, ze
é(x) = [xdp dlax € E,. Poniewaz C(Q) jest gesta w L(u), wiec izomorfizm E, — C(Q)
rozszerza si¢ do izomorfizmu E — L'(u).

W przypadku braku stabej jedynki w E' bierzemy dowolny maksymalny uktad roz-
taczny S = {u, : a € A}. Wtedy ideal I = @, F,, generowany przez S jest gesty w FE,
przy czym kazdy ideal F,  jest izomorficzny z C'(€,). Zatem I jest izomorficzny z C(£2),
gdzie € jest topologiczna suma prosta rodziny {2, }aeca. Dalsza czesé dowodu przebiega
analogicznie jak poprzednio, przy czym otrzymana miara jest tylko wewnetrznie regularna
i skonczona na zbiorach zwartych. O

DEFINICJA 6.5. Krate Banacha E nazywamy KB-przestrzenig, gdy kazdy rosnacy,
ograniczony w normie ciag jest zbiezny w normie.

LEMAT 6.6. Jezeli E jest KB-przestrzenig lub porzgdkowo zupelng M-przestrzeniq z
jedynkq, to istnieje dodatnia projekcja P : E** — E** o obrazie rownym E.

TWIERDZENIE 6.7. Zalozmy, ze F' jest porzgdkowo zupeing M-przestrzeniq z jedyn-
kg lub E jest L-przestrzeniq i F jest KB-przestrzeniqg. Wtedy L(E,F) = L.(E,F). W
szezegolnosci dla kazdego T € L(E, F) istnieje |T.

DowOD. Zalézmy najpierw, ze F jest porzadkowo zupelng M-przestrzenig z jedynka
i wezmy dowolny liniowy, cigglty operator 7' : E — F. Poniewaz T odwzorowuje kule
jednostkowa Ugr w zbiér ograniczony w normie, wiec ze stwierdzenia 3.3 wnioskujemy, ze
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T(Ug) jest réwniez porzadkowo ograniczony, co oznacza, ze operator T jest porzadkowo
ograniczony. Zatem na mocy twierdzenia Riesza-Kantorowicza (tw. 2.8, str. 9) T jest
regularny i |77 istnieje.

Zalézmy teraz, ze E jest L-przestrzenig i F' jest KB-przestrzenia i wezmy dowolny 7' €
L(E,F). Wtedy E*, na mocy twierdzenia 3.6, jest porzadkowo zupelng M-przestrzenia z
jedynka. Z poprzedniego przypadku wynika wiec regularnosé¢ T%. Zatem réwniez T jest
regularny, czyli istnieja dodatnie operatory A, B : E** — F** takie, ze T** = A — B.
Z lematu 6.6 wynika istnienie dodatniej projekcji P z F** na F. Zatem PA i PB sa
dodatnimi operatorami z E** w F'iT = PA — PB na FE, co oznacza regularnos¢ T. [

WNIOSEK 6.8. Zatozmy, ze F' jest porzgdkowo zupelng M-przestrzenig z jedynkq lub
E jest L-przestrzeniq i F' jest KB-przestrzenig oraz, ze'l' : 2 — F' jest lintowym, cigglym
operatorem. wtedy ||T'|| = ||T||. oraz L(E, F) jest porzqadkowo zupetng kratq Banacha.

DowoOD. Zalézmy najpierw, ze F jest porzadkowo zupelng M-przestrzenia z jedynka,
a zatem korzystajac z twierdzenia 3.12 mozemy przyjaé F' = C(£2) dla pewnej zwartej
przestrzeni (). Z twierdzenia 6.7 wynika istnienie modutu operatora 7', a wiec

1Tl = 1T = sup [HT] o

ll=]I<1

Ustalmy ¢ > 0 i wezmy wektor jednostkowy z € E* taki, ze |||T|z ] > |7 — .
Poniewaz

1Tl {loo = sup(|T}2)(w),

wiec mozemy znalezé niepusty otwarty podzbior V e ) taki, ze

(T})(@) > [T, — YweV.
Stad i ze wzoru Riesza-Kantorowicza

|T|x = sup{Tu:—x <u<zx}
wynika istnienie u € [—x, z| oraz punktu wy € V takiego, ze
(Tu)(w) > [T —e.

Zatem ||T|| > ||Tullc > ||T||» — €. Poniewaz ¢ bylo dowolne, wiec ||T|| > ||T|,, a stad
T = |IT||-, gdyz nier6wnosé odwrotna jest zawsze prawdziwa.

Zatozmy teraz, ze E jest L-przestrzenia i F' jest KB-przestrzenia. Z twierdzenia 6.7
wynika istnienie modultu operatora T, a na mocy twierdzenia 2.5 mamy réwnosé |T'|* =
|T*|. Poniewaz E* jest porzadkowo zupelna M-przestrzenig z jedynka, wiec poprzednio
rozwazany przypadek implikuje rownosé || |T*| || = ||T%||, a stad

IT(lr = [[TH = [T = T = 1T = 1T
co konczy dowdd. U
Zestawiajac powyzszy wniosek oraz twierdzenie 2.5, otrzymujemy:

WNIOSEK 6.9. Jezeli E jest L-przestrzeniq i F' jest KB-przestrzeniq, to odwzorowanie
LEF)>T —T" € L(F*,EY)

jest izometrig kratowg.
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UWAGA 6.10. Tak naprawde dwa ostatnie wnioski sa prawdziwe z doktadnoscig do
normy rownowaznej w E lub F'| albo z inng definicja M- i L-przestrzeni. Czy sg prawdziwe
bez tej uwagi? (Cwiczenie)

DEFINICJA 6.11. Jezeli E/'1 F' sa M-przestrzeniami z jedynkami vwiv, al : FF — F
operatorem dodatnim takim, ze T'(u) = v, to T nazywamy operatorem Markowa.

Jezeli £ i F sa L-przestrzeniami, a T : E — F operatorem dodatnim takim, ze
|Tx|| = ||z|| V « € ET, to T nazywamy operatorem stochastycznym.

TWIERDZENIE 6.12. Operator dodatni miedzy dwiema M-przestrzeniami z jedynkams
jest operatorem Markowa wtedy i tylko wtedy, gdy sprzezony do niego jest operatorem
stochastycznym.

Operator dodatni miedzy dwiema L-przestrzeniami jest operatorem stochastycznym
wtedy 1 tylko wtedy, gdy sprzezony do niego jest operatorem Markowa.

DowOD. Zalézmy najpierw, ze T : E — F jest operatorem Markowa miedzy dwiema
M-przestrzeniami z jedynkami u i v. Jezeli 0 < y* € F*, to z lematu 3.4 otrzymujemy

1Ty = 1Ty ") (W)l = ly* (Tu)ll = lly* ()l = lly*ll,
co oznacza, ze T™ jest operatorem stochastycznym.
Zatozmy teraz, ze T : E — F jest operatorem stochastycznym miedzy dwiema L-
przestrzeniami. Z twierdzenia 3.5 wynika, ze £* i F* sa M-przestrzeniami z jedynkami u*
i v* zadanymi réwnosciami

w(z) =z —lz"[VaeE, vy =Iyl-lyllVyeF.

Stad dla =z € E*
(T™0*)(z) = v*(Tx) = | Tz| = [lz]} = w"(x).

Zatem T™*v* = u*, co oznacza, ze T jest operatorem Markowa.

Niech teraz T : E — F' bedzie operatorem dodatnim miedzy dwiema M-przestrzeniami
z jedynkami u i v i zatézmy, ze T* : F* — E* jest stochastyczny. Wtedy T : E** — F**
jest operatorem Markowa. Poniewaz E** jest M-przestrzenia z jedynka u, a F™** jest M-
przestrzenia z jedynka v (tw. 3.5), wiec Tu = T**u = v, co oznacza, ze T jest operatorem
Markowa.

Zaltoézmy teraz, ze T : E — F jest operatorem dodatnim miedzy dwiema L-przestrzeniami,
a T* jest operatorem Markowa. Wtedy T** : E** — ™ jest operatorem stochastycznym.
Zatem dla x € ET mamy |z| = ||T™z| = ||Tz||, co oznacza, ze T jest operatorem
stochastycznym. O



ROZDZIAY, 3

Homomorfizmy kratowe i algebraiczne

1. Charakteryzacja homomorfizméw

TWIERDZENIE 1.1. Niech E bedzie kratq Banacha, F conajwyzej przeliczalnym pod-
zbiorem E, a C conajwyzej przeliczalng rodzing operatorow regularnych na E. Wtedy ist-
nieje 0 < u € E takie, ze

(1) FCE,
2yvTeC:T(E, CE,

DowoOD. Krok I: Jezeli F jest conajwyzej przeliczalny, to jest zawarty w ideale giéw-
nym.

n=1737 Jz» ©

Niech F = {x1, s, ...}. Mozemy zalozyé¢, ze x; # 0V i. Jezeli u :=
F C E,.

Krok II: Jezeli F jest conajwyzej przeliczalny, a T € L,.(E), to istnieje u > 0 takie,
e FC E,iT(E,) CE,.

Istniejg operatory dodatnie 717, T, takie, ze T'= T, — T,. Niech S := T} + T5. Z kroku
I wynika istnienie w > 0 takiego, ze F C E,. Zdefiniujmy u = Y77, %ﬂg;”“fl Poniewaz

w < u, wiee F C E,. Poniewaz Tu < Su < [|S||u, wiec T(E,) C E,.

Krok III: Przypadek ogolny.

Niech C = {T}, Ty, ...}, gdzie T; # 0V i. Wtedy T; = T;; — Tjo dla pewnych operatoréw
dodatnich T}, T;s. Niech S; := T; + Ths.

Rozwazmy operator dodatni S := 377, 2%“‘;—::” Na mocy kroku II istnieje u > 0 takie,
ze F C B, 1S(E,) C E,. Ustalmy = € E, i wezmy A > 0 takie, ze |z| < Au. Wtedy dla
kazdego £ mamy

Spu
Toz| < (Tt + Tio)|z| = Silz| < ASpu = 22|18, - 2’“H1i6‘ H < A2%||S,||Su € E,.
k
Zatem Tz € E,, co oznacza, ze dla kazdego k mamy inkluzje Ty (E,) C E,. O

DEFINICJA 1.2. Operator T : C(2) — C(Q) jest algebraicznym homomorfizmem
(inaczej operatorem multyplikatywnym) jezeli T'(fg) = T(f)T(g) dla f,g € C(Q).

LEMAT 1.3. Niezerowy funkcjonal ¢ : C(2) — R jest homomorfizmem kratowym wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje ¢ > 0 i wy € Q takie, Ze ¢ = cd,. Stala c i punkt wy sqg przy
tym jednoznacznie okreslone. (6, oznacza miare Diraca skoncentrowang w punkcie w.)

DowoOD. Jezeli ¢ = ¢d,, dla pewnego ¢ > 0, to ¢ jest homomorfizmem kratowym,
gdyz ¢(f A g) = min{cf(wo), cg(wo)} = min{e(f), ¢(g)} dla f, g € C(Q).
41
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Zatoézmy teraz, ze ¢ jest homomorfizmem kratowym. Zatem w szczegdlnosci jest funk-
cjonatem dodatnim. 7 twierdzenia Riesza wynika wiec istnienie jedynej regularnej miary
borelowskiej u na € speliajacej réwnosé ¢(f) = [ fdu dla f € C(Q2). Wykazemy, ze
nosnik g jest jednopunktowy. Zaldézmy nie wprost, ze istnieja dwa rézne punkty s i ¢
nalezace do nosnika . Wtedy znajdziemy dwie funkcje f, g € C() spelniajace warunki
fAg=01f(s)=g(t)=1. Stad

0= 6(f A g) = min{o(f), ()} = min [ fdu, [ g} >0,

co prowadzi do sprzeczno$ci. Zatem nosnik p sktada sie tylko z pewnego pojedynczego
punktu wy. Stad dla f € C(Q) otrzymujemy

o) = [ Fdu= | Fu= flout{en) = (a({wo)d) ()
4

LEMAT 1.4. (Gelfand) Niezerowy liniowy funkcjonal ¢ : Cc(Q2) — C jest multypli-
katywny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje (jedyny) punkt wy € Q takie, ze ¢ = 0uy- (du
oznacza miare Diraca skoncentrowang w punkcie w.)

DowOD. Jezeli ¢ = 0y, to ¢(fg) = (fg9)(wo) = f(wo)g(wy) = zachodzi dla f,g €
Cc(9), co oznacza multyplikatywnosé ¢.

Zatbézmy teraz, ze ¢ jest niezerowym funkcjonatem liniowo-multyplikatywnym na C¢(€2).
Poniewaz ¢(1) = ¢(1%) = (4(1))* i ¢ # 0, wiec ¢(1) = 1 (1 oznacza funkcje identycznie
rowna 1 na Q). Wykazemy, ze istnieje wy € €2 taki, ze ker ¢ C {x € Cc(9) : x(wp) = 0}.

Jezeli nie ma takiego punktu, to dla kazdego w € () istnieje funkcja z,, € ker ¢ taka, ze
z,(w) # 0. Poniewaz x, jest ciagta, wiec istnieje otoczenie V,, punktu w takie, ze x,(t) # 0
VvVt € V,. Ze zwartosci () wynika istnienie skonczonego pokrycia otwartego V,,,, ..., Vi,
zbioru 2. Rozwazmy funkcje © := >0 @, Ty, . Z jej definicji mamy natychmiast x(w) > 0
Vwe N astady := % € Cc(). Rownosé zy = 1 i multyplikatywnosé ¢ implikuje réwnosé
o(z)p(y) = 1, skad ¢(x) # 0. Z drugiej strony, poniewaz ¢(z,) = 0V w, wiec ¢(x) = 0, co
prowadzi do sprzecznosci. Zatem istnieje wy € Q taki, ze ker ¢ C {z € Cc(Q) : z(wo) = 0}.

Wykazemy teraz inkluzje {z € C¢(Q) : z(wy) = 0} C ker¢. Niech x € Cc(92) i
x(wp) = 0. Jezeli u := ¢(x)1 — z, to u(wy) = ¢(x) oraz u € ker ¢, a zatem z poprzedniej
inkluzji u(wo) = 0, skad ¢(x) = 0, czyli © € ker ¢. A wiec ostatecznie ker ¢ = {x € C(9) :

x(wp) = 0}.
Gdy z € C¢c(Q), to x — ¢(x)1 € ker ¢, skad z(wg) — d(x) = 0, czyli ¢(x) = z(wp).
Jedynosé wg wynika z faktu, ze Cc(Q2) rozdziela punkty 2. O

TWIERDZENIE 1.5. Operator dodatni T : C(Q) — C(Q) jest homomorfizmem krato-

wym wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje odwzorowanie T : Q — Q i pewna funkcja w € C(Q)
taka, ze ¥ f € C(Q) iV ¢ € Q mamy

(Tf)(q) =w(q)f(r(q))

Ponadto w = T'lq oraz odwzorowanie T jest jednoznacznie okreslone v ciggle na zbiorze

{q€Q:w(q) >0}
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DowOD. Gdy T jest postaci jak powyzej, to T jest homomorfizmem kratowym. Za-
t6zmy teraz, ze T jest homomorfizmem kratowym. Wtedy dla kazdego ¢ € () mamy

(0g 0 T)(f) = 0o(Tf) = (T'f)(q).
Poniewaz T jest homomorfizmem kratowym, wiec funkcjonat liniowy §, 07 : C(Q2) — R

jest rowniez homomorfizmem kratowym. Zatem, na mocy lematu 1.3, istnieje jedyna stata
w(q) > 0 i pewien punkt 7(q) € Q taki, ze

(Tf) (@) = (040 T)(f) = w(q) f(7(q))-

Podstawiajac f = 1q, otrzymujemy w = T1g € C(Q). Ponadto, jezeli w(q) > 0, to 7(q)
jest jednoznacznie okreslone, bo C'(Q) rozdziela punkty Q.

Wykazemy teraz, ze 7 jest ciaglte na zbiorze @, = {¢ € Q : w(q) > 0}. Niech
{¢a} C Q. bedzie ciagiem uogdlnionym takim, ze g, — ¢. Ze zwartosci zbioru € wynika,
ze zbiér 7({q, }) ma punkt skupienia w € €. Zatem, przechodzac do podciggu uogélnionego
mamy 7(q,) — w. Stad dla kazdego f € C(Q) przechodzac do granicy otrzymujemy

(T
la w(Qa) f(w)
dla f(w) # 0. W szczegdlnosei dla f = 1 mamy limw(g,) = w(q). Zatem
fw) = Ty wrecw)
w(q) ’
a poniewaz C'(2) rozdziela punkty €2, wiec w = 7(q). OJ

TWIERDZENIE 1.6. kazdy algebraiczny homomorfizm pomiedzy rzeczywistymi prze-
strzeniami C'(K) jest homomorfizmem kratowym. Odwrotna implikacja jest fatszywa.

DowODp. Niech T': C(2) — C(Q) bedzie algebraicznym homomorfizmem. Dla f > 0
mamy Tf = T((v/f)?) = (T(Vf))? > 0. Zatem T jest operatorem dodatnim. Niech
f e C(Q). Wtedy

TP = (T(f)) =T =T(fF) = (T(f1)?
skad |T(f)] = T'(|f])- O
TWIERDZENIE 1.7. Zatézimy, ze C(Q) i C(Q) sq rzeczywistymi lub zespolonymi prze-
strzeniami. Operator T @ C(Q) — C(Q) jest algebraicznym homomorfizmem wtedy i

tylko wtedy, gdy istnieje jedyny domknieto-otwarty podzbior V. C @ oraz odwzorowanie
T:Q — Q ciggle na V i takie, ze

Tf=xv-(for) V feC(Q)
Odwzorowanie T jest jednoznacznie okreslone na V.
DowOD. Jezeli T jest powyzszej postaci, to T jest w oczywisty sposob algebraicz-

nym homomorfizmem. Zalézmy teraz, ze T jest algebraicznym homomorfizmem. Osobno
rozwazymy przypadek rzeczywisty i zespolony.

Przypadek I: T : C(Q2) — C(Q) jest algebraicznym homomorfizmem pomiedzy prze-
strzentamsi rzeczywistyma.
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Na mocy twierdzenia 1.6, T jest homomorfizmem kratowym. Zatem z twierdzenia 1.5
wynika istnienie odwzorowania 7 : Q) — 2 oraz w € C(Q) takich, ze

(Tf)g) =w(a)f(r(q)) VYV feC(Q), ¢€Q.

Ponadto wiemy, ze w = T'1lq oraz, ze odwzorowanie 7 jest jednoznacznie okreslone na
zbiorze {q € Q : w(q) > 0}. Korzystajac z faktu, ze T jest algebraicznym homomorfizmem
otrzymujemy réwnos¢

w? = (T1a)* = T((10)*) = T(1a) = w,

skad wynika, ze w = xy dla pewnego jednoznacznie okreslonego domknigto-otwartego
zbioru V' C Q.

Przypadek II: T : C(Q2) — C(Q) jest algebraicznym homomorfizmem pomiedzy prze-
strzeniami zespolonymi.

Dla kazdego ¢ € () mamy
(0 0 T)(f) = 04(T'f) = (T'f)(q)-

Poniewaz T jest algebraicznym homomorfizmem, wi¢c funkcjonat 6, o 7' : C¢(§2) — C
jest tez algebraicznym homomorfizmem. A zatem, na mocy lematu 1.4, istnieje punkt
7(q) € Q taki, ze

(Tf)(q) = (040 T)(f) = f(7(q)) V[ e Ce(Q)

Z réwnosci (T1q)* = T((10)?) = T(1q) wynika, ze T(1q) = xv dla pewnego jednoznacz-
nie okreslonego domknigto-otwartego zbioru V' C ). Aby zakonczy¢ dowodd zauwazmy, ze
Tf = T(].Qf) = T(].Q)Tf = XV(f O 7'). O

7, poprzednich twierdzen wynika natychmiast

TWIERDZENIE 1.8. Dla operatora Markowa T : C(Q2) — C(Q) nastepujace warunki
s¢ rownowazne:

(1) T jest algebraicznym homomorfizmem.
(2) T jest homomorfizmem kratowym.

TWIERDZENIE 1.9. Dodatni operator T' : E — F miedzy dwiema kratami Banacha
jest homomorfizmem kratowym wtedy i tylko wtedy, gdy operator Tc : Ec — F¢ spelnia
rownosé |Tez| = T|z| dla z € E¢.

DowoOD. Niech z = x + iy € E¢. Definiujemy u := |z| + |y| € E oraz v := Tu €
F. Bezposrednio z definicji wynika inkluzja T(E,) C F,, a zatem T : E, — F, jest
operatorem Markowa. Aby wykazaé teze twierdzenia wystarczy rozwazy¢ zawezenie T do
E,.

Na mocy twierdzen 3.8 (str. 29) oraz 3.12 (str. 30) ideal E, mozemy identyfikowaé
z pewna przestrzenia C'(£2), a ideal F, z pewna przestrzenig C(Q). Zatem z twierdzen
1.8 i 1.7 wynika istnienie ciagltego odwzorowania 7 : () — (Q takiego, ze T'f = f o7 dla
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f € C(Q). (Réwnosé Tu = v oraz fakt, ze v jest jedynka w C(Q) implikuje warunek
V = Q, gdzie V jest zbiorem, o ktérym méwi teza twierdzenia 1.7) Stad dla ¢ € @ mamy

Tezl(q) = T2+ iTyl() = (VT + (T)) () = (T (@) + (T9)(a))?

= @2+ W @)? = (Va2 +57) (@) = la gl (@) = (T12D)(a).
A wige |Tez| = T)z|. O

7 powyzszymi zagadnieniami zwigzany jest pewna ogdlna wlasnosé algebr Banacha:

TWIERDZENIE 1.10. Kazdy liniowo-multyplikatywny funkcjonat okreslony na algebrze
Banacha jest ciggly © ma norme mniejszq lub rowng 1.

DowOD. Niech ¢ bedzie funkcjonalem liniowo-multyplikatywnym na algebrze Bana-
cha A. Jezeli ¢ nie jest ciggly lub ma norme wieksza od 1, to istnieje a € A takie, ze

la|| < 11 ¢(a) = 1. Niech b := >2°, a™. Wtedy ab = b — a i korzystajac z multyplika-
tywnosci ¢ otrzymujemy réwnosé ¢(a)p(b) = ¢(a) — ¢(b). Stad ¢(b) = ¢(b) — 1, co jest
niemozliwe. 4

2. Rozszerzenia operatoréw i homomorfizméow

DEFINICJA 2.1. Odwzorowanie p : X — Z pomiedzy dwiema rzeczywistymi przestrze-
niami wektorowymi jest subliniowe, gdy

(a) p(x+y) <p(z)+ply) dla z,yeX.
(b) p(Az) = Ap(x) dla A >0, z€X.

TWIERDZENIE 2.2. (Hahn-Banach-Kantorowicz) Niech X bedzie przestrzenig wekto-
rowq, Y jej podprzestrzeniq, F' porzgdkowo zupelng kratqg wektorowq, a p : X — F od-
wzorowaniem subliniowym. Jezeli operator T :' Y — F spetnia nieréunosé Ty < p(y) dla
y €Y, to istnieje operator S : X — F bedqgcy rozszerzeniem T 1 spelniajgcy nierownosé
Sz < p(x) dla x € X.

Dow6p. Cwiczenie w oparciu o dowdd klasycznego twiedzenia Hahna-Banacha. [

DEFINICJA 2.3. Mowimy, ze podprzestrzen wektorowa Y C X majoryzuje przestrzen
liniowa czesciowo uporzadkowana X, jezeli V oz € X Jy € Y takie, ze x < y.

TWIERDZENIE 2.4. Niech Y bedzie majoryzujgcq podprzestrzeniq wektorowq przestrze-
nt lintowej czesSciowo uporzgdkowane) X. Wtedy kazdy dodatni operator liniowy okreslony
w'Y o wartosciach w porzgdkowo zupetnej kracie wektorowej F' ma dodatnie liniowe roz-
szerzenie do calej przestrzeni X.

DowoOD. Niech T : Y — F bedzie operatorem dodatnim. Okreslamy odwzorowanie
p: X — F jak nastepuje:

plx) =inf{Ty:yeY, y>x}.
Aby wykazaé istnienie powyzszego infimum, wezmy dowolny x € X. Poniewaz Y majo-

ryzuje X, wiec istnieje z € Y takie, ze z > —x czyli —2z < x. Podobnie istnieje y € YV
takie, ze y > . Z dodatniosci T" wynika nieréwnos¢ —1Tz = T'(—z) < Ty. Zatem zbioér
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{Ty:y €Y, y>x} jest niepusty i ograniczony z dotu. Na mocy porzadkowej zupetosci
F posiada wiec infimum.

Jak tatwo stwierdzi¢, p jest odwzorowaniem subliniowym spetniajacym dla y € Y
réwno$¢ Ty = p(y). Z twierdzenia 2.2 wynika wiec istnienie operatora liniowego S : X —
F bedacego rozszerzeniem T i speiajacego nieréwnosé Sz < p(x) dla x € X. Jezeli
r € Xt to —z <0, skad =Sz = S(—z) < p(—z) < T(0) = 0 (ostatnia nieréwnosé
wynika z definicji p). Zatem Sx > 0, a wiec S jest dodatnim rozszerzeniem T. U

Niech X bedzie przestrzenig l.c.u., Y jej wektorowa podprzestrzenia, F' krata wekto-
rowa, a T' : Y — F operatorem dodatnim. Oznaczamy przez ©(T') rodzine wszystkich
dodatnich rozszerzenn T do calej przestrzeni X. Zbiér ©(T') jest wypuklym podzbiorem
Lr(X, F) (moze on by¢ zbiorem pustym).

TWIERDZENIE 2.5. (Lipecki, Plachky, Thomsen) Niech'Y bedzie podprzestrzeniq wek-
torowq kraty wektorowej E, niech F' bedzie porzgdkowo zupelng kratq wektorowq, a T :
Y — F operatorem dodatnim. W takim przypadku operator S € ©(T) jest punktem eks-
tremalnym wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego x € E mamy

inf{Slz —y|:y e Y} =0.

DowoOD. Niech S € O(T). Zal6zmy najpierw, ze T jest punktem ekstremalnym (7).
Definiujemy odwzorowanie p : E — F' nastepujaco:

p(x) :==inf{S|lzr —y| :y € Y}.

Odwzorowanie p jest subliniowe i spelnia nieréwnos$¢ 0 < p(x) = p(—z) < S|z| dla kazdego
x € F oraz p(z) = 0 dla kazdego z € Y.

Aby wykazaé, ze p(x) = 0 dla kazdego x € FE, zalézmy dla dowodu nie wprost, ze
p(u) > 0 dla pewnego u € E. Niech Z := {\u: A € R}. Zdefiniujmy operator R : Z — F
ktadac R(Au) := Ap(u). Poniewaz R(u) = p(u) > 0, wigc R # 0. Réwniez R(Au) < p(Au)
dla A € R, a wiec na mocy twierdzenia 2.2, istnieje liniowe, dodatnie rozszerzenie R
operatora R spelniajace dla z € E nieréwnos$é¢ Rz < p(z). Zatem dla y € Y otrzymujemy
+Ry = R(+y) < p(+y) = p(y), skad |Ry| < p(y) = 0, a wiec Ry = 0 dlay € Y.
Zaobserwujmy, ze dla r € Et mamy

Rr <p(x) < Sv, —Rx=R(-z) <p(-z)<S|—z|= Sz,

skad S—R>01iS+ R > 0. Poniewaz Ry = 0 dla y € Y, wiec S — R, S+R€@(T).
Zauwazmy teraz, ze S+R # S, S—R # S, gdyz R(u) > 0 oraz S = 3(S+R)+1(S—R),
co zaprzecza zatozeniu, ze S jest punktem ekstremalnym (7). Zatem p(z) =0dlaz € E.

Dla dowodu przeciwnej implikacji zalézmy, ze S spetia warunek inf{S|z —y| : y €
Y} = 0 dla kazdego x € E oraz, ze istnieja dwa operatory A, B € ©(T) ipewne 0 < a < 1
speliajace réwnosé S = aA + (1 — a)B. Wtedy dla z,y € F mamy

11—«

1 1
[ Az — Ayl < Az =y = (75 - B)lz -yl < Sz —yl.
W szczegdlnosci, gdy y € Y, to Ay = Ty = Sy, skad dla z € F otrzymujemy

1
|Sx — Az| < |Sx — Sy| + |Ay — Ax| < (1+ =)S|z —y|.
a
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Po przejéciu do infimum po y € Y w ostatniej nieréwnosci dostajemy réownoé¢ Axr = S
dlaz € E, skad A= B =95, a zatem S jest punktem ekstremalnym (7). O

WNIOSEK 2.6. Niech G bedzie podkratg kraty wektorowej E, niech F' bedzie porzadkowo
zupetng kratg wektorowg, a T : G — F homomorfizmam kratowym. Wtedy kazdy punkt
ekstremalny ©(T') jest takze homomorfizmem kratowym.

DowOD. 7 twierdzenia 2.5 mamy
(2.1) inf{S|z —y|:y € G} =0.

Poniewaz T jest homomorfizmem kratowym, wiec |Sy| = |Ty| = T|y| = S|y| dla y € G.
Zatem dla z € F iy € G otrzymujemy

152 = S|l <[|Sz| = [Syll + [|Sy| = Slel] < |Sz = Syl + |S]y| = Slzf| < 25|z —yl.

Stad, na mocy (2.1), |Sz| = S|z| dla z € E, co oznacza, ze S jest homomorfizmem
kratowym. O

TWIERDZENIE 2.7. (Lipecki) Jezeli E jest kratg Banacha, Y jej majoryzujgcq pod-
przestrzeniq wektorowq, F' porzgdkowo zupeing kratqg wektorowq, a T :'Y — F operatorem
dodatnim, to zbior ©(T) jest niepusty i posiada punkt ekstremalny.

DowOD. Niepusto$é zbioru ©(T') wynika z twierdzenia 2.4. Aby wykazaé istnienie
punktu ekstremalnego musimy, zgodnie z twierdzeniem 2.5 dowie$¢, ze istnieje operator
S € O(T) spelniajacy dla kazdego x € E réwnosé

(2.2) inf{Sjlz —y|:y €Y} =0.

Rozwazmy zbiér par postaci (Z, A), gdzie Z jest podprzestrzeniag wektorowa majoryzujaca
E,a A:Z — F operatorem dodatnim. Dla kazdej takiej pary definiujemy odwzorowanie
DzA : Z — F nastepujaco:

pza(x) =inf{Az:2€ Z, z > z}.

Natychmiast z definicji wynika, ze pz 4 jest odwzorowaniem subliniowym spelniajacym
dla z € Z ré6wnos¢ pz a(z) = Az. Ponadto, jezeli dwie pary (Z1, A1) i (Z2, As) speliaja
warunek Z; C Zy i Ay = Ay na Zy, to pz, a,(x) < pz,.a,(z) dlax € E.
Niech C bedzie rodzina par (Z, A) speliajacych warunki:
(a) Y CZ
(b) Aly =T
(c)VzeZ inf{pza(lz—y|l) :yeY}=0
Poniewaz (Y, T') € C, wiec zbior C jest niepusty. Definiujemy czesciowy porzadek na C jak
nastepuje:
(Zl,Al) < (ZQ,AQ) é Z1 C Zg7 Al = AQ na Zl.
Poniewaz kazdy tancuch w (C, <) ma majorante, wiec na mocy lematu Kuratowskiego-
Zorna, istnieje w (C, <) element maksymalny (V,S). Dla dokoficzenia dowodu musimy
wykaza¢, ze V = E, gdyz wtedy bedziemy mieli S = pyg 1 z warunku (c) otrzymamy
(2.2).
Jezeli V' # E, to istnieje x € F taki,ze x ¢ V. Rozwazmy podprzestrzen wektorowsa,
W ={v+Ax:v €V, XA € R}izdefiniujmy operator B : W — F przyjmujac B(v+Ax) :=
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Sv + Apy.s(z). W oczywisty sposéb V' jest wlasciwa podprzestrzenia W oraz B = S na
V. Wykazemy, ze B jest operatorem dodatnim. Wezmy 0 < v+ Az € V. Gdy A > 0,
to to x > —% istad pys(z) > —S5(5) bo Sw > S(—%) Vw > z, w € V. Zatem
B(v+Ax) = Sv+Apyg(z) > 0. Dowéd w przypadku A < 0 wynika bezposrednio z definicji
pvs(x), a w przypadku A = 0 jest oczywisty. Aby doj$¢ do sprzecznosci powinni$my
wykazaé jeszcze, ze (W, B) spelia warunek (c).

Z sublinearnosci py,p wynika, ze zbiér

Vii={z€ E :inf{pwgp(lz—v|):veV} =0}
jest podprzestrzenia wektorowg FE spetniajaca inkluzje V' C Vi. Wykazemy, ze © € V.
Poniewaz v € V', wiec v —x € W i w konsekwencji pw (v —x) = B(v —x) = Sv—pys(z).
Zatem
0 <inf{pwp(lz—v|):veV} <inf{pwplv—2z):veV, v>uz}
=inf{Sv—pys(z):veV, vz} =mf{Sv:veV, v>a}—pys(z) =0.
A wiec x € Vi i w konsekwencji W C Vi. Wstalmy teraz w € W i przyjmijmy a :=
{pwp(lw—y|) 1y € Y}. Zauwazmy, ze dlay € Y i v € V mamy
0<a<pws(lw—yl) <pws(w—2v]) +pws(lv —yl) <pws(lw —0]) +prslv —yl).

Poniewaz (V,S) € C, wigec inf{pys(jlv —y|) :y € Y} =0, skad 0 < a < pwp(jw —v|) dla
kazdego v € V. Zatem z faktu, ze w € V; otrzymujemy a = inf{pw,g(|lw—v|) :v € V} =0
dla kazdego w € W, co oznacza, ze (W, B) € C. Ale (V,5) < (W, B) i (V,S) # (W, B), co
zaprzecza maksymalnosci (V, S) 1 konczy dowdd. O

WNIOSEK 2.8. (Lipecki-Luzemburg-Schep). Jezeli G jest majoryzujgcq podkratg kraty
wektorowej E, to kazdy homomorfizm kratowy z G do porzedkowo zupeinej kraty wektoro-
wej postada rozszerzenie do homomorfizmu kratowego okreslonego na catej kracie E.

DowOD. Na mocy twierdzenia 2.7, ©(T) jest niepusty i posiada punkt ekstremalny
S. Z wniosku 2.6 wynika wiec, ze S jest réwniez homomorfizmem kratowym. U
3. Widmo homomorfizmu kratowego

Oznaczenie:

T={\eC:|\=1}

DEFINICJA 3.1. Niech A C C. Liczba zespolona a = |a|e? jest punktem cyklicznym
zbioru A, jezeli |ale*® € AV k € Z. Zbiér A jest cykliczny jezeli kazdy jego punkt jest
cykliczny.

OBSERWACJA 3.2. Kazda podgrupa I' jest zbiorem cyklicznym.

TWIERDZENIE 3.3. (Schaefer) Niech E bedzie M-przestrzeniq z jedynkg e, a T : E —
E operatorem Markowa. Wtedy zbior wartosci wltasnych

A={ el :3z€Ec:|z|=e, Tez= Az}
jest podgrupg T (a wiec zbiorem cyklicznym,).
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DowOD. Poniewaz Te = e, wiec 1 € A. Na mocy twierdzenia 3.12 (str. 30), moze-
my zalozy¢, ze E = C(Q) 1 Ec = C¢c(Q2) dla pewnej zwartej przestrzeni €2, przy czym
jedynka w E jest identyfikowana z funkcja identycznie réwng jeden na 2. Ponadto uzysku-
jemy identyfikacje E* = M(Q) 1 Ef = M(Q) 4+ iM(Q), gdzie M (Q2) oznacza L-przestrzen
wszystkich regularnych, skonczonych, rzeczywistych miar na €. Poniewaz T jest opera-
torem Markowa, wiec T* odwzorowuje regularne, borelowskie miary probabilistyczne w
regularne, borelowskie miary probabilistyczne.

Ustalmy w € Q i niech p, = T*6,. Zalézmy istnienie z € Cc(2) i A € I' takich, ze
|z| =11Tcz = Az. Wtedy

Az(w) = (Tez)(w) = 0u,(Tez) = (T70,)(2) = pw(z) = /de,u,

skad [oA71(z2(w))t2dp = 1. Poniewaz |A"!'(z(w))7'2(t)] = 1 dla t € Q, wiec
A z(w))r2(t) = 1Vt € supp p, czyli z(t) = Az(w) Vt € supp pe,.

Analogicznie, jezeli A; € T' spelia réwnanie Tez; = A1z dla pewnego z; € Cg(Q)
takiego, ze |z1| = 1, to z1(t) = Azi(w) Yt € supp py, skad z(t)z1(t) = A\iz(w)z(w)
Vt € supp j,. Zatem

A\ z(w)z1 (w) = /szl dity, = py(z21) = (T70,)(221) = 0u(Tc(221)) = (Te(z21)) (w).

Stad Tc(221) = AA1221, czyli A\ € A. Podobnie M2 (w) = [o Zdu, = (Te2)(w), co oznacza,
ze A€ Q, gdy A € Q. A wiec A jest podgrupa I O

WNIOSEK 3.4. Niech E bedzie kratg wektorowq, a T : E — E operatorem dodat-
nim posiadajgcym dodatni wektor wlasny u odpowiadajgcy wartoSci wlasnej r > 0 tzn.
Tu = ru. Jezeli T posiada inng warto$é wlasng postaci X = re® odpowiadajgcqg wektorowi
wlasnemu z € E¢ i spelniajgcemu réowno$é |z| = u, to X jest punktem cyklicznym widma
punktowego o,(T") operatora T

DowOD. Niech S = %T, wtedy Su = u. Zatem S : F, — F, jest operatorem Markowa
iz € (BE,)c. Poniewaz Sz = €2 i |2| = u, wiec z twierdzenia 3.3 wynika, ze e jest war-
toscig wlasng S dla k € Z. Zatem X = re? jest punktem cyklicznym widma punktowego
operatora 7T U

WNIOSEK 3.5. Widmo punktowe homomorfizmu kratowego jest cykliczne.

DowOD. Niech T : E — E bedzie homomorfizmem kratowym kraty Banacha E i
niech Tz = \z dla pewnego niezerowego z € F¢ i pewnej niezerowej A = e’ € C. Wtedy
z twierdzenia 1.9 otrzymujemy

Tlz| = |Tz| = [Az] = Al |z] = r|z].
Zatem, na mocy poprzedniego wniosku, re™*® € 0,(T) V k € Z. O

TWIERDZENIE 3.6. Niech X bedzie przestrzeniq Banacha, T : X — X operatorem
ograniczonym, a X = l(X)/co(X). wtedy T : X — X zdefiniowany nastepujgco

A

T([(x1,x2,...)]) == [(Txy, Ty, ...)]
jest operatorem ograniczony oraz |T|| = | T|| oraz o4(T) = 04(T) = 0,(T). Gdy X jest

A

kratg Banacha to X réwniez, gdy T jest homomorfizmem kratowym, to T réowniez.
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DowoD. - Cwiczenie. O

TWIERDZENIE 3.7. (Scheffold) Widmo homomorfizmu kratowego T : E — E, gdzie E
jest kratg Banacha, jest cykliczne.

~ A

DowOD. Na mocy twierdzenia 3.6 mamy réwnosé 0,(7") = 04(T), a cyklicznosé o, (T')
wynika z wniosku 3.5. Zatem wystarczy dowiesé, ze gdy A = |Me? € a,.(T), to |\ €
o(T) dla k € Z.

Niech A = |\ € 0,.(T). Wtedy A € 0,(T*) (¢wiczenie). Istnieje wigc wektor 2* €
Ef = E* 4+ 1E* spehiajacy rownos¢ Tz* = \z*. Stad

(A[127] = [X2"] = [T72%| < 727

Jezeli ustalimy Ao > r(T'), to znajdziemy ¢ € E*, ¢ > 0 takie, ze Ideal gltowny E}
generowany przez ¢ w E* jest niezmienniczy wzgledem T oraz |2*| € B} i [A¢ < T"¢ <
Xo¢ (éwiczenie). Z twierdzenia 5.2 (str. 35) wynika istnienie homomorfizmu T} : E(¢) —
E(¢) takiego, ze nastepujacy diagram jest przemienny:

* P *
(3.1) T*l JT;

* @ *

Z konstrukeji przestrzeni E(¢) i z faktu, ze T' jest homomorfizmem kratowym otrzymujemy
dla kazdego x € E:

ALzl = [Mo(lx]) < T ¢(|z]) = (T)x]) = o(|Tx]) = [[Tz]llo = [ Ts([z])llo-
Stad dla kazdego z € F(¢) mamy nieréwnosé
(3.2) AL Nzl < 11T (2) 6,

co oznacza, ze Ty jest operatorem ograniczonym z dotu.

Zauwazmy, ze jezeli 0 ¢ o(Ty), to Ty jest suriektywnym izomorfizmem kratowym i
poniewaz P jest izometrig kratowa, to T™ : E} — EJ jest rowniez izomorfizmem kratowym.
Poniewaz A\ € o,(T* E;)a wigc z wniosku 3.5 dla k € Z otrzymujemy

IAe™*? € o, (T*

5:) C 0y(T%) C o(T*) = o(T),

co oznacza, ze A jest punktem cyklicznym o (7).
Zatozmy teraz, ze 0 € 0(Ty). Z nieréwnosci (3.2) otrzymujemy inkluzje (¢wiczenie)

{neC:nl <A} Con(Ty),
a z (3.1) réwnos¢ o,(T%) = o,(T* E‘;), skad
{neC:nl <|A\} Co(Ty) Cop(T*) =0,(T"

gy) C op(T") C o(T7) = o(T).

A zatem koto o $rodku w zerze i promieniu |A| jest zawarte w o(7T'), co oznacza, ze \ jest
automatycznie punktem cyklicznym o(7'), co konczy dowdd twierdzenia. O

WNIOSEK 3.8. Widmo zachowujgcego przedziaty operatora dodatniego jest cykliczne.



3. WIDMO HOMOMORFIZMU KRATOWEGO 51

DowOD. Jezeli T : E — FE jest operatorem zachowujacym przedziaty, to T : E* —
E* jest homomorfizmem kratowym. Zatem, na mocy twierdzenia 3.7, zbior o(T) = o(T™)
jest cykliczny. U
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