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1. POJECIA WSTEPNE

1.1. Kwantyfikatory. Zwrot ,dla kazdego x” nazywamy kwantyfikatorem duzym i oznaczamy Y, (lac.
affirmo=potwierdzac¢). Zwrot ,jistnieje takie x, ze” nazywamy kwantyfikatorem matym i oznaczamy 3,
(tac. existo=istniec).

1.2. Zbiory. Dzialania na zbiorach. Zbiory oznaczamy najczesciej duzymi literami, np. A, B, C, za$
elementy zbioru — malymi literami. Jesli a jest elementem zbioru A, piszemy

a € A.
Jesli a nie jest elementem zbioru A, piszemy

a¢ A
Zbior nie posiadajacy zadnego elementu nazywamy zbiorem pustym i oznaczamy &. Méwimy, ze zbior A
jest podzbiorem zbioru B (lub zbior B zawiera zbiér A), co zapisujemy

AC B,
jesli kazdy element zbioru A jest elementem zbioru B. Relacja zawierania C nazywana jest tez inkluzjg.
Zauwazmy, ze A = B wtedy i tylko wtedy, gdy A C Bi B C A. Zapis A C B oznacza, ze A C Bi A # B.
Definicja 1.2.1. Dla dowolnych zbioréw A, B definiujemy ich sume mnogosciowg

AUB:={z:x€ Alubz € B},
iloczyn mnogosciowy lub cze$é wspdlng
ANB:={z:xc€Aizec B}

oraz roznice mnogosciowg

A\B:={x:xz€ Aix ¢ B}.

Bedziemy stosowaé nastepujace oznaczenia

N:={1,2,...} — zbidr liczb naturalnych;

o Z:={...,-2,-1,0,1,2,...} — zbior liczb calkowitych;
e Q:={%: p, qEZL, q# O} — zbior liczb wymiernych;
[ ]

q
R — zbidr liczb rzeczywistych. Formalna definicja wykracza poza material tego kursu. Pierwsze
aksjomatyczne definicje R pojawity sie w XIX wieku (Mérayﬂ (1869), Cantmﬂ (1871), Dedekincﬂ

(1872)).
Dla dowolnego zbioru A C R niech Ay :={zx € A: 2 >0} oraz A, :=={x € A:x # 0}.

Uwaga 1.2.2. Pomiedzy powyzszymi zbiorami zachodza naturalne inkluzje
NCZCQCR.

Ponadto, np. Z4 = {0,1,2,...}.

Definicja 1.2.3. Dla dowolnych a,b € R, a < b, definiujemy przedzialy

o domkniety [a,b] == {z € R:a <z < b},

e otwarty (a,b) :={r €eR:a <z < b},

o jednostronnie otwarte (a,b) :={x € R:a <x < b}, [a,b) :={z € R:a <z <b},

e nieograniczone (a,00) :={x € R:a <z}, (—o0,b) :={r €R:z < b} i(—00,00):=R.

Przyktad 1.2.4. Niech A = (0,2], B =[-1,2). Wtedy AUB =[-1,2], ANB =(0,2), A\ B={2} i
B\ A=[-1,0].

Zadanie 1.2.5. Wyznaczy¢ AUB, ANB, A\ BiB\ A, jesli

(1) A=R, B=R,

(2) A= QvB:®7
(3) A:ZaB:[Ovl}v
(4)A:( 17]-’B:{_1a1}a

1Hugues Charles Robert Méray (ur. 12 listopada 1835 w Chalon-sur-Sadne, Sadne-et-Loire, zm. 2 lutego 1911 w Dijon)
— matematyk francuski.

2Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (ur. 3 marca 1845 w Sankt Petersburgu, zm. 6 stycznia 1918 w sanatorium
w Halle) — matematyk niemiecki.

3Julius Wilhelm Richard Dedekind (ur. 6 pazdziernika 1831 w Brunszwiku, zm. 12 lutego 1916) — matematyk niemiecki.
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2. ELEMENTY ALGEBRY LINIOWEJ
2.1. Macierze. Dzialania na macierzach. Jednym z podstawowych poje¢ algebry sa macierze.

Definicja 2.1.1. Macierzq wymiaru m x n nazywamy prostokatna tablice liczb a;, € R ulozonych w
m wierszy i n kolumn.

a1,1 arz ... a1,n
_ o _ | az21 ag 2 .o as n
A =laji] = lajplj=1,...m = ’ ’
k=1,....,n
Am,1 am,2 e Am,n

Zbiér macierzy wymiaru m X n oznaczamy przez R™*". Liczbe a; i nazywamy elementem macierzy A
stojacym w wierszu j i kolumnie k. Jesli m = 1 (odp. n = 1) to macierz A nazywamy wierszowg (odp.
kolumnowg). Jesli m = n, to macierz nazywamy kwadratowg, a n — jej stopniem. Macierz ztozona z
samych zer oznaczamy przez 0 i nazywamy macierza, zerowq. Macierz kwadratowa zlozona z jedynek na
gltownej przekatnej i samych zer poza nig

1 0 0 0
0 1 0 0
o=t 0 -0 1t | €RTT
0O 0 ... 10
0O 0 ... 01
nazywamy macierzq jednostkowq stopnia n. Mowimy, ze macierze A = [a; ] € R™ " i B = [b; )] €
RP*? sg réwne (co zapisujemy A= B),jeslim=p,n=qiajr=0bjprdlaj=1,...,m k=1,...,n

Definicja 2.1.2. Jesli t € R, A = [a; %] € R™*™, to okreslamy iloczyn tA liczby t przez macierz A
wzorem
tA = [ta; ] € R™*™.

Przyklad 2.1.3.

SRR [ R e il R e

Definicja 2.1.4. Jesli A = [a; 1], B = [b 1] € R™*™, to okreslamy sume A + B macierzy A i B wzorem
A+ B :=[ajr +bji] € R™*",

za$ réznice A — B macierzy A i B wzorem A — B := A+ (—1)B.

Przyklad 2.1.5.

1 -2 1 =3 3 —6 2 -6 1 0
310 0f(—-2|-4 2|=10 0|—-|-8 4| =|8 —4
2 -1 0 1 6 -3 0 2 6 -5

Uwaga 2.1.6. Jesli 4,0 € R™*" to A+ 0 =0+ A = A (macierz zerowa jest elementem neutralnym
dodawania macierzy).

Zadanie 2.1.7. Obliczy¢

1 -2 1 6 1 -3
-2 (0 0 2|+4]0 —4 2], —B j }1]—2{8 _14 _23}
2 -1 4 2 0 1

Definicja 2.1.8. Jesli A = [a; ] € R™* B = [b; ;] € R®™, to okreslamy iloczyn AB macierzy A i B
wzorem
‘
AB = [cj ] € R™*", gdzie c¢jp = Zaj,ibi,k = aj1bik + ajobok + 0+ aj by
i=1
Przyktad 2.1.

13 4 1-1+2-2 1-34+2-0 1-442-1 5 3 6
{ }: 0-1+0-2 0-34+0-0 0-440-1{ =1({0 0 O
2-1+1-2 2-3+1-0 2-4+1-1 4 6 9
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Czasem wygodniej jest zapisywa¢ mnozenie macierzy nastepujaco

1 3 4 1 3 4

2 01 201]
1 2 ~ 1 215 3 6| -
0 0 0 0[]0 0 O
2 1 2 114 6 9

Dzieki temu od razu wiadomo, jakiego wymiaru bedzie iloczyn obu macierzy, a wyraz iloczynu jest
sumay iloczynéw po wspodlrzednych” wiersza i kolumny, na przecieciu ktorych stoi dany wyraz. Np. wyraz
c1,1 = 5, stojacy w pierwszym wierszu i pierwszej kolumnie iloczynu, ktéry stoi na przecieciu pierwszego
wiersza pierwszej macierzy i pierwszej kolumny drugiej macierzy, obliczamy wg powyzszego wzoru

11 = al,lbl,l +a172b271 =1-142-2=1+4=5.

Uwaga 2.1.10. Jesli A € R™*", to Al, =1,,A = A (macierz jednostkowa jest elementem neutralnym
mnozenia macierzy).

Zadanie 2.1.11. (1) Obliczy¢

1 -2 1][6 1 -3 L oo 11 6 1 —3\ |t
0 0 2[|0 -4 2|, o —1 4/~ lo 22 o 2|,
2 -1 4] [2 0 1 4
1 5
2 6
3[1234],—[1234]7
4 8

(2) Znalezé¢ dwie macierze A, B € R?*? takie, ze AB # BA.
(3) Znalezé niezerowe macierze A, B € R?*? takie, ze AB = 0. Czy mozliwe jest znalezienie niezerowej
macierzy A € R?*2 takiej, ze A% = 07?

Definicja 2.1.12. Jesli A = [a; 5] € R™*", to okreslamy macierz transponowang AT macierzy A wzorem
AT = [bj ] €R™™  gdzie bji=ap, j=1,...,n, k=1,...,m.

Uwaga 2.1.13. Zauwazmy, ze operacja transponowania polega na zamianie wierszy na kolumny, zas
kolumn na wiersze, przy czym kolejnosé wierszy i kolumn jest zachowana.

Przyklad 2.1.14.

T
é _02 _[1 0 2]
0 1 -2 0 -1
Zadanie 2.1.15. (1) Obliczy¢
1 -2 11" 6 1 -3]" L o N
2110 0 2| +4l0 —4 2 : (—{_1 4]+2{04 2D
2 -1 4 2 0 1

(2) Niech A=[1 2 3 4 5]. Obliczy¢ AAT, ATAi (ATA)T.
(3) Wyznaczy¢ wszystkie macierze A € R?*? takie, ze A = A7,
(4) Wyznaczy¢ wszystkie macierze A € R?*? takie, ze A = —AT.

2.2. Wyznaczniki. Macierze odwrotne. Kazdej macierzy kwadratowej A przyporzadkowujemy liczbe
zwang, wyznacznikiem, oznaczang det A lub |A|. Ponizej przedstawimy indukcyjna definicje tego pojecia.

Definicja 2.2.1. Niech A = [a, ;] € R**", gdzie n > 2. Podmacierzq odpowiadajgcq elementowi a;
nazywamy macierz powstalyg z A przez usuniecie wiersza j i kolumny k. Oznaczamy ja symbolem A; j.
Zauwazmy, ze Aj; € Rl—Dx(=1),
Definicja 2.2.2 (Indukcyjna definicja wyznacznika). Niech A = [a; ;] € R™*".
Jesli A = [a] € R1*, to przyjmujemy det A := a. Nastepnie, poczawszy od n = 2, dla kolejnych liczb
naturalnych powtarzamy nastepujace kroki
6



(I) definiujemy dopetnienie algebraiczne d;j, elementu a;j jako
djg = (1) det A; 1;
(IT) dowodzimy, ze suma
ajidj1 +ajodjs+ -+ ajndjn

nie zalezy od wyboru j =1,...,n;
(ITI) definiujemy wyznacznik macierzy A jako

det A:=a;j1dj1 + ajodjo+ -+ ajndjn,
gdzie j € N jest dowolna liczba, 1 < 7 < n.

Uwaga 2.2.3. (a) W praktyce, dla n = 2 powyzsza definicja sprowadza sie do nastepujacego wzoru

a b
c d‘adcb,
a dla n = 3 otrzymujemy wzor
a b c
d e f|=aei+dhc+ gbf —gec— ahf — dbi,
g h 1

zwany regutq Sarmsaﬁ Wzor ten tatwo zapamietaé dzieki ponizszemu schematowi (dopisujemy pod
macierza jej dwa piersze wiersze i bierzemy trzy iloczyny “gtéwnych” przekatnych z plusem oraz trzy
iloczyny "pozostalych” przekatnych z minusem)

(b) Wyznacznik macierzy kwadratowe]j zawierajacej wiersz lub kolumne ztozona z samych zer rowny jest
Zero.

(¢) Wyznacznik macierzy kwadratowej zawierajacej dwa identyczne wiersze lub dwie identyczne kolumny
réwny jest zero.

Przyklad 2.2.4. Stosujac powyzsze wzory otrzymujemy

1 -1
‘3 2‘—1~2—3-(—1)—2+3—5,
-1 0 3
2 -4 =2/=(-1)-(-4)-(-2)+2-1-343-0-(-2)
3 1 -2
-3 (-4)-3-1-(-2)-(-1)—(-2)-2-0
=-846+0+36—-2-0=32
Zadanie 2.2.5. Obliczy¢
. 1 2 1 0 0 1
5o fur 2ol P2 ol
1 0 1 300

Definicja 2.2.6. Minorem stopnia k macierzy A € R™*" gdzie k < min{m,n}, nazywamy wyznacznik
macierzy kwadratowej stopnia k otrzymanej z macierzy A przez wykreslenie m—k wierszy i n— k kolumn.

Definicja 2.2.7. Najwiekszy stopieni niezerowego minora niezerowej macierzy A € R™*" nazywamy

rzedem macierzy A i oznaczamy R(A). Ponadto, przyjmujemy R(0) := 0.

4Pierre Frédéric Sarrus (ur. 10 marca 1798 w Saint-Affrique, zm. 20 XI 1861) — matematyk francuski.
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Przyktad 2.2.8. Obliczymy rzedy macierzy

0 2 1

A:B :2 _21} B=|-2 2 0
-2 4 1

Poniewaz macierze A i B nie sa zerowe, wiec ich rzedy sa dodatnie. Z uwagi na wymiar macierzy A

wiemy, ze R(A) < 2. Zaczynamy zatem od obliczania minoréw stopnia 2 macierzy A (takich minorow
jest trzy). Wprawdzie

1 -2
’3 6l = 646 =0,
ale dla minora podmacierzy powstalej z macierzy A poprzez usuniecie srodkowej kolumny mamy
1 -1
‘3 2‘—2+3—57é0,

zatem R(A) = 2.
W przypadku macierzy B wiemy, ze R(B) < 3, zatem musimy zacza¢ od minora stopnia trzy (jest
tylko jeden taki minor — det B). Poniewaz

0 21
-2 2 0/=0-8+0+4-0+4=0,
-2 4 1

zatem wiemy juz, ze R(B) # 3, czyli R(B) < 2. Przystepujemy do obliczania minoréw stopnia 2 macierzy
B (takich minoréw jest dziewiec). Juz dla pierwszego minora, powstaltego z macierzy B poprzez usuniecie
trzeciego wiersza i trzeciej kolumny, mamy

‘ 0 2

9 2‘:0+4:47é0,

zatem R(B) = 2.

Zadanie 2.2.9. (1) Niech A € R3*3 B € R3** C € R%*5. Ile minoréw stopnia n € {1,2,...,5} maja
macierze A, B i C?
(2) Wyznaczy¢ rzedy macierzy

O P A B
5 0 4 2 0 -3 0 4 s o
0 2 1 0 2 1 3 3?,
-2 2 0, [-2 2 -1 0, || ;|-

3 40 5 3 4 0 3 0

Definicja 2.2.10. Niech A = [a; ;] € R"*", gdzie n > 2. Macierz AP := [d; ] € R"*", gdzie d;, jest
dopetnieniem algebraicznym elementu a; ;, nazywamy macierzq dopetniert algebraicznych macierzy A.

Przyktad 2.2.11. W przypadku n = 2 mamy
1 2)” (-1 (-] 4 -3
34 [(C1)PH2l (<R -2 1

(w powyzszym wzorze || oznacza wyznacznik, a nie warto$¢ bezwzgledna; warto zauwazy¢, ze czynniki
(—1)7** wystepujace w macierzy dopelnien algebraicznych tworza szachownice znakéow + i —, przy czym
znakiem w lewym gérnym rogu jest +), zas dla n = 3 otrzymujemy

2 00 |-2 0 [-2 2
0 2 11° 4 0 3 0 3 4 0 0 —14
2 1 01 0 2
-2 2 0| =|-— — =14 -3 6
3 4 0 4 0 30 3 4 o 9 4
2 11 |0 1 0 2
20 -2 0 [-2 2




Zadanie 2.2.12. (1) Obliczy¢

L g]P 1 2 117
vt 3
1 -1 0

(2) Wyznaczy¢ wszystkie macierze A € R2*2 takie, ze A = AP.
Definicja 2.2.13. Niech A € R"*™. Jedli istnieje macierz B € R™"*" taka, ze
BA=AB=1,,

to macierz A nazywamy odwracalng, za$ macierz B nazywamy macierzq odwrotng do A i oznaczamy
A1 .= B.

Uwaga 2.2.14. (a) Nie kazda macierz kwadratowa jest odwracalna (np. A = 0 nie jest odwracalna).
(b) Jesli macierz odwrotna istnieje, to jest jedyna.

Twierdzenie 2.2.15. Niech A € R"*". Macierz A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy gdy det A # 0.
Ponadto, jesli A~ istnieje, to

A—l — ﬁﬂh gdy'flzl ]
(A7) gdyn =2
Przyktad 2.2.16. Sprawdzié, czy macierze
0 2 1
A:E ﬂ B=1|-2 2 0
3 40
sa odwracalne, a jesli tak, to wyznaczy¢ macierze do nich odwrotne.

Poniewaz
detA=1-4—-2-3=-2+#0,
wiec macierz A jest odwracalna. Ponadto, dzieki Przyktadowi [2.2.11] mamy

ey = 7
cenls VR A

detB=0-84+0-6—-0—-0=—-14#0,
wiec takze macierz B jest odwracalna. Ponadto, dzieki Przyktadowi [2.2.11f mamy

skad

Poniewaz

0 4 =2
(BYT =10 -3 -2/,
-14 6 4
skad
— _2 1
B 1 0 4 2 0 7T
B =——|0 -3 -2(=1|0 =5 =
Wil 6 4 1 3D
- T T
Zadanie 2.2.17. (1) Czy macierze
cosz sinz cos 0 sinz L23 1 2 3
Cdinz cosz|’ —sinz 0 cosz|, 4 5 6], 15 6
0 1 1 7T 8 9

sa odwracalne? Jesli tak, wyznaczy¢ ich macierze odwrotne.
(2) Wyznaczy¢
-1

-1 |1 2 1
O
1 -1 0

(3) Wyznaczy¢ wszystkie odwracalne macierze A € R?*2 takie, ze A = AP,
9



2.3. Uklady réownan liniowych. Pokazemy teraz, jak pojecia macierzy, wyznacznika i rzedu wykorzy-
sta¢ do rozwigzywania uktadéw rownan liniowych.

Definicja 2.3.1. Uktadem m réwnar liniowych o n niewiadomych x1, ..., z, nazywamy

01,171 + a1 2T + -+ a1 Ty = by

a1 a2 9% st ag Ty, = b
2.1) 2,121 + G22T2 + + ag nTy 2

Am, 121 + Am, 222 + -+ Am,nln = bm

Dla powyzszego ukladu definiujemy

a1 ai2 ... QAin a1,1 ar2 ... Q1n by

as 1 as 2 a9 a1 az 2 as b2
A — s s ;N , U = s 5 ;M

Am1 Gm2 - Gmp Am1 Qm2 --- Gmp bm

Macierz A nazywamy macierzq gtéwng, zas U nazywamy macierzq uzupetniong ukladu (2.1)).
Rozwigzaniem uktadu (2.1) nazywamy kazdy uklad n liczb z1,...,2, € R spelniajacych rownania

(2.1).
Uktad réownan (2.1) nazywamy

(a) sprzecznym, jesli nie ma on rozwigzan,
(b) oznaczonym, jesli ma on dokladnie jedno rozwiazanie,
(¢) nieoznaczonym, jesli ma on nieskonczenie wiele rozwiazan.

Uwaga 2.3.2. Kazdy uktad postaci (2.1)) jest sprzeczny, oznaczony lub nieoznaczony. Ponadto,
R(A) < min{R(U),n} < min{m,n + 1}.
Twierdzenie 2.3.3 (Kroneckerﬂ»CapeHﬁ). Uktad Jjest
(a) sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy R(A) < R(U);
(b) oznaczony wtedy i tylko wtedy, gdy R(A) = R(U) = n;
(¢) nieoznaczony wtedy i tylko wtedy, gdy R(A) = R(U) < n.
Uwaga 2.3.4. Jesli uktad (2.1) nie jest sprzeczny, to istnieje liczba k € Z taka, ze k = R(A) = R(U).
Poniewaz k < min{m,n}, wiec
(i) pomijajac réwnania, ktorych wspolezynniki nie byty wykorzystane w obliczaniu rzedéw macierzy
AiU,
(ii) traktujac zmienne, ktorych wspolezynniki nie byty wykorzystane w obliczaniu rzedow macierzy A
i U jako parametry
otrzymujemy, na mocy Twierdzenia Kroneckera—Capellego, oznaczony uklad k réwnan liniowych z k
zmiennymi.
Twierdzenie 2.3.5 (Wzory Crameralz[). Jesli R(A) = R(U) = n =m, to jedynym rozwigzaniem uktadu

sq liczby
det Aj 1
T = , =1,...,
I7 et !
gdzie A; oznacza macierz powstatq z macierzy A przez zastgpienie w niej kolumny j przez kolumne
wyrazéw wolnych (tj. przez kolumne n + 1 macierzy U ).

n,

Przyklad 2.3.6. Rozwiaza¢ uklad réwnan

z+y+2=0
(2.2) 2e—y—2z=-3
r—y+2z2=0
W tym wypadku mamy
1 1 1 1 1 1 0
A=12 -1 -1}, U=1]2 -1 -1 =3
1 -1 1 1 -1 1 0

5Leopold Kronecker (ur. 7 XII 1823 w Legnicy, zm. 29 XII 1891 w Berlinie) — niemiecki matematyk.

6 Alfredo Capelli (ur. 5 VIII 1855 w Mediolanie, zm. 28 I 1910 w Neapolu) — wloski matematyk.

"Gabriel Cramer (ur. 31 VII 1704 w Genewie, zm. 4 I 1752 w Bagnols-sur-Céze) — szwajcarski matematyk i fizyk.
10



Poniewaz

11 1
Al=12 —1 —1|=-6#0,
1 -1 1

wiec R(A) = R(U) = 3. Poniewaz jest to uklad oznaczony i ,kwadratowy” (tzn. liczba réwnan réwna
jest liczbie zmiennych), mozemy stosowaé wzory Cramera. Latwo sprawdzamy, ze

0 1 1 1 0 1 1 1 0
As|=|-3 -1 —1|=6, |4,/=|2 -3 —1|=0, |[A.|]=|2 -1 —3|=—6,
0 -1 1 1 0 1 1 -1 0

skad wynika, ze © = —1, y = 0, z = 1 jest jedynym rozwiazaniem ukladu (2.2]).

Przyktad 2.3.7. Rozstrzygnaé, dla jakich wartosci parametru a € R uktad réwnan

T+y—2=3
(2.3) ar—y—2z2=23
day +22=0

jest oznaczony, nieoznaczony, sprzeczny, a nastepnie rozwiaza¢ uktad (2.3) dla a = 2 oraz dla a = 1.
Zauwazmy, ze dla macierzy gtownej uktadu A mamy

1 1 -1
Al =la -1 —2|=-2-4a*+8a—2a=—4a*+6a—2=-2(2a—1)(a—1),
0 4a 2

skad R(A) =3 dlaa € R\ {1,1} oraz R(A) = 2 dla a € {3, 1}, poniewaz lewy gérny minor jest rowny

1 1
a -1

|A’|:‘ ‘z—l—a;éo dlaa € {1,1}.

W szczegolnosei, dla macierzy uzupelionej U mamy R(U) = 3 dla a € R\ {4,1}. Dla a = 1 mamy
R(U) = 2, poniewaz kazdy z pozostalych trzech minoréw stopnia 3 macierzy

1 1 -1 3
U=1|1 -1 -2 3
0 4 2 0
jest zerowy
1 -1 3 1 -1 3 1 1 3
-1 -2 3=0, |1 -2 3|=0, (1 -1 3|=0.
4 2 0 0 2 0 0 4 0

Dla a = % mamy R(U) = 3, poniewaz usuwajac z U pierwsza kolumne otrzymamy minor

1 -1 3
-1 -2 3|=-6-6+12-6= —6.
2 2 0

Na mocy twierdzenia Kroneckera—Capellego uktad (2.3)) jest

(i) oznaczony dla a € R\ {%, 1},
(ii) nieoznaczony dla a =1,
1

(ili) sprzeczny dla a = 3.

Dla a = 2 uklad (2.3) jest oznaczony i ma postaé

r+y—2z2=3
(2.4) 2e—y—22=3
8y+22z=0
11



ktorego macierz glowna A ma wyznacznik réwny |A| = —6 oraz

3 1 -1
Az =13 -1 —2|=-6-—24+48—6=12,
0 8 2
1 3 -1
|Ay|=12 3 —2|=6-12=—6,
0 0 2
1 1 3
|A.] =2 -1 3| =48—24 =24,
0 8 0
skad jedynym rozwiazaniem ukladu (2.4) jest
— Al _ 12 _
o Il‘(‘ll o
yl — =6 _
Y= ‘|1:‘4|| - =6 1
A 24 _
Dla a = 1 uklad (2.3) jest nieoznaczony i ma postaé
T+y—2=3
(2.5) x—y—22=3
4y 42z =0.

Sprowadzamy go do ukladu oznaczonego usuwajac ostatnie rownanie i traktujac zmienng z jako parametr
(wynika to ze sposobu obliczenia powyzej rzedu macierzy A dla a = 1), tj.

=3
(2.6) T+y +z
T—y=3+2z.
Rozwiazemy uktad (3.4) wzorami Cramera. Poniewaz
T L S O
A= |=-1-1=-2
T I I - U P
‘Af”|_3—|—2z _1‘— 3—2—-3—-22=—-6-3z
|1 342 e
|Ay|71 3+2Z—3+22 3—z=z,

skad rozwiazanie uktadu (3.4) ma postaé¢

W konsekwencji, rozwigzaniem uktadu (4.1) jest kazda trojka liczb postaci

x::3+%z,
y:7%Z7
z€eR

Zadanie 2.3.8. (1) Rozwiazaé¢ uklady rownan

r+y+z=2
(a) S —x+2y+32=2
r—y—2=0

r+3y—4z =4
(b) ¢3x+2y—2z=1 |,
x—4y+T7z2=5
4z 4+ 5y — 62 =3
(¢) Ry—22=-1 ,
20 +3y—3z=2
12



—2x+3y—32=0
—xrx+4y—22=0

de—y=7
3x—|—y—14 ,
{x+2y+52—4

r+y+z+u=1
20 —y—z—u=1 "
x+y+z+u—0
(h) {3z +4y—224+u=0
dr+dy—2+2u=0
(2) Rozstrzygnaé, dla jakich wartosci parametru a € R uklad rownan
r+2y—2=9
(2.7) 2c+ay—2=9
3r—4y+2z=-5
jest oznaczony, nieoznaczony, sprzeczny, a nastepnie rozwiazaé¢ uktad dla a = 0.

Definicja 2.3.9. Jesli dla uktadu (2.1) zdefiniujemy dodatkowo macierze kolumnowe

T bl
X = €2 c RnX1, B = b2 c IRTn)(l7
In bm

zwane, odpowiednio, macierzq zmiennych oraz macierzq wyrazéw wolnych uktadu (2.1), to réwnanie
(2.8) AX =B
nazywamy réwnaniem macierzowym ukladu (2.1)).

Uwaga 2.3.10. Istotnie, zauwazmy, ze

a1l ai2 ... Qip T 1,11 + a12T2 + -+ a1 0Ty
a2 age ... agn To| | 2171+ ag22%2+ -+ a2nTy
AX = = ’
m,1 Am,2 .- Am,n Tn Am, 121 + Am 222 + -+ Am,nTn

wiec rownanie (2.8) ma postaé

01,171 + a12T2 + -+ + A1, Ty b1

2121 + a22%2 + -+ azpn®y | | b2
- b

Am, 121 + Um, 202 + -t ATy bm

jest zatem réwnowazne ukladowi rownan (2.1)).

Twierdzenie 2.3.11. Jesli dla uktadu m=mn oraz det A # 0, to

X=A"B.
Przyklad 2.3.12. Rozwiaza¢ rownanie macierzowe
1 1 1 x 0
2 -1 -1 |y|l=1|-3
1 -1 1 z 0
Fatwo wyliczamy, ze
-1 1 1
1 1 1 i 3 01
101
1 -1 1 5§ 73 2

13



101
x 3 3 0 0 -1
[t o0 1|3 =]0
z s —3 3]L0 1
Zadanie 2.3.13. Rozwigzaé¢ réwnania macierzowe
1 2 1) |« 1 1 0 0

T 0
0 3 4| |yl =|-2|, 0 1 -1| ]yl =10
1 -1 0] |2z 0 1 -1 1 z 0

14
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RYSUNEK 1. y = f(z). RYSUNEK 2. y = g(z).

3. FUNKCJE RZECZYWISTE ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ
3.1. Funkcje. Pojecia wstepne.

Definicja 3.1.1. Niech X C R bedzie dowolnym zbiorem niepustym. Funkcjqg f okreslong w zbiorze X
o wartoSciach rzeczywistych, ktéra oznaczamy
(3.1) f: X —R,
nazywamy przyporzadkowanie, ktére kazdej liczbie x € X przypisuje dokladnie jedna liczbe y € R
(piszemy f(x) =y lub N y). Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji f, a elementy dziedziny nazywamy
arqgumentami funkcji f. Dla dowolnego zbioru A C X zbior
f(A) :={y €R:Fpea: f(z) =y}

nazywamy obrazem zbioru A przez funkcje f. Zbior f(X) nazywamy obrazem funkcji f (lub zbiorem
wartoéci funkcji f), a jego elementy nazywamy wartosciami funkcji f. Wykresem funkcji (3.1)) nazywamy
zbidr

L(f):={(zy) eR*:z € X, y = f(a)}.
Przyklad 3.1.2. (a) Obrazem funkcji f(z) = 2%, z € R, jest zbior R, . Jej wykresem jest parabola

(Rysunek [I]).
(b) Obrazem funkcji g(x) = 2%, x < 0, jest zbior R . Jej wykresem jest lewe ramig paraboli (Rysunek.

Definicja 3.1.3. Funkcje f: X — R nazywamy roznowartosciowa, jesli f(x1) # f(z2) dla dowolnych
argumentow x1,ze € X, 1 # To.

Uwaga 3.1.4. Funkcja f : X — R jest roznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
argumentoéw x1, o € X zachodzi implikacja
f(z1) = f(z2) = 21 = 2o.
Przyklad 3.1.5. (a) Funkcja f(z) = 2%, € R, nie jest roznowartosciowa, bo f(—1) = f(1) (Rysu-
nek .
(b) Funkcja g(x) = 22, z < 0, jest réznowartosciowa, bo dla dowolnych 1,22 < 0, jedli g(x1) = 22 =
23 = g(x2), to |r1| = |22|, a poniewaz obie liczby sa niedodatnie, to maja ten sam znak, zatem
1 = x2 (Rysunek .
Uwaga 3.1.6. Jesli funkcje okreslamy wzorem nie podajac jej dziedziny, to zaktadamy, ze dziedzing, jest
zbioér tych argumentow, dla ktérych wzoér ma sens.
Przyktad 3.1.7. Dziedzina funkcji f(z) = v4 — 22 jest przedzial [—2,2]. Jej wykresem jest gorny
polokrag o srodku w punkcie (0,0) i promieniu 2 (Rysunek .

Uwaga 3.1.8. Niech f: X — R bedzie dowolna funkcja.
(a) Funkcja f jest roznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy kazda prosta pozioma przecina jej wykres
I(f) w co najwyzej jednym punkcie.
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(b)

N ¢
8

-9 (0]

RYSUNEK 3. f(z) = V4 — a2

Y Y
e—O
e—O
1 e—o 1
1 x 1 T
-
—O
—O

RYSUNEK 4. g(z) = |z]. RYSUNEK 5. h(z) = 1.

Obrazem funkcji f jest zbior tych punktow ¢ € R, dla ktérych prosta pozioma o réwnaniu y = ¢
przecina wykres I'(f) w co najmniej jednym punkcie.

Przyklad 3.1.9. (a) Funkcja f(z) = V4 — 22 nie jest roznowarto$ciowa, bo prosta o réwnaniu y = 1

przecina wykres funkeji w punktach (—+/3,1) i (v/3, 1), a jej zbiorem wartosci jest przedziat [0, 2], bo
prosta y = ¢ przecina wykres I'(f) w co najmniej jednym punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy 0 < ¢ < 2
(Rysunek [3)).

Funkcja g(z) = |x] := max{n € Z : n < z}, zwana cechg, nie jest roznowartosciowa, bo np. prosta
o rownaniu y = 1 przecina wykres I'(g) w punktach (a,1) dla 0 < a < 1, a zbiorem jej wartosci jest
Z, bo tylko proste o rownaniach y = k, k € Z, przecinaja wykres I'(g) (Rysunek .

Dziedzing funkeji h(z) = 1/x jest zbior R\ {0}, jest to takze jej zbior wartosci, a funkcja ta jest
roznowartosciowa, bo kazda prosta y = ¢, ¢ # 0, przecina wykres I'(h) w dokltadnie jednym punkcie,
za$ prosta y = 0 nie przecina wykresu I'(h) (Rysunek [5)).

Zadanie 3.1.10. (1) Dla ponizszych funkeji wyznaczy¢ dziedzing, zbior wartosci, narysowaé ich wykres

(2)

oraz sprawdzié, czy sa réznowartosciowe.

(a) f(z) =2 —[z],

(b) g(z) = |z,

(© h() =",

Sprawdzié, czy ponizsze funkcje sa roznowartosciowe
z+1

(@) fl) = T,

(b) g(z) =V,

16



RYSUNEK 6. f(z) = {z}.

1

@ i@ =4z BYTTO
1, gdy 2 =0
1

OFOER F
0, gdy =0

Definicja 3.1.11 (Funkcja monotoniczna). Funkcje f : X — R nazywamy

(a) rosngcq, jesli dla dowolnych argumentow x1 < zo mamy f(z1) < f(x2),

(b) malejgcq, jesli dla dowolnych argumentéow x; < xo mamy f(x1) > f(x2).

Funkcje rosnaca lub malejaca nazywamy funkcjg monotoniczng. Jesli w powyzszej definicji nieréwnosci
stabe zastapimy silnymi, to méwimy o funkcji, odpowiednio, silnie rosngcej, silnie malejgcej i silnie
monotonicznej. Jesli zbior X daje sie¢ podzieli¢ na pewng ilosé przedziatow, w ktoérych funkcja jest mo-
notoniczna, to dana funkcje nazywamy przedziatami monotoniczng.

Przyklad 3.1.12. (a) Funkcja stala jest rosnaca i malejaca, ale nie jest silnie rosnaca ani silnie malejaca.

(b) Funkcja f(x) = V4 — 2?2 jest silnie rosnaca w przedziale [—2, 0], silnie malejaca w przedziale [0, 2],
a wiec jest przedzialami silnie monotoniczna, natomiast w przedziale [—2, 2] nie jest monotoniczna
(Rysunek [3)).

(¢) Funkcja g(x) = |z] jest rosnaca, ale nie jest silnie rosnaca (Rysunek [)).

(d) Funkcja h(x) = 1/x jest przedzialami silnie malejaca (jest silnie malejaca w kazdym z przedziatow
(—00,0), (0,00)), ale nie jest silnie malejaca (Rysunek [)).

Zadanie 3.1.13. Sprawdzi¢ monotoniczno$¢ funkcji z Zadania [3.1.10 .

Definicja 3.1.14. Funkcje f : X — R, okreslona w takim zbiorze X, ze —x € X dla dowolnej liczby
z € X, nazywamy

(a) parzystq, jesli f(—z) = f(z) dla dowolnego x € X;

(b) nieparzystq, jesli f(—z) = —f(z) dla dowolnego = € X.

Przyklad 3.1.15. (a) Funkcja f(x) = 22 jest parzysta, bo f(—z) = (—x)? = 22 = f(z) dla dowolnego
x € R, ale nie jest nieparzysta, bo f(—1) =1# —1 = —f(1).

(b) Funkcja g(x) = 2® jest nieparzysta, bo g(—z) = (—z)® = —23 = —g(z) dla dowolnego = € R, ale nie
jest parzysta, bo g(—1) = =1 # 1 = g(1).

(¢) Funkcja h(xz) = x + 1 nie jest parzysta, bo h(—1) = 0 # 2 = h(1), ani nieparzysta, bo h(—1) = 0 #
—2=—h(1).

Zadanie 3.1.16. (1) Sprawdzi¢ parzystos¢ i nieparzystosé funkeji z Zadania

(2) Wykazac, ze kazda funkcje f: R — R mozna zapisa¢ jako sume funkcji parzystej i nieparzyste;j.

(3) Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f: R — R, ktore sa jednoczesnie parzyste i nieparzyste.

Definicja 3.1.17. Funkcje f : X — R nazywamy okresowg, jesli istnieje stata ¢ > 0 taka, ze z +c € X

oraz f(zx+c¢) = f(z) dla dowolnego z € X. Liczbe ¢ nazywamy okresem danej funkcji. Najmniejszy okres
(jesli istnieje) nazywamy okresem podstawowym danej funkcji.

Przyklad 3.1.18. (a) Funkcjastata f(x) = c jest funkcja okresowa, ktora nie ma okresu podstawowego.
Istotnie, kazda liczba dodatnia jest okresem funkcji stalej, a nie istnieje najmniejsza liczba dodatnia.

(b) Funkcja f(z) = {a} := © — |z], zwana mantysq, jest funkcja okresowa o okresie podstawowym 1
(Rysunek [G]).

Zadanie 3.1.19. Czy istnieje rozna od statej funkcja okresowa bez okresu podstawowego?

Definicja 3.1.20. Dla danych funkcji f: X — R, g : X — R okreslamy ich
17



(a) sume f+g: X — R, (f+g)(2):= f(z) +g(2),
(b) rdznice f —g: X — R, (f —g)(x) := f(z) — g(x),
(¢) iloczyn fg: X — R, (fg)(z) := f(x)g(x),

(d) dloraz f/g: X" — R, (f/g)(x) := f(x)/g(x), gdzie X" = {x € X : g(x) # 0}.

3.2. Wielomiany. Funkcje wymierne.

Definicja 3.2.1. Funkcje postaci

(3.2) flx) =ana™ + 12" P4+ aiz+ay, z€R,

gdzie ay, ...,ap9 € R, n € Z,, nazywamy wielomianem stopnia n lub krotko wielomianem. Jesli a,, # 0, to

liczbe n nazywamy stopniem wielomianu (3.2)). Miejsce zerowe wielomianu, czy liczbe p taka, ze f(p) =0,
nazywamy pierwiastkiem.

Uwaga 3.2.2. (a) Wielomian stopnia zero f(z) = ag jest funkcja stala. Wtedy nie zadamy, aby ag # 0.

(b) Wielomian stopnia pierwszego f(z) = ajx + ap nosi nazwe funkcji liniowej. Jego wykres jest linig
prosta.

(c) Wielomian stopnia drugiego f(z) = a22? + a1z + ag nosi nazwe funkcji kwadratowej lub tréjmianu
kwadratowego. Jego wykres jest parabola o wierzchotku

gdzie wyrazenie A := a? — 4asag nazywane jest wyréznikiem wielomianu f. Liczba jego pierwiastkow
zalezy od A.
(i) Jesli A < 0, to wielomian f nie ma pierwiastkow. Mowimy wtedy, ze wielomian f jest nieroz-

ktadalny.
(ii) Jesli A =0, to wielomian f ma jeden pierwiastek
p— a,l
To = 20,2 .

Mamy wtedy rozktad f(x) = az(x — 20)? i méwimy, Ze pierwiastek g jest krotnosci 2 albo
dwukrotny.
(iii) Jesli A > 0, to wielomian f ma dwa pierwiastki

—611—\/Z . —a; + VA

X = —— To 1=
2a2 ’

2&2
Mamy wtedy rozklad f(z) = as(x — z1)(z — x2).
(d) Kazdy wielomian rozktada sie na skoriczona ilo$¢ czynnikéw bedacych wielomianami pierwszego
stopnia badz nierozkladalnymi wielomianami drugiego stopnia, np.
f@)=2*+1=@+D@?-z+1), g)=z*+1=*+V22+1)(z? - V2z+1).
Przyklad 3.2.3. (a) Rozwiazaé¢ nieréwnosé 2% — 7z > 8. Réwnowaznie,
2?2 —Tx—8>0,

czyli (uzywajac wyroznika, lub wzorow Viete’a) (z—8)(x+1) > 0. Rozwiazujac graficznie otrzymana
nieréwnosé¢ (Rysunek [7) wnioskujemy, ze z € (—oo, —1) U (8, 00).
(b) W jakich przedzialach funkcja f(z) = (z + 1)(z — 2)(x — 3) jest
(i) dodatnia,
(ii) wieksza od 67
Bezposrednio z wykresu (Rysunek wnioskujemy, ze f(x) > 0dla —1 < 2 < 2 lub z > 3. Natomiast
nierownos¢ f(z) > 6 rownowazna jest

2z —2—V3)(x—2++v3) >0
skad = € (0,2 — v/3) U (2 + V3, 00) (Rysunek @)

Zadanie 3.2.4. (1) Rozwiaza¢ réwnania i nieréwnosci
(a) 2+ 12 —a,
2 =
(b) |z* + 5z | 6=0,
(c) |2 — 5| =1,
2 =
(d) 2t + 42® — 182 —122+9=20,
18



RYSUNEK 7. f(z) = (z — 8)(z + 1).

1/ 2 3

RYSUNEK 8. f(z) > 0.

0] 2—-v3 2+x/§/

RYSUNEK 9. f(z) > 6.

(e) x5—x4+x3—x2§o.

(2) W jakich przedziatach funkcja f(z) = (z +4)(z 4+ 1)(z — 1) jest
(a) ujemna,
(b) nie mniejsza od —47
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RYSUNEK 10.

Definicja 3.2.5. Funkcje

f(z) = ; x € {x e R:ws(x)#0},

gdzie w1, wo sa wielomianami, nazywamy funkcjg wymierng.
Uwaga 3.2.6. Funkcjami wymiernymi sa np.

1 z+1

x =y
Wykresem funkeji f jest hiperbola o asymptotach lezacych na osiach wspotrzednych (Rysunek .
Przykltad 3.2.7. (a) Rozwiaza¢ rownanie
1_a+1
x  a?2—4

Zauwazmy, ze x # 0 i x # £2. Réwnowaznie,

x+4
w3 —d4x
skad =z = —4.
(b) Rozwiaza¢ nieréwnosé
14 < 10 3
2 —-5rx+6 " 2—z
Zauwazmy, ze  # 2 i x # 3. Rownowaznie,
3(x—2/3)(x—1) <o

(x—2)(x—-3) ~
Poniewaz sgn(a/b) = sgn(ab), wiec rownowaznie mamy
3z—-2/3)(z—1)(x—2)(z—3) <0, x#2, z+#3,
skad (Rysunek [10), po uwzglednieniu zalozen, = € [2/3,1] U (2, 3).

Zadanie 3.2.8. Rozwiaza¢ rownania i nieréwnosci

1 > 1
3 =

8

)

[\
8

1
+

=
<
=
<

)

8

2
2
x—1|

AV

3
1
T+ 2
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Sinx

RYSUNEK 11. ZAOB = z (rad). RYSUNEK 12.

Yy ——ssinx
---COST
1
N\ il - /// /
A 7/
-7 P . \\\77 \ . o X

RYSUNEK 13. y =sinx, y = cosz.

3.3. Funkcje trygonometryczne.

Definicja 3.3.1. Miara tukowa kgta jest to miara kata wyrazona przez dlugosé tuku okregu jednost-
kowego (tzn. okregu o promieniu dtugosci 1) opartego na tym kacie. Jednostka tak zapisanego kata jest
radian (rad). (Rysunek [LT)).

Uwaga 3.3.2. Miara tukowa = kata majacego « stopni wyraza sie wzorem

T= —o
T180
W szczegolnoscei,
]oﬁ 0° | 30° | 45° | 60° 900\1800 270° | 360°
1 (1 1 [1 3
x 0 67r ZW §7T §7r T §7r 27

Definicja 3.3.3. Niech P bedzie punktem okregu jednostkowego srodku w punkcie (0,0). Jesli x jest
miarg tukowa kata skierowanego pomiedzy dodatnig poétosia OX a promieniem przechodzacym przez
punkt P, to sin x jest odcieta, a cos x — rzedng punktu P (Rysunek. Funkeje sin (odp. cos) nazywamy
sinusem (odp. cosinusem).

Uwaga 3.3.4. (a) Dziedzina funkcji sin i cos jest zbior R, zas ich zbiorem wartosci przedzialt [—1,1].
(b) Funkcje sin i cos sa okresowe, ich okresem podstawowym jest liczba 27, czyli

sin(z + 27) = sinz, cos(z + 27) = cos x.

(¢) Funkcja sin jest nieparzysta, tj. sin(—x) = — sin x, natomiast funkcja cos jest parzysta, tj. cos(—x)
cos .
(d) Funkcje sin i cos rozpatrywane w dowolnym przedziale ograniczonym sa przedzialami monotoniczne.
(e) Wykresy funkcji sin i cos przedstawiono na Rysunku
(f) Zachodza wzory
(i) sin®x +cos?x = 1,
(ii) sin(z £ y) =sinzcosy £ coszsiny (w szczegdlnosei, sin 2z = 2sin x cos ),
(iii) cos(x £y) = cosz cosy F sinxsiny (w szczegdlnosci, cos 2z = cos?
1—2sin?z).

2

r —sinz = 2cos’x — 1 =
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Y —— Y =CoST
o 1
¥y=3
5 1 1 5 T
—§7T —gﬂ' ng' gﬂ'
RYSUNEK 14. cosz = 3.
Y —— Yy =Cosz
-, 1V3
y==+%
T
11 7 1 11
—?ﬂ' —67'('—677 —gﬂ' 67(' Eﬂ- gﬂ' Fﬂ-

RYSUNEK 15. |cosx| > @

(g) Kwadrat, trojkat rownoboczny i symetria wykresoéw sinusa i kosinusa generuja nastepujaca tabele

111 3 1,
37T 27T T s T
Blilo <o

I
3

w

sinx || 0

coszx || 1 0O [—-1] 0 1

) lS

2
1
2

[N} N | =
B

Przyklad 3.3.5. (a) Rozwiaza¢ réwnanie sin 2z = sin z. Réwnowaznie,
sinz(2cosx — 1) =0,
czyli

1
sine =0 lub cosxzi,
skad (Rysunek [14))
1 1
x=km, lub x:§7r+2k7r lub .T:—§7T+2k‘71', keZ.

(b) Rozwiazaé¢ nieréwnosé 4 cos? z > 3. Réwnowaznie,

3 3
coszx > £ lub cosx < —i,
2 2
skad (Rysunek
1 1
r€ |—=m+kn,—n+kr|, keZ.

6 6
Zadanie 3.3.6. Rozwiaza¢ rownanie i nier6wnosé
(1) cos2x % COs T,
(2) cos2x % cosz — 1,

; ESP
(3) sinz = cosz.
Definicja 3.3.7. Funkcje
tgx = w, x€{x €R:cosz # 0},
cos x
22



RYSUNEK 16. y =tgax. RYSUNEK 17. y = ctgx.

nazywamy tangensem, zas funkcje

cos x ,
ctgr = ——, =z € {xreR:sinz #0},
sinx

nazywamy cotangensem.

Uwaga 3.3.8. (a) Funkcja tg okreslona jest w przedziatach

2 2
za$ funkcja ctg okreslona jest w przedzialach
(km,m+krm), k€Z.

(b) Wykresy funkcji tg i ctg przedstawiono na Rysunkach [16] 1
(c) Ich zbiorem wartosci jest zbior R.
(d) Funkcje tg i ctg sa okresowe. Ich okresem podstawowym jest liczba 7, tj.

1 1
(—77+k7r,77+k7r> , keZ,

tg(z + ) = tgz, ctg(z 4+ m) = ctg .
(e) Funkcje tg i ctg sa nieparzyste, tj.

tg(—z) = —tgu, ctg(—z) = —ctgx.
(f) Zachodzi zwiazek

1 T
tgr = —— k—, ke Z.
8T = o T # 50 k€

(g) Definicje oraz tabela wartosci sinusa i kosinusa generuja nastepujaca tabele

T 0 171' 17'1' 171' 171' s §7T 2
6 2 2
3
tgz || 0 % 1 [ V3l—]0|—1]o0
3
gz || — | V3] 1 g ol—]o0|—

Przyktad 3.3.9. Rozwiaza¢ nierownosé tg(2z — 1) < 1. Poniewaz

—g+k7r<2:v—1§£+k7r, keZ

(Rysunek , wiec

T cz< 1 n T

L L

2 -2 8
23
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RYSUNEK 18. tg(2z — 1) < 1.

lub, réwnowaznie,

1 = ™1l = s
- — — — =+ = — Z.
m€(2 4+k2’2+8+k2 , ke

Zadanie 3.3.10. Rozwiazac¢ rownania i nier6wnosé

(1)
(2)
3)

2,2
tgex § 3,
ctgx = tgx,
tg(2z +3) = V3.

Definicja 3.3.11. Funkcje sin, cos, tg i ctg nazywamy funkcjami trygonometrycznymi.

3.4. Funkcja potegowa. Funkcja wykladnicza. Dowodzi sie, ze w obrebie liczb rzeczywistych dobrze
zdefiniowane jest potegowanie

a?, a,peR, a>0.

Ponadto, dla dowolnych a,b,p,q € R, a,b > 0, zachodza zwiazki

(a)
(b

)
(©) (
(d)

a? >0, a’ =17 =1,

aPal = qPt4, — = g1,
a4l
(aP)I =aP, a7 P = —,
aP
a\? af
(ab)? = aPP, (f) = —.
b bp

Definicja 3.4.1. Niech p € R. Funkcje
(3.3) r— P, x>0,

nazywamy funkcjg potegowq.
Uwaga 3.4.2. (a) Jesli p € N, to funkcje 1.) okreslamy dla = € R wzorem 2P :=g - --- - .

(i)

WH
p razy

Jesli p € Z, p < 0, to funkcje (3.3) okreslamy dla x # 0 wzorem zP := mlp
Zwyczajowo dla n € N piszemy \/E = z'/" oraz \/z := ¥/x. Dodatkowo okreslamy /0 := 0.
2P > 0dlax > 0.
Dla p # 0 funkcja (3.3) jest roznowartosciowa (tj. 25 = 2§ wtedy i tylko wtedy, gdy z2 = z1).
Gdy p > 0, funkcja (3.3) jest silnie rosnaca (tj. =5 > 2§ wtedy i tylko wtedy, gdy =3 > 1) (por. Ry-
sunek .
Gdy p < 0, funkcja (3.3) jest silnie malejaca (tj. 25 < 2 wtedy i tylko wtedy, gdy za > z1)
(por. Rysunek .
Jesli p € Z jest liczba parzysta, to funkcja z dziedzing rozszerzona jak w uwagach @ lub (]ED
jest parzysta.
Jesli p € Z jest liczbg nieparzysta, to funkcja z dziedzing rozszerzong jak w uwagach @ lub
() jest nieparzysta.
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Y =2
- p=1
p=73
1 s 1
// T
1 1
RYSUNEK 19. z+— 2P, p € {2,1,1}. RYSUNEK 20. z— P, p € {-2,—1,—1}.

Przyklad 3.4.3. Rozwiaza¢ nieréwnoscé
Vr <z

Zauwazmy, ze aby pierwiastek mial sens, musi by¢ x > 0. Wtedy, podnoszac stronami nieré6wnos$¢ do
kwadratu (mozemy to zrobié, poniewaz obie strony nieréwnosci sa dodatnie), otrzymamy

r < z2.

Rownowaznie,

x(zx—1) >0,
skad = € (—o00,0] U [1,00), a po uwzglednieniu zalozenia, x € {0} U [1, 00).
Zadanie 3.4.4. Rozwiazaé¢ réwnania i nier6wnosci
1)z Va+1L
(2) Ye+1-Va+1Z0.
Definicja 3.4.5. Niech a > 0, a # 1. Funkcje
(3.4) r—a”, z€eR,
nazywamy funkcjg wyktadniczq.

Uwaga 3.4.6. (a) Funkcja (3.4) jest réznowartosciowa (tj. a®2 = a®* wtedy i tylko wtedy, gdy xo = x1).
(b) Gdy a > 1, funkcja (3.4) jest silnie rosnaca (tj. a® > a** wtedy i tylko wtedy, gdy z2 > 1)

(por. Rysunek .
(¢) Gdy a < 1, funkcja (3.4) jest silnie malejaca (tj. a*? < a® wtedy i tylko wtedy, gdy zo > 1)

(por. Rysunek [22).

Przyktad 3.4.7. (a) Rozwiaza¢ rownanie
V2416 =102V,
Zauwazmy, ze liczba pod pierwiastkiem musi by¢ nieujemna, tzn. x — 2 > 0, skad x > 2. Poniewaz
Yvr=2 — (22)m = (2m)2, wice podstawiajac t = 2V2~2 otrzymamy
t2 416 = 10t,
czyli
t2 — 10t + 16 = 0,
skad t = 2 lub ¢t = 8, czyli, podstawiajac z powrotem za t wyrazenie V=2 otrzymamy
Vo2 =9 =9! ub 2V¥2=8=12%
W konsekwencji, v/ —2 = 1 lub v/x — 2 = 3, skad = 3 lub # = 11 (uwzgledniamy oba rozwiazania,

bo oba leza w dziedzinie réwnania, tj. = > 2).
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a K
j z
RYSuUNEK 21. y =a”, a > 1. RYSUNEK 22. y =a”, a < 1.

(b) Rozwigzac nieréwnosé
25015 — 471 > 0.
Zauwazmy, ze mozna ja réwnowaznie zapisa¢ jako
231-1—5 > 2217—2
Dzielac powyzsza nieréwnosé stronami przez dodatnig liczbe 2215 otrzymamy
23$+5—2x—5 > 229:—2—2w—5
lub, réwnowaznie, 2% > 277, skad = > —7.

Zadanie 3.4.8. Rozwiazaé¢ réwnania i nier6wnosci

maz(h)

A" 21\ = 2
@ ;) (F) =5
(3) (2% -6z +9)" = 1,

xr x $>
(4) 8 1}—18 —2.127 =
(5) =

9r —1 <1201

3.5. Funkcja logarytmiczna. Dowodzi sie, ze rownanie a* = b dla dowolnych a,b > 0, a # 1, ma
doktadnie jedno rozwiazanie wzgledem x, ktoére oznaczamy przez

log, b

i nazywamy logarytmem liczby b o podstawie a. Zwyczajowo piszemy log b := log,, b i nazywamy logaryt-
mem dziesietnym. Zauwazmy, ze

a®* =b<=xz=log,b, a,b>0, az#l.

W szczegolnosci, dla dowolnych a, b, ¢ > 0, a # 1, z € R, zachodza zwiazki
(a) log,1=0, log,a=1,
(b) log, a® =z, a'°8«b =,

)

)

(c

(d) log, b* = zlog, b, log, b=

b
log,, bc = log, b+ log, ¢, log, - = log, b — log, c,
c

log,.b c£1.

log, a’
Definicja 3.5.1. Niech a > 01 a # 1. Funkcje

C

(3.5) x+—log,z, x>0,

nazywamy funkcjg logarytmiczng.
26



RYSUNEK 23. y =log, x, a > 1. RYSUNEK 24. y =log, x, a < 1.

Uwaga 3.5.2. (a) Funkcja (3.5) jest roznowartosciowa (tj. log, z2 = log, z1 wtedy i tylko wtedy, gdy
To = x1).
(b) Gdy a > 1, funkcja (3.5)) jest silnie rosnaca (tj. log, x2 > log, x1 wtedy i tylko wtedy, gdy z2 > x1)

(por. Rysunek [23).
(¢) Gdy a < 1, funkcja (3.5)) jest silnie malejaca (tj. log, z2 < log, 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x2 > x1)

(por. Rysunek .

Przyktad 3.5.3. (a) Rozwiaza¢ rownanie
(3.6) log(log z) + log(log z? — 1) = 1.

Zauwazmy, ze powyzsze wyrazenia maja sens, jesli
(i) z >0,
(ii) logx > 0,
(iii) logz? —1 > 0.
Zauwazmy, ze (ii) jest rownowazne logz > log 1, skad x > 1, za$ (iil) mozemy zapisa¢ jako
log z® > 1 =1log 10,

skad 2 > 10, czyli * > /10 lub & < —+/10. Biorac koniunkcje warunkéow (i)—(iii) otrzymamy
z > /10.

Podstawiajac t = logz i uwzgledniajac rownoséé logx? = 2logz otrzymamy réwnanie (3.6) w
postaci

logt+log(2t —1) =1
lub, réwnowaznie,
log(t(2t — 1)) =1 = log 10,
skad
2t —t —10 = 0.

Stad t = 5/2 lub t = —2, czyli

5
logz = 5= log10°/2 lub logz = —2 = log 10~ 2.

W konsekwencji,

1
r=10"2=100v/10 lub z=10"2= 00"

Po uwzglednieniu zalozeri, z = 1001/10 jest jedynym rozwigzaniem réwnania (3.6).
(b) Rozwigzac nieréwnosé

log? z+1 2—log z°
2 25
3.7 - — .
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Zauwazmy, ze x > 0. Réwnowaznie nieréwnosé (3.7) mozemy zapisaé jako

2 log2:1:+1> 9 —2(2—3log )
5 5) '

Podstawiajac t = log x otrzymamy
9 t2+1 . 9\ 6t—4
5 5 ’

2 4+1 < 6t—4,
skad 12 — 6t +5 < 0, czyli 1 < t < 5. W konsekwencji,
log10 = log 10! =1 < logz < 5 = log 10° = log 100 000,

Rownowaznie,

czyli 10 < z < 100000. Zatozenia w tym przypadku nie wplywaja na ostateczne rozwiazanie.

Zadanie 3.5.4. Rozwiazac¢ rownania i nieréwnosci

(1) log, iii_i) —logy 5 % 0,
22— 22\ =
(2) logs <10g8 33—3) =0,

(4) log, 5v/5 — % log2 /5,
(5) logy(z + 14) + logy(z +2) Z 6.

>
5
4

3.6. Zlozenie funkcji i funkcje i odwrotne.

Definicja 3.6.1 (Zlozenie funkcji). Niech X,Y C R beda dowolnymi niepustymi zbiorami. Niech beda
dane funkcje

(3.8) f: X —R, g:Y — R,
takie, ze f(X) C Y. Funkcje go f : X — R okreslong wzorem

(3.9) (g0 f)(x) :=g(f(x)), zeX,
nazywamy funkcjg ztozong lub ztozZeniem funkcji (3.8). Funkcje f nazywamy funkcja wewnetrzng, a g —
funkeja zewnetrzng ztozenia (3.9)).

Przyklad 3.6.2. (a) h(z) = 4 — 22 jest zlozeniem funkcji g(y) = \/y i f(z) =4 — 22, tzn. h=go f.
(b) h(z) = a®*~3 jest ztozeniem funkcji g(y) = a¥ i f(x) =2z — 3, tzn. h=go f.
(¢) Wyznaczyé fo f, fog, go f1gog oraz dziedziny tych funkcji (tj. maksymalny (ze wzgledu na
inkluzje) podzbior liczb, dla ktorych dany wzor ma sens), jesli
1

f(z) =sinz, g(z)= e

Zauwazmy, ze dziedzing funkcji f jest zbior R, zas funkeji g — zbior R\ {0}.
(i) (fo f)(z)= f(sinz) =sinsinz, x € R.
1 1
. Y 0.
@) (foao) = (5 ) =sing, o
1
= g(si = — kr, k € Z.
@) 02 )(e) = gtins) = oz b b
() (o)) =g (3 ) =1 == 2 R\ (0}
Zadanie 3.6.3. (1) Wyznaczy¢ fo f, fog, go figo g oraz dziedziny tych funkcji, jesli
(a) f(z)=2% g(z) =z,
(b) f(z) =logzz, g(x) = tfgf
x
(©) f(e) = 302, gla) = 222,
(2) Zapisac, jako ztozenie dwoch lub wiecej funkcji, nastepujace funkcje zlozone

(a) f(z) =logvx+1,

28



y y:IQ y y:x?)//
1t _Fy=+~
y=va )01 &
1 [ y=-vV-r_f
210 1 T ,’/
RYSUNEK 25. y = 22, y = /2. RYSUNEK 26. y = 23, y = +/=Ex.
sinz +1
b =
(b) f(z) 2 —sinz’
(¢) f(z)=sin?(2z% — 1),
(d) fla) = 2%"+2,
(e) f(x) =logscos(2z — 3).

Definicja 3.6.4 (Funkcja odwrotna). Niech funkcja
(3.10) fiX— f(X)CR

bedzie funkcja réznowartosciowa. Wtedy kazdemu elementowi y € f(X) odpowiada dokltadnie jeden
element = € X taki, ze f(z) = y. To odwzorowanie zbioru f(X) na zbior X nazywamy funkcjg odwrotng

wzgledem funkcji (3.10) i zapisujemy
(3.11) FEX) X b 2= fly), ye f(X).
Uwaga 3.6.5. Funkcja odwrotna wzgledem funkeji (3.11)) jest funkcja (3.10).

Twierdzenie 3.6.6. Kazda funkcja f silnie rosngca (lub silnie malejgca) w zbiorze X jest réznowarto-
Sciowa. W szczegdlnosci, ma funkcje odwrotng okreslong w zbiorze f(X).

Przyklad 3.6.7. (a) Funkcja f(z) = 2™ dla n € N jest silnie rosnaca w przedziale [0, 00) i przybiera
wszystkie wartosci nieujemne; funkcja wzgledem niej odwrotna jest f~1(z) = /z dla z > 0. Istotnie,
jeslix >0, toy = f(z) = 2™ >0, skad

T = 3y,

zatem f~1(y) = /Y, y > 0, lub, réwnowaznie, f~!(z) = {/z, * > 0 (do oznaczenia zmienne;
mozemy uzy¢ dowolnego symbolu (np. a, b, ¢, itd.), ktory nie prowadzi do kolizji oznaczen — w tym
przypadku niedozwolone sa symbole f i n). Na Rysunku [25| przedstawiono sytuacje dla n = 2.

(b) Gdy n jest nieparzyste, funkcja f(x) = a™ jest silnie rosnaca w przedziale (—oo,00) i przybiera
wszystkie wartosci rzeczywiste; funkcja do niej odwrotna to

_ Yo, gdyx>0
Fla) =4
——z, gdyx<0
Istotnie, dla > 0 rozumujemy jak w poprzednim przyktadzie. Jesli z < 0, to y = f(z) = 2™ < 0
(bo n jest nieparzyste), skad —y = —z™ = (—z)™ > 0 oraz —z > 0, czyli
—x = {L/jya
skad f~1(y) = = — {/—y dla y < 0. Na Rysunku [26| przedstawiono sytuacje dla n = 3.
(¢) Funkcja f(x) = a®, gdzie a > 1, jest silnie rosnaca i dodatnia w R i przybiera wszystkie wartosci
dodatnie; funkcja odwrotng jest f~!(z) = log, , > 0 (por. Rysunki i.
Zadanie 3.6.8. Wyznaczy¢ funkcje odwrotne fo funkcji
(1) f(z)=22+1,2 <0,
(2) f(z)=loggz(x —1)+3, x> 1,



o=

: 2™
-1 1
—am | | 1 :
RYSUNEK 27. y = arcsinz. RYSUNEK 28. y = arccosz.
Y )
L T

RYSUNEK 29. y = arctgzx. RyYSuNEK 30. y = arcctga.

(3) f(z)=2V* z>0.

Uwaga 3.6.9. Niech f bedzie funkcja posiadajaca funkcje odwrotng. Jesli dziedziny obu tych funkcji
umiescimy w prostokatnym ukladzie wspotrzednych na jednej osi (np. osi x), to wykresy I'(f) i T'(f~1)
beda wzajemnie symetryczne w symetrii wzgledem prostej y = x (por. Rysunki [25| i .

3.7. Funkcje cyklometryczne. Funkcje trygonometryczne
(3.12) sin, o8, tg, ctg

sg silnie monotoniczne odpowiednio w przedziatach

o1 23 e (3D o

przy czym funkcje sin i tg sa silnie rosnace, a cos i ctg — silnie malejace. Wobec tego istnieja funkcje
wzgledem nich odwrotne.

Definicja 3.7.1. Funkcje odwrotne wzgledem funkcji (3.12) zawezonych odpowiednio do przedziatow
(3-13) nazywamy funkcjami cyklometrycznymi lub (kotowymsi) i oznaczamy je odpowiednio

(3.14) arcsin, arc cos, arctg, arcctg.

Uwaga 3.7.2. (a) Wartosci dwoch pierwszych funkcji wypelniaja przedzial [—1,1], a dwoch
ostatnich — przedzial (—oo, +00), zatem funkcje cyklometryczne sa okres$lone odpowiednio
na przedziatach

[—1,1], [-1,1], (—00, +00), (—00, +00) .

(b) Wykresy funkcji cyklometrycznych przedstawiaja Rysunki Mozna je otrzymaé z odpowiednich

wykresé6w na Rysunkach przez ich obrét o 180° dokota dwusiecznej y = x.

Uwaga 3.7.3. Zgodnie z definicja,
(3.15) arcsinr =y <= siny=xiy¢€ [_g’g]
30



Podobnie mozna okresli¢ pozostate funckje cyklometryczne.

Przyklad 3.7.4. (a) Zauwazmy, ze, dzieki (3.15)),

arcsinlzI bosinzzli—z<ﬁ<z.
2 6’ 6 2 276 2
Podobnie,
arc cos <—\}§) :%’R’, bo cos%wz—\% iogzwgw.
Na tej samej zasadzie
5 5 . 5
arcctg(—V3) = g™ bo ctg 6T= " 3i0< gT <™

(b) Wykazemy, ze
arcsinz + arccosx = g, x € [-1,1].
Istotnie, ustalmy = € [—1, 1] i oznaczmy « := arcsinz, 8 := arccos . Wtedy

s m ™
— < - —B<—.
553 P53

U 0
——<a< =

— )

0<pB<m skad
Ponadto,
sin (g —ﬁ) = singcosﬂ —cosgsinﬁ =cosf =x =sinq,
skad, dzieki réznowartosciowosei funkeji sin w przedziale [—m/2, 7/2], wnioskujemy, ze
a:g—ﬁ, czyli a—i—B:g,
co bylo do okazania.

Zadanie 3.7.5. (1) Obliczy¢

3 1
arc sin (—?) , arccos <—2> . arctg V3, arcctg(—1).

(2) Wykaza¢ nastepujace zwiazki
(a) arctgz + arcctgr = g, x € [-1,1];

1
) arcctgx = arctg —, = > 0;
x

(b
1
(¢) arcctge =7+ arctg —, x < 0;
x
(d) arctgl+ arctg2 + arctg3 = 7.
3.8. Ciagi. Granica ciagu.

Definicja 3.8.1. Cigg jest to funkcja f : N — R. Wartos$¢ f(n) dla argumentu n nazywamy n-tym
wyrazem ciggu 1 oznaczamy przez a,, zas$ sam ciag przez (a,) lub (a,)22; lub (ay)nen. Liczbe

Spi=a1+---+an
nazywamy sumg n poczgtkowych wyrazéw ciggu liczbowego (ay,).

Przyklad 3.8.2. (a) Ciag (1/n) nazywamy ciggiem harmonicznym.

(b) Ciag (n) nazywamy ciggiem naturalnym.

) Ciag ((—1)") jest przykladem ciagu naprzemiennego.

) Ciag (a+ (n — 1)d), a,d € R, nazywamy ciggiem arytmetycznym o réznicy d.
) Ciag (ag™ 1), a,q € R, nazywamy ciggiem geometrycznym o ilorazie q.

) Ciag (a,) okreslony rekurencyjnie

ap =0, a; =1, p = Qp_1+ap_2, N 2=>2,

nazywamy ciqgiem Fibonacciegoﬁ Ciag ten pojawia sie w wielu modelach przyrodniczych, np. w
ydrzewie pszczol”. Rozwazmy rodowod samca pszczoly. Kazdy samiec (znany takze jako truten) jest
splodzony bezplciowo z samicy (znanej rowniez jako krolowa). Jednak kazda samica ma dwoje rodzi-
cow, samca i samice. Trutenn ma jednego dziadka i jedna babke, jednego pradziadka i dwie prababki.

8Fibonacci (Leonardo z Pizy; ur. okoto 1175 r., zm. 1250 r.) — wloski matematyk. Znany jako: Leonardo Fibonacci,
Filius Bonacci (syn Bonacciego), Leonardo Pisano (z Pizy).
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Ma dwoch prapradziadkow i trzy praprababki. W ogo6lnosci, tatwo sprawdzié przez indukcje, ze w
n-tym pokoleniu (pierwsze pokolenie to pokolenie rodzicow, drugie pokolenie to pokolenie dziadkéow,
itd.) ma doktadnie a,,_1 przodkow bedacych samcami i a,, przodkow bedacych samicami, czyli a,41
przodkoéw tacznie. Dla poréwnania, cztowiek w n-tym pokoleniu ma 2" przodkéw lacznie.

Twierdzenie 3.8.3. Niech (a,) bedzie ciggiem arytmetycznym o rdéznicy d. Wtedy

2 —1)d
Sn:—a1+(2n )n7

Twierdzenie 3.8.4. Niech (a,) bedzie ciggiem geometrycznym o ilorazie q. Wtedy

nai, gdy g=1
S’n,: a 1—g" d #1 s n € N.
1 1—q gay q

n € N.

Definicja 3.8.5 (Granica ciggu). Mowimy, ze ciag (a,,) ma granice g € R, jesli

Veso0 ElnoeN vn>n0 |an - g| <eg
(wyrazy a, ze wzrostem wskaznika n zblizaja sie do liczby g, tj. w kazdym otoczeniu (g — €, g + ¢) leza
prawie wszystkie (czyli wszystkie poza skoriczona iloScia) wyrazy ciagu), co zapisujemy

an — g gdy n — o0 lub lim a, =g.

n—oo
Czasem dla wygody piszemy a,, — g lub lima, = g. Ciag, ktéry ma granice, nazywamy rozbieznym.
Ciag, ktory nie jest zbiezny, nazywamy rozbieznym.

Przyklad 3.8.6. (a) 1 — 0. Podobnie, -1 — 0

(b) 3+ 2 — 3, bo w kazdym przedziale (3 —¢,3 + ¢) leza prawie wszystkie wyrazy ciagu.

(¢) ¢ — ¢, bo w kazdym przedziale (¢ — e, c+¢) leza wszystkie (bez wyjatku) wyrazy ciagu stalego (c).

(d) Ciag ((—1)™) jest rozbiezny, bo w zadnym przedziale dtugosci mniejszej niz 2 nie moga leze¢ prawie
wszystkie wyrazy ciagu.

Twierdzenie 3.8.7. Jesli a,, — a i b, — b, gdzie a,b € R, to
(a) an £b, — a £,

(b) anb, — ab,

(c) jesli dodatkowo b, # 0 # b, n € N, to a,/b, — a/b.

1
Przyklad 3.8.8. (a) Poniewaz ¢ — ¢ i — — 0, wiec £ — ¢+ 0 = 0. Podobnie, — — 0, bo
n n n
1 11 1
— =—-——0-0=0. Ogolnie, — — 0 dla k € N.
n? n n nk

371
(b) 5+ = —— —5+0-0=5.
n n

Mm-7 2 m—7 2-7/n
(©) 3,77 — 3P
(d)

7 1
= 2———2i34+— — 3.
0 3 3+1/n oraz n ! +n

3> —n+4  3-1/n?+4/nd 3
= — -,
5n3 — 2n 5—2/n? 5

Definicja 3.8.9 (Granica niewlasciwa ciagu). Moéwimy, ze ciag (a,) ma granice niewtasciwg oo (odp.
—00), jesli

VMGR H”OGN Vn>no Ay > M
(Odp- vME]R ElngEN vn>no an < _M)

(wyrazy a, ze wzrostem wskaznika n zblizaja sie do oo (odp. —00)), co zapisujemy

an — o0 gdy n — o0 lub lim a, = o
n—oo
(odp. a,, — —o0 gdy n — oo lub lim a, = —o0).
n—oo

Czasem dla wygody piszemy a,, — o0 lub lima,, = +o0.

Przyklad 3.8.10. (a) n — +o0, 2" — +00, n? —n — +00.
(b) —n — —00, n — n? — +o0.
(c¢) Ciagli majace granice —oo lub 400 zaliczamy do rozbieznych. Ciag rozbiezny, ktory nie ma granicy
niewlasciwej —oo ani +o00, nazywamy oscylujgcym. Ciagami takimi sg np. ((—1)"), ((—2)").
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Twierdzenie 3.8.11. (a) Jesli k € N, to {/n — oo, gdy n — oo.
(b) Jeslia >0, to n® — oo, jesli a <0, to n* — 0, gdy n — oo.
(c) Jeslia > 1, toa™ — o0, jesli —1 < a <1, toa™ — 0, gdy n — oo.

Definicja 3.8.12. Rozszerzonym systemem liczb rzeczywistych nazywamy zbiér R U {—oo, 00}. Zacho-
wujac naturalny porzadek w zbiorze R przyjmujemy

—oo <z <oo, z€R.

Uwaga 3.8.13. (a) Przyjmujemy nastepujaca konwencje

(i) jesliz eR,tox+ 0 =00+2 =00, —00 = —00 + & = —00, /00 = z/(—00) = 0;
(ii) jesSliz > 0,to x-c0o =00 -2 =00, T - (—00) = (—00) - & = —00;

(iii) jesliz < 0, to - 00 =00 - = —00, x - (—00) = (—00) - & = 00;

(iv) 0000 = (—00)+ (—00) = 00; 00+ (—00) = (—00) - 00 = —00.

(b) Operacje oo — 00, —00 + 00, 0 - (£00), (£o0) - 0, £00/00 oraz 0/0 nie sa okreslone.

Przyklad 3.8.14. (a) n? — oo.
(b) 2" — 0.

(¢) /n — 0.

Twierdzenie 3.8.15. Jesli a,, — a i b, — b, gdzie a,b € RU{—o00, 0}, to

(a) an, £b, — atb,

(b) anb, — ab,

(c) jesli dodatkowo b, # 0, n € N, to a,/b, — a/b,

o ile tylko dziatania a £ b, ab i a/b sq okreslone. Ponadto, jesli b, — 0 i b, > 0, to 1/b, — +o0.

s , 1 10 1

Przyklad 3.8.16. (a) n° —n"+10n—1=n"(1- -+ — — —

n n? n

(b) Ogolnie, jesli a, # 0, to apn? + ap—1n? "'+ -+ +a;n + ag — sgn(ay)oo.
2n* —1  2n—1/n

>:oo-(1—0—|—0—0)=oo.

© ST =T ™
1 1 1 1
d = - = — 0.
(@) n?2—=3n5 n®(1/n3-3) n®1l/n3-3 -
0, gdy p<gq
Q.
. apnp+ap_1np*1—|—~-+a1n+ao £ gdy p=gq
(e) Ogodlnie, jesli a, # 0 # by, to b + by T+ -+ bin + bo — 4 by . .
sgn( p>oo, gdy p>q
q
VnF1+yn 1
f) vin+1— =(Vn+1l-—+vn = — 0.
() v vin=(v (Rhvren v by s e
® A"+ 5" (4/3)" + (5/3)"
8 3nyon T 14 (2/3)n
4m — 5" (4/3)" — (5/3)"  (5/3)"((4/5)" — 1
(h) _ @) =63 (5/3)"((4/5) )_>_OO.
3n 20 1+ (2/3)n 1+ (2/3)n
Zadanie 3.8.17. Obliczy¢ granice ciagow
3 10
1) lim = - —
O ™
. n—10
@ b5
(3) lim (n® — 3n? + 10n — 120),
n—oo
(4) lim (1 —n+2n? — 3n3 +4n* — 5n°),
n—oo
4dn — 3
5) I
(5) nLH§o6_35n’
2n° —4n —1
lim ——————
(6) lim - 30—
) (2n—1)
7)1
(7) Jim (4n —1)(3n+2)’
2 _
(8) lim (G222,
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li -
(9) Jim 8n 415
1—n
10 b T
. 1—n?
() lim m—
24506
(12) lim M7n7

n—oo nt 4+ 5n22— 6
3
(13) lim @7

(14) lim vn

n—oo /n-i-\/ﬁ,
i VYT

15 o, (=12
(16) lim (Vn2+n—vn2+1),
(17) lim (Vn+1— /n),
n—oo
2n — 3"
1 :
(19) Jim oo
23n+1 5
(20) nh—>oo 8 +3
923n+1
(21) 1 °,
2.3"
(22) lim 3 8,
n—oo 4 - 9177'*1 + ]_2
. 3T =2
ST

Twierdzenie 3.8.18. Niech (a,,) bedzie ciggiem geometrycznym o ilorazie q i ay # 0. Wtedy cigg (Sy)
ma granice S wtedy i tylko wtedy gdy |q| < 1. W takim przypadku

ai
S =
l—gq
nazywamy suma nieskoriczong ciagu (an).
Przyklad 3.8.19. Obliczy¢ sume
1 1
1+=-4+=+....
+ 5 + 1 +
Jest to suma nieskoiiczona S ciagu geometrycznego o wyrazie pierwszym a; = 1 i ilorazie g = % Zatem
1
S = T =2
1-3
Zadanie 3.8.20. (1) Obliczy¢ sume
(a) —2+ 2_2 + 2
a) — f_2, 2
3 9 9 2727 ’
b)4—-3+-——+....
(b) + 4 16 +

(2) W trojkat rownoboczny o boku dlugosci 1 wpisujemy okrag, kolejne okregi wpisujemy w trzech
wierzchotkach trojkata w ten sposéb, ze sa one styczne do dwdch bokéw tréjkata i okregu. Procedure
kontynuujemy w nieskoriczonosé. Obliczy¢ sume pol powstatych kot.

(3) Odcinek dtugosci d podzielono na n réownych czesci. Na kazdej z nich zbudowano tréjkaty réwno-
boczne. Obliczy¢ granice pol S, i obwodow P, otrzymanej figury przy n — oo.

(4) Obliczy¢ sume n poczatkowych wyrazow ciagu 1,11,111,1111,. ...

Uwaga 3.8.21. (a) Przyjmujemy nastepujaca konwencje (z € R)
(i) jesli @ £ 0, to 0° = 0~ = 0° =0,
(ii) jeSi 0 < x < 1, to 7% = 00, *° =0,
(iii) jesli z > 1, to = =0, 2 = oo,
34



(iv) jesli z < 0, to 00® = 00~ =0,
(v) jesli z > 0, to 0o® = 00™ = o0.
(b) Operacje 0°, 17°°, oc® nie sa okreslone.

Twierdzenie 3.8.22. (a) Jeslia > 0, to {/a — 1, gdy n — oo.
(b) ¥Yn—1, gdyn — co.

Twierdzenie 3.8.23 (Twierdzenie o trzech ciagach). Jesli wszystkie (poza co najwyzej skoriczong liczbg)
wyrazy ciggow (ay), (bn), (cn) spetniajq nierdwnosci

(3.16) an <bp <cp

oraz 4y — g i ¢y, —> g, to b, — g.

Przyklad 3.8.24. Obliczymy granice ciggu o wyrazie ogdélnym 1/27 + 3. Poniewaz
3=4B3r < V27430 < VB33 = V230 = V23" =372, neN,

i skrajne ciagi daza do 3, wiec /2" + 3" — 3.

Zadanie 3.8.25. Obliczy¢ granice ciagoéw

(1) lim ¥3% +5% + 77,
n—

@ lim /@73 + B/
3) lim nsinn!

n—o00 7’L2 —+ 1 :
Twierdzenie 3.8.26. Niech a, > 0, n € N, ¢ niech

Gt
Gp
(a) Jesli g <1, to an, — 0.
(b) Jeslig > 1, to a, — +oo.
3
Przyktad 3.8.27. g—n — 0, poniewaz
(n+1)3 ( s
gntl (n+1)*3" 3" (n+1)* 1 [(n+1 _>1<1
nd 3l opd3 o 3ndl o opd 3\ n 37
377,
Zadanie 3.8.28. Obliczy¢ granice
o plo .2n .onl . ong2n . Inn
@ Jm oo OB O mgs @ i = @ i S

3.9. Liczba e.
Twierdzenie 3.9.1. Cigg ((141/n)")52, jest zbiezny.

Definicja 3.9.2.
) 1 n
e:= lim (1+) .
n—oo n

Liczba e nazywana jest takze liczbg Napz'eraﬂ oznaczenie ,,¢” wprowadzil w 1736 roku Euleiﬂ ktory
wykazal, ze e jest liczba niewymierna. W 1873 roku Hermit@ pokazal, ze e jest przestepna. W przybli-
zeniu, e ~ 2, 718 281 828 459 045 235 360287 . . ..

Dowodzi sie, ze

2 6 24 120

Im wieksze wezmiemy n, tym doktadniejsze przyblizenie otrzymamy. Wzor ten bardzo szybko daje dobre
przyblizenia, dla n = 10 otrzymujemy dokladna wartos¢ liczby e do piatej cyfry po przecinku.

o0
1 11 11
e=Y —=l4+l4o+-+—+—t...
n:On.

9John Napier Lord of Merchiston (ur. 1550, zm. 4 kwietnia 1617) — szkocki wtasciciel ziemski, antypapista, matematyk,
odkrywca logarytmow.
10Leonhard Euler (ur. 15 kwietnia 1707 w Bazylei, zm. 18 wrzesnia 1783 w Petersburgu) — szwajcarski matematyk i
fizyk.
HCharles Hermite (ur. 24 grudnia 1822, zm. 14 stycznia 1901) — matematyk francuski.
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Definicja 3.9.3. Inx :=log, z nazywamy logarytmem naturalnym.

Twierdzenie 3.9.4. (a) Jesli a, — 0 i ap #0, to (1+an)”* — e.
(b) Jesli a, — a, gdzie a >0 i b, — b, to a’> — a®, o0 ile a® ma sens.

Przyktad 3.9.5. Obliczyé¢ lim (1 — 3/n)"+1. Zauwazmy, ze
n—oo

n+1 B —n/3 —3(n+1)/n
lim (1 - 3> = lim ((1 + 3) > =e3,
n— oo n n—ro0 n

poniewaz, na podstawie powyzszego twierdzenia dla a,, = —3/n, mamy
—3\ "/? —3(n+1
<1+> eso g B g
n n

Zadanie 3.9.6. Obliczy¢ granice

. (n+5\*"
W Jm (50)

2\
(2) lim (“;‘) ,

n—00 n

5 —n—1
@ g (1-7)

36



1

"

RYSUNEK 31. y = &=L

r—1

. RYSUNEK 32. y = sin

4. ELEMENTY RACHUNKU ROZNICZKOWEGO FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ
4.1. Granica funkcji. Cigglosé funkcji.

Definicja 4.1.1. Niech X C R, a € R. Méwimy, ze a jest punktem skupienia zbioru X (piszemy a € X'),
jesli istnieje ciag (z,) C X \ {a} taki, ze z, — a. Zbior X' punktéw skupienia zbioru X nazywany jest
czasem pochodng zbioru X.

Przyktad 4.1.2. (a) Niech X = (0,1] U {2}. Wtedy X’ = [0, 1].

(b) Nie kazdy element zbioru X jest jego punktem skupienia, np. w powyzszym przyktadzie 2 € X ale
2 ¢ X'. Punkty zbioru X \ X’ nazywamy punktami izolowanymi zbioru X. W powyzszym przyktadzie
2 jest jedynym punktem izolowanym zbioru X.

(¢) Punkt skupienia zbioru X moze nie by¢ elementem zbioru X, np. w powyzszym przykladzie 0 ¢ X,
ale 0 € X'.

Definicja 4.1.3. Niech f: X — R, a € X', g € R. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie a granice g,
co zapisujemy
lim f(z) =g lub f(z) — g, gdy z — a,

Tr—ra
jesli dla dowolnego ciagu (x,) C X \ {a} zbieznego do a ciag (f(x,)) jest zbiezny do g.
. 2% —1
Przyktad 4.1.4. (a) Funkcja f(z) = 1
Tz —
tym punkcie okreslona). Istotnie, zauwazmy najpierw, ze 1 € (R\ {1})". Jesli (z,,) C R\ {1} jest
ciagiem takim, ze x,, —> 1, to, na podstawie twierdzen o granicy ciagéow,

flwn) = 3 —1 B (xp — 1) (22 + 2, + 1)

, x € R\ {1}, ma w punkcie 1 granice 3 (cho¢ nie jest w

=22 ta,+1—12+14+1=3.

Tn—1 T, —1
2% —1
Ciag (z,) byl dowolny, zatem lim1 T = 3 (Rysunek [31)).
x—1 T —
(b) 111112(:1:3 — 322 —1) = =5, bo jesli &, — 2, to 23 —322 —1 — 8 — 12— 1= —5.
r—
1
(¢) Granica lirr%) sin — nie istnieje (Rysunek , bo
T—r X
!/ 1 2
@l = — —0, 2l=— " —30,
nw m(1+ 4n)

ale
1 . 1 . (T
sin — =sin(n7) =0 — 0, sin— =sin (7+2n7r) =1—1.
" xy 2

Definicja 4.1.5. Niech f : X — R, a € X/, g € R. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie a granice
prawostronng (odp. lewostronng) g, co zapisujemy

l_i>m+ f(x) =g (odp. Em_ f(x)=9g) b f(z) — g, gdy x — a+ (odp.x — a—,

jesli dla dowolnego ciagu (z,) C X \ {a}, ,, > a, (odp. z, < a) zbieznego do a ciag (f(x,)) jest zbiezny
do g.
Granice prawostronna i lewostronna nosza wspoélna nazwe granic jednostronnych.
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RYSUNEK 33. f(z) =c. RYSUNEK 34. f(z) = '7
Przyklad 4.1.6. (a) Jesli f(z) = ¢, x € R, to lim f(x) = lim f(z) = ¢ dla dowolnego a € R

T—a— r—a+
(Rysunek [33).
(b) Il_l)I(I)l_ |z|/x = —1, ml_1>r51+ |z|/z =1 (Rysunek .
(c) Jedlip >0, to lim zP =0 (Rysunek .
z—0+4
(d) Jesli p < 0, to lir&_ 2P nie istnieje, bo gdy x zbliza sie do zera z prawej strony, wartos¢ xP rosnie
T—
nieograniczenie (Rysunek [20)).
(e) Granice lim sin(1/z), lim sin(1l/z) nie istnieja (Rysunek .
z—0t z—0—

Zadanie 4.1.7. Wyznaczy¢ granice jednostronne funkcji

(1) f(z) = |x| w punktach z € Z,
(2) f(z) =z — |x] w punktach = € Z.

Obserwacja 4.1.8. Jedli f: X — R,ae{zeX:z<a},ac{x e X :z>a}, to
;1_% f(z) istnieje = $1_1>I(r11+ f(x)’xl—lgl— f(z) istnieja oraz $1_1>r1111+f(:1c) = 1_1)151_ f(x).

Przyklad 4.1.9. Funkcja z Przyktadu (a) ma granice w punkcie a, za$ funkcja z Przykladu ()

nie ma granicy w punkcie 0.

Twierdzenie 4.1.10. Jesli lim f(z) = a oraz lim g(x) =b, to

() Jim (F(x) £ g(x)) = a
(b) lim f(z)g(z) = ab,
(c) 1151;10 Z:g) = %, oileb#£0,

(d) lim f(@) = sgn(a)oo, o ile a #0="b oraz g(x) >0 dla x € (xg —e,2¢ + ) N X dla pewnego € > 0,
a—a0 g(x)

gdzie X jest wspdlng dziedzing funkcji f i g.
Definicja 4.1.11. Niech f: X — R, a € X. Moéwimy, ze funkcja f jest ciggla w punkcie a, jesli

whgr(ll f(z) istnieje oraz ilgb f@) = f(a)

(jesli a € X \ X', to f jest zawsze ciaglta w a). Funkcje nazywamy cigglg, jesli jest ona ciagla w kazdym
punkcie dziedziny. Funkcje ciagta okreslona w przedziale domknietym i ograniczonym nazywamy krzywg.

Przyklad 4.1.12. (a) Funkcja f(z) = |z|/z, x € R,, jest ciagla.

(b) Funkcja
sy = 5 eva#o
1, gdy x =0

nie jest ciggla, poniewaz nie jest ciaggla w punkcie x = 0. Istotnie, funkcja f nie ma granicy w punkcie
2 = 0 (granice lewo- i prawostronne sg rézne).
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(¢) Funkcja
x, gdy x # 1
flz) =
0, gdy z =1
nie jest ciagla, poniewaz nie jest ciagta w punkcie x = 1. Istotnie, funkcja f ma granice w punkcie

x = 1, ale jest ona rézna od wartosci funkcji w tym punkcie.

Twierdzenie 4.1.13. (a) Funkcje wielomianowe, wyktadnicze potegowe i trygonometryczne sq ciggte.

(b) Funkcja odwrotna do funkcji cigglej jest funkcjq ciggltq. W szczegdlnosci, funkcje logarytmiczne i
cyklometryczne sq ciggte.

(c) Suma, réznica, iloczyn, iloraz oraz ztozenie funkcji ciggltych sq ciggle. W szczegdlnosci, funkcje wy-
mierne sg ciggle.

Uwaga 4.1.14. Sklejenie funkcji ciagtych nie musi byé funkcja ciagta. Jesli f: A — R, g: B — R,

AN B =g, to sklejeniem funkcji f i g nazywamy funkcje fUg: AU B — R dana wzorem

f(x), gdy z € A

(fug)(z) = {g(m)7 cdyoc B’

Istotnie, np. funkcja
1, gdy x <0

J(@) = {2, gdy x >0

jest ciagla w kazdym punkcie x # 0, ale nie jest ciaglta w punkcie z = 0.

Zadanie 4.1.15. (1) Obliczy¢ granice

(a) lim 07—
z——4 2 + bz —24’
2 _
(b) lim ﬂ,

=2 24+ — a2
P +a?-—x—1

e=1 3+ 32+
b)

im )
r——1 ,’Eg—i— 1
12
(h) lim u
z——5 222 — 50
(2) Zbadaé ciaglosé funkeji

(a) f(z)= |z,
(b) f(x) =|z], z € R\Z,
(c) f(z)=1/z,
1z, gdyx#0
@ 7@) = {0’ ez

4.2. Granice niewlasciwe. Granice w nieskonczonosci. Asymptoty funkcji.

Definicja 4.2.1. Niech f: X — R, a € X'. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie a granice niewtasiciwg
+00 (odp. —00), co zapisujemy

lim f(z) =400 lub f(x) — 400, gdy z — a
r—ra
odp. lim f(z) = —c0 lub f(x) — —o0, gdy z — a),
r—a
jesli dla dowolnego ciagu (z,,) C X \ {a} zbieznego do a ciag (f(x,)) jest zbiezny do +oo (odp. —o0).
Jak przy granicach zwyktych, mozna moéwié¢ o granicy niewlasciwej prawostronnej lim+ f(z) i lewo-
r—a
stronnej lim f(x).
r—a—
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Jesli funkcja f ma w punkcie a granice niewtasciwg (odp. prawostronng lub lewostronna), to prosta o
rownaniu x = a nazywamy asymptotq pionowg (odp. prawostronng lub lewostronng) funkcji f.

Przyklad 4.2.2. (a) Jesli a <0, to

lim 2% = co.
r—0+

W szczegolnosei, prosta o réwnaniu x = 0 jest asymptota pionowa prawostronng funkcji x — x%.
(b) Jesli k € Z, to

lim tgxr = o0, lim tgr = —o0.
c— (7 /2+km)— c— (7 /2+km)+

W szezegolnosei, dla dowolnego k € Z, prosta o réwnaniu & = /2 + k7 jest asymptota pionowa

funkeji tg (Rysunek .
(c) Jeslia>0ia#1,to

lim log, x =

—00, gdy a > 1
x—0+

+o00, gdy0<a<1’
W szczegdlnosci, prosta o réwnaniu z = 0 jest asymptota pionowa prawostronna funkcji z — log, x
(Rysunek [24)).
Twierdzenie 4.2.3. Jesli lim f(x) = a oraz lim g(x) = b, a,b € RU {*o0} to, o ile tylko ponizsze
=T T—To
dziatania sq okreslone,
(a) lim (f(z) £ g(z)) =a+b,
T—rT0o
(b) lim f(z)g(z) = ab,
Tr—xo
f(x)

(¢) lim ——= = —

Q

(d) li_>m Z:g; = sgn(a)oo, o ile a #0="b oraz g(x) >0 dla x € (xg —e,29 +) N X dla pewnego € > 0,
T—XTQ
gdzie X jest wspdlng dziedzing funkcji f i g.

Uwaga 4.2.4. Aby obliczy¢ granice funkcji wymiernej gdy * — a, wstawiamy do licznika i mianownika
wartosé¢ x = a i, jesli dzialanie ma sens, wynik jest szukana granica. Jesli punkt a jest miejscem zerowym
licznika i mianownika, rozkladamy licznik i mianownik na czynniki i skracamy w utamku czynnik (z —
a). Jesli punkt a jest miejscem zerowym tylko mianownika, to wynik jest nieskonczonoscia ze znakiem
zdeterminowanym znakami licznika i mianownika.

. 22242z . 2x(x 4+ 1) ) 2x 2
Przyklad 4.2.5. (a) ;cl—I{El W = gcl—l}IEl (x n 1)(x2 . 1) = 3:1_1>n’1_1 m = _g
34222 — 42— 8 2)%(z —2 2)(z—2
(b) limx—i—x z :hmw:hmwzo_
z——-2  x243x 42 z—-2 (z+2)(z+1) z——2 r+1
. r+x-—12
(c) }}g}; W nie istnieje, bo
—12 — 4 4 =
(i) lim A lim w: lim z+ L oo,
e—=3— a3 — 622 + 9z 23—  z(z—3)2 23— z(x — 3)
2?2 +x—12 (x —3)(x+4) r+4 o5
.. 1. — . — 1' — .
(i) o34 23 — 622 + Oz aos4 x(z — 3)2 sl x(z —3) oo
(d) Wyznaczy¢ asymptoty pionowe funkcji
1—x
flw) = 1+ — 222

Zauwazmy, ze 1 +  — 222 = 0 dla 2z = 1 lub z = —1/2. Poniewaz f, bedac funkcja wymierna, jest
funkcja ciagta, zatem funkcja f moze posiadaé¢ granice niewlasciwe tylko w punktach lezacych poza
dziedzing, tj. w punktach x = 1 i x = —1/2. Bez trudu sprawdzamy, ze

- - . 11—z . 1 1
(i) im —————=1lm ———— = lim ——— = -,
s>l 142 —222 =1 (1—-2)2z+1) «o12241 3
N . l—x . 1 o=
(i) lim —-+-————= lim = —o0,
zs-1/2— (1 —2)2x+1) an-1/2-22+1
1—x 1 oF

I _ oy

(i) x—>lrln/2+ (I-2)2x+1) x—>11/{1/2+ 2z +1

Stad prosta o rownaniu z = —1/2 jest jedyna asymptota pionows funkcji f.
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Zadanie 4.2.6. (1) Wyznaczy¢ granice jednostronne

(a) wl—lgli 1— 3’,‘2’
. 2 —4
(b) zl—l)rg:t (LC — 2)2,
422 — 1
i
()  Hm a1
27 — 3
d
(@) A, s oy ome? —or
© tm 1
R PR CRIpSER
3 — 125

(f) lim ———.
z——5+ 222 — 50
(2) Wyznaczy¢ granice jednostronne

(a) lim 2%
z—0+

(b) lim et/

z—1+

(¢) lim m,

d) lim —————.
(@ i, e
(3) Wyznaczy¢ asymptoty pionowe funkcji

(a) fla) = .
) @) =",
(©) f(@) = 7.

4
(d) flz)= 2rrtl

Definicja 4.2.7. Niech X C R. Mowimy, ze 400 (odp. —00) jest punktem skupienia zbioru X (piszemy
+0o € X’ (odp. —oc0 € X)), jesli istnieje ciag (z,) C X taki, ze z,, — +oo (odp. z,, — —00).

Przyktad 4.2.8. (a) Niech X = (0, +00). Wtedy —o0 ¢ X', +00 € X'.
(b) Niech X ={z € R: 2z # § + km, k € Z}. Wtedy oo € X".

Definicja 4.2.9. Niech f: X — R, +00 € X’ (odp. —o0 € X), g € RU {£oo}. Méwimy, ze funkcja f
ma w oo (odp. —o0) granice g, co zapisujemy

lim f(z)=g lub f(x) — g, gdy 2 — +0

r—+00
odp. lim f(z)=g lub f(z) — g, gdy z — —00),

r—r—00

jesli dla dowolnego ciagu (z,) C X zbieznego do +oo (odp. —o0) ciag (f(z,)) jest zbiezny do g.
Jesli granica g jest wlasciwa (tzn. g € R), to méwimy, ze prosta o rownaniu y = g jest asymptotq

poziomq prawostronng (odp. lewostronng) funkeji f. Asymptote pozioma lewo- i prawostronng nazywamy
asymptotq poziomgq.

Przyktad 4.2.10. (a) Jesli a > 0, to

lim z% = +4o0.
XT—r00

W szczegolnosei, dla a > 0 funkcja x — 2 nie ma asymptoty poziomej prawostronne;j.
(b) Jesli a < 0, to

lim z* = 0.
Tr— 00

W szczegoblnosci, prosta o réownaniu y = 0 jest asymptota poziomg prawostronng funkcji x — z¢,
a < 0. Jesli dodatkowo a € Z, to takze
lim z%=0.
T——00
W szczegolnosei, dla a € Z, a < 0, prosta o rownaniu y = 0 jest asymptota pozioma (obustronna)
funkcji x — x®.
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(¢) Zauwazmy, ze

im 2% — fim <1—2>=—2.

z—+o0 x z—doo \ T
R ) . . . . 1-22
W szczego6lnosci, prosta o rownaniu y = —2 jest asymptota pozioma funkcji x — .
(d) Jeslia > 1, to
lim ¢* =0, lim a® = oo0.
T—r—00 Tr— 00

W szczegblnosci, dla a > 1, prosta o rownaniu y = 0 jest asymptota pozioma lewostronna funkcji
x — a”. Funkcja ta nie ma asymptoty poziomej prawostronnej (Rysunek .
(e) Jeslio < a<1,to

lim a® =00, lim a” =0.
T—r—00 Tr—r00

W szczegdlnosci, dla 0 < a < 1, prosta o réwnaniu y = 0 jest asymptota pozioma prawostronna
funkcji £ — a”. Funkcja ta nie ma asymptoty poziomej lewostronne;j.
(f) Zauwazmy, ze

. 0
lim arctge = ——.
T——00 2
W szczegolnosei, prosta o rownaniu y = —7n/2 jest asymptota pozioma lewostronng funkeji arctg

(Rysunek [29).

(g) Zauwazmy, ze

. T
lim arctgzr = —.
z—00 2

W szczegolnosei, prosta o rownaniu y = 7/2 jest asymptota pozioma prawostronna funkeji arctg
(Rysunek [29).
(h) Zauwazmy, ze

lim arcctgz = 7.
Tr—r—00

W szczegolnosed, prosta o rownaniu y = 7 jest asymptota pozioma lewostronng funkcji arc ctg (Ry-

sunek .
(i) Zauwazmy, ze
lim arcctgax = 0.

Tr—r0o0
W szczegolnoscei, prosta o rownaniu y = 0 jest asymptota pozioma prawostronng funkcji arcctg
(Rysunek [30)).
(j) Zauwazmy na koniec, ze granica
lim sinz
Tr—00

nie istnieje, bo np. n7w/2 — oo, natomiast sin(nw/2) = 0 dla n parzystych i |sin(n7/2)| =1 dla n
nieparzystych.
Twierdzenie 4.2.11. Jesli lim f(z) =a, lim g(x) = b, gdzie a,b € RU {—o00, 0}, to, jesli tylko

r—+o0 r—too
ponizsze dziatnia sq okreslone,

(a) lim (f(x) % g(x) =atb,
(b) lim_f@)g(x) = ab,

(c) lim f(x):

a
z—+o00 g(x) b’

(d) lirﬂle fgxi = sgn(a)oo, o ile a # 0 =0b oraz g(x) > 0 dla |z| € (M,+00) N X dla pewnego M > 0,
z—too g(x

gdzie X jest wspdlng dziedzing funkcji f 1 g.

Uwaga 4.2.12. Aby obliczyé¢ granice funkcji wymiernej gdy * — 400, dzielimy licznik i mianownik
przez x w najwyzszej potedze mianownika.

2—x—4z3 2/ — 1)z —4
Proyklad 4.2.13. (a) lim —— 000 _ gy, Mo —Ve—de
e——00 5+ 6z —Te?  a——oo 5/224+6/x -7
.1 =20+ 722 o 1/a?=2/x+7 7
i - R g Y
1 2 2 1 4 1 3 ) 2
(©) i Lte+2e® . 1/a% + /e +2/2%
z—oo x(x3 +1) T—00 14+1/a3
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Zadanie 4.2.14. Wyznaczy¢ granice
(1) lim (2% —102® + 152 — 3),
r—Fo0

lvai

@l m
. 1— 2z — 323
lim —mm—,
z—doo (x — 1)(xz + 1)
) V38 — 4
lim - = ,
e=to0 /326 — 1023 + x + 11
(5) lim \/z+\/z+Vr— .

T—r+o0

(3)

(4)

Definicja 4.2.15. Niech f: X — R, 400 € X’ (odp. —oc0 € X). Jesli
lim (f(z) —ax—5b)=0 (odp. lim (f(z)—az—0)=0),
T——00

Tr—+00
to prostg o réwnaniu y = ax + b nazywamy asymptotq ukosng prawostronng (odp. lewostronng) funkcji
f-
Uwaga 4.2.16. Asymptota pozioma jest szczegolnym przypadkiem asymptoty ukosnej (a = 0).

Twierdzenie 4.2.17. Prosta o réwnaniv y = ax + b jest asymptotq ukosng prawostronng (odp. lewo-
stronng) funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy

I (€ I
(odp. a = Tgr_noo @, b= rll)liﬂoo(f(l‘) —ax)).

W szczegdlnosci, funkcja nie ma asymptoty ukosnej prawostronnej (odp. lewostronnej), jesli choc jedna
z tych granic nie istnieje (w sensie wtasciwym).

Przyktlad 4.2.18. (a) Funkcja

3 —22% +3
f(.’ﬂ) - 21‘2
ma asymptote ukosng o rownaniu
1
=—-x—-1
Y 2z

(Rysunek , poniewaz

3 222 1 1 1
lim @: lim w: lim <2_+3):
X

z—+oo I z—+o00 243 z—+o0

1 3 — 222 1 —2z2
lim (f(x)—2x): lim <ch+3 x) im —227+3

T—Fo0
(b) Funkcja f(x) = 23 nie ma asymptoty uko$nej, poniewaz

lim @2

lim 2% = co.
r—+oo g r—+oo
(c) Wykres funkcji f(z) = v/1 + 22 jest jedna z dwoch galezi hiperboli y? — 2% = 1 i ma dwie asymptoty
ukosne: prawostronng y = x i lewostronng y = —z (Rysunek . Istotnie,
. fx) . V142 . \/1+x2
lim —= = lim — = lim
r——+0o0 €T r——+00 xT Tr—+o0 w—)+oo
1 — = 1 2 _ = =
A (f(z) —2) = lm ( Vit ”””) wﬂinoo m gy

skad wnioskujemy, ze y = = jest asymptota uko$na prawostronng oraz

o f@) . VT . ixaE 1
lim — = lim — = lim ——— = lim —/14+ — = —1,
r——00 I T—r—00 x T——00 4 /1»2 T—r—00 sz

lim (f(z)+z)= lim ( 1—|—x2+x): lim ;:0,

T——00 T——00 r—=—00 /1 4+ 22 — g

skad wnosimy, ze y = —x jest asymptota ukosng lewostronna,.
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L7 hN T
RYSUNEK 35. f(x) = % RYSUNEK 36. f(x) =1+ 22
(d) Funkcja f(z) = /1 — 22 nie ma asymptot ukosnych, poniewaz oo ¢ X', gdzie X = [—1,1] jest

maksymalna mozliwa dziedzing funkcji f.

Zadanie 4.2.19. Wyznaczy¢ asymptoty funkeji

(1) fla) =222,
() f@)= =,

(3) f(x) = arccos 1_'_7

4) flz) = Va+a?

23
(5) flz)= V7 -2
Vat —4x2 +10
(6) f(z)= T a12
4.3. Pochodna funkcji.

Definicja 4.3.1. Niech P bedzie przedzialem, a € P, f : P — R. Pochodng funkcji f w punkcie a
nazywamy granice ilorazu réznicowego

i oznaczamy f’(a) lub %(a). Funkcja nie ma pochodnej w punkcie a, jesli granica 1) nie istnieje.
Funkcje majaca pochodna w kazdym punkcie dziedziny nazywamy rdzniczkowalng. Wowczas funkcje
f': P32z f'(z) € R nazywamy pochodng funkcji f.

Twierdzenie 4.3.2. Funkcja rézniczkowalna jest ciggta.

Przyktad 4.3.3. (a) f(z) = c. Wowczas

R A
— —
zatem f'(x) = 0.
(b) f(x) =z. Mamy
/ T (x—i—h)—:v_ : ﬁ_
N L

zatem funkcja f ma w kazdym punkcie x pochodna réwna f'(x) = 1.
(c) f(x) = 2% Mamy
x4+ h)? —a? 2xh + h?

! _ N ( — 1i = i =
L i M) =2,

zatem funkcja f ma w kazdym punkcie  pochodna f/(z) = 2z.
(d) Funkcja f(z) = |z| (Rysunek [37) nie ma pochodnej w punkcie 0, bo granica

fim (O RL= 100 Al
h—0 h h—=0 h
nie istnieje. Istotnie,
|| _ |hl
— =1, 1 — =1
hl)r(()l+ h hl>r(1)1— h
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RYSUNEK 37. y = ||

Jest to przyklad funkeji ciaglej, ktora nie jest rézniczkowalna (por. Twierdzenie [4.3.2). Zauwazmy,
ze w kazdym punkcie x # 0 funkcja ta ma pochodna. Istotnie, dla > 0 mamy takze x + h > 0 dla
dostatecznie matych h, skad

v o lrEh =l x4+ h-—u . h
Flw) = liny h B0 R 30 h

natomiast dla x < 0 mamy takze z + h < 0 dla dostatecznie malych h, skad

iy e lw+h =2 . —x—h4x ;h__
L

Uwaga 4.3.4 (Interpretacja geometryczna pochodnej). Rownanie siecznej AB przecinajacej wykres
funkcji f (Rysunek [38)) w punktach A = (a, f(a)) i B = (a + h, f(a + h)) ma postaé

y— = 1N T g,

zatem iloraz réznicowy

fla+h) - f(a)
h

jest tangensem kata nachylenia siecznej AB do osi x (£LC AB na Rysunku . Gdy h — 0, punkt B
zbliza sie do A, a sieczna obraca sie dookota punktu A. Jej wspolczynnik nachylenia dazy do granicy
f'(a), zatem sieczna AB zbliza sie do prostej przechodzacej przez punkt A o réwnaniu

(4.2) y—fla)=f'(a)(x —a)

Prosta te nazywamy styczng do wykresu funkeji f w punkcie A (prosta s na Rysunku . Oznaczajac
przez « jej kat nachylenia do osi  mamy f’(a) = tg o (pochodna funkeji w punkcie rowna sie tangensowi
kata, jaki styczna do wykresu funkcji w danym punkcie tworzy z dodatnim kierunkiem osi ).

Przyktad 4.3.5. Wyznaczy¢ styczng do paraboli y = 22 w punkcie o wspotrzednej z = 1. Zauwazmy,
ze dla f(z) = 2% mamy f'(x) = 2z, skad f'(1) = 2. Ponadto, f(1) = 1, skad réwnanie szukanej stycznej
ma postac

y=2x-1)+1,

czyliy =2z — 1.
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RYSUNEK 38.

Twierdzenie 4.3.6 (Pochodne funkcji elementarnych). Funkcje elementarne sq rézniczkowalne oraz

(z*) = az®', acR,

(a*) =a"Ina, (log,z) = e 0, a#1,
-1
(sinz) =cosz, (cosz) = —sinz, (tgz) = P (ctgz) = e
(arcsinzx)’ = ! (arccosx)’ = !
V1—2?’ V1—2a?
-1
! __ I __
(arctgz) = FoaE (arcctgz)’ = PN
‘Whiosek 4.3.7. W szczegblnosci,
1

=0 (2) =k war=gm @r=e mey=l

Twierdzenie 4.3.8 (Pochodne sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu). Suma, réznica, iloczyn i iloraz funkcji
rézniczkowalnych f i g sq rézniczkowalne oraz

ol =rds o =Fossd. (
W przypadku ilorazu zaktadamy, ze v(x) # 0.

Przyklad 4.3.9. (a) Jesli c € R, to (¢f(x)) = cf’(z). Istotnie, (c¢f) = f+cf' =0-f+cf =cf’.
(b) (2 +22)" = (23)" + 2(z) = 322 + 2.

(c) (2% =322 +7x —4) = (2°) — 3(z?)" + 7(x)' — (4) =52* — 62 + 7.

(

f)’: f'9—1d
g 9@

)
d) (sinzcosz) = (sinz) cosz + sinz(cosz)’ = cos? z — sin? z = cos 2.
)

(e (932)/ _ @) (@-)—a?@-1) 2z(@—1)—2> 2?2

z—1 (z —1)2  (z—-1)2 (z—-1)2
) ( 2 >/ _ 27 IHQarcsinxfT”ﬁ _ 2%(v/1—z?In2arcsinz — 1)
arcsinx arcsin® x V1= z2arcsin® x '

Twierdzenie 4.3.10 (Pochodna funkcji ztozonej). Niech funkcja f ma pochodng w punkcie x, a funkcja
g ma pochodng w punkcie f(x). Wtedy funkcja ztozona go f ma pochodng w punkcie x wyrazong wzorem

(4.3) (go f)(x) =g'(f(2)f (x).
Przyklad 4.3.11. (a) h(z) = (22 — 1)5. Oznaczajac f(z) = 22 — 1 otrzymujemy h(z) = (f(x))®, skad,

na mocy wzoru (4.3)),
B (z) = 5(f(z))*2x = 10x(2* — 1)*.

(b) h(z) = Va2 + 1. Oznaczajac f(x) = 2 + 1 otrzymujemy h(z) = \/f(z), skad
h'(z) =

1 T
NS
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Py

(¢) Dla h(z) = Insinz mamy

(x) =

Whniosek 4.3.12. Pochodna zlozenia dowolnej skonczonej liczby funkcji rézniczkowalnych réwna jest
iloczynowi pochodnych poszczegédlnych funkcji.

Przyktad 4.3.13. Niech f(z) = arctg? v/22 + 1. Funkcja f jest zlozeniem czterech funkcji
i 2?41 rL> \/mr/—i>:aurctg\/mrimu"ctg2 \/m,
tzn. f = joiohog, gdzie
g(z) =22 +1, h(z)=+x, i(zr)=arctge, j(z)=az>
W konsekwencji, f'(x) = (i(h(g(x)))) - 7' (h(g(x))) - K'(g()) - ¢ (), cayli
, 1 1 2x arctg \/m
()= Zarctg Va? +1 | +vaT 1 Va2 +1 s (2 +2)VaZ+1

Zadanie 4.3.14. Obliczy¢ pochodne funkcji

-cosx = ctgx.

(1) f(z) = 22% — 62 + 5,
(2) f(z) = 2%,

(3) f(z) =sin(bz — 3),
(1) () = afa® — 1),

(5) flz)=e" 72,

(6) f(xz) =2z —sinzcosx,
(7) f(z) = (2* - 22)°,
(8) f(z) =1In(z* - 4),

9) f(z)= 1n2(sin x),

10) f(2) = 5,

11) f(z)=a'?+ 2%/
12) f(x) = 2*(Inz — %),
13) f(x) =V a? —4x + 3,
14) f(x) = lnx;— Va2 —a?,
15) f(z) = Vi

16) f(x) =In(lnx).

4.4. Przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkcji. Jednym z zastosowari pochodnej jest badanie
przebiegu zmiennosci funkeji.

Twierdzenie 4.4.1 (Monotonicznosé funkeji). Funkcja, ktorej pochodna w danym przedziale jest

(a) rowna zero, jest w tym przedziale stata;
(b) dodatnia, jest w tym przedziale silnie rosngca;
(c) ujemna, jest w tym przedziale silnie malejgca.

Przyktad 4.4.2. Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci funkcji
(a) f(z) =23 — 32°. Zauwazmy, ze
f(x) = 32% — 62 = 3x(x — 2).

Mamy tu f(x) > 0, gdy € (—00,0) U (2,00), natomiast f'(xz) < 0, gdy = € (0,2). Funkcja
f(x) = 23 — 322 jest wiec silnie rosnaca w przedziatach (—oco,0) i (2, 00), silnie malejaca w przedziale
(0,2) (Rysunek 39).
(b) f(z) = 2v2 — 2. Zauwazmy, ze dziedzing funkcji jest zbior liczb z spetniajacych nier6wnosé 2—x? >

0, czyli przedziat (—v/2,+/2). Ponadto,

2 _ 2 2

Fa) = V2—a? +u —r _2-z - :2(1—x):2(1—x)(1—|—3:),
V2 — 2 V2 — 2 V2 — a2 V2 —2a?

skad f'(z) > 0dlax € (—1,1), za$ f'(z) < 0 dla z € (—v/2,—1) U (1,v/2). Funkcja f jest wiec silnie
rosnaca w przedziale (—1, 1), a silnie malejaca w przedziatach (—v/2, —1) i (1,v/2).
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RYSUNEK 39. y = 2 — 322

Y )
0 x
0 a b x
s <o ps0
RYSUNEK 40. RyYSUNEK 41. f’(a) = f'(b) = 0.

Zadanie 4.4.3. Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznosci funkcji
(1) f(z) =203 —2)?
(2) f(z)= 1zt — 227 +3,
(3) f(x) = a2,
Definicja 4.4.4 (Ekstrema). Niech P bedzie przedziatem, a € P, f : P — R. Mowimy, ze funkcja f
ma w punkcie a maksimum lokalne lub krocej maksimum, jesli istnieje € > 0 takie, ze
fla)> f(x), z€(a—c,at+e)NP.

Maksimum nazywamy wlasciwym (silnym), jesli

fla)> f(z), z€((a—e,a+e)NP)\{a}.
Odwracajac powyzszy nieréwnosci okreslamy minimum lokalne lub krécej minimum oraz minimum wta-
Sciwe (silne). Maksimum i minimum, wlasciwe lub nie, nazywamy krotko ekstremum.

Twierdzenie 4.4.5 (Warunek konieczny istnienia ekstremum). Jesli funkcja rézniczkowalna f ma eks-
tremum lokalne w punkcie a, to

(4.4) #'(a) = 0.

Uwaga 4.4.6. Warunek (4.4)) nie jest wystarczajacy. Istotnie, funkcja f(z) = 22 jest rozniczkowalna, bo
f'(z) = 322. Ponadto, f'(0) = 0, ale funkcja f nie ma ekstremum lokalnego w punkcie 0 (Rysunek .

Twierdzenie 4.4.7 (Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum). Warunek jest wystarczajgcy
do istnienia ekstremum, jesli pochodna f' jest dodatnia z jednej i ujemna z drugiej strony punktu a

(Rysunek [41)).
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Uwaga 4.4.8. Na Rysunku [£I] przedstawiono wykres funkcji f. Zauwazmy, ze punkty a i b sa miejscami
zerowymi pochodnej f/ (styczne do wykresu funkeji w tych punktach sa poziome). W punkcie a pochodna
/! zmienia znak z dodatniego na ujemny (patrzymy zgodnie z kierunkiem osi z) i w konsekwencji funkcja
f ma w punkcie a maksimum lokalne, za§ w punkcie b pochodna f’ zmienia znak z ujemnego na dodatni
i w konsekwencji funkcja f ma w punkcie b minimum lokalne.

Przyktad 4.4.9. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji

(a) f(z) = fa* — 2 + 1. Zauwazmy, ze f'(z) = 2 — 32® = 2?(z — 3) (wykres pochodnej przedstawia

Rysunek . Wynika stad, ze ekstrema lokalne moga byé¢ w punktach x = 0 lub z = 3 (sa to miejsca
zerowe pochodnej). Poniewaz z obu stron punktu z = 0 pochodna f’ jest ujemna, zatem funkcja f
nie ma w tym punkcie ekstremum lokalnego. Z kolei w punkcie 2 = 3 pochodna f’ z lewej strony jest

ujemna a z prawej — dodatnia, z czego wynika, ze funkcja f ma w punkcie x = 3 minimum lokalne.

5 — 3z . .
(b) f(x)= PR Poniewaz

 =3(@?—-1)—(5—32)2z  —3z?+3—10z+ 62  (3z—1)(z—3)

!/ —
N F 2 1 YR RV PV
wiec ekstrema lokalne moga byé w punktach = 1/3 1 = 3. Ze znaku pochodnej wnioskujemy, ze
w punkcie x = 1/3 funkcja f ma maksimum lokalne, a w punkcie £ = 3 — minimum lokalne.

Zadanie 4.4.10. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji

Uwaga 4.4.11. (a) Maksimum lokalne nie musi by¢ najwieksza wartoscia funkcji w danym przedziale.
Podobnie, minimum lokalne nie musi by¢ najmniejsza wartoscia. Co wiecej, funkcja moze nie posiadac
wartosci najwiekszej czy najmniejszej. Istotnie, wystarczy rozpatrzyé funkcje f(z) = 2® — 322 w
przedziale (a,b) dla a < —11b > 3 (Rysunek [39).

(b) Dowodzi sie, ze funkcja ciagla przyjmuje w przedziale domknietym warto$¢ najwieksza i najmniejsza.

(¢) Aby znalezé najwicksza i najmniejsza wartosé funkeji rozniczkowalnej (a wiec ciaglej) f w domknie-
tym przedziale [a, b], stosujemy nastepujacy algorytm.

(i) Notujemy rozwiazania réwnania f'(z) = 0 lezace w przedziale otwartym (a, b).
(ii) Obliczamy wartos¢ funkeji f w punktach a, b i wszystkich wynotowanych wezesniej punktach.
(iii) Wybieramy te punkty, w ktorych wartosé funkeji f jest najwieksza i najmniejsza.

Przyktad 4.4.12. (a) Znalezé¢ najwicksza i najmniejsza wartosé funkcji f(x) = e2*+7 (22 +22 — 1) w
przedziale [—4, 1]. Poniewaz

fl(x) = 2722 + 20 — 1) 4+ > 77 (22 + 2) = 2e* 77 (2 + 3z) = 2e¥ T (2 + 3),

wiec ekstrema lokalne funkcja moze mieé¢ tylko w punktach —3 i 0. Poniewaz f(—3) = 2e, f(0) = —e”
za$ f(—4) = Te 1 i f(1) = 2¢°, zatem funkcja f przyjmuje wartosé nawieksza rowna 2e? w punkcie
x = 1 i wartoéé¢ najmniejsza réwna —e’ w punkcie z = 0.

(b) Na rogach kwadratowego arkusza blachy o boku 36 cm wyciaé takie kwadraty, aby po zgieciu bla-
chy otrzymaé¢ pudetko o najwiekszej objetosci. Jesli przez = oznaczymy dlugosé boku wycinanych
kwadratéw wyrazona w cm, to objeto$¢ V pudetka wyraza sie wzorem

V(z) = 2(36 — 22)? = 4x(x — 18)%, =z €0,18].
Poniewaz V(0) = V(18) = 0 oraz V > 0 w przedziale (0, 18), wiec funkcja V przyjmuje wartosé
najwieksza w przedziale otwartym (0, 18). Zauwazmy, ze
V'(z) = 4(x — 18)% + 8x(x — 18) = 4(x — 18)(x — 18 4 22) = 12(z — 18)(x — 6),
skad wnioskujemy, ze funkcja V' ma maksimum globalne w punkcie z = 6 (x = 6 jest jedynym

punktem wewnatrz przedziatu (0, 18), w ktorym funkcja V' moze mie¢ ekstremum lokalne; z drugiej
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RyYsUNEK 42. Funkcja wypukta. RysUNEK 43. Funkcja wklesta.

strony wiemy, ze V ma maksimum wewnatrz przedziatu (0,18), wiec 2 = 6 musi by¢ punktem, w
ktorym maksimum jest realizowane), czyli nalezy wycia¢ kwadraty o bokach dtugosci 6 cm.

Zadanie 4.4.13. (1) Znalez¢ najwieksza i najmniejsza wartosé¢ funkeji
(a) f(z) =2 — 3z — 1 w przedziale [-2, 3],

x) = /100 — 22 w przedziale [6, 8],

z) = x%e” w przedziale [-3, 1],

x) = sin 2z — x w przedziale [—7/2, 7/2],

x) = l\nfj w przedziale [1, /3],

f) f(z) = 27" v przedziale [1—-+/2/2,2].

(2) Zaprojektowaé¢ namiot w ksztalcie stozka o powierzchni bocznej réwnej 10 m? tak, aby mial naj-
wieksza objetosé.

(3) Jakie wymiary powinna mie¢ puszka w ksztalcie walca o maksymalnej objetosci, jesli chcemy do jej
produkcji zuzyé 50 cm? blachy?

(4) Nalezy sporzadzi¢ skrzynke prostopadloécienng z pokrywka. Objetosé skrzynki ma wynosié 72 cm?,
dhugosci krawedzi podstawy maja byé w stosunku 2 : 1. Jakiej dlugosci powinny by¢ krawedzie, aby
powierzchnia catkowita skrzynki byla najmniejsza?

(5) Na kuli o promieniu R opisano stozek. Jaka bedzie wysokos$¢ stozka o najmniejszej objetosci?

(6) Ktory z punktéw paraboli 42 = 6z lezy najblizej prostej x —y + 5 = 07

4.5. Przedzialy wkleslosci, wypuklosci i punkty przegiecia funkcji.

Definicja 4.5.1. Niech P C R bedzie przedziatem. Moéwimy, ze funkcja f : P — R jest
o wypukta, jesli jej nadwykres {(x,y) € R? : z € (a,b), y > f(x)} jest figura wypukla (Rysunek[42));
o wklesta, jesli jej podwykres {(x,y) € R? : x € (a,b), y < f(x)} jest figura wypukla (Rysunek 43)).
Niech a € P. Moéwimy, ze a jest punktem przegiecia funkcji f, jesli funkcja zmienia w x charakter
wypuklodci, tzn. jest wypukla w przedziale (a — e, a) oraz wklesta w przedziale (a,a+ ¢) (lub odwrotnie)
dla pewnego € > 0.

Przyklad 4.5.2. (a) Funkcja arctg jest wypukla w przedziale (—oo, 0) oraz wklesta w przedziale (0, +00).
Punktem przegiecia jest x = 0 (Rysunek .

(b) Funkcja arcctg jest wklesta w przedziale (—oo0,0) oraz wypukla w przedziale (0,+400). Punktem
przegiecia jest = 0 (Rysunek .

Definicja 4.5.3. Niech f bedzie takg funkcjg rozniczkowalna, ze f’ tez jest rozniczkowalna. Wtedy
= (") nazywamy drugg pochodng funkcji f, a funkcje f nazywamy dwukrotnie rézniczkowalng.

Twierdzenie 4.5.4 (Wypuklosé funkcji). Dwukrotnie rézniczkowalna funkcja f majgca w danym prze-
dziale drugq pochodng

e nieujemnq jest w tym przedziale wypukta;
50



,,,,,,,,,,,,,, L . S
z \
7777777777777 _ 1 z
RYSUNEK 44. y = arctgx. RYSUNEK 45. y = arcctgax.

RYSUNEK 46. f(z) = x?.

o niedodatniq jest w tym przedziale wklesta.

Przyktad 4.5.5. Niech f(z) = arctgz. Wowczas

1y —2z
" - _
! (x)_<l+x2> (14 22)2’
skad wynika, ze f” > 0 w (—00,0) oraz f” < 0 w (0,400), czyli f jest wypukla w przedziale (—o0,0)
oraz f jest wklesta w przedziale (0, +00).

Twierdzenie 4.5.6 (Warunek konieczny istnienia punktu przegiecia). Jesli funkcja dwukrotnie réznicz-
kowalna f ma punkt przegiecia w punkcie xg, to

(4.5) 1" (o) = 0.

Uwaga 4.5.7. Warunek (4.5) nie jest wystarczajacy. Istotnie, f(z) = 2* jest dwukrotnie rézniczkowalna,
f"(x) = 1222. Ponadto, f”(0) = 0, ale 0 nie jest jej punktem przegiecia (Rysunek .

Twierdzenie 4.5.8 (Warunek dostateczny istnienia punktu przegiecia). Jesli funkcja dwukrotnie rdz-
niczkowalna f spetnia warunek oraz druga pochodna f" jest dodatnia z jednej strony i wjemna z
drugiej strony punktu zqg, to punkt o jest punktem przegiecia funkcji f.
Przyklad 4.5.9. Wyznaczyé przedzialy wypuklodci oraz punkty przegiecia funkcji f(x) = 2% — 322
Poniewaz f”(x) = 62 — 6, zatem funkcja jest wypukta w przedziale (—oo, 1), wklesta w przedziale (1, 00),
a x =1 jest punktem przegiecia.
Zadanie 4.5.10. Wyznaczy¢ przedzialy wypuklosci oraz punkty przegiecia funkcji

(1) f(z) = 2* — 2422 + 62 + 5,

(2) fz) =avd—a?,
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(3) f(z) =xz(a—x)% a>0,

(4) f(z) =324,

(5) f(x)=z—2—-3Ingz,

(6) f(x)=3z* —8x% — 1822 + 1,
(

7) f(z) = (x - 2)%em /2,

4.6. Regula de I’'Hospitala. Niech v iv beda funkcjami rzeczywistymi okreslonymi w otoczeniu punktu
a, z wyjatkiem co najwyzej samego punktu a.

Definicja 4.6.1. Méwimy, ze iloraz

(4.6) %, gdzie w(x) # 0 dla x # a,

jest w punkcie a symbolem nieoznaczonym typu 3, jesli u(z) — 0 i v(z) — 0, gdy # — a (2 obu
stron, lub tylko z jednej).

Przyktad 4.6.2. Iloraz % jest symbolem typu % w punkcie a = 0.

Definicja 4.6.3. Mowimy, ze iloraz (4.6 jest w punkcie a symbolem niecoznaczonym typu 2, gdy
u(xr) — +oo i v(x) — +o0, gdy £ — a (z obu stron, lub tylko z jednej).

w punkcie a = /2, iloraz 1“775 jest symbolem typu

Przyklad 4.6.4. Iloraz t;g;; jest symbolem typu 2

=5} e q —
> W punkcie a = +o0.

Twierdzenie 4.6.5 (Reguta de l’Hospitalﬂ. Niech u i v bedg funkcjami rézniczkowalnymi w otoczeniu
punktu a, z wyjgtkiem co najwyzej samego punktu a i niech v(z) # 0 i v'(z) # 0 dla x # a. Jesli iloraz
jest w punkcie a symbolem nieoznaczonym typu % lub =2 i istnieje granica ilorazu pochodnych :j—,/ w
punkcie a, to istnieje granica ilorazu @ wa oraz

(4.7) tim %) _ iy
Uwaga 4.6.6. Gdyby iloraz Z—: byt znowu typu % lub =2, mozna stosowac regute de ’'Hospitala ponownie
i bada¢ granice ilorazu EZ—,,)),/

Przyklad 4.6.7. (A) Symbole typu 8. Stosujac wzor 1' otrzymujemy
sinx u Ccos T

(a) lirr%J = lin}) =1.
T—r X Tr—r
(b) lirrbl—(;OS:B H ir%s;nx H lir% cozsx :%.
rT—r X r—r i r—r
(B) Symbole typu 2.
. tgx v .. 1/ cos? x . 1 [cos3z\” ., cosdr ®w ,.  3sindzw
(a) lim = ———— = lim - =3, bo lim = lim — =
a—m/2tg3x a—w/23/c0s?3x  z—w/23 \ cosx z—m/2 COST  x—ow/2 sinw
o 1 2
(b) lim —ZE /T im 2

(C) Granica po lewej stronie wzoru (4.7)) moze istnieé¢, choé nie istnieje granica po prawej, np.

2 sin(1 1
lim u(@) = lim M = lim sin — = 0,
z—0v(x) 20 x 0 x
natomiast . .
lim (2) — lim 2xsin(1/x) — cos(1/x)
x—0 ’U/(Qj) x—0 1

nie istnieje.
Definicja 4.6.8. Iloczyn dwoch funkceji rzeczywistych wv nazywamy symbolem nieoznaczonym typu 0-oco
w punkcie a, jesli u(x) — 01 v(x) — +o0, gdy x — a.

Uwaga 4.6.9. Symbol 0 - oo sprowadzamy do postaci % lub £ stosujac tozsamosé
U v
= — 1 b = —
uv = 7o ub uv = ¢ T

2Guillaume de I'Hospital (1661-1704).
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t —1/sin? 2
Przyklad 4.6.10. (a) hm retgr = hm CELH iy /sin =li ( = ) =1.
=0 01/z 220 —1/22 z—0 \sinz
lnx H . 1/ .
(b) Il_1>m+xlnx o "cl—l>I(r)l+ m ’L‘1—>0+ 71/562 o zl—l>r(l)1+(_x) =0

Definicja 4.6.11. Roznice u — v nazywamy symbolem nieoznaczonym typu oo — co w punkcie a, jesli

;1_121 u(x) = }1_1)1}1 v(z) = *o0.

Uwaga 4.6.12. Symbol 0o — oo sprowadzamy do postaci § 0 stosujac tozsamosé

1/v —
S Ve Vi)
1/uw
) 1 1 . xz—1—-Inz u .. 1-1/z H .. 1/
klad 4.6.13. 1 — —— | =lim——=lm — = lim ——— =
Przykla acl—>ml(lnx x—l) P (x—1)Inz xl—>11nx—|—1—1/:c 1—>mll/a:—|—1/a:2
1
5.

Uwaga 4.6.14. Analogicznie potega 1’ moze by¢ w pewnym punkcie symbolem nieoznaczonym typu 00,
1°° Iub 0c®. Symbole te sprowadzamy do postaci 0 - co stosujac tozsamosé

ul = evlnu.
Przyklad 4.6.15. (a) lim 2° = lim ¢*™% =¢% =1, bo lim zlnz =0 (Przyktad [4.6.10 (EI))
z—0+ x~>0+ z—0+4
| 1
(b) lim 2/ = Jim ™*/(0=2) — =1 = = 1o lim 2% B yim Yz =-1.
r—1 z—1 z—=11—x z—1 —1

Zadanie 4.6.16. (1) Obliczy¢ granice przy pomocy reguly de I'Hospitala

3 —1
(a) lim —o—o,
(b) lim i ,m,n €N,

):c—>1 ¥ =222+
. Inz
(d) :41c1—>ml:c—l"
(@) Hn%x—sglnm,
r—r X
:Eili
(f) hn%)e —,
r—r X
2?2 —/r
() iliﬁ r—1"
sl —el=% _2p 4+ 2
h) 1
()II_>II11 x—sin(z—1)—-1 "~
Bl o
(G) lim e—,neN,
T %0
(k) lim z

(q) lim (cos2z)%/*’,
z—0

(r) lim g% +ne),
z—0t
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(2) (zadanie nieobowiazkowe) Obliczy¢ granice

sin(z® — 1)

z—0+ zlnx

4.7. Badanie przebiegu zmienno$ci funkcji.

Uwaga 4.7.1. Celem zbadania przebiegu zmiennosci funkcji nalezy

(i) poda¢ dziedzine i ewentualne miejsca zerowe i punkt przeciecia z osia y,

) obliczy¢ granice na koricach przedzialow okreslonosci,
) wyznaczy¢ ewentualne asymptoty,
v) obliczy¢ pochodna, wyznaczy¢ ekstrema lokalne i przedzialy monotonicznoscei,
) obliczy¢ druga pochodna, wyznaczyé punkty przegiecia i przedzialty wypuklosci,
) wykonaé¢ wykres (ewentualnie uprzednio zebra¢ wyniki z poprzednich punktow w tabele).

Przyklad 4.7.2. Zbadaé¢ przebieg zmiennosci funkcji

T

(@) @) = 5.

(i)
(i)

(vi)

(b) f(=)

Dziedzinag jest zbior R, miejsca zerowe (tzn. punkty x speliajace rownanie f(z) = 0) to x =0,
za$ punkt przeciecia z osia y (tzn. punkt (0, f(0)), o ile 0 nalezy do dziedziny funkcji) to (0, 0).
Granice na koncach przedzialow okreslonosci wynosza, odpowiednio,

) . x . 1
Jim fo) = lim o= = lim e =0

Z powyzszych granic wynika, ze prosta o rownaniu y = 0 jest asymptota pozioma. Funkcja nie
ma asymptot pionowych, poniewaz jest ciagla i okreslona na R (funkcja ciagta nie ma granic
niewlasciwych w zadnym punkcie dziedziny).

Zauwazmy, ze

2%+ 1 — 222 1—22 (1—2)(1+x)

Fe) =y “ @ T @i

W konsekwencji,

f(#)=0<=z=—-1lubz =1,

f(@) >0+ z€e(-1,1),

() <0<z € (—00,—1)U(1,00),
skad wnioskujemy, ze funkcja f jest rosnaca w przedziale (—1, 1), za$ malejaca w przedzialach
(=00, —1), (1,00).

Ponadto, funkcja f ma w punkcie x = —1 minimum lokalne réwne f(—1) =

7 = 1 ma ona maksimum lokalne réwne f(1) = 1.

2
Zauwazmy, ze

20(2% +1)2 —da(2® + 1)(1 —2?)  22° -6z  2z(z+V3)(z — \/g)

1 L .
—5, za$§ w punkcie

(22 +1)4 o (2241)3 (x24+1)3

f(@) =

W konsekwencji,

f'(x)=0<=z=—V3lubxz=1lub z =3,

f(x) >0 <=z € (—V3,0)U (V3, +c0),

f(x) <0 <=z € (—o0,—V3) U (0,V3),
skad wnioskujemy, ze funkcja f jest wypukta w przedziatach (—\/3, 0), (\/37 +00), zas wklesta
w przedziatach (—oo, —v/3), (0,v/3).
Ponadto, funkcja f ma punkty przegiecia f(—v/3) = —@, (V3) = @ oraz f(0) =0.
Wykres funkcji przedstawia Rysunek
3z —Tr 42

r+1
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(i) Dziedzing jest zbior R\ {—1}, miejsca zerowe (tzn. punkty « spelniajace rownanie f(z) = 0) to
x =1/3 1z =2, za$ punkt przeciecia z osia y (tzn. punkt (0, f(0)), o ile 0 nalezy do dziedziny
funkcji) to (0,2).

(ii) Granice na koncach przedzialéw okreslonosci wynosza, odpowiednio,

3z2 —Tx +2 3r—T7+2
lm f(z) = lim ST EF2_ g, SwoTHe
T——00 T——00 x+1 T——00 1+ 1/1‘
3x2 —Tr+2 3r—T7+2
lim f(r) = lim o2y, SEoTEYE
Z—00 z—00 x+1 z—00 1+ ]_/x
3x2 —Tr+2 2
li = 1l - _
Am S = m >
322 —Tr+2 &
li = 1 -~ % .
Am @)= I >
(iii) Z powyzszych granic wynika, ze prosta o réownaniu @ = —1 jest asymptota pionowa, funkcja
nie ma asymptot poziomych ale moze mie¢ ukosne. Liczymy wiec
2 _ 2 _ 2 2
lim f(z) ~ lim 3t —Tr+2 lim 3—T/x+2/x 3,
z—+oo z—+oo 2 4+ z—+oo 1+ l/l‘
3x2 — T +2 —10 2 —10+2
lim (f(z)—3z)= lim S 3z | = lim “orte lim 10+ 2/ = —10,
r—+o0 r—+oo x+1 z—+oo x+1 r—Foo 14+ ]./(E

skad wynika, ze prosta o réwnaniu y = 3z — 10 jest asymptota ukosna obustronna.

(iv) Zauwazmy, ze
() = 6z —7)(x+1)— (32® — 7w +2) 62> —x—7—32%+ 702
CES)E CES)E
322 +6x—9  3(x+3)(x—1)
@+ (z41)?

W konsekwencji,

(r)=0«=ax=-3lubx =1,

() >0 <=z € (—00,—3) U (1,00),
fl(x) <0<z (-3,-1)U(-1,1),

f/
f/

skad wnioskujemy, ze funkcja f jest rosnaca w przedzialach (—oo, —3), (1, 00), za$ malejaca w
przedziatach (-3, —-1) i (—1,1).
Ponadto, funkcja f ma w punkcie x = —3 maksimum lokalne rowne f(—3) = —25, zas§ w
punkcie = 1 ma ona minimum lokalne rowne f(1) = —1.

(v) Zauwazmy, ze

(62 +6)(z +1)2 —2(322 + 62 — 9)(z + 1)

f//(l') = (x_'_ 1)4
b6+ 1)@ +22+1—2® -2z +3)  24(x+1)
(z+1)* RSN

W konsekwencji,

f'(x) #0 =2 e R\ {-1}

") >0+ z € (—1,00),

/" (x) <0<z € (—00,—1),
skad wnioskujemy, ze funkcja f jest wypukla w przedziale (—1,00), za$ wklesta w przedziale
(—o0, —1).

Ponadto, funkcja f nie ma punktéw przegiecia.
(vi) Wykres funkcji przedstawia Rysunek

Zadanie 4.7.3. (1) Zbadaé przebieg zmiennosci funkeji
(a) f(z) =2® + 2% — 16w,
(b) f(z) =2*(a® - 4)°,
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RYSUNEK 47. f(z) = 257 RYSUNEK 48. f(z) = 3-Ta42,
3z —1
(c) flz) = m’
= +4x -5
(d) flz) = T r_3
© 5= T
() )=
272
(g) flz)= Qo
2
) fr)= "2

() f(2) = .

zadanie nieobowiazkowe) Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji

(2)

(

(a) f(z) = %z+arccosx2j_1,

(b) f(z) =In|1 —In|z|],

(¢) f(z)=sgn(xz—1)¢/ |23 — 22—z + 1],
) f(z) =

(d T ( ) 2/(1- x)
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5. ELEMENTY TEORII CALKI RIEMANNA FUNKCJI JEDNEJ ZMIENNEJ

5.1. Miara Jordana. Eﬁaczniemy od sformalizowania poje¢ takich jak dtugos¢ i pole. Na poczatku
wprowadzimy pewne pomocnicze pojecia.
Definicja 5.1.1 (Kresy dolny i gorny). Niech E C R bedzie dowolnym zbiorem. Liczbe p nazywamy
(a) ograniczeniem dolnym zbioru E, jesli p < x dla kazdej liczby = € E,
(b) ograniczeniem gornym zbioru E, jesli p > x dla kazdej liczby x € E.
Zbiér E nazywamy
(a) ograniczonym z dotu, gdy istnieje ograniczenie dolne zbioru E,
(b) ograniczonym z gory, gdy istnieje ograniczenie gérne zbioru E.
Niech F bedzie zbiorem ograniczonym z dotu. Dowodzi sig, ze zbiér ograniczeri dolnych zbioru F ma
liczbe najwieksza; liczbe te nazywamy kresem dolnym (lub infimum) zbioru E i oznaczamy inf E.
Podobnie, zbiér wszystkich ograniczenn gérnych ograniczonego z gory zbioru E ma liczbe najmniejsza;
liczbe te nazywamy kresem gornym (lub supremum) zbioru E i oznaczamy sup E.
Jesli zbiér E nie jest ograniczony z dotu, méwimy, ze ma on kres dolny niewtasciwy inf E = —oo, a
jesli nie jest ograniczony z gory, méwimy, ze ma on kres gorny niewtasciwy sup E = oco.
Przyklad 5.1.2. (a) Zbior E = (2,4] jest ograniczony z dotu i z gory. Ponadto, inf E = 2, sup E = 4.
(b) Zbiér N jest ograniczony z dotu, np. —2 jest jego ograniczeniem dolnym, ale nie jest ograniczony z
géry. Ponadto, inf N =1, supN = co.
Zadanie 5.1.3. Zbadaé¢ ograniczonosé zbioréw i wyznaczy¢ ich kresy
(1) A={z eR:2 > 0},
(2) B={1/n:n e N},
(38) C={qeQ;:2<q*<3}.
Do korica tego podrozdziatu zaktadamy, ze n € {1,2,3}.
Definicja 5.1.4. n-wymiarowqg kostkq lub krotko kostkq (domknieta) nazywamy dowolny zbior postaci
P :=la1,b1] X - X [an,by] CR™, a; <b;, k=1,...,n.

l-wymiarowa kostke P = [a1, b1] nazywamy przedziatem, zas$ 2-wymiarowa kostke P := [a1, b1] X [ag, bs]
nazywamy prostokgtem.
Whetrzem kostki P nazywamy zbior

int P := (ay,b1) X -+ X (an, by).
Objetoscig kostki P nazywamy liczbe
|P|:= (b1 —a1)...(bp —an).
W przypadku n = 1 objetos¢ kostki |P| = by — a1 nazywamy diugoscig przedziatu P, a w przypadku

n = 2 objetos¢ kostki |P| = (by — ay1)(ba — a2) nazywamy polem prostokata P.
Srednicg kostki P nazywamy liczbe

diam P := /(b1 — a1)2 + --- + (bp — an)2.
W przypadku n = 1 $rednica kostki diam P = by — ay jest dlugosé przedziatu P, a w przypadku n = 2
$rednicg kostki diam P = \/(bl —a1)? + (by — a2)? jest dlugosé przekatnej prostokata P.
Podziatem kostki P nazywamy dowolna skoriczong rodzine kostek
W:{Pla"'vpm}

taka, ze P = P, U---U P, oraz wnetrza kostek int P;, j = 1,...,m, sg zbiorami parami rozlgcznymi.
Srednicq podziatu m = {Pi, ..., Py} nazywamy liczbe

diam 7 := max{diam Py, ...,diam P, }.

Niech (7)., bedzie ciagiem podzialow kostki P. Powiemy, ze jest to normalny cigg podziatéw, jesli

lim diam 7 = 0.
k—o0

Definicja 5.1.5. Zbiér E C R™ nazywamy ograniczonym, jesli istnieje kostka P taka, ze £ C P.

I3Marie Ennemond Camille Jordan (ur. 5 1 1838 w Lyonie, zm. 22 I 1922 w Paryzu) — matematyk francuski.
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RYSUNEK 49.

Definicja 5.1.6 (Miara Jordana). Niech E C R™ bedzie zbiorem ograniczonym. Rozwazmy kostke P
taka, ze E C P. Dla podzialu 7 = {P, ..., Py, } kostki P definiujemy

sei= APl Se= 0 > P,

j:PjCE J:P;NE£D
gdzie przyjmujemy s, := 0, jesli w podziale 7 nie ma kostek P; zawartych w zbiorze E (Rysunek .
Liczbe
sg = sup{sy, : (k)i dowolny normalny ciag podziatow kostki P}
nazywamy miarq wewnetrzng zbioru E, zas liczbe
Sg = inf{Sy, : (m)s=;dowolny normalny ciag podziatow kostki P}

nazywamy miarg zewnetrzng zbioru E. Oczywiscie sg < Sg. Jesli sp = Sg, to zbior E nazywamy
n-mierzalnym w sensie Jordana, a liczbe

|E| :=sg = Sg

nazywamy n-wymiarowq miarg Jordana.

l-wymiarowa miare Jordana nazywamy liniowqg miarg Jordana lub dtugoscig, 2-wymiarowa miare
Jordana nazywamy powierzchniowq miarg Jordana lub polem, zas 3-wymiarowa miare Jordana nazywamy
objetosciowqg miarg Jordana lub objetoscig.

Uwaga 5.1.7. (a) Dowodzi sie, ze tak okreslona miara nie zalezy od wyboru kostki P.
(b) Dla figur takich jak trojkat, wielobok, kolo, itd. powierzchniowa miara Jordana pokrywa sie z intu-
icyjnym pojeciem pola, np. dla kota K5 o promieniu r > 0 mamy

| K| = mr?.

(¢) Dla bryt takich jak graniastostup, ostrostup, stozek, kula, itd. objetosciowa miara Jordana pokrywa

sie z intuicyjnym pojeciem objetosci, np. dla kuli K3 o promieniu r» > 0 mamy
4 3
|K3| = 37’(‘7’ .

(d) Istnieja zbiory niemierzalne w sensie Jordana, np. dla F = [0,1]" N Q™ mamy sg =0< 1= Sg.

(e) Miara Jordana zbioru réwna sie zeru wtedy i tylko wtedy, gdy jego miara zewnetrzna réwna sie
zeru, tj. gdy dla dowolnej liczby € > 0 dany zbiér mozna pokryé skonczong liczbg kostek o tacznej
objetosci mniejszej niz €. W szczegblnosci,

(a) kazdy skoniczony zbiér na prostej jest 1-mierzalny w sensie Jordana i ma liniowa miare Jordana
réwna, zero,

(b) kazdy ograniczony podzbioér prostej na plaszczyznie jest 2-mierzalny w sensie Jordana i ma
powierzchniows miare Jordana rowna zero.

(¢) kazdy ograniczony podzbior plaszczyzny w przestrzeni jest 3-mierzalny w sensie Jordana i ma
objetosciowa miare Jordana réwna zero.

5.2. Calka Riemanna funkcji jednej zmiennej.

Definicja 5.2.1. Niech P = [a,b] C R bedzie dowolnym przedzialem domknietym i ograniczonym i
niech f: P — R bedzie funkcja ograniczona. Dla dowolnego podziatu m = {Py, ..., Py} przedzialu P
wybierzmy dowolny zbiér punktéw z; € P;, j = 1,...,m, i utwérzmy sume posrednia

(5.1) o i= f@)|Pr] + f(22)[Po] + -+ f(@m)| Pl
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Jedli cigg sum posrednich (o, )72, odpowiadajacy dowolnemu normalnemu ciggowi podziatow (my)g2 , i
dowolnemu wyborowi punktéw posrednich xz;, jest zbiezny, i to zawsze do tej samej granicy bez wzgledu
na dobor ciagu (7)1 punktéw x;, to granice t¢ nazywamy catkq Rzem(mnam funkcji f w przedziale
P i oznaczamy

(5.2) /P £ b /ab F(z) da

Jesli caltka (5.2) istnieje, to funkcje f nazywamy calkowalng w sensie Riemanna lub krotko catkowalng i
piszemy f € R(P).

Przyktad 5.2.2. (a) Niech f(z) = c dla x € [a,b], gdzie ¢ jest stala. W mysl (5.1) jest
or =c|Pi| 4+ ¢c|Pa| + -+ ¢|Pr| = c(|PL] 4+ |Pa| 4+ - + | Pr]) = ¢(b—a)
dla kazdego podziatu m = {Py,..., Py, } przedzialu [a,b], wiec catka (5.2) istnieje i

/abcdx =c¢(b—a).

1, gdy z € QN Ja,b)
flw) = .
0 gdyz€lab\Q
Dla dowolnego podziatu m = {Pi,..., Py} przedziatu [a,b] oraz z; € Q, w mysl (5.1) mamy
Opr = |P1‘+|P2‘+|Pm| :b—a,

jesli natomiast dla dowolnego podziatu 7 = {P,..., P, } przedziatu [a,b] wezmiemy z; ¢ Q, to w

mys$] (5.1)

czyli f ¢ R([a,b]).

Twierdzenie 5.2.3. Funkcja ciggla jest catkowalna. W szczegdlnosci, funkcje elementarne, ich suma,
réznica, iloczyn, iloraz i ztozenie sq catkowalne.

Twierdzenie 5.2.4. Jesli f,g € R(P), to f g € R(P) i fg € R(P), przy czym

Lot

i gdy A jest dowolng statq, to funkcja Af € R(P) oraz

Jar=afr

Twierdzenie 5.2.5 (Interpretacja geometryczna caltki Riemanna). Jezeli f € R([a,b]) oraz
(a) f(x) 20, x € [a,b], to zbior
D={(z,y) eR*:a<z<b 0<y< f(2)}

(Rysunek@) jest mierzalny powierzchniowo w sensie Jordana i

b
Dl= [ fw)ds
(b) f(z) <0, z € [a,b], to zbior
D={(z,y) eER?*:a<x<b flx)<y<O0}

jest mierzalny powierzchniowo w sensie Jordana i

Dl?@ﬂx

Twierdzenie 5.2.6. Jezeli f € R([a,b]) i jezelia < c < b, to

/f m_/f m+/f

14(}eorg Friedrich Bernhard Riemann (ur. 17 IX 1826, zm. 20 VII 1866) — matematyk niemiecki.
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RYSUNEK 51.

Przyklad 5.2.7. Stosujac powyzsze twierdzenia oraz symetrie wykresu funkcji sinus mozna obliczy¢
nastepujaca caltke

2m ™ 2m
/ sinmdx:/ Sinwdx—i—/ sinzdx = |Dq| — |Ds| =0,
0 0 ™

gdzie D1 = {(z,y) €eR?:0<a <7, 0 <y <sinz}iDy = {(z,y) €ER?: 7 <2 < 2m, sinz <y <0}
(Rysunek [51)). Pole obszaru D; (a przez to takze obszaru Ds) obliczymy w Przykladzie [5.3.20] (D).

5.3. Metody obliczania calki Riemanna funkcji jednej zmiennej. W praktyce obliczanie caltki
Riemanna wprost z definicji jest do$é¢ niewygodne. Najczesciej korzysta sie z jednowymiarowej wersji
twierdzenia StokesaEL zwanej podstawowym twierdzeniem rachunku catkowego. Aby je poznaé, wprowa-
dzimy pewne nowe pojecia.

Definicja 5.3.1 (Funkcja pierwotna). Niech P bedzie dowolnym przedziatem i niech f : P — R bedzie
dowolng funkcja. Kazda rézniczkowalng funkcje F': P — R spelniajaca réwnosé

(5.3) Fl(z) = f(z), z€P,
nazywamy funkcjq pierwotng (lub catkq nieoznaczong albo krétko catkq) funkeji f i oznaczamy
(5.4) /f(:c) dx = F(z).

Operacje wyznaczania catki nazywamy catkowaniem.

Przyklad 5.3.2. (a) /cosxd:z: =sinz,
1
(b) /J;2 dx = §x3,

(c) /1dx:x.

Uwaga 5.3.3. (a) Jesli F jest funkcja pierwotng dla f, to jest tez nia F + C, gdzie C' € R jest dowolna
stala. Calkowanie nie jest wiec dzialaniem jednoznacznym. Znajac jednak jedna catke F' otrzymamy
wszystkie inne przez dodanie do niej dowolnej stalej C, zwanej stalq catkowania

/f(:z:)dx =F(z)+C.

15gir George Gabriel Stokes, 1st Baronet (ur. 13 VIII 1819 w Skreen, zm. 1 IT 1903 w Cambridge) — irlandzki matematyk
i fizyk.
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Funkcje F, F+3, F—+/2, itp. nazywamy catkami szczegdlnymi, a catke F+C — catkq ogdlng funkcji
I
(b) Wprost z definicji wynika, ze

[ F@iz=f@ e, (/f dx>/—f()

dlatego catkowanie moze byé¢ postrzegane jako dzialanie odwrotne do rézniczkowania (z niejedno-
znacznos$cig spowodowang pojawieniem sie stalej catkowania).

Twierdzenie 5.3.4 (Calki niektorych funkeji elementarnych). Zachodzq wzory

a+1
/x“dx: I +C, dlaa# -1, /sinxd:c:—cosx+0,
a+1
1
/fdx:1n|:r\+C, /cosxdac:sinz+07
x
1
/e$dx:e"”+C, / 5—dr =tgz +C,
cos?
a” 1
/a””dx: + C, /.2 dr = —ctgx + C,
Ina sin” x

1 1
/1+x2 dx = arctgx +C = —arcctgz + C’, /ﬁdm = arcsinz + C = —arccosz + C".

Catkowanie odnosi sie do tych przedziatow, w ktérych funkcja catkowane (funkcje podacatkowe) sq okre-
Slone; C' i C" oznaczajq state.

W dalszym ciagu czesto bedziemy opuszczaé stata catkowania.

Twierdzenie 5.3.5. Niech A bedzie dowolng statq. Wtedy

/(f(m):l:g(x))dx:/f(m)d:c:l:/g(x)dx, /Af(x)dx:A/f(m)dx.

Przykltad 5.3.6. (a) /3cosxdm:3/cosxdx:3sinx,
b 23 —5x4+2)der= [ 23de—5 | xdx+2 1dx:1x4f§a:2+2x,
4 2
1 2 1 2 1 1/2 2 4 3/2
(c) T—x dx = ;—2\/5—&—95 dx = ;dcr:—2 x/dx 4+ xdm:lnm—gx +
x
1 4 3 1
— 3:1n‘$|7§\/§d+5x3,
(d) /wc@ = /m’gd:c+/x*1/2dx+/x*5/3dm =zt 4222 - %x’z/?’ = —1+
x
3
T — — .
2V 22

Zadanie 5.3.7. Obliczy¢ calki nieoznaczone

(1) /x2 dz,

(2 6z + 322 —x ) dx,

8

(:L‘2 — 622 + 25z ) dx,

<2$ >dm

(w )

2t =2+ -3
22

2v/z dz,
(3 = ba)/z da,

dx,
(7)
(8)

\\\ \ \\\

61



(9) /’C/de,neN,n>1,
5 — 1
Jr
Twierdzenie 5.3.8 (Catkowanie przez czesci). Jesli u i v sq funkcjami majgeymi w pewnym przedziale
ciggte pochodne, to w przedziale tym zachodzi réwnosé

(10) dx.

Przyklad 5.3.9. (a) [Inzdz. Podstawmy u(z) =Inz, v'(z) =1, skad v/(z) = 1, v(z) = z. Otrzymu-
Jemy

/lnxdzs =zlhz — /Jédz =zlnz—-—z+C.
(b) [z coszdz. Podstawmy u(z) = z, v'(z) = cosz, skad v/(z) = 1, v(z) = sinz. W konsekwencji,
/xcosxda? =zsinz — /sinmdw =xsinx + cosx + C.
(¢) [ze® dz. Podstawmy u(z) = z, v'(x) = e”, skad u/(z) = 1, v(z) = e”. W konsekwencji,
/me”dmzwez—/ewdﬂczme;"—ew—i—a
1

(d) [xlnzdz. Podstawmy u(z) = Inz, v'(z) = x, skad v/(z) = 1, v(z) = L22. W konsekwencji,

x? 2

1 1,1 1 1 1 1
zlnzdr = =2’nz— | 22?2~ dex==-2’Inz— = [ xdr==2’Inz— ~2> + C.
2 2 x 2 2 2 4

Uwaga 5.3.10. Stosujac catkowanie przez czesci kilkakrotnie mozna obliczy¢ catki

/p(x) sinz dz, /p(x) cosz dx, /p(z)e‘” dz, /p(x) Inzdx,
gdzie p jest dowolnym wielomianem. W pierwszych trzech catkach jako funkcje przyjmujemy wielomian
p i stosujemy wzér na catkowanie przez czesci tyle razy, ile wynosi stopieri wielomianu p. W czwartej

calce jako funkcje przyjmujemy logarytm naturalny.
Na przyktad, aby obliczy¢ catke
/ 2?sinz dz,

podstawmy u(z) = 22, v'(x) = sinz, skad v(z) = — cos x. Otrzymujemy
/:1:2 sinz dr = —x° cosx + 2/:1:cosxd:c.
Ostatnia catke z prawej strony powyzszej rownosci policzylismy w Przykladzie (]ED W konsekwencji,
/x2 sinz dr = —x? cosx + Q/mcosa:dx = —z?cosz + 2xsinz + 2cosx + C.
Zadanie 5.3.11. Stosujac catkowanie przez czesci obliczy¢ calki nieoznaczone
(1) /x" Inzdx, n € N,
zsinx dx,

(% — 1) cos z dz,

/
/
(4) /(a:2 + z)sinx dz,
/
/

62



Twierdzenie 5.3.12 (Catkowanie przez podstawienie). Niech f bedzie funkcjq ciggta, zas g niech bedzie
funkcjq rézniczkowalng, majgcq ciggltq pochodng g'. Jesli ztozenie f o g jest dobrze okreslone w pewnym
przedziale, to w tym przedziale zachodzi réwno$é

(55 [ 1 @ar= [roa)

W szczegdlnosci, wzor zastosowany do funkcji f(t) = % daje

(5.6) / Zl((f)) dz =1In|g(z)| + C.

Przyklad 5.3.13. (a) Chcac obliczy¢
/295\/ 1+ 22dzx

przyjmujemy 1+ 22 = ¢, skad otrzymujemy 2x dr = dt, a stad

2 2 3
/2$\/1+x2dx:/\/fdt:5\@3—1—0:5\/1—1—@2 + C.

dx
[y aro,
przyjmijmy az + b = t, czyli v = =2, skad dz = %; zatem, w mysl (5.5)),

a

11, 1,1, 1 1
/ da /7-fdt:f/fdtzfln|t\+C:fln|aa:+b|+C.
a t a a

ar+b )t a
x
—d
/ x2+4 .
stosujemy wzor (|5.6)

1 [ 2 1
/ T 4 / * de = 3 Infa® +4| + C.

(b) Aby obliczyé

(c) Aby obliczy¢

2+ 4 D +4
Zadanie 5.3.14. Obliczy¢ calki przez podstawienie (podane obok)

2z — 3
1 —— " dx, 2% — 4=t
()/x2—3x+4 % @ = 3w+ ’

2% 42 —1
2 d. 4 2_9 1=t
()/x4—|—x2—2x—|—1 T T AT T ’

(3) /x\/az2—|—bda:, a#0,ax?+b=t,

(4) ﬁdw,a#&awg—i—b:t,
(5) /sin(ax—i—b)dm, a#0,ar+b=t,
(6) /tgacdx, cosx = t,

(7) /%dm, 1+sinz =t

(8) /:c2 sinz® dz, 2% = t,

(9) /e‘””'bdx, a#0,ar+b=t,

(10) /4 21+9d3:, gx:t,

(11) [ oz —3dx, Vo —3 =1,

(12) /% L 1;x:t,

(13) /x3 (1- x2)_3/2 dr, 1 — 22 =12
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.3
sin”
(14) /mdx, cosx =t,
1
(15) /7da:,x:2+3t,
Vb5 +4x — x?

(16) /ln(Zx —4)dz, In(2x — 4) =t.

Twierdzenie 5.3.15. Zachodzq nastepujgce wzory (a #0)

(5.7) /aurcsin:cdan::I:arcsilrwz:—&—\/1—952—1—07
(5.8) /arctgmdwzxarctgm—ln\/l—i—xQ—l—C’,
dz
(5.9) /ﬂ—arcsmf—l—C /\/m ln‘x+\/a2+x2‘+0
(5.10) /\/aQ—xde: 3% a2—x2+§a2arcsin§—|—C,
1 1
(5.11) /\/a2 +22dx = im\/az + 22 + §a2 In ’x—!— vV a? —&—xQ‘ +C.

Uwaga 5.3.16. (a) Do calki (5.7) stosujemy najpierw metode calkowania przez czesci, a potem pod-
stawienie 1 — 22 = t;
Do catki (5.8)) stosujemy najpierw metode calkowania przez czesci, a potem podstawienie 1+ 22 = t;

)
) Do pierwszej z calek (5.9) stosujemy podstawienie z = at;
)
)

(b
(c
(

d) Do drugiej z catek (5.9) stosujemy podstawienie z 4+ /a2 + 22 = t;

(e) Do calki (5.10) stosujemy pierwszy wzor z (5.9) i metode calkowania przez czesci;
(f) Do calki (5.11) stosujemy drugi wzor z (5.9)) i metode caltkowania przez czesci.

Zadanie 5.3.17. Stosujac wskazowki z Uwagi |5.3.16| wykazaé¢ rownosci (5.7)—(5.11)).

Twierdzenie 5.3.18 (Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego). Jezeli F' jest dowolng catkq nie-
oznaczong funkcji f ciggltej w przedziale [a,b], to

b
(5.12) / f(z)dx = F(x)

Uwaga 5.3.19. Wzér (5.12) jest jednym z najwazniejszych wzoréw rachunku catkowego. Pozwala on
obliczy¢ catke Riemanna danej funkcji, gdy znamy jej funkcje pierwotna.

2 2
1
Przyktad 5.3.20. (a) / v dr = gxg
1

8 1 7
., 3 3 3

us

(b) / sinzdr = —cosxz| = —cosm — (—cos0) = —(=1) — (=1) = 1 +1 = 2. W szczegolnosci, pole
0

0
obszaru D; (a dzieki symetrii takze pole obszaru Ds) z Przyktadu rowne jest 2 (Rysunek .
Zadanie 5.3.21. Obliczy¢ catki

w/2
(1)/ cosz dx,
0
2
1
@ [ a.
/x\/l—xde
x\/a—xzdx

rsinzdx,

Oﬂ/2

(6) / sin? 2 de,
0
/ (42? — 2z)e** dz,
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5.4. Zastosowania caltki Riemanna funkcji jednej zmiennej. Calke Riemanna mozna wykorzy-
sta¢ do obliczania pél powierzchni zbioréw plaskich i dlugosci tukéw, zaréwno na plaszczyznie jak i w
przestrzeni.
Twierdzenie 5.4.1 (Obliczanie pol). Niech f,g € R([a,b]) i niech f(x) > g(z) dla = € [a,b]. Wtedy
zbior

D={(z,y) eR*:a<z<h glr) <y< f@)}
(Rysunek@) jest mierzalny powierzchniowo w sensie Jordana i

b
D| = / (f(2) - g(x)) do.

Przyktad 5.4.2. (a) Obliczymy pole obszaru D zawartego miedzy parabola y? = 4z i prosta y = 2x —4
(Rysunek . Linie te przecinaja sie w punktach A = (1,-2) i C = (4,4) (aby je wyznaczy¢,
wystarczy rozwiazaé¢ uklad réwnan

y? =4z )
y=2x—-4

Prosta x = 1 rozdziela obszar na dwa obszary
Dy :=A0B={0<z<1, 2Vr<y<2Vx}, Dy=ABC={1<2<4, 2r—4<y<2V/x},

zatem
1 4
|D|=|D1|+|D2\=/ (2f—(—2\/5))dx+/ (2v/x — 22 + 4) da
0 1
1 4
4
=§\/§3 +f\/§3—x2+4x
3 0 3 )
8 32 4
=-4+—-1 16—=-+1-4=12+1-4=09.
3+ 3 64 16 3+ + 9

iczymy pole wnetrza elipsy anego nieréwnoscia —2 + y—z < 1. Wnetrze elipsy jest ograniczone
b) Obl 1 et 1 Dd z : e

krzywymi
b b
y=-vat—2z2, i y=-——va?—-2a?
a a
gdzie —a < z < a, wiec
@b 2b 2 “ 2 (a? 2
\D\:/ 22Vt —a2de =2 |2/ — 22+ L aresin 2 =2 (T (LY ) —
e @ a |2 2 al]_, a 4 4
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W szczegdlnosei, pole kota K zadanego nieréwnoscia 22 + 32 < r? wynosi |K| = mr? (stosujemy

powyzsze rachunki dla a = b =r).

Zadanie 5.4.3. Obliczy¢ pole obszaru zawartego miedzy
(1) parabola y = 2% — 2x i prosta y = —x + 2,

(2) parabola y = x?/(2p) i prosta y = 3x/4 + p/2,

(3) krzywa y = 6xv1 — 22, 0 <2z < 1,1 osig z,

(4) parabolami y = 2(z + 1)2, y = (z + 1)% + 4,

(5) prosta = +y =9 i hiperbola zy = 14,

(6) prosta y = x + 8 i hiperbola zy + 15 = 0,

(7) krzywa y = Inx, osia x i prosta x = e~2.

Definicja 5.4.4. Niech z = xz(t), y = y(t), t € [a, ], beda funkcjami ciagltymi. Funkcje v : [a, b] — R?
dang wzorem 7(t) = (x(t),y(t)), t € [a,b], nazywamy krzywq ptaskq. Zbior

(5.13) v = 7([a,b]) = {(x(t),y(t)) € R* : t € [a,b]}
nazywamy obrazem geometrycznym krzywej -y.

Przyklad 5.4.5. (a) Rownania z(t) = t, y(t) = t, t € [0, 1], opisuja tuk paraboli przebiegane punktu
(0,0) do (1,1).

(b) Dla r > 0 rownania z(t) = rcost, y(t) = rsint, t € [0, 27|, opisuja okrag o §rodku w punkcie (0, 0)
i promieniu r przebiegany przeciwnie do ruchu wskazowek zegara od punktu (r,0) do tego samego
punktu. Obrazem geometrycznym krzywej jest okrag.

(c) Dla r > 0 réwnania x(t) = rcost, y(t) = rsint, ¢t € [0, 4], opisuja okrag o §rodku w punkcie (0,0) i
promieniu 7 przebiegany dwukrotnie przeciwnie do ruchu wskazowek zegara od punktu (r,0) do tego
samego punktu. Obrazem geometrycznym krzywej jest okrag.

(d) Wykres funkcji ciagtej f : [a,b] — R jest obrazem geometrycznym pewnej krzywej. Istotnie, ponie-
waz

Iy={(z,y) eR:z € [a, 0], y = f(z)},
wystarczy wziac¢ x(t) =t, y(t) = f(t), t € [a, b].

Definicja 5.4.6 (Dlugosé krzywej). Niech bedzie dana na ptaszczyznie krzywa v o réwnaniach .

Podzielmy przedzial [a,b] punktami a = ¢y < t; < --- < t,, = b na n dowolnych czesci, oznaczmy przez

0n $rednice podziatu, tj. najwicksza z réznic t; —t;_; dla j = 1,...,n, i niech punktom podziatu t;

odpowiadaja na krzywej punkty A; := (z(t;),y(t;)). Linie tamang AgA; ... A,—1 A, nazywamy tamang

wpisang w krzywg v (Rysunek . Oznaczmy przez

(5.14) dn = |AoAr| + |[A1Ag| + -+ [An_14,]

dtugosé tamanej, gdzie |A;_1 A;| oznacza dlugosé odcinka o koncach w punktach A;_; i A;. Jesli istnieje

granica nll)nolo dy, gdy 6, — 0, przy czym granica ta nie zalezy od doboru punktéw podziatu t;, to krzywa

~ nazywamy prostowalng, a granice lim d, = d nazywamy dtugoscig krzywej + i oznaczamy przez |7|.
n—oo

Uwaga 5.4.7. Nie kazda krzywa jest prostowalna. Np. krzywa Peanom przechodzaca przez wszystkie

punkty kwadratu, nie jest prostowalna.

16Giuseppe Peano (ur. 27 VIII 1858 w Spinetta, zm. 20 IV 1932 w Turynie) — wloski matematyk i logik.
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RYSUNEK 55. Cykloida z = r(t — sint), y = r(1 — cost).

Twierdzenie 5.4.8 (Obliczanie dtugosci). (a) Jesli krzywa zadana jest funkcjami majgcymi cig-
gte pochodne, to jest prostowalna i ma dtugosé

a= / N(E; )2 dt.

(b) Krzywa y = f(x), x € [a,b], gdzie funkcja f ma w przedziale [a,b] cigglq pochodna, jest prostowalna

1 ma diugosé
b
d:/ V14 (f'(x))?dx.

Przyklad 5.4.9. (a) Dlugosé¢ okregu tj, dlugosé krzywej v okreslonej réwnaniami parametrycznymi
x =rcost, y =rsint, t € [0,27], wyraZa si¢ wzorem

27

= 27r.
0

2m
|y = \/ "(t))?dt = \/ —rsint)? + (rcost)?dt = / rdt =2nt
0 0 0

Wzo6r na obwdd elipsy nie bedacej okregiem nie daje sie wyrazi¢ prostym wzorem.
(b) Dlugosc d cykloidy, tj. krzywej jaka opisuje punkt staty okregu o promieniu r toczacego sie po prostej
y = 0 (Rysunek , opisanej rownaniami x = (¢t —sint), y = r(1 — cost), 0 < ¢t < 27, rowna jest

2m 2m 2 t
d:r/ \/(1—cost)2+sin2tdt:r \/2(1—cost)dt:r/ \/4sin® - dt
0 0 0 2

27 t t
:27’/ sin — dt = —4r cos —
0 2 2

= —4r(cosm — cos0) = —4r(—2) = 8r.
0

(c) Dlugosé d czesci paraboli y = 22, 0 < z < 1, réwna jest

1 1
1 1
d:/ \/1+4x2dx:§x 1+4m2+iln)2x+\/1+4x2’ =—
0 0

Zadanie 5.4.10. Obliczy¢ dlugosé tuku

- iln(Q +V5).

(1) czedci paraboli 2y = 22 w przedziale 0 < z < 2,

(2) czescei linii taiicuchowej y = %a(e’”/a +e /), 0<z<e,
(3) asteroidy z = acos®t, y = asin®t, 0 < t < 27, gdzie a > 0,
(4) y? =423, gdziey > 0,0< = < S,

(5) y2:2x—x2,gdzie0§x<1

(6) y=In(1 —2?), gdzie 0 < z < 3,

(7) 2=t y=1t—13/3 gdzie 0 < t < /3.
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6. FUNKCJE DWOCH ZMIENNYCH

6.1. Zbiory na plaszczyznie i w przestrzeni. Dziedzing funkcji dwéch zmiennych sa podzbiory
plaszczyzny.

Przyklad 6.1.1. (a) Zbior

K ((z0,90),7) = {(z,y) € R?: (x — 20)* + (y — y0)* < r?},

gdzie r > 0, jest kotem otwartym (tj. bez brzegu) o srodku w punkcie (zg,yo) 1 promieniu 7.

(b) Zbior
{(z,y) €R*: (x —m0)* + (y —w0)” = r*},

gdzie r > 0, jest okregiem o $rodku w punkcie (g, yo) 1 promieniu 7.

(¢) Zbior
{(m,y)€R2:a<x<b, c<y<d}
jest prostokatem domknietym (tj. wraz z brzegiem) o bokach réownolegltych do osi z i y.

Zadanie 6.1.2. Narysowaé zbiory
) {(z,y) € R? 1 2? +y° < 2z},
€ER?: 2% + 92 >y},
eR?: |z| <y},

2) {(.y)
)
geW:M+wbﬂL
)

y) € R? x| < 42},
,y) € R? : max{|z], |y|} < 1},
) {(wy) € R :ay <2}

Definicja 6.1.3. Zbior D C R? nazywamy obszarem, jesli dla kazdego punktu (x,y) € D istnieje liczba
r > 0 taka, ze K((z,y),r) C D ijesli kazde dwa punkty zbioru D mozna polaczy¢ linia tamana zawarta
w D.

(1
(2) {(z,
(3) {(z,y
4) {(z,y
(5) {(z,y
(6) {(z,y
(7

Przyklad 6.1.4. Wnetrze prostokata lub elipsy jest obszarem, okrag lub koto domkniete nie sa obsza-
rami. Suma dwoch roztgcznych kot otwartych tez nie jest obszarem.

Definicja 6.1.5. Niech A C R2. Funkcje
(6.1) A3 (@y) L fla,y) eR

nazywamy funkcjg dwdch zmiennych x i y.
Uwaga 6.1.6. Jesli funkcje (x,y) — f(x,y) okreslamy wzorem nie podajac jej dziedziny to przyjmu-
jemy, ze dziedzina jest zbior tych par (z,y) € R?, dla ktérych wzér ma sens.

Przyktad 6.1.7. Wzor f(z,y) = ;= okresla funkcje na calej plaszczyznie R® poza prosta y = z, a

wzor f(z,y) = \/1 — 22 — y2 okredla funkcje na kole domknietym x? + 32 < 1.
Zadanie 6.1.8. Poda¢ dziedzine funkcji

(1) f(w y) = In(zy),

(2) flz,y) =1//4—a? —y?

(3) ( y) =1/(1 —e"¥),

(4) f(z,y) = In(2" —3%).

Uwaga 6.1.9. Przypomnijmy, ze

L(f) ={(z,y,2) e R®: (,y) € A, z = f(z,y)}.
Wynika stad, ze wykres funkcji (6.1)) jest podzbiorem przestrzeni R3.

Przyktad 6.1.10. Wykresem funkcji

flay)=1-z+2y, gla,y)=Vid—a?—y? hzy) =a”+2°
sa kolejno, ptaszczyzna (Rysunek [56), gdrna pdtsfera o promieniu 2 i $rodku (0,0,0) (Rysunek i
paraboloida eliptyczna (Rysunek |58). Przekroje paraboloidy plaszczyznami y = 01 2 = 0 sa parabolami
z =221z =2y? a przekroje poziomicami z = zy > 0 sg elipsami 22 + 2y° = 2.
Zadanie 6.1.11. Narysowaé wykresy funkcji

1) fz,y) =227+ 1,
68



(2) g(z,y) =1—2° -y,
(3) h(z,y) = Va2 + 12,
(4) i(z,y) = /2% + 2,
(5) jlz,y)=1-2—y,
(6) k(z,y) =y

6.2. Pochodne czastkowe. Niech funkcja f bedzie okreslona w otoczeniu punktu (zg, yo).

Definicja 6.2.1. Jesli zmiennej y nadamy stala wartosé yg, to

(6.2) z— f(z,y0)

jest funkcja jednej zmiennej (zmiennej ). Pochodna funkcji (6.2) w punkcie z¢ nazywamy pochodng
czgstkowq funkeji dwoch zmiennych f wzgledem x w punkcie (zg,yo) 1 oznaczamy przez f.(xq,yo) lub

% (-TO7 yo)a WIQC

of . f(@o + h,yo) — f(o,90)
/ _ 24 =1 5 ) ]
fz(0,y0) o (z0,%0) h1—>mo A
Podobnie okreslamy pochodng czgstkowq funkcji f wzgledem y w punkcie (zg,yo) ustalajac ¢ = ¢ i
obliczajac pochodna funkcji
y — f(zo,y)

jednej zmiennej y w punkcie yo. Pochodna te¢ oznaczamy przez f, (o, yo) lub %(xo, Yo), wiec

fo(@o,90) = %(xo,yo) = }132% f (o, 4o + h})L - f(xoayo).

Uwaga 6.2.2. Jesli funkcja f zmiennych (z,y) ma pochodne czastkowe f; i f, w kazdym pukcie dzie-
dziny, to pochodne te sa znowu funkcjami dwoch zmiennych.

Przykiad 6.2.3. (a) Niech f(z,y) = 22 —xy+3y?. Obliczymy wartosci pochodnych czastkowych funkcji
[ w punkcie (1,2), tzn. f;(1,2) f,(1,2). Najpierw obliczamy pochodne czastkowe. Uwazajmy = za
zmienna, a y za stala. Wtedy

0
falz,y) = a%:(x,y) =2z —y.

Uwazajac z kolei y za zmienna, a x za stala, otrzymamy

0
.gww>:5§uw>:—w+6y

W szczegolnosei, f1(1, ) =0, f,(1,2) = 11.

(b) Niech f(z,y) = 2In 2> o1y Wtedy
I v4+y 24+y—(z—y) 2y oy
falw.) = 22—y (@+y? 2w-y+y)  ? -y
oraz L - )
1 rt+y —(rt+y)—(r—y) —2z X
) =5 z—y (z +y)? 2@ -y)(aty) 2y

Zadanie 6.2.4. Obliczy¢ pochodne czastkowe funkcji
(1) flz,y) = 2%y + day®,

(2) flavy) = 20%y + 39" = 5o,
(3) fla.y) = =
(4) flay) = ﬁfw,

ny
(5) f(xay) = W?
(6) f(x.y) = wsiny + cos(ry).
() flay) = (32— y In(a® +4°),
(8) S(ry) =5
(9) f(z.y) =l

Y
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Definicja 6.2.5. Pochodne czastkowe pochodnych czastkowych f7 i fg'/ nazywamy pochodnymi czgstko-
wymi rzedu drugiego. Jest ich cztery, oznaczamy je

of 9% f
%(%) T o7 Jox 8y<8z> 3y3x - ?///xa
2 2
52 (5,) = Gy = o 3 (5y) = e =

Pochodne Q’E'y i ym nazywamy pochodnymi mieszanymi.

Przyklad 6.2.6. Jedli f(z,y) = 2%y — 3xy? — 222, to
fa/t(xay)ZQxyfzgyz*lev f;(x,y):mzf&ny

oraz
frw(,y) =2y — 4, Fl(x,y) = 2 — 6y,
f:/v/y(xvy) =2z — 63/, f;/y(x,y) = —6ux.

Zadanie 6.2.7. Obliczy¢ pochodne czastkowe drugiego rzedu dla funkcji
(1) fla,y) =" - 32°y* + 237,

r—y
2 = —
@) f@y)=—

Uwaga 6.2.8. Dla funkcji ,porzadnych” (np. majacych drugie pochodne czastkowe ciagte), a tylko takimi
bedziemy sie zajmowaé, pochodne mieszane sa rowne, tj.

1" 11
6.3. Ekstrema lokalne i globalne funkcji dwéch zmiennych. Podobnie jak w przypadku funkcji

jednej zmiennej, pojecie pochodnych czastkowych mozna zastosowaé do wyznaczania najwiekszych i
najmniejszych wartosci funkcji dwoch zmiennych.

Definicja 6.3.1 (Ekstrema lokalne). Mowimy, ze funkcja f okreslona w otoczeniu punktu (zg,yo) ma
w punkcie (xg,yo)
o maksimum lokalne, jesli istnieje takie kolto K o srodku w punkcie (zg, y0), ze f(zo,%0) = f(z,y)
dla dowolnego punktu (z,y) € K;
o wlasciwe (silne) maksimum lokalne, jesli istnieje takie koto K o srodku w punkcie (xo, o), ze
f(zo,y0) > f(z,y) dla dowolnego punktu (z,y) € K\ {(z0,y0)};
o minimum lokalne, jesli istnieje takie koto K o srodku w punkcie (xg,y0), ze f(zo,%0) < f(z,v)
dla dowolnego punktu (z,y) € K;
o wlasciwe (silne) minimum lokalne, jesli istnieje takie kolo K o §rodku w punkcie (zg,yo), ze
f(zo,y0) < f(z,y) dla dowolnego punktu (z,y) € K \ {(x0,%0)}

Maksimum i minimum lokalne, wtasciwe lub nie, nazywamy krotko ekstremum lokalnym.

Przyklad 6.3.2. (a) Funkcja f(z,y) =1 — z + 2y nie ma ekstremow lokalnych (Rysunek [56)),
(b) Funkcja g(z,y) = /4 — 22 — y? ma w punkcie (0,0) wlasciwe maksimum lokalne réwne ¢(0,0) = 2

(Rysunek [57)),
(c) Funkcja h(z,y) = 2% + 2y?> ma w punkcie (0,0) wlasciwe minimum lokalne réwne h(0,0) = 0

(Rysunek [58),
(d) Funkcja i(z,y) = 1 —y* ma w punktach (z,0), gdzie z € R, maksima lokalne (ale nie sa to maksima
wlasciwe!) réwne i(z,0) = 1 (Rysunek [59).

Twierdzenie 6.3.3 (Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego). Jesli funkcja f ma ekstremum
lokalne w punkcie (xg,yo) oraz ma w tym punkcie pochodne czgstkowe rzedu pierwszego, to

(6.3) fg/c(fo,yo) =0 1 f{,(l‘o,yo) =0.
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RYSUNEK 58. h(z,y) = 2% + 2y%. RYSUNEK 59. f(z,y) =1— 2.

Uwaga 6.3.4. Warunek (6.3) nie jest wystarczajacy. Istotnie, f(z,y) = zy ma pochodne czastkowe
rzedu pierwszego, bo fy(z,y) =y i f,(z,y) = x. Ponadto, f;(0,0) = f,(0,0) = 0, ale funkcja f(x,y) nie
ma ekstremum lokalnego w punkcie (0,0), gdyz jest dodatnia w I i III éwiartce ptaszezyzny i ujemna w
IIilIv.

Definicja 6.3.5. Niech funkcja f ma pochodne czastkowe rzedu drugiego. Wyrazenie

" "
X Ty
1 1"

yx vy

w =

S = S

nazywamy wyréznikiem funkcji f.

Twierdzenie 6.3.6 (Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum lokalnego). Jesli funkcja f, majaca
w otoczeniu punktu (xo,yo) ciggle pochodne czgstkowe rzedu drugiego, spetnia warunek , to funkcja
f w punkcie (xq,yo)

(a) ma ekstremum lokalne, jesli w(zo,yo) > 0, i to maksimum, jesli fI (xo,y0) < 0 a minimum, jesli
fal:/x(x07y0) > 0;
(b) nie ma ekstremum lokalnego, jesli w(xo,yo) < 0.

Uwaga 6.3.7. Twierdzenie to nie rozstrzyga czy ekstremum istnieje, jezeli w(zg,yo) = 0.
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RYSUNEK 60. f(z,y) = 22 + \y?, RYSUNEK 61. f(z,y) = 22 + \y?,
A>0. A <O0.

Przyklad 6.3.8. (a) Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = 22 + \y?, gdzie A # 0 jest stala.
Pochodne
falc(xvy):2$’ f;(x’y):2)‘y
zeruja sie w punkcie (0,0). Poniewaz w(0,0) = 4\ oraz f2/.(0,0) = 2, wiec gdy A > 0, to funkcja
f ma w punkcie (0,0) minimum (Rysunek [60)), a gdy A < 0, to funkcja f nie ma w punkcie (0,0)
ekstremum (Rysunek [61)).
(b) Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = 2° + 32y? — 6xy. Pochodne

fi(x,y) = 32 4 3y* — 6y, fy(x,y) = 6y — 6z
sg réwne zeru wtedy i tylko wtedy, gdy

224+ y?—2y=0
z(y—1)=0 ’

skad z drugiego réwnania wynika, ze x = 0 lub y = 1. Je$li x = 0, to pierwsze rownanie redukuje

sie do postaci y(y —2) = 0, skad y = 0 lub y = 2. Jesli y = 1, to pierwsze réwnanie redukuje sie

do postaci #2 — 1 = 0, skad x = —1 lub x = 1. Ostatecznie, obie pochodne czastkowe zeruja sie w

czterech punktach
z=0 z=0 r=-1 T =
y=0 " |y=2 = |y=1 ' |y=

6z 6y — 6
w(x,y) = ’6y "6 ny ‘ = 3622 — 36(y — 1)2 = 36(3:2 —(y— 1)2)7

skad wnioskujemy, ze
(i) w(0,0) = =36 < 0, wiec w punkcie (0,0) funkcja f nie ma ekstremum,
(if) w(0,2) = —36 < 0, wiec w punkcie (0,2) funkcja f nie ma ekstremum,
(iii) w(—1,1) =36 > 0 oraz f/ (—1,1) = —6 < 0, wiec w punkcie (—1,1) funkcja f ma wlasciwe
maksimum lokalne,
(iv) w(1,1) =36 > 0 oraz f,/.(1,1) = 6 > 0, wiec w punkcie (1,1) funkcja f ma wlasciwe minimum
lokalne.
Wykres funkeji f przedstawia Rysunek [62}
(c) Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = 2% + y*. Pochodne

frlz,y) =32%,  fl(z,y) = 3y°
sa rowne zero tylko w punkcie (z,y) = (0,0). Poniewaz
6z 0

0 6y
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RYSUNEK 62. f(z,y) = 23 + 3xy? — 6xy.

wiec w(0,0) = 0. Twierdzenie nie rozstrzyga istnienia ekstremum. Zauwazmy jednak, ze f(0,0) = 0.
Ponadto,
f(z,0) = —f(—=z,0) =2 >0, x>0,
czyli funkcja f na dodatniej potosi z przyjmuje wartosci dodatnie a na ujemnej poétosi x — wartosci
ujemne. W konsekwencji, w punkcie (0,0) funkcja f nie ma ekstremum lokalnego.
(d) Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(z,y) = 22* + 3y%. Pochodne

filz,y) =82, fl(x,y) = 18y°
sa rowne zero tylko w punkcie (z,y) = (0,0). Poniewaz

2422 0

_ 2, 4
0 90yt = 2160z7y",

w(z,y) =

wiec w(0,0) = 0. Twierdzenie nie rozstrzyga istnienia ekstremum. Zauwazmy jednak, ze
flz,y) =22 +3y° > 0= £(0,0), (x,y)# (0,0),
czyli, na mocy definicji, funkcja f ma w punkcie (0, 0) silne minimum lokalne (nawet globalne).

Zadanie 6.3.9. (1) Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkeji
(a) f(z,y) =2 +y* — 22 + 6y,

(b) f(z,y) =2*y(4 —z +y),

(c) f(z,y) =6xy —a® —y?,

(d) flz,y) =a* +y* — 4a’zy + 242,
(©) floy) = — = 44y,

(6) flaory) =o'+

(2) Ktory z trojkatow o obwodzie 2p i bokach a, b, ¢ ma najwieksze pole P?
(3) Wyznaczy¢ prostopadloscian o najwiekszej objetosci, jesli pole powierzchni jest rowne 54.
(4) Na okregu opisaé¢ trojkat o najmniejszym polu.

Twierdzenie 6.3.10. Funkcja ciggta f dwdch zmiennych w domknietym i ograniczonym zbiorze ptaskim
ostgga warto$é najwiekszq i najmniejszq.

Uwaga 6.3.11. Nie musi to by¢ maksimum i minimum lokalne. Jesli dodatkowo funkcja f jest réznicz-
kowalna i zbior D jest ,porzadny” (co to oznacza, wyjasni sie za chwile), to w celu wyznaczenia tych
wartosci mozemy postapi¢ wedtug ponizszego algorytmu.

(1) Rozwiazujemy uklad rownan
{f; (z.9) =0
fy(z,y) =0
i notujemy wszystkie jego rozwiazania (x,y) bedace punktami wewnetrzymi naszego zbioru.
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(2) Dzielimy brzeg zbioru na skoriczona liczbe fragmentow, z ktorych kazdy da sie opisa¢ wzorem typu
y=p(x), x € [a,b] lub = q(y), y € [¢,d], gdzie p i ¢ sa funkcjami rézniczkowalnymi (,,porzadnos¢”
zbioru D oznacza, ze jego brzeg da sie zapisaé¢ jako skoriczona suma mnogos$ciowa wykreséw funkcji
rozniczkowalnych jednej zmiennej). Wykorzystujac te podstawienia otrzymujemy ciagte funkcje

[a,] 3 @ > f(x,p(z)) € R
jednej zmiennej x lub ciagle funkcje

[e,d] 3y — f(d(y),y) €R
jednej zmiennej y i znajdujemy miejsca zerowe pochodnych p’ lub ¢’ funkcji p lub ¢ jednej zmiennej
lezace wewnatrz przedzialow (a, b) lub (¢, d). Notujemy odpowiadajace im punkty (x, p(z)) i (¢(y),y)
brzegu zbioru oraz punkty brzegowe przedziatow funkcji jednej zmiennej, tj. (a, p(a)), (b, (b)) (odp.

(4(c), 0), (q(d), d)).
(3) Obliczamy wartosci funkeji f(z,y) we wszystkich punktach zanotowanych powyzej i wyszukujemy
te, w ktorych funkcja f(x,y) osiaga wartosci ekstremalne.

Przyklad 6.3.12. Wyznaczy¢ najwieksza i najmniejsza wartosé funkeji
fly) =a*+y° —zy+a+y

w trojkacie domknietym 7' ograniczonym przez proste
z=0, y=0, z+y+3=0.

Jedynym rozwiagzaniem uktadu rownan

folz,y) =22 —y+1=0
fo@,y) =2y —x+1=0

jest punkt A = (=1, —1) lezacy wewnatrz trojkata T' (Rysunek [66)).

Brzeg trojkata dzielimy na trzy boki:

(i) 2 =0, =3 <y <0. Wtedy g(y) := f(0,y) = y> + vy, y € [-3,0], oraz ¢'(y) = 2y + 1, skad funkcja
g ma ekstremum w punkcie y = —1/2. Oznacza to, ze bedziemy sprawdzaé¢ wartosé funkeji f w
pukcie B = (0,—1/2).

(i) y =0, =3 <z < 0. Wtedy h(x) := f(x,0) = 2% + z, z € [-3,0], oraz h/(z) = 2z + 1, skad funkcja
h ma ekstremum w punkcie z = —1/2. Oznacza to, ze bedziemy sprawdzaé¢ wartos¢ funkcji f w
pukcie C' = (—1/2,0).

(iii) y = —x—3, =3 < z < 0. Wtedy i(x) := f(z,—2—3) = 32+ 9249, z € [-3,0], oraz i’ (z) = 6249,
skad funkcja ¢ ma ekstremum w punkcie x = —3/2. Oznacza to, ze bedziemy sprawdzaé¢ wartosé
funkeji f w pukcie D = (—3/2,-3/2).

Nalezy sprawdzi¢ jeszcze wartosci funkcji g, h i @ na koricach przedzialéw, co sprowadza sie do zbadania

wartodci funkeji f w punktach bedacych wierzchotkami trojkata T, a wiec w punktach E = (0, —3),

F=(-3,0)iG=(0,0).

Ostatecznie liczymy

(A) f(=1,-1) = f(4) = -1,

(B) 9(~1/2) = £(0.-1/2) = /(B) = ~1/4,
(C) h(=1/2) = f(=1/2,0) = f(C) = —1/4,
(D) i(=3/2) = f(=3/2,-3/2) = f(D) = =3/4,
(E) f(0,=3) = f(E) =6,

(F) f(=3,0) = f(F) =6,

(G) £(0,0) = f(G) = 0.

Wynika stad, ze funkcja f na domknietym trojkacie T’ przyjmuje warto$¢ najwieksza rowna 6 (w punktach
E =(-3,0)i F = (0,-3)) i warto$¢ najmniejsza rowna —1 (w punkcie A = (—1,—1)) (Rysunek [66).

Zadanie 6.3.13. Wyznaczy¢ najwikazq i najmniejsza wartos¢ funkeji
(1) f(x,y) = 2xy na zbiorze 2® + y2 < 1,

(2) f(z,y) =22 — 2y +3x—6nazb10rze;v —|—y <9,
(3) f(x,y)—x —|-3y — 2 + 2 na zbiorze 222 +y <207
(4) f(x,y) = 2 + y* na zbiorze |z| + |y| < 1.
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RysuNEk 63. Trojkat 7'

7. ELEMENTY TEORII CALKI RIEMANNA FUNKCJI DWOCH ZMIENNYCH
7.1. Catka Riemanna funkcji dwéch zmiennych.
Definicja 7.1.1. Niech
(7.1) P =[a,b] x [¢,d] C R?

bedzie dowolnym prostokatem i niech f : P — R bedzie funkcja ograniczona dwéch zmiennych. Dla
dowolnego podziatu 7 = { P, ..., P, } prostokata P wybierzmy dowolny zbiér punktow (z;,y,) € P, j =

1,...,m, oznaczmy go przez x = {(x1,v1), (z2,92), -, (Tm,Ym)} 1 utwoérzmy sume posrednia (zalezna
od poddziatu 7 i punktéw posrednich z)
(7.2) o=0o(f) = flzr,y)|Pr| + f(z2,92)[Pe| + -+ + (T, Ym) | Pn -

Jesli ciag sum posrednich (0,)52; odpowiadajacy dowolnemu normalnemu ciagowi podziatow ()52,

jest zbiezny, i to zawsze do tej samej granicy bez wzgledu na dobér podzialéw i punktéw posrednich, to
granice te nazywamy podwdjng catkq Riemanna (krotko catkq Riemanna) funkcji f w prostokacie P i
oznaczanwy

(7.3) / f lub / f(z,y) dz dy.
P P
Jesli calka (7.3)) istnieje, to funkcje f nazywamy catkowalng w sensie Riemanna lub krotko catkowalng
w prostokacie P i piszemy f € R(P).
Przyklad 7.1.2. (a) Niech f(z) = C dla z € P, gdzie C jest stala. W mysl (7.2)) jest
0 =C|Pi|+ C|Py| + -+ C|Pp| = C(|Pi[ + |Po| + -+ + |[Pa|) = C|P| = C(b— a)(d — ¢)
dla kazdego podziatu m# = {P,..., Py} prostokata P = [a,b] X [c,d] i punktoéw posrednich z, wiec
caltka ([7.3)) istnieje i
/ Cdxdy=C(b—a)(d-c).
P
(b) Niech
1, gdy (z,y) € Q°NP
f(z,y) = (.4) g -
0 gdy(z,y)eP\Q
Dla dowolnego podziatu 7 = {Pi,..., P,,} prostokata P oraz (z;,z;) € Q?, w my$l (7.2) mamy
Ora = |P1| + [Po| -+ 4 |Pn| = [P| = (b—a)(d - ¢),
jesli natomiast dla dowolnego podziatu m = {Pi,..., P,,} prostokata P wezmiemy (z;,y;) ¢ Q?, to

w mysl (7.2))
Onge=0-|P|+0-|Ps|---+0-|P,| =0,

czyli f ¢ R(P).
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Definicja 7.1.3. Niech teraz E C R? bedzie dowolnym zbiorem ograniczonym i niech f : E — R
bedzie dowolna funkcja ograniczong. Rozwazmy prostokat P taki, ze E C P i niech

_Jf(xy),  edy(z,y) € E
fP(x’y)‘{o, gdy (2,y) € P\ E’

Funkcje f nazywamy catkowalng w sensie Riemanna w zbiorze E, jesli istnieje calka f p [P 1 piszemy
f € R(E). Calke funkcji f na zbiorze E oznaczamy symbolem

(7.4) /E f

i okreslamy wzorem

(7.5) /E f= /P fr.

Twierdzenie 7.1.4 (Interpretacja geometryczna podwojnej catki Riemanna). Jesli E C R? i f € R(E)
oraz f(z,y) >0, (z,y) € E, to zbior

V={(z,y,2) €R®: (z,y) € B, 0< 2 < f(x,y)}

jest mierzalny w sensie Jordana i jego objetosé
V= [ sy

Twierdzenie 7.1.5. (a) Jesli ECR? i f,g € R(E), to f g, fg € R(E), przy czym

[irs0=[ s+ ]
[EAf:A/Ef.

(b) Jesli f € R(E) oraz E = E1 U Ey, E1 N Ey =, to, o ile calki po prawej stronie istniejq,

/Ef=/Elf+ [

7.2. Metody obliczania calki Riemanna funkcji dwoch zmiennych. Podobnie jak w przypadku
pojedynczej calki Riemanna, obliczanie calek podwdjnych wprost z definicji bywa dosé ktopotliwe. Dlate-
go problem obliczenia caltki podwodjnej najczesciej redukuje sie do problemu obliczenia calki pojedynczej
wykorzystujac pojecie catek iterowanych.

Zajmijmy sie najpierw funkcja okreslong na prostokacie.

1 gdy A jest dowolng statq, to

Definicja 7.2.1 (Calki iterowane). Niech f: P — R bedzie funkcja okreslona i ograniczona w prosto-
kacie (7.1)) i niech przy kazdym ustalonym punkcie x € [a, b] istnieje catka pojedyncza

/c )y

d
a,b] 3 xH/ f(y) dy

jest catkowalna w przedziale [a, b], to calke

(7.6) /ab(/cdf(x,y)dy) dz, cayli /abdx/cdf(m,y)dy,

nazywamy catkq iterowang funkcji f. Analogicznie okreslamy calke iterowana

(7.7) /cd (/abf(x,y) d:c) dy, czyli /Cd dy/abf(x,y) dz
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Przyktad 7.2.2. Obliczmy calki iterowane

3 1 1 3
/ dm/ (1 — 2y?) dy, / dy/ (1 — zy?) da.
-2 0 0 -2

Dla pierwszej z catek mamy

3 1 :
/ dsc/ (1 —zy?)dy =
2 0 -2

1

3 1
dr = / (1 — x) dx
y=0 —2 3

|
\u
/
<

|

W =
8

<

w
——

3
1, 9 4 25
- =3 424 2=,
(m 6x>m__2 6 66
Druga calke liczymy podobnie
1 3 1 1 3 1 9
/ dy/ (1—xy2)d:r:/ (x—w2y2) dy:/ (3—y2+2+2y2> dy
0 —2 0 2 z=—2 0 2
! 5 5 .\ 5 25
= 5y2>dy—<5yy3> =H— == —.
/0 ( 2 6" )1, 6 6

Zadanie 7.2.3. Obliczy¢ calki iterowane

(1) /04 datAlQ xy dy,

(2) /Oa dw/obwy(xy)dy,
3 VE

(3) /lb dx/lwt %dy,

) /0 dt /t (st — 12) ds.

Twierdzenie 7.2.4. Jesli funkcja f jest ciggta w prostokgcie , to obie calki iterowane (@ 1

istniejg i sqg réwne podwdjinej catce Riemanna, tj.

(7.8) [ ey = [ "o / ) dy = / "y / ' fay) da.

Teraz zajmiemy sie przypadkiem ogdlnym.

Definicja 7.2.5. Ograniczony obszar D C R? nazywamy obszarem regularnym, jesli jego brzeg daje sie
podzieli¢ na skoriczong ilos¢ krzywych, z ktorych kazda daje sie przedstawi¢ badz réwnaniem y = y(x),
gdzie a < z < b, badz réwnaniem x = z(y), gdzie ¢ < y < d, przy czym nie wykluczamy przypadku a = b
lub ¢ =d.

Przyklad 7.2.6. Obszarami regularnymi sa wnetrze elipsy, wnetrze kota bez srodka lub bez jednego
promienia, wnetrze pierscienia kotowego, wnetrze prostokata, itp.

Twierdzenie 7.2.7. Funkcja f ograniczona i ciggla w obszarze regularnym D jest w nim catkowalna.
Ponadto, jesli podzielimy obszar D na dwa obszary regularne D1, Dy zaliczajgc punkty krzywej podziatu
do jednego bgdz drugiego zbioru, to

(7.9) /Df:/le+ s

Definicja 7.2.8. Obszar regularny
(7.10) D={(z,y) eR*:a <z <b px) <y <)},

gdzie ¢ 1 9 sa funkcjami ciagltymi w przedziale [a,b] 1 p(z) < ¥(z) dla = € (a,b), nazywamy obszarem
normalnym wzgledem osi x (Rysunek .
Obszar regularny

(7.11) D={(z,y) eR*:c<y<d, ply) <z <y},

Y
gdzie ¢ 1 1 sa funkcjami ciaglymi w przedziale [¢,d] i (y) < ¥(y) dla y € (¢, d), nazywamy obszarem
normalnym wzgledem osi y (Rysunek .
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RYSUNEK 64. Obszar D normalny RYSUNEK 65. Obszar D normalny
wzgledem osi x. wzgledem osi y.

—_
I
T

R NN

RysuNEk 66. Trojkat 7'

Uwaga 7.2.9. Zauwazmy, ze obszar normalny wzgledem osi  nie musi by¢ obszarem normalnym wzgle-
dem osi y (np. obszar D na Rysunku i, odwrotnie, obszar normalny wzgledem osi y nie musi by¢
obszarem normalnym wzgledem osi z (np. obszar D na Rysunku .

Twierdzenie 7.2.10. Calke funkcji f ograniczonej i ciggltej w obszarze normalnym mozna
zamienié na catke iterowang

b Pp(x)
(712) | swwdedy= [do [ sy
D a ()
a w obszarze normalnym mozna zamieni¢ na catke iterowang

d ¥(y)
(7.13) /Df(x,y) dacdy:/c dy/@(y) f(z,y) de.

Przyklad 7.2.11. Obliczmy catke

I= /(5:102 — 2zy) dx dy
T

w trojkacie T ograniczonym prosta x + 2y = 2 i osiami wspolrzednych (Rysunek .
Zauwazmy, ze obszar T mozna opisa¢ nieréwnosciami

r={o<s<20<y<1-7}.
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zatem T jest obszarem normalnym wzgledem osi z, wiec w my$l wzoru (7.12) mamy

2 1-3 2 1-2
I= / dx/ (522 — 22y) dy = / (52%y — zy?) dx
0 0 0 y=0
2 9o D s 1
:/0 (5x —§x3—x+m —43:3) dx
2 2
11 ) 1 11
:/ 622 —x— —a ) de = (22° — =22 — =2t =16—2—11=3.
0 4 27 16" )|,

Rownoczesnie T = {0 <y <1, 0 <z <2—2y}, czyli T jest obszarem normalnym wzgledem osi y, wiec

w mysl wzoru ([7.13) mamy

1 2-2y 1/s
I= / dy/ (5:v2 — 2zy)dx = / (:c3 - x2y>
0 0 0 3 =0
1

40
:/O ((13y+3y2y3)4y(12y+y2)> dy

2(1-y)
dy

3
1y ) . 4 33, s 13 0\
:/ 5(10 = 33y + 36y —13y)dy:3<10y—2y +12y —4y>
0 y=0
4 33 13\ 4 79\ 4 9

Zadanie 7.2.12. Obliczy¢ catki
(1) /(4 — 2 —y)dxdy, gdzie T jest trojkatem o wierzchotkach (0,0), (2,2) i (1, 3),
T

2 2
(2) / zy dx dy, gdzie D jest ¢wiartka elipsy {22 + z;—z <1l,z>0,y> O},
D

(3) / gdl’ dy, gdzie D jest obszarem {2 <z <4, 1 <y < 2?}.
D

Uwaga 7.2.13. Jesli obszar regularny D daje si¢ podzieli¢ na skoriczong ilo§¢ obszaréw normalnych
D1, Dy, ...,Dy, to calka w obszarze D rowna si¢ sumie calek w poszczegolnych obszarach D;, na mocy

wzoru ([7.9).

7.3. Zastosowanie calek Riemanna funkcji dwéch zmiennych. Calke podwo6jna mozna wykorzy-
sta¢ do obliczania po6l powierzchni zbioréw ptaskich i objetosci zbioréow przestrzennych. Ilustruja to dwa
ponizsze twierdzenia, z ktérych pierwsze jest wnioskiem z Twierdzenia a drugie jest analogonem
Twierdzenia £.4.11

Twierdzenie 7.3.1 (Obliczanie pola za pomoca catki podwojnej). Jesli f = 1, to catka istnieje
wtedy i tylko wtedy, gdy zbior E C R? jest mierzalny powierzchniowo w sensie Jordana. Jego pole wyraza

sie wzorem
|E|:/ 1.
E

Twierdzenie 7.3.2 (Obliczanie objetosci). Niech D C R? bedzie obszarem regularnym i niech ¢ i
bedq funkcjami ciggtymi w D, przy czym o < 1. Wtedy zbior

V={(z,y,2) e R*: (z,y) € D, ¢(z,y) <z < ¢(x,y)}

jest mierzalny objetosciowo w sensie Jordana 1

V= /D ((2,9) — o(z,y)) dudy.

Przyklad 7.3.3. (a) Obliczy¢ objetosé kuli o promieniu r. Mozemy zalozy¢, ze kula K ma srodek w
punkcie (0,0,0), czyli opisana jest nieréwnoscia x? + y? + 22 < r2. Zauwazmy, ze

K= {(m,y,z) ER3:(z,y) €D, —\/r2—a2—y2<z2< \/r2—m2—y2},
9
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RYSUNEK 67. D={0<z <7 0<y<uz}.

gdzie D = {(z,y) € R? : 2% + y* < r?} jest kolem. W konsekwencji,

r Vr2—z2
\K|:/2\/r2—x2—y2da:dy:/ </ 2\/r2—x2—y2dy> dx
D

W
T ,/7»2_3;.2
. Y
= (r? — 2?) arcsin ——=—— + y\/7r2 — 22 — ¢2 dx
—r Vr? — a2 I/~
"o o 2 1\ 4 3
:/ (r —m)dmzﬂ(rm—3x> =g

r=-—r
(b) Dany jest walec obrotowy o promieniu r > 0 i osi obrotu y. Obliczy¢ objetosé czesci walca V
wznoszacej sie nad trojkatem lezacym w plaszczyznie z = 0 o wierzchotkach (0,0,0), (r,0,0) i
(ry7,0).
Ograniczeniem gornym brylty V jest funkcja z = +/r2 — x2, ograniczeniem dolnym jest funkcja
z = 0, przy czym obszarem caltkowania jest trojkat
D={(z,y) eR*:0<zx<r 0<y<uz}

(Rysunek [67), skad
|V|:/ \/T2—x2dxdy:/ dx/ Vr2—a?dy
D 0 0

S GEr C A '

=0

1
= =73,
3

Zadanie 7.3.4. Obliczy¢ objetosci bryl ograniczonych powierzchniami
Hao=1lzrz=-1y=2,y=-2,2=0,2=6—22 —y?,

Q) za=y,xa=2y—1,2=5,2=0,z=2x+y—1,

3) 2=0,y=0,2=0,z4+y=1,z=14+z+y,

) x=0,y=0,2=0,2+y=23, 2 =41 + 292,

5) z=4—2% y=2r,2+y=2,2=0,y=0.
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