Egzamin z Analizy Matematycznej II MS

18 czerwca 2019
termin I
czas trwania: 120 minut

Zadanie 1 (12 punktow). Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji

2 2
Y E L2
f($7y7z)_$+4x+y+za

z>0,y>0, 2z>0.
Zadanie 2 (13 punktow). Wyznaczy¢ ekstrema warunkowe funkcji

f(z,y,2) =In(zy?2®), >0, y>0, z>0,
przy warunku x + 2y + 3z = 12.

Zadanie 3 (12 punktow). Obliczy¢ calke

J

gdzie D = {(z,y) € R?: 22 + % < 1}.

x—i—y_
V2

22—

dxdy,

Zadanie 4 (13 punktow). Obliczy¢ pole powierzchni czesci sfery
S = {(x7y72) € Rg : $2 —|—y2 _|_22 — CL2}

zawartej wewnatrz walca eliptycznego

_ 5.2 Y
W =< (z,y,2) €R .—2—|—b—2—1,z€R , a>b>0.
a

Zachodza nastepujace réwnosci

(%) = az®" dlaaeR,

(sinz)’ = cosz,

(cosz) = —sinz,
tgz) = ——
(tga) = 5,
1

(Ctgm)' e )

sin® T

(arcsinz) = (—arccosz) =

(arctgz) = (—arcctgz) =

/
x /
(€)Y =e€", (e=2,718), /szf+a
/
/

sinxdr = —cosx + C,

1
dr =t C
/0052$ T=tgr+ G,

1
/ s—dr = —ctgz + C,

sin“ x

/dfx = arcsinz + C
VI—22 ’

/1?:”3:2 =arctgz + C.




Egzamin z Analizy Matematycznej II MS

3 wrzesnia 2019
termin II
czas trwania: 120 minut

Zadanie 1. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji
f(z,y,2) =23+ + 2% + 122y + 22
Zadanie 2. Wyznaczy¢ ekstrema warunkowe funkcji
flz,y,z) =23+ + 23
przy warunku x +y + z = 3.
Zadanie 3. Obliczy¢ objeto$¢ bryty ograniczonej powierzchniami o réwnaniach
z:x2+y2, y:x2, y=1 =z=0.

Zadanie 4. Obliczy¢ catke krzywoliniowa niezorientowana

/<m4/3+y4/3) dl,
.

gdzie v jest krzywa opisana réwnaniami x = acos’t, y = asin®t, 0 < ¢t < 27 (a > 0 jest
ustalone).

Zachodza nastepujace réwnosci

a+1
ay/ a—1 a x
(z*) = az dla a € R, /x dz a+1+C’ dla a # —1,
r_ 1 1
(Inz) ==, /fdx:1n|x| +C,
x x
(€)' =e%, (em2,718), /em dr =¢€" + C,
(sinz)’ = cosz, /cos:cdx:sinx+0,
(coszx) = —sinz, /sinxdaz = —cosz+ C,
.1 1
(tgz) = cos? /COSQxdx—tgx+C,
(ctgz) = — .12 , / .12 dex = —ctgzx + C,
sin” x sin” x
(arcsinz)’ = (—arccosz) = ! , V/dix =arcsinz + C,
V1-—22 V1-—122
(arctgz)’ = (—arcctgz) = 1_:332, /%:arctglﬂrc.



Egzamin z Analizy Matematycznej II MS

23 czerwca 2021
termin I
czas trwania: 120 minut

Zadanie 1 (12 punktow). Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji
flz,y,2) =2 + oy +y® — 222 + 222 + 3y — 1.
Zadanie 2 (13 punktow). Wyznaczy¢ ekstrema warunkowe funkcji
fz,y,2) = 2 + % + 22
przy warunku z +y + z = 1.
Zadanie 3 (12 punktow). Obliczy¢ objetosé bryty V' ograniczonej przez powierzchnie stozka

z=/x2+ 92,

(x -1 +y* =1

przez powierzchnie walca

oraz przez ptaszczyzne Ozy.
Zadanie 4 (13 punktow). Obliczy¢ pole plata powierzchniowego wycietego sfera
2+t + 2 =ad?

(a > 0) z powierzchni bocznej walca

(powierzchnia boczna bryly Vivianiego).

Zachodza nastepujace réwnosci

a+1
a\/ a—1 a x
= 1 R = 1 -1
(z*) = ax dla a € R, /x dx a+1—|—C’ dla a # —1,
r_ 1 1
(Inz) ==, /fdx:1n|x| +C,
z x
(€)Y =e€", (e=2,718), /em dr =e" + C,
(sinz)’ = cosz, /cosmdm:sinx+0’,
(coszx) = —sinz, /sinaxdar::—cosgr:—i—C7
(tgz) = —— / L dr =tgz +C
8% = o2z coszg T T ’
/ 1 1
(ctgz) = ———5—, / ——dr = —ctgx + C,
sin® x sin” x
Y / 1 / dx .
arcsinzx)’ = (—arccosz) = ——, = arcsinz + C,
(arosina)’ = U N
1

(arctgz)’ = (—arcctgz) = =arctgz + C.

dx
14 22’ /1—|—Cl32



Egzamin z Analizy Matematycznej II MS

20 czerwca 2022
termin I
czas trwania: 120 minut

Zadanie 1 (10 punktow). Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji
f(z,y) = 323 + 3%y — y> — 15z
Zadanie 2 (10 punktéow). Wyznaczy¢ ekstrema warunkowe funkeji
flyz)=z+y+=z
przy warunku
1 1

1
—+-4+-=1,2>0,y>0, 2>0.
Ty oz

Zadanie 3 (10 punktow). Obliczy¢ calke

2
// %dl‘dy,
DY

gdzie D jest obszarem ograniczonym prostymi x = 2, y = x i hiperbola zy = 1.

Zadanie 4 (10 punktow). Obliczy¢ catke krzywoliniowa
I= /ex(l —cosy)dx — e*(y — siny) dy,
gl

gdzie ~y jest zorientowanym dodatnio brzegiem obszaru
D={(z,y) eR*:0<z<m 0<y<sinz}.

Wskazowka: zastosowaé twierdzenie Greena i wykorzystaé wzor

1 .
/e“cosbxd:c = me‘m (acosbx +bsinbzr), a#0, b#0.
Zadanie 5 (10 punktow). Rozwiazac¢ rownanie rozniczkowe
dy .
T—— +ty=2xsinzw.
dx
Zachodza nastepujace réwnosci
a+1
ay/ a—1 a x
(%) = ax dla a € R, /1: dx a+1+C dla a # —1,
(lna:)':l, /ldx:1n|m|+0,
x x
(€)' =e%, (em2,718), /ez de =e" + C,
(sinz)’ = cosz, /cosxda: =sinz + C,
(cosz) = —sinz, /sinxdx:fcostrC,
r_ 1 L —
(tex) " cos?z’ /coszxdx_tgx+c’
(ctgm)':f%, / ,12 dz = —ctgz + C,
sin” x sin® x
. 1 ’ 1 / dz .
arcsinz)’ = (—arccosz) = , = arcsinz + C,
(arcsina)’ = ( e Ny
1

(arctgz) = (—arcctgz) = =arctgz + C.

x
1+ 22’ /1+m2



Egzamin z Analizy Matematycznej II MS

5 wrzesnia 2022
termin II
czas trwania: 120 minut

Zadanie 1 (10 punktow). Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji

1, 1 1
= _ —3—16
f(z,y) 3%~ 27@/ w+2y

Zadanie 2 (10 punktow). Wyznaczy¢ ekstrema warunkowe funkeji
flz,y,z) =2 —2y+ 2z

przy warunku z? + y? + 2% = 1.

Zadanie 3 (10 punktéw). Obliczy¢ catke

// 22 +y) dz dy,
2

gdzie D jest obszarem ograniczonym parabolami y = 22 i y? = .

Zadanie 4 (10 punktow). Obliczy¢ catke krzywoliniowa
I:/ (e"siny — by) dx + (e” cosy — b) dy,
AmO

gdzie b € R jest stala, zag AmO jest gornym poélokregiem zadanym réwnaniem 22 + 3% = ax,
a > 0, przebieganym od punktu A = (a,0) do punktu O = (0,0). Wskazéwka: wykorzystac fakt,
ze na odcinku [O, A] wyrazenie pod catkq rowne jest zero i zastosowaé twierdzenie Greena.

Zadanie 5 (10 punktow). Rozwiazac¢ rownanie rozniczkowe

d
(1+ :UQ)—y +y =arctgx.
dx
Zachodza nastepujace réwnosci
ay/ a—1 a
= dl R de = dl -1
(z%) = ax aa€R, /x x a—|—1+C aa#—1,
’ 1
(nz) ==, Edm—ln|m|+C’
(€)Y =e€", (e=2,718), /e de =e" + C,
(sinz)’ = cosz, /cosa:dac =sinz + C,
(cosz) = —sinz, /sinxdx:—cosx—i—C,
1
toz) = dx =1t C
(tex) cos?z’ /cosgx T=tgr+ G,
/ 1 1
(ctga) = Csin?z’ sin® z de=—ctgz +C,
(arcsinz)’ = (—arccosz) = \/1172, /\/% = arcsinz + C,
-z —z
1
(arctgx)’ = (—arcctgz) = T3 22 % =arctgz + C.



Egzamin z Analizy Matematycznej II MS

19 czerwca 2023
termin I
czas trwania: 120 minut

Zadanie 1 (12 punktow). Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji
f(z,y) = >3 (82% — 6zy + 3y°).

Zadanie 2 (5+5+4=14 punktow). (a) Wyznaczy¢ punkty krytyczne funkcji z = z(z,y) zada-
nej rownaniem (a > 0)
(1,2 +y2 +22)2 — (12(1'2 _|_y2 _ Z2),
tj. punkty (zo,yo) takie, ze 2’(xg,y0) = 0.
(b) Obliczy¢ hesjan funkeji z w tych punktach, tj.
9%z

92z
22 (. P
w(zwo,yo) = det ggQ( 0:%0) 8I28y( 0, %0)

Byoz (205 Y0) %ﬁ(fo,yo)

(¢) Przechodzac do wspotrzednych sferycznych wykazaé, ze funkcja z = z(x, y) osiaga w punk-
tach krytycznych ekstrema lokalne (stabe).

Zadanie 3 (12 punktéow). Obliczy¢ objetosé bryty ograniczonej powierzchniami (0 < a < b)
2| =2y, z+y=a, w+y=>b

Zadanie 4 (12 punktow). Rozwiazaé¢ rownanie rozniczkowe

dy
— tytger = .
dx cos T

Zachodza nastepujace réwnosci

(%) = az®" dlaa€R,

(") =¢", (em2,718),

/
/
/
(sinz)’ = cosz, /cosxdx =sinz + C,
/
/

(cosz) = —sinz, sinzdr = —cosz + C,
1
tgx) = —— der =tgz+C
( cos?x’ cos?x ’
1 1
tgz) = ———, —5—dx = —ct C,
(ctg ) sin® z /sin2x v ctga+
(arcsinz)’ = (—arccosz) = L , /dix = arcsinz + C,
V1—2a2 V1—2z?

1
(arctgz) = (—arcctgz) = 1o /1 —|—$x2 =arctgz + C.



Egzamin z Analizy Matematycznej II MS

4 wrzesnia 2023
termin II
czas trwania: 120 minut

Zadanie 1 (12 punktow). Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji
f(xay) :$4+y4—($+y)2, (:1:7y) ERQ‘

Zadanie 2 (13 punktow). Wyznaczy¢ najwieksza z objetosci prostopadtoscianow, ktorych wszyst-
kie boki sa rownolegle do osi uktadu wspotrzednych, wpisanych w elipsoide o réwnaniu

422 + 9y? + 3622 = 36.
Zadanie 3 (13 punktow). Obliczy¢ objetosé bryty opisanej nieréwnosciami
>0, y>0 2>0 3?’+22<1, 224+y+2<2.
Zadanie 4 (12 punktow). Rozwiazaé¢ rownanie rozniczkowe

dy

2z +1)— = 4z + 2y.
dx
Zachodza nastepujace réwnosci
a+1
ay/ a—1 a x
(%) = azx dla a € R, /1: dx a+1+C dla a # -1,
(lnx)':l, /ldx:1n|m|+0,
z x
(€)' =e€", (em2,718), /ez de =€ 4+ C,
(sinz)’ = cosz, /cosxda: =sinz + C,
(cosz) = —sinz, /sinxdx:fcostrC,
/ 1 1
(tex) cos2zx’ /coszx v=tgr+ 0,
(Ctg.’l])l:— .12 ) / ,12 d$:—Ctg.T—|—C7
sin® x sin®
. ’ ’ 1 / dz .
arcsinz)’ = (—arccosz)’ = , = arcsinz + C,
(axcsinz)’ = ( e — N
/ / 1 dx
(arctgz)’ = (—arcctgx) =T /1+$2 =arctgz + C.



Egzamin z Analizy Matematycznej II MS

18 czerwca 2024
termin I
czas trwania: 120 minut

Zadanie 1 (12 punktow). Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji
z 1
Zadanie 2 (14 punktow). Wyznaczy¢ prostopadtoscian o najwiekszej objetosci, jesli jego pole
powierzchni jest réwne 6a2.
Zadanie 3 (12 punktow). Obliczy¢ objetosé bryty ograniczonej powierzchniami
z:x2+y2, y:xz, y=1, 2z=0.

Zadanie 4 (12 punktow). Rozwiazaé¢ rownanie rozniczkowe

dy .
r— —zxy—e’ =0.
dx Y
Zachodza nastepujace réwnosci
ay/ a—1
= dl R = dl -1
(z%) = ax aa€R, / a+1+C aa#—1,
1 1
(Inz) = =, V/fda:—ln|az|+C’
z x
(€)' =e€", (e=2,718), /e de =e" + C,
(sinz)’ = cosz, /cosmdm =sinz + C,
(cosz) = —sinz, /sinmdmz—cosx—!—C,
1 1
toz) = dz =t
(tgx) cos? z’ /cosgx r=tgr+C,
1 1
(Ctgx)/:_ 2 / ) dCI?:—Cth-FC,
sin® x© sin’
. ’ ’ 1 / T .
arcsinz)’ = (—arccosz)’ = , ——— =arcsinz + C,
( ) = ) — T
dz

(arctgx)’ = (—arcctgz) = =arctgx + C.

14 22’ 14 22



Egzamin z Analizy Matematycznej II MS

3 wrzesnia 2024
termin II
czas trwania: 120 minut

Zadanie 1 (12 punktow). Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji
fla,y) =y° —dy* + oy —2® — 6.

Zadanie 2 (13 punktow). Wyznaczy¢ ekstrema warunkowe funkcji f przy warunku g = 0, jesli

1 1

Zadanie 3 (13 punktow). Obliczy¢ objetosé bryty ograniczonej powierzchniami
r=a?+y? z=1-2y|
Zadanie 4 (12 punktow). Rozwiazaé¢ rownanie rozniczkowe

dy

— 4+ 2ytgx = 2tgx.
dz
Zachodza nastepujace réwnosci
a+1
a\/ a—1 a x
(%) = ax dla a € R, /m dx a—|—1+0 dla a # —1,
(lnx)':l, /ldx:1n|:r|+C’,
z x
(€)' =e€%, (em2,718), /ez de =¢e" 4+ C,
(sinz)’ = cosz, /cosxdaz =sinz + C,
(cosz) = —sinz, /sinxdx:fcostrC,
/ 1 1
t = — dz =t C
(tez) cos2zx’ /COS2QS v=tgr+
(ctgm)':f%, / ,12 dz = —ctgz + C,
sin® x sin”
’ / 1 diU .
arcsinz)’ = (—arccosz)’ = , = arcsinz + C,
(arcsinz) = ( e — I

(arctgz) = (—arcctgz) = o / =arctgz + C.

14+ 22



