Miara i Catka ,/T”, grupa 2, zima 2025/26 Zestaw 1

Informacje
Zadania, ktore zostaly juz rozwiazane, maja kotka obok swych numeréw zamalowane na czarno.

Jesli w zadaniu wystepuja podpunkty (a), (b), itd. (a nie (i), (ii), itd.), kazdy podpunkt tego zadania
to osobne zadanie.

W rozwiazaniu Zadania X mozna korzysta¢ z Zadania Y (nawet, jesli Zadanie Y nie zostalo jeszcze
rozwiazane!), jesli Zadanie Y wystepuje w tym zbiorze zadan wezesniej niz Zadanie X oraz Zadanie Y
nie ma gwiazdki (chyba, ze Zadanie X tez ma gwiazdke).

Notacja i terminologia

Dla dowolnej rodziny A podzbioréw zbioru X, o(.A) oznacza najmniejsza o-algebre podzbioréw zbioru
X, ktora zawiera wszystkie zbiory z A (jest to o-algebra generowana przez A). O o-algebrze zbiorow
powiemy, ze jest osrodkowa, jesli jest generowana przez rodzine (co najwyzej) przeliczalna.

Miare p na o-algebrze 9t podzbioréw zbioru X nazywamy:

e o-skoriczong, jesli zbior X mozna przedstawic¢ jako sume |J, -, A, gdzie zbiory A, naleza do I
oraz maja skonczong miare p (czyli p(A4,) < oo);

e atomem, jesli zbior wartosci miary p jest dwuelementowy;

e bezatomowg, jesli spetlniony jest nastepujacy warunek: dla dowolnego zbioru A € 91 o dodatniej
mierze p istnieje zbior B € M, taki ze B C A oraz 0 < u(B) < pu(A);

e punktowo skonczong, jesli zbiory mierzalne o skoriczonej mierze p pokrywaja zbior X.

Jesli X jest przestrzenia topologiczna, to B(X) oznacza o-algebre generowana przez wszystkie zbiory
otwarte w X . Elementy tej o-algebry to zbiory borelowskie, a funkcje z X w R mierzalne wzgledem B (X)
nazywamy funkcjami borelowskimi. Ogolniej, jesli (Z,9) oraz (€2, X) to przestrzenie mierzalne, wtedy
funkcje f: Z — Q nazywamy OM-X-mierzalng (lub krotko mierzalng), jesli f~1(B) € 9M dla dowolnego
zbioru B € ¥. Jesli f jest bijekcja 9M-Y-mierzalng, a jej funkcja odwrotna f~! jest X-9-mierzalna,
wtedy f nazywamy izomorfizmem przestrzeni mierzalnych.

Dla rodziny zbioréw A oraz zbioru C' okreslamy A [ C' jako rodzing zbiorow {ANC: A € A}.

Przestrzen polska to osrodkowa przestrzen topologiczna, ktora jest metryzowalna w sposéb zupelny.

Uwaga: W zadaniach mozna uzywaé¢ nastepujacego twierdzenia Aleksandrowa-Hausdorffa: pod-
przestrzen przestrzeni metryzowalnej w sposob zupelny jest metryzowalna w sposéb zupelny wtedy
i tylko wtedy, gdy jest to podzbior typu 9.

Zestaw 1

(3) Poda¢ przyktad niezerowej miary p: 9t — [0, 1] (okreslonej na o-algebrze podzbioréw zbioru
X), o nastepujacych whasnosciach:

e dla dowolnego punktu z € X istnieje zbior A € M, taki ze x € A oraz u(A) = 0;
e u(B) € {0,1} dla dowolnego zbioru B € .

(4) Wykazac, ze jesli p jest punktowo skoriczong miara bezatomowsa na zbiorze X, to dla kazdego
punktu x zbioru X istnieje zbior mierzalny A, taki ze z € A oraz pu(A) = 0.

(5) Wykazaé, ze jesli p jest miarg o-skonczona okreslong na osrodkowej o-algebrze I, to p jest
bezatomowa wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy punkt zbioru X nalezy do zbioru mierzalnego o mierze
zZero.
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(5) Wykazac, ze jesli u: 9t — [0, 00] jest miara bezatomowa, to dla dowolnego zbioru A € 9
oraz liczby t spelniajacej 0 < t < u(A) istnieje zbior mierzalny B C A, taki ze u(B) = t.

(5) Niech X bedzie zwarta przestrzenia metryzowalng. Oznaczmy przez A najmniejszg rodzine
funkcji u: X — R, ktora ma nastepujace wlasnosci:
o A zawiera wszystkie funkcje ciggte z X w R;
e jesli funkcje uy, us, ... € A sa wspoélnie ograniczone i zbiegaja punktowo do funkcji u: X —
R, to funkcja u takze nalezy do A.
Wykazaé, ze A pokrywa si¢ z rodzina wszystkich ograniczonych funkcji borelowskich z X w R.
Czy w powyzszym zadaniu mozemy metryzowalno$é przestrzeni pominagé lub zastapié¢ jakims

innym warunkiem (topologicznym)?

(4) Dla skoniczonej niezerowej miary u na zbiorze X wykazaé¢ rownowaznosé nastepujacych wa-
runkow:

(i) calka wzgledem p jest funkcjonatem multiplikatywnym, tj. [, fgdp = [ fdp- [ gdp dla
dowolnych ograniczonych funkcji mierzalnych f,g: X — R;

(i) u(A) € {0,1} dla dowolnego zbioru mierzalnego A C X.
(5) Wykazaé, ze istnieje rodzina .# podzbioréow zbioru N, ktora spelnia nastepujace warunki:

N ¢ .# oraz {n} € .# dla dowolnej liczby n € N;
AU B € .# dla wszelkich A, B € .¥;

jesli B € . oraz A C B, wtedy A € .Z;

dla dowolnego zbioru ACN: Ae # lubN\ A e 7.

(3) Niech F bedzie rodzing wszystkich podzbioréw A zbioru N, dla ktorych ciag (22222 jest

n n=1

zbiezny (gdzie |B| oznacza moc zbioru oraz I, oo {1,...,n}). Niech u: F — [0, 1] bedzie funkcja

zbioru dana wzorem p(A) = lim, oo W;—I"'. Wykazaé, ze:

e J nie jest o-algebra;

e AUB € JF oraz u(AU B) = u(A) + p(B) dla dowolnych roztacznych zbiorow A, B € F;

e istnieje ciag Ay, As, ... € F parami roztacznych zbioréw, takich ze zbior A o U~ A, nalezy

do 7, ale ju(A) # 30, ulA,).
(5) Czy rodzina F z poprzedniego zadania jest algebra zbiorow?

(4) Niech K bedzie zwarta przestrzenia metryzowalna, a p: B(K) — {0,1} dowolna miara, taka
ze u(K) = 1. Wykazaé, ze wtedy pu = 0, dla pewnego punktu a € K (gdzie §,(A) =1, gdy a € A
oraz 0,(A) = 0 w przeciwnym przypadku; 9, to tzw. delta Diraca [lub miara Diraca| w punkcie
a).

(3) Niech Z bedzie o-pierscieniem podzbioréw zbioru X, tzn. taks rodzing zbiorow, ze:

e J X,
o A\ B € % dla wszelkich A, B € %;
o ilekro¢ Ay, As, ... € X, tylekro¢ |~ | A, € Z.

Wykazaé, ze:
o(#)={ACX: AeZ VvV X\AecZ}
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Zestaw 2

(3) Niech fi, fa,...: X — R bedzie ciagiem funkcji 9-mierzalnych (gdzie 9t to o-algebra
podzbiorow zbioru X). Wykazaé, ze wtedy zbior zlozony z wszystkich z € X, takich ze ciag
fi(z), fa(x), ... jest zbiezny (w R), nalezy do 9.

(5) Niech X 1Y beda osrodkowymi przestrzeniami metryzowalnymi, a f: X — Y dowolng funkcja
borelowska. Wykazaé¢, ze wtedy wykres funkcji f jest zbiorem borelowskim w X x Y.

(5) Niech Z bedzie przestrzenia metryzowalna mocy nie wickszej niz 2%, a (X, 9) dowolna
przestrzenig mierzalng. Wykazaé, ze jesli funkcje f,g: X — Z sa mierzalne (tzn. sa IMM-B(2)-
mierzalne), to zbior {z € X: f(z) = g(x)} nalezy do M.

(4) Niech (X,9) oraz (£2,%) beda dwiema przestrzeniami mierzalnymi. Wykazaé¢, ze jesli ist-
nieja zbiory X’ € 9 oraz )’ € X, takie Ze przestrzenie mierzalne (X,9) oraz (2, % [ V) sa
izomorficzne i podobnie (X', 9 [ X') i (€2, %) sa izomorficzne, to rowniez (X, M) oraz (£2,X) sa
izomorficzne.

(4) Niech X bedzie osrodkowa przestrzenia metryzowalna. Wykazaé, ze zbior A C X jest bo-
relowski wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny punkt zbioru A ma otoczenie U (w X), takie ze
ANU € B(X).

(5) Podaé przyktad przestrzeni metryzowalnej X i jej podzbioru A o tej whasnosci, ze kazdy punkt
przestrzeni X ma otoczenie otwarte U, takie ze U N A € B(X), ale A ¢ B(X).

(5) Wykazac¢, ze jesli podzbior A przestrzeni metryzowalnej X ma t¢ wlasnosé, ze kazdy punkt
o

zbioru A ma otoczenie U (w X), takie ze ANU jest zbiorem typu %,s w X, to zbior A jest tegoz
typu w X.

(3) Niech X i Y beda dwoma o-zwartymi lokalnie zwartymi przestrzeniami 75, a I zbiorem
domknietym w X x Y. Wykazaé, ze rzut zbioru F' na przestrzen X (czyli zbior {z: (x,y) € F'})
jest zbiorem borelowskim w X.

(5) Czy rzut na pierwsza wspoltrzedna kazdego zbioru borelowskiego w [0, 1]? jest zbiorem bore-
lowskim?

(3) Niech X bedzie przestrzenia topologiczna, a Y jej dowolna podprzestrzenia. Wykazaé, ze
B(Y) =B(X) | Y. Wywnioskowaé stad, ze jesli Y € B(X), to Z C Y nalezy do B(Y) wtedy
i tylko wtedy, gdy nalezy do B(X).

(3) Niech p bedzie o-skoniczona miara okreslona na o-algebrze 9. Wykazaé, ze istnieje miara
A9 — [0, 1], taka ze dla dowolnego zbioru A € M zachodzi réwnowaznosc:

WA) =0 < AA) = 0.

(4) Niech p: 9 — [0, 00] bedzie dowolna miara na zbiorze X. Okreslamy p*: P(X) — [0, o0
formuta p*(A) dof inf{u(B): A C B € M}. Wykazaé, ze u* to miara zewnetrzna przedluzajaca

miare p, taka ze
wr((J Aw) = lim i (4,)
n=1

dla dowolnego wstepujacego ciggu zbioréw A; C Ay C ... C X.

(3) Poda¢ przyktad miary zewnetrznej okreslonej na zbiorze potegowym pewnego zbioru, ktora
nie ma wlasnosci wyrazonej w wystawionym wzorze w poprzednim zadaniu.
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Zestaw 3

(3) Wykazaé, ze dla dowolnej liczby ¢ > 0 istnieje zbiér U otwarty w R, taki ze U = [0, 1] oraz
|U| < e, gdzie |U| oznacza jednowymiarowa miare Lebesgue’a zbioru U.

(4) Niech 9 bedzie o-algebra na zbiorze X, a T C X zbiorem nienalezacym do 9. Podac
wzgrabny” wzor na (M U {T'}). (Odpowiedz uzasadnic).

(4) Wykazaé, ze niezerowa miara skoriczona p jest atomem wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen
L*(p) jest jednowymiarowa.

(5) Dla rodziny A podzbioréw zbioru X oznaczmy przez mon(.A) najmniejsza rodzine D pod-
zbioréw zbioru X o witasnosciach:
o ACD;
e jesli Ay CAyC...iA,€D (n>0), wtedy U,—, A, € D;
e jesli Ay DA D ... 1A, €D (n>0), wtedy () —, A, € D.

Wykazaé, ze jesli A jest algebra zbiorow, to mon(A) = o(A).

(4) Wywnioskowaé z poprzednich zadan, ze jesli p i A to dwie skoriczone miary borelowskie na R,
takie ze u((—o00,a)) = A((—00,a)) dla dowolnej liczby a € R, to u = A.

(5) Wykazaé, ze jesli p jest miara o-skonczona okreslona na osrodkowej o-algebrze, to przestrzen
Banacha L'(u) jest osrodkowa.

(4) Niech p bedzie borelowska miara probabilistyczna na [0, 1], taka ze p({a}) = 0 dla wszelkich
a € [0,1] oraz pu(U) > 0 dla dowolnego niepustego zbioru U otwartego w [0,1]. Wykazac, ze
wtedy istnieje homeomorfizm h: [0,1] — [0,1], taki ze u(A) = |h(A)| dla dowolnego zbioru
borelowskiego A C [0, 1] (gdzie | - | oznacza jednowymiarowa miare Lebesgue’a). Ile jest takich
homeomorfizmoéow?

(3) Niech Ay, A,, ... bedzie ciagiem zbioréw z o-algebry 9, a p taka miara na I, ze
Z (4, < oo.
n=1

Wykazaé, ze wtedy zbior Z & N2, Ure,, A nalezy do 9 oraz u(Z) = 0.
(5) Poda¢ przyktad miary bezatomowej, ktora nie jest punktowo skonczona.

(4) Wykazac, ze jesli f,: Z — X, (dla n > 0) jest funkcja 9t-mierzalng (gdzie M jest o-
algebra na 7), a X,, jest osrodkowa przestrzenia metryzowalna, to zestawienie (f,)0,: Z >
2z (fu(2))22 € T2, X, jest odwzorowaniem 9-mierzalnym (przy czym na zbiorze [[07, X,
rozwazamy topologie produktows,).

(4) Niech p bedzie o-skoriczong miara borelowska na przestrzeni polskiej X. Wykazaé, ze istnieje
ciag Ky, Ky, ... zbiorow zwartych w X, taki ze (X \ (U —, K,)) = 0.

(5) Niech p bedzie o-skoniczong miara borelowska na przestrzeni polskiej X. Wykazac, ze dla
dowolnego zbioru borelowskiego B € 9B(X) istnieje ciag K, Ko, ... zwartych podzbioréw zbioru
B, taki ze u(B\ (U,—, K,)) = 0.
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Zestaw 4

Na potrzeby tego zestawu zadan, wprowadzmy kilka klasycznych poje¢. Ciggly obraz (odp. cig-
gty réznowartosciowy obraz) jakiejs przestrzeni topologicznej to obraz tej przestrzeni przez od-
wzorowanie ciaggte (odp. przez ciagle odwzorowanie roznowartosciowe). Przestrzen Suslina (odp.
2bidr Luzina) to przestrzen metryzowalna, ktora jest ciagtym (odp. ciaglym réznowartosciowym)
obrazem pewnej przestrzeni polskiej. Przestrzen polska jest zerowymiarowa, gdy zbiory otwarto-
domkniete tworza baze jej topologii. Dla uproszczenia sformutowan zadan, przez N oznaczmy
przestrzen [ 7, Ny z topologia produktows.

Zasadniczy cel tego zestawu to udowodnienie twierdzen sformulowanych w Zada-
niach 4.17, 4.19, 4.21, 4.25, 4.27.

Uwaga: Nierzadko w definicji przestrzeni Suslina warunek metryzowalnosci zastepuje sie aksjo-
matem oddzielania 7. Na potrzeby tego zestawu zadan, ograniczamy sie wytacznie do przestrzeni
metryzowalnych.

(5) Wykazac, ze istnieje réznowartosciowa funkcja borelowska w: [0,1] — [0, 1], ktorej zbior
wartosci jest podzbiorem klasycznego zbioru Cantora.

(5) Wykazaé, ze dowolny zbioér borelowski w przestrzeni polskiej jest zbiorem Luzina.

(5) Wywnioskowaé z poprzednich zadan, ze nieprzeliczalny podzbiér borelowski przestrzeni pol-
skiej zawiera zbior zwarty homeomorficzny z klasycznym zbiorem Cantora.

(4) Udowodni¢, ze odcinek [0, 1] jest ciaglym réznowartosciowym obrazem polskiej przestrzeni
zerowymiarowej. Wywnioskowa¢ stad, ze kostka Hilberta [0, 1] takze jest ciaglym roznowarto-
Sciowym obrazem polskiej przestrzeni zerowymiarowej.

(5) Wykazaé, ze kazda przestrzen polska jest ciaglym réznowartosciowym obrazem domknietego
podzbioru przestrzeni N.

(3) Wykaza¢, ze co najwyzej przeliczalny produkt kartezjanski (z topologia produktowa) prze-
strzeni Suslina oraz suma co najwyzej przeliczalnie wielu przestrzeni Suslina (polozonych we
wspolnej przestrzeni metryzowalnej) sa przestrzeniami Suslina.

(4) Wykazaé, ze czes¢ wspolna co najwyzej przeliczalnie wielu przestrzeni Suslina (potozonych we
wspolnej przestrzeni metryzowalnej) jest przestrzenia Suslina.

(4) Udowodni¢, ze niepusta przestrzen Suslina jest ciagtym obrazem przestrzeni N.
(5) Wykazaé, ze podzbior borelowski przestrzeni Suslina jest przestrzenia Suslina.

(3) Udowodni¢, ze jesli € oraz F to dwie co najwyzej przeliczalne rodziny podzbioréw przestrzeni
metryzowalnej X, takie ze:

VEE€EVFeF3IBeB(X): ECB, BNF =g,
wtedy istnieje zbior borelowski C' C X, taki ze |JE C C oraz C N (JF) = 2.

(5) Niech X i Y beda dwoma roztacznymi przestrzeniami Suslina polozonymi we wspolnej prze-
strzeni metryzowalnej Z. Wykazaé, ze istnieje zbior borelowski B C Z, taki ze X C B oraz
BNy =wo.

Do zadania moze zosta¢ podana wskazéwka, ale wtedy jego wartos¢ spadnie do oceny 4.

(4) Korzystajac z poprzednich zadan, udowodnié, ze jesli Ay, As, ... to parami rozlaczne prze-
strzenie Suslina potozone w przestrzeni metryzowalnej 7, to istnieja parami roztaczne zbiory
borelowskie By, Bo, ... C Z, takie ze A, C B,, dla wszelkich n > 0.
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(3) Wywnioskowa¢ z poprzednich zadaii, ze podzbiér A przestrzeni Suslina S jest zbiorem bore-
lowskim w S wtedy i tylko wtedy, gdy A1 S\ A sa przestrzeniami Suslina.

(4) Wywnioskowaé z poprzednich zadan, ze jesli S jest przestrzenig Suslina, X osrodkowa prze-
strzenia metryzowalna, a u: S — X funkcja borelowska, to u(.S) jest przestrzenia Suslina.

(5) Korzystajac z poprzednich zadan, wykazac, ze jesli S jest przestrzenia Suslina, X osrodkowa
przestrzenig metryzowalna, u: S — X funkcja borelowska, a T" przestrzenia Suslina w X, to zbior
u~Y(T) jest przestrzenig Suslina.

(5) Wykaza¢, ze zbior Luzina polozony w przestrzeni metryzowalnej jest w niej zbiorem bore-
lowskim. Wywnioskowa¢ stad, ze zbiory Luzina to doktadnie zbiory borelowskie w przestrzeniach
polskich.

Do zadania moze zosta¢ podana wskazéwka, ale wtedy straci ono gwiazdke.

(4) Wywnioskowa¢ z poprzednich zadaii, ze jesli B jest zbiorem borelowskim w przestrzeni pol-
skiej, Y jest przestrzenia polska, a u: B — Y jest réznowartosciowa funkcja borelowska, to

zbior C < u(B) jest borelowski w Y, a u jest izomorfizmem przestrzeni mierzalnych (B, B(B))
i(C,B(C)).

Komentarz. Powyzsza wlasnosé jest znana jako twierdzenie Suslina.

(4) Wywnioskowaé z poprzedniego zadania, ze jesli B jest zbiorem borelowskim w przestrzeni
polskiej, a zbiory C, Cy, ... C B sa borelowskie i takie, ze dla dowolnych dwoch réznych punktow
a,b € B istnieje indeks k > 0, dla ktorego zbior {a, b} NCy, jest jednoelementowy, wtedy o-algebra
generowana przez ten ciag zbioréw pokrywa sie z B(B).

(4) Korzystajac z poprzednich zadan, wykaza¢, ze kazdy nieprzeliczalny zbiér borelowski w prze-
strzeni polskiej jest borelowsko izomorficzny z odcinkiem [0, 1].

Komentarz. W niektorych zroédlach powyzsza wlasno$é nazywana jest twierdzeniem Kuratowskiego.

(5) Korzystajac z poprzednich zadan, wykazac¢, ze dla dowolnej probabilistycznej miary borelow-
skiej u na [0, 1], ktora znika na singletonach, istnieje izomorfizm borelowski u: [0, 1] — [0, 1], taki
ze u(A) = Ju(A)| (A € B([0,1])), gdzie | - | to jednowymiarowa miara Lebesgue’a.

(4) Korzystajac z poprzednich zadan, udowodni¢, ze jesli B jest zbiorem borelowskim w prze-
strzeni polskiej, i jest niezerowa o-skoniczong miarg borelowska na B, ktéra znika na singletonach,

to dla [ & 0, 1(B)] N R istnieje izomorfizm borelowski f: I — B, taki ze u(A) = [f~1(A)| (A €
B(B)), gdzie | - | to jednowymiarowa miara Lebesgue’a.

(3) Korzystajac z poprzedniego zadania, wykaza¢, ze jesli u jest niezerowa o-skonczong miarg

borelowska na zbiorze borelowskim B w przestrzeni polskiej, to dla [ def [0, (B)] N R istnieje

suriekcja borelowska u: I — B, taka ze u(A) = |u'(A)| (A € B(B)), gdzie || to jednowymiarowa
miara Lebesgue’a.

(5) Udowodni¢, ze nieprzeliczalna przestrzen Suslina ma moc 2%,

(3) Korzystajac z poprzedniego zadania, udowodni¢, ze dla dowolnej nieprzeliczalnej liczby kar-
dynalnej o < 2% istnieje podzbiér odcinka [0, 1], ktéry ma moc « i nie jest przestrzenia Suslina.

(5) Wywnioskowaé z poprzednich zadan, ze jesli S jest przestrzenia Suslina, X przestrzenia me-
tryzowalna, a f: S — X funkcja borelowska, to zbior f(S) jest przestrzenia osrodkowa.

(5) Udowodnié, ze istnieje przestrzen Suslina zawarta w [0, 1], ktora nie jest zbiorem borelowskim.
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4.27%.0| (5) Niech p bedzie o-skoriczong miara borelowska na przestrzeni metryzowalnej X, a S ¢ X
K be a a a y )

przestrzenig Suslina. Wykazaé, ze wtedy istnieja zbiory borelowskie A, B C X, takie ze A C S C

B oraz u(B\ A) = 0 (oznacza to, ze S jest zbiorem mierzalnym wzgledem uzupelnienia miary ).

Do zadania moze zosta¢ podana wskazéwka, ale wtedy straci ono gwiazdke.

Zestaw 5

Na potrzeby dwoch najblizszych zestawéw zadan, wprowadzamy nastepujace oznaczenia i ter-
minologie. Przez R, oznaczamy przedzial [0, 00). Dla przestrzeni topologicznej X przez 4(X),
F (X) oraz # (X) oznaczamy rodziny, odpowiednio, wszystkich otwartych, wszystkich domknie-
tych oraz wszystkich zwartych podzbiorow tej przestrzeni. Funkcje zbioru m: #(X) — Ry na-
zywamy £ -miarg (ang. content), jesli dla dowolnych zbioréw K, L € J¢ (X ) zachodza wtasnoscei:

e m(K) <m(L) ilekro¢ K C L;

e m(KUL)<m(K)+m(L),

e m(KUL)=m(K)+m(L) ilekro¢ K N L = @.
J -miara m jest reqularna, gdy:

m(K) =inf{m(L): L e #(X), K CintL} (K € #(X)).

Grupg topologiczng nazywamy dowolna grupe (G, -) wyposazona w taka topologie T5, ze odwzo-

rowanie G X G 3 (z,y) — 7'y € G jest ciagle (w topologii produktowej dziedziny).
Jesli X jest lokalnie zwarta przestrzeniag Th, 9 jest o-algebra podzbioréw przestrzeni X zawiera-
jaca wszystkie zbiory otwarte, a p: 9 — [0, 00] jest dowolna miara, o zbiorze A € 9 powiemy,
ze jest:

o wewnetrznie |p-|reqularny, gdy u(A) = sup{u(K): K € #(A)};
zewnetrznie |p-|reqularny, gdy pu(A) = inf{u(U): U e 9 (X), AC U},

|- regularny, gdy jest zaréwno zewnetrznie, jak i wewnetrznie regularnys;

e o-skoriczony, gdy A mozna przedstawié¢ jako | J 7, A,, gdzie A, € M oraz pu(A,) < oo;

e o-zwarty, gdy A mozna przedstawi¢ jako sume mnogosciowa ciagu zbioréw zwartych (tj.
A =)7K, dla pewnych K}, K, ... € #(X)).

prezwarty, gdy jego domkniecie jest zwarte w X;

e otoczeniem, gdy ma niepuste wnetrze w X.
Powyzsza miare p nazywamy:

o wilasciwg, gdy u(K) < oo dla wszelkich zbiorow K € 2 (X);

o wewnetrznie reqularng (odp. zewnetrznie reqularng; reqularng), gdy kazdy zbior A € 9 jest
takiz;

e miarg Radona, gdy jest miara wlasciwa, zewnetrznie regularna i kazdy zbioér otwarty w X
jest wewnetrznie regularny.

Przez C.(X) oznaczamy zbior wszystkich funkcji ciagltych f: X — R o nosniku zwartym, t;.
takich, ze zbior f~'(R\ {0}) ma domkniecie zwarte w X. Powiemy, ze funkcja zbioru m: & —
[0, 00] (gdzie & to rodzina podzbioréw zbioru Z) jest niezmiennicza wzgledem odwzorowania
p: Z — Z,gdy p7'(A) € & oraz m(p~'(A)) = m(A) dla dowolnego zbioru A € . W tej
sytuacji mowimy takze, ze odwzorowanie p zachowuje funkcje zbioru m.
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Dla dwéch miar g i A okreslonych na wspolnej o-algebrze 99 podzbioréw zbioru Z, powiemy, ze
i jest absolutnie ciggta wzgledem A, co zapisujemy symbolicznie ,,u << \”, gdy:

VAeM: (MA)=0 = u(A)=0).

7 kolei powiemy, ze te dwie miary sg wzajemnie singularne, co zapisujemy symbolicznie 0 1 N7,
gdy istnieja rozlaczne zbiory mierzalne A i B, takie ze pu(Z \ A) = 0 = A(Z \ B). Ogdlniej,
powiemy, ze miary vg: 9 — [0, 00] (gdzie s jest indeksem ze zbioru S o dowolnej mocy) sa:

e oddzielnie wzajemnie singularne, gdy vs L 1y dla dowolnych dwoch réznych indeksow s, t € S,
o lgcznie wzajemnie singularne, gdy istnieje rodzina { A }ses parami roztacznych zbioréw mie-

rzalnych, taka ze v4(X \ As) = 0 dla dowolnego indeksu s € S.

(3) Poda¢ przyktad rodziny mocy 2% ztozonej z tacznie wzajemnie singularnych borelowskich miar
probabilistycznych na [0, 1]. Uzasadnié¢, ze kazda rodzina miar tacznie wzajemnie singularnych jest
rodzing miar oddzielnie wzajemnie singularnych.

(4) Poda¢ przyktad rodziny borelowskich miar probabilistycznych na [0, 1], ktore sa oddzielnie

wzajemnie singularne, ale nie tacznie wzajemnie singularne.

(4) Uzasadnié¢, ze kazda (co najwyzej) przeliczalna rodzina miar oddzielnie wzajemnie singular-
nych jest rodzing miar tacznie wzajemnie singularnych.

(3) Pokazac, ze jesli g, p1, 2 to takie miary, ze po L py oraz pg L ps, to pg L apg + bus dla
dowolnych liczb a,b > 0.

(3) Niech A, p oraz puy, pio, . .. beda miarami okreslonymi na wspolnej o-algebrze I, przy czym:

VAeM: p(A) = lim p,(A).

n—oo

Pokazaé, ze jesli A L u, dla dowolnego indeksu n, to takze A L pu.

(3) Wykazaé, ze nieujemna kombinacja liniowa skoriczonych miar dyskretnych (zob. dwa poprzed-
nie zadania) jest miarg dyskretna, a nieujemna kombinacja liniowa skonczonych miar bezatomo-
wych jest miarg bezatomows.

(3) Wykazac, ze jesli dwie miary okreslone na tej samej o-algebrze sa atomami, to albo sa one
wzajemnie singularne, albo sg identyczne.

(4) Wykaza¢, ze kazda skoriczona miara bezatomowa jest wzajemnie singularna z kazda miara
(okreslona na tej samej o-algebrze), ktora jest atomem.

(5) Niech p: 9% — R, bedzie skoriczong miara na zbiorze Z. Wykazaé, ze istnieje dokladnie jedna
para (pq, pte) miar na 91, taka ze:

® W= fic+ pa
e /. jest miarg bezatomowa;

o 114 jest miara dyskretng, tzn. dla kazdego zbioru A € 9, takiego ze pq(A) > 0 istnieje zbior
B € M zawarty w A, ktory jest atomem dla g, tzn. pg(B) > 0 oraz {uq(C): C € M, C C

B} = {0, pa(B)}.

(5) Wykazac, ze kazda niezerowa skoriczona miara dyskretna p: 9t — R, (zob. poprzednie za-
danie) jest postaci u(A) = SN 4, (A), gdzie N € N, U {oo} oraz p, (oile Ny 3 n < N) to
skoriczona miara na 2N, ktora jest atomem.
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(3) Wykazaé, ze jesli p: B(X) — [0, 00| jest miara Radona na lokalnie zwartej Ty-przestrzeni X,
to p | #(X) jest regularna # -miara.

(3) Wykazaé, ze jesli p, \: 9t — [0, 00] to dwie miary Radona na lokalnie zwartej Th-przestrzeni
X, takie ze p [ H(X) =X [ H(X), to p= A\

(5) Niech p: B(X) — [0, 00] bedzie miara Radona na lokalnie zwartej Th-przestrzeni X . Pokazac,
ze kazdy zbior A € B(X), taki ze u(A) < oo, jest regularny. Wywnioskowaé stad, ze skonczona
miara borelowska jest regularna wtedy i tylko wtedy, gdy jest miara Radona.

(5) Niech g i A beda dwoma borelowskimi miarami skoriczonymi na lokalnie zwartej przestrzeni
T,, takimi ze p < \. Wykazaé, ze jesli A jest miarg regularna, to u tez.

(5) Niech p i A beda dwoma borelowskimi wtasciwymi miarami na o-zwartej lokalnie zwartej
przestrzeni T5, takimi ze p < \. Wykazaé, ze jesli A jest miara Radona, to u tez.

(4) Wykaza¢, ze suma dwoch borelowskich miar regularnych (odp. Radona) na lokalnie zwartej

przestrzeni 15 jest rowniez miarg regularna (odp. Radona).

(3) Poda¢ przyktad metryzowalnej przestrzeni lokalnie zwartej X, dla ktorej B(X) # o(#(X)).

(4) Niech m bedzie % -miara na lokalnie zwartej To-przestrzeni X i niech my..,: # (X) — [0, o]

bedzie funkcja zbioru okreslong wzorem:
Myeg(K) = 1inf{m(L): L e #(X), K CintL}.

Wykazaé, ze m,, jest regularna % -miara oraz ze jest to najmniejsza regularna % -miara, taka ze
m < Mmyey. Uzasadnic takze, ze jesli h: X — X jest homeomorfizmem, ktéry zachowuje % -miare
m, to takze zachowuje JZ-miar¢ my.qq.

(5) Niech m bedzie % -miara na lokalnie zwartej T5-przestrzeni X i niech m’: 4(X) — |0, o0
bedzie funkcja zbioru okreslong wzorem:

m/(U) =sup{m(K): K e ¥ (U)}.
Pokazaé, ze dla dowolnych zbiorow U, V, Wy, Ws, ... otwartych w X zachodza wtasnodci:

o m/(U) <m/(V) ilekro¢ U C V;
o m/(U) <m(U) ilekro¢ U Jest zbiorem prezwartym;
n)
)

)
= Zzozl m (Wn) ilekro¢ zbiory Wy, Ws, ... sa parami roztaczne.

Uzasadnié, ze jesli homeomorfizm h: X — X zachowuje £ -miare m, to takze zachowuje funkcje
zbioru m/'; oraz ze funkcje zbioru m’ oraz (m,.,)" pokrywaja sie.

(4) Niech m bedzie % -miara na lokalnie zwartej Th-przestrzeni X i niech m’: 4(X) — |0, o]
bedzie funkcja z poprzedniego zadania. Okreslamy funkcje m*: P(X) — [0, co] wzorem:

m*(A) =inf{m/(U): Ue¥(X), AcCU}.
Wykazaé, ze m* to miara zewnetrzna, ktora przedtuza funkcje m’.

(4) Niech m oraz m* beda takie, jak w poprzednim zadaniu. Pokazac¢, ze m* przedtuza m,.,; oraz
ze m* przedtuza m wtedy i tylko wtedy, gdy m jest regularna # -miara.
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(5) Niech m* bedzie funkcja zbioru z Zadania 5.20 oraz I &f M(m*) bedzie o-algebra zbiorow
mierzalnych w sensie Carathéodory’ego. Wykazac, ze # (X) C .

(5) Niech m* oraz 9t beda takie, jak w poprzednim zadaniu. Wykazaé, ze ¢(X) C 9 i uzasadnic,
ze L I B(X) jest miarg Radona na X. Wywnioskowaé stad i z poprzednich zadan, ze kazda
regularna £ -miara jednoznacznie przedtuza sie do borelowskiej miary Radona.

(4) Niech p oraz A beda dwoma borelowskimi miarami Radona na lokalnie zwartej T5-przestrzeni
X, takimi ze

VieC(X): / fd,u:/ fdA.
X b's
Pokazaé, ze wtedy pu = .

(5) Niech X bedzie lokalnie zwarta przestrzenia Ty, a L: C.(X) — R nieujemnym funkcjonatem
liniowym (tj. L(f) > 0 dla wszelkich funkcji f: X — Ry z C.(X)). Dla K € (X)) niech F(K)
oznacza rodzine wszystkich funkeji f: X — [0,1] z C.(X), ktore sa stale rowne 1 na zbiorze K.
Niech p: #(X) — R bedzie funkcja zbioru dang wzorem:

p(K) = inf{L(f): feF(K)}.
Pokazaé, ze p to regularna J# -miara.

(5) Niech X, L oraz p beda takie jak w poprzednim zadaniu. Niech p oznacza jedyna borelowska
miare Radona na X, ktora przedtuza funkcje p (zob. Zadanie 5.23). Wykazaé, ze

Ve CUX), f: X SR, /den <L(f).

(5) [Twierdzenie Riesza o postaci funkcjonatu| Niech X, L oraz u beda takie jak w poprzed-
nim zadaniu. Wykaza¢, ze wtedy L(f) = [, fdu dla wszelkich f € C,(X). Wywnioskowaé stad,
ze powyzszy wzOr ustala wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ miedzy nieujemnymi funkcjo-
natami liniowymi L na C.(X) a borelowskimi miarami Radona p na X.

(4) Przy oznaczeniach z poprzedniego zadania, poda¢ warunek (w jezyku samego funkcjonatu L)
na to, by miara odpowiadajaca funkcjonatowi L byta skoniczona.

(5) Niech X bedzie lokalnie zwartg Ty-przestrzenia. Oznaczmy przez (X ) najmniejsza o-algebre,
wzgledem ktorej mierzalne sa wszystkie funkcje z C.(X). (Niektorzy autorzy zbiory z Z(X)
nazywaja mierzalnymi w sensie Baire’a). Korzystajac z poprzednich zadan, pokazaé¢, ze kazda
miara skoriczona m: #(X) — R, przedtuza sie jednoznacznie do skoniczonej borelowskiej miary
regularnej na X.

(5) Wykaza¢, ze borelowska miara Radona na o-zwartej przestrzeni lokalnie zwartej Ty jest o-
skoniczona i regularna.

10
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Zestaw 6

W tym zestawie GG oznacza ustalong lokalnie zwarta grupe topologiczna. Dla prezwartego zbioru
K C G oraz otoczenia V' C G okreslamy liczbe [K : V] jako najmniejsza liczbe catkowita k > 0,
taka ze istnieje zbior skonczony F' C G, dla ktorego |F| = k (tutaj |F| oznacza moc zbioru
F) oraz K C FV, gdzie F'V to zbior wszystkich elementéw grupy G, ktére mozna przedstawic
w postaci f - v dla pewnych elementéw f € F oraz v € V.

Podzbiory grupy G zawierajace w swym wnetrzu element neutralny tej grupy bedziemy nazywac
e-otoczeniami. Zbior V- C G nazywamy symetrycznym, gdy V = V=1 gdzie V=1 = {v7!: v € V.

Miarg Haara na grupie G nazywamy (dowolna) borelowska niezerowa miare Radona p na
G, taka ze p(aB) = pu(B) dla dowolnego elementu a € G oraz zbioru B € B(G) (gdzie aB =
{ab: b € B}). Borelowska niezerowa miare Radona p na G nazywamy prawostronng miarg Haara,
gdy p(Ba) = p(B) dla dowolnych a € G oraz B € B(G).

(4) Niech K, L beda prezwartymi podzbiorami grupy G, V' C G otoczeniem, a W prezwartym
otoczeniem w (. Pokazaé, ze:

e liczba [K : V] jest dobrze zdefiniowana (tzn. przy powyzszych zalozeniach zawsze istnieje
skoriczony zbior F, taki ze K C FV);
[K:V]|<[K:W]-[W:V]
[aK : V] =[K :V]=[K :aV] dla dowolnego elementu a € G;
o [K:V]|<[L:V],gdy K C L;
[KUL:V]<[K:V]+][L:V].

(5) Wykazac, ze jesli K i L to rozlaczne zwarte podzbiory grupy G, to istnieje symetryczne e-
otoczenie W w G, takie ze (KW) N (LW) = &. Ponadto, udowodni¢, ze jesli zachodzi powyzszy
warunek, to dla dowolnego otoczenia V' C W zachodzi réwnosc¢:

[KUL:V]=[K:V]+[L:V].

(5) Niech E bedzie dowolnie ustalonym zwartym e-otoczeniem w G. Niech ¥ oznacza rodzing
wszystkich otwartych e-otoczeni zawartych w E. Dla V' € ¥ niech py: #(G) — R, bedzie
funkcja zbioru dang wzorem:

pv(K) =

Wykazaé, ze:
e dla dowolnego zbioru K € J(G) istnieje stala Mk > 0, taka ze py(K) € [0, M| dla
dowolnego zbioru V' € ¥

e dla dowolnego zbioru K € J#(G) o niepustym wnetrzu istnieje stala myg > 0, taka ze
pv(K) € [mg, Mg] dla wszelkich V € 7

e rodzine {py }yey mozna w naturalny sposob zinterpretowaé jako ciag uogolniony w pewnej
zwartej Th-przestrzeni X;

e dowolny punkt skupienia tego ciagu uogélnionego w przestrzeni X jest funkcja zbioru z % (G)
w R, ktora jest regularna # -miara, ktora na zwartych otoczeniach przyjmuje wartosci do-
datnie i jest niezmiennicza wzgledem funkcji G 3 x +— ax € G dla wszelkich a € G.

Wywnioskowaé stad oraz z zadan z poprzedniego zestawu, ze na grupie G istnieje miara Haara,
ktora jest dodatnia na niepustych zbiorach otwartych.

11
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(3) Wykazacé, ze borelowska miara ;1 jest miara Haara wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja zbioru
' B(G) > A u(A™Y) € [0, 00] jest prawostronng miarg Haara.

(4) Wykaza¢, ze na grupie G istnieje skoriczona miara Haara wtedy i tylko wtedy, gdy G jest
grupa zwartg.

(3) Wykazaé, ze jesli G jest grupa o-zwarta, to kazda miara Haara na G jest o-skoriczona, regu-
larna i dodatnia na niepustych zbiorach otwartych.

(5) Zalozmy, ze grupa G jest o-skoriczona i niech p oraz bedzie miara Haara na G. Wykazaé, ze
dla zwartego otoczenia K C G funkcja G 5 x +— pu(Kzx) € R jest funkcja ciagta i przyjmuje tylko
warto$ci dodatnie.

(5) Zalozmy, ze grupa G jest o-skoniczona i niech p oraz A beda miarami Haara na G. Niech
ponadto K bedzie zwartym otoczeniem w G. Wykazaé, ze dla dowolnej funkcji borelowskiej
f+ G — R, zachodzi wzor:

| st@yauta) = nixc) [ {EKi aA(@).

(4) Wywnioskowa¢ z poprzedniego zadania, ze jesli grupa G jest o-zwarta, i A to miary Haara
na GG, a K to zwarte otoczenie w G, to:

PIL)AK) = ML)u(K)

dla dowolnego zbioru borelowskiego L C G. Wywnioskowaé stad, ze u = cA dla pewnej stalej
c> 0.

(5) Pokaza¢, ze kazda grupa lokalnie zwarta zawiera podgrupe otwarto-domknieta, ktora jest o-
zwarta 1 wywnioskowa¢ z poprzedniego zadania, ze dowolne dwie miary Haara na G réznia sie
jedynie dodatnim czynnikiem.

(4) Wywnioskowaé z poprzednich zadan, ze istnieje ciagly homomorfizm Ag: (G, ) — ((0,00), ),
taki ze jesli p to miara Haara na G, to pu(Az) = Ag(x)u(A) dla dowolnych x € G oraz A € B(G).

Komentarz. Grupe lokalnie zwarta G, dla ktorej] Ag = 1, nazywa sie unimodularng.

(4) Niech p bedzie miara Haarana G, a Ag: G — (0, 00) homomorfizmem z poprzedniego zadania.
Wykazaé, ze funkcja zbioru

A B(G) 9A|—>/Agdu€ [0, <]
A

jest prawostronna miarg Haara na G. Wywnioskowaé stad, ze dla zbioru A € B(G) zachodzi
réwnowaznosé: pu(A) >0 < u(A™1) > 0.

(3) Wywnioskowaé z poprzednich zadan, ze (kazda) miara Haara na grupie G jest zarazem pra-
wostronng miarg Haara (mowimy wtedy, ze miara Haara jest obustronnie niezmiennicza) wtedy
i tylko wtedy, gdy grupa G jest unimodularna (zob. komentarz pod Zadaniem 6.11). Wywniosko-
waé stad, ze na to, aby miara Haara na grupie G byta obustronnie niezmiennicza, wystarczy, aby
zachodzil chociaz jeden z ponizszych warunkow:
e na grupie G nie ma cigglych niezerowych homomorfizmow w (R, +);

e grupa G jest zwarta;

e grupa generowana przez elementy postaci aba='b~! (gdzie a,b € G) jest gesta w G.

12
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Zauwazy¢, ze miara Haara na przemiennej grupie GG jest obustronnie niezmiennicza.

(3) Wywnioskowa¢ z wezesniejszych zadan, ze prawostronne miary Haara na grupie G réznia sie
jedynie dodatnim czynnikiem oraz ze jesli miara Haara p na grupie G jest obustronnie niezmien-
nicza, to u(A™') = u(A) dla dowolnego zbioru A € B(G).

(5) Poda¢ przyktad metryzowalnej osrodkowej grupy lokalnie zwartej, ktora nie jest unimodularna
(zob. komentarz pod Zadaniem 6.11).

(5) Poda¢ przyktad lokalnie zwartej grupy, na ktorej (zadna) miara Haara nie jest miarg regularna.

(5) Wykazaé, ze jesli u jest miara Haara na G oraz A, B C G sg zbiorami zwartymi, to funkcja
G 3z u((zA)AB) € R, jest ciagha. (Tutaj ,A” oznacza roznice symetryczng zbiorow).

(4) Wywnioskowa¢ z poprzednich zadan, ze jesli A C G jest zbiorem borelowskim o dodatniej
mierze Haara, to zbiory A - A™1 oraz A1 . A sa e-otoczeniami.

(4) Wywnioskowaé z poprzedniego zadania, ze jesli ¢: G — H jest borelowskim homomorfizmem
z grupy lokalnie zwartej G w grupe lokalnie zwartg H, ktora jest o-zwarta, to ¢ jest odwzorowa-
niem cigglym.

(4) Niech (2,9, 1) bedzie przestrzenia z miarg. Zbior 9 traktujemy jak grupe abelowa z dzia-
taniem roznicy symetrycznej ,,A”. Niech 3 C 91 sktada sie ze wszystkich zbioréw mierzalnych
A, takich ze pu(A) = 0. Pokazaé¢, ze 3 to podgrupa grupy 9. Niech & oznacza grupe ilorazowa
M /3. Niech m: MM — 3 oznacza epimorfizm kanoniczny. Uzasadnié, ze reguta ,p(m(X)) = u(X)”
poprawnie okresla funkcje p: & — [0, o0]. Wykazac, ze:

e & jest grupa boole’owskq, tzn. jest grupa abelowa, w ktorej kazdy element (poza elementem
neutralnym eg) ma rzad 2 [dzialanie w tej grupie ponizej oznaczamy przez ,,+;

o p(X)=0 <= X = eg;

o p(X +Y) < p(X) +p(Y);

o zbior § {X € 8: p(X) < oo} jest podgrupa grupy &, a funkcja d: § x § > (X,Y) —
p(X +Y) € Ry jest poprawnie okreslona metryka na grupie §.

Udowodni¢, ze metryka d jest zupelna na §, a § jest grupa topologiczna w topologii wyznaczone;j
przez d.

(4) Przy oznaczeniach poprzedniego zadania, pokaza¢, ze jesli miara u jest skonczona, to & = §,
a jesli ponadto 9 jest osrodkowa o-algebra, to (&, d) jest przestrzenia polska.

(5) Przy oznaczeniach Zadania 6.20 i zalozeniu, ze ponadto p jest miara skoniczona (wtedy & = F),
udowodni¢ rownowazno$é ponizszych warunkow:

(i) przestrzen metryczna (&, d) jest spojna;

(ii) dla dowolnych dwoch roznych elementéow X 1Y grupy & istnieje odwzorowanie izometryczne
u: [0,7] — &, takie ze r = d(X,Y), X = u(0) oraz Y = u(r);

(iii) miara p jest bezatomowa.

Czy w sytuacji, gdy p jest niezerowa skoriczong miarg bezatomowa, grupa (&, d) moze by¢ lokalnie
zwarta?

13



