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Oznaczenia i konwencje

N={0,1,2,...}, N;=N\{0}, Ry =][0,00).

e P(X) to zbidr potegowy zbioru X, czyli rodzina wszystkich jego podzbioréw.

e Stowa funkcja, odwzorowanie, przeksztalcenie uznajemy za synonimy.

e Otoczenia nie muszg by¢ zbiorami otwartymi.

e Przestrzenie (w tym metryczne) nie musza by¢ niepuste.

e Gdy d jest metryka na zbiorze X i A C X, piszemy dla uproszczenia (A, d) zamiast (A4, d|axA).

e Podzbiory przestrzeni topologicznej sa, co do zasady, przestrzeniami topologicznymi wyposazonymi w topologie
indukowana (chyba ze w danym kontekscie wyraznie wskazano topologie na podzbiorze).

e Tloczyny kartezjanskie przestrzeni topologicznych sa wyposazone, co do zasady, w topologie produkowa (chyba
ze w danym kontekscie wyraznie wskazano topologie na takim iloczynie).

e Przestrzenie ilorazowe przestrzeni topologicznych sa wyposazone, co do zasady, w topologie ilorazowa (chyba ze
w danym kontekécie wyraznie wskazano topologie na zbiorze ilorazowym).

e Jesli A jest podzbiorem przestrzeni R™ (dla pewnej liczby n € Ny) i z kontekstu nie wynika, jaka jest topologia
lub metryka na A, wtedy zbiér A rozwazamy z topologia indukowana z topologii naturalnej na R™ oraz z metryka
euklidesowa.

e Metryka euklidesowa w R"™ to d.
e Gdy X jest przestrzenia topologiczna, a A C B jej podprzestrzeniami, przez ¥ (X) i % (X) oznaczamy, odpo-
wiednio, rodzine wszystkich podzbioréw otwartych w X oraz rodzine wszystkich podzbioréw domknietych w X;

z kolei intp(A) i clg(A) oznaczaja wnetrze i domkniecie (odpowiednio) zbioru A w przestrzeni topologicznej B
wyposazonej w topologie indukowana z X.

Elementarz

W tej czescei podajemy wybrane definicje i twierdzenia (bez dowodu), ktére stanowia klasyke topologii. Zawarto$é tego
rozdzialu zostala przygotowana z mysla o studentach, ktérzy nie realizowali rozszerzonego kursu z topologii. Chociaz
warto zapamietaé¢ wszystkie pojecia i rezultaty tutaj wymienione, nie znajda sie one na liscie zagadnien do egzaminu.
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2.1 Definicja.

Przestrzen topologiczng (X, 7) nazywamy metryzowalng, gdy istnieje metryka d na X, taka ze top(X,d) = 7.
Kazda metryke d spelniajaca powyzsza réwnos$é nazywamy zgodng z topologiq przestrzeni X (lub z topologig
7). Méwimy, ze przestrzen topologiczna X jest metryzowalna w sposdb zupelny, gdy istnieje metryka zupelna
d na X, taka ze top(X) = top(X,d). Réwnowaznie: przestrzen jest metryzowalna w sposéb zupelny, gdy jest
homeomorficzna z zupelna przestrzeniag metryczna.

2.2 Definicja.
Cliezar (topologiczny) przestrzeni topologicznej (X, 7) to liczba kardynalna w(X) = w(X, 7) okreslona nastepujaco:

w(X) def min{card(3): [ to baza topologii X}.

Chociaz tak okreslona wielko$é moze by¢ skoficzona, w praktyce czesto przyjmuje sie, ze w(X) > Ng (tzn. zastepuje
sie w(X) przez max(w(X),Rg)). Charakter gestosci przestrzeni topologicznej X to liczba kardynalna

d(X) = dens(X) def min{card(A): AC X, A= X}.

Przestrzen X jest osrodkowa, gdy d(X) < Vg (czyli gdy X zawiera co najwyzej przeliczalny podzbidr gesty).

2.3 Definicja.
Zbiér typu ¥s w przestrzeni topologicznej X to dowolny jej podzbior, ktéry mozna przedstawi¢ jako przeliczalne
przeciecie zbioréw otwartych:

Ajest typu 9y <= 3(Uy,),—, CY9(X): A= ﬂ Un-
n=1

Podobnie, zbidér typu %, w przestrzeni topologicznej X to dowolny jej podzbiér, ktéry mozna przedstawié jako
przeliczalng sume mnogosciows zbioréw domknietych:

B jest typu .#, <= 3(D,),-, C F(X): B= U D,.

n=1

2.4 Definicja.
e Méwimy, ze zbiér A C X jest dyskretnym podzbiorem przestrzeni topologicznej X, gdy:
Vz € X JFUotoczenie punktu z: card(ANU) < 1.
e Przestrzen metryczna (X, d) nazywamy e-rozproszong (gdzie € > 0), gdy d(z,y) > ¢ dla dowolnych dwéch

réznych punktéw z,y € X. Przestrzen (X, d) jest metrycznie rozproszona, gdy jest e-rozproszona dla pewnej
liczby € > 0.

2.5 Definicja.
Jedng jedyna topologi¢ na zbiorze [], ¢ X, (gdzie (X, 7s) (s € S) to przestrzen topologiczna), ktérej baza jest
rodzina
8 def {H Ug| (Vs€S: Us € 9(Xy)) oraz (Vs € S: Us = Xs)},
sesS
nazywamy topologia produktowq lub Tichonowa (wyznaczong przez topologie ;) i oznaczamy ja przez [ [ c g Ts-

Zbiory z bazy [ nazywamy otwartymi zbiorami cylindrycznymi lub otwartymi cylindrami.
Notacja: zapis Cyl({Vs}ses,, {Xs}ses)
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e niesie ze sobg ,automatyczne” zalozenia: ze Sy C S jest zbiorem skoniczonym oraz ze Vi € 9(X) dla s € Sp;

e oznacza otwarty cylinder [] Us, gdzie U; =V dla s € Sy oraz Vs = X dla s € S\ Sp.

seS

Gdy S =N oraz X,, = Z dla n € N, przestrzen []| X, oznaczamy przez Z“.

neN

2.6 Definicja. (Kostka Hilberta)
Kostka Hilberta to przestrzen [0, 1]%.

2.7 Definicja.

Kontinuum to spdjna, zwarta i niepusta przestrzen Ts. Kontinuum peanowskie to przestrzen Ts, ktora jest ciaglym
obrazem odcinka [0, 1].

Uwaga: Wielu autoréw w definicji kontinuum zastepuje warunek T, metryzowalnoscia.

2.8 Definicja.
Dla dwéch rodzin zbioréw A = {As}scs oraz B = {B;}ier, méwimy, ze rodzina A jest

e wpisana w rodzine B, gdy kazdy element rodziny A jest zawarty w jakims elemencie rodziny B:

VseSdteT: A, C By

e drobniejsza od rodziny B, gdy S =T oraz A; C B dla wszelkich s € S;

e punktowo skoriczona, gdy (.. ; As = @ dla dowolnego nieskonczonego zbioru J C S.

seJ

Rodzina A = {A;}scs podzbioréw przestrzeni topologicznej X jest

e lokalnie skonczona (w X), gdy dowolny punkt przestrzeni X ma otoczenie V (w X), takie ze zbidr

meet(A, V) & {s€S: A;NV # @} jest skonczony;

o dyskretna (w X), gdy dowolny punkt przestrzeni X ma otoczenie V' (w X)), takie ze card(meet(A,V)) < 1.

2.9 Definicja.
Moéwimy, ze przestrzen topologiczna X jest parazwarta, gdy X jest przestrzenia To oraz w kazde jej pokrycie
otwarte mozna wpisaé pokrycie otwarte lokalnie skonczone.

2.10 Definicja.
Rozklad jednosci na zbiorze X to dowolna rodzina funkcji { fs}ses, takich ze fs: X — [0, 1] oraz

vreX: Y fulx)= 1
SES

Rozklad jednodci {fs}ses jest punktowo skoriczony, gdy takaz jest rodzina zbioréw {f7 (R \ {0})}ses-
Jesli X jest przestrzenig topologiczna, rozklad jednosci {fs: X — [0,1]}ses jest, odpowiednio:

e lokalnie skoriczony;
e wpisany w rodzine zbioréw {U }rer;
e drobniejszy od rodziny zbioréw {U, }rer,

gdy takaz jest rodzina zbioréw {supp(fs)}ses, gdzie supp(fs) ef c(f7H(R N\ {0})) to nosnik funkeji fs. Rozklad
ten jest ciggly, gdy wszystkie funkcje f, sa ciagte.
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2.11 Twierdzenie. (Twierdzenie o rozkladzie jednosci)
Dla dowolnego pokrycia otwartego parazwartej przestrzeni X istnieje ciggly lokalnie skonczony rozklad jednosci
drobniejszy od tego pokrycia.

2.12 Twierdzenie.
Dla przestrzeni metrycznej (X,d) oraz nieskoriczonej liczby kardynalnej m, nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) w(X) <m;
(i) d(X) < m;

(iii) kazda rodzina parami rozlgceznych niepustych zbioréw otwartych w X ma moc < m;

)
)
)
)

(iv) dla dowolnej rodziny {Us}ses zbiordw otwartych, takiej ze \J,cqUs = X, istnieje zbior T C S, taki Ze

User Us = X oraz card(T) < m;
(v) kazdy zbidr A C X, na ktérym topologia indukowana jest dyskretna, ma moc < m;
(vi) kazdy dyskretny podzbidr przestrzeni X ma moc < m;
(vil) kazda metrycznie rozproszona podprzestrzeri przestrzeni X ma moc < m.

W szcezegolnosci, w(X) = d(X) dla dowolnej przestrzeni metryzowalnej X .

2.13 Whniosek.
Przestrzen metryzowalna spelnia II A.P. wtedy i tylko wtedy, gdy jest osrodkowa.

2.14 Twierdzenie. (Twierdzenie Hausdorffa o zwartosci)
Niech A bedzie podzbiorem zupelnej przestrzeni metrycznej (X, d). Domkniecie zbioru A w X jest zwarte wtedy
1 tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby € > 0 istnieje skonczony zbior F' C X, taki ze

Ac | Ba(be).

beF
W szczegolnosci:
o przestrzen metryczna jest zwarta wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest zupeina i catkowicie ograniczona;

o uzupelnienie przestrzeni metrycznej X jest przestrzeniq zwartq wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen X jest
catkowicie ograniczona.

2.15 Twierdzenie. (Twierdzenie Cantora o przestrzeniach zupelnych)
Dla przestrzeni metrycznej (X, d) nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) przestrzen (X, d) jest zupeina;
(i) ilekroé Fy, Fy, Fs, ... jest zstepujgcym ciqgiem niepustych zbiordw domknietych w X, takim ze

lim diamg4(F,) =0,

n—oo

tylekroé (., Fy, # 9;

*1)Suma ZteT at zestawu (at)ier liczb nieujemnych to supp ZteF at, gdzie F przebiega wszystkie skoniczone zbiory F C T (przy
czym Zz =0).
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(iii) slekroé¢ F jest rodzing podzbioréw przestrzeni X o wlasno$ciach:

(F1) VAe F: A+ o;
(F2) VA, BeF3Ce€TF: CC ANB;
(F3) Ve >03JA € F: diamy(A) < ¢,

tylekroc¢ card(Npeq F) = 1.

2.16 Twierdzenie.
Niech X,, (dla n € Ny) bedzie przestrzenig metryzowalng, ktorej topologia pochodzi od metryki d,, < 1. Wtedy
przestrzen [[ - X,, jest takze metryzowalna, a jej topologia pochodzi od metryki:

o
x )
D((aﬁn)zo 1 yn n= 1 Z - yn

Ponadto, jesli wszystkie powyzsze metryki d,, sq¢ zupelne, to takze metryka D jest zupelna.

2.17 Twierdzenie. (Twierdzenie Tichonowa)
Lloczyn kartezjanski zwartych przestrzeni Ty jest zwartq przestrzeniq Ts.

Odwrotnie, jesli przestrzenie topologiczne X (s € S) sq niepuste, a przestrzen [[,cq Xs jest zwarta, to kazda
z przestrzeni X takze jest zwarta.

2.18 Obserwacja.
Dla dowolnej rodziny funkcji cigglych fs: X — Y (s € S) o wartodciach w przestrzeni Hausdorffa zbidr
{r e X|Vs,t €S: fs(x)= fi(x)} jest domkniety.

3 Metryzowalnosé w sposdb zupelny a zbiory typu ¥

3.1 Definicja.
Niech X, (M,d), A oraz u: A — M beda, odpowiednio, przestrzenia topologiczng, przestrzenig metryczng, pod-
zbiorem przestrzeni X oraz funkcja ciagla. Oscylacjg funkcji v w punkcie b € A (wzgledem d) nazywamy wielko$é:

0y (D) 2ef inf{diamg u(U N A): Uto otwarte otoczenie punktu b w X} € [0, oo].

Zbior oscylacji funkcji u to zbidr o, def {be A: 0,(b) =0}.

3.2 Twierdzenie. (Twierdzenie o oscylacji)
Niech f: A — M bedzie funkcjg cigglg okreslong na podzbiorze A przestrzeni topologicznej X, o wartosciach
w zupelnej przestrzeni metrycznej (M, d). Wiedy:

o 2bior oy jest podzbiorem typu 95 przestrzeni A i zawiera zbiér A;

o istnieje dokladnie jedna funkcja ciggla F': oy — M, ktéra przedtuza funkcje f.

Dowdd. Jedyno$¢ wynika natychmiast z Obs. Istotnie, jesli F'i G to ciagle przedtuzenia funkeji f okreslone na oy,

wtedy zbiér Z def {x €o0s: F(x)=G(z)} jest domkniety w oy, ale takze gesty w tym zbiorze, gdyz A C Z C oy C A,
czyli Z = oy i tym samym G = F.
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PrzejdZzmy do dowodu istnienia funkcji F. Dla n > 0 niech

def
Vo, =

{z € A| IUotwarte otoczenie punktu z: diamg f(ANU) < 1/n}.
Zauwazmy, ze zbior V,, jest otwarty w A, gdyz jedli dla = € V,, dobierzemy zbiér U jw., to U N A C V,,. Zauwazmy
takze, ze A C V,,. Istotnie, jedli a € A, to z ciaglosci funkcji f w tym punkcie wynika istnienie zbioru W otwartego
w A, takiego ze a € W oraz diamy f(W) < 27". Wtedy istnieje zbiér U otwarty w X, taki ze U N A = W, co oznacza,
zea €U CV,.

Whprost z definicji zbioru oscylacji wynika, ze oy = (2, Vi, co uzasadnia, ze oy zawiera A i jest zbiorem typu %
w A.

Ustalmy b € oy. Niech
def

Fp = {f(UN A): Uotwarte otoczenie punktu b w X}.
Zauwazmy, ze rodzina Fy, spelnia warunki (F1)-(53) z Tw. (str. []). Istotnie: sklada sie ze zbioréw niepustych,
gdyz b € A, oraz zawiera zbiory o dowolnie malej $rednicy, gdyz b € V,, dla dowolnego indeksu n. Z tegoz twierdzenia
wynika, ze przecigcie domknieé zbioréw z rodziny J jest jednoelementowe. Okredlamy funkcje F': oy — M regula:

{Fb)y = () D.

DeFy

Wykazemy, ze F przedluza f i jest funkcja ciagla (co zakoniczy dowdd). Jedli a € A, to f(a) € (Fo C {F(a)}, czyli
F(a) = f(a). Pozostaje ciagltos¢. W tym celu ustalmy punkt b € oy oraz liczbe € > 0. Dobieramy N > 0 oraz otwarte
(w X)) otoczenie U punktu b, takie ze diamy f(ANTU) < 1/N < e. Wtedy dla dowolnego punktu z € oy N U mamy:

fLANU) € Fy, czyli F(z) € f(ANU), a zatem d(F(z),F(b)) < diamg f(ANU) < ¢, czyli funkcja F jest ciagla
w punkcie b. O

3.3 Twierdzenie.
Niech X bedzie przestrzenig metryzowalng w sposob zupelny, Z przestrzeniq Hausdorffa, a h: X — Z zanurzeniem
topologicznym. Wtedy zbior h(X) jest typu 95 w swoim domknieciu.

Dowdd. Zastepujac Z przez clz(h(X)), mozemy zalozyé, ze zbior h(X) jest gesty w Z. W tej sytuacji mamy pokazad,
ze zbiér h(X) jest typu ¥s. W tym celu ustalmy zupelna metryke d na X zgodna z topologia tej przestrzeni.

Ustalmy n > 0. Dla dowolnego punktu z € X zbiér h(Bg(z,27™)) jest otwarty w h(X), wiec istnieje zbior V;
otwarty w Z i taki, ze

hBa(z,27")) = Vo NA(X).

Okreglamy U, def Usex Van- Poniewaz zbiér U, jest otwarty w Z, wystarczy pokazaé, ze h(X) = (), Un. Inkluzja
»C” wynika z tego, ze h(z) € V,,, dla wszelkich x € X oraz n > 0. Pozostaje wigc wykazaé inkluzj¢ przeciwna. Niech
zatem z € ﬂf;l U,. Wtedy dla dowolnej liczby n > 0 istnieje punkt z,, € X, taki ze z € V,, ,. Zauwazmy, ze dla
dowolnych catkowitych liczb dodatnich n i m zbiér V,,, , NV, m jest otwarty i niepusty (bo zawiera z), wiec z gestosci
zbioru h(X) w Z wynika, ze Vg, NV m NA(X) # @, czyli

h(Bag(xn,27") N Ba(xm,2™™)) = h(Ba(zn,27")) NR(Bg(2m,27™)) = Vo, n NR(X) NV, m NA(X) # @.

Powyzsza wlasno$é implikuje, ze zbiér By(xy,,27™) N By(Xm, 27 ™) jest niepusty i tym samym d(z,,, ,,) < 27" 4+27™.
Z nieréwnoéci tej wnioskujemy, ze ciag (:Un)zoz1 jest Cauchy’ego. Tym samym

(3:1) Ty S w

dla pewnego punktu w € X. Pokazemy, ze z = h(w), co zakonczy caly dowéd. Rozumujemy nie wprost: przypusémy,
ze h(w) # z. Wtedy, z wlasnodci Ty przestrzeni Z, istnieja roztaczne zbiory W i D otwarte w Z i takie, ze h(w) € W
oraz z € D. Zauwazmy, ze zbiér D NV, ,, N h(X) jest niepusty (bo clz(h(X)) = Z). Oznacza to, ze istnieje punkt
Yn € Ba(x,,27™), taki ze h(y,) € D. Ale wtedy d(yn,z,) < 277, wiec z (3:1) wynika, ze y, X owi tym samym
h(yn) Z, h(w). Ale to jest sprzeczne z tym, ze h(y,) ¢ W (bo h(y,) € D) — i koniec dowodu. O

3.4 Twierdzenie.
Zbior A typu 9s w przestrzeni metryzowalnej X jest homeomorficzny z podzbiorem domknigtym przestrzeni X xR .
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Dowdd. Mozemy zalozyé, ze A # X. Ustalmy metryke d na X zgodna z topologia tej przestrzeni i przedstawmy X \ A
jako (J,— | Fy,, gdzie F,, jest niepustym zbiorem domknietym w X. Dla n > 0 niech u,,: A — R, bedzie funkcja ciagla

dana wzorem
1

un(@) = distq(z, Fy,)

(funkcja u, jest poprawnie okreslona, gdyz F), jest zbiorem domknietym rozlagcznym z A). Okre§lmy h: A — X x RY
formuta
h(z) = (@, (un(@))52y)-

7 tego, ze pierwsza skladowa funkcji h to identycznosé, wynika, ze funkcja h jest zanurzeniem topologicznym. Aby
zakonczy¢ dowdd, wystarczy wiec pokazaé, ze zbior B = def h(A) jest domkniety w X x RY. W tym celu zal6zmy, ze
punkty a, € A sg takie, ze limj_oo h(ar) = (2, (bn),—;) € X xRY. Checemy pokazaé, ze z € A oraz h(ag) — h(z) (k —
o0). Poniewaz h(ai) = (ak, (un(ar))ne,), z charakteryzacp zb1eznosc1 w topologii produktowej otrzymujemy, ze z =
limg oo ag oraz b, = limg_,o up(ax). A wtedy dla dowolnego indeksu n > 0, disty(z, F},) = limg_, o disty(ak, F,) oraz
m — b, € R (k — 00), co implikuje, ze disty(z, F,,) # 0, czyli z ¢ F,,. Tym samym z € (7 (X \ F,,) = A.
A wtedy automatycznie h(z) = limg_,oo h(ag) i teza. O

3.5 Wniosek. (Twierdzenie Aleksandrowa-Hausdorffa)
Dla przestrzeni metryzowalnej X nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) przestrzeni X jest metryzowalna w sposdésb zupelny;

(ii) przestrzeni X jest homeomorficzna z podzbiorem typu ¥s pewnej metryzowalnej w sposéb zupelny przestrzeni
topologicznej;

(iii) przestrzen X jest absolutnego typu ¥ (w klasie przestrzeni metryzowalnych), tzn. dla dowolnego zanurzenia
topologicznego h: X — Z w przestrzeni metryzowalng Z, zbior h(X) jest typu 95 w Z.

Dowdéd. Implikacja (i) = (iii)” wynika z Tw. oraz tego, ze przestrzenie metryzowalne sa doskonale normalne.
Z kolei implikacja ,(ii) = (i)” wynika z Tw. oraz tego, ze przeliczalny produkt kartezjanski przestrzeni me-
tryzowalnych w sposéb zupelny (oraz podzbiér domkniety takiej przestrzeni) takze jest przestrzenia metryzowalna
w sposob zupelny. Wreszcie implikacja ,,(iii) = (ii)” wynika natychmiast stad, ze kazda przestrzen metryczna mo-
zemy uzupelnié¢ (tzn. powiekszyé do przestrzeni metrycznej zupelnej, w ktorej ta wyjsciowa przestrzen jest zbiorem
gestym). O

3.6 Wniosek.
Jesli przestrzen metryzowalna jest sumq skorczenie wielu swoich podprzestrzeni metryzowalnych w sposéb zupelny,
to sama jest metryzowalna w sposob zupelny.

Dowdd. Uzupelniamy przestrzen, stosujemy Twierdzenie Aleksandrowa-Hausdorffa i korzystamy z tego, ze suma skon-
czenie wielu zbioréw typu ¥ jest takze zbiorem typu 9. O

3.7 Twierdzenie. (Twierdzenie Lawrientiewa)

Niech X 1Y bedq przestrzeniami metryzowalnymi w sposdb zupelny, a h: A — B homeomorfizmem miedzy A C X
oraz B C Y. Wtedy istniejq zbiory A C X, B CY typu 95 oraz homeomorfizm h: A — B, takie 7¢ AC A, BC B
oraz h|a = h.

Dowdd. 7 Tw.|3.2| - (str. [5] ' wynika, ze istniejg funkcje ciagle F': Ag — Y oraz G: By — X, takie ze Ay D A jest zbiorem
typu % w A (i tym samym typu % w X), By D B jest typu ¥ w B (i tym samym typu % w Y) oraz F|s = h
i G|p = h™!. Rozwazmy nastepujace podzbiory produktu X x Y:

(2, F(z)): z€ A}, T E{(Gy),y): ye B}

(T to wykres funkeji F, a T'* to ,odwrécony” wykres funkcji G). Poniewaz Ay i By to przestrzenie metryzowalne
w spos6b zupelny (dzieki Twierdzeniu Aleksandrowa-Hausdorffa), a funkcje ®: Ay 3 z — (x, F(z)) € T oraz ¥: By >
y — (G(y),y) € T'* to homeomorfizmy, takze przestrzenie I' i I'* sa metryzowalne w sposéb zupelny. Zatem sa to
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podzbiory typu ¥s w X x Y. Stad takze zbiér A A jest typu 95 w X x Y, czyli A to przestrzen metryzowalna

w sposob zupelny. W takim razie przestrzenie A = L “1(A) C X oraz By 1(A) C Y sa metryzowalne w spos6b

zupelny, czyli sa to zbiory typu ¢ (ponownie dzieki TW. . ). Dalej, poniewaz {(z,h(z)): . € A} = {(h"(y),y): y €
B} C A, widzimy, ze A C A oraz B C B. Na koniec okreslamy h: A — Y jako F| ;. Jest jasne, ze funkcja h jest ciagla
i przedluza funkcje h. Pozostaje pokazaé, ze h(A) = B oraz ze h to iniekcja o cigglej funkcji odwrotnej. W tym celu
zZauwazmy, ze: ~ ~ ~
{(z,h(z)): v € A} =A={(G(y),y): y< B}

Istotnie, pierwsza réwno$¢ wynika z definicji zbioru A oraz tego, ze A C I., a druga z analogicznych wlasnosci.
Tym samym widzimy, ze wykres funkcji h jest ,odwréconym” wykresem (czyli relacja odwrotna do wykresu) funkcji
G|j. Stad automatycznie wynika, ze funkcja h jest bijekcja miedzy A a B oraz ze h~! = Glp, czyli h: A — B to
homeomorfizm. O

4 Metryka Hausdorffa

4.1 Definicja.
Odstepem Hausdorffa (wzgledem metryki d) dwéch niepustych podzbioréw A i B przestrzeni metrycznej (X, d)
nazywamy wielkos¢:
dy (A, B) &f max(sup distq(a, B),sup distq(b, A)) € [0, o0],
acA beB

gdzie distq(c, Z) def inf,cz d(c, z) dla dowolnego punktu ¢ € X oraz niepustego zbioru Z C X.
Notacja:

o F(X) = F(X,d) to rodzina wszystkich niepustych ograniczonych (wzgledem metryki d) domknietych
podzbioréw przestrzeni metrycznej (X, d);

o ' (X) (C %(X)) to rodzina wszystkich niepustych zwartych podzbioréw przestrzeni metrycznej (X, d).

Funkcje dp zawezona do ktérejkolwiek z rodzin % (X) lub ¢ (X) nazywamy metrykq Hausdorffa. Zbiory Z,(X)
oraz J (X) stanowia najwazniejsze przyklady tzw. hiperprzestrzeni przestrzeni X.

4.2 Obserwacja.
Niech A, B, C bedg trzema dowolnymi niepustymi podzbiorami przestrzeni metrycznej (X, d). Wtedy:

(a) du(A, B) = du(A, B);
(b) dy(A,B) =0 < A= B;
(c) du(B,A) =du(A, B);
(d) du(A,C) <du(A,B)+du(B,C);
(e) jesli A i B sq zbiorami ograniczonymi (w metryce d), to dg(A, B) < 0o
(f) (Fp(X),dn) to przestrzer metryczna;
(g) odzworowanie (X,d) 3 x — {a} € (Fp(X),dn) jest domknietym zanurzeniem izometrycznym.
Dowdéd. Cwiczenie. O

4.3 Twierdzenie. (Twierdzenie Hahna)

Dla przestrzeni metrycznej (X, d) nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(i) przestrzer metryczna (Fy(X),dpn) jest zupelna;
(ii) przestrzen metryczna (X),dn) jest zupelna;

(F
(A
(iii) przestrzen metryczna (X,d) jest zupelna.

*2)Podzbiér wykresu funkcji (o niekoniecznie peinej dziedzinie) jest réwniez wykresem (takiej) funkcji.
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Dowdd. Implikacje (i) = (iii) oraz (ii) = (iii) sa natychmiastowymi konsekwencjami punktu (g) Obs. (oraz
tego, ze podzbiér domkniety zupelnej przestrzeni metrycznej takze jest takaz przestrzenia).

Dowiedziemy teraz, ze z (iii) wynikaja oba punkty (i) i (ii). W tym celu zakladamy, ze d jest metryka zupelna na
X, oraz przez ) oznaczmy jedna z przestrzeni %, (X) lub JZ (X)) (w zaleznosci od tego, czy chcemy dowie$¢ punktu (i),
czy (ii)). Aby wykazaé, ze przestrzen metryczna (§2, dy) jest zupelna, wystarczy pokazaé, ze kazdy ciag A1, Aa,... € Q
speliajacy warunek:

(4:1) Vn > 0: dy(An, Apsr) <277

jest zbiezny w przestrzeni 2. Ustalmy wiec taki ciag i zdefiniujmy B Lef Moy Uoe—,, Am. Widzimy, ze zbiér B jest

domkniety. Pokazemy (kolejno), ze:
(Bl) B # @
B2) dy(An,B) =0 (n— o0);

(B2)
(B3) zbiér B jest ograniczony wzgledem d;
(B4)

B e,

co zakonczy caly dowdd.
o0

Ustalmy dowolnie N > 0 oraz punkt z € Ay. Startujac od xq def indukcyjnie konstruujemy ciag (x,),_,, taki ze

(4:2) VYn>0: z, € Apgn oraz d(xp, Tpi1) < 2N,

Konstrukcja przebiega nastepujaco: gdy mamy juz z, € A,4+n (dla pewnego indeksu n > 0), korzystajac z definicji
odstepu Hausdorffa oraz z ([&1)) otrzymujemy: disty(z,, Ansni1) < dg(Anin, Apini1) < 277N a zatem musi
istnie¢ punkt (ktéry jest wlagnie poszukiwanym przez nas punktem) 2,41 € A,y N1, taki ze d(2,, Tp41) < 277N, co
dowodzi (4:2)). Warunek ten implikuje, ze (z,,),, jest ciagiem Cauchy’ego (wzgledem d). Zatem, z zalozenia w (iii),
istnieje punkt w € X, taki ze

(4:3) d(xn, w) =0 (n— o00).

Zauwazmy, ze dla dowolnego indeksu k > 0 ciag (Tn4k), ., ma wartosci w zbiorze |J,-_, A, wiec punkt w, jako granica
tego ciagu, nalezy do domkniecia tego zbioru. Z dowolnosci k > 0 otrzymujemy, ze w € B. Gdy teraz do powyzszych
rozwazan podstawimy N = 1 i skorzystamy z niepustosci zbioru Aj, otrzymujemy, ze zbiér B jest niepusty (czyli
(B1)). Powr6émy jednak do w pelni ogdlnej sytuacji i oszacujmy liczbe distq(z, B). W tym celu zauwazmy, ze dla
dowolnego indeksu n > 0, z (4:2) wynika, ze:

d(z,20) = d(zo, 1) < Y _d(apor,zp) < Y 27N <Y T2,
k=1 k=1 k=1
czyli d(z,z,) < 2'7N. Tym samym d(z,w) < 2'7%, dzieki (4:3)). Z dowolnosci z € Ay oraz tego, ze w € B,
otrzymujemy:

(4:4) VN >0: sup distq(z, B) < 2!V,

zEAN

Teraz ustalnmy dowolnie punkt b € B, indeks N > 0 oraz € > 0. Z racji, ze b nalezy do domkniecia zbioru (J._ 5 +1A4m,
istnieje punkt ¢ w tej sumie zbioréw, taki ze d(b, ¢) < €. Stad istnieje indeks n > N, taki ze ¢ € A,,. Tym razem startujac

od zg Lfe (€ A,), indukcyjnie konstruujemy punkty xg, z1, ..., T,— N, takie ze:
zj € Ap_; oraz d(zj,xj41) < glti—n dlaj=0,...,n— N —1.

(Gdy punkt z; € A,_; jest juz okreslony dla pewnego indeksu j < n — N, z nieréwnosci distq(xj, Ap—j—1) <
du(An_j, An_j_1) < 297" wnioskujemy istnienie punktu z;41 € A,_(j41), takiego ze d(xj,xzj41) < 2MH77).
Zauwazmy, ze ostatni z tak skonstruowanych punktéw, x,,— v, nalezy do zbioru Ay, a wiec: disty(b, Ax) < d(b, x,—n) <
d(b,xo) + d(zo, Tn_n) < d(b,c) + Zz;év_l d(zg, rpe1) < €+ Zz;év_l k= Lo 372 2MFkon = o 4 227n ale
n> N +1, co daje distg(b, Ay) < € + 217N, Zatem, z dowolnoéci € > 0 oraz b € B, otrzymujemy nieréwnoéé:

sup distq(b, An) < 217N,

beB
ktéra w polaczeniu z daje dy(An,B) < 27N, co dowodzi (B2). Aby wykazaé¢ (B3), dla dowolnie obranych
punktéow x1, o € B dobieramy punkty yi,ys € Ay, takie ze d(z;,y;) < distq(x;, A1)+ 1 i otrzymujemy, ze d(x1,x2) <
d(z1,y1) + d(y1,y2) + d(y2,z2) < 2disty(z;, A1) + 2 + diamg(A;). Tym samym diamg(B) < 2distg(xj, 41) + 2 +
diamg(A;1) < oo, czyli zachodzi (B3). Tak wiec w przypadku, gdy @ = %,(X) dowdd jest zakonczony. W dalszym
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ciagu dowodu zakladamy, ze Q = J#(X). W szczegdlnosdci, wszystkie zbiory Ap, Ag, ... sa zwarte. Aby wykazaé (B4),
musimy pokazaé, ze w tej sytuacji zbiér B jest zwarty. W tym celu korzystamy z Tw. (str. . Poniewaz B jest
zbiorem domknietym w zupelnej przestrzeni metrycznej (X, d), wystarczy pokazaé, ze dla dowolnej liczby € > 0 istnieje
skoficzony zbiér F' C X, taki ze

(4:5) B c | Ba(a,e).

W tym celu korzystajac z (B2) dobieramy indeks N > 0, taki ze dy(An, B) < £/2. Nastepnie ze zwartosci zbioru
Ay wynika istnienie skoficzonego zbioru F' C Ay, takiego ze Axy C U,cp Ba(a,e/2). Wtedy dla dowolnego punktu
2 € B z nier6wnosci distq(z, Ay) < dy(B, Ax) < £/2 wnioskujemy, ze istnieje punkt z € Ay, taki ze d(z,z) < /2.
Z doboru zbioru F' wynika istnienie punktu a € F', takiego ze d(z,a) < £/2. Zastosowanie nieréwnosci tréjkata daje
d(z,a) < €, co dowodzi warunku i koficzy dowdd. O

4.4 Twierdzenie. (Twierdzenie o zwarto$ci hiperprzestrzeni)
Dla przestrzeni metrycznej (X, d) nastepujoce warunki sqg réwnowazne:

(i) przestrzen (Fy(X),dn) jest zwarta;
(ii) przestrzen (A (X),dm) jest zwarta;

(iii) przestrzen (X,d) jest zwarta.

Dowdd. Implikacje (i) = (iii) oraz (ii) = (iili) wynikaja z punktu (g) Obs. (str. [8). Aby wykaza¢ odwrotne
implikacje, zal6zmy, ze przestrzen (X, d) jest zwarta. Wtedy #(X) = %,(X), wiec warunek (i) jest w tej sytuacji
identyczny z warunkiem (ii). Z Tw. [£.3| wynika, Ze przestrzen metryczna (¢ (X),dy) jest zupelna. Aby udowodnic jej
zwartoéé, wystarczy dla dowolnej liczby € > 0 wskazac skoficzony zbiér . C #(X), taki ze # (X)) = Ugc.o» Bay (S, €)
(dzigki Tw. str. . W tym celu korzystamy ze zwartosci przestrzeni X i dobieramy skonczony zbior F' C X,
taki ze X = J,cp Ba(a,e). Okredlamy poszukiwany zbiér . jako P(F) \ {@} (czyli rodzing wszystkich niepustych
podzbioréw zbioru F'). Sprawdzmy, ze ma on zadana wlasnosé. Ustalmy wiec dowolny niepusty zwarty zbior K C X.
Niech § &' {a € F: By(a,e) N K # @} (C F). Dla dowolnego punktu z € K istnieje (z doboru zbioru F') punkt
a € F, taki ze d(x,a) < e. Wtedy = € By(a,e) N K, czyli a € S. Tym samym S # & (czyli S € .¥), dzieki niepustosci
zbioru K, oraz distq(z, S) < d(z,a) < e. Ze zwartosci zbioru K (i ciaglosci funkcji odlegtosci od zbioru) wnioskujemy,
ze w takim razie

(4:6) max distq(z, S) < e.

Odwrotnie, jesli a € S, to (z definicji zbioru S) istnieje punkt z € K, taki ze d(a, z) < € i tym samym disty(a, K) < ¢,
a stad takze max,eg disty(a, K) < € (bo zbiér S jest skoficzony), co — w polaczeniu z (4:6)) — daje dy (S, K) < e
i konczy dowdd twierdzenia. O

5 Krzywe w przestrzeniach metryzowalnych

Gléwnym celem niniejszego rozdzialu bedzie wykazanie trzech klasycznych twierdzen topologii metrycznej — Twier-

dzenia Hopfa-Rinowa (Tw. [5.19} str. oraz:

5.1 Twierdzenie. (Twierdzenie Mazurkiewicza-Moore’a)
Jesli D jest spojnym otwartym podzbiorem lokalnie spojnej przestrzeni X metryzowalnej w sposéb zupelny, to
dowolne dwa rozne punkty zbioru D mozna polgczyé tukiem lezgcym w D.

5.2 Twierdzenie. (Twierdzenie Hahna-Mazurkiewicza)
Dla Ts-przestrzeni X nastepujgce warunki s¢ réwnowazne:

(i) istnieje ciggla suriekcja z [0,1] na X;

(il) X jest przestrzeniq niepustq, zwartq, spdjng, lokalnie spdjng, spelniajgcg IT A.P.
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Dowdd obu twierdzen sformutowanych powyzej, zwlaszcza pierwszego z nich, wymaga przygotowan. Zanim do nich
przejdziemy, odnotujmy, ze IT A.P. dla zwartej przestrzeni Hausdorffa jest réwnowazny jej metryzowalnosci (co tatwo
wynika z Tw. str. [26| w rozdziale @ Réwnowaznoéci tej uzyjemy w dowodzie Tw. [5.2

W dowodzie Tw. 5.1 uzyjemy pewnych pojeé, ktére wprowadzamy i badamy ponizej. Od teraz az do kofica dowodu
tego twierdzenia, X, o oraz D oznaczaja, odpowiednio, metryzowalng w sposéb zupelny przestrzen lokalnie spdjna,
metryke zupelng na X zgodna z topologia tej przestrzeni oraz spdjny podzbior otwarty przestrzeni X. Ponadto, a i b
to ustalone dwa rézne punkty zbioru D.

5.3 Definicja.
Ponizej U i V to uklady zbioréw (odpowiednio) Uy, ..., Uy oraz Vj,..., Vi (gdzie N i M to nieujemne liczby
calkowite).

e Uklad zbioréw U nazywamy Sciezke (w X), gdy zbiory Up,...,Uy sa niepustymi, spéjnymi i otwartymi
podzbiorami przestrzeni X oraz U;_1 NU; # @,0ile 0 < j < N.

e Srednica $ciezki U (wzgledem metryki o) to wielkodé diam, (/) < max—o
€ > 0 jest liczba nie mniejszg niz Srednica Sciezki U, U nazywamy e-$ciezkq.

~ diam,(Ug) € [0,00]. Jesli

.....

o Sciezka U jest $ciezkq od x do y, gdy x € Uy oraz y € Uy.
e Sciezka U od a do b jest pélwlasciwa, gdy

o a ¢ Uy dla wszelkich k > 0;
o b ¢ Uy dla wszelkich k < N;
o U;NUy = @ ilekro¢ |j — k| > 1.

e Sciezka U od a do b jest wladciwa, gdy

o a¢U,dlak>0;
ob¢Udlak<N;
o U; NUy = @ ilekroé |j — k| > 1.

e Jesli U i V to dwie $ciezki od a do b, powiemy, ze Sciezka U jest wpisana w V za pomocy funkcji

k:{0,...,N} = {0,..., M}, co zapisujemy: U € V, gdy k jest funkcja stabo rosngca oraz
Vk € {0,...,N}: Uk C V,{(k).

Gdy funkcja k bedzie nieistotna, bedziemy pisa¢ prosciej: U € V.

Jesli w powyzszej sytuacji zachodzi dodatkowy warunek:
Vpe{0,...,M}: card(x *({p})) > 1,

powiemy, ze Sciezka U jest $cisle wpisana w V (za pomoca funkcji k), co bedzie odnotowywaé, piszac:

U EV cisle.

5.4 Obserwacja.
NiechU: Uy, ..., Un ¢ V: Vg, ..., Vo oraz W bedq trzema Sciezkami od a do b. Wtedy:

(0) VA C X: diam,(A) = diam,(A4);
(1) zbiér B def UkN:O Uy jest otwarty i spdjny oraz diam,(B) < Zg:() diam, (Ug);
(2) jeslid €V i scietka V jest polwlasciwa, to k jest suriekcjg;

K A Aok
BUeEeVeEW = U € W.

Dowdd. Cwiczenie. O
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5.5 Lemat.
Dia dowolnych dwéch punktow x iy ze spojnego zbioru otwartego P C X i dla dowolnej liczby € > 0 istnieje
e-$ciezka od x do y wpisana wZ: Iy = P.

Dowdd. Lematu dowiedziemy klasyczna metoda tzw. ,dobrych punktéw” zwiazang ze spdjnoscia zbioru.

Niech S bedzie zbiorem tych wszystkich punktéw z € P, dla ktérych istnieje e-Sciezka od x do z wpisana w Z. Nasze
zadanie to pokazaé, ze y € S. Zamiast tego pokazemy, ze S = P. Aby te dwa zbiory si¢ pokrywaly, potrzeba i wystarcza,
by zbiér S byl otwarto-domkniety w P oraz niepusty (gdyz zbiér P jest spéjny). Z lokalnej spéjnosci przestrzeni X
wynika, ze kazdy punkt tej przestrzeni ma spdjne otoczenia otwarte o dowolnie matej Srednicy. W szczegdlnosci,
dla dowolnego punktu p € P istnieje spdjne otoczenie otwarte WP punktu p, ktére ma Srednice mniejsza niz &
i ktérego domkniecie (w X) zawiera si¢ w P (bo P jest zbiorem otwartym). W szczegdlnosci, W* C S (gdyz zbiér
W< tworzy jednowyrazowa e-Sciezke od z do dowolnego swojego punktu, wpisang w Z). Tym samym zbiér S jest
niepusty. Otwarto$¢ (globalna) tego zbioru wynika z tego, ze e-$ciezke V: Vp,...,Vn od  do z € S, wpisana w Z,
mozemy ,powiekszy¢” do e-$ciezki od z do dowolnego punktu w € W#, wpisanej w Z, dookreslajac V41 ey
co pokazuje, ze jeSli z € S, to takze W? C S. Podobnie, jesli punkt v € P nalezy do domkniecia zbioru S, to
SNW?Y £ @. Jedli z jest dowolnym punktem tego przeciecia, to istnieje e-Sciezka U: Uy, ..., Uy od = do z wpisana

477

w Z (gdyz z € S). Te Sciezke mozemy, analogicznie jak poprzednio, ,powiekszy¢” do e-Sciezki od  do v wpisanej w Z,

dookreslajac Upri1 Lo — co pokazuje, ze v € S i tym samym zbior S jest domkniety w P. O
5.6 Lemat.
Jesli: Uy, ..., Uy jest Sciezkq od a do b, to istnieje liczba M > 0 oraz $cisle rosngcy uklad indeksow kg, ..., ky €

{0,..., N}, taki ze uklad Uy,,...,Uy,, jest pétwlasciwg Sciezkq od a do b.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze minimalny Scisle rosnacy uktad indekséw, ktéry wyznacza $ciezke od a do b, wyznacza
zarazem $ciezke potwlasciwa, a nastepnie — tak dtugo, jak jest to mozliwe — usuwadé z wyjsciowej $ciezki zbiory w taki

sposéb, by pozostaly uklad tworzyl sciezke od a do b. O
5.7 Lemat.
JesliU: Uy, ..., Un jest polwiasciwg Sciezkq od a do b, to dla dowolnej liczby € > 0 istnieje polwlasciwa e-Sciezka

od a do b wpisana wlU.

Dowdd. Niech wq f 4 oraz WN+1 def b, a dla indeksu k, takiego ze 0 < k < N, niech wy bedzie dowolnym punktem
nalezacym do przeciecia zbioréw Up_1 i Uy (ktére jest niepuste, gdyz U jest Sciezka). Dla ustalonego indeksu j €
{0,..., N} zauwazmy, ze punkty w; oraz wj;1 leza w spéjnym zbiorze otwartym U;, wiec z Lem. m wynika, ze
istnieje e-Sciezka V; od w; do w;i1 wpisana w Z; : I(()J) = U;. Wypisujac po kolei wszystkie zbiory wystepujace
w Sciezkach Vy, ..., Vn, z zachowaniem kolejnoéci Sciezek oraz kolejnosci zbioréw w tychze Sciezkach, i numerujac je od
0 do (pewnej) liczby K > 0, otrzymujemy ukltad zbioréw W: Wy, ..., W, ktéry jest e-ciezka od a do b, gdyz ostatni
zbiér Sciezki V; i pierwszy w Vj1 (czyli o indeksie 0 w Vj41) zawieraja punkt w;i1, a ponadto a = wo 1 b = wn41.
Dodatkowo okre§lamy funkcje p: {0,..., K} — {0,..., N} regula: u(s) = k, gdy W jest wyrazem Sciezki Vi. Z uwagi

na to, ze zbiory byly wypisywane w odpowiedniej kolejnosci, funkcja p jest stabo rosngca. Ponadto, W, C U,

gdyz Vi, € Iy. Tak wiec W é U. Aby zakonczyé konstrukeje, stosujemy Lem. by otrzymaé Scisle rosnacy uktad

Do, - - - » DM, taki ze zbiory W, ..., W,,, tworzg (w podanej kolejnosci) pétwlasciwg $ciezke od a do b. Teraz wystarczy

zdefiniowaé Q: Qo,...,Qn oraz k: {0,...,M} — {0,..., N} nastepujaco: Q; def W, oraz k(j) def p(p;). Wtedy Q

jest pétwlasciwa e-$ciezka od a do b oraz Q 7 O

5.8 Lemat.
JesliU: Uy, ..., Uy jest polwlasciwg Sciezkg od a do b, to dla dowolnej liczby € > 0 istnieje wlasciwa c-$ciezka
od a do b wpisana wlU.

Dowdd. Dwukrotnie stosujemy Lem. najpierw dobieramy potwlasciwa e-Sciezke Q: Qq, ..., Qxr od a do b wpisang
w U za pomoca p, a nastepnie znajdujemy potwlasciwa e-$ciezke W: Wy, ..., Wk od a do b wpisana w Q za pomoca v.
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Z punktu (2) Obs. wiemy, ze funkcje p i v s suriekcjami. Pogrupujmy wyrazy Sciezki W wg wartosci funkcji v, tzn.
dobierzmy (wyznaczone jednoznacznie) indeksy ¢o =0 < q1 < ... < qum < qrm+1 R+ 1, takie ze dla k € {0,..., M}
oraz j € {0,..., K}:

(5:1) v(j) =k <= @ <j <@
(pamietajmy, ze nu jest stabo rosnaca suriekcja!). Okreslamy nowy uklad zbioréw — V: Vy, ..., Vi — regula:
; qr4+1—1
i U W (k=01,...,M).
J=4qk

Zauwazmy, ze
(5:2) Vi C Qg

(dzieki (5:1)), wiec diam, (V) < e. Ponadto, z punktu (1) Obs. Wynika, ze zbidr V, jest otwarty i spéjny. Co wiecej,
Vet NV D Wy, o1 NW,, #2 (0< k< M) oraza € Wy C Voibe Wi C V. Tym samym V to e-Sciezka od a do b.

Na koniec zauwazmy, ze (5:2)) implikuje, ze V € U oraz 7e Sciezka V jest wladciwa (gdyz Q jest pétwlasciwa). O
5.9 Lemat.
JesliU: Uy, ...,Uyn jest wlasciwg $ciezkg od a do b, to dla dowolnej liczby € > 0 istnieje wlasciwa e-$ciezka od a

do b wpisana wU Scisle.

Dowdd. Bez straty ogdlnosci, mozemy zalozy¢ (i tak robimy), ze
(5:3) e < o(a,b).

Stosujac wielokrotnie Lem. 5.8 konstruujemy indukcyjnie Sciezki Vo = U, Vi, Vs, ... w taki sposob, ze dla wszelkich
n > 0:

(S1) V, jest wlasciwa 0,-$ciezka od a do b, gdzie d,, = /2";
(S2) v, €V, dla pewnej slabo rosnacej funkeji £,.

Z punktéw (2) i (3) Obs. wiemy7 ze funkcje k,, sg suriekcjami oraz ze V, Cu (dla n > 0), gdzie pp, def K10...0Kp.
Twierdzimy, ze dla pewnej liczby n wpisanie to jest $ciste, tzn. ze (dla pewnego indeksu n) card(u,*({p})) > 1 dla
wszelkich p € {0,..., N}. Aby to uzasadnié, przeprowadzamy dowdd nie wprost: zalézmy, ze dla dowolnego indeksu
n > 0 istnieje warto$é ¢, € {0,..., N}, taka ze zbiér p,({g.}) jest jednoelementowy (jest on niepusty, gdyz funkcja
o, jest suriekcja, jako zlozenie suriekcji). Jako ze ciag (gn),—, przyjmuje tylko skoficzenie wiele wartosci, jedna z nich
musi by¢é przyjmowana nieskoficzenie wiele razy, powiedzmy p € {0, ..., N}. Twierdzimy, ze wtedy zbior u, 1 ({p}) jest
jednoelementowy dla dowolnego indeksu n (wiemy juz, ze jest zawsze niepusty). Istotnie, dla ustalonej liczby n > 0
istnieje taki indeks m > n, ze q,, = p. Wtedy zbiér u t({p}) = (Knt1 0 - &m) (1, ({p})) jest jednoelementowy
i zarazem ma moc nie mniejsza niz moc zbioru u, ({p}) (gdyz funkcja kni1 o ...k, jest suriekcja), co pokazuje
postulowana wlasnosé.

Oznaczmy przez v, jeden jedyny element zbioru p,!({p}). Wtedy (dla n > 1) pn—1(kn(¥n)) = pin(vn) = p i tym
samym (z jednoznacznosci) kp(vn) = Vp—1. A nawet wiecej:

(5:4) {Vn} = Hgl({ynfl})

(inkluzje ,,C” wykazaliémy powyzej, a odwrotna bierze si¢ stad, ze jeSli £,(8) = Vn—1, t0 tn(8) = pn—1(kn(s)) =
Pn—1(Vn—1) = p, czyli s = v).
Niech Ej(-n) oznacza zbiér o indeksie j w $ciezce V,, (tzn. V,: Eon),E§”), ... 7ET(.:)). Z (S2) oraz (j5:4) wnosimy, ze

ES c BT (dlan > 1), a stad

ﬁ E{M = ﬁ By,
n=1 n=1

7 Tw. (str. 4)) oraz (S1) wynika, ze powyzsze przecigcie jest jednoelementowe. Oznaczmy element tego przecigcia
przez c. Zauwazmy, ze:
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(C1) Punkt c jest rézny od a, gdyz:

Gdyby ¢ = a, to rozumowaliby$my tak: p = 0 oraz ¢ € Eél) \Eil) (uktad V; zawiera wiecej niz jeden zbiér, dzieki
(5:3)), wiec dla pewnego indeksu n > 0 zachodzi inkluzja Bg(c,d,) C Eél) \E%l). Wtedy Eénﬂ) u EYLH) C
By(c,6,), albowiem ¢ € ES"™ | BT A EMTY £ @ oraz diam, (EST) + diam, (ETY) < 6, A to implikuje,
ze knt1(1) = 0 (jako ze zbiory E](-n) dla j > 1 sa rozlaczne z E(()")) i tym samym fin41(1) = pns1(0) = p, co
przeczy naszym wczeshiejszym ustaleniom.

(C2) Punkty ci b sa rézne — z analogicznych powodéw, jak w (C1) (zamiast dwoch poczatkowych zbioréw ze Sciezek
nalezy rozwazaé ich dwa ostatnie zbiory).

(C3) Dla wszelkich n: 0 < v,, < 7, (gdzie r,, to ostatni indeks w ukladzie V), gdyz:

Gdyby dla pewnego indeksu n zachodzita réwnosé v, = 0, to z jednoznacznosci v, 41 otrzymalibySmy v, 11 =0

i tym samym v, = 0 dla m > n, a stad ¢ = a (gdyz przeciecie dowolnej nieskoniczonej podrodziny rodziny
oo

(Eén) ) zawiera jedynie a), a juz wiemy z (C1), ze tak by¢ nie moze. Podobnie, gdyby v, = r, dla pewnego

n=1

indeksu n, to ¢ = b, a tak réwniez by¢ nie moze (z (C2)).

Zauwazmy teraz, ze Kn(vp — 1) = vp—1 — 1 oraz k,(vy + 1) = vp—1 + 1 dla n > 1, gdyz &, jest stabo rosnaca
suriekcja, a warto$é v,,_1 jest przyjmowana jedynie w v,. Z tych wzoréw wynika, ze E(")jEl C Ei:jj)ﬂ Ponowne

Vnp
zastosowanie Tw. (str. [4) implikuje, ze zbiory (), —, Ei:)_H oraz (o, Ei:)_l sa jednoelementowe. Oznaczmy ich
(jedyne) elementy przez cy oraz c_, odpowiednio. Z tego samego twierdzenia Cantora ([2.15) wynika, ze réwniez zbiér

(B UEM U E™, )

(@

n=1

jest jednoelementowy (zob. punkt (1) Obs. . Ale w tym przecieciu leza wszystkie trzy punkty ¢, ¢y i c—. Tym
samym ¢ = ¢4 = c_, CO ozhacza, ze C € E,Eill N ES)H, czyli Ze Sciezka V; nie jest nawet poélwlasciwa.

Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze dla pewnego indeksu n > 0 Sciezka V), jest Scisle wpisana w U. Obserwacja, ze
jest to zarazem e-$ciezka, konczy dowdd. O

5.10 Uwaga.

W dowodach Lematéw [5.5H5.8] ani nie korzystaliSmy z zupelno$ci metryki, ani nie konstruowaliSmy nieskonczenie
wielu éciezek. (Nawet wigcej: nie sa to dowody nie wprost). Tych cech nie ma ostatni z dowodéw (zob. Lem. [5.9)).
Wydaje si¢ interesujacym pytanie, czy mozna ten ostatni lemat udowodnié¢ réwniez bez korzystania z zupelnosci
metryki, po ,skoficzonej liczbie krokéw”. Na chwile obecna (’2022) odpowiedZ na nie nie jest znana.

Teraz juz jestesmy gotowi udowodni¢ Twierdzenie Mazurkiewicza-Moore’a.

Dowdd Tw. Bl Startujac od wiasciwej Sciezki Uy : Uéo) = D od a do b i korzystajac z Lem. indukcyjnie kon-

struujemy wtasciwe e,-$ciezki U, : Uén),...,Ur(:') od adobze, def 27", takie ze U, KCCL Uy, _1 Scisle dla n > 0.

0)

Podobnie, startujac od ,trywialnego” podziatu Jy: I(g = [0, 1] odcinka [0, 1], indukcyjnie konstruujemy jego podzialty

Tn: Ién), ceey Iﬁ:f) na niezdegenerowane przedzialy domkniete, o parami rozlacznych wnetrzach (i uporzadkowane ,od
lewej do prawej”) z zachowaniem regul:

(1) 1 c 10N dlan > 1

Rn (])
(I2) w podziale J,, przedzial Il(j"_l) jest podzielony na card(x,, ! ({p})) przedzialéw réwnej dtugosci.

Poniewaz kolejna $ciezka jest SciSle wpisana w $ciezke poprzednia, przy kazdym kolejnym podziale odcinka [0, 1]
przedzialy z podzialu poprzedniego dzielone sg co najmniej na dwie czeéei (réwnej dlugosci). Z tego wzgledu tatwo
dowodzimy indukeyjnie, ze |1 ,g")| < 27", gdzie |J| oznacza dlugosé (czyli $rednice) przedziatu J.

Dla dowolnej liczby t € [0,1] oraz n > 0 oznaczmy przez S, (t) zbidr tych indekséw j € {0,...,r,}, dla ktérych
te I](n). Z wlasnosci podziatéw J,, wynika, ze (przy ustalonym n):

e albo S, (t) = {q} — wtedy okre$lamy J,, (t) &f L§") oraz V() Lef Uén);

def

o albo S, (t) = {g,q + 1} — wtedy okreslamy J,,(t) & 1{™ U Iéi)l oraz V,,(t) L U{” u Uéi)l.
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Zauwazmy, ze rodzina {J,(t): n > 0} stanowi baze (domknietych) otoczen punktu t w przestrzeni [0, 1]. Ponadto,
Jn(t) C Jp1(t) 1 Vi (t) C V—q(t) dla n > 1 (druga z tych inkluzji wynika z (I1)) oraz diam,(V,,(t)) — 0 (n — o0).
W takim razie (2, Vi (t) = (),—; Va(t) oraz, na podstawie Tw. (str. , przeciecie to jest jednoelementowe.
Pozwala nam to poprawnie okresli¢ funkcje v: [0,1] — D regula: v(t) € (),—, Va(t). Pokazemy, ze v jest lukiem od a
do b. Ze zwartosci odcinka [0, 1] wynika, ze wystarczy pokazaé, ze:

(A1) 7(0) =aiy(1) =b;

(A2) ~ jest funkcja ciagla;

(A3) ~ jest funkcja réznowartosciowa.

Poniewaz 0 € Ién) ile Iﬁ:), przeto (a €) Uén) C Vo(0) i (b €) Uﬁ:) C Vi(1). A stad a € 2, Va(0) oraz
b e o~ Va(l), co dowodzi (Al). Dalej, skoro zbiory V,,(t) sa otwarte, zawieraja ~(t) i ich $rednice daza do zera,
zatem zbiory te tworza baze otoczen punktu y(¢). Aby wiec wykazaé ciagloéé funkcji v w punkcie ¢, wystarczy dla
kazdego n > 0 wskazaé otwarte w [0,1] otoczenie Z,, punktu ¢, dla ktérego v(Z,) C V,(t). Jako Z,, okre$lamy wnetrze
(w [0, 1]) zbioru J,(t). Zauwazmy, ze dla s € Z,, zachodzi inkluzja Sy, (s) C Sp(t) 1 tym samym ~(s) € V,,(s) C Vi (t), co
dowodzi (A2). Aby sprawdzié¢ (A3), ustalmy dowolnie s, ¢ € [0, 1], takie ze s < ¢. Dobieramy n > 0, tak by t —s > 3/2™.
Poniewaz zbiory z podzialu J,, maja srednice nie wieksza niz 27", wnioskujemy, ze max S, (s)+1 < min S, (¢). Oznacza
to, ze jesli j € S, (s) oraz k € S, (t), to k—7 > 1. Tym samym U;n) N U,gn) = @ i dlatego takze V,(s) NV, (t) = @. Ale
V() € Va(s), a(t) € Vi(t), wiec v(s) # (1) O

Najblizsza (aczkolwiek spora) czesé tego rozdzialu poswiecona jest dowodowi Tw. [5.2] (str. . Uzyjemy w nim 4
ponizszych rezultatéw, z ktérych pierwszy jest wnioskiem z Tw. [5.1] (str. .

5.11 Wniosek.

Niech (X, d) bedzie zwartq i lokalnie spdjng przestrzenig metryczng. Dla dowolnej liczby € > 0 istnieje liczba § > 0,
taka ze dowolne dwa punkty a,b € X o odleglosci mniejszej niz § mozna polgczyé drogg v: [0,1] — X, takg Ze
diamg(y([0,1])) < e.

Dowdd. Dowodzimy nie wprost. Przypusémy, ze istnieje liczba ¢ > 0 oraz dwa ciagi (ay,),., oraz (by,),—, punktow
przestrzeni X, takie ze

(5:5) lim d(ay,b,) =0,

n—oo

ale kazda droga od a, do b, ma zbiér wartosci o Srednicy wiekszej niz €. Korzystajac ze zwartosci i przechodzac do
podciagu, mozemy zalozyé, ze ciag (an,),., jest zbiezny do pewnego punktu ¢ € X. Nieréwnos$é¢ tréjkata oraz (5:5)
implikuja, ze réwniez ciag (b,),.; jest zbiezny do c. Z lokalnej sp6jnoéci przestrzeni X wynika, ze istnieje otwarte
i spdjne otoczenie D punktu ¢, takie ze diamy(D) < €. Ze zbieznosci ww. ciagéw do ¢ wynika, ze istnieje taki indeks
k, ze ag, by, € D. Jedli ap = by, to punkty te mozemy polaczy¢ stala droga (o $rednicy jej zbioru wartosci réwnej zero),
a gdy ar # b, z Tw. [p.1] wynika istnienie tuku ~: [0,1] — D od a do b, a wtedy diamg(y([0,1])) < diamg(D) < & —
co w obu przypadkach prowadzi do sprzecznosci z przyjetym hipotetycznie zatozeniem. O

5.12 Lemat. (Twierdzenie o diadyczno$ci)
Kazda zwarta niepusta przestrzen metryzowalna jest cigglym obrazem zbioru Cantora.

Dowéd. Niech I & [0,3], Ih ef [2,1] oraz zakladajac, ze przedzial Iy, s, (gdzie p > 01 6y,...,6, € {0,1}) zostal

juz okreslony i ma postac [a,b], definiujemy Is, .50 df [a, %a + %b] oraz Is, .. .s,1 df [%a + %b, b] (te dwa zbiory to,

odpowiednio, lewy i prawy przedzial, jakie powstaja przy podziale odcinka [a, b] na 3 czesci réwnej dlugosci — srodkowa
z nich odrzucamy). Z klasycznej konstrukeji zbioru Cantora C wiemy, ze

e:ﬁ( U Ios):

n=15,....6,€{0,1}

Ponadto, gdy (d1,...,6,) # (m,...,mp) (ta sama dlugoé¢ indeksu!), przedziaty Is,. s, oraz I, ., sa roztaczne.
Oznacza to, w szczegdlnosci, ze dla dowolnego punktu = € € istnieje dokladnie jeden ciag (n,)r; = (na(z))re, C
{0,1}, taki ze x € I, ,, dla dowolnej liczby n > 0. Co wiecej, funkcja Z: € > x — (n,(z)),—, € {0,1}* jest
bijekcj Latwo sprawdzi¢, ze

*3) Jest nawet homeomorfizmem, ale tutaj tego nie potrzebujemy.
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(%) zbiory €N I

m (). (x) (gdzie n > 0) tworza baze otwarto-domknietych (w C) otoczen punktu .

Rozwazmy teraz dowolna niepusta zwarta przestrzen metryzowalna X i ustalmy na niej metryke d zgodna z topo-
logia. Ze zwartosci wynika, ze przy dowolnie zadanej liczbie € > 0, kazdy niepusty podzbiér przestrzeni X mozemy
przedstawi¢ jako sume mnogo$ciowa skonczenie wielu niepustych zbioréw, z ktérych kazdy ma érednice nie wieksza
niz €. Z tej whasnosci tatwo wynika, ze istnieje rodzina postaci {As,...5,: p >0, 61,...,0, € {0,1}} o nastepujacych
wlasnosciach:

(D2) As,..5, = Asy.5,0U Asy 5,15

(D3) wszystkie zbiory As,..5, C X sa niepuste i domknigte;

(D4) ciag (liczbowy) A, &f max{diamg(4s,..5,): 01,...,0n € {0,1}} zbiega do zera.
(Istotnie, mozemy wystartowaé np. od 4; = A, f x , a dalej rozumowaé indukcyjnie nastepujaco. Jesli w k-tym
kroku indukcyjnym powstaly wszystkie zbiory o indeksach dlugosci gx lub kroétszej, gdzie g, > k, w kolejnym kroku
indukcyjnym dookreslimy wszystkie zbiory o indeksach o dlugosci wigkszej niz gy, ale nie wigkszej niz pewna liczba
Qrs1 > qr, W taki sposéb, by wszystkie zbiory o indeksie dtugoéci dokladnie g1 miaty $rednice nie wieksza niz 2% —
w ten sposéb zadbamy o warunek (D4), a o (D2)—(D3) dbamy na biezaco w czasie konstrukeji. Aby osiagnaé nasz cel,
kazdy ze zbioréw o indeksie dtugosci doktadnie ¢; przedstawiamy jako sume mnogosciowa skoniczenie wielu niepustych
zbioréw domknietych o $rednicy nie wickszej niz 27%. Mozemy przy tym zalozyé, ze kazde z tych pokryé ma te sama
moc, ktora jest potega dwéjki, powiedzmy 2™ z m > 0 — istotnie, wystarczy niektére zbiory wystepujace w pokryciach
wielokrotnie dorzuci¢ jako ,nowe” zbiory w tych pokryciach. W tej sytuacji okreslamy qx41 jako qr + m i gdy zbidr
A(;l__,qu_ zostal pokryty zbiorami C1,...,Com, mozemy te zbiory ponumerowaé ciaggami zero-jedynkowymi dlugosci
doktadnie m, czyli mozemy ich zestaw przedstawi¢ jako rodzine {E,, .,.: 7i,...,0m € {0,1}}. Wtedy wystarczy
okresli¢ zbior As, s, pi...p; (gdzie 0 < j < m oraz pi,...,u; € {0,1}) jako sume mnogosciowa wszystkich zbioréw
postaci Ey, . ., dla ktérych ny = ps dla s =1,...,7. W ten sposéb warunki (D2)-(D4) beda zachowane).

Majac taka rodzing zbioréw, bez trudu okreslimy suriekcje u: € — X: dla z € € okreslamy u(x) jako jeden jedyny
element przeciecia (), Ay, (2). (przecigcie to jest jednoelementowe dzieki (D2)—(D4) oraz Tw. str. .

Zauwazmy, ze
(5:6) w(CNIy . ) C Ay,
dla wszelkich p > 0 oraz n,...,n, € {0,1} (inkluzja ta wynika wprost z definicji funkcji u oraz suriektywnosci

odwzorowania Z). Wlasnosci (), (D4) oraz implikuja cigglo$é funkcji u. Pozostaje wigc wykazaé, ze u jest
suriekcja. W tym celu ustalamy dowolny punkt b € X i indukcyjnie, korzystajac z (D1)—(D2), dobieramy cyfry
B, fi2, - . € {0,1}, tak by w kazdym kroku indukeyjnym zachodzila wlasnosé b € A, ., (taki ciag (pn),., nie musi
by¢ jednoznaczny). Z suriektywnosci funkeji E wynika, ze istnieje punkt = € C, taki ze p,, = 1, (x) dla wszelkich n > 0.
Wtedy (zgodnie z definicja funkeji u) u(z) € (72, Apy..p (2b), czyli u(x) = b, i koniec dowodu. O

5.13 Lemat.
Jesli To-przestrzen X jest cigglym obrazem zwartej przestrzeni metryzowalnej, to X jest przestrzeniqg metryzowal-

ng.

Ponizszy dowdd, po nieznacznych zmianach, pokazuje, ze w(X) < w(K), jesli X jest Th-przestrzenia, ktora jest ciagltym
obrazem zwartej T5-przestrzeni K.

Dowéd Lem.[BEI3l Zatézmy, ze K jest zwarta przestrzenia metryzowalna, a u: K — X ciagla suriekcja. Poniewaz
przestrzenie X i K sa zwarte i Th, z Tw. (str. w rozdziale |§| wynika, ze ich metryzowalno$é jest rownowazna
II A.P. Tak wiec przy zalozeniu, ze K spelnia II A.P., mamy pokazaé, ze takze X spelnia ten aksjomat.

Niech (i bedzie baza topologii przestrzeni K, taka ze

(5:7) card(fr) < No.

Dorzucajac do S skonczone sumy jej elementéw (co nie wplynie na prawdziwosé (5:7))), mozemy zalozy¢ (i tak wlasnie
robimy), ze ponadto:

(518) UVepy = UUV € k.

Niech Sx def {X\u(K\U): U € Bk}. Poniewaz funkcja Bx > U — X \ u(K \ U) € Ox jest suriekcja, przeto
card(fBx) < card(Bk) (< Ng). Zauwazmy takze, ze Bx sklada sie ze zbior6w otwartych, co wynika z tego, Ze przestrzen
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X jest Ty. (Istotnie: jesli U € Bk, to zbiér K \ U jest domkniety w K, wiec zwarty i tym samym takze w(K \ U) jest
zbiorem zwartym, przez co domknietym w X). Pozostaje pokazaé, ze dowolny zbiér otwarty w X mozemy przedstawié
jako sume mnogosciowg podrodziny rodziny Ox. W tym celu ustalmy zbiér otwarty W w X oraz dowolny punkt

b € W. Wystarczy znalezé zbior V € By, takize be V C W.

Niech I &' 41 ({b}) oraz Q2 Lef -1 (W). Wtedy L jest zbiorem domknietym (wigc zwartym), a € zbiorem otwartym

w K. Z wlasno$ci bazy oraz zwartosci zbioru L wynika, ze istnieje skonczenie wiele zbioréw Uy, ...,Uy € Ok, takich

ze L C Uszl U, C Q. Z (5:8) wynika, ze takze zbiér U Lef Ufcv:1 Uy nalezy do rodziny O i tym samym zbiér

V & X\ u(K \ U) nalezy do fx. Odnotujmy, iz

(5:9) uwr{pY) c U cu™t(W).

Pokazemy, ze b € V C W, co zakonczy caly dowdd.

Warunek b € V jest réwnowazny temu, ze b ¢ u(K\U). Tej ostatniej relacji dowodzimy nie wprost: jesli b € u(K\U),
to istnieje punkt a € K \ U, taki ze u(a) = b. A wtedy a € u=1({b}), czyli @ € U (dzigki (5:9)), co przeczy temu, ze
ac K\U.

Na koniec sprawdzmy, ze V. C W. Poniewaz u jest suriekcja, ta inkluzja jest réwnowazna temu, ze u=1(V) C
u (W), Aleu (V) = K\u= Y (u(K\U)) oraz v~ (u(B)) D B (dla dowolnego zbioru B C K), zatem K \u~'(u(B)) C
K\ B. Podstawiajac B f K\ U, otrzymujemy, ze (u=1(V) =) K\u " (u(K\U)) C K\ (K\U) = U, co w polaczeniu
Z daje zadana inkluzje u=(V) C u=t(W). O

5.14 Lemat.
Ciggly obraz lokalnie spojnej zwartej przestrzemi metryzowalnej jest przestrzeniq lokalnie spdjng, o ile jest to
przestrzen Ts.

Dowdd. Niech Z bedzie Ts-przestrzenig, X lokalnie spdjng zwarta przestrzenia metryzowalna, a u: X — Z ciagla

suriekcja. Niech takze W bedzie otwartym otoczeniem punktu b € Z. Dla dowolnego punktu a € A Lef ut({b})
niech V, bedzie sktadows zbioru v~!(W) w punkcie a. Z lokalnej spéjnosci przestrzeni X wynika, ze zbiory V, sa
otwarte. Ponadto, b € u(V,) dla wszelkich a € A, wiec ze spéjnosci zbioréw V,, (i ciaglosci funkeji v) wynika, ze
zbiér § & Ugea u(Va) jest spojny. Oczywiscie S C W. Pozostaje wigc pokazaé, ze S jest otoczeniem punktu b.
Przeprowadzamy dowdd nie wprost.

Z Lem. [5.13| wiemy, ze Z jest przestrzenia metryzowalna. Jesli S nie jest otoczeniem punktu b, wtedy istnieje ciag
(cn)py C Z\ S zbiezny do b. Z suriektywnosci odwzorowania u wynika istnienie ciagu (an)n., C X, takiego ze
u(an) = ¢, dla wszelkich n. Zwarto$¢ przestrzeni X implikuje, ze ciag (a,),., ma podciag zbiezny. Przechodzac do
tegoz podciagu, mozemy zalozyé, ze a, — a € X (n — 00). A wtedy takze ¢, (= u(ay)) — u(a) (n — 00). Z jedynosci
granicy w Z wynika, ze u(a) = b, czyli a € A. Zbiér V, jest otoczeniem punktu a, zatem an € V, dla pewnego N > 0.
A wtedy ey € u(V,) C S i sprzecznosé. O

Dowdd Tw. B2l Tmplikacja (i) = (ii)” wynika z podstawowych wlasno$ci zwiazanych z pojeciem zwartoSci i spoj-
noéci oraz z Lem. i Dla dowodu odwrotnej implikacji, ustalmy metryke d na X zgodna z topologia tej
przestrzeni i dobierzmy suriekcje ciggla v: € — X, ktérej istnieje gwarantuje Lem. Zbiér [0,1] \ C jest otwarty
w R i ma przeliczalnie (nieskoficzenie) wiele sktadowych, ktére sa ograniczonymi przedzialami otwartymi w R. Za-
piszmy wiee [0,1]\ € = ;2 U,, gdzie zbiory Uy, Us, ... sa parami rozlaczne oraz U, = (an,by) (0 < a, < b, < 1).

Odnotujmy, ze dla dowolnego indeksu n > 0, a,, b, € €, wigc okreslone sg wartosci p, def v(ay) oraz ¢, def v(by).
Whn. (str. implikuje, ze dla dowolnego indeksu n > 0 istnieje liczba catkowita k,, > 0, taka ze:

di X di X
diama(X) = Jy — droga od a do b: diamg(im(y)) < M.

i1 be X, d(a,b) <
(5:10) abe X, dlab) < = -

Przyjmujemy przy tym, ze k1 = 1.
Dalej, poniewaz € i X to zwarte przestrzenie metryczne, przeto funkcja v jest jednostajnie ciagla, co oznacza, ze
dla dowolnej liczby catkowitej n > 0 istnieje taka liczba catkowita m,, > 0, ze:

1 i X
(5:11) el ooyl < - = du@), o) < Tem),

N

o0

Mozemy przy tym tak dobraé¢ powyzszy ciag (my),.;, by byl Scidle rosnacy oraz by m; = 1 (bo k; = 1), dlatego
ponadto zaktadamy, ze m; = 1 oraz m,, < my,41 dla wszelkich n > 0.

Na koniec dla dowolnego indeksu n > 0 niech v, oznacza najwigkszy taki indeks k& > 0, ze |a,, — by, | < n%k (liczba v,

(oo}
jest dobrze okreslona, gdyz m; = 1 oraz ciag (i> dazy do zera). Dla wszelkich n > 0 otrzymujemy nastepujacy
k=1

mg
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ciag implikacji:

1 @I diamg(X
jan — bl < —— BB d(p,, g,) < B2aX)
ml/n kVn
: di X
Iyt [an, by] — X droga od p,, do ¢, diamg(y,([an, bs])) < %().
Un
Odnotujmy jeszcze jedna wazna wlasnosé:
(5:12) lim diamg(y,([an, bs])) = 0.
n—oo
Aby to wykazaé, wystarczy zauwazy¢, ze
(Z1) limy o0 (by, — an) = 0 — co wynika latwo z tego, ze przedzialy Uy, Us, ... sa parami rozlaczne i zawarte w [0, 1],

dzigki czemu

i(bn - an) < 1;
n=1

(Z22) limy,— 00 vy, = 00 — gdyz lim,, oo M, = 00, co z kolei wynika z (Z1).

Ostatecznie zdefiniujmy szukana funkcje u: [0,1] — X formula:

u(t) def v(t) gdy t € C
C ) gdyteU, (n>0)

Zauwazmy, ze jest to poprawnie okreslona suriekcja. Aby wiec zakonczyé dowdd, wystarczy wykazaé ciagltosé funkeji u.

Dowdéd tej wlasnodcei rozpocznijmy od prostej obserwacji, ze funkcja u jest ciaglta w kazdym punkeie zbioru [0,1]\ € (=
U2, Uy), gdyz uly, = Ynlu, . Pozostaje sprawdzié ciaglo$¢é w punktach s € €. W tym celu ustalamy dowolny ciag

n=1-""n
(tn)y—; C [0,1] zbiezny do s i rozumujac nie wprost (tzn. zakladajac, ze ciag (u(t,)),.; nie zbiega do u(s)), mozemy
zalozy¢, przechodzac do stosownego podciagu (wciaz niezbieznego do u(s)), ze zachodzi jeden z trzech warunkéw:

o ¢, € C dla wszelkich n > 0 — ale wtedy u(t,) = v(t,) — v(s) = u(s) (n — 00), co przeczy poczynionemu przez
nas hipotetycznemu zalozeniu;

e ¢, € Uy dla wszelkich n > 0 i pewnego ustalonego indeksu k& > 0 — a wtedy s € {ag, b} oraz (dzieki ciaglodci
funkeji vx) w(tn) = v (tn) — Y(s) = v(s) = u(s), co réwniez prowadzi do sprzecznosci;

o t, €U, , gdzie lim, o r, = 00 — wtedy z (5:12)) i (Z1) wynika, ze (odpowiednio)
d(yr, (tn), ¥r, (ar,)) = 0 (0 — o0)

oraz |t, — ar, | — 0 (n — 00), a stad takze |a,, —s| — 0 (n — 00) i tym samym d(v(a,, ),v(s)) — 0 (n — o0),
co, po uwzglednieniu tego, ze vy, (ar, )(= pr,) = v(a,,), i zastosowaniu nieréwnosci trojkata daje

d(u(tn),u(s)) < d(y, (tn): v, (ar,)) + d(v(ar, ), v(s)) = 0 (n — oo)
i znéw dochodzimy do sprzecznosci.

Tym samym ciag (u(t,)),., dazy do u(s) i funkcja u jest ciagla. O

5.15 Wniosek.
Drogowo spdojna przestrzen Ty jest tukowo spojna.

Dowdd. Niech a i b beda dwoma réznymi punktami drogowo spdjnej Th-przestrzeni X i niech «: [0,1] — X bedzie
droga od a do b. Z Tw. wynika, ze wtedy przestrzen W def ~([0,1]) jest metryzowalna, zwarta, spdjna i lokalnie
spéjna. W takim razie, dzigki Tw. jest ona takze lukowo spéjna. W szczegdlnosci, istnieje tuk od a do b (gdyz oba
te punkty leza w W). O

Aby sformutowaé kolejne twierdzenie, potrzebujemy nastepujacych dwdch pojec:
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5.16 Definicja.
Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna, a v: [a,b] — X (gdzie —oc0 < a < b < o0) dowolna funkcja (nieko-
niecznie ciagta). Diugoscig krzywej”[ V)|~ (wzgledem metryki d) nazywamy wielko$é:

p
gd(’y) = Ed('y;a, b) d:ef sup {Z d(’y(tkfl),’y(tk))Z p>0, a<ty<t; <...< tp < b} S [0,00]
k=1

Dla [p, q] C [a,b] bedziemy pisa¢ £q(v;p, q) zamiast La(7](p,q3 P, q)-
LKrzywa” v jest prostowalna, gdy £4(v) < 0.

5.17 Definicja.
Punkt ¢ € X w przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy Srodkiem metrycznym miedzy punktami a,b € X, gdy
d(a,c) = d(b,c) = 1d(a,b).

Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze Srodek metryczny miedzy punktami moze nie istnie¢, moze takze by¢ nieskonczenie
wiele §rodkéw metrycznych miedzy dwoma ustalonymi punktami.

5.18 Definicja.
Powiemy, ze przestrzen metryczna (X, d) jest segmentowo zupelna, gdy dla dowolnej liczby € > 0, kazde izome-
tryczne odzworowanie «: [0,e) — X ma granice w €.

5.19 Twierdzenie. (Twierdzenie Hopfa-Rinowa)
Dla przestrzeni metrycznej (X, d) nastepujoce warunki sqg réwnowazne:

(HR1) Przestrzen (X,d) jest lokalnie zwarta i segmentowo zupelna oraz dla dowolnych dwdch réznych punktéw
x,y € X 1 liczby € > 0 istnieje punkt z € X, taki ze |d(z,y) — 2d(x, 2)| + |d(z,y) — 2d(y, 2)| < 8

(HR2) Przestrzen (X,d) jest lokalnie zwarta i segmentowo zupelna oraz dla dowolnych dwdch réznych punktéow
z,y € X i liczby € > 0 istnieje skoriczony uklad punktow wo,...,w, (p > 0), taki Ze wy = x, w, = ¥,
dwj_1,w;j) <e dlaj=1,....p oraz Y h_, dwp_1,wi) < d(z,y) +e.

(HR3) Przestrzen (X,d) jest lokalnie zwarta i segmentowo zupelna oraz dla dowolnych dwdch réznych punktéw
x,y € X iliczby € > 0 istnieje krzyw@ v od x doy, taka ze L4(y) < d(z,y) + ¢.

(HR4) Waszystkie kule domknicte w przestrzeni (X, d) sq zwarte oraz dla dowolnych dwéch réznych punktéw x,y €
X istnieje izometryczna krzywa y: [0,d(z,y)] = X od x do y.

Podobnie, jak to mialo miejsce w przypadku Twierdzen Mazurkiewicza-Moore’a oraz Hahna-Mazurkiewicza, Twier-
dzenie Hopfa-Rinowa wymaga przygotowan. Rozpocznijmy od:

5.20 Lemat.
Niech v: [a,b] — (X,d) bedzie dowolng funkcjq.

(a) Zachodzi nieréwnosé: d(y(a),v(b)) < La(y).

(b) Dla przedzialu [p,q] C [a,b], takiego ze £4(7y;a,p) < 00, zachodzi réwnowazinosé:

Ca(via,p) = La(v;a,q) <= YVt € [p,ql: v(t) =~(p).

*4) Cudzysléw wokét stowa krzywa ma przypominad, ze nie musi to byé funkcja ciagla.
*5) Warunek ten méwi, ze punkt z jest, z dokladno$cia do ¢, srodkiem metrycznym miedzy = i y.
*6) A wiec funkcja ciggla.
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(¢) Dla dowolnej liczby t € [a,b], La(v;a,b) = La(y;a,t) + La(7;t,b) oraz Ly(y;t,t) = 0.
(d) Funkcja [a,b] Dt Ly(7y;a,t) € [0,00] jest slabo rosngca.

(e) Jesdli v jest krzywq prostowalng, to funkcja [a,b] >t — £q(; a,t) € Ry jest ciggla.
(f) Jesli~y jest odzworowaniem izometrycznym, to £q(y) =b — a.

Dowdd. Punkty (a) i (f) pozostawiamy jako proste ¢wiczenie. Dla dowodu (b) wystarczy skorzystaé z (¢): £4(v;a,q) =
La(v; a,p) +La(v;p, q), oraz zauwazy¢, ze £q4(v;p,q) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja 7|, o jest stala.

(c): Jedlia < s9 < ... < sp < b, do tego ukladu mozemy dorzucié liczby a,t,b, by po uporzadkowaniu wszystkich
tych liczb otrzymaé nowy uklad postaci a = ro < r; < ... <7y = bz, =t dla pewnego indeksu k € {0,...,q}.
7 nieréwnosci tréjkata wynika, ze

k

> d(y(sj-1),7(s5)) Zd Y(rio1), () =Y d(y(rj—1), 7 Zd Y(ri-1),7(r;)) < La(v; a,t) + La(7y; t, D).
j=1

7j=1 j=1 Jj=k+1
Przechodzac do supremum z lewej strony tej nieréwnosci otrzymujemy £4(y; a,b) < £4(7v; a,t) + La(7; t,b). Dla dowodu
przeciwnej nieréwnosci wystarczy zauwazyc¢, ze jeslia < so < ... <sp, <torazt <rg<...<ry < b, to s, <7y, wiec

oznaczajac przez to, ..., tpyq+1 liczby (odpowiednio) sg, ..., Sp,To, ...,y otrzymujemy uklad a <t < ... <tppgr1 <
b, taki ze:
p q ptq+l
D d(v(sk-1),v(s8) + D d(v(re-1), 7)) < D d(v(tk-1),(t)) < La(v; a, D),
k=1 k=1 k=1

a nastepnie wystarczy przej$¢ do supremum po lewej stronie powyzszej nieréwnosci. Druga czesé tego punktu jest
natychmiastowa.

(d): Jedli a < s <t < b, to z (c) otrzymujemy, ze £q(7; a,t) = La(v;a, s) + La(y; s,t) = La(v; a, s).

(e): Oznaczmy T': [a, bl 5t Ly(v,a,t) € Ry. Dzieki (d) wiemy, ze funkcja I' ma granice jednostronne w kazdym
punkcie. Ustalmy ¢ € (a,b] i € > 0. Istnieje skoficzony uklad a < sop < ... < sp_1 < s, =t (p > 1), taki ze
D(t) < Y h_,d(y(sk—1),7(sk)) + ¢, a stad, dla r € (sp_1,t):

p—1
<Y d(y(sk-1),v(sk) +e =D d(y(sk-1),(s8)) + d(¥(sp-1), 7(sp)) + &
k=1 k=1

< QL d(y(sk-1),7(sk) + d((8p-1),7(r)) + d(y(7), 7 (sp)) + €

L(r) +d(y(r), (1)) + & <T(t=) + d(v(r), 7 (1)) + .

Przechodzac w powyzszej nieréwnosci z r — ¢, z ciaglodci funkeji v otrzymujemy T'(¢) < I'(t—) + e. Z dowolnosci
e oraz tego, ze I'(t—) < T'(t), wnioskujemy, ze I'(t) = I'(t—). Aby wykazaé ciaglos¢ prawostronna, rozwazmy Scisle
malejacy homeomorfizm ¢: [a,b] 2 ¢ — a + b —t € [a,b] oraz funkcje IV: [a,b] S t — Ly(y 0 ¢;a,t) € [0,00]. Bez trudu

3
|

>
Il

stwierdzamy, ze krzywa +/ def v o ¢ jest prostowalna (nawet wiecej: £4(7') = La(7y)). W takim razie z pierwszej czesci
dowodu wnioskujemy, ze I"( ) =T"(t—) dla wszelkich ¢t € (a,b]. Ale IV(t) = £q(7y; ¢(t),b) (bo funkcja ¢ jest malejaca).
W takim razie £q(7;t,b) = IV(¢(t)). Z (c) otrzymujemy zatem:

L(t) = La(y) = La(y;t,b) = La(y) — T'(6(2)),
czyli, dlat € [a,b), T(t+) = La(y) — T'(¢(t+)) = La(y) — T'(@(t)—) = La(y) — T'(#(t)) = T'(¢). O

5.21 Lemat.
Niech I bedzie podzbiorem prostej R, a liczby p,q € I bedq takie, Ze p < q oraz (p,q) NI = &. Niech u: I — (X, d)
bedzie odwzorowaniem izometrycznym, a z € X takim punktem, Ze

(5:13) d(u(p), u(q)) = d(u(p), z) + d(z,u(q)),
przy czym z ¢ {u(p),u(q)}. Wiedy liczba s d:eprrd(u(p), z) nie nalezy do I oraz funkcja v: ITU{s} — (X,d) dana

wzorem
{u(t) gdytel

t) =
o) z gdy t =s

jest odzworowaniem izometrycznym.
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Dowdd. 7 izometrycznoéci funkcji v wynika, ze
(5:14) q —p = d(u(p),u(q)),
a stad p < s < ¢ (dzieki ), czyli s ¢ I. Jedyne, co musimy uzasadnié, to réwnosé
(5:15) d(z,u(t)) =1|s —t|
dla wszelkich ¢ € I. W tym celu rozwazamy 4 przypadki:
o { = p; wtedy wynika ze wzoru na s;

o ¢ = ¢; wtedy (5:15]) wynika ze wzoru na s oraz z (5:13)) i (5:14));

o t < p; wtedy ¢ —t = d(u(q), u(t)) < d(u(q), z) + d(z,u(t)) = g — s + d(z,u(t)), czyli d(z,u(t)) > s — t; z drugiej
strony d(z,u(t)) < d(z,u(p)) + d(u(p),u(t)) =s —p+p—t = s —t, czyli zachodzi (5:15);

et >pit#gq wtedyt > q (bot el oraz (p,q) NI =) oraz t —p = d(u(t),u(p)) < d(u(t),z) + d(z,u(p))
d(u(t), z)+s—p, czyli d(u(t), z) > t—s; z drugiej strony d(u(t), z) < d(u(t),u(q))+d(u(q),z) = t—q+q—s =t—

O

co konczy dowod.

Ponizszy rezultat pokazuje, jaka role odgrywa $rodek metryczny. Chociaz ten wynik nie znajdzie zastosowania w tym
skrypcie, idea przedstawiona w jego dowodzie bedzie uzyta pdzniej.

5.22 Lemat.
Dla zupelnej przestrzeni metrycznej (X, d) nastepujgce warunki sg réwnowazne:

(i) dla dowolnych dwdch réznych punktéw a,b przestrzeni X istnieje izometryczna krzywa v: [0,d(a,b)] — X od
a do b;

(ii) dowolne dwa rdzne punkty przestrzeni X majg przynajmniej jeden $rodek metryczny.

Dowdéd. (i) = (ii): Jedli a i b to rézne punkty przestrzeni X, a v: [0,d(a,b)] — X to izometryczna krzywa od a do b,
to punkt 7(%d(a, b)) jest $rodkiem metrycznym miedzy a i b.

(i) = (i): Ustalmy dwa rézne punkty a i b przestrzeni X. Dla n > 0 niech I, & {£d(a,b): k=0,...,2"}.

Odnotujmy, iz Iy = {0,d(a,b)}, Iy C Ix+1 (k > 0) oraz zbidr I, def Uo2o In jest gestym podzbiorem przedzialu
[0, d(a,b)]. Niech funkcja ug: Ip — X posyla 0 w a, a d(a, b) w b. Zauwazmy, ze ug jest odwzorowaniem izometrycznym.
Wielokrotnie stosujac Lem. indukcyjnie skonstruujemy odwzorowania izometryczne u,, (n > 0) w taki sposéb, ze
kolejna funkcja jest przedtuzeniem poprzednie;j.

Zalézmy, ze dla pewnego indeksu n > 0 funkcja u,_1 zostala juz okreslona. Zauwazmy, ze jesli I,,_1 = {wo, ..., wq},
przy czym g = 2" ' oraz w;_1 < wj (dlaj=1,...,q),to I, = In,ll_l{wj%mz j=1,...,q}.Dlaj € {1,...,q} niech

z; € X bedzie srodkiem metrycznym miedzy w,—1(wj_1) i tp—1(w;). Wtedy wj_14+d(un—1(w;—1), zj) = s, def wﬂ%“”’,

wiec z Lem. wynika, ze mozemy do dziedziny funkcji u,—1 kolejno dorzucaé liczby si,...,s, i zadawa¢ w nich
wartos¢ (nowej) funkeji jako, odpowiednio, z1, ..., 2, bez utraty izometrycznosci odwzorowania. W ten sposéb po ¢
krokach otrzymamy odwzorowanie izometryczne u,,: I,, — X, ktére przedtuza funkcje wu,_1.

Majac juz okreSlone wszystkie funkcje w, (ktére sa zgodne), mozemy zdefiniowaé un: Ino — X jako zlepienie
wszystkich tych funkcji. Odwzorowanie u«, jest izometryczne i ma dziedzine gesta w [0, d(a,b)] (oraz posyla 0 w a,
a d(a,b) wb). Z zupelnosci przestrzeni X wynika, ze funkcja ta przedluza sie jednoznacznie do krzywej izometrycznej
~: [0,d(a,b)] — X (istotnie: funkcja us, przenosi ciagi Cauchy’ego na takiez ciagi, a wiec na ciagi zbiezne; zachowy-
wanie odlegtosci zachowa sie przy przejsciu granicznym) i tym samym dowdd jest zakonczony. O

5.23 Lemat.

Niech a i b bedg dwoma réznymi punktami przestrzeni metrycznej (X,d), takimi zZe dla dowolnej liczby € > 0
istnieje punkt c. € X, dla ktdrego |d(a,b) —2d(a, c.)| + |d(a, b) — 2d(c., b)| < e. Jesli dla pewnej liczby r > 5d(a,b)
kula By(a,r) jest zwarta, to istnieje Srodek metryczny miedzy punktami a i b.

. . def . .
Dowdd. Niech z, = c1/n- Wiemy, ze

(5:16) lim d(a,z,) = lim d(b,z,) = %d(a, b).

n—oo n—oo
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W szczegblnoscel, d(a, z,) < r dla dostatecznie duzych n, wiec ze zwartosci kuli wynika, ze ciag (z,),.; ma podciag
zbiezny, powiedzmy do w. Podstawiajac w (5:16)) za z, stosowny podciag i przechodzac do granicy, stwierdzamy, ze w
jest srodkiem metrycznym. O

5.24 Lemat.

Niech a bedzie punktem segmentowo zupelnej przestrzeni metrycznej (X,d), a R > 0 takq liczbq, e kule Bg(a,r)
sq zwarte dla 0 < r < R. Niech Q bedzie zbiorem wszystkich krzywych ~: [0,1] — Bg(a, R), dla ktérych v(0) = a
oraz istnieje stala c(y) € Ry, taka Ze

(5:17) Vs,t €[0,1]: d(y(s),7(t)) = c(7)]s — 1.

Wtedy dowolny cigg krzywych z § zawiera podcigg zbieiny punktowo do krzywej z §2.

Dowdd. Na wstepie zauwazmy, ze jesli v € Q, to ¢(vy) = d(v(0),v(1)) = d(a,v(1)) < R, czyli
(5:18) Vy € Q Vs, t € Q: d(y(s),v(t)) < R|s —t|.

Ustalmy dowolny ciag y1,72, . . . krzywych z Q. Niech I = {t,,: n > 0} C (0, 1) bedzie dowolnym przeliczalnym zbiorem
gestym w [0,1] (przy czym ciag (t,),., jest réznowartosciowy). Dla dowolnego indeksu k > 0 oraz krzywej a € Q

otrzymujemy: d(a, a(tx)) = d(a(0),a(ty)) < Rty < R (z (5:18)), czyli a(ty) € L def By(a, Rty) oraz zbiér Ly, jest

. . . def
zwarty, zgodnie z zalozeniem w lemacie. Produkt K =

. o0 o0 o0 . . . . . o0 K o0
ciag (y1(tk))p—1 > (2(t))i—1 » (¥3(tk))—1 » - - - € K zawiera podciag zbiezny, powiedzmy (v, (t));—1 = & = (§k)j—1 €
K (n — o0). Oznacza to, ze

H;ozl Ly, jest zwartg przestrzenia metryzowalng. W takim razie

(5:19) Vi > 00 7, (t) = &.

Okreslamy funkcje n: [0,1) — X w dwdch etapach:

o 7(ty) 2ef &y dla n > 0; zauwazmy, ze wtedy d(n(tn), n(tm)) < Rt — tim| — co wynika latwo z (5:18) oraz (5:19));
e dlase[0,1)\ I

powyzsza granica istnieje, gdyz n(z) € Ba(a,r) (a ta kula jest zwarta) dla = € IN[0,7/R], gdzie liczba r € (0, R)
jest tak dobrana, by t < r/R; ciag zbiezny w [0,1) o wyrazach w I przejdzie (poprzez funkcje 1) na ciag
Cauchy’ego w tej kuli, a wiec zbiezny.

Zauwazmy, ze tak okreslona funkcja 1 spelnia warunek Lipschitza ze statg R. Ponadto,
(5:20) Vs €[0,1): v, (s) X n(s) (n — 00).

Istotnie, dla s = ¢, powyzsza zbieznosé wynika ze wzoru na n(t;) oraz z (5:19)). A dla s € [0,1)\ I rozumujemy tak: dla
ustalonej liczby ¢ > 0 dobieramy najpierw indeks k > 0, taki ze |s — f| < 5%, a nastepnie do tego indeksu dobieramy
taki indeks ng > 0, ze d(7,, (tr), n(tx)) < § dlan > ng. Wtedy, dla n > ng, otrzymujemy (z (5:18)):

€
(v, (5),n(5)) < A, (8), Yo, (E)) + Ay, (), 0(t0)) + d(n(ti), 1(s)) < Rls — tal + 3 + Rls —tu] <e.
W szczegblnosei, n(0) = limy, o0 74, (0) = a oraz

c(Yw,.) = 2d(,,(0), 1, (1/2)) — 2d(n(0),7(1/2)) (n — o0),

czyli ciag (c(yu,))ne, jest zbiezny do pewnej liczby m € [0, R]. A wtedy dla wszelkich liczb s,t € [0,1) zachodzi
ciag réwnosci: d(n(t),n(s)) = lim,— oo d(y, (1), M, (5)) = limy_—oo c(, )]s — t| = m|s — t|. Jesli m = 0, funkcja
7 jest stale réwna a, wiec ma granice przy t — 1~ réwna a. Natomiast w przypadku, gdy m > 0, odwzorowanie
E: [0,m) 2 x — n(x/m) € X jest izometryczne. Poniewaz przestrzen X jest segmentowo zupelna, wnioskujemy, ze
funkcja E ma granice przy * — m~, co jest rGwnowazne istnieniu granicy funkcji n przy t — 1.

Powyzszy argument pokazuje, ze bez wzgledu na warto$¢ parametru m, funkcja n ma granice przy t — 17. Oznacza
to, ze funkcja ta przedluza sie do funkcji ciaglej okreslonej na przedziale [0,1]. Oznaczmy to przedluzenie réwniez
symbolem 7, czyli n: [0,1] — X. Zauwazmy, ze dla wszelkich ¢, s € [0, 1] (korzystajac z tego, ze (1—1/n)t, (1—-1/n)s €
[0,1)) zachodza réwnosci: d(n(t),n(s)) = lim,—0 d((1 — 1/n)t, (1 — 1/n)s) = lim, oo m|(1 — 1/n)t — (1 — 1/n)s| =
mlt — s|. Tym samym n € Q (gdyz d(a,n(t)) = d(n(0),n(t)) = mt < R, czyli n: [0,1] — By(a, R)). Pozostaje jeszcze
sprawdzié, ze 7, (1) — (1) (n — 00), co sprawdza si¢ analogicznie jak (5:20). O
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5.25 Uwaga.
Dowdd powyzszego lematu mozna skréci¢ przez zastosowanie Tw. (str. z [0,1) jako dziedzina funkcji
z rodziny, do ktérej chcemy zastosowac to twierdzenie.

Dowéd Tw. 519l Implikacja (HR4) = (HR3) wynika z punktu (f) Lem.

(HR3) = (HR2): Dla zadanej liczby e dobieramy krzywa ~: [0,1] — X od z do y, taka ze £4() < d(x,y)
(gwarantowana przez (HR3)). Z jednostajnej ciaglodci tej funkeji wynika istnienie liczby p > 0, takiej ze d(~(s),y(t)

g, ilekroé liczby s,t € [0,1] spelniaja |s — t| < %. Niech w; def v(G/p) dla j = 0,...,p. Wtedy wo = z, wp =y,
dwj,wj_1) <edlaj=1,...,poraz Y p_; d(wi_1,wy) < la(vy) < d(z,y) + ¢, co dowodzi (HR2).

(HR2) = (HR1): Dla ustalonej liczby ¢ € (0, 2d(z,y)) niech punkty wy,...,w, tworza uklad o wlasno$ciach
postulowanych w (HR2). Zauwazmy, ze d(wo,w;) < € < id(z,y) < d(z,y) = d(wp,wy). Niech s € {1,...,p} bedzie
najmniejszym indeksem, takim ze d(wq,ws) > %d(aﬁ,y). Wtedy s > 1 oraz d(wg,ws—1) < %d(x,y) id(ws—1,ws) < e.
Oznacza to, ze d(wo,ws) < 3d(x,y) + ¢, czyli

+ e
) <

(5:21) |d(z, y) — 2d(wo, ws)| < 2¢

(przy czym wo = ). Podobnie, d(z,y) < d(wo, ws—1) + d(ws—1,wp) < 3d(z,y) + d(ws—1,wp), czyli d(ws—1,wp) >
sd(z,y). Ale d(ws—1,w,) < d(ws—1,ws) + d(ws, wp) < & + d(ws, wp) i tym samym

(5:22) d(ws, wp) > —d(z,y) —e.

1
2
Z drugiej strony, %d(z,y) + d(ws, wp) < d(wo, ws) + d(ws, wp) < Zi:l d(wg—1,wi) < d(z,y) + ¢, wiee d(ws, wp) <
1d(z,y) + e. Nieréwno$¢ ta, w polaczeniu z (5:22) daje |d(z,y) — 2d(ws,w,)| < 2¢ (przy czym w, = y). To z kolei,

wraz z (5:21)), dla z L, prowadzi do

co jest réwnowazne (HR1).

(HR1) = (HR4): Dowdd tej czesci jest zdecydowanie najtrudniejszy. Zostanie on podzielony na kilka krokéw.
Wszedzie ponizej a jest ustalonym punktem przestrzeni X.

Krok 1:

Jesli R > 0 jest takq liczbq, ze kule By(a,r) sq zwarte dla r € (0, R), to kazdy punkt kuli By(a, R) rézny
od a mozna polgczyé z a izometryczng krzywg.

Dowéd kroku 1: Ustalmy punkt b € Bg(a, R) rézny od a. Jak w dowodzie Lem. [5.22] oznaczmy
def k n
I, = {2nd(a,b): k=0,...,2 }

dla n > 0. Niech ug: I — X posyla 0 w a oraz d(a,b) w b. Indukcyjnie skonstruujemy odwzorowania izometryczne
Up: I, — X (dlan > 0), tak ze u,, przedtuza u,,_;. Jesli funkcja u,,—1 zostala juz okreslona, a liczba s € I, jest srednia
arytmetycznag dwéch sasiadujacych liczb p i g (p < q) ze zbioru I,,_;, warunek (HR1) oraz Lem. m gwarantujg nam

istnienie $rodka metrycznego miedzy u,—1(p) i un—1(q) (jako ze dla liczby & dof 3(q—p) > 3d(up—1(p), un—1(q)) kula

Ba(un_1(p), ) jest zawarta w By(a,r) dlar d:efp—l—é < R, a wiec jest zwarta). Zatem, rozumujac zupelnie analogicznie

jak w dowodzie Lem. [5.22] mozemy okregli¢ funkcje wy,.

Majac juz wszystkie funkcje u,, skonstruowane, okreslamy uo.: Ioo — X jako ich zlepienie, gdzie I, def Ur—o In-

Jako ze dla dowolnej liczby r € (0,d(a,b)) zbiér F, def Uoo (Ino N [0,7]) zawiera si¢ w By(a,r), oraz r < R (gdyz

b € Bgy(a, R)), zbiér F, ma domkniccie zwarte w X i tym samym funkcje us, mozna przedtuzyé do odwzorowania
izometrycznego v, : I U[0,7] — X. Z jednoznaczosci tego przedtuzenia wynika, ze funkcje v, sa zgodne, co z kolei
implikuje, Ze ich zlepienie jest odwzorowaniem izometrycznym ~: [0, d(a,b)] — X. Z konstrukcji wynika, ze v(0) = a
oraz y(d(a,b)) = b, co kohiczy dowdd kroku 1.

Krok 2:

Jesli R > 0 jest takq liczbg, Ze kule By(a,r) sq zwarte dla r € (0, R), to takze kula By(a, R) jest zwarta.

Dowdd kroku 2: Rozwazmy dowolny ciag ()., 0 wyrazach w M def By(a, R). Niech € bedzie zbiorem krzywych
zdefiniowanym w Lem. Dla dowolnego indeksu n > 0 istnieje krzywa v, € €, taka ze v,(1) = . Istotnie:

e jesli x,, = a, wystarczy 7, zdefiniowaé jako funkcje stale réwna a;
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e gdy x, # a, z kroku 1 wynika istnienie izometrycznej krzywej n: [0,d(a,z,)] — X od a do z,; wtedy od-
wzorowanie v, : [0,1] 3 ¢ — n(td(a,z,)) € X ma postulowane wlasnosci (v,([0,1]) € M, gdyz z, € M oraz
1(0) = a).

Zastosowanie Lem. daje nam podciag (v, )., zbiezny punktowo do pewnej krzywej & € Q. Wtedy z,, =
Yo, (1) = &(1) € M (n — o0), czyli przestrzenn M jest zwarta (jako ciagowo zwarta przestrzen metryczna).
Krok 3:

Jesli R > 0 jest takq liczbg, ze kula Bg(a, R) jest zwarta, to takze kula By(a, R+ €) jest zwarta dla pewnej
liczby € > 0.

Dowdéd kroku 3: Z lokalnej zwartosci przestrzeni X wynika, ze dowolny punkt z € M def Bg(a, R) ma otwarte

otoczenie U, o domknieciu zwartym. Dzieki zwartoéci zbioru M mozemy dobraé zbiér skonczony S C M, taki ze

McNY U,eg Us- Zbiér N jest otwarty w X i ma domkniecie zwarte (gdyz N = |J, g Us). Jesli N = X, przestrzei
def

X jest zwarta i mozna przyjaé jako € dowolna liczbe dodatnia. Tak wiec zaldézmy, ze N # X. Niech A = X \ N.
Zbiér A jest domkniety, niepusty i rozlaczny z M. W takim razie funkcja disty(+, A) jest $cisle dodatnia na zbiorze M.
Z ciagltosci tej funkcji i zwartosci zbioru M wynika, ze istnieje liczba € > 0, taka ze

zeS

(5:23) Ve e M: distg(z, A) > 3e.

Zastepujac w razie potrzeby liczbg € mniejsza (ale wciaz dodatnia), mozemy zalozyé, ze € < R. Aby zakonczyé¢ dowdd
kroku 3, wystarczy sprawdzié, ze By(a, R+ €) C N lub — co na jedno wychodzi — ze

(5:24) (Bg(a,R+e)\M)NA=@.
Ustalmy dowolnie punkt b € By(a, R+ ) \ M i rozwazmy ciag liczbowy 7,, = 27;;1d(a, b), gdzie n > 0. Zauwazmy, ze
jest to $cisle rosnacy ciag zbiezny do d(a,b) > R i taki, ze 7o = 0 oraz

o1+ d(a,b
(5:25) Ty = %(a) (n > 0).
Niech @ oznacza najwickszy indeks g > 0, taki ze 7, < R. (@ > 0, gdyz ¢ < R i d(a,b) < R+ ¢). Okredlimy teraz
indukcyjnie odwzorowanie izometryczne u: {7;: 7=0,...,Q}U{d(a,b)}, startujac od danych ,brzegowych”:

u(0) = a,

u(d(a,b)) =b.
Zal6zmy, ze funkcja u jest juz okreslona dla d(a,b) oraz 7; z j < k, gdzie k € {0,...,Q — 1}. Nier6wnos¢ 7441 < R
w polgczeniu ze wzorem (5:25) dla n = k-+1 implikuje, ze L (d(a, b)—71) < R—7k. Ponadto, Bq(u(7y), R—11) C Bg(a, R)
(bo d(a,u(ty)) = ), wiec mozemy zastosowaé Lem. (dzigki zalozeniu w (HR1)), z ktérego wynika, ze istnieje
$rodek metryczny wy1 miedzy u(r) i b = u(d(a,b)). W takim razie Lem. implikuje, ze wzor u(7g41) ef W1
nie psuje izometrycznosci odwzorowania u, dzieki (5:25)).

T@+d(a,b)
2

Oszacujmy od dotu liczbe 7. Wiemy, ze liczba 7941 = jest nie mniejsza niz R, zatem 7 > 2R—d(a,b) >

R — e. Podstawmy z %' u(rg). Wtedy d(a,z) = d(u(0),u(rg)) = |7g — 0] < R, czyli z € M. Z drugiej strony,
d(z,b) = d(u(rq),u(d(a,b))) = |Tg — d(a,b)| = d(a,b) — 79 < R+ ¢ — (R —¢) = 2¢. Nier6wnos¢ ta, w konfrontacji
z , pozwala nam wydedukowaé, ze b ¢ A (jako ze z € M), co koniczy dowdd i kroku 3.

Teraz mozemy juz zakonczyé¢ dowdd tego, ze (HR4) wynika z (HR1). Dzieki krokowi 1, wystarczy pokazaé, ze
wszystkie kule domkniete o srodku w a sa zwarte. Niech I bedzie zbiorem wszystkich liczb » > 0, takich ze kula
By(a,r) jest zwarta. Z lokalnej zwartosci wynika, ze zbiér I jest niepusty. Niech R def sup(I) € (0,00]. Z kroku 2
wynika, ze R € I, o ile R < co. Z kolei krok 3 implikuje, ze zbior I nie ma elementu najwickszego — i dlatego R = co.
Ostatecznie I = (0,00) i teza. O

5.26 Przyklad.
Jak nietrudno si¢ przekonaé, przestrzen R? \ {0} (z metryka euklidesowa) ma wszystkie wlasnoéci wymienione
w punktach (HR1)-(HR3) Twierdzenia Hopfa-Rinowa z wyjatkiem segmentowej zupelnosci.

5.27 Uwaga.
Klasyczne twierdzenie Hopfa-Rinowa ustala réwnowazno$é warunku (HR4) z (HR3), w ktérym segmentowa zu-
pelnoéé jest zastapiona zupelnoscia.
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6 Uniwersalnosé¢ kostki Hilberta

6.1 Twierdzenie.
Dla przestrzeni topologicznej X nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) przestrzeri X jest homeomorficzna z podprzestrzeniq pewnej przestrzeni normalnej spetniajgcej IT A.P.;
(ii) przestrzer X jest homeomorficzna z podprzestrzeniq pewnej zwartej przestrzeni Ty spelniajgeej II A.P.;

(iil) przestrzen X jest homeomorficzna z podprzestrzeniq kostki Hilberta.

Dowdd. Implikacje (iii) = (ii) = (i) wynikaja natychmiast z tego, ze kostka Hilberta jest zwarta przestrzenia
metryzowalng, a wszystkie takie przestrzenie spelniaja IT A.P.

(i) = (iii): Mozemy zalozy¢ (i tak czynimy), ze card(X) > 1. Niech 8 bedzie co najwyzej przeliczalna baza
topologii przestrzeni X. Niech

SELU,V)eBx B FueCX,[0,1]): uly =1, ulx\y =0}

Oczywiscie card(S) < Rg. W tym momencie jeszcze nie wiemy, czy S # &, ale ponizZsze rozumowanie pokaze, ze tak
w istocie jest.
Dla dowolnego indeksu s = (U, V) € S niech funkcja g5 € C(X, [0,1]) bedzie taka, ze:

gs|U51a gs|X\VEO~

Poniewaz przestrzen [0, 1]°4(5) jest zanurzalna w kostke Hilberta, wystarczy pokazaé, ze zestawienie

F ¥ Aesgs: X — [0,1]°
jest zanurzeniem topologicznym. Wiemy juz, ze jest to funkcja ciagla. Do dowodu tego, ze jest iniekcja, taka ze funkcja
F~1: F(X) — X jest ciagla, potrzebujemy nastepujacej wlasnosci:

(%) Dla dowolnego zbioru A € .#(X) oraz punktu a € X \ A istnieje indeks s € S, taki ze gs(a) = 1 oraz gs|a = 0.

Aby wykazaé¢ powyzsza wlasno$é, najpierw dobieramy zbiér V € 3, taki ze a € V C X \ A, potem — korzystajac
z aksjomatu (Ty) — dobieramy funkcje v € C(X, [0, 1]), ktéra znika poza V', a w punkcie a ma wartos¢ 1. Na koniec
znajdujemy zbiér U € 3, taki ze a € U C v=1((},2)). Zauwazmy, ze wtedy (U,V) € S, gdyz funkcja v: R — [0,1]
dana wzorem
0 gdyte (—o0,0]
V()= 2t gdy te(0,3]
gdy t € [3,00)

—_

jest poprawnie okreslona i ciagla, a funkcja yov € C(X,[0,1]) znika poza V i jest stale réwna 1 na U. W takim razie

jest okreslona funkcja g, dla s 2 (U, V) i zachodzi gs(a) =1 (bo a € U) oraz gs|a =0 (bo A C X \ V). Tym samym
wlasnosé (x) zostala wykazana.

Teraz bez trudu mozemy wykazaé, ze funkcja F' jest réznowartosciowa: jesli x i y to rézne punkty przestrzeni X,
wtedy podstawiajac do () A def {z} (korzystamy tutaj z tego, ze X jest T1) i a Lef y, znajdziemy indeks s € S
(w szczegdlnosei, S # @, gdyz card(X) > 1), taki ze gs(x) =01 g5(y) = 1, a stad automatycznie F(x) # F(y) (wszak
gs =Ts o F).

Przechodzimy do ostatniej czeéci — dowodu cigglosci funkeji F~1. Dla uproszczenia notacji oznaczmy Z Lef F(X).
Chcemy pokazaé, ze F~1(clz(B)) C clx(F~1(B)) dla B C Z . Réwnowaznie, chcemy, by clz(F(4)) C F(A) dla
A F~Y(B) C X, czyli by zbiory F(X \ A) = Z\ F(A) i clz(F(A)) byly roztaczne. W tym celu ustalmy a € X \ A.
Wystarczy pokazaé, ze

(6:1) F(a) & F(A)

(domknigcie w calej przestrzeni [0, 1]%). Z relacji 74(B) C 7,(B) wynika, ze jesli gs(a) = ms(F(a)) ¢ ms(F(A)) = gs(A)

dla pewnego indeksu s € S, to zachodzi (6:1)). Ale gs(a) ¢ gs(A) dla indeksu s € S dobranego z (%) dla A i a. O

6.2 Wniosek. (Twierdzenie Urysohna o uniwersalnosci kostki Hilberta)
Kazda osrodkowa przestrzen metryzowalna jest zanurzalna w kostke Hilberta.
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6.3 Definicja.
Méwimy, ze przestrzen topologiczna ma wlasnosé Lindelifa, jesli z kazdego jej pokrycia otwartego mozna wybraé
podpokrycie (co najwyzej) przeliczalne.

Przestrzen regularng o wtasnosci Lindelofa nazywamy przestrzenig Lindeldfa.

6.4 Lemat. Przestrzen spelniajgca II A.P. ma wlasnosé Lindeldfa.

Dowdd. Niech 8 bedzie co najwyzej przeliczalna baza topologii niepustej przestrzeni topologicznej X (spelniajacej
IT A.P.). Ustalmy otwarte pokrycie Y = {Us}scs przestrzeni X. Dla dowolnego punktu € X istnieje zbiér B, €
zawarty w pewnym zbiorze z Y. Rodzina {B,: x € X} jest co najwyzej przeliczalna (jako podzbiér rodziny 3), wiec

jej elementy mozemy ustawi¢ w ciag (jest ona niepusta, bo X # @), powiedzmy Vi, Va,... — czyli {B,: = € X} =
{Vn: n > 0}. Dla dowolnego indeksu n > 0 istnieje indeks s,, € S, taki ze V;,, C Us,. Wtedy Ur—, Us, D Upey Vi =
Usex Be = X, zatem {Us, }nen, to przeliczalne podpokrycie. O

6.5 Twierdzenie.
Przestrzenie Lindeldfa sqg parazwarte.

Dowdéd. Wystarczy wykaza¢ warunek z pokryciami. Niech wiec U = {Us}ses bedzie pokryciem otwartym niepustej
przestrzeni Lindeléfa X. Kazdy punkt z € X ma otwarte otoczenie D,, takie ze zbidér D, jest zawarty w pewnym
zbiorze z U. Z pokrycia otwartego { D, }.cx wybieramy co najwyzej przeliczalne podpokrycie otwarte — ustawmy

jego elementy w ciag Vi, Va, ... Dla dowolnego indeksu n > 0 dobieramy indeks s,, € S, taki ze V,, C U,,. Dlan >0

niech W, Lef Us, \Uz;é Vi, gdzie Vj Ly, Oczywiscie zbiory W,, sa otwarte. Zauwazmy takze, ze tworza one rodzine

lokalnie skoficzona: zbiory V;, pokrywaja przestrzen X oraz V;, N Wy, = @ dla m > n. Pozostaje wigc wykazac, ze
X=U,", W,,. Dla punktu o € X oznaczmy przez k najmniejsza liczbg naturalng, taka ze € Vi. Wtedy k > 0 oraz
e Wy (bO VkCUsk). ]

6.6 Twierdzenie. (Twierdzenie Urysohna-Tichonowa o metryzowalno$ci)
Dla przestrzeni topologicznej X, ktéra jest osrodkowa lub ma wlasnosé Lindeldfa, nastepujgce warunki sq rowno-
wazne:

(i) przestrzeri X jest metryzowalna;

(il) X jest przestrzeniq Ts spelniajgcg II A.P.

Dowdéd. Implikacja (i) = (ii)” wynika z Tw. (str. . Dla dowodu odwrotnej implikacji, rozwazmy T5-przestrzen
X spelniajaca IT A.P. Z Lem. [6.4| wynika, ze X jest przestrzenig Lindel6fa, a z Tw. ze jest to przestrzen parazwarta.
Tym samym X jest Ty (bo takiez sa wszystkie Th-przestrzenie parazwarte). A stad X jest przestrzenia metryzowalna,
na podstawie Tw. [6.1 O

7 Lemat Michaela

7.1 Definicja.
Méwimy, ze rodzina {As}scs podzbioréw przestrzeni metrycznej (X,d) jest metrycznie dyskretna (wzgledem d),
gdy istnieje liczba € > 0, taka ze:

Vs,t €8, s#t Yae Ag, be As: d(a,b) > e.

Ponizsze twierdzenie jest, obok Twierdzenia Tichonowa, jednym z najwazniejszych twierdzen topologii ogélnej.
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7.2 Twierdzenie. (Twierdzenia A.H. Stone’a o parazwarto$ci)
Kazda przestrzen metryzowalna jest parazwarta.

Co wiecej, dla dowolnego pokrycia otwartego {Us}scs metryzowalnej przestrzeni X istnieje lokalnie skoriczone
pokrycie otwarte {Vs n}(sn)esxn,, takie ze:

o Vi, CU, dla wszelkich s € S in > 0;

e dla dowolnego n > 0, rodzina {Vs ,}ses jest metrycznie dyskretna w X.

Dowdd (M.E. Rudin). Oczywiscie wystarczy wykazaé¢ druga czes$é¢ twierdzenia. W tym celu ustalmy metryke d zgodna
z topologia przestrzeni X, a na zbiorze indekséw S dowolny dobry porzadek ,<”. Okreslamy zbiory V;,, (dla ¢t € S)

indukcja wzgledem n (przyjmujac pomocniczo Vj o 2" & dla wszelkich s € S):

Vir & Bale.27),

cely n
gdzie I ,, sklada sie z wszystkich punktéw c € X, takich ze:
(1¢,,) t=ming{s € S: ce€ Us};

—1
(2tn) c ¢ USES Z:o Vi
(3t.n) Balc,3-27™) C Uy.
Miejmy na uwadze, ze dla bardzo wielu ¢ € S zbiér I; ,, moze byé pusty (i wtedy takze V; , = @). Wprost z definicji

zbioru V;,, wynika, ze jest to zbi6r otwarty zawarty w U,. Co wiecej, jedli x € X, to zbidr J, Lef {s€S: x €U} jest
niepusty, wiec ma element najmniejszy, powiedzmy t, wzgledem porzadku ,<”. Skoro U; jest otoczeniem punktu =z,
istnieje liczba naturalna n > 1, taka ze Bg(x,3-27") C U;. Wynika stad, ze albo x € (J, g Z;ll Vs, albo z € I
i wtedy Bg(x,27") C V;,. Tak czy inaczej, © € Vj ,,, dla pewnych s € S oraz m € Ny, czyli zbiory Vs, stanowia
pokrycie przestrzeni X.

Ustalmy liczbe naturalng n > 0 oraz dwa rézne indeksy s,s’ € S. Mozemy przy tym zalozy¢, ze s < s’. Niech
x €V, orazy € Vy,,. Wtedy « € By(c,27") oraz y € Bg(e,27") dla pewnych c € Iy, i e € Iy ,. Wtedy e ¢ U,
(dzieki warunkowi (14 ,)), a zatem d(c,e) > 3-27" (z (35,,)). Z nieréwnosci tréjkata otrzymujemy wiec d(z,y) >
d(c,e) —d(c,z) — d(y,e) > 27" Oznacza to, ze rodzina {V; ,, }scs jest metrycznie dyskretna w X . Pozostaje wykazaé
lokalna skonczonoéé rodziny zlozonej z wszystkich zbioréw V; ;. Przyda nam sie¢ do tego nastepujaca obserwacja:

(%) Jesli By(z,27%) C Vi, (gdzie k € Ny), to Vi, N Ba(z,27%71) = @ dla wszelkich s € S oraz n > max(m, k).

Aby wykazaé (x), ustalmy s € S, n > max(m,k), z € V,,, oraz punkt ¢ € I, taki ze z € Bgy(c,27"™). Wtedy
c & Vim (z (25n)), wiec d(z,c) > 27%. A stad d(x, 2) > d(z,c) — d(z,c) > 27k =277 > 27k — 27k=1 = 2=k=1  czylj
2 ¢ By(x,27%71), co koticzy dowdd ().

Teraz bez trudu wykazemy, ze skonstruowana rodzina zbioréw jest lokalnie skoficzona. Niech x € X. Dobieramy
t € S oraz m > 0, takie ze z € V;,,. Z otwartosci zbioru V;,, mozemy dobraé liczbe catkowita k£ > 0, taka ze
Ba(z,27%) C Vim. Dla r def max(m, k) wiemy z (), ze kula Bg(z,27""!) przecina pusto wszystkie zbiory Vi,
zn > r, az wezesniejszej czesci dowodu, ze ta kula przecina niepusto co najwyzej jeden zbiér z rodziny {V; ;}ses dla
j=1,...,r. Tym samym przecina ona niepusto co najwyzej r zbioréw sposroéd wszystkich Vj ,,. O

7.3 Definicja.
Rodzine W podzbioréw przestrzeni topologicznej X nazywamy kolekcjg Michaela, gdy spelnia warunki:

(M1) Jesli A€W, a U C A jest zbiorem otwartym w X, to U € W.
(M2) Jesli U,V € W sa zbiorami otwartymi w X, to UUV € W.
(M3) Jedli rodzina {Us}ses C W jest dyskretna w X i sklada si¢ ze zbioréw otwartych w X, to (J,c g Us € W.

Jedli (X, d) to przestrzen metryczna, a rodzina W C P(X) spelnia powyzsze warunki (M1)—(M2), warunek (M3)
dla rodzin przeliczalnych oraz

(Md) jesli rodzina {Us}tscs € W jest metrycznie dyskretna w X i sklada sie ze zbioréw otwartych w X, to
UsGS US € W7

wtedy W nazywamy d-stabg kolekcjqg Michaela.
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7.4 Obserwacja.
Kolekcja Michaela w przestrzeni metrycznej (X, d) jest d-stabg kolekcjq Michaela.

Dowdéd. Wystarczy zauwazy¢, ze metrycznie dyskretna rodzina {As}scs jest takze dyskretna. Istotnie, jesli d(z,y) > €
dla wszelkich € A, oraz y € A; przy s € t, to kazda kula otwarta o promieniu /2 przecina niepusto co najwyzej
jeden ze zbiorow As. O

7.5 Przyktad.

Rozwazmy przestrzen metryczna X def {£: n € Ni} z metryka naturalng d oraz jej podzbiory A, Lef {%}
Wtedy rodzina {A,},>0 jest dyskretna w X, ale nie jest metrycznie dyskretna w (X, d). Szczegdly dowodowe
pozostawiamy jako (proste) obowiazkowe ¢éwiczenie.

Ponizsze twierdzenie dla kolekcji Michaela jest prawdziwe w przestrzeniach parazwartych T5. Dowdd w tym ogdlnym
przypadku przebiega bardzo podobnie.

7.6 Twierdzenie. (Lemat Michaela)
Dla d-stabej kolekcji Michaela W w przestrzeni metrycznej (X, d) nastepujgce warunki sqg réwnowazne:

(i) top(X,d) C'W;
(ii) X € W;

(iii) dla dowolnego punktu a € X istnieje zbior A € W, taki Ze a € int A.

Dowdd. Implikacja (ii) = (i) wynika z warunku (M1), natomiast (iii) jest natychmiastowa konsekwencja (i). Zatem
wystarczy pokazaé, ze (ii) wynika z (iii).

Z warunku (iii) wynika, ze dla dowolnego punktu a € X istnieje zbiér A, € W, zawierajacy w swym wnetrzu punkt
a. Z warunku (M1) wynika, ze zbiér U, def int A, nalezy do W. Jako ze a € U,, rodzina {U,}.cx jest pokryciem
otwartym przestrzeni X. Z Tw. ﬂ wynika, ze istnieje pokrycie otwarte {V,,,: a € X, n > 0} przestrzeni X, takie
ze Vo C U, oraz rodzina {V,,: a € X} jest metrycznie dyskretna w X dla dowolnego indeksu n > 0. Z (M1)
wnioskujemy, ze V, , € Wi w takim razie réwniez zbiory D, ef U.ex Van naleza do W, dzigki (Md). Dalej, z indukcji

oraz (M2) otrzymujemy, ze zbiory €, Lef Up—, D takze naleza do W. Zauwazmy, ze X = J,—, @, (gdyz zbiory V.,
pokrywaly cala przestrzen) oraz

(7:1) Qn C Qi1

Jedli X =, dla pewnego indeksu n > 0, dowdd jest zakonczony. Zalézmy zatem, ze zbiér F, df x \ ©,, jest niepusty
dla dowolnej liczby n > 0. Okreélamy zbiory

1
w,, def {x € X: disty(z, F,) > } .
n

Sa to zbiory otwarte oraz W,, C ,,, wiec (M1) implikuje, ze W,, € W. Zauwazmy, ze:
(7:2) Wi € Wy,

gdyz W,, C {z € X: dista(z,F,) > 1}, a F,y1 C F, (dzigki (7:1)), wiec distq(z, Frq1) > dista(x, Fy,). Zachodzi
takze réwnosé:

(7:3) X = G Wh.
n=1

Istotnie, jesli € X, to z € Q dla pewnego indeksu k& > 0. Wtedy disty(x, F) > 0 (bo zbidr Fj jest domkniety
iz ¢ Fy), zatem istnieje liczba n > k, taka ze distq(x, Fi,) > =, a stad distq(x, F,,) > dista(z, F},) (skoro F, C Fy),
czyli x € W,.
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Teraz okreslmy zbiory otwarte D,, C X nastepujaco:

=7 C Wnga.
Wit \ Wy gdyn>1 "

%% dy n=1

D, def { 2 gay
Ponowne zastosowanie (M1) daje nam, ze D,, € W. Poniewaz zbiory D,, pokrywaja cala przestrzen X (istotnie: dla
ustalonego punktu x € X dobieramy najmniejszy indeks n > 0, taki ze x € W,,; jedlin < 3, to x € D;, a w przeciwnym

™2 _
przypadku z € W, \ W, _4 P Wo \ W,_o = D,,), a rodzina W spelnia warunek (M3) dla rodzin przeliczalnych,

pozostaje sprawdzi¢, ze rodziny {Ds,—;}n>0 sa dyskretne w X dla j = 0,1,2 (bo wtedy zbiory |J,—, Ds,—; naleza do
W, dzieki (M3), wiec z (M2) takze ich suma nalezy do W, czyli X € W). W tym celu zauwazmy, ze:

(a) jeslin >m+ 2, to D, N D,, = &; gdyz:
. B I | o
n > 1, wiec D,y = Wy 1 \Wp—1 C Wi \ W1, wiec takze D,, C W11\ W, _1, a jednoczesnie D, C W11 C

W7n+2 - Wn—l (bO m+1l<n— 1)’

(b) jesli n > m, to D, NW,, = @; gdyz:
n>1, wiec D,, C X \ W,_1 C X \ W,,,, a ten ostatni zbiér jest domkniety.

Teraz bez trudu mozemy wykazaé, ze rodzina D def {D3n—j: n > 0} jest dyskretna. Z (a) wynika, ze domkniecia
zbioréw z D sa parami roztaczne. A z ([7:3) wnosimy, ze dla dowolnego punktu a € X istnieje indeks k > 1, taki ze
a € W3, Rozwazamy dwa przypadki:

e istnieje indeks m € {1,...,k}, taki ze z € ng_j — wtedy zbiér
def =
U= Way \ U D3,
s=1,....,k
s#EmM

jest otoczeniem punktu a, takim ze:
UNDsy_j #90 <= n=m,

co latwo wynika z wlasnoéci (b) oraz definicji zbioru U;

e a ¢ D3, dlawszelkich m € {1,...,k} — wtedy U def W3y, jest otoczeniem punktu a roztacznym ze wszystkimi
elementami rodziny D, co réwniez tatwo wynika z (b).

Tym samym punkt a ma otoczenie, ktdre przecina niepusto co najwyzej jeden element rodziny D, czyli jest to rodzina
dyskretna w X. O

7.7 Wniosek.
Przestrzen metryzowalna jest metryzowalna w sposéb zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jej punkt ma otoczenie
metryzowalne w sposob zupeiny.

Dowdd. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna, a W C P(X) sklada si¢ z metryzowalnych w sposéb zupelny
podprzestrzeni przestrzeni X. Wystarczy pokazaé, ze W to kolekcja Michaela. W tym celu powiekszmy przestrzen
(X,d) (w jakikolwiek sposéb) do zupelnej przestrzeni metrycznej (M, o) (czyli X C M oraz metryka o przediuza d).
7 Wn. (str. [7) wynika, ze dla A C X,

AeW < A jest typu ¥ w M.
Uzywajac powyzszej charakteryzacji, bez trudu mozemy wykaza¢ warunki (M1) i (M2):

o jeSli A€W, aU C A jest zbiorem otwartym w X, to A jest typu &5 w M oraz U =V N X dla pewnego zbioru
V otwartego w M; tym samym U =V N A jest typu ¥ w M, wiec U € W;

e jesli zbiory A, B C X naleza do W, to sa to zbiory typu ¥ w M, wiec takze A U B jest zbiorem typu ¥5 w M,
czyli AUB e W.

Pozostaje sprawdzi¢ warunek (M3), do czego nie potrzebujemy powyzszej charakteryzacji zbioréw nalezacych do
W. Ustalmy wiec rodzine {Us}ses parami rozlqcznyc podzbioréw otwartych przestrzeni X, z ktérych kazdy jest

*7>Tutaj nie potrzebujemy tego, ze rodzina ma byé dyksretna (jak w (M3)) — wystarczy jedynie, ze zbiory sg parami rozlaczne (i otwar-

te!) — a jest to wlasno$é przystugujaca elementom kazdej rodziny dyskretne;j.
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przestrzenia metryzowalna w sposéb zupelny. Ustalmy takze (dla dowolnego indeksu s € S) zupelng metryke ds na

Us, zgodng z topologia tej przestrzeni, taka ze ds < 1. Okres§lamy metryke D na zbiorze V et U U, formuta:

ses

Dz, y) & ds(w,y) edy =,y € Us
’ 1 gdyz €Uy, y €Uy, s#t

To, ze ds < 1 dla wszelkich s € S, pozwala bez trudu pokazacé, ze funkcja D to metryka na V. Ponadto, dla dowolnego
punktu a € U; C V (s € S) oraz wszelkich r € (0,1],

(7:4) B(V,D) (a, T‘) = B(Us,ds)(a7 ’I“),

co implikuje, ze zbiory U, sa otwarte w (V, D), a topologia indukowana na nich pokrywa si¢ z topologia przestrzeni
(Us,ds). Zatem, dzieki otwartosci zbioréw Us w X, metryka D jest zgodna z topologia (na V') indukowana z topologii
przestrzeni X . Powyzszy wzor ([7:4]) oraz zupelnos$é metryk ds implikuje, ze D jest metryka zupelna, czyli V.e W. O

7.8 Wniosek.
Jesli X jest przestrzeniq metryzowalng, takq ze

(%) dla dowolnego niepustego domknietego zbioru A C X istnieje zbidr domkniety B G A, taki Ze przestrzen
A\ B jest metryzowalna w sposéb zupelny,

to X jest przestrzeniq metryzowalng w sposob zupelny.

Dowdd. Niech U oznacza rodzine wszystkich zbioréw otwartych w X, ktore sa przestrzeniami metryzowalnymi w sposéb
zupelny, a V' jej sume. Z Wn. [7.7 wynika, ze V jest przestrzenia metryzowalna w sposéb zupelny. Twierdzimy, ze
V = X. Dla dowodu nie wprost zalézmy, ze zbiér A df x \ V jest niepusty. Poniewaz jest on domkniety, z (x) wynika,
ze istnieje zbiér domknigty B & A, taki ze przestrzen niepusta C def 4 \ B jest metryzowalna w sposéb zupelny.
7 dowodu poprzedniego rezultatu wynika, ze wtedy przestrzen U yue jest metryzowalna w sposéb zupelny (bo
suma dwo6ch zbioréw typu ¥ jest zbiorem typu ¥5). Ale X \ U = B jest zbiorem domknietym, wiec U € U i tym
samym U C V, co oznacza, ze C = & i sprzecznosc. O

7.9 Przyktad.

Przestrzen topologiczna X nazywamy rozproszong (ang. scattered), gdy kazdy jej niepusty podzbiér domkniety
A zawiera punkt izolowany w A, tj. taki punkt a € A, ze zbiér A\ {a} jest domkniety. Z Wn. wynika
natychmiast, ze kazda metryzowalna przestrzen rozproszona jest metryzowalna w sposéb zupelny. Poniewaz bycie
przestrzenia rozproszona jest wilasnoscia dziedziczna (tzn. kazda podprzestrzen przestrzeni rozproszonej takze
jest rozproszona), metryzowalne przestrzenie rozproszone sa dziedzicznie metryzowalne w sposéb zupelny. Mozna
wykazaé, ze ta ostatnia wlasnosé (tj. dziedziczna metryzowalno$é w sposéb zupelny) charakteryzuje przestrzenie
rozproszone wsréd przestrzeni metryzowalnych.

Rozdzial ten zakonczymy jeszcze jednym ciekawym zastosowaniem Lematu Michaela (i wnioskiem z niego). Jedno
z najwazniejszych zastosowan tegoz lematu poznamy w rozdziale o tzw. ANR-ach (zob. Tw. [8.27] str. .

7.10 Twierdzenie. (Twierdzenie o lokalnym ciezarze)
Dla przestrzeni metryzowalnej X oraz nieskonczonej liczby kardynalnej o nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) kazdy punkt przestrzeni X ma otoczenie U, takie ze w(U) < «;

(ii) X mozna przedstawié jako sume parami rozlgcznych podzbioréw otwarto-domknietych, z ktorych kazdy ma
ciezar topologiczny nie wiekszy niz o.

Dowdéd. Oczywiscie z (ii) wynika (i). Dla dowodu przeciwnej implikacji, zalézmy, ze zachodzi (i) i oznaczmy przez
W rodzing wszystkich zbioréw otwartych U C X, ktére mozna przedstawié¢ jako sume parami roztacznych zbioréw
otwartych w X, z ktorych kazdy ma ciezar topologiczny nie wiekszy niz «. Wystarczy pokazaé, ze X € W. Zauwazmy,
ze zalozenie w (i) oznacza, ze kazdy punkt przestrzeni X ma otoczenie nalezace do W. Tym samym jesli pokazemy, ze
‘W to kolekcja Michaela, zastosowanie Tw. da nam teze.
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Warunki (M1) i (M3) sa natychmiastowe (przy dowodzie (M1) wystarczy rozwazyé przeciecia zbioru otwartego
z rozlacznymi zbiorami otwartymi, ktére sumuja si¢ do jego nadzbioru z W, natomiast w dowodzie (M3) wystarczy
polaczy¢ rodziny zbioréw parami rozlacznych w jedna rodzine). Jedyne, co trzeba wykazaé, to (M2). W tym ce-
lu odnotujmy dwie proste wlasnosci (wszystkie zbiory wystepujace ponizej w warunkach (wl)—(w2) sa otwartymi
podzbiorami przestrzeni X):

(wl) Jedli w(U) < a, a zbiory Vi (s € S) sa parami roztaczne i U NV, # & dla wszelkich s € S, to card(S) < a.
(w2) Jesli card(S) < a i w(Vs) < a dla wszelkich s € S, to w(lU,cg V) < .

Wilasnosé (wl) bierze sie stad, ze przy zalozeniach jak w (wl), zbiér U zawiera zbidr gesty D mocy nie wigkszej niz
a 1 wybierajac dowolnie punkt a; € D N Vj, otrzymujemy iniekcje S 5 s — as € D. Wlasno$é (w2) jest réwnie prosta:
przy zalozeniach jak w (w2), kazdy ze zbioréw V; zawiera zbiér gesty Ds mocy nie wiekszej niz « 1 wtedy zbidr |, .o Ds

jest gesty w W def Uses Vs 1 ma moc nie wigksza niz o (bo card(S) < «). Zatem z metryzowalnodci przestrzeni W
wynika, ze w(W) < a.

Dysponujac wlasnoéciami (w1)—(w2), mozemy wykaza¢ warunek (M2). Niech zatem D = J, g Us oraz E = | J,c Vi
beda dwoma zbiorami nalezacymi do W, gdzie card(S) < «, card(T) < a, a zbiory Us; — i podobnie zbiory V; —
sa parami rozlaczne, niepuste i maja ciezar topologiczny nie wigkszy niz «. Zmieniajac w razie potrzeby zbiér T na
réwnoliczny z nim, mozemy ponadto zalozy¢, ze

ses

(7:5) SNT =o.
Nasz cel to pokazaé, ze W M pUE e W, czyli przedstawié¢ przestrzen W jako sume parami rozlacznych zbioréw
otwartych o ciezarze topologicznym nie wiekszym niz «. Ustalmy w tym celu punkt a € W. Indukcyjnie skonstruujemy
pewne ,kanoniczne” otoczenie otwarte o (a) punktu a wygenerowane przez rodziny zbioréw {U,} oraz {V;}.
Oznaczmy przez p(a) sume mnogosciowa wszystkich zbioréw sposréd Us i Vi, ktére zawieraja punkt a. Poniewaz
te dwie rodziny sktadaja sie ze zbioréw parami rozlacznych, w wyznaczaniu tej sumy uczestniczy albo tylko jeden zbior
(lacznie z obu rodzin), albo dokladnie dwa. Tak czy owak, wlasnosé (w2) ma zastosowanie i tym samym w(Qo(a)) < a.
Przypusémy teraz, ze dla pewnej liczby naturalnej n > 0 okresliliémy juz otwarte otoczenie Q,_1(a) punktu a
zawarte w W, takie ze w(Q,_1(a)) < a. Z (wl) wynika, ze zbiér S’ ef {s € S: Qu_1(a) NUs; # @} ma moc nie
wigksza niz «. Tym samym, (w2) implikuje, ze przestrzen

def
), (a) = Quoa(a)U | U,
s€S’
ma ciezar topologiczny nie wigkszy niz a. Mozemy wiec po raz drugi zastosowaé ten sam schemat dzialania: z (wl)

wynika, ze zbiér T” def {t e T: Q (a) NV; # @} ma moc nie wieksza niz « i tym samym, z (w2), przestrzen

Qu(a) € )u W

teT”’

ma ciezar topologiczny nie wigkszy niz a. Oczywiscie ,,(a) jest zbiorem otwartym zawierajacym ,_1(a) zawartym
wW.

Na koniec okreslamy . (a) &
dalszych rozumowan, oznaczmy:

Un”o Qn(a). Kolejny raz (w2) implikuje, ze w(Qso(a)) < a. Dla uproszczenia

o« I¥ sy,

« U,V dlat € T[9)

Na zbiorze I wprowadzamy nastepujaca relacje rownowaznosci ,,~":

by =u, £, =v,
w~v = Ip>03,... el {07 PTY , .
Uy, NUy,, #@ dlaj=1,...,p
Wykazemy teraz kluczowa wtasnosé. Dla j,k € I oraz a € Uj:

(7:6) j~k = UpiNQy(a) #9 < Up C Qx(a).

W jej dowodzie bedziemy korzystaé z tego, w jaki sposéb zostal skonstruowany zbidr Q..(a). Jesli j ~ k, to dla
pewnego uktadu ¢y = j,...,¢, = k € I zachodzi U,, , NU,, # @ dlan =1,...,p. W tej sytuacji indukcyjnie
sprawdzamy, ze Uy, C Q,(a) dlan =0,...,p — wystarczy przypomnie¢ sobie definicje zbioréw €, (a). Tym samym

*8)W tym miejscu korzystamy z (7:5).
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Up = Up, C Qp(a) C Quo(a). Z drugiej strony, jesli U C Quo(a), to oczywiscie Uy N Qo(a) # @ (gdyz na wstepie
zalozyliSémy, ze wszystkie zbiory U, oraz V; sa niepuste). Wreszcie, jesli U N Qs (a) # &, to réwniez

(7:7) U NQ(a) £ @

dla pewnego indeksu n > 0. Wykazemy indukcja wzgledem n, ze z wynika, ze j ~ k.

Dlan =03z wynika, ze istnieje indeks m € I, taki ze a € Uy, oraz U, N U # @. Wtedy a € U; NU,y,, co
implikuje, ze j ~ k.

Na koniec, jesli n > 0 i zachodzi (7:7), to Uy N, (a) # @ lub Uy NUy, # @ dla pewnego indeksu m € T C I,

takiego ze U, N Q) (a) # . W pierwszym z tych przypadkéw przyjmujemy m 4 k.. W obu przypadkach zachodzi

m ~ k oraz U, N Q. (a) # &. Podobnie, z niepustodci tego ostatniego przeciecia wynika, ze U, N Q,—1(a) # & lub
ze Uy, NU, # @ dla pewnego indeksu ¢ € S C I, takiego ze U, N Qy,_1(a) # &. W pierwszym z tych przypadkéw

przyjmujemy ¢ f i zauwazamy, ze w obu przypadkach zachodzi ¢ ~ m oraz U,NQ,,—1(a). W tym momencie mozemy
zastosowaé zalozenie indukcyjne, z ktorego wnosimy, ze j ~ ¢g. Ostatecznie, z przechodniosci relacji ,,~”, wynika, ze
j ~q (skoro j ~ g~ m ~ k. Dow6d zostal zakonczony.

Réwnowaznosci wyrazone w pokazuja, ze dla j € I oraz a € U;:

(7:8) Qoo(a) = U Uy, oraz WA\ Quo(a) = U Us.
keli]~ kel\[j]~

W szczegdlnosci, dla dowolnie wybranych punktéw a,b € W i dobranych do nich indekséw j,k € I, takich ze a € Uj
i b e Ug, mozliwe sa dwie sytuacje:

o j ~ k, wtedy [j]. = [k]~, wiec 7 [T8) wynika, e Ou (@) = Qoo (b);
o j ok, wtedy [k]~ C I\[j]~, wiec (ponownie) z (7:8]) wynika, ze Qo (b) C W\ Qs (a), a stad Qoo (a) N (b) = 0.

Powyzsze dwie wlasnosci pokazuja, ze rodzina {Q(a): a € W} sklada sie ze zbioréw otwartych, ktére sa parami
roztaczne i sumuja sie do W. Tak wiec W € W, co koniczy dowdd. O

Jako natychmiastowy wniosek z powyzszego twierdzenia, otrzymujemy

7.11 Whniosek.
Niech X bedzie spojng przestrzeniqg metryzowalng.

(a) Jesli kazdy punkt przestrzeni X ma otoczenie, ktdrego ciezar topologiczny jest nie wickszy niz o > Vo, to
w(X) < a.

(b) (Twierdzenie Aleksandrowa) Jesli przestrzer X jest lokalnie zwarta, to jest osrodkowa.

(c) Jesli X jest rozmaitodcig topologiczng, to jest przestrzeniqg osrodkowq.

Dowdd. Cwiczenie. O

8 A(N)R-y

8.1 Twierdzenie. (Twierdzenie Arensa-Eellsa)
Dla dowolnej przestrzeni metrycznej (X, d) istnieje przestrzeri unormowana (E, ||| g) oraz odwzorowanie J: X —
E, takie Ze:

AE1

J jest odwzorowaniem izometrycznym;
AE2) zbidr J(X) jest domkniety w E;

(AED)
(AE2)
(AE3) zbior J(X) jest liniowo niezalezny;
(AE4)

AE4) jesli metryka d jest zupelna, E jest przestrzeniq Banacha.

Dowdd. Jesli przestrzen X jest pusta, wystarczy okresli¢ E jako trywialna przestrzen wektorowa (tzn. {0}). Ponizej
zakltadamy, ze X # @.
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Ustalmy punkt a € X i dobierzmy punkt w ¢ X. Metryke d przedtuzamy do metryki g na zbiorze X xy {w},
przyjmujac, ze o(z,w) = 14+d(x,a) dla x € X. (Sprawdzenie, ze o rzeczywiscie jest metryka, pozostawiamy jako proste
¢wiczenie). Niech

Q% fu: X - R| Lip,(u) < 1, u(w) = 0}
oraz F' = 0, (), tj. F jest rzeczywista przestrzenia wektorowa zlozona ze wszystkich funkeji ograniczonych okreslonych

na o wartésciach w R. Przestrzen F jest przestrzenia Banacha z normg || « ||sup. Dla z € X niech e,: Q — R

bedzie funkcja dana wzorem e, (u) def u(z). Zauwazmy, ze |e.(u)| = |u(z) — u(w)| < o(z,w), czyli ¢, € F. Ponadto,

ez (u) — ew(u)| = [u(2) — u(w)| < o(2,w) dla w € X oraz wszelkich u € €, wigc [le. — ew|| < o(2,w). Ale dla funkcji
v: X Dz o(z,w) — o(w,w) € R mamy v € Q (bo v(w) = 0 oraz |v(z) —v(y)| = |o(z,w) — o(y, w)| < o(x,y)) oraz
le=(v) = ew (V)] = |v(2) — v(w)| = o(z, w), czyli

(8:1) llez = ewllsup = (2, w) (z,w € X)
Sprawdzmy teraz, ze zbiér {e,: x € X} jest liniowo niezalezny. W tym celu ustalmy p > 0, rézne punkty z1,...,2, € X
oraz liczby rzeczywiste aq,..., o, € R, takie ze Y »_j e, = 0 w F. Oznacza to, ze dla dowolnej funkeji u € Q

zachodzi réwnosé:
p
(8:2) > agu(ag) = 0.
k=1

Ustalmy dowolnie j € {1,...,p}. Niech F’ def {z1,...,zp,w}\{z;}. Poniewaz w € F, zbi6r F jest niepusty i domkniety

w X. Niech u & dist, (-, ). Funkcja odlegtosci od zbioru jest nieoddalajaca oraz u(w) = 0 (bo w € F'), zatem u € 2.
Zauwazmy, ze u(zy) = 0 dla wszelkich k € {1,...,p} réznych od j oraz u(z;) > 0 (bo z; ¢ F'). Podstawienie u do
wzoru (8:2)) daje aju(x;) =0, a stad a; = 0, czyli funkcje e, ..., ¢,, sa liniowo niezalezne.

Jesli przestrzen metryczna (X, d) jest zupelna, przyjmujemy (E, | - ||z) ef (F, || - llsup) oraz J: X 3 x> ¢, € F.

Réwnosé implikuje, ze J jest odwzorowaniem izometrycznym, a stad zbiér J(X) jest zupelny w przestrzeni
metrycznej F i tym samym jest domkniety. Liniowa niezaleznoé¢ tego zbioru wykazaliSmy wczesniej. Tak wiec w przy-
padku metryki zupelnej d dowdd jest zakonczony.

W dalszym ciagu zakladamy, ze metryka d nie jest zupelna. Wtedy okreslamy F def lin{e,: € X} C F znorma
| - l|g indukowana z || - ||sup Oraz J: X > x +— ¢, € E. Ponownie, wzdr implikuje, ze odzworowanie J jest
izometryczne. Poniewaz liniowa niezalezno$é zbioru J(X) wykazaliSmy wezesniej, wystarczy pokazaé, ze ten zbior jest
domkniety. W tym celu zalézmy, ze punkty =1, z2, x3,... € X sa takie, ze funkcje ey, , ¢z,, ¢z, - . . Zzbiegaja w przestrzeni

E do pewnej funkcji ¢ € E. Z definicji przestrzeni E, funkcje ¢ mozemy przedstawi¢ w postaci ¢ = > v _; Bxes,, gdzie

p > 0, punkty z1,...,2, € X sa rézne oraz [, ..., 3, € R. Niech 2 def w, F def {z0,...,2p} oraz u def dist, (-, F). Jak

w poprzedniej czesci dowodu stwierdzamy, ze u € 2. Ze zbieznoSci ciagu ez, gy, €qy, . .. dO Zi:l Bres, W przestrzeni
E wynika, ze lim, .o ¢, (u) = Y b_, Bres, (u) = > 7_, Bru(zi) = 0. Zauwazmy, ze dla dowolnego indeksu n > 0,
ez, (u) = u(xn) = 0(@n, 2m, ) dla stosownie dobranego indeksu m,, € {0,...,p}. Poniewaz ciag (m,) ., przyjmuje
tylko skoficzenie wiele wartosci, istnieja $cisle rosnacy ciag (kn),., oraz indeks j € {0,...,p}, takie ze my, = j dla
wszelkich n. Wtedy o(z,, , 2;) = ea,,, (u) — 0 (n — 00), czyli lim,, oo T, = 2; W przestrzeni X. Jako ze o(b,w) > 1 dla
wszelkich b € X, powyzsza zbieznoé¢ implikuje, ze z; # w, czyli z; € X. A wtedy (np. z (8:1)) ez, — ¢.; W przestrzeni
E i tym samym ¢ = ¢, € J(X), czyli zbiér J(X) jest domkniety w E. O

8.2 Definicja.
Niech A ¢ X bedzie niepustym domknietym (wlasciwym) podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d). System
Dugundjiego dla tréjki (X, A, d) to dowolny uklad {(bs, as)}ses, taki ze:

(SD1) bs: X \ A — [0,1] to funkcja ciggla oraz as € A dla wszelkich s € S;
(SD2) {bs}ses to rozklad jednosci w X \ A, lokalnie skoficzony w X \ A4;

(SD3) dla dowolnego indeksu s € S oraz punktu ¢ € X \ A zachodzi implikacja:

bs(c) #0 = d(c, as) < 2disty(c, A).

8.3 Lemat.

Dla dowolnego niepustego domknietego wlasciwego podzbioru A przestrzeni metrycznej (X, d) istnieje system Du-
gundgiego dla (X, A, d).
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Dowdéd. 7 Tw. (str. wynika, ze przestrzen X \ A jest parazwarta, wiec dla pokrycia otwartego
def 1.
U= 4By x,zdlstd(x,A) cxeX\A

tej przestrzeni *)|istnieje lokalnie skoniczony (w X \ A) ciagly rozklad jednosci {bs}scs (w X \ A) wpisany w U (zob.
Tw. str. ). Ostatnia z tych wlasnosci oznacza, ze dla dowolnego indeksu s € S istnieje punkt zs € X \ A, taki ze

1
(8:3) b1 (R\ {0}) C By (m 1 distg(s, A)> .
7 definicji odleglosci od zbioru wynika, ze istnieje punkt as € A, taki ze
5 ..
(8:4) d(zs,as) < 1 distgq(zs, A).
Aby wykazad, ze uktad {(bs, as)}scs to system Dugundjiego dla (X, A, d), wystarczy sprawdzi¢ warunek (SD3). W tym
celu ustalmy indeks s € S oraz punkt ¢ € X \ A, taki ze by(c) # 0. Z (8:3) wnioskujemy, ze d(c,z,) < 1 disty(zs, A).
Jednoczesnie (skoro funkcja odlegtosci od zbioru jest nieoddalajaca)
1
distg(xs, A) < distq(c, A) + d(xs, c) < distg(c, A) + i distgq(zs, A),
czyli 2 distq(z,, A) < distq(c, A) lub réwnowaznie:
. 4 .
distg(xs, A) < 3 distq(c, A).
Ostatecznie otrzymujemy (z (8:4)):

4
'3 distg(c, A),

N | W

1 5 3
d(c,as) < d(c,zs) + d(xs,as) < 1 distg(zs, A) + 1 distg(xs, A) = B distg(zs, A) <

czyli d(e,as) < 2distg(c, A). O

8.4 Definicja.
Przestrzen lokalnie wypukla (w skrécie: PLW) to dowolna przestrzen wektorowa E nad cialem R wraz z topologia
T, taka ze:

e funkcja R x E x E 3 (t,x,y) — x + ty € F jest ciagla (gdy cialo R jest rozwazane z topologia naturalna);

e kazde otoczenie zera w E zawiera wypukte otoczenie zera.

8.5 Obserwacja.
(a) Kazda przestrzen unormowana jest przestrzeniq lokalnie wypuklq.

(b) Jesli E jest PLW, to dla dowolnego punktu a € E funkcja E 3 x — x + a € E jest homeomorfizmem.

(c) Jesli E jest PLW, to zbidr U C E jest otoczeniem punktu a € E wtedy i tylko wtedy, gdy zbior U — a def

{x —a: x €U} jest otoczeniem zera.

Dowdd. Cwiczenie. O

8.6 Twierdzenie. (Twierdzenie Dugundjiego o przedluzaniu)
Niech A bedzie niepustym domknietym wlasciwym podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d), {(bs,as)}scs syste-
mem Dugundjiego dla (X, A,d), a E przestrzenig lokalnie wypuklg.

*9)Dla z € X \ A liczba disty(z, A) jest dodatnia, bo zbiér A jest domkniety. Ponadto, By (z, Ldisty(z, A)) C X\ A, gdyz d(z,a) >
1
distq(z, A) > idistd(:r, A)dlaa € A
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Dla funkcji cigglej f: A — E niech funkcja f: X — F bedzie dana wzorem:

Fa) = {f(x) glyzed
S aesbs(@)f(as) gdyx ¢ A

Wtedy f jest poprawnie okreslong funkcjq ciagta, ktéra przediuza funkcje f i spelnia warunek f (X) C conv f(A),
gdzie conv oznacza otoczke wypukiq.

Dowdd. Poniewaz rozklad jednosci {bs}ses jest lokalnie skoniczony w X \ A, dla dowolnego punktu = € X \ A istnieje

otwarte (w X) otoczenie W, C X \ A punktu =z, takie ze zbiér S(W,) Lef {s€8: b1 (R\ {0}) N W, # @} jest
skoniczony. Wtedy:
se S\S(W,), ye W, = bs(y) =0

i dlatego f(y) = ZSES(WI) bs(y)f(as) dla y € W,. W szczegblnosci, funkcja f jest poprawnie okreélona oraz f|WT =
(Xsesqw,) bs()f(as))|w, . Prawa strona tej réwnosci (jako skoficzona kombinacja liniowa funkcji ciagtych) jest funkcja
ciggla, co implikuje, ze funkcja f jest ciagla w punkeie 2 (gdyz W, to otoczenie tego punktu). Ponadto, liczby b,(z) dla
s € S(W,) sa nieujemne, sumuja sie do 1, a punkty f(as) wpadaja do f(A), wiec f(z) € conv f(A) (jako kombinacja
wypukla elementéw z f(A)). Pozostaje sprawdzié ciaglo$é funkeji f w punktach zbioru A. Ustalmy wiec punkt a € A
i dowolne otwarte otoczenie U punktu f(a) = f(a) w E. Z Obs. Wynikau7 ze U — f(a) jest otoczeniem zera i w takim
razie (na podstawie definicji PLW) istnieje wypukle otoczenie V zera w E, takie ze V. .C U — f(a), czyli V + f(a) C U.
Wystarczy wiec znalezé takie otoczenie D punktu a w X, ze

(8:5) f(D) CV + f(a).
Poniewaz V + f(a) jest otoczeniem punktu f(a) w F, z ciaglosci funkeji f wynika, ze istnieje liczba r > 0, taka ze
(8:6) f(Ba(a,r)NA) CV + f(a).

Niech D % By(a,r/3). Pokazemy, ze zachodzi (8:5). W tym celu rozwazmy dowolny punkt x € D. Jedli z € A, to
x € By(a,r) N A, wiec daje f(z) = f(x) € V + f(a). W dalszym ciggu zakladamy, ze = ¢ A.
Oznaczmy S Lot {s € 8: bs(x) #0}. Wtedy Sy C S(Wy) (czyli zbidr S, jest skoniczony) oraz

(87) Z bs($) =1, f(x) = Z bs(x)f(as)

SES, SES,

Ustalmy na moment dowolny indeks s € S,. Warunek (SD3) implikuje, ze wtedy d(z,as) < 2disty(z, A). A stad
d(as,a) < d(as,z) + d(z,a) < 2distq(z, A) + d(z,a) < 3d(z,a) < r, czyli a; € Bq(a,r) N A i tym samym (dzieki (8:6)))
flas) € V + f(a). Innymi stowy: f(as) — f(a) € V dla s € S,. Poniewaz zbiér V jest wypukly, pierwsza réwnosé
w implikuje, ze takze ) s bs(7)(f(as) — f(a)) € V. Ale Y g bs()(f(as) — f(a)) = .5, bs(®)f(as) —

Ses, bs(@)fla) = f(z) — f(a), cayli f(z) € V + f(a) i teza. L)

8.7 Wniosek.
Przy zaloZeniach i oznaczeniach poprzedniego twierdzenia, dla dowolnej przestrzeni unormowanej (E\| - |g) za-
chodzg nastepujgce wlasnosci:

(a) Funkcja I: Cy(A,E) > f +— fe Cy(X, E) jest poprawnie okreslonym izometrycznym operatorem liniowym;
gdzie Cy(X, E) oznacza przestrzen wszystkich ograniczonych funkcji cigglych z X w E wyposazong w norme
supremum || - || wyznaczong przez || - | g.

(b) Funkcja P: Co(X,E) > f — ﬁ: € Cy(X, E) jest cigglym operatorem liniowym, takim e P?> = P, |P| < 1
oraz ker(P) = {u € Cy(X, E): u|s = 0}.

Dowod. W obu punktach liniowosc operatoréw tam wystepujacych wynika wprost ze wzoru na f .

(a) Odwzorowanie liniowe I jest izometryczne wtedy i tylko wtedy, gdy zachowuje norme, czyli gdy || I(f)|| = ||/l
dla wszelkich f € Cy(A, E). Ale na pewno [[I(f)|| > | f|| (gdyz I(f) przediuza f). Z drugiej strony, gdy f # 0
i et I £, wtedy = > 0, f(A) C Bg(0,r) oraz kula domknigta jest zbiorem wypuklym (w przestrzeni unormowane;j),
zatem f(X) C Bg(0,7), co oznacza, ze |[I(f)|| < r = ||f||. Tym samym operator I jest izometryczny.
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(b): Zauwazmy, ze Pf = I(f|a), wiec [|Pf|| = ||f|all < |If]l, czyli || P]| < 1. Ponadto, dla ¢ = Pf mamy g|la = f|a
(gdyz operator I przedtuza funkcje), wiec P2f = Pg = I(g|a) = I(f|a) = Pf. Na koniec zauwazmy, ze (z (a)) Pf =0
wtedy i tylko wtedy, gdy f|a = 0, co konczy dowdd. O

8.8 Uwaga.
Istnieje przyklad zwartej (niemetryzowalnej) przestrzeni Hausdorffa X i jej domknietego podzbioru A # &, dla
ktérego nie istnieje liniowy izometryczny operator przediuzania z C(4,R) w C(X,R).

8.9 Twierdzenie. (Twierdzenie Klee o przedluzaniu homeomorfizmow)

Niech E i F bedg metryzowalnymi przestrzeniami lokalnie wypuklymi, A C E oraz B C F ich podzbiorami
domknietymi, a h: A — B dowolnym homeomorfizmem. Wtedy istnieje homeomorfizm H: E x F — E x F, taki
ze H(a,0) = (0,h(a)) dla wszelkich a € A.

Dowdd. 7 Tw. (oraz Lem. wynika, ze istnieja funkcje ciagle f: E — F oraz g: F' — E, takie ze f|a = h oraz

glp = h_lNiech Hy,Hy: E x F — E x F beda dane wzorami: Hy(x,y) Lef (x,y+ f(x)), Ha(z,y) = (x — g(y),y)-

Obie te funkcje to homeomorfizmy (gdyz H; *(2z,y) = (z,y— f(z)) i Hy '(z,y) = (x+g(y),y)). W takim razie funkcja

i Hyo Hy: E x F — E x F takze jest homeomorfizmem. Na koniec zauwazmy, ze dla a € A mamy Hy(a,0) =

(a, f(a)) = (a,h(a)), wiec (skoro h(a) € B) H(a,0) = Hz(a,h(a)) = (a — g(h(a)),h(a)) = (a — h~*(h(a)), h(a))
(0, h(a)) i teza.

o

Przedstawimy teraz dwa interesujace wniosku z Twierdzenia Klee.

8.10 Wniosek.

Niech A bedzie domknietym podzbiorem przestrzeni R™, a g: A — R"™ takim domknictym zanurzeniem topologicz-
nym, ze dimlin(A — A) 4+ dimlin(g(A4) — g(A)) < n. Wtedy istnieje homeomorfizm h: R™ — R™, ktdry przedluza
funkcje g.

Dowdd. Jesli A = @, teza jest natychmiastowa (wystarczy okresli¢ h np. jako identycznosé). Mozemy wiec zalozyé, ze
zbidr A jest niepusty, i ustali¢ dowolnie punkt a € A. Jesli A = {a}, mozemy h okresli¢ wzorem h(x) L g(a) —a.
Dlatego w dalszym ciagu dowodu zaktadamy, ze card(A) > 1. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

o E%in(A— A) (gdzie A— A= {z—y: z,y€cA});

o F M in(g(A) — g(A));

o £ ¥ dimE, ¢ % dim F.

Z zalozenia w twierdzeniu wynika, ze k + ¢ < n. Ponadto, k > 01 ¢ > 0, gdyz card(A) > 1. Niech P,Q: R* — R"
beda dwoma izomorfizmami liniowymi, takimi ze P(E) = R* x {0}"7% oraz Q(F) = {0}"~* x R’. Zauwazmy takze,
ze Q(F) C {0}* x R"~*. Mozemy wiec zapisaé:

e P(x) = (u(x),0) dla x € E, gdzie u: E — R* to izomorfizm liniowy;

e Q(y) = (0,v(y)) dla y € F, gdzie v: F — R" ¥ to monomorfizm liniowy (wiec, w szczegdlnosci, domkniete
zanurzenie topologiczne).

Okreglmy pomocniczo B %' w(A—a), D def v(g(A) — g(a)) oraz

J: B3z uv(glu'(2) +a) — g(a)) € D.

Zauwazmy, ze B C R¥, D C R" ¥ to zbiory domkniete, a f jest homeomorfizmem miedzy nimi (w tym miejscu
wazne jest, ze zar6wno g, jak i v to domkniete wlozenia). W takim razie, Tw. implikuje, ze istnieje homeomorfizm
F:RE x R"=%F — RF x R"* taki ze F(b,0) = (0, f(b)) dla b € B. Okredlamy szukany homeomorfizm h: R — R"

*10)Istnienie funkcji f i g w przypadku, gdy cho¢ jeden ze zbioréw A i B jest pusty lub pelny, sprawdza sie bezposrednio, tj. bez odwolywania

sie¢ do Twierdzenia Dugundjiego.
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wzorem h(x) = def “YF(P(z — a))) + g(a). Pozostaje sprawdzi¢, ze h przedtuza g. W tym celu ustalmy = € A. Wtedy
xr—a € E, wigc P(x—a) = (u(z — a),0) i u(z — a) € B, a stad, skoro g(x) — g(a) € F:

F(P(z —a)) = F(u(z — a),0) = (0, f(u(z - a))) = (0,v(g(u"" (u(z — a)) + a) — g(a)))

Ostatecznie h(z) = g(a) + QY (F(P(x — a))) = g(z) — i teza. O

8.11 Twierdzenie. (Twierdzenie Hausdorffa o przedluzaniu metryk)

Niech A bedzie domknietym podzbiorem metryzowalnej przestrzeni X. Kazda metryka na A zgodna z topologig
indukowang na A przediuza sie do metryki na X zgodnej z topologiq tej przestrzeni. Ponadto, jesli X jest prze-
strzenig metryzowalng w sposdéb zupelny, to kaida metryka zupelna na A zgodna z topologiq przediuza sie do
metryki zupetnej na X zgodnej z topologig.

Dowdd (H. Torunczyk). Gdy A = &, teza jest natychmiastowa. W dalszym ciagu dowodu zakladamy, ze A # &.
Ustalmy metryke A na X zgodna z topologia (zupelna, gdy przestrzenn X jest metryzowalna w sposéb zupelny).
Ustalmy takze dowolng metrykg d na A zgodna z topologia indukowana. Do przestrzeni metrycznych (X, ) i (4,d)
stosujemy Tw. (str. i dobieramy domkniete zanurzenia izometryczne Jx: (X, \) — (E,| - ||g) i Ja: (4,d) —
(F, |- |lr) w przestrzenie unormowane, przy czym E jest przestrzenig Banacha, gdy metryka A jest zupelna, i podobnie

F' jest przestrzenia Banacha, gdy metryka d Jest zupelna. Zauwazmy, ze zbiory c Jx(A) C E oraz DY A(4)
sa domknigte, a funkcja h: C > z + Ja(Jx'(z)) € D jest poprawnie okreglonym homeomorfizmem miedzy tymi

zbiorami. W takim razie Tw. [8.9| gwarantuje, ze istnieje homeomorfizm H: E x F — E x I, taki ze H(z,0) = (0, h(z))

def

dla z € C. Na przestrzeni E x F' rozwazamy norme ||(z,y)|| = ||z||g + ||yl 7. Gdy obie metryki d i A sa zupelne, norma

ta takze jest zupelna. Okre$lamy funkcje o: X x X — R, formuta: o(z,y) &ef |H(Jx(x),0)—H(Jx(y),0)||. Funkcja ta
jest metryka zgodna z topologia przestrzeni X, gdyz odwzorowanie X > x — H(Jx(x),0) € E x F jest zanurzeniem
topologicznym. Co wiecej, poniewaz jest to zanurzenie domkniete (gdyz odzworowanie Jx jest takiez), o jest metryka
zupelna, gdy norma || - || jest zupelna. Zatem pozostaje sprawdzié, ze o przedluza metryke d. Niech a,b € A. Wtedy
Jx(a), Jx(b) € C, a stad H(Jx(a),0) = (0,h(Jx(a))) = (0, J4(a)) i podobnie H(Jx(b),0) = (0, J4(d)). Ostatecznie,
dzigki izometrycznosci odwzorowania J4, otrzymujemy

o(a,b) = [/(0,Ja(a)) = (0, Ja(®)l| = (0, Ja(a) = Ja(®)l| = [|Ja(a) — Ja(b)||r = d(a,b),
co konczy dowdd. 0

Przechodzimy teraz do tytutowego terminu tego rozdziatu.

8.12 Definicja.
Retrakcja z przestrzeni topologicznej X na podprzestrzen A C X to dowolna funkcja ciggta r: X — A, taka ze
r(a) = a dla wszelkich a € A. Podprzestrzen A nazywamy retraktem przestrzeni X, gdy istnieje retrakcja z X na
A.

Metryzowalna przestrzen topologiczna X nazywamy absolutnym retraktem, w skrocie: AR-em (ang. absolute
retract) [odpowiednio: absolutnym retraktem otoczeniowym, w skrécie: ANR-em (ang. absolute neighbourhood
retract)], gdy przestrzen ta ma nastepujaca wlasnosé:

Liekroé¢ Z jest przestrzeniq metryzowalng, a B C Z zbiorem domknietym homeomorficznym z X, tyle-
kroé B jest retraktem przestrzeni Z [odpowiednio: tylekroé B jest retraktem pewnego zbioru otwartego
UDBwZ].

8.13 Uwaga.
Jak nietrudno sie przekonaé, retrakt przestrzeni Hausdorffa jest jej podzbiorem domknietym — i to dlatego
w definicji A(N)R-6w rozwaza si¢ jedynie domkniete kopie ,testowanej” przestrzeni.

Ponizsze twierdzenie charakteryzuje A(N)R-y (wéréd przestrzeni metryzowalnych) jako przestrzenie o wlasnosci prze-
dluzania funkcji ciaglych (o wartodciach w tej przestrzeni). I to wlasnie dzigki tej wlasnosci A(N)R-y sa tak wazne
w topologii.
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8.14 Twierdzenie. (Podstawowe twierdzenie o ANR-ach)
Dla przestrzeni metrycznej (X, d) nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) X jest AR-em [odpowiednio: ANR-em);

(ii) przestrzenn X jest homeomorficzna z retraktem pewnej przestrzeni unormowanej [odpowiednio: z retraktem
pewnego zbioru otwartego w pewnej przestrzeni unormowanej];

(iii) kazZda (bijektywna) izometria u: B — X okreslona na zbiorze domknietym B w przestrzeni metrycznej (Z, o)
przedluza sie do funkcji cigglej v: Z — X [odpowiednio: do funkcji cigglej v: U — X, gdzie U D B jest
pewnym zbiorem otwartym w Z|;

(iv) kazda funkcja ciggla f: B — X okreSlona na zbiorze domknietym B w przestrzeni metryzowalnej Z przediuza
sie do funkcji cigglej F': Z — X [odpowiednio: do funkcji cigglej F: U — X, gdzie U D B jest pewnym
zbiorem otwartym w Z].

Dowdd. Implikacja (iv) = (iii) jest natychmiastowa.
(iv) = (i): Niech B bedzie zbiorem domknigtym w przestrzeni metryzowalnej Z homeomorficznym z X . Ustalmy

dowolny homeomorfizm h: B — X. Z warunku (iv) wynika istnienie ciaglego przediuzenia g: U — X funkcji h, gdzie

U = Z [odpowiednio: gdzie U D B jest zbiorem otwartym w Z]. Wtedy r -1, g: U — B jest retrakcja (gdyz

gls =h).

(i) = (ii): Z Tw. (str. , istnieje domkniete zanurzenie topologiczne J: X — E przestrzeni X w przestrzen
unormowana F. Wtedy zbiér B &t g (X) jest homeomorficzny z X i domknigty w E. Z definicji A[N]R-u wynika
zatem, ze B jest retraktem przestrzeni E [odpowiednio: retraktem pewnego zbioru otwartego w EJ, co konczy dowdd
tej implikacji.

(iii) = (ii): Jak w poprzedniej czesci dowodu, zastosowanie Tw. daje nam izometrie J: X — B miedzy X
a zbiorem domknietym B w przestrzeni unormowanej E. Z (iii) wynika, ze funkcja odwrotna J~!: B — X przedtuza
sie do funkgji ciaglej g: U — X, gdzie U = E [odpowiednio: gdzie U D B to zbiér otwarty w E]. Wtedy funkcja
r o g: U — B jest retrakcja, co dowodzi (ii).

(i) = (iv): Niech Y bedzie retraktem pewnej przestrzeni unormowanej E [odpowiednio: retraktem pewnego
zbioru otwartego V' O Y w pewnej przestrzeni unormowanej F], homeomorficznym z X. Dla ujednolicenia dowodu,
w wersji twierdzenia dla AR-éw przyjmijmy V = E. Ustalmy homeomorfizm h:Y — X oraz retrakcje r: V — Y.
Rozwazmy dowolna przestrzen metryzowalna Z, jej podzbiér domkniety B oraz dowolna funkcje ciagla f: B — X.
Z Tw. (str. (oraz Lem. istnieje funkcja cigglta g: Z — E, ktéra przedluza funkcje h=' o f Niech

U g 1 (V). Zauwazmy, ze U jest zbiorem otwartym w Z oraz U = Z, gdy dowodzimy wersji twierdzenia dla AR-6w.

Ponadto, B C U, gdyz g(B) = h=*(f(B)) C Y C V. OkreSlmy F: U — X jako F'  horo (9lv) i odnotujmy, ze F
jest poprawnie okreslona funkcja ciagla (bo g(U) C V). Pozostaje sprawdzié, ze F przedluza funkcje f. A tak jest,

gdyzdlabe B,y g(b) = h=1(f(b)) € Y, wicc r(y) =y i tym samym F(b) = h(r(y)) = h(y) = f(b). O

8.15 Whniosek.

(a) Przestrzeri pusta jest ANR-em, ale nie AR-em. Przestrzen jednopunktowa jest AR-em.
Odcinek [0,1] oraz prosta R to AR-y.

Jesli X1, X2, X3, ... to cigg AR-6w, to [[,~, X,, jest AR-em.

Tloczyn kartezjanski skoriczenie wielu ANR-6w jest ANR-em.

Retrakt A[N|R-u jest A|[N|R-em.

)

)

)

)

e) Podzbior otwarty ANR-u jest ANR-em.

)

) Sfera euklidesowa S*~1 c R” jest ANR-em, ale nie AR-em.
)

Niepusty wypukly podzbior przestrzeni unormowanej jest AR-em.

Dowdéd. Punkt (a) pozostawiamy jako proste ¢wiczenie (obowiazkowe!). Teza punktu (b) jest konsekwencja poprzed-
niego twierdzenia oraz Twierdzenia Tietzego. W dowodach punktéw (c)—(f) zamiast sprawdzaé warunek definiujacy,

*1)Gdy B € {2, Z}, istnienie funkcji g bez trudu uzasadniamy bez zastosowania Twierdzenia Dugundjiego.
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bedziemy sprawdzaé warunek sformulowany w punkcie (iv) Tw. Aby sie nie powtarzaé, dla wszystkich tych
punktéw ustalmy podzbiér domkniety B przestrzeni metryzowalnej Z oraz funkcje ciagla (ktéra bedziemy chcieli

przedluzy¢) u: B — M o warto$ciach w przestrzeni M, ktéra ponizej dobierzemy stosownie do kontekstu.
def [eS)

(¢): Niech M = [],°, X,. Funkcja u ma postac u(z) = (un(z));—, (z € B), gdzie u,: B — X, to funkcja ciagla.
Poniewaz X,, to AR, istnieje ciagle przediuzenie v,: Z — X, funkcji u,. Wtedy funkcja Z 3 z — (v, (2)),, € M
jest ciaglym przedtuzeniem funkcji w.

(d): Dowdd przebiega podobnie jak poprzednio: jesli Xi,..., Xy to ANR-y (k> 0)i M Cf ¥ x .. x Xy, wtedy
funkcja u ma postaé u(x) = (u1(z),...,ux(x)) (z € B), gdzie u;: B — X; to funkcja ciagla dla j = 1,... k.
Z wiasnoéci ANR-6w wynika, ze u; przediuza si¢ do funkcji ciaglej v;: U; — X; okredlonej na pewnym zbiorze
U; O B otwartym w Z. Wtedy zbiér V def Uy N...NUyg jest otwarty w Z, zawiera zbiér B, a funkcja v: V 5 & —
(v1(x),...,vk(x)) € M jest ciaglym przedtuzeniem funkcji w.

(e): Niech X bedzie ANR-em, a M C X zbiorem otwartym w X. Wtedy takze u: B — X, wiec istnieje ciagle
przedtuzenie v: V' — X funcji u na zbiéor V' O B otwarty w Z. Teraz wystarczy zauwazy¢, ze zbiér U Lef v (M) jest
otwarty w Z (jako otwarty w V') i zawiera zbiér B (gdyz v(B) = u(B) C M), a funkcja U 3 z — v(z) € M jest ciagla
i przedtuza u.

(f): Niech X bedzie AR-em [odpowiednio: ANR-em], a r: X — M retrakcja. Wtedy takze u: B — X (bo M C X).
Jako ze X jest A[N]R-em, istnieje ciagle przedluzenie v: V — X funkcji u, takie ze V = Z [odpowiednio: V' D B to
zbiér otwarty w Z]. Wtedy funkecja rov: V. — M takze jest ciaglym przedluzeniem funkcji u (gdyz dla b € B mamy
v(b) = u(b) € M i tym samym (r o v)(b) = u(b)), co dowodzi, ze przestrzen M jest A[N]R-em.

(g): Twierdzenie Brouwera o nieistnieniu retrakcji implikuje, ze sfera nie jest AR-em. Z drugiej strony, z punktéw
(b) i (¢) wynika, ze przestrzen R™ jest AR-em, zatem — dzieki (e) — przestrzen R \ {0} jest ANR-em. Zauwazmy, ze
funkcja R™ \ {0} > 2 — T € S"=1 jest retrakcja (gdzie || - ||2 to norma euklidesowa), i dlatego sfera jest ANR-em,
dzieki (f).

(h): Teza wynika z Tw. (oraz Lem. [8.3): istotnie, jesli W jest niepustym zbiorem wypuklym w przestrzeni
unormowanej E, a f: B — W funkcja ciagla okreslona na zbiorze domknietym B w przestrzeni metryzowalnej Z,
z przywolanego twierdzenia (w przypadku, gdy B ¢ {@, Z}) wynika istnienie ciaglego przediuzenia f: Z — E, takiego
ze f(Z) € W. Przypadek, gdy B € {@, Z}, jest trywialny. O

8.16 Definicja.
Niech X bedzie przestrzenia topologiczna.

e Przestrzen X jest $ciggalna (ang. contractible), gdy istnieje punkc € X oraz homotopia H: X x[0,1] —
X, taka ze H(z,0) = c oraz H(z,1) = = dla wszelkich © € X. W powyzszej sytuacji méwimy, ze przestrzen
X jest Sciggalna do punktu ¢ za pomoca homotopii H, ktéra na potrzeby tego wykladu bedziemy nazywaé
Sciggaczem.

e Przestrzen X jest lokalnie Sciggalna w punkcie a € X, gdy dla dowolnego otoczenia U punktu a istnieje
otoczenie V' C U tego punktu oraz homotopia H: V x [0,1] — U, taka ze H(z,0) = a oraz H(z,1) = z dla
wszelkich x € V.

e Przestrzen X jest lokalnie Sciggalna, gdy jest lokalnie $ciagalna w kazdym swoim punkcie.

8.17 Twierdzenie.
(a) ANR jest przestrzeniq lokalnie Sciggalng.
(b) AR jest przestrzeniq $ciggalng do kazdego swego punktu.

(¢) Przestrzen lokalnie $ciggalna jest lokalnie drogowo spdjna, a $ciggalna jest drogowo spdjna.

Dowdd. (a): Niech X bedzie ANR-em, a dowolnym punktem przestrzeni X, a U otwartym otoczeniem punktu a. Zbi6r

B (U x {0,1}) U ({a} x [0,1]) jest domkniety w przestrzeni metryzowalnej U x [0, 1], a funkcja f: B — U dana

wzorem
rz gdyt=1

fla,t) =
a gdyt#1

"12)W szczegblnosci, przestrzen Sciggalna musi byé niepustal
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jest ciagla. Skoro U jest ANR-em (jako podzbiér otwarty ANR~u), istnieje zbiér otwarty W O B w U x [0,1] oraz
ciagle przedtuzenie g: W — U funkcji f. Dla dowolnej liczby ¢ € [0, 1] istnieja otwarte otoczenia Dy C U punktu
a oraz I; C [0,1] liczby ¢, takie ze Dy x I; C W. Ze zwartosci odcinka [0, 1] wynika istnienie skoficzonego uktadu
$1,...,8p € [0,1], takiego ze [0,1] = (Jr_; Is,. Wtedy zbiér V def b _1 Ds, jest otwartym otoczeniem punktu a
zawartym w U, dla ktérego V x [0,1] € W. (Istotnie, jesli (v,t) € V x [0,1], to t € I, dla pewnego indeksu
ke{l,...,p}iwtedy v € V C Ds,, wiec (v,t) € Ds, x I;, C W). Niech H: V x [0,1] — U bedzie zawezeniem
funkeji g. H jest homotopia, taka ze H(z,0) = a oraz H(x,1) = = dla wszelkich « € V, czyli przestrzeni X jest lokalnie
$ciagalna w punkcie a.

(b): Zalézmy teraz, ze X jest AR-em. Wiemy, ze wtedy X # &. Niech ¢ bedzie dowolnym punktem przestrzeni X.

Zhiér B % X x {0,1} jest domkniety w przestrzeni metryzowalnej X x [0,1], a funkcja f: B — X dana wzorem

rz gdyt=1
fla,t) = sy
c gdyt=0

jest ciagla, wiec z wlasnosci AR-6w wynika, ze f przedluza sie¢ do funkcji ciagltej H: X x [0,1] — X. Jako ze H
przedluza f, jest to Sciagacz, czyli przestrzen X jest $ciagalna do punktu c.

(¢): Niech X bedzie przestrzenia lokalnie $ciagalna. Ustalmy punkt a € X oraz jego dowolne otoczenie U. Z definicji
lokalnej Sciagalnodci wynika istnienie otoczenia V' C U punktu a oraz homotopii H: V x [0,1] — U o stosownych
wlasnosciach. Wtedy funkcja [0,1] 3 ¢ — H(v,t) € U jest krzywa od a do (dowolnie wybranego punktu) v € V,
w calodci polozona w U. Tym samym zbiér S ef H(V x [0,1]) jest drogowo spdjny, zawarty w U i zawiera zbiér V|
czyli S jest otoczeniem punktu a — co oznacza, ze przestrzen X jest lokalnie drogowo sp6jna w punkcie a.

Na koniec, jesli X jest przestrzenia $ciagalna, a H: X x [0,1] — X jest Sciagaczem, to funkcja [0,1] > t —
H(z,t) € X jest krzywa od ustalonego punktu tej przestrzeni do (dowolnie wybranego punktu) z € X do , czyli X
jest przestrzenia drogowo spdjna. O

8.18 Uwaga.

Wiasnosci sformutowane w Tw. [817] charakteryzuja ANR-y wéréd podprzestrzeni przestrzeni euklidesowych.
Mianowicie, podprzestrzen przestrzeni R™ jest ANR-em wtedy i tylko wtedy, gdy jest lokalnie Sciagalna. Dowdd
tego twierdzenia jest zbyt skomplikowany, by go tutaj zaprezentowac.

8.19 Lemat.

Niech f: B — X bedzie funkcjg ciggla okreslong na zbiorze domknietym B w przestrzeni mormalnej Z. Jesli
przestrzen X jest $ciggalna, a funkcja f przedtuza sie do funkcji cigglej okreslonej na zbiorze U O B otwartym
w Z, to f przedluza sie do funkcji cigglej F: Z — X.

Dowdd. Niech H: X x [0,1] — X bedzie §ciagaczem, a ¢ € X takim punktem, ze H(x,0) = ¢ dla wszelkich z € X.
Niech g: U — X bedzie ciaglym przedluzeniem funkcji f. Zbiory B oraz Z \ U sa domkniete i roztaczne w przestrzeni
normalnej Z, wiec istnieje zbioér otwarty V O B w Z, taki ze V C U. Z Lematu Urysohna, istnieje funkcja ciggla
u: Z — [0,1], taka ze u|p = 1 oraz u|z\y = 0. Niech F': Z — X bedzie funkcja dang wzorem

F(z) = H(g(2),u(z)) edy z€V
¢ gdy z€ Z\V

Poniewaz F' jest zadana przez dwie funkcje ciggle okreslone na zbiorach domknietych, dzigki twierdzeniu o sklejaniu
wystarczy sprawdzié, ze te dwa wzory sa zgodne — by wydedukowaé ciagloéé funkeji F. Jedli z € V' \ V, to u(z) = 0,
wiec H(g(z),u(z)) = c. Zatem F jest funkcja ciagla. Ponadto, dla z € B mamy u(z) = 1, wiec F(z) = H(g(z), u(z)) =
g(x) = f(z), czyli F przedtuza funkcje f. O

Wiemy juz (z Tw. [8.17)), ze AR-y to $ciagalne ANR-y. Okazuje sig, ze tak wladnie mozna scharakteryzowaé AR-y, co
pokazuje ponizsze

8.20 Twierdzenie.
Przestrzen topologiczna jest AR-em wtedy i tylko wtedy, gdy jest $ciggalnym ANR-em.

40 (© Piotr Niemiec



PRZESTRZENIE METRYCZNE ZIMA 2022 — LATO 2023

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze Sciagalny ANR to AR. Niech wige X bedzie Sciagalnym ANR-em. Rozwazmy dowolna
przestrzen metryzowalna Z i funkcje ciagla f: B — X okre$lona na zbiorze domknietym B C Z. Poniewaz X jest
ANR-em, funkcja f przedluza si¢ do funkcji ciaglej g: U — X okreslonej na pewnym zbiorze otwartym U D B w Z.
Jako ze przestrzenie metryzowalne sa normalne, zastosowanie Lem. [8.19] konczy dowdd. O

Oméwimy teraz ogdlny schemat konstrukecji AR-6w z ANR-6w. W tym celu wprowadZmy nastepujaca

8.21 Definicja.
Niech X bedzie przestrzenia topologiczna. Stozkiem (topologicznym) nad X nazywamy przestrzen topologiczna
AX postaci:

o AX = (X x (0,1]) U{w};
e zbiér X x (0, 1] jest otwarty w AX i topologia indukowana na nim to topologia produktowa;
e baza otwartych otoczen punktu w sktada sie ze zbioréw postaci A,.(X) €of (X x(0,r))U{w}, gdzie r € (0, 1].

W powyzszej sytuacji punkt w nazywamy wierzchotkiem stozka nad X.

8.22 Lemat.
Przestrzen topologiczna X jest metryzowalna wtedy i tylko wtedy, gdy stozek AX jest przestrzeniq metryzowalng.

Dowdd. Zauwazmy, ze przestrzen X jest homeomorficzna z podprzestrzenia X x {1} stozka AX. Jesli wiec stozek jest
przestrzenia metryzowalna, to X takze ma te wlasno$¢é. Odwrotnie, jesli topologia przestrzeni X pochodzi od metryki

d < 1, mozemy ja przedtuzyé do metryki na zbiorze X' f x| {w} wzorem d(z,w) = 1 dla wszelkich x € X. Z Tw.
(str. dobieramy izometryczne zanurzenie J: X' — E przestrzeni X’ w przestrzen unormowang (E, ||-||). Zastepujac

J przez x — J(z) — J(w), mozemy zalozyé, ze J(w) = 0. Wtedy zbidr J(X) sklada si¢ z wektoréw jednostkowych
(tzn. o normie 1). Okreslamy h: AX — E formutami: h(w) = 0 oraz h(z,t) = tJ(z) dla (z,t) € X x (0,1] C AX.
Zauwazmy, ze funkcja h jest réznowartosciowa, gdyz dla (z,t) € X x (0,1]:

{t = [|h(z, t)]|

(8:8) z = J 7 (h(z,t)/[[h(=,1)]])

Wystarczy pokazaé, ze h jest zanurzeniem topologicznym. W tym celu oznaczmy D def h(AX) i zauwazmy, ze zbiér D\
{0} = h((AX)\{w}) jest otwarty w D. Ponadto, ze wzoru na h oraz z wynika, ze h|(a x)\{w} jest homeomorfizmem
miedzy (AX)\{w} a D\ {0}. Aby wigc zakonczy¢ dowdd, wystarczy sprawdzié, ze baza otwartych otoczen elementu w
w AX przechodzi (poprzez h) na pewna baze otwartych otoczen zera w D. A tak jest, gdyz h(A, (X)) = DN Bg(0,7)
dla r € (0,1]. O

8.23 Uwaga.
Powyzszy dowdd pokazuje, ze jesli S jest sfera jednostkowa w przestrzeni unormowanej, wtedy stozek AS jest
homeomorficzny z domknigta kula jednostkowa w tejze przestrzeni unormowane;j.

8.24 Przyktad.

Niech m bedzie dowolna liczba kardynalna wigksza od 0. Stozek topologiczny nad przestrzenig dyskretna mo-
cy m nazywamy jezem z m kolcami i oznaczamy go przez J(m). Z Lem. wynika, ze J(m) jest przestrzenia
metryzowalna. Wkrétce przekonamy sie, ze jest to AR. Mozna tatwo sprawdzié, ze jest to przestrzen metryzo-
walna w sposéb zupelny, taka ze w(J(m)) = max(m,®y), a stad takze w(J(m)¥) = max(m,Ny). Twierdzenie
Kowalsky’ego orzeka, ze dla m > Ry przestrzen J(m)“ jest przestrzenia uniwersalna dla wszystkich przestrzeni
metryzowalnych, ktérych ciezar topologiczny nie przekracza m, tj. kazda taka przestrzen jest homeomorficzna
z pewng podprzestrzenia przestrzeni J(m)v. Uwaga ponizej zawiera dalszy ciag tej historii.
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8.25 Lemat.
Dla dowolnej przestrzeni topologicznej X stozek AX jest przestrzeniq Sciggalng do swego wierzcholka.

Dowdd. Tradycyjnie, oznaczmy wierzcholek przez w. Niech funkcja H: (AX) x [0,1] — AX bedzie dana wzorami:
H(w,0) = Hw,s) = w, H((z,t),0) = w oraz H((z,t),s) = (x,ts) dla wszelkich = € X oraz s,t € (0,1]. Jedyne,
co musimy sprawdzié¢, to ciaglo$¢ funkcji H (bo wtedy bedzie ona Sciagaczem). Ustalmy punkt 2 € AX oraz liczbe
s € [0,1]. Sa trzy mozliwosci:

e O =w: wtedy H(Q,s) =w oraz H(A,(X) x [0,1]) C A.(X) dla wszelkich r € (0, 1];

e e X x(0,1]1s=0: wtedy H(Q,s) =w oraz H((X x (0,1]) x [0,7)) C A,(X) dla wszelkich r € (0, 1];

e Qe X x(0,1]1s>0: wtedy D et (X x (0,1]) x (0, 1] jest otoczeniem punktu (£, s) otwartym w (AX) x [0, 1]

oraz H|p jest funkcja ciagta (gdyz D ma topologie produktowa),

co pokazuje ciaglo$é funkcji H w punkcie (€, s). O

8.26 Twierdzenie.
Dla przestrzeni topologicznej X nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) X jest ANR-em;
(il) AX jest ANR-em;
(iil) AX jest AR-em.

Dowdéd. Dzieki Lem. [8.22] mozemy zaltozy¢, ze obie przestrzenie X i AX sa metryzowalne.

Implikacja (iii) = (ii) jest natychmiastowa. Zauwazmy takze, ze jesli AX jest ANR-em, to takze przestrzen
X x (0,1] jest ANR-em (jako podzbiér otwarty ANR-u), a stad X jest ANR-em, jako przestrzen homeomorficzna
z retraktem X x {1} produktu X x (0,1][™]co dowodzi implikacji (i) = (i).

(i) = (iil): Ustalmy funkcje ciagla f: B — AX okreslong na zbiorze domknietym B w przestrzeni metryzowalnej
Z. Zbiér D & F1({w}) jest domkniety w Z, jako przeciwobraz zbioru domknietego poprzez funkcje ciagla okreslona
na zbiorze domknigtym. Tym samym zbiér Z \ D jest otwarty w Z. Zauwazmy, ze B\ D = BN (Z \ D) (wiec zbiér
B\ D jest domkniety w Z\ D) oraz f(B\ D) C X x (0,1] (C AX). Z Wn. (str.[38]) wynika, ze przestrzen X x (0, 1]
jest ANR-em, przeto istnieje zbiér V' O B\ D otwarty w Z oraz ciagle przedtuzenie f1: V' — X x (0,1] funkcji f|p\p.
Poniewaz stozek AX jest przestrzenig éciagalng (Lem. [8.25)), Lem. implikuje, ze funkcja f|p\p przedtuza si¢ do

funkcji ciaglej g: Z\ D — AX. Zbiér W def g H(AX) \ {w}) jest otwarty w Z (gdyz dziedzina funkcji g jest zbiorem
otwartym), wiec zbiér C' Ly \ W jest domkniety. Zauwazmy, ze

(8:9) BNC =D,

gdyz W C Z\ D oraz g(B\ D) = f(B\ D) C (AX)\ {w}, czyli B\ D C W. Z definicji zbioru C wynika, ze
9(Z\ C) C X x(0,1], mozemy wiec zapisaé¢ ¢g(z) = (v(z),w(z)) dla z ¢ C, gdzie v: Z\C — X oraz w: Z\ C — (0, 1]
to funkcje ciagle. Niech up: BUC — [0, 1] bedzie funkcja dana wzorem:

o(2) = 0 gdy z € C
0 w(z) gdy z¢ C

Twierdzimy, Ze ug jest funkcja ciagla. W tym celu wystarczy sprawdzié, ze jesli punkty b,, € B\ C zbiegaja do punktu
¢ € C, to liczby w(by,) zbiegaja do zera. Aby to wykazaé, zauwazmy, ze w powyzszej sytuacji ¢ € D (dzieki (8:9)
oraz domknietosci zbioru B) oraz f(b,) = g(b,) = (v(b,),w(by,)), wiec z ciaglosci funcji f w punkcie ¢ wynika, Ze
(v(bn),w(by)) — f(c) = w (n — 0), co z kolei jest mozliwe dokladnie wtedy, gdy lim, .. w(b,) = 0 (bo zbiory
A, (X) tworzg baze otoczen punktu w).

Z Twierdzenia Tietzego powyzsza funkcja wug przediuza sie do funkcji ciagltej u: Z — [0,1]. Okreslamy funkcje
F: 7 — AX formula:

R L gdy u(z) =0
e {<v<z>,u<z>> gdy u(:) > 0

*12) Funkcja X x (0,1] 3 (z,t) — (x,1) € X x {1} jest retrakcja.
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(pamietajmy, ze jesli u(z) > 0, to z ¢ C, czyli z lezy w dziedzinie funkeji v). Wprost z definicji funkcji F' oraz
z otwartosci zbioru u=1((0,1]) w Z wynika, ze funkcja F jest ciagla w kazdym punkcie 2z € Z, takim ze u(z) > 0. Aby
wiec wykazaé ciagloéé funkcji F, wystarczy sprawdzié, ze jesli punkty z, € u~1((0,1]) zbiegaja do punktu z € u=1({0}),
to punkty F(z,) zbiegaja w AX do w. A tak jest, gdyz wtedy (z ciaglodci funkeji w) lim, oo u(z,) = u(z) = 0, wiec
(v(zn), u(zn)) = (n — o0). Tym samym funkcja F' jest ciagla. Pozostaje sprawdzié, ze F przedtuza funkcje f.
W tym celu ustalmy b € B. Jesli b € D, to b € C, wigc u(b) = ug(b) =0, a stad F(b) =w = f(b). Agdy b ¢ D, to
be B\ C (dzieki (8:9)), wiec u(b) = uo(b) = w(b) > 0, czyli F(b) = (v(b),u(b)) = (v(b),w(b)) = g(b) = f(b) (ostatnia
réwnosé bierze si¢ stad, ze g przediuza f|p\p). O

Podamy teraz historycznie jedno z pierwszych waznych zastosowan Lematu Michaela.

8.27 Twierdzenie. (Twierdzenie Hannera)
Jesli kazdy punkt przestrzeni metryzowalnej ma otoczenie, ktdre jest ANR-em, to cala przestrzen jest ANR-em.

Dowdd. Ustalmy przestrzen metryzowalna X i niech W bedzie rodzing wszystkich podprzestrzeni przestrzeni X,
ktére sa ANR-ami. Dzieki Tw. [7.6] (str. [28)) wystarczy pokazaé, ze W to kolekcja Michaela. Wtasno$é (M1) zostala
dowiedziona w punkcie (e) Wn. [8.15] (str. [38).

(M3): Zalézmy, ze zbiory Us (s € S) sa otwarte, parami rozlaczne i kazdy z nich jest ANR-em. Mamy pokazad,

ze przestrzen M def U,cs Us jest ANR-em. Zauwazmy, ze dla dowolnego zbioru F' C S zbiér | J,.p Us jest otwarto-
domkniety w M. Niech f: B — M bedzie funkcja ciagla okreélona na zbiorze domknietym B w przestrzeni metrycznej
(Z,d), przy czym d < 1. Wtedy zbiory A et “YUy) (s € S) sa domknigte w Z (gdyz Uy jest zbiorem domknigtym
w M), a taze zbiér Cy e p \ As jest domkniety w Z (bo A jest otwarty w B).

Dla niepustego zbioru D C Z okreslamy funkcje up: Z — R4 jako funkcje odleglosci od zbioru D, czyli up(z) def
disty(z, D). Dodatkowo niech ug = 1. Zauwazmy, ze jesli D C E, to ug < up (gdyz d < 1). Dla s € S niech

def
Vi =4{2€Z: ua,(2) <uc,(2)}

Poniewaz funkcje up sa ciggle, zbiér V jest otwarty w Z. Ponadto, jako ze zbiér Cy jest domknigty i roztaczny z A,
zachodzi relacja:

(8:10) A, C V.
Sprawdzmy teraz, ze:
(8:11) 5,8 €8, s+ = V,NVy =0.

Dla dowodu (nie wprost) powyzszej implikacji, zalézmy, ze s # s’ oraz z € Vs N V. Wtedy Ay C Cs oraz A; C Cy,
astad uc, (2) <wua,, (2)iuc, (2) <ua,(z). Ale takze ua, (2) < uc,(z) (bo z € V) oraz ua_, (2) < uc,, (z) (bo z € Vi),
co jest niemozliwe. Tym samym zachodzi (8:11]).

Z definicji zbioru A, wynika, ze f(As) C Us. Poniewaz U jest ANR-em, istnieje zbiér Qs D A, otwarty w Z oraz

ciagle przedtuzenie gs: s — U, funkeji f|a,. Niech W et Uses(Q2s N Vy). Zauwazmy, ze W jest zbiorem otwartym

w Z, ktory zawiera zbiér B (gdyz B = |J,cg As oraz A, C Q,NV, dzigki (8:10)). Okreslamy F': W — M nastepujaco:

F

Q.NV. = gsla.nv. (s€9).

Poniewaz zbiory Qs NV sg otwarte w Z i parami rozlaczne (zob. (8:11))), funkcja F' jest poprawnie okrelona i ciagla.
Co wigcej, przedtuza ona funkcje f, gdyz As C Qs NVs, B = J, g As oraz g przedtuza f|a,.

(M2): Niech Uy i Us beda zbiorami otwartymi w X, z ktérych kazdy jest ANR-em. Nasze zadanie to pokazadé, ze

MY U; UUs to ANR. Wiemy juz, ze zbiér Uy &f U1 NU; jest ANR-em (z (M1)). Zanim przystapimy do sprawdzania

warunku przedluzania, przygotujmy sie do tego. Zbiory M \ Uy oraz M \ U sa domkniete w M i rozlaczne, wiec

z normalnosci przestrzeni M wynika, ze istnieja rozlaczne zbiory Vi i Vo otwarte w M (wiec takze w X), takie ze

M\U; CV;dlaj=1,2. Niech F} e pr \V; dla j = 1,2. Zbiory Fy i F5 sa domkniete w M, pokrywaja przestrzen

M oraz F; C U; dla j = 1,2. Wtedy Fj et Fy N F; jest zbiorem domknietym w M zawartym w Up.

Niech f: B — M bedzie funkcja ciagta okreslong na zbiorze domknietym B w przestrzeni metryzowalnej Z. Zbiory
A; Lef ~1(F;) dla j = 0,1,2 sa domknigte w Z i spelniaja warunki: Ag = 4; N As, B = A; U A, oraz f(4;) C U; dla
j =0,1,2. Zbiér f~1(Up) jest otwarty w B, wiec istnieje zbiér Wy otwarty w Z, taki ze f~1(Ug) = Wy N B. Wtedy
Ag C Wy, wiec z normalnoéci przestrzeni Z wynika, ze istnieje zbidér Go otwarty w Z, taki ze:

Ao C GQ, Go c Wo.
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W szczegblnosci, f(Go N B) C Uy. Poniewaz Uy jest ANR-em, istnieje zbior Qg D Go N B otwarty w Z oraz funkcja
ciaglta go: Qo — Up, ktéra przedtuza f|g, np. Teraz po raz drugi korzystamy z normalnodci przestrzeni Z: skoro
Ag C Gy N Qy, istnieje zbidr Dy otwarty w Z, taki ze:

Ay C Dy, Do C Go N Q.
Zauwazmy, ze

(8:12) 90l pon = flborB

(bo DyN B C GoN B). Ustalmy j € {1,2}. Z (8:12) wynika, ze funkcje go| 5, oraz f|a, sa zgodne. Ponadto, obie maja
wartoéci w Uj. Tak wigc z twierdzenia o sklejaniu wynika, ze ich zlepienie jest funkcja ciagla z Do U A; w U;. Jako
ze Uj jest ANR-em, istnieje zbior Q; D Dy U A; otwarty w Z oraz funkcja ciggta g;: Q; — Uj, ktéra przedtuza golp,
i fla,.

Poniewaz A1 N Ay = Ag C Dgy i Dy jest zbiorem otwartym, zbiory A; \ Do i A \ Do sa domkniete i rozlaczne.
Zatem mozemy je powiekszy¢ do roztacznych zbioréw otwartych, odpowiednio, D; i Dy. Zauwazmy, ze wtedy A; C
W; € (DyUD;)NQ; dlaj = 1,21 tym samym B C Wy U W,. Odnotujmy takze, ze Wi N Wy C Dy (bo zbiory D,
i Dy sa rozlgczne) i tym samym funkcje ¢1|w, oraz gs|w, sa zgodne (dzieki temu, ze obie funkcje g1 i go przedtuzaja
go|p,)- Tak wiec ich zlepienie jest poprawnie okreslona funkcja ciagla F': Wy U Wy — M. Pozostaje sprawdzié, ze F
przediuza f, a tak jest, gdyz g;|w, przedtuza f|a; (dla j = 1,2) oraz B = A; U As. O

8.28 Wniosek.
(a) Metryzowalna rozmaitosé jest ANR-em.

(b) Jez J(m) jest AR-em.

Dowdd. (a): Kazdy punkt rozmaitosci ma otwarte otoczenie homeomorficzne ze zbiorem otwartym w R” (dla pewnej
liczby n), a takie zbiory sa ANR-~ami. Teraz wystarczy zastosowa¢ Twierdzenie Hannera.

(b): W przestrzeni dyskretnej kazdy punkt tworzy zbiér otwarty, ktéry jest AR-em. W takim razie — z Tw. —
przestrzenie dyskretne sa ANR-ami. Tym samym jez, czyli stozek nad przestrzenig dyskretna, jest AR-em, dzieki

Tw. 826 O

8.29 Uwaga.
Glebokie i trudne Twierdzenie Toruficzyka (z lat 80 XX wieku) podaje pelna klasyfikacje (z dokladnoscia do
homeomorfizmu) metryzowalnych w sposéb zupelny AR-6w X, ktére sa homeomorficzne z X “’ Mianowicie,
sa to wylacznie: przestrzen jednopunktowa, kostka Hilberta oraz dowolna nieskoficzenie wymiarowa przestrzen
Hilberta. Tym samym niezwartg taka przestrzen mozna rozpoznaé po ciezarze topologicznym, a wéréd zwartych
takich przestrzeni jest tylko jedna niezdegenerowana.

Jak juz wiemy, przestrzen J(m) jest metryzowalnym w sposéb zupelny AR-em. W takim razie z Twierdzenia
Torunczyka wynika, ze:

e przestrzen J(m)* jest homeomorficzna z kostka Hilberta, gdy 0 < m < Ny;

e przestrzen J(m)¥ jest homeomorficzna z przestrzenia Hilberta f2(m) wymiaru hilbertowskiego” m, gdy
m > No.

8.30 Uwaga.
O przestrzeni topologicznej X moéwi sie, ze jest homotopijnie trywialna, gdy dla dowolnej liczby n > 0 kazda
funkcja ciagla z S"~! w X przedluza sie do funkcji ciaglej z B,, w X, gdzie B,, to euklidesowa kula jednostkowa.
Jedli przestrzen X jest ANR-em, dowodzi sie, ze jest ona homotopijnie trywialna wtedy i tylko wtedy, gdy X jest
AR-em albo X = @.

Z ww. pojeciem zwiazane jest wazne kryterium Torunczyka (tj. warunek wystarczajacy) na to, by przestrzen
metryzowalna byta ANR-em:

Jesl przestrzen metryzowalna X posiada baze topologii zamknietg na skoniczone przeciecia, ktorej kazdy
element jest przestrzenig homotopijnie trywialng, to X jest ANR-em.

*13)W szczegblnosci, za X mozna podstawié przestrzen postaci M¥, gdzie M jest dowolnym metryzowalnym w sposéb zupelny AR-em.
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9 Twierdzenie Arzeli-Ascolego

9.1 Definicja.
Niech X bedzie przestrzenia topologiczna, a (Y, d) przestrzenia metryczna. Méwimy, ze rodzina F C C(X,Y) jest:

e punktowo relatywnie zwarta, gdy zbiér

def

F(x) =A{f(x): feF}
ma zwarte domkniecie w przestrzeni Y

e jednakowo ciggla w punkcie a € X, gdy dla dowolnej liczby € > 0 istnieje w X otoczenie U punktu a, takie
ze diamg f(U) < e dla wszelkich f € F;

e jednakowo ciggla, gdy jest jednakowo ciagta w kazdym punkcie.

Topologia zbieznosci jednostajnej (wzgledem metryki d) na przestrzeni C(X,Y") to topologia wyznaczona przez
metryke min(dgy,p, 1) na C(X,Y)

9.2 Lemat.
Jesli X jest zwartg Ta-przestrzenig, a Y przestrzenig metryzowalng, wtedy topologia zbieznosci jednostajnej na
C(X,Y) nie zalezy od wyboru metryki na 'Y zgodnej z topologiq tej przestrzeni.

Dowdéd. Gdy przestrzen X jest pusta, przestrzen C(X,Y) jest jednoelementowa, wiec teza lematu zachodzi w sposéb
trywialny. Ponizej zakladamy, ze X # @.

Wystarczy pokazaé, ze je$li d i ¢ to dwie metryki na Y zgodne z topologia tej przestrzeni, a funkcje f, €
C(X,Y) (n > 0) sa takie, ze

(91) nh—>Holo dsup(fn:fO) = Oa

to takze limy, o0 Osup(fns fo) = 0. W tym celu oznaczmy K, def fn(X) (n > 0) i odnotujmy, ze K,, € % (Y). Ponadto,

limy, 00 dg (Kp, Ko) = 0, gdyz:
o dla z € K,,, distq(z, Ko) < d(fn(x), fo(z)) < dsup(fn, fo), gdzie punkt = € X jest tak dobrany, ze f,(z) = z;

e analogicznie: dla w € Ky, distq(z, K,,) < d(fo(x), fu(z)) < dsup(fn, fo), gdzie punkt = € X jest tak dobrany, ze
fo(z) =w

(co pokazuje, ze dy(Kp, Ko) < dsup(fn, fo)). Wynika stad, ze zbiér L def Up" o Kn jest zwarty. Istotnie, kazdy ciag
(wp),—; C L ma podciag lezacy w jednym ze zbioréw K, (dla pewnego indeksu p > 0), ktéry na pewno ma podciag
zbiezny (w L), lub podciag postaci (w,,)r-,, taki ze w,, € K,,, gdzie 0 < p, < pn41 dla wszelkich n. W tej
drugiej sytuacji dobieramy punkt z, € Kj realizujacy odleglosé¢ w,, od Ky, czyli spelniajacy réwnanie d(w,,,, z,) =
disty(w,,,, Ko). Korzystajac ze zwartosci zbioru Ky i przechodzac do stosownego podciagu, mozemy zalozy¢, ze ciag
(2n)r— jest zbiezny do punktu v € Ko (C L). A wtedy d(w,, ,v) < d(w,,, 2,) + d(2n,v) < dg (K, , Ko) + d(zn,v) —
0 (n — o), co uzasadnia, ze L jest zbiorem zwartym.

Jako ze metryki d i ¢ sa réwnowazne, sa one jednostajnie rébwnowazne na zbiorze L (dzieki zwartodci tego zbioru).
Tak wiec dla ustalonej liczby € > 0 istnieje taka liczba & > 0, ze:

(9:2) Va,y € L: (d(z,y) <6 = o(z,y) <e).
Z (9:1)) wynika, ze istnieje indeks N > 0, taki ze dsup(fn, fo) < 0 dlan > N. Wtedy dla n > N oraz p € X mamy:

d(fn(p), fo(p)) < d oraz fn(p), fo(p) € L, astad — dzigki (9:2) — o(fn(p), fo(p)) < €. Z dowolnoéci p € X wnioskujemy,
ze qup(fny f(]) < g, CO kOflCZy dOWéd D

"1 Przypomnijmy, ze dla f,g € C(X,Y), dsup(f,9) def sup,ex d(f(z),g(x)), o ile X # @, oraz dsup(f,g) =0, gdy X = 2.
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9.3 Twierdzenie. (Klasyczne Twierdzenie Arzeli-Ascolego)
Niech X bedzie zwartq Ty-przestrzeniq, a (Y,d) przestrzenig metryczng. Dla rodziny F C C(X,Y) nastepujgce
warunki sqg réownowazne:

(i) domkniecie zbioru F w C(X,Y) w topologii zbieznosci jednostajnej jest zbiorem zwartym;

(ii) rodzina F jest punktowo relatywnie zwarta i jednakowo ciggla.

Dowdéd. W niniejszym dowodzie przestrzen C(X,Y) jest rozwazana z topologia zbieznosci jednostajnej. Oznaczmy
przez D domkniecie zbioru F w C(X,Y). Mozemy zalozy¢ (i tak robimy), ze zbiory X oraz F sa niepuste.

Najpierw zalézmy, ze zbiér D jest zwarty. Poniewaz funkcja C(X,Y) 3 u — u(z) € YV jest ciagla (dla wszelkich
x € X), przeto zbidr D(z) jest zwarty i tym samym (skoro F(z) C D(z)) rodzina F jest punktowo relatywnie zwarta.
Aby wykazaé jej jednakowa ciaglo$é, ustalmy punkt a € X oraz liczbe € > 0. Dla dowolnej funkcji g € D istnieje

otwarte (w X)) otoczenie U, punktu a, takie ze g € V, Lef O(Uy, Ba(g(a), 3¢)), gdzie

OK, W) Y {ueC(X,Y): w(K)cW} (KCX, WcCY).

Zauwazmy, ze:
(%) Zbiér ©(K, W) jest otwarty w C'(X,Y") dla zbioru zwartego K C X oraz otwartego W C Y.

Istotnie, O(K,Y) = C(X,Y) = 0(g,W),adla K # @, W #£Y i h € O(K, W) zbidr zwarty h(K) jest rozlaczny ze
zbiorem domknietym Y \ W, wiec
dista(-, Y \ W)y =1

dla pewnej stalej dodatniej n mniejszej od 1. Powyzsza nieréwnosé implikuje, ze
Vq € h(K): Balgq,n) C W.

Tym samym, jesli funkcja u € C(X,Y) spelnia nieréwnos$é deyp(u, h) < n, to u € O(K, W), gdyz u(z) € By(h(x),n) C
W dla z € K. To koficzy dowdd ().

Z (%) wynika, ze rodzina {V, },ep stanowi pokrycie otwarte zbioru zwartego D. Tak wigc D C |, .5 V5 dla pewnego

geSs
niepustego zbioru skonczonego S C D. Wtedy zbior F def N ges
ze jesli f € F (C D), to f € Vg dla pewnej funkcji g € S. A wtedy f(E) C f(Uy) C Ba(g(a), 3¢) i tym samym
diamy f(F) < €, co pokazuje, ze rodzina F jest jednakowo ciagla.

Teraz zaldézmy, ze rodzina F jest jednakowo ciggla i punktowo relatywnie zwarta. Ze zwartosci przestrzeni X oraz
jednakowej ciaglodci rodziny F wynika, ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 0 istnieje skonczone pokrycie otwarte
U, przestrzeni X, takie ze

U, jest otwartym otoczeniem punktu a. Zauwazmy,

1
(9:3) VB EU, Vf € F: diamy f(B) <

(Istotnie, kazdy punkt ma otoczenie o obrazach o $rednicy nie wiekszej niz 1/n i z tych otoczenh mozna wybraé skoficzone
podpokrycie). Rodzina |J;—, U, jest co najwyzej przeliczalna, wiec wybierajac z kazdego jej niepustego elementu
dowolnie punkt stwierdzamy, Ze istnieje co najwyzej przeliczalny niepusty zbiér A C X, ktéry przecina niepusto kazdy
niepusty zbiér z U, (dla dowolnego indeksu n). Przedstawmy zbiér A jako {a1,as,as,...} (ciag (ay),-, nie musi by¢
réznowartosciowy).

Dla uproszczenia, dla dowolnego punktu z € X oznaczmy przez K, domkniecie (w Y) zbioru F(z). Zgodnie
z zalozeniem, zbiory K, (z € X) sa zwarte. Ponadto, f(z) € K, dla wszelkich f € F.

Aby wykazaé¢ zwarto$¢ zbioru D, rozwazmy dowolny ciag (gn)n., o wyrazach w D. Dla dowolnego indeksu n
istnieje funkcja f, € F, taka ze dsup(fn,gn) < 27". Wystarczy pokazaé, ze ciag (fn),., ma podciag (f,, ), taki
ze limy, 00 dsup(fu,, h) = 0 dla pewnej funkeji h € C(X,Y), gdyz wtedy dsup(gu,,, b)) < dsup (o, s fon) + dsup(fo,, h) <
27" + dsup(fu, s h) — 0 (n — 00). Obserwacja ta pozwala nam zalozy¢, ze g, € F, co czynimy ponizej.

Jako ze przestrzenie K, 6 sa metryzowalne i zwarte, takaz jest przestrzen L def [, Ka,. Zauwazmy, ze dla

dowolnego indeksu k£ > 0 ciag by, ef (gk(an)) -, jest elementem przestrzeni L. W takim razie ciag (by);.; ma podciag
zbiezny (w L), do pewnego punktu ¢ = (c,),—; € L. Zastepujac wyjsciowy ciag (gx)pe; przez stosowny podciag,

n=1
mozemy zalozyé, ze by Lo (k — o0). Oznacza to, ze limg_ o gr(a,) = ¢, dla dowolnego indeksu n > 0. Tym
samym dla dowolnego punktu a € A ciag (gx(a)),.; ma granice w Y. Pokazemy teraz, ze ciag (gk)p, jest zbiezny
punktowo (do pewnej funkcji h: X — Y') na calym zbiorze X. W tym celu ustalmy dowolnie punkt = € X. Jako
ze clag (gr(z))pe; ma wyrazy w przestrzeni zwartej K,, wystarczy pokazaé, ze jest to ciagg Cauchy’ego. Niech wiec
€ > 0. Niech N > 0 bedzie taka liczba catkowita, ze 3/N < ¢, a V € Uy takim zbiorem, ze x € V. Wtedy ANV # .
Niech a € A bedzie dowolnym elementem tego przeciecia. Ze zbieznosci ciagu (gx(a)),e.,; wnioskujemy, ze istnieje taki

46 (© Piotr Niemiec



PRZESTRZENIE METRYCZNE ZIMA 2022 — LATO 2023

indeks K > 0, ze d(gi(a),ge(a)) < 3/N dla wszelkich k, ¢ > K. Z (9:3) — skoro a,z € V € Uy — otrzymujemy, ze
d(gn(x), gn(a)) < 1/N dla wszelkich n > 0. W takim razie, dla k,¢ > K:

d(gr (), ge(x)) < d(gr(z), gr(a)) + d(gr(a), ge(a)) + d(ge(a), ge(x)) < 3/N < ¢,

co dowodzi, ze ciag (gr(z))pe, jest zbiezny.

Okre§lamy h: X — Y wzorem h(z) def limg o0 g (x). Zauwazmy, ze h jest funkcja ciagla: jesli N > 0 jest
liczba catkowita, b € X punktem, w ktérym badamy ciaglosé, a V € Uy otoczeniem punktu b, to dla dowolnego
punktu z € V mamy (dzieki (9:3)) d(gx(x),gx(b)) < 1/N, wiec po przejéciu do granicy (z k — oo) dostajemy,
ze d(h(z),h(b)) < 1/N, co (wobec dowolnosci N) oznacza ciagloéé funkcji h w punkcie b. Pozostaje sprawdzié, ze
dsup(gr,h) — 0 (k — o00). W tym celu, jak poprzednio, ustalmy liczbe catkowita N > 0 i dobierzmy niepusty
zbiér skoniczony C C X, ktéry przecina niepusto kazdy niepusty zbiér z rodziny Uy (pamietajmy, ze jest to pokrycie
skoniczone). Jako ze limy .o D e d(gr (), h(x)) = 0, istnieje taki indeks K > 0, ze d(gx(z), h(x)) < 1/N dla wszelkich
k> K iz € C. Niech z bedzie dowolnym punktem przestrzeni X. Istnieje wtedy zbiér V' € Uy, ktory zawiera punkt z.
W konsekwencji, C NV # &. Niech « € C bedzie dowolnym punktem tego przeciecia. Wtedy (korzystajac kolejny raz
z (9:3) dla k > K mamy d(gx(x), gx(2)) < 1/N i podobnie d(h(z), h(z)) < 1/N (bo z,z € V), a stad d(gr(z), h(z)) <
d(gr(2), gx(2)) +d(gr(x), h(z))+d(h(z), h(z)) < 3/N. Tym samym (z dowolnosci z € X) dsup(gx, h) < 3/N dlak > K,
co konczy dowod twierdzenia. O

Rozdzial zakonczymy uogdlnieniem powyzszego Twierdzenia Arzeli-Ascoliego na przypadek, gdy dziedzina jest lokalnie
zwarta przestrzenia o-zwarta. Jednakze w przypadku, gdy przestrzen X jest niezwartg T>-przestrzenia lokalnie zwarta,
na zbiorze C(X,Y) rozwaza sie (jako domyélna/klasyczna/kanoniczna) inng topologie niz zbieznosci jednostajnej. Jest
to tzw. topologia zwarto-otwarta, czyli topologia zbieznosci jednostajnej na podzbiorach zwartych. Jej precyzyjna
definicja wyglada tak:

9.4 Definicja.
Dla Ty-przestrzeni X i Y topologia zwarto-otwarta na zbiorze C(X,Y) to topologia, ktérej baze stanowia skoficzone
przeciecia zbioréw postaci

O(K, W) = Ocix.v) (K, W) & {ue C(X,Y): u(K)cC W},

gdzie K C X jest zbiorem zwartym, a W C Y zbiorem otwartym.

Przypomnijmy, ze przestrzen o-zwarta to To-przestrzen topologiczna, ktora mozna przedstawié¢ jako sume mnogosciows,
przeliczalnie wielu jej podzbioréw zwartych.

9.5 Lemat.
Niech X 1Y bedg przestrzeniami Hausdorffa.

(A) Dla dowolnego zbioru A C X funkcja ®: C(X,Y) 3 u — ula € C(A,Y) jest ciggla w topologiach zwarto-
otwartych.

(B) Jesli przestrzen X jest zwarta, a przestrzen Y metryzowalna, to topologia zwarto-otwarta na C(X,Y) pokrywa
sie z topologig zbieznosci jednostajnes.

(C) Jesli przestrzen X jest lokalnie zwarta i o-zwarta, a przestrzen Y jest metryzowalna, to przestrzen C(X,Y)
z topologiq zwarto-otwartq jest metryzowalna. Ponadto, istnieje cigg K1, Ko, ... zbiorow zwartych w X, taki
ze dla dowolnych funkcji u, € C(X,Y) (n > 0) zachodzi réwnowaznosé:

(Km,Y)

C(X,Y c
% )uo (n—o00) < VYm>0: uylg, —  wlk, (n— ).

(9:4) Up,

Dowdéd. Punkt (A) jest natychmiastowy, gdyz dla zbioru zwartego K C A oraz zbioru otwartego W C Y zachodzi
¢! (Ocay) (K, W)) = O¢x,v)(K,W). Jak zobaczymy pézniej, oba punkty (B) i (C) sa konsekwencjami nastepujacej
wlasnosci (od dowodu ktérej rozpoczniemy):

(%) Jesli d < 1 jest metrykq zgodng z topologiq przestrzeni Y, a podzbiory Ky, Ks, ... przestrzeni X sq zwarte oraz
K, CintK,41 (n>0) i X =, Ky, to funkcja D: C(X,Y) x C(X,Y) — Ry okreslona wzorem

D(f,g) d:ef Z dsup(f|;(;:”g|Kn)

n=1
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jest metrykq na C(X,Y) zgodng z topologiq zwarto-otwartq.

Dowéd (%) rozpocznijmy od obserwacji, ze szereg definiujacy funkcje D jest zawsze zbiezny, gdyz d < 1. Majac to na
uwadze, bez wickszych klopotéw sprawdza sig, ze D jest metryka (oznaczono$é wynika z tego, ze zbiory K, pokrywaja
przestrzen X). Aby wykazaé, ze D jest metryka zgodna z topologia zwarto-otwarta, wystarczy sprawdzié, ze:

(CO1) dla dowolnej funkcji u € C(X,Y) oraz liczby ¢ > 0 istnieje skofczony uklad (L1, W1), ..., (Le, Wy) (¢ > 0),
w ktérym zbiory L; C X sg zwarte, a zbiory W; C Y sa otwarte, u(L;) C W, oraz ﬂ?zl ©(L;,W;) C Bp(u,e);

(CO2) dla dowolnej funkcji u € C'(X,Y’) oraz zbioru zwartego L C X i zbioru otwartego W C Y, takich ze u(L) C W,
istnieje liczba € > 0, taka ze Bp(u,e) C (L, W).

Dla dowodu punktu (CO1) najpierw dobierzmy liczbe catkowita N > 0, taka ze 2~ < £/2. Nastepnie zwartoéé zbioru
K i ciaglosé funkeji w implikuja, ze istnieje skonczenie wiele zbioréw zwartych Ly, ..., L, (¢ > 0) w X, takich ze Ky =
U;?:l L; oraz diamgu(L;) < ¢/4. Jesli L; = @, okreSlamy W; jako zbiér pusty, a w przeciwnym przypadku ustalamy
dowolnie punkt z; € L; i okreslamy W; jako Bg(u(z;),e/4). Zauwazmy, ze (w obu przypadkach) W; to zbiér otwarty,
taki ze diamg W; < ¢/2 oraz u(L;) C W;, czyli uw € ©(L;, W;). Pozostaje sprawdzié, ze ﬂgzl ©(L;,W;) C Bp(u,e).
W tym celu ustalmy dowolna funkcje g € ﬂg.:l O(L;, W;). Aby oszacowaé odlegtosé¢ u od g (wzgledem D), najpierw
oszacujmy dsup(u|ky,glKy ). Niech wiec z € K. Wtedy istnieje indeks j € {1,...,¢}, taki ze z € L;. Poniewaz
u,g € O(L;, W;), przeto u(x), g(x) € Wj, astad d(u(zx), g(z)) < diamg W; < €/2. Tym samym dsup(u|KN,g|KN) <eg/2,
a stad

N

d oo
D(U,g) _ Z sup(u|Knvg‘K + Z sup U|Knvg|K < Z sup u|KNvg|KN + Z

n=1 n=N+1 n=1 n=N+1
< dsup(u|KN7g|KN) + 2_N <g,

co konczy dowdd punktu (COL).

Przechodzac do dowodu (CO2), na wstepie zauwazmy, ze mozemy zalozyé, ze zbiér L jest niepusty oraz W #
Y (gdyz ©(2,W) = C(X,Y) = ©(L,Y)). Wtedy u(L) to niepusty zbiér zwarty rozlaczny z niepustym zbiorem
domknietym Y \ W, wigc istnieje liczba e > 0, taka ze

Vzeu(L): disty(z, Y \W)>e
Innymi stowy:
(9:5) Ve e L: Bg(u(z),e) C W.

Dalej, skoro L C U;:O:l K, i K, Cint K,41, zwartos¢ zbioru L implikuje, ze L C Ky dla pewnego indeksu N > 0.
Twierdzimy, ze Bp(u,e/2Y) C ©(L,W). Istotnie, jedli funkcja g € C(X,Y) spetnia nieréwnoéé¢ D(u,g) < /2%,
to tym bardziej dsup(ulry,9|lky) < €. A stad dla x € L mamy x € Ky, wiec d(u(z),g(x)) < &, co oznacza, ze
g(z) € Bg(u(x),e), czyli u(x) € W (dzigki (9:5). Z dowolnosci x € L otrzymujemy g € ©(L, W). Koficzy to dowdd
punktu (CO2) i zarazem calej wlasnosci (*).

Teraz juz tatwo mozemy wykazaé¢ punkty (B) i (C) lematu. W obu tych punktach przestrzen Y jest metryzowalna,
wiec mozemy ustali¢ na Y dowolna metryke d < 1 zgodna z topologia tej przestrzeni (zob. Lem. str. .

(B): Podstawiamy do (x) K,, = X dla wszelkich n > 0. Wtedy D = dg,p, & wiemy, ze metryka D jest zgodna
7 topologia zwarto-otwarta. Tak wiec ta topologia to topologia zbieznosci jednostajnej (wzgledem d). Lem. konczy
dowod.

(C): Jako ze X jest przestrzenia o-zwarta, mozemy ja zapisa¢ w postaci X = Uzozl L,,, gdzie zbiory L,, sa zwarte.
Startujac od Ky &ef o , indukcyjnie skonstruujemy zbiory zwarte K1, Ko, ..., takie ze L,, UK,,_1 C int K,, dla wszelkich

n > 0 (tak skonstruowany ciag Ki, Ko, ... spelnia zalozenia w (%)). Jedli dla pewnego n > 0 zbiér K,_; jest juz

skonstruowany, dla dowolnego punktu a € M def L, UK, _; dobieramy (powolujac sie na lokalna zwartosé¢ przestrzeni

X) jego otwarte otoczenie U, o domknieciu zwartym. Ze zwartosci zbioru M wynika istnienie zbioru skonczonego
F C M, takiego ze M C |J,cp Us. Wtedy zbiér K, &f Uaer U, jest zwarty, a jego wnetrze zawiera zbior User Uas
wiec tym bardziej zbiér M. Tym samym krok indukcyjny konstrukcji zostal zakonczony.

Powyzszy akapit pokazuje, ze w przestrzeni X mozemy znalez¢é zbiory Ki, Ko, ..., tak by wszystkie zalozenia
stwierdzenia (x) byly spelnione. W takim razie funkcja D, okreslona tamze, jest metryka zgodna z topologia zwarto-
otwarta, co dowodzi, ze przestrzen C(X,Y) jest metryzowalna. Co wiecej, dla u,, € C(X,Y) (n > 0) wiemy, ze

Up oY) ug (n — 00) <= D(un,uo) £o (n — o0).

Podobnie, z (B) wiemy, ze

C(Km,Y) R
unlk, = wlk, (n— o) &= dsup(unlk,,,uolx,) — 0 (n — 00).
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Aby wiec wykazaé (9:4), wystarczy sprawdzié, ze

(9:6) lim D(up,up) =0 <= ¥Ym > 0: nlgr;@ dsup (Un| K, U0l K,,) = 0.

n—oo
A powyzsza réwnowaznosé jest natychmiastows konsekwencjg Tw. (str. o)) uzytego w nastepujacym kontekscie:
e X,, =[0,1] z metryka naturalna;
e ciag (v("))zozl (ktérego zbieznosé testujemy) elementéw przestrzeni [[77_; Xt v = (doup (Un| i, s U0l K ) ooy

e testowa granica z = (zp) ey € [[7_; Xim Ww. ciggu: 2, = 0.

Jesli przez D oznaczymy metryke wprowadzona w zacytowanym twierdzeniu, wtedy D(un,ug) = D(v(™, z). W takim
razie warunek po lewej stronie réwnowaznosci zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ciag (v("))zo:l jest zbiezny do
z w topologii produktowej, co jest réwnowazne warunkowi po prawej stronie tej réwnowaznosci. O

9.6 Twierdzenie. (Uogdlnione Twierdzenie Arzeli-Ascolego)
Niech X bedzie lokalnie zwartq o-zwartg Tao-przestrzeniq, a (Y,d) przestrzenig metryczng. Dla rodziny F C
C(X,Y) nastepujgce warunki sqg réwnowazne:

(i) domkniecie zbioru F w C(X,Y) w topologii zwarto-otwartej jest zbiorem zwartym;

(ii) rodzina F jest punktowo relatywnie zwarta i jednakowo ciggla.

Dowdd. 7 Lem. ﬁ wiemy, ze przestrzen C(X,Y) jest metryzowalna i z tego wzgledu zwarto$é jej podzbioréw jest
réwnowazna ich ciagowej zwartosci. Oznaczmy przez D domkniecie (w topologii zwarto-otwartej) zbioru F w C(X,Y).

Najpierw zalézmy, ze zbiér D jest zwarty. Wtedy rodzina F jest punktowo relatywnie zwarta (zob. dow6d Tw.
str. . Aby wykazaé jej jednakowa ciagloéé, ustalmy punkt a € X oraz liczbe € > 0 i dobierzmy otwarte otoczenie
U punktu a o zwartym domknigciu K. Z Lem. wiemy, ze funkcja ®: C(X,Y) 3> u — u|g € C(K,Y) jest ciagla
(w topologiach zwarto-otwartych) oraz ze topologia zwarto-otwarta na C(K,Y") to topologia zbieznosci jednostajnej.
W takim razie zbiér ®(D) jest zwarty w topologii zbieznosci jednostajnej i tym samym (dzieki Tw. jest to rodzina
jednakowo ciagla w punkcie a. Oznacza to, ze istnieje zbior V C K, ktéry jest otwarty w K i zawiera punkt a oraz
spelia warunek:

Vfe ®(D): diamg f(V) <e.

Wtedy zbiér W 'y jest otwartym otoczeniem punktu a, takim ze diamgu(W) < € dla wszelkich u € F.

Teraz zaldzmy, ze rodzina F jest jednakowo ciagla i punktowo relatywnie zwarta. Podobnie jak w dowodzie Tw.[9.3]
aby wykazaé zwarto$é zbioru D, wystarczy pokazaé, ze kazdy ciag o wyrazach w F ma podciag zbiezny w C(X,Y).
Ustalmy wiec dowolny ciag (uy,),.,; C F. Jak w dowodzie punktu (C) w Lem. pokryjmy przestrzen X zbiorami
zwartymi K1, Ko, ..., takimi ze K,, C int K,, ;1. Z tamtegoz dowodu wynika, ze wtedy zachodzi réwnowaznosc¢ .

Zauwazmy, ze dla dowolnego indeksu n > 0 rodzina F,, = Flk, Lf {9lk,: g € F} C C(K,,Y) jest punktowo
relatywnie zwarta oraz jednakowo ciagla (gdyz rodzina F ma obie te wlasnosci). Zatem z Tw. Wynika, ze domkniecie
D,, zbioru F,, w C(K,,Y) jest zwarte, a stad takze przestrzen L def I
samym ciag (vg)pe, gdzie v def (uk| K, )peq € L (k> 0), ma podciag zbiezny, powiedzmy (v, ),-,. Oznaczmy granice
(w L) tego ciagu przez w = (wy,),.,. Wtedy

oo

ne1 Dy jest zwarta (i metryzowalna!). Tym

C(Kn,Y)
—

(9:7) Uy, |k, wy, (k— o00)

dla dowolnego indeksu k > 0. W szczegdlnosci, wy(r) = limg_o0 uy, (z) dla wszelkich « € K,,. Poniewaz zbiory K,
pokrywaja przestrzen X, ostatnia zbiezno$¢ pokazuje, ze ciag funkcyjny (u,, )r, jest zbiezny punktowo. Oznaczmy
przez g: X — Y granice punktowa tego ciagu (czyli g(z) = limg_, 00 1y, (z)). Wtedy g|k, = wn, wiec g jest funkcja
ciagla w kazdym punkcie wnetrza zbioru K,,. Ale X = o~ K, C {,—, int K,,41, co implikuje, ze g € C(X,Y). Na

C(X,Y)

koniec zauwazmy, ze g|k, = wy,, wiec , w polaczeniu z (9:4)), daje nam, ze u,,, g (n — o0) i teza. O
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PIERWSZA (WSTEPNA) CZESC EGZAMINU

Zagadnienia do sprawdzianu w ramach I czeSci egzaminu (oprécz wymienionych ponizej hasel obowigzuje
umiejetnos$¢ podawania prostych przykladéw zwigzanych z tymi zagadnieniami i pojeciami):

o (definicje) metryzowalna i metryzowalna w sposob zupelny przestrzen topologiczna
e (definicje) cigzar topologiczny i charakter gestosci; przestrzen osrodkowa
e (definicje) zbidér typu 95 i Z, (2.3
)
)

e (definicje) podzbiér dyskretny; (e-)rozproszona przestrzen metryczna ([2.4))

(definicje) topologia produktowa; przestrzen postaci X¢ (2.5

e (definicja) kostka Hilberta

e (definicje) kontinuum; kontinuum peanowskie ([2.7)

e (definicje) rodzina wpisana w inna; rodzina drobniejsza od innej; rodzina lokalnie skoficzona; rodzina dyskretna
2.8

definicja) przestrzen parazwarta (2.9)

(
(definicje) rozklad jednosci: ciagly; lokalnie skoficzony; wpisany w rodzine
e (definicje) oscylacja i zbiér oscylacji
(
(

definicja) odstep Hausdorffa (4.1))

definicje) $ciezka (zbioréw); $rednica Sciezki; Sciezka od a do b; e-Sciezka; $ciezka: pélwlasciwa; wlasciwa; wpisana
w inna; wpisana w inna $cisle ((5.3)

definicje) dlugosé ,krzywej”;  krzywa” prostowalna (|5.16)

definicja) $rodek metryczny ((5.17))
definicja) segmentowa zupelnosé (5.18)

definicje) wlasno$é Lindelofa i przestrzen Lindelofa (6.3)

definicja) metrycznie dyskretna rodzina zbioréw (7.1])
definicje) kolekcja Michaela; d-staba kolekcja Michaela (7.3))

definicja) system Dugundjiego (8.2)
)

definicja) przestrzen lokalnie wypukla (8.4])
definicje) retrakcja i retrakt; ANR-y 1 AR-y (8.12))

)
definicje) przestrzen: $ciagalna; lokalnie Sciagalna w punkcie; lokalnie $ciagalna (8.16)
)

definicja) topologiczny jez (8.24))
)

definicja) homotopijnie trywialna przestrzen ({8.30))

definicje) punktowo relatywnie zwarta oraz jednakowo ciagta w punkcie rodzina funkceji ((9.1))
wypowiedz) twierdzenie o rozktadzie jednosci[2.11))
wypowiedz) ogélne twierdzenie o charakterystykach kardynalnych (2.12))

wypowiedz) twierdzenie Hausdorffa o zwartosci ([2.14)

wypowiedz) twierdzenie o metryzowalno$ci produktu (2.16])

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
e (definicje) stozek topologiczny i jego wierzchotek
(
(
(
(
(
(
(
(
(wypowiedz) twierdzenie o zbiorze zgodnosci funkcji
(

)
)
)
wypowiedz) twierdzenie Cantora o przestrzeniach zupelnych
)
)
)

wypowiedz) twierdzenie A.H. Stone’a o parazwartosci ([7.2))
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(wypowiedz) metryzowalnosé stozka
(wypowiedZ) twierdzenie o oscylacji
(wypowiedz) twierdzenie Aleksandrowa-Hausdorffa
(wypowiedz) twierdzenie Lawrientiewa
(wypowied?) twierdzenie Hahna
(wypowiedZ) twierdzenie o zwartosci hiperprzestrzeni
(wypowiedz) twierdzenie Mazurkiewicza-Moore’a
(wypowiedz) twierdzenie Hahna-Mazurkiewicza
(wypowied?z) twierdzenie o diadycznosci
(wypowiedz) drogowa a tukowa spéjnosé ([5.15))
(wypowiedZ) twierdzenie Hopfa-Rinowa
(wypowied?Z) twierdzenie Urysohna o uniwersalnosci kostki Hilberta
(wypowiedz) twierdzenie Urysohna-Tichonowa o metryzowalnosci
e (wypowiedZ) lemat Michaela
(wypowiedzZ) twierdzenie o lokalnym ciezarze
(wypowied?Z) twierdzenie Arensa-Eellsa
(wypowiedz) twierdzenie Dugundjiego o przedtuzaniu
(wypowiedz) twierdzenie Klee o przedtuzaniu homeomorfizméw
(wypowiedzZ) twierdzenie o przedluzaniu homeomorfizméw miedzy podzbiorami R™ (8.10)
(wypowiedz) twierdzenie Hausdorffa o przediuzaniu metryk
(wypowiedz) podstawowe twierdzenie o ANR-ach
(wypowied7) wlasnosci A(N)Réw
(wypowiedZ) ANR-y a Sciggalnosé (8.17)
(wypowiedZ) ANR~y a AR-y
(wypowiedz) stozek nad ANR-em
(wypowiedz) twierdzenie Hannera
(w )

ypowiedz) twierdzenie Arzeli-Ascolego [wersja klasyczna] (9.3))

DRUCA (GEOWNA) CZESC EGZAMINU

Za zgoda uczestnikéw proponowane udogodnienie w drugiej czesci egzaminu:

Dla kazdej puli pytan (na 4.0 i na 5.0), ktérg zainteresowana jest osoba egzaminowana,
osoba ta opracowuje tylko 10 wybranych przez siebie zagadnien, ktérych liste przedstawia
egzaminatorowi na poczgtku drugiej czesci egzaminu. Pytania losowane sq dla niej wylgcznie
sposréd tych 10 zagadnien.

Pozostale zasady pozostaja bez zadnych zmian.

Zagadnienia na ocene dobra (4.0)
1 (Sformutowanie i DOWOD) Twierdzenie Aleksandrowa-Hausdorffa (3.5)

2 (Sformutowanie i DOWOD) Twierdzenie o zwartoéci hiperprzestrzeni (4.4)
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A3 (Sformutowanie i DOWOD) ,Male” krzywe w kontinuach peanowskich (5.11))
A4 (Sformutowanie i DOWOD) Ciagly obraz kontinuum peanowskiego (5.14)
A5 (Sformutowanie i DOWOD) Przedtuzalno$é izometrycznych odwzorowan podzbioréw prostej ((5.21)

)
)
)
A6 (Sformutowanie i DOWOD) Krzywe izometryczne a $rodki metryczne (5.22)
AT (Sformulowanie i DOWOD) Parazwarto$é¢ przestrzeni Lindelofa

A8 (Sformutowanie i DOWOD) Twierdzenie Urysohna-Tichonowa o metryzowalno$ci
A9 (Sformulowanie i DOWOD) Metryzowalno$é¢ w sposéb zupelny to wiasnoéé lokalna

0 (Sformulowanie i DOWOD) Warunek na metryzowalnosé¢ w sposéb zupelny w jezyku podzbioréw domknietych

3

A11 (Sformulowanie i DOWOD) Twierdzenie Arensa-Eellsa

A12 (Sformulowanie i DOWC)D) Lemat o systemie Dugundjiego (8

A13 (Sformulowanie i DOWOD) Twierdzenie Klee o przedtuzaniu homeomorfizméw

A14 (Sformulowanie i DOWOD) Twierdzenie Hausdorffa o przedtuzaniu metryk (8 -

A15 (Sformulowanie i DOWOD) Lemat o przedtuzaniu odzworowan w przestrzeni Sciagalnej (8
A16 (Sformulowanie i DOWOD) ANR-y a AR-y

A17 (Sformulowanie i DOWOD) Sciagalno$é stozka

A18 ( ) U

Sformulowanie i DOWOD) Uogélnione twierdzenie Arzeli-Ascoliego

Zagadnienia na ocene bardzo dobra (5.0)

B1 (Sformulowanie i DOWOD) Twierdzenie o oscylacji
B2 (Sformutowanie i DOWOD) Twierdzenie FLawrientiewa
B3 (Sformulowanie i DOWOD) Twierdzenie Hahna

B4 (Sformutowanie i DOWOD) Twierdzenie Mazurkiewicza-Moore’a (5.1])
Podczas gléwnej czesci egzaminu mozna mieé przy sobie notatke z definicjami pojeé zwiazanych ze Sciezkami (5.3

oraz wypowiedzi pomocnicznych lematéw (5.4 b.9).

Sformulowanie i DOWOD) Twierdzenie Hahna-Mazurkiewicza, (5.2))
Sformutowanie i DOWOD) Twierdzenie o diadycznosci (5.12))

B5 (

B ( )

B7 (Sformulowanie i DOWOD) Ciagly obraz zwartej przestrzeni metryzowalnej

B8 (Sformutowanie i DOWOD) Twierdzenie Hopfa-Rinowa

B9 (Sformulowanie i DOWOD) Twierdzenie o zanurzaniu w kostke Hilberta

0 (Sformutowanie i DOWOD) Lemat Michaela

B11 (Sformulowanie i DOWOD) Twierdzenie o lokalnym cigzarze

B12 (Sformulowanie i DOWOD) Twierdzenie Dugundjiego o przedluzaniu

B13 (Sformulowanie i DOWOD) Twierdzenie o przedtuzaniu homeomorfizméw miedzy podzbiorami R™ 1)

B14 (Sformulowanie i DOWOD) Podstawowe twierdzenie o ANR-ach

B15 (Sformulowaniec i DOWOD) Wtasnosci A(N)R6w

B16 (Sformulowanie i DOWOD) ANR-y a $ciggalnosé

B17 (Sformutowanie i DOWOD) Stozek nad ANR-em

B18 (Sformulowanie i DOWOD) Twierdzenie Hannera
( )

B19 (Sformulowanie i DOWOD) Klasyczne twierdzenie Arzeli-Ascoliego (9.3)
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