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1 Oznaczenia i konwencje
e N={0,1,2,...}, Ny =N\{0}, Ry =10,00).
e P(X) to zbidr potegowy zbioru X, czyli rodzina wszystkich jego podzbioréw.
e Stowa funkcja, odwzorowanie, przeksztalcenie uznajemy za synonimy.
e Otoczenia nie musza by¢ zbiorami otwartymi.
e Przestrzenie (w tym metryczne) nie musza by¢ niepuste.
e Gdy d jest metryka na zbiorze X i A C X, piszemy dla uproszczenia (A, d) zamiast (A4, d|axA).

e Podzbiory przestrzeni topologicznej sa, co do zasady, przestrzeniami topologicznymi wyposazonymi w topologie
indukowang (chyba ze w danym kontekscie wyraznie wskazano topologie na podzbiorze).

e Iloczyny kartezjanskie przestrzeni topologicznych sa wyposazone, co do zasady, w topologie produkowa (chyba
ze w danym kontekscie wyraznie wskazano topologie na takim iloczynie).

e Przestrzenie ilorazowe przestrzeni topologicznych sa wyposazone, co do zasady, w topologie ilorazowa (chyba ze
w danym kontekécie wyrazZnie wskazano topologie na zbiorze ilorazowym).

e Jedli A jest podzbiorem przestrzeni R™ (dla pewnej liczby n € Ny) i z kontekstu nie wynika, jaka jest topologia
lub metryka na A, wtedy zbioér A rozwazamy z topologia indukowana z topologii naturalnej na R™ oraz z metryka

euklidesowa.

e Metryka euklidesowa w R™ to d.
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2 Elementarz

2.1 Definicja.
Metrykq na zbiorze X nazywamy dowolna funkcje d: X x X — R, taka ze dla dowolnych punktéw z,y, z € X:

e d(z,y) =0 < z =y [oznaczonosd;
o d(y,x) =d(x,y) [symetrial;
o d(z,z) <d(xz,y)+d(y,z) [nieréwnosé tréjkatal.

Jedli funkcja d spelnia jedynie dwa ostatnie (z powyzszych) warunki oraz znika na przekatnej (tzn. d(x, z) = 0 dla
wszelkich x € X), funkcje d nazywamy pseudometrykg na zbiorze X.

Przestrzen metryczna to para (X, d), gdzie X to zbidr, a d to metryka na zbiorze X. Dla z,y € X liczbe d(z,y)
nazywamy odlegloscig punktu x od punktu y (wzgledem metryki d).

Powszechnie stosuje sie skrot myslowy i przestrzenia metryczng nazywa sie sam zbiér, ktory jest wyposazony w metryke.
Podzbidr przestrzeni metrycznej w naturalny sposob staje sie réwniez przestrzenia metryczna — bez zmiany wzoru
na metryke.

2.2 Definicja.
Niech d bedzie metryka na zbiorze X i niech a € X. Kulg otwartg (odp. domknietq) o srodku w punkcie a
i promieniu r > 0 (wzgledem metryki d) nazywamy zbidr:

e kula otwarta:
B(a‘7T) = BX(G’7T) = Bd(avr) = B(X7d)(a’a’r) = {LI} € X: d(a,a:) < ’I"};

e kula domknieta:

B(a,r) = Bx(a,r) = B4(a,r) = B(X,d)(a,r) ={zreX: d(a,x) <r}.

Inne oznaczenia (nie bedziemy ich uzywaé): K(a,r) i K(a,r).

Notacja kul z symbolami w indeksie dolnym przydaje sie zwlaszcza w przypadku, gdy na jednym zbiorze rozwazamy
kilka metryk lub gdy wyznaczamy kule w podzbiorze, np.: gdy (X, d) to przestrzen metryczna, a a € A C X, mozemy
wtedy rozwazaé zaréwno By (a,r), jak i Bx(a,r). Oczywiscie Ba(a,r) = Bx(a,r) N A.

2.3 Obserwacja.
Ponizej a i b oznaczajg punkty przestrzeni metrycznej (X, d), ar i s to liczby dodatnie.

e B(a,r) C B(a,r);

e 7 <s = B(a,r) C B(a,s), B(a,7) C B(a,s);

);
8);

e r <s = B(a,r) C B(a,
e r+s<d(a,b) = B(a,r)NB(b,s) =3;
e r+s<d(a,b) = B(a,r)NB(b,s) =3;
e r+d(a,b) <s = B(a,r) C B(b,s), B(a,r) C B(b,s);
e r+d(a,b) <s = B(a,r) C B(b,s)
Dowdd. Mniej oczywiste wlasnosci wynikaja z nieréwnosci tréjkata. O
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2.4 Definicja.
Zbidr otwarty w przestrzeni metrycznej (X, d) to dowolny podzbiér U przestrzeni X o nastepujacej wlasnosci:

VeeU 3r>0: B(z,r) CU.

Rodzine wszystkich zbioréw otwartych w przestrzeni (X, d) oznaczamy przez top(X,d), top(X) (lub top X) lub
Y(X).

2.5 Uwaga. )
Zbiér U C X jest otwarty wtedy i tylko wtedy, gdy: Ve e U Ir >0: Ba,r)CU.

2.6 Obserwacja.
Niech 7 = top(X,d). Wtedy:

(Topl) @, X € 7;

Top2) UseT (s€S) = User S — dowolny zbidr indekséw]|;
seS

(Top3) U,Ver = UNV er.

Dowdéd. Wlasnosé (Topl) wynika wprost z definicji zbioru otwartego (mozemy podstawi¢ dowolny promien do kuli).
Dla dowodu (Top2), wezmy dowolny punkt a ze zbioru W def Uscs Us- Wtedy istnieje indeks ¢ € S, taki ze a € U;.
Ale Uy to zbidr otwarty, wiec istnieje liczba r > 0, taka ze B(a,r) C U;. Wtedy tym bardziej B(a,r) C W (bo Uy C W),
wiec zbior W jest otwarty.
Na koniec przechodzimy do (Top3). Dla dowolnego punktu b € U NV mozemy znalez¢ liczby dodatnie r i s, takie
ze B(b,r) C U oraz B(b,s) C V. Wtedy dla p Lef min(r, s) mamy B(b,p) C B(b,7) N B(b,s) C UNV, co dowodzi, ze
przeciecie dwoch zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym. O

2.7 Definicja.
Topologig na zbiorze X nazywamy dowolng rodzine 7 jego podzbioréw, ktéra spelnia warunki (Topl)—(Top3).
W tej sytuacji pare (X,7) (lub skrétowo: zbiér X) nazywamy przestrzenig topologiczng. Elementy topologii 7
nazywamy zbiorami otwartymi w X. Rodzine wszystkich zbioréw otwartych w przestrzeni topologicznej oznacza
sie takze przez top(X) (lub top X) lub 4(X).

Topologig wyznaczong przez metryke d na zbiorze X (lub: topologiq przestrzeni metrycznej (X, d)) nazywamy
rodzine top(X, d).

Przestrzen topologiczna (X, 7) nazywamy metryzowalng, gdy istnieje metryka d na X, taka ze

top(X,d) = 7.

Kazdg metryke d spelniajaca powyzsza réwnosé nazywamy zgodng z topologiq przestrzeni X (lub z topologig 7).

2.8 Przyktad.
Niech X bedzie zbiorem. Funkcje dx: X x X — Ry okreslona wzorem:

0 gdya=0b

Ox(a,b) = {1 gdy a £ b

nazywamy metrykq dyskretng na zbiorze X. Zauwazmy, ze Bs, (a,1) = {a} oraz Bs,(a,1) = X dla dowolnego
punktu a € X. Wynika stad, ze top(X,dx) = P(X). Rodzine P(X) nazywamy topologia dyskretng na zbiorze X.

Innym przykladem z gatunku ,trywialnych” topologii na zbiorze jest tzw. topologia banalna na X, ktora zawiera tylko
dwa zbiory: @ oraz X.
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Pojecie dualne do zbioru otwartego to zbiér domkniety.

2.9 Definicja.
Zbior domkniety w przestrzeni topologicznej to podzbior tej przestrzeni, ktorego dopelnienie jest otwarte:

F C X jest domkniety <= X \ F € top(X).

Rodzine wszystkich zbioréw domknietych w przestrzeni topologicznej X oznaczamy przez % (X) lub o(X).

Warunek réwnowazny domknietosci podzbioru przestrzeni metrycznej, ktory lepiej oddaje intuicje stowa ,domkniety”,

poznamy pdézniej, w Tw. (str. .

2.10 Obserwacja.
Niech X bedzie przestrzenig topologiczng oraz A = F(X).

(01) @, X € A;
(02) Fse A(s€S#Q@) = (yegFs €A [S — dowolny niepusty zbiér indekséw];
(63) A, Be A = AUBeA.

Dowdd. Wszystkie wlasnosci wynikaja natychmiast z praw de Morgana i wlasnosci (Topl)—(Top3) zbioréw otwartych.
O

Przyjete przez nas nazewnictwo byloby niefortunne, gdyby kula otwarta nie byla zbiorem otwartym lub kula domknieta
nie byla zbiorem domknigtym. O tym, ze nazewnictwo jest uzasadnione, $wiadczy ponizsza

2.11 Obserwacja.
W przestrzeni metrycznej kule otwarte sq zbiorami otwartymi, a kule domkniete zbiorami domknietymi.

Dowdd. Aby uzasadnié¢ otwartos$é kuli otwartej, wystarczy zauwazyé, ze B(x,s) C B(a,r) dla € B(a,r) i s def

r—d(a,x) > 0.

Podobnie, by uzasadnié, ze kula domknieta jest zbiorem domknigtym, wystarczy zauwazy¢, ze B(z,s) C X\ B(a,r)
dlaz € X\ B(a,r)is d:mvd(a,a:) — 7.

Obie powyzsze inkluzje wynikaja z Obs. (str. [2)). O

Wtasnosci (Topl)—(Top3) zbioréw otwartych oraz wiasnosci zbioréw domknietych sformutowane w Obs. po-
zwalajg na zdefiniowane waznych w topologii operacji na dowolnych podzbiorach przestrzeni topologiczne;j.

2.12 Definicja.
Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna, a B jej podzbiorem.

e Whnetrze zbioru B (w przestrzeni topologicznej X) to zbior:

° def

B=int(B) = int B = intx (B) = int,(B) = int(x,,y(B) = | {U: U C B, U otwarty w X}.

e Domkniecie zbioru B (w przestrzeni topologicznej X) to zbidr:

_ def

B =cl(B) =clB =clx(B) =cl;(B) = clix - (B) = ﬂ{F B C F, F domkniety w X} (3 X).

e Brzeg zbioru B (w przestrzeni topologicznej X) to zbidr:

OB = d(B) = 9xB = 8, B = dx..yB = Fr(B) = bd(B) ¥ B\ int(B).

Otoczenie punktu a € X to dowolny zbiér A C X, taki ze a € int(A). Otoczenie w przestrzeni X to dowolny zbi6r
0 niepustym wnetrzu.
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2.13 Obserwacja.
Dla dowolnego podzbioru A przestrzeni topologicznej X :

(a) wnetrze zbioru A jest zbiorem otwartym; int(A) to najwiekszy zbidr otwarty zawarty w A;

(b) domknigcie zbioru A jest zbiorem domknietym; A to najmniejszy zbior domknicty obejmujgcy A;
(c) brzeg zbioru A jest zbiorem domknietym;

(d) A jest zbiorem otwartym (odp. domknietym) wtedy i tylko wtedy, gdy A = int(A) (odp. A = cl(A));
(e) dla dowolnego punktu a € X :

o a € int(A) <= IUotoczenie punktu a: U C A;
e a ¢ A <= VYUotoczenie punktu a: UNA# @;
e a € (A) < VUotoczenie punktu a: UNA#SAUN(X\A);

(f) int(A) C AC A;
(g) A=int(A)UI(A) = AUOI(A), int(A) NI(A) = @ oraz int(A) = A\ I(A);
(h) dla dowolnego zbioru B C A: int(B) C int(A) oraz B C A.

Dowdd. Punkt (a) wynika z whasnoéci (Topl), a (b) z (02). Z kolei (c) bierze si¢ stad, ze 9(A) = AN (X \ int(A)) oraz
ze dopelnienie zbioru otwartego jest zbiorem domknietym. Punkty (d), (f), (g) i (h) wynikaja latwo z (a) i (b).

Przechodzimy do punktu (e). Przy dowodzeniu implikacji ,, = 7 w warunku na przynalezno$é¢ do wnetrza,
wystarczy podstawi¢é U = int(A), natomiast przeciwna implikacja wynika z (h): jesli U C A, to int(U) C int(A)
(oraz a € int(U)). Aby udowodnié¢ warunek na przynalezno$¢ do domknigcia, wystarczy uzasadnié¢ réwnowaznos$é
zaprzeczen:

a ¢ A < FUotoczenie punktu a: UNA = @.

Aby wykazaé powyzsze zdanie, najpierw zauwazmy, ze jedli a ¢ A, to zbiér U def x \ A jest otoczeniem punktu
a roztacznym ze zbiorem A. Odwrotnie, jesli U jest otoczeniem punktu a roztacznym ze zbiorem A, to A C F def
X \ int(U), F jest zbiorem domknietym i nie zawiera a. Stad A C F (z (b)) i dlatego a ¢ A.

Na koniec zauwazmy, ze:

a€d(A) < acANa¢int(A).

Aby wiec otrzymaé warunek réwnowazny przynaleznosci punktu do brzegu zbioru A, wystarczy polaczy¢ koniunk-
cja warunek na przynalezno$¢ do domkniecia oraz zaprzeczenie warunku przynaleznosci do wnetrza, co mozna ujaé
w formie sformulowanej w ostatnim warunku punktu (e). O

2.14 Twierdzenie.
Dla dowolnego podzbioru A przestrzeni topologicznej X :

(i) int(X \ A) = X\ A;
(i) X \A =X\ int(A);
(iii) O(X \ A) = (A).

Dowdéd. Dla dowodu (i), oznaczmy U &f int(X \ A) oraz F = A. Wtedy U jest zbiorem otwartym, a F' domknietym.
Ponadto UNA = @, wiec A C X\ U, astad F C X\ U, bo X \ U to zbiér domkniety. Przechodzac do dopelniei
w tej ostatniej inkluzji, otrzymujemy U C X \ F. Dalej, X\ F C X\ A (bo A C F), awiec X\ F C U, bo zbiér X \ F
jest otwarty. Ta inkluzja w polaczeniu z poprzednia daje teze z (i).

Punkt (ii) mogliby$Smy wyprowadzi¢ podobnymi metodami do tych zaprezentowanych powyzej, ale w istocie punkt
(ii) od razu wynika z tezy punktu (i). Istotnie, jesli do (i) zamiast litery A wstawimy litere B, otrzymamy poprawny
wzér: int(X \ B) = X\ B. Jedli teraz za B podstawimy zbiér X \ A, ostatnia réwno$é zamieni sie w: int(A4) = X\ X \ A.
Teraz wystarczy przej$é¢ do dopelnieni zbioréw, by otrzymaé teze z (ii).

Na koniec jednym ruchem wykazmy (iii), stosujac (ii):

B(A) = AN (X \int(A) = ANX\ A =9(X\ A).

O
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2.15 Twierdzenie.
Dla dowolnych dwéch zbioréw A i B w przestrzeni topologicznej:

(i) int(AN B) = int(A) Nint(B) oraz ANB C AN B;

(ii) AUB = AU B oraz int(AU B) D int(A4) Uint(B).

Dowdd. Wykazemy (i). Z inkluzji AN B C A oraz AN B C B wynika, ze int(AN B) C int(A), int(A N B) C int(B),
ANBCAiANBC B, astad int(AN B) C int(A) Nint(B) oraz AN B C AN B. Aby zakoficzyé¢ dowdd, zauwazmy,
ze int(A) Nint(B) C AN B, a zatem int(A) Nint(B) C int(A N B).

Poniewaz dowdd (ii) mozna wykazaé bezposrednio w sposéb podobny do powyzszego dowodu (i) lub stosujac
przejscie do dopelnief oraz wzory z (i), wykazanie (ii) pozostawiamy jako (obowiazkowe) éwiczenie. O

2.16 Definicja.
Normg na rzeczywiste]j przestrzeni wektorowej W nazywamy dowolna funkcje p: W — R, spelniajaca nastepujace
trzy warunki (w ktérych x,y € W oraz t € R):

e p(z)=0 < =0 [oznaczonosé];
e p(tx) = |t|p(x) [jednorodnosé];
e p(z+y) <px)+py) [nier6wnosé tréjkatal.

Klasyczna i powszechnie przyjeta notacja: ||z|| zamiast p(z).
Jesli p jest norma na przestrzeni wektorowej W, funkcja d,: W x W 3 (z,y) — p(z —y) € Ry jest metryka
zwana metrykq indukowang przez norme p. Topologia normy na W (wyznaczona przez norme p) to top(W, dp).

2.17 Definicja.
Na przestrzeni wektorowej R™ (gdzie n € Ny) okreslamy trzy klasyczne normy (ponizej x = (21, ...,2,) € R™):

e norma euklidesowa (tzw. norma £5):

def
lzlle = llzll2 =

e norma sumy (tzw. norma {1):

n
def
lzlly =D gl
j=1

e norma maksimum (lub supremum, tzw. norma £):

def
[2]loo = Hx”sup = ||zl max = max(|zi], ..., |Tn]).

Metrykom wyznaczonym przez te normy nadajemy analogiczne nazwy: metryka euklidesowa (lub naturalna) d.,
metryka sumy dy, (lub metryka manhattariska, takséwkowa); metryka maksimum dpyax.
Topologia naturalna na R™ (lub topologia euklidesowa) to top(R"™,d.).

2.18 Obserwacja.
Normy sumy © maksimum to rzeczywiscie normy.

Dowdd. Cwiczenie. O
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2.19 Twierdzenie.
Norma euklidesowa to rzeczywiscie norma.

Dowdd. Na potrzeby dowodu wprowadzmy tzw. standardowy iloczyn skalarny w R™:
def
j=1

gdzie x = (x1,...,2n),y = (Y1,-.-,Yn) € R". Zauwazmy, ze:
(isl) funkcja (-, y) jest liniowa dla dowolnego wektora y;
(is2) (y,2) = (z,y);

(is3) (z,z) > 0 dla dowolnego wektora z # 0.

Na podstawie powyzszych wlasnosci wyprowadzimy teraz tzw. nieréwnos$é Schwarza (Schwarza-Cauchy’ego-Buniako-
wskiego-...7):

(2:1) (2, 9)* < (z,2)(y,y).
Ustalmy wiec dowolnie wektory x i y. Mozemy przy tym zalozy¢, ze y # 0 (bo (x,0) = 0). Z (is3) wynika, ze:
VteR: (x+ty,z+ty) >0
oraz (y,y) > 0. Ale — korzystajac z (is1) oraz (is2) — (z + ty, x + ty) = t*(y,y) + 2t{z,y) + (x,z). Zatem:
VteR: (y,y)t* 4+ 2(z,y)t + (x,z) > 0.

Aby powyzsza nieréwno$é kwadratowa (z niewiadoma t) mogla zachodzié dla wszelkich ¢ € R, wyrdznik musi by¢
niedodatni. Ale nieréwno$é ,A < 0” jest latwo przeksztatcalna do .

Teraz bez trudu sprawdzimy, ze || - ||2 to norma. Oznaczono$é i jednorodno$é sa natychmiastowe. Pozostaje wigc
nierownosé tréjkata. Podnoszac obie strony tej nieréwnoéci do kwadratu, otrzymujemy réwnowazny warunek:

(+y,z+y) <(z,2)+2¢/(2,2)(y,9) + (y,9).

Lewa strona powyzszej nieréwnosci (dzieki wlasnosciom (isl) i (is2)) to (z,z) + 2(z,y) + (v, y), wiec wystarczy, ze
(e,9) < /(0 2)(y, ), & to wynika 7 (2], O

2.20 Uwaga.
Mozna udowodnié, ze dla dowolnej liczby p € (1, 00) funkcja

n

def 1/p
R" 3 (z1,...,20) — ||z||, & (Z|xj|p) eR,

Jj=1

jest norma na R™. Dowdd jest znacznie trudniejszy niz zaprezentowany powyzej dla p = 2 i pomijamy go. W tym
wykltadzie oprécz || - ||2 nie bedziemy uzywaé zadnej z powyzszych norm.

2.21 Definicja.
Dwie metryki d i p na zbiorze X sa:

e réwnowazne, gdy wyznaczaja te same topologie, tzn. gdy top(X, d) = top(X, 0);
e poréwnywalne, gdy istnieja stale (liczbowe) dodatnie m i ¢, takie ze d < mp oraz ¢ < cd.

Dwie normy na tej samej przestrzeni wektorowej sa réwnowazne (odp. poréwnywalne), gdy takiez sa wyznaczone
przez nie metryki.
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2.22 Obserwacja.
Metryki poréwnywalne sq¢ réwnowazne.

Dowdd. Niech d i p beda metrykami na zbiorze X, takimi ze d < mo dla pewnej stalej liczbowej m > 0. Wystarczy
pokazaé, ze wtedy top(X, d) C top(X, g). Z definicji zbioru otwartego w przestrzeni metrycznej (oraz z otwartosci kul
otwartych) wynika, ze inkluzja ta zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy:

Ve e X Vr>03s>0: By(z,s) C By(z,r).

Z nieréwnosci d < mo wynika, ze mozemy podstawi¢ w powyzszym warunku s = - O

2.23 Przyktad.
Metryki 0z oraz naturalna (tzn. euklidesowa) sa réwnowazne na Z, ale nie sa poréwnywalne (bo pierwsza z nich
jest ograniczona, a druga nie).

2.24 Twierdzenie.
Normy sq rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy sq¢ poréwnywalne.

Dowdd. Z Obs. 2222 wynika, ze normy poréwnywalne sa réwnowazne. Pokazemy, ze jest réwniez odwrotnie. Niech wiec
|| |l¢ oraz || - ||» beda normami réwnowaznymi na rzeczywistej przestrzeni wektorowej W. Z symetrii zalozen wystarczy
pokazaé, ze

(2:2) [zlla < cllllo

dla pewnej statej ¢ > 0 i wszelkich 2 € W. Poniewaz kula Bj .||, (0, 1) jest otwarta wzgledem || -||,, istnieje liczba R > 0,
taka ze

(2:3) By, (0, R) C By, (0,1).

SprawdZmy, ze (2:2) zachodzi (np.) dla ¢ Lf 2. Niech wiec € W. Dla x = 0 nieréwno$¢ (2:2)) jest oczywista. Zalézmy
b =

wiec, ze © # 0 i niech z df Rz Wtedy ||z B < R, wiec z (2:3) wnosimy, ze ||z]|, < 1, czyli ||z« < ¢||lz||, i koniec
PIE 2

dowodu. O

2.25 Obserwacja.
Normy euklidesowa, sumy i+ maksimum sq¢ réwnowazne w R™.

Dowdd. Bez trudu stwierdzamy, ze ||z||max < [|Zlle < ||z]l1 < n|z|max (druga nieréwno$é wyprowadzamy przez
podniesienie obu stron do kwadratu). O

2.26 Przyktad.

Jak pokazuje powyzsza obserwacja, trzy klasyczne metryki w R™ (tj. euklidesowa, sumy i maksimum) wyznaczaja
topologie naturalng tej przestrzeni. Ponizej podajemy przyklady dwoch innych metryk na plaszczyznie, popu-
larnych w podrecznikach z topologii. Warto pamigtaé, ze obie te (ponizsze) metryki zadaja sztuczny $wiat na
plaszczyznie, gdyz zadna z tych metryk nie jest réwnowazna metryce euklidesowej. Z tego wzgledu mozna sobie
pozwoli¢ na stwierdzenie, ze plaszczyzna nie jest wlasciwym zbiorem podktadowym do modelowania tych dwéch
ciekawych $wiatéw metrycznych.

e Metryka wezla kolejowego. Wyobrazmy sobie uboga sie¢ kolejowa posiadajaca tylko jeden wezel ko-
lejowy (u nas bedzie to punkt (0,0)). W takiej sieci podr6z koleja odbywa sie albo w linii prostej, albo
z przesiadka w tym wezle. Innymi slowy: tory to proste na plaszczyznie przechodzace przez poczatek ukladu
wspolrzednych. Gdybysmy chcieli zmierzy¢ dtugosé trasy, jaka musimy pokonaé z punktu A do B, nietrudno
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przekonaé sie, ze wzér zalezalby od tego, czy punkty A, Bi W = (0,0) sa wspélliniowe, czy nie. Konkretnie,
oznaczajac te dtugosé przez dy (A, B), otrzymujemy tzw. metryke wezla kolejowego okreslona nastepujaco:

dw (A, B) = de(A, B) gdy punkty A, B i W sa wspéliniowe
WA P de(A, W) 4+ d.(W,B) w przeciwnym przypadku '

e Metryka rzeki. Tym razem wyobrazmy sobie, ze zyjemy w $wiecie, w ktérym zasadniczo mozemy poruszac
sie tylko w kierunku pionowym, a jedynym obszarem, w ktérym mozliwy jest ruch poziomy, to pozioma
rzeka — u nas bedzie to 0§ X. Jesli wiec chcielibySmy przemieéci¢ sie miedzy punktami, ktére nie sa polozone
w jednym pionie (tzn. nie leza na tym samym ,potudniku”), musielibySmy najpierw doj$é do rzeki, potem
przeplynaé¢ nig we wlasciwym kierunku do punktu, ktéry lezy w tym samym pasie pionowym, co punkt
docelowy, i dopiero stamtad dotrze¢ do celu. Jak poprzednio, dlugoéc¢ trasy, jaka pokonamy, zadaje metryke
na plaszczyZnie, zwana metryka rzeki (lub biblioteczng). Zadaje ja nastepujacy wzér:

dr((@asya)s (25, ym)) = | V4 V] 8dy 24 = 25
ST lyal+|za — x|+ lyp| gdy 24 # zB

Czytelnikom zainteresowanym tym tematem pozostawiamy sprawdzenie, ze obie powyzsze funkcje to rzeczywiscie
metryki, oraz wyznaczenie kul w tych metrykach.

2.27 Przyktad.

W teorii przestrzeni metrycznych niezwykle przydatna technika jest operacja zmiany metryki na inna (réwnowaz-
na) przez nalozenie na wyjsciowa metryke pewnej funkeji jednej zmiennej rzeczywistej. Dowodzi sie bez najmniej-
szych klopotéw, ze jesli funkcja w: Ry — Ry ma nastepujace wlasnodci:

(wl) w(t)=0 <= t=0;

(w2) 0K s <t = w(s) <w(t);
(W3) w(s+1) <w(s) +w(t);
(wd) lim; o+ w(t) =0,

to dla dowolnej metryki d (okreslonej na dowolnym zbiorze) funkcja w o d réwniez jest metryka, i to (jednostajnie)
réwnowazna metryce d. Interesujacym jest takze, ze kazda funkcja o wlasnosciach (wl)—(w4) jest automatycznie
jednostajnie ciagta. Funkcje takie czesto nazywa sie modutami cigglosci.

Przyktadami modutéw ciaglosci sa:

e w(x) =min(z,1);

o w(x)= =

e w(x)=aP, gdzie p € (0,1] (ale nie p > 1 [1]);
e ogoélniej: kazda nieujemna niezerowa funkcja wklesta na R, ktéra jest ciagta w zerze i znika w zerze;

e jeszcze ogdlniej: kazda funkcja w: Ry — Ry spelniajaca (wl), (w2), (w4) i taka, ze funkcja (0,00) 3 ¢ —
th) € (0,00) jest stabo malejaca.

Dowody powyzszych faktéw pozostawiamy zainteresowanym czytelnikom.

Kazdy podzbiér przestrzeni metrycznej (X, d) w naturalny sposéb (indukowany z przestrzeni X) staje sie przestrzenia
metryczna — poprzez zawezenie metryki. Tym samym kazdy taki podzbiér ma swoja wlasna topologie (wyznaczona
przez metryke calej przestrzeni). ChcielibySmy umieé¢ w naturalny sposéb okreslaé topologie na podzbiorach prze-
strzeni topologicznej, wyznaczone przez topologie (calej) tej przestrzeni. W tym celu scharakteryzujmy zbiory otwarte
w podzbiorach przestrzeni metryczne;j:

2.28 Obserwacja.
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Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d). Wtedy:

top(A4,d) ={UNA: U € top(X,d)}.

Dowdéd. Niech najpierw U € top(X, d). Dla dowolnego punktu a € U N A istnieje liczba r > 0, taka ze Bx(a,r) C U.
Wtedy Ba(a,r) = Bx(a,7) VA CUNA, czyli zbiér U N A jest otwarty w (A, d).

Odwrotnie, zalézmy, ze V' C A jest zbiorem otwartym w (A,d). Wtedy dla dowolnego punktu v € V istnieje
liczba 7, > 0, taka ze Ba(v,7,) C V. Wtedy zbiér U def Uuev Bx (v,7y) jest otwarty w (X,d) oraz UN A =V, bo
V =U,ey Ba(v,ry). O

2.29 Definicja.
Topologia indukowang na podzbiorze A przestrzeni topologicznej (X, 7) nazywamy rodzine:

T|Ad:Cf{UﬂA: Uer}.

Innymi stowy, w topologii indukowanej: top(A4) = top(X)|a. Bez trudu sprawdza sie, ze 7|4 rzeczywiscie jest
topologia na zbiorze A.

2.30 Obserwacja.
Die AC X, F(A)={FNA: Fe #X)}.

Dowdd. Cwiczenie. O

2.31 Twierdzenie.
Dla podzbioréw A i B przestrzeni topologicznej X, takich Ze A C B, zachodzi wzor:

(2:4) CIB(A) = Clx(A) N B.

Dowdd. Z Obs. [2.30| wynika, ze zbiér clx (A)N B jest domkniety w B i tym samym clp(A) C clx (A) N B. Aby wykazaé
przeciwna inkluzje, ustalmy dowolny punkt z € clx(A) N B. Wtedy oczywiscie z € B, wiec z € clg(A) wtedy i tylko
wtedy, gdy

VVotoczenie punktu z w B: VNA#g

(por. punkt (e) Obs. (str.[5))). Niech zatem V bedzie dowolnym otoczeniem punktu z w B. Wtedy istnieje zbidr
U otwarty w X, taki ze intg(V) = U N B. Stad U jest otoczeniem punktu z w X. Skoro z nalezy do clx(A), wnosimy
2eUNA# . Azatem VNADintg(V)NA=UNBNA=UNA+# 3, co koficzy dowdd. O

Miedzy wnetrzem w topologii indukowanej a wnetrzem w calej przestrzeni nie ma ,naturalnego” zwiazku — podobnego
do (2:4). Ewentualne rozwazania na ten temat pozostawiamy czytelnikom.

2.32 Definicja.
Méwimy, ze podzbiér A przestrzeni topologicznej X jest:

o gesty, gdy A= X;
o brzegowy, gdy int(A4) = &;

e nigdziegesty, gdy int(A) = @.
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2.33 Przyktad.
Jak wynika z Tw. (str. , pojecia zbioru gestego i brzegowego (podobnie jak otwartego i domknigtego) sa
wzajemnie dualne do siebie, tzn. podzbidér przestrzeni topologicznej jest jednego rodzaju (sposrdéd ww.) wtedy
i tylko wtedy, gdy jego dopelnienie (w calej przestrzeni) jest drugiego rodzaju. Nietrudno si¢ przekonaé, ze —
przy tym rozumieniu stowa ,dualne” — wtasnoécia dualng do bycia zbiorem nigdziegestym jest zawieranie gestego
zbioru otwartego. Jednakze ani ta wlasnosé, ani zbiory o tej wlasnosci, nie maja powszechnie przyjetej nazwy.
Przyjeta terminologia ,zbiér brzegowy” moze nam sie stusznie kojarzy¢ z brzegami zbioréw. Z tego wzgledu
warto pamietaé, ze brzeg zbioru na ogdl nie jest zbiorem brzegowym (!). Jednym z najprostszych przykladéw
o tym $wiadczacych jest zbiér liczb wymiernych w R: 9g(Q) = R. Zbiory Q i R\ Q (jako podzbiory R) $wiadcza
o tym, ze zaréwno suma mnogosciowa dwoch zbioréw brzegowych nie musi by¢ zbiorem brzegowym, jak i przeciecie
dwoch zbioréw gestych nie musi by¢ zbiorem gestym.

2.34 Obserwacja.
Niech A C B C X, gdzie X to przestrzen topologiczna.

Jesli zbidr A jest otwarty w B, a zbior B jest otwarty w X, to zbior A jest otwarty w X.
Jesli zbidr A jest domkniety w B, a zbidr B jest domkniety w X, to zbior A jest domkniety w X .

Jesli zbidr A jest gesty w B, a zbior B jest gesty w X, to zbior A jest gesty w X .

Jesli A jest brzegowy lub nigdziegesty w B, to jest takiz w X .

Suma dwdch zbiorow nigdziegestych jest zbiorem nigdziegestym.

)
)
)
(d) intx(A) C intp(A).
)
)
)

Zbior A jest gesty w X wtedy i tylko wtedy, gdy ANU # @ dla dowolnego niepustego zbioru otwartego U C X.

Dowdd. Cwiczenie. O

3 Ciagi uogodlnione

Zanim wprowadzimy tytulowe pojecie tej czesci, najpierw zajmiemy sie ,zwyklymi” ciggami w przestrzeniach me-
trycznych.

3.1 Definicja.
Moéwimy, ze ciag (z,,),., 0 wyrazach w przestrzeni metrycznej (X, d) jest zbiezny (lub zbiega) do elementu g € X,
gdy:

Ve>03k>0Vn2>k: dlx,,g) <e.

W powyzszej sytuacji punkt g nazywamy granicg ciagu (a,),.; (wzgledem metryki d lub: w przestrzeni X).

X.d .
Notacja: z, — g (n — 00); zy, X g (n— 00); xp <, g (n — 00); X g (n — 00); lub lim,, 0o x,, = g.
Zauwazmy, ze lim,, o z, = g wtedy i tylko wtedy, gdy lim,—c d(zn,g) = 0, gdzie ostatnia granica rozumiana

jest w sensie analizy matematycznej.

Powyzszy warunek (definiujacy zbiezno$é) nie ma szans na uogélnienie na przestrzenie niemetryczne, jako ze w spo-
s6b ewidentny uzywa metryki. Dlatego interesuje nas warunek réwnowazny zbieznosci, ktory bedzie mozna latwo
zaadaptowaé takze do przestrzeni niemetryzowalnych.

3.2 Obserwacja.
Dla ciggu (), w przestrzeni metrycznej (X,d) oraz elementu g € X nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) zn — g (n — o0);

(ii) YU otoczenie punktu g Ik >0Vn > k: z, € U.
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Dowdéd. Réwnowaznosé obu warunkéw latwo wynika stad, ze:
e By(g,¢) jest otoczeniem punktu g dla dowolnej liczby € > 0; oraz

e dla dowolnego otoczenia U punktu g istnieje liczba & > 0, taka ze Bg(g,e) C U.

O

W przestrzeniach metryzowalnych (a takze w pewnych niemetryzowalnych przestrzeniach topologicznych — ale nie
wszystkich!) ciagi zbiezne przydaja sie do opisu domkniecia zbioru, jak to pokazuje ponizsze

3.3 Twierdzenie.
Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni metryzowalnej X. Wtedy dla b € X :

hbe A — El(an)zoleA: an — b (n — 00).

W szczegdlnodci, zbior A jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera granice wszystkich swoich ciggéw zbiez-
nych w X.

Dowdéd. Ustalmy metryke d zgodna z topologia przestrzeni X.

Najpierw zalézmy, ze b € A. Wtedy z punktu (e) Obs. (str. [5) wynika, ze dla dowolnej liczby n € Nj istnieje
punkt a, € A, taki ze a,, € Bg(b,27"). Wtedy a, — b (n — 00), gdyz lim,_,o d(an,b) < 27™.

Odwrotnie, zalézmy, ze mamy pewien ciag (an).., C A, ktéry zbiega do b. Wtedy w dowolnym otoczeniu U
punktu b lezy nieskoriczenie wiele wyrazéw ciagu (a,), ., (dzieki Obs. , zatem ANU # &. Tym samym (z punktu

(e) Obs. (str. ) be A O

3.4 Przyktad.
Warunek (i) z Obs. stuzy jako definicja zbieznosci ciagu w dowolnej przestrzeni topologicznej. (My lada
moment — w Def. (str. — zdefiniujemy w analogiczny sposob zbieznosé dla tzw. ciagdéw uogdlnionych,
ktore obejmuja takze ,zwykle” ciagi). Ponizej podajemy przyklad swiadczacy o tym, ze warunek charakteryzujacy
zbiory domkniete podany w Tw. nie jest prawdziwy w pelnej ogdlnoéci w przestrzeniach topologicznych.
Niech X bedzie zbiorem nieprzeliczalnym. Wyposazmy zbior X w tzw. topologie dopelnien przeliczalnych,
uznajac za zbiory otwarte zbidr pusty oraz wszystkie zbiory A C X, takie ze card(X \ A) < Wo. Nietrudno si¢
przekonaé, ze w tej przestrzeni:

e a € X\ {a} dla dowolnego punktu a € X;
o zwykle” ciagi zbiezne sg od pewnego momentu state;
e kazdy ,zwykly” ciag ma co najwyzej jedna granice.

W szczegdlnosci, jesli zbior A C X nie jest domknigty oraz ciag (an)ioz1 C A zbiega do a € X, to a € A.
Zbiory zamkniete na branie granic swoich ,zwyklych” ciagéw zbieznych nazywamy ciggowo domknietymi.

Wiasnosé sformutowana w Tw. jest jedna z wielu, ktére maja charakter ciagowy i przystuguja wszystkim prze-
strzeniom metryzowalnym, ale nie wszystkim topologicznym. Préba ,zalatania” tej ,ciagowej” przepasci (miedzy
przestrzeniami metryzowalnymi a topologicznymi) doprowadzila do powstania nowego (niezwykle uzytecznego w to-
pologii) pojecia ciagu uogdinionego (lub ciagu Moore’a-Smitha — aczkolwiek w tym skrypcie nie bedziemy uzywaé tej
nazwy). Dwie zasadnicze réznice miedzy tym pojeciem a pojeciem ,zwyklego” ciagu, to:

e dziedzing ciggu uogdlnionego moze by¢ zbiér dowolnie duzej mocy, a jego elementy nie musza by¢ miedzy soba
poréwnywalne;

e sposéb, w jaki definiuje sie podciag uogdlniony: dziedzina podciggu moze by¢é np. zbiorem roztacznym z dziedzing
ciggu; ponadto podcigg uogdlniony ,zwyklego” ciagu na ogét nie jest ,zwyklym” ciagiem.

Precyzyjne definicje podajemy ponizej.
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3.5 Definicja.

Zbiorem skierowanym (lub dokladniej: skierowanym w gdre) nazywamy dowolng pare (X, <), taka ze X jest
niepustym zbiorem, a ,<” jest relacja pdlporzqgdku na ¥ (tzn. dwuargumentowsa relacja w zbiorze X, ktora jest
zwrotna i przechodnia), taka ze:

(dir) Voi1,00 € X dog € X: 01 < 0g Aoa < 0g.

Warunek (dir) nazywa sie warunkiem skierowania.
Cigg uogdlniony w zbiorze X to dowolna funkcja okreslona na (jakimkolwiek) zbiorze skierowanym o warto-
Sciach w X. Zamiast f: X — X, bedziemy pisaé¢ (2,)sex C X (gdzie z, = f(0)).

3.6 Przyktad.

Rodzina wszystkich otoczen ustalonego punktu w przestrzeni topologicznej, wyposazona w relacje obejmowania
(czyli relacje ,D” odwrotna do inkluzji), jest zbiorem skierowanym. Jest ona czesto wykorzystywana jako zbidr
indeksow w konstrukeji ciagéw uogdlnionych zbieznych do danego punktu.

3.7 Definicja.
Moéwimy, ze funkcja A: ¥ — A miedzy zbiorami skierowanymi (X, <x) i (A, <a) jest wspdlkoricowa, gdy spelnia
warunek:

(00) Voe AJreXVoeX: (0257 = Ao) >ad).

(Powyzszy warunek mozna latwo zapamietaé, stosujac sugestywna, ale nieformalna notacje: limy .o A(0) = 00).
Warto zapamietaé, ze funkcja wspdtkoncowa nie musi byé monotoniczna (i w wielu zastosowaniach ciagéw uogdl-
nionych taka nie jest).

Podcigg uogdlniony ciagu uogélnionego (7,),cy, to dowolny ciag uogdlniony (zx)aea, dla ktérego istnieje
funkcja wspotkoncowa ¢: A — X, taka ze:

VAeEA: z, = Tp(A)-
Innymi stowy: podciag uogdélniony danego ciagu uogdlnionego powstaje przez podstawienie do indeksu funkcji

wspotkoncowej. Pamigtajmy takze, ze ,zwykly” podciag ,zwyklego” ciagu jest jego podciagiem uogdélnionym.
Inne nazewnictwo (ktérego nie bedziemy stosowad): podciag subtelniejszy = podciag uogdlniony.

Jak nietrudno sie przekonaé, zlozenie dwéch funkeji wspétkoficowych (miedzy zbiorami skierowanymi) réwniez jest
funkcja wspotkoncowa. Wynika stad, ze podciag uogdlniony podciagu uogdlnionego pewnego ciagu uogdlnionego jest
rowniez podciggiem uogélnionym tego ciagu.

W topologii kluczowa wtasnoscia przystugujaca ciagom uogdlnionym jest zbieznosé.

3.8 Definicja.
Méwimy, ze ciag uogélniony (2, ),ex W przestrzeni topologicznej (X, 7) jest zbiezny (lub: zbiega) do punktu g € X,
gdy:

VUotoczenie punktu g 3¢ € ¥ Vo > &: z, € U.

Notacja: z, — g (0 € X); z, X gloeX)z, 5 g(o€X); 2, % g (0 € X); lub limyex 2, = g — ale ta

ostatnia notacja dozwolona jest jedynie w sytuacji, gdy ciag uogélniony ma dokladnie jedna granice.

3.9 Uwaga.

W zadnej z powyzszych definicji nie zada sie, by zbior skierowany nie mial elementu najwiekszego. Tym samym
funkcje okreslone (np.) na zbiorze czesciowo uporzadkowanym posiadajacym element najwiekszy sa pelnoprawnymi
ciagami uogdlnionymi. Jak nietrudno sie przekonaé, wszystkie one sa zbiezne (np. do wyrazu o najwiekszym
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indeksie). Mimo ze nie sa one wykluczone w definicji ciagu uogélnionego, $mialo mozemy je postrzegaé jako
yurwane” lub patologiczne.

3.10 Przyktad.

Niech X bedzie zbiorem nieprzeliczalnym wyposazonym w topologie dopelnien przeliczalnych (zob. Prz.
str. . Niech ¥ bedzie rodzing wszystkich co najwyzej przeliczalnych podzbioréw zbioru X. Zbior ¥ z relacja
inkluzji ,,C” jest zbiorem skierowanym. Dla dowolnego zbioru o € ¥ niech z, bedzie dowolnym elementem zbioru
X \ 0. Otrzymujemy w ten sposéb ciag uogélniony (x,),cx W przestrzeni X. Ciag ten jest zbiezny do kazdego
elementu przestrzeni X (mimo iz w tej przestrzeni zwykle ciagi maja co najwyzej jedna granice!). Istotnie, jesli
U jest otoczeniem jakiegokolwiek punktu g € X, to zbiér & f x \ U jest co najwyzej przeliczalny, czyli £ € X.
Jedli teraz element o € X spelnia warunek o > £, czyli§ Co,toz, € X \o C X\ =U — i teza.

W dalszym ciagu wykladu poznamy warunek charakteryzujacy przestrzenie topologiczne, w ktérych kazdy ciag uogél-
niony ma co najwyzej jedna granice — zob. Tw. [6.5| (str. .
Ustalimy teraz podstawowe wlasnosci zwigzane ze zbieznoscia ciagdéw uogdlnionych.

3.11 Obserwacja.
Niech (x4)sex bedzie ciggiem uogdlnionym w przestrzeni topologicznej X i niech a € X.

(a) Jesli zbior A C X zawiera wszystkie wyrazy ciggu uogdlnionego (T, )sex oraz punkt a, to:
xaia(UGE) = zaia(UGE).

(b) Jesli z, — a (0 € X), to kazdy podcigg uogdlniony ciggu (x4)sex takie zbiega do a.

(¢) Cigg uogdlniony (x,)scx zbiega do a wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy jego podcigg wogdlniony ma podcigg
uogolniony zbieiny do a.

Dowdd. Whasnos$é (a) wynika wprost z definicji topologii indukowanej, natomiast (b) tatwo wyprowadza sie z warunkéw
definiujacych zbieznosé oraz funkcje wspétkoncowa (do otoczenia U dobiera sie oy, a nastepnie do oy dobiera sie \g).
Zauwazmy, ze z (b) wynika implikacja ,, = " z (c). Ponizej wykazemy jedyna nietrywialna czes$é tej obserwacji: czyli
implikacje ,, <=" w (c). Wykazemy ja nie wprost.

Zalézmy wiec, ze kazdy podciag uogdlniony ciagu uogdlnionego (z,),ex ma podciag uogélniony zbiezny do a, ale
sam ten ciagg nie zbiega do a. Ostatnia z ww. wlasnosci oznacza, ze istnieje otoczenie V punktu a o nastepujacej
wlasnosci:

(3:1) Vor € X Jo2 > 01: x4, ¢ V.

Niech J bedzie zbiorem wszystkich takich o € ¥, ze z, ¢ V. Twierdzimy, ze zbiér J (z relacja pétporzadku indukowana
z relacji na ¥) jest skierowany. Istotnie, niepusto$¢ J wynika z (3:1)) oraz niepustosci X. Ponadto, jesli 01,09 € J, to
istnieje indeks o3 € ¥, taki ze 03 > 01 1 03 > 03. Na podstawie warunku mozemy dobraé indeks oy € J, taki ze
03 < 0g. Wtedy oczywiscie 01 < 0g oraz oy < 09, czyli spelniony jest warunek skierowania.

Dalej, zauwazmy, ze warunek oznacza doktadnie tyle, ze funkcja identycznosciowa z J w X jest wspotkoncowa.
Tym samym (x,),cs jest podciagiem uogblnionym. Z zalozenia w (¢) wynika zatem, Zze ma on podciag uogdlniony
(y(x))ren zbiezny do a. Ale v(X) € J, wigc x,(y) ¢ V dla zadnego indeksu A € A, co przeczy zbieznosci do a tegoz
podciagu. O

Za pomoca ciagdéw uogdlnionych mozemy ,;uogdlnié” Tw. (str. :

3.12 Twierdzenie.
Punkt a nalezy do domkniecia zbioru A w przestrzeni topologicznej X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cigg
uogdlniony o wyrazach w A zbiezny do a.

W szczegolnosci, zbior jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera wszystkie granice swoich wszystkich
ciggow uogolnionych zbieznych w X.
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Dowdd. Oczywiscie wystarczy udowodnic¢ pierwsze stwierdzenie.

Najpierw zalézmy, ze mamy ciag uogélniony (z,),ex C A zbiezny do a. Aby wykazaé, ze a € A, stosujemy punkt
(e) Obs. (str. . Niech wigc U bedzie otoczeniem punktu a. Z zalozonej zbieznosci wynika, ze istnieje indeks
oo € X, taki ze z,, € U. A stad ANU # @, co konczy dowdd tej implikacji.

Zalézmy teraz, ze a € A. Oznacza to, ze dla dowolnego otoczenia U punktu a istnieje element xy € A, taki
ze xy € U. Niech ¥ bedzie rodzing wszystkich otoczen punktu a. Wtedy (X, D) jest zbiorem skierowanym oraz
xy — a (U € X), co konczy dowdd. O

Ostatnia czesé tego rozdzialu poswiecimy charakteryzacji granic zbieznych podciagdéw uogélnionych ustalonego cia-
gu uogolnionego. Zaprezentowany ponizej wynik postuzy nam poézniej do scharakteryzowania przestrzeni zwartych
w jezyku ciagéw uogdlnionych — zob. Tw. (str. [34).

3.13 Definicja.
Punkt a przestrzeni topologicznej X nazywamy punktem skupienia ciagu uogélnionego (z,),ex C X, gdy

VUotoczenie punktu a Vo € ¥ Jog > 01: x4, € U.

3.14 Twierdzenie.
Punkt a jest punktem skupienia ciggu uogdlnionego (r,)ses wtedy i tylko wtedy, gdy cigg ten ma podcigg wogdl-
niony zbiezny do a.

Dowdd. Najpierw zalézmy, ze (x,(x))aea jest podciagiem uogdlnionym zbieznym do a. Ustalmy otoczenie V' punktu
a oraz indeks o1 € X. Ze wspotkonicowosci funkeji v wynika, ze istnieje taki indeks A\ € A, ze v(\) > o7 dla wszelkich
A > A1. Jednoczesnie, ze zbieznoéci podciggu wnioskujemy, ze istnieje indeks Ay € A, taki ze x,(y) € V' dla wszelkich
A > Ag. Teraz wystarczy skorzystaé¢ ze skierowania zbioru A: istnieje indeks A\g € A, taki ze Ay < Ag oraz Ay < Ag.
A wtedy indeks o2 def v(Ao) spelnia 01 < 09 oraz z,, € V.

Zalézmy teraz, ze a jest punktem skupienia danego ciagu uogdlnionego i rozwazmy zbiér skierowany

A {(0,U): o € %, Uotoczenie punktu a}

z poétporzadkiem:
(O’l,Ul) < (GQ,UQ) <— 01 <09 ANU; D Us.

(Sprawdzenie, ze jest to zbiér skierowany, pozostawiamy jako éwiczenie). Z warunku definiujacego punkt skupienia
wnosimy, ze dla dowolnej pary A = (o,U) € A istnieje indeks v(\) € X, taki ze:

(a) v(\) > o; oraz
(b) Ty(n) € U.

Powyzszy warunek (a) gwarantuje nam, ze funkcja v: A — 3 jest wspo6lkonicowa (dla zadanego indeksu oy wystarczy
wskaza¢ Ao = (00, X)). Z kolei warunek (b) oznacza, ze ciagg uogélniony (z,(x))aea jest zbiezny do a (dla zadanego
otoczenia V' punktu a wystarczy wskazaé¢ \g = (09, V), gdzie o¢ to dowolnie wybrany element zbioru X), co konczy
dowdd twierdzenia. O

3.15 Uwaga.

Prawdziwy jest odpowiednik Tw. dla zwyklych podciagéw (zwyklych ciagdw) w przestrzeniach metryzowal-
nych, ale nie we wszystkich topologicznych. Dowdd tego faktu (wraz ze wskazaniem kontrprzykladu w przestrze-
niach niemetryzowalnych) pozostawiamy zainteresowanym czytelnikom.

3.16 Obserwacja.

(a) Cigg uogdlniony (z,)sex w przestrzeni metrycznej (X, d) zbiega do elementu g € X wtedy i tylko wtedy, gdy
liczbowy cigg uogdlniony (d(zs,g))sex 2zbiega do 0 w R.
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(b) W R prawdziwe sq dla ciggéw uogélnionych (o wspdlnym zbiorze indeksujacym): twierdzenie o 3 ciggach oraz
o granicy sumy i tloczynu skonczenie wielu ciggow zbieinych.

(c) Cigg uogdlniony (z4)sex w przestrzeni R, gdzie v, = (mgl), o ,xgd)), zbiega do elementu b= (b ... b®)

wtedy i tylko wtedy, gdy
Vee{l,....d: 2® 5k 5 ey).

Dowdd. Punkt (a) wynika z tego, ze kazde otoczenie punktu g zawiera pewna kule otwarta (szczegély — éwiczenie).
Punkt (b) pozostawiamy jako éwiczenie. Tutaj zajmiemy sie jedynie punktem (c). Z (a) wiemy, Ze ciag uogdlniony
(z5)oex zbiega do b wtedy i tylko wtedy, gdy

de(25,b) — 0.
Dzigki (b) (oraz Obs. str. |8)) powyzsza zbieznosé jest réwnowazna nastepujacej:

dg (.’ﬂg, b) — 0.
Ponownie z (b) (w jedna stroneg z twierdzenia o 3 ciagach, w druga z twierdzenia o granicy sumy ciagéw uogdélnionych)
wnosimy, ze ta ostatnia zbiezno$é jest réwnowazna temu, ze |x<(,k) —b®| -0 (0 € X)dlak=1,...,d, co jest
réwnowazne (dzieki (a)) warunkowi sfomulowanemu w (¢) (tj. warunkowi zbieznodci po wspéirzednych). O

4 Ciaglosé

4.1 Definicja.
Niech f: (X,d) — (Y, 0) bedzie dowolna funkcja miedzy przestrzeniami metrycznymi. Méwimy, ze funkcja f jest
ciggta w punkcie a € X, gdy:

Ve>030>0Ve e X: (d(z,a) <d = o(f(x), f(a)) <e).

Aby uogélnié¢ powyzsza definicje (ze $wiata metrycznego na topologiczny), potrzebujemy charakteryzacji, w ktérej nie
pojawiaja sie metryki.

4.2 Obserwacja.
Funkcja f: (X,d) — (Y, 0) jest ciggla w punkcie a € X wtedy i tylko wtedy, gdy:

YV otoczenie punktu f(a) w'Y 33U otoczenie punktu a w X: f(U) C V.

Dowdd. Cwiczenie (obowiazkowe). O

4.3 Definicja.
Niech f: X — Y bedzie dowolna funkcja miedzy przestrzeniami topologicznymi i niech a € X. Méwimy, ze funkcja

f jest ciggla w punkcie a, gdy:
VVotoczenie punktu f(a) w Y JUotoczenie punktu a w X: f(U) C V.

Funkcja jest ciggla, gdy jest ciagla w kazdym punkcie swojej dziedziny.
Przez C(X,Y) bedziemy oznaczaé zbiér wszystkich funkcji ciaglych z X w Y. Ponadto, C'(X) def C(X,R) oraz

Cy(X) ef {f € C(X): zbidr f(X) jest ograniczony}.

4.4 Obserwacja.
Niech f: X —Y bedzie funkcjg miedzy przestrzeniami topologicznymsi i niech a € X.
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(a) Funkcja f jest ciggla w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy:
X Y
Te > a (0 €X) = f(z,) = fla) (c €X).
(b) Jesli przestrzen X jest metryzowalna, to funkcja f jest ciggla w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy:
X Y
Tn = a (n—o00) = f(zn) = f(a) (n — o0).

W szczegolnosci, gdy przestrzen X jest metryzowalna, to funkcja f jest ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy jest
ciagowo ciagla, tzn. gdy spelnia warunek:

Tn > (n—00) = f(wa) = f(x) (n— o).

(¢) Jesli B CY jest dowolnym zbiorem, takim ze f(X) C B, to funkcja f jako f: X —Y jest ciggla w punkcie
a (odp. ciggla) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jako f: X — B jest ciggla w punkcie a (odp. ciggla).

(d) Jesli U jest otoczeniem punktu a w przestrzeni X, to funkcja f jest ciggla w punkcie a wtedy i tylko wtedy,
gdy funkcja f|ly: U — Y jest ciggla w punkcie a.

Dowdd. Rozpoczynamy od (a). Zalézmy, ze funkcja f jest ciagla w punkcie a i niech (z,),ecs C X bedzie ciagiem
uogdlnionym zbieznym do a. Aby wykazaé, ze ciag (f(zs))ses zbiega do f(a), ustalmy dowolne otoczenie V' punktu
fla) w Y. Z zalozenia wiemy, ze istnieje otoczenie U punktu a w X, takie ze f(U) C V. Ze zbieznosci ciagu (4 )rex
do a wynika istnienie indeksu og € ¥, takiego ze x, € U dla wszelkich o > (. Ale wtedy takze f(z,) € f(U) C V, co
konczy dowdd tej implikacji.

Zalézmy teraz, ze f spelnia warunek z ciaggami uogélnionymi sformulowany w punkcie (a). Cheemy wykazaé, ze
funkcja jest ciagta w a. Dowodzimy tego nie wprost: zaldzmy wiec hipotetycznie, ze funkcja f nie jest ciagla w punkcie
a. Oznacza to, ze istnieje otoczenie V punktu f(a) w Y, dla ktérego nie istnieje otoczenie U punktu a w X, takie ze
f(U) C V. Oznacza to, ze dla dowolnego otoczenia U punktu a istnieje punkt

(4:1) zy €U,
taki ze
(4:2) f(zv) ¢ V.

W ten sposéb otrzymujemy ciag uogdlniony (zy)ues, gdzie ¥ to zbiér skierowany wszystkich otoczen punktu a
z relacja obejmowania (,,D”). Z warunku (4:1)) wynika, ze

xgﬁa(an).

Jednocze$nie warunek oznacza, ze ciag (f(zs))sex nie jest zbiezny do f(a) — co przeczy naszemu obecnemu
zalozeniu i tym samym dowodzi cigglosci funkcji f w a.

Przejdzmy do (b). Ustalmy metryke d na X zgodna z topologia tej przestrzeni. Zauwazmy, ze jesli funkcja jest
ciagla w punkcie a, to dzieki (a) spelnia warunek ciagowy sformulowany w punkcie (b). Wystarczy wiec wykazaé
odwrotng implikacje. Podobnie jak poprzednio, dowodzimy jej nie wprost: zakladamy, ze funkcja f nie jest ciagla
w punkcie a, mimo ze spelnia warunek ciagowy sformulowany w (b). Z nieciaglosci wynika, ze istnieje otoczenie V'
punktu f(a) w Y, takie ze dla dowolnej liczby catkowitej n > 0 istnieje punkt x,, € By(a,27™) spelniajacy f(z,) ¢ V.
Wtedy z, Xa (n — ), ale ciag (f(zn)),—; nie zbiega do f(a) — i sprzecznosé.

Stwierdzenia ujete w punktach (c¢) i (d) wynikaja z definicji topologii indukowanej oraz tego, ze jesli U jest otocze-
niem punktu a w X, a V jest otoczeniem punktu a w U, to V jest otoczeniem punktu a w X. Szczegdly dowodowe
tych punktéw pozostawiamy jako éwiczenie (obowiazkowe). O

4.5 Twierdzenie.
Dla funkcji f: X — Y miedzy przestrzeniami topologicznymi nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) funkcja f jest ciggla;
(i) YU € 9(Y): f~YU)e9(X);
(iii) VF € Z(Y): f~YF) € F(X);
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(iv) YVAC X: f(A) c f(A);

(V) 20 Sz (0 €X) = f(z,) > flz) (0 € D).

Dowdd. Réwnowaznosé miedzy (i) i (v) wynika z punktu (a) Obs. Zauwazmy takze, ze warunki (ii) i (iii) sa
réwnowazne (wystarczy przej$¢ do dopelnieft zbioréw).

Zal6zmy, ze zachodzi (i). Niech V' bedzie zbiorem otwartym w Y. Aby wykazad, ze zbiér U def F7LH(V) jest otwarty

w X, wystarczy uzasadnié¢, ze dla dowolnego punktu a € U istnieje otoczenie W punktu a, ktore zawiera sie w U.
Niech wiec a € U, czyli f(a) € V. Z ciaglosci funkcji f w punkcie ¢ wynika istnienie otoczenia W punktu a w X
takiego ze f(W) C V. Ale wtedy W C U, co koniczy dowdd (ii).

Odwrotnie, jesli zachodzi (ii), a jest punktem przestrzeni X oraz V jest otoczeniem punktu f(a) w Y, to U def
fY(int(V)) jest zbiorem otwartym zawierajacym punkt a i spetniajacym f(U) C V, co dowodzi ciagloéci funkcji f.

Wykazalidmy juz réwnowazno$é warunkéw (i), (ii), (iii) oraz (v). Pozostaje sprawdzié, ze warunek (iii) jest réwno-
wazny (iv). Jesli (iii) zachodzi i A jest dowolnym podzbiorem przestrzeni X, to zbiér F def f(A) jest domkniety w Y,
wiec takze zbiér f~1(F) jest domkniety. Ale A C f=1(F) (bo f(A) C F), zatem A C f~1(F), czyli f(A) C F, co daje
(iv).

Na koniec zalézmy, ze zachodzi warunek (iv) i niech F' bedzie zbiorem domknigtym w Y. Oznaczmy A et fUEF).
Wtedy f(A) C F, wigc z (iv) wynika, ze f(A) C F, czyli A C f~Y(F) = A, co oznacza, ze zbiér A = f~1(F) jest
domkniety w X. O

4.6 Definicja.
Funkcje f: X — Y nazywamy:

e homeomorfizmem, gdy f jest bijekcjg oraz f i f~! sa funkcjami cigglymi;
e zanurzeniem lub wlozeniem (topologicznym), gdy f jest homeomorfizmem miedzy X a f(X);

e zanurzeniem otwartym (odp. domknietym) lub wlozeniem otwartym (odp. domknietym), gdy f jest zanu-
rzeniem topologicznym, a zbiér f(X) jest otwarty (odp. domkniety) w Y;

e odwzorowaniem otwartym, gdy f(U) jest zbiorem otwartym w Y dla dowolnego zbioru U otwartego w X;

e odwzorowaniem domknietym, gdy f(F') jest zbiorem domknietym w Y dla dowolnego zbioru F' domknietego
w X.

4.7 Obserwacja.
Niech f: X —Y bedzie dowolng funkcjqg.

(a) Funkcja f jest zanurzeniem otwartym (odp. domknietym) wtedy i tylko wtedy, gdy f jest ciggla iniekcjg
i zarazem odwzorowaniem otwartym (odp. domknietym).

(b) Funkcja [ jest homeomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy f jest suriektywnym zanurzeniem topologicznym.

Dowdd. Cwiczenie (obowiazkowe). O

4.8 Obserwacja.

(A) Jesli f: X =Y jest funkcjg ciggle w punkcie a € X, a g: Y — Z funkcjg ciggle w punkcie b= f(a) €Y, to
funkcja go f: X — Z jest ciggla w punkcie a.

(B) Zawezenie funkcji cigglej do dowolnej podprzestrzeni dziedziny jest funkcjq ciggla.

(C) Funkcja jest ciggla, gdy jest lokalnie ciagla, tzn. gdy kazdy punkt dziedziny ma otoczenie, na ktérym ciggle
jest zawezZenie tej funkcyi.
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(D) Zlozenie dwdch funkcji tego samego typu sposréd wymienionych ponizej jest funkcja takze tego typu:

funkcja ciggla; homeomorfizm; zanurzenie topologiczne; zanurzenie domkniete; zanurzenie otwarte; odwzoro-
wanie otwarte; odwzorowanie domkniete.

(E) Zawezenie zanurzenia topologicznego do dowolnej podprzestrzeni dziedziny jest zanurzeniem topologicznym.

(F) Zawezenie zanurzenia (odp. odwzorowania) otwartego do podzbioru otwartego dziedziny jest zanurzeniem (odp.
odwzorowaniem) otwartym.

(G) Zawezenie zanurzenia (odp. odwzorowania) domknietego do podzbioru domknietego dziedziny jest zanurzeniem
(odp. odwzorowaniem) domknietym.

Dowdd. Cwiczenie (obowiazkowe). O

4.9 Twierdzenie.
Niech {f;: A; — Y}jes bedzie rodzing zgodnyc funkcji cigglych, gdzie zbiory A; sq podzbiorami jednej prze-
strzeni topologicznej X. Niech A def UjeJ Aj oraz f def UjEJ firA—=Y (f to zlepiem‘ funkcji f;). Wtedy

funkcja f jest ciggla, jesli zachodzi jeden z dwdch ponizszych warunkow:
(a) wszystkie zbiory A; (j € J) sq otwarte w X ; lub

wszystkie zbiory A; (5 € sq domkniete w X, a zbior J jest skonczony.
b kie zbiory A; (j € J domkni X bior J j kon

Dowdéd. Zauwazmy, ze dla dowolnego zbioru B C Y:
By = Bna=JE @) n4) = Jfla) 1 B) = U £7(B).
jed jeJ jeJ
Jesli wiec zachodzi (a) (odp. (b)), a zbiér B jest otwarty (odp. domkniety) w Y, wtedy f~1(B) jest zbiorem otwartym
(odp. domknietym) jako suma mnogosciowa (odp. suma mnogoséciowa skonczenie wielu) zbioréw domknietych (por.

Obs. (str. [L1)). O

5 Baza topologii i baza otoczen

5.1 Definicja.
Bazg topologii T na zbiorze X nazywamy dowolng rodzine zbioréw [ o nastepujacych dwoch wlasnosciach:

e 3 C 7 (czyli zbiory z bazy sa otwarte); oraz
eVUecr3IfCB: UB=U.
Ciezar (topologiczny) przestrzeni topologicznej (X, 7) to liczba kardynalna w(X) = w(X, 7) okreslona nastepujaco:

w(X) &ef min{card(3): B to baza topologii X}

(pamigtajmy, ze (3 &t - jest baza topologii). Chociaz tak okreslona wielko§¢ moze by¢ skonczona, w praktyce
czesto przyjmuje sig, ze w(X) > Ng (tzn. zastepuje sie¢ w(X) przez max(w(X),Ng)).

5.2 Obserwacja.
Niech 8 bedzie bazg pewnej topologii na zbiorze X. Wtedy:

(Bl) Vee X AU € 8: z € U;
(B2) VU, VepYacUNV IWeB: acWCUNV.

"DTzn. f;(z) = fr(z) dla wszelkich j,k € J oraz x € A; N Ay,
DTS f(x) = fi(z) dlaz € Aj.
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Dowdd. Z definicji bazy topologii wynika, ze X = |J 3, co implikuje (B1). Podobnie, jesli U,V € 3, wtedy U NV jest
suma mnogosciowg pewnej podrodziny rodziny (3, wiec kazdy element zbioru U NV wpada do pewnego zbioru W € 3
zawartego w U NV O

Jak pokazuje powyzsza obserwacja, wlasnosci (B1)—(B2) przystuguja kazdej bazie (kazdej) topologii. Okazuje sie, ze
sg one zarazem wystarczajace do tego, by rodzina podzbioréw byla baza pewnej topologii:

5.3 Twierdzenie. (Twierdzenie o zadawaniu topologii przez baze)
Niech 8 bedzie dowolng rodzing podzbioréw zbioru X spelniajgcqg warunki (B1)—(B2). Wtedy istnieje dokladnie
jedna topologia T na X, ktorej bazq jest 3. Co wiecej, topologia ta jest okreslona nastepujgco:

Uer < VYaeU IV ePG: acV CU

Dowdéd. Okreslamy rodzing 7 warunkiem sformulowanym w twierdzeniu. Pokazemy, ze jest to topologia na X. Z wa-
runku (B1) wynika, ze X € 7. Wprost z definicji rodziny 7 wynika warunek (Top2) oraz to, ze @ € 7. Pozostaje
(Top3). Niech wiec U,V € 7. Aby sprawdzi¢, ze U NV € 7, ustalmy a € U NV i dobierzmy zbiory By, B2 € (3,
takie ze a« € By C U oraz a € By C V (istnienie tych zbioréw jest zagwarantowane przez to, ze U,V € 7). Teraz
wystarczy zastosowaé warunek (B2): skoro a € By N Ba, istnieje zbiér By € 3, taki ze a € By C By N By. Tym samym
a € By CcUNV, codowodzi, ze UNV € 7. Tak wiec 7 to topologia na X. Zauwazmy takze, ze warunek definiujacy
rodzing 7 implikuje, ze B C T oraz ze (3 jest baza tej topologii.

Na koniec zauwazmy, ze wprost z definicji pojecia bazy topologii wynika, ze dana rodzina zbioréw moze by¢ baza
tylko jednej topologii. O

Przejdziemy teraz do pojecia pokrewnego pojeciu bazy topologii.

5.4 Definicja.
Bazg otoczeri punktu a w przestrzeni topologicznej X nazywamy dowolng rodzing §(a) podzbioréw zbioru X, taka
ze:

o VYV € f5(a): acint(V) (tzn. G(a) sklada si¢ z otoczen punktu a); oraz
e VUotoczenie punktu ¢ 3V € B(a): V C U.

Jesli ponadto ((a) sklada sie ze zbioréw otwartych, méwimy wtedy o bazie otoczeri otwartych punktu a. Liczbe
kardynalna
X(X,a) = min{card(B(a)): (B(a) to baza otoczen punktu a}

nazywamy charakterem przestrzeni X w punkcie a. Charakter punktowy przestrzeni X to liczba kardynalna

X(X def 0 gdy X =@
sup,ex X(X,2) gdy X # @

Pelny uklad otoczen (odp. otwartych) przestrzeni X to dowolna rodzina {3(x)}ecx indeksowana zbiorem X, taka
ze B(x) to baza otoczen (odp. otwartych) punktu = dla dowolnego punktu x € X.

5.5 Obserwacja.
Niech X bedzie przestrzenig topologiczng.

(a) Jesli v jest bazq topologii przestrzeni X, to wzdr

Blx) LU €v: zeU}

dla x € X okresla pelny uklad otoczen otwartych.
(b) Jesli {B(x)}rex to pelny uklad otoczen otwartych w X, wtedy rodzina
def
v= U B)
zeX

jest bazq topologii tej przestrzeni.
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Dowdd. Cwiczenie (obowiazkowe). O

5.6 Obserwacja.
Niech {8(2)}rex bedzie pelnym ukladem otoczeri otwartych w pewnej topologii na zbiorze X . Wtedy:

(01) Vz e X: B(z)# D orazVU € B(z): ze€U;
(02) Vo € X VU,V € B(z) 3W € B(z): W CUNV;
(03) Vz e X YU € B(z) Yy € U IV € B(y): V C U.

Dowdd. Cwiczenie (obowiazkowe). O

5.7 Twierdzenie. (Twierdzenie o zadawaniu topologii przez pelny uklad otoczen otwartych)
Niech X bedzie zbiorem oraz {B(x) }zex rodzing zbiordw, takq Ze B(x) to rodzina podzbiordw zbioru X dla dowolnego
punktu © € X oraz spelnione sq warunki (01)—(03). Wtedy istnieje dokladnie jedna topologia T na zbiorze X,
w ktorej ta rodzina indeksowana jest pelnym ukiadem otoczen otwartych. Ponadto, topologia T okreslona jest
nastepujgco:

Uer < VaeU IV eP(a): VCU.

Dowdd. Okreslmy rodzine 7 warunkiem sformulowanym w twierdzeniu. Wystarczy sprawdzié¢, ze 7 to topologia na
X oraz ze zbiory z rodziny B(z) (dla dowolnego punktu = € X) sg otwarte w tej topologii (wtedy automatycznie
rodzina {3(x)}.ecx bedzie pelnym ukladem otoczen). Z warunku (O1) wynika, ze X € 7, a z warunku definiujacego
rodzine 7 wnioskujemy, ze aksjomat (Top2) jest spelniony oraz & € 7. Z kolei (Top3) wynika tatwo z (02), a otwartosé
zbioréw z (J ¢y B(z) z (03). Na koniec zauwazmy, ze wprost z definicji pojecia petlnego uktadu otoczen wynika, ze
indeksowana rodzina zbioréw moze byé¢ pelnym uktadem otoczen tylko w jednej topologii. O

5.8 Definicja.
Méwimy, ze przestrzen topologiczna X:

o spelnia I aksjomat przeliczalnodci (w skrécie: X T A.P.), gdy x(X) < No;
o spelnia II aksjomat przeliczalnosci (w skrécie: X II A.P.), gdy w(X) < No.

Innymi stowy, przestrzen X spetnia I A.P., gdy w kazdym punkcie ma (co najwyzej) przeliczalng baze otoczen;
oraz X spelnia IT A.P., gdy ma (co najwyzej) przeliczalna baze.

5.9 Przyktad.

(A) Kazda przestrzen metryzowalna spelnia I A.P. Istotnie, jesli d jest metryka zgodna z topologia takiej prze-
strzeni X, to (np.) G(a) et {B4(a,27™): n € N} jest przeliczalng baza otoczen punktu a € X.

(B) Przestrzenie euklidesowe spelniaja IT A.P. Istotnie, kule o $rodkach w Q™ i wymiernych promieniach tworza
baze topologii R™ (éwiczenie).

(C) Jesli przestrzen X ma przeliczalna baze otoczen w punkcie a, to ma w tym punkcie przeliczalna baze otoczen
utworzong przez zstepujacy ciag zbioréw otwartych. Istotnie, jesli zbiory Vy, Vi, Va, ... tworza baze otoczen

punktu a, to zbiory U, &' Ni—, int(Vx) (n € N) tworzg szukang baze otoczef.
(D) Jesli przestrzen topologiczna X ma przeliczalna baze otoczeni w punkcie a, to:

e dla dowolnego zbioru A C X,

a€A < I(xy), CA: z, —a(n— o0);

e a jest punktem skupienia ciagu (mn)zo:l C X wtedy i tylko wtedy, gdy jest granica pewnego jego
(zwyklego) podciagu;

21 (© Piotr Niemiec



TOPOLOGIA LATO 2026 — ZIMA 2027

e dla dowolnej funkcji f: X — Y, gdzie Y to przestrzen topologiczna, funkcja f jest ciggla w punkcie a
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

Tn Sa(n—o00) = flzn) 5 f(a) (n— oo).

W szczegdlnosci, jesli X spelnia I A.P.; to funkcja f: X — Y jest ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciagowo
ciagla. Dowody ww. wlasnosci pozostawiamy czytelnikom jako proste ¢wiczenie.

Na potrzeby kolejnego rezultatu wprowadzamy nastepujace pojecia:

5.10 Definicja.
e Moéwimy, ze zbiér A C X jest dyskretnym podzbiorem przestrzeni topologicznej X, gdy:

Vo € X JUotoczenie punktu z: card(ANU) <1

e Przestrzen metryczna (X, d) nazywamy e-rozproszong (gdzie € > 0), gdy d(z,y) > ¢ dla dowolnych dwéch
réznych punktéw x,y € X. Przestrzen (X, d) jest metrycznie rozproszona, gdy jest e-rozproszona dla pewnej
liczby € > 0.

5.11 Definicja.
Charakter gestosci przestrzeni topologicznej X to liczba kardynalna

d(X) = dens(X) def min{card(A): AC X, A= X}.

Przestrzen X jest osrodkowa, gdy d(X) < Vg (czyli gdy X zawiera co najwyzej przeliczalny podzbidr gesty).

5.12 Twierdzenie.
Dla przestrzeni metrycznej (X,d) oraz nieskoriczonej liczby kardynalnej m, nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) w(X) <m;
(ii)) d(X) < m;

(iii) kazda rodzina parami rozlgeznych niepustych zbioréw otwartych w X ma moc < m;

)
)
)
)

(iv) dla dowolnej rodziny {Us}ses zbiordw otwartych, takiej ze \J,cqUs = X, istnieje zbior T C S, taki Ze

User Us = X oraz card(T) < m;
(v) kazdy zbior A C X, na ktérym topologia indukowana jest dyskretna, ma moc < m;
(vi) kazdy dyskretny podzbior przestrzeni X ma moc < m;
(vil) kazda metrycznie rozproszona podprzestrzer przestrzeni X ma moc < m.

W szczegolnosci, w(X) = d(X) dla dowolnej przestrzeni metryzowalnej X .

Dowdd. Schemat dowodu jest nastepujacy: (i) < (ii); (1) = (iv),(v); (ii) = (iii); (iv) = (ii); (v) = (vi) =
(vii); (iil) = (vil); (vil) = (ii). Wszystkie wypisane tutaj implikacje sa raczej intuicyjne, z wyjatkiem ostatniej,
ktéra sprawia, ze w przestrzeniach metryzowalnych warunki (i)—(vi) sa réwnowazne.

(i) <= (ii): Implikacja ,, = jest prawdziwa w dowolnej przestrzeni topologicznej: jesli 3 jest baza topologii, to:

VU € p\{@} Jzy: zy € U.

Wtedy zbidr AL {a:U U € g\ {o}} jest gesty (bo przecina niepusto kazdy niepusty zbiér z bazy) i ma moc
nie wigksza niz card(8) (jako obraz podrodziny rodziny § poprzez pewna funkcje). Implikacja odwrotna potrzebuje
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metryki: jesli A C X jest zbiorem gestym i card(A) < m, to rodzina

B By(a,27™): a€ A, neN}

jest baza topologii (¢wiczenie) oraz card(() < card(A) - Ry < m.
(i) = (iv),(v): Ustalmy baze topologii (3, taka ze card(f) < m. Najpierw zal6ézmy, ze zbiory Uy (s € S) sa otwarte
ize X =J,cq Us. Niech

Bo ¥ vep IseS: VUl

Dla dowolnego zbioru V' € By dobierzmy indeks ¢(V) € S, taki ze V' C Uyyy. Wtedy zbiér T' Lf {t(V): V € Bp} ma
moc nie wigksza niz card(3y) < m (jako obraz tej rodziny poprzez pewna funkcje). Ponadto, | J,., Us = X, gdyz: jedli

x € X, to istniejg indeks p € S oraz zbiér V € 3, takieze v € V C Up,. Wtedy V € By, s d:'Sft(V) €Torazx eV CUs.
Wezmy teraz zbiér A C X, na ktérym topologia indukowana jest dyskretna. Oznacza to, ze dla dowolnego punktu
a € A singleton {a} jest otwarty w A, wiec istnieje zbidr U, otwarty w X, taki ze U, N A = {a}. Z definicji bazy
topologii wynika, ze wtedy istnieje zbiér V, € 3, taki ze a € V, C U,. A stad V,, N A = {a}, co implikuje, ze funkcja
A > aw— V, €8 jest réznowartosciowa, a wigc card(A) < card(8) < m.
(ii) = (iii): Niech A bedzie zbiorem gestym w X, takim ze card(A4) < m. Rozwazmy dowolna rodzine U niepustych
parami roztacznych zbioréw otwartych. Z gestosci zbioru A wynika, ze

YU el Jxy € A: xy € U.

Poniewaz zbiory z rodziny U sa parami rozlaczne, funkcja U > U — zy € A jest réznowartosciowa i tym samym
card(U) < card(A4) < m.
(iv) = (ii): Z (iv) wynika, ze dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje zbiér A,, C X, taki ze card(A,) < m oraz

X = {J Bax,27").
TEA,

Powyzsza réwnosé oznacza, ze:
Vee X Jye A,: dlx,y) <277

i tym samym zbiér D def Unen An jest gesty w X. Ale takze card(D) < m - Xg = m, co dowodzi (ii).

(v) = (vi) = (vii): Te implikacje sa trywialne, gdyz kazdy podzbiér dyskretny ma dyskretna topologie in-
dukowana oraz kazdy zbiér metrycznie rozproszony jest dyskretnym podzbiorem calej przestrzeni (zob. np. dowdd
nastepnej implikacji).

(ili) = (vii): Niech A C X bedzie zbiorem e-rozproszonym dla pewnej liczby € > 0. Wtedy zbiory By(a, 5) (a € A)
sa parami rozlaczne, niepuste i otwarte oraz funkcja A > a +— By(a, 5) jest iniekcja. Zatem, z (iii) wnosimy, ze
card(4) < m.

(vil) = (ii): Przystepujemy do najbardziej ,spektakularnej” czesci dowodu. Lemat Kuratowskiego-Zorna impli-
kuje, ze dla dowolnej liczby naturalnej n wsréd podzbioréw przestrzeni X, ktore sa przestrzeniami 2~ "-rozproszonymi,
istnieje element maksymalny (wzgledem inkluzji), powiedzmy A,,. Z (vii) wynika wtedy, ze card(A4,) < m, natomiast
z maksymalnosci tego zbioru wynika, ze:

X = |J Bax,2™
TEA,
(istotnie, gdyby suma po prawej stronie byla rézna od X, element spoza tej sumy mozna by dorzucié¢ do zbioru A,
i otrzymaé wigkszy zbiér 27 ™-rozproszony). Tym samym zbiér D def U, en An jest gesty w X 1 spelnia card(D) <
m- No =m.
Aby zakonczyé caly dowdd, zauwazmy, ze dla metryzowalnej przestrzeni X:

neN

w(X) <Ny <= card(X) <Ny <= d(X) <Ny
oraz ze w(X) = d(X) = card(X) w przypadku, gdy przestrzen X jest skonczona. Tym samym dla nieskonczonej
przestrzeni X obie liczby w(X) i d(X) sa nieskoniczone i z réwnowaznosci miedzy (i) a (i) wynika, ze wtedy takze

w(X) = d(X). 0

Jako natychmiastowa konsekwencje powyzszego twierdzenia otrzymujemy

5.13 Wniosek.
Przestrzen metryzowalna spetnia II A.P. wtedy i tylko wtedy, gdy jest osSrodkowa.
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5.14 Uwaga.

Jak nietrudno sie przekonaé, wlasnos$é «ciezar topologiczny jest < my jest dziedziczna (tzn. jesli przystuguje
przestrzeni topologicznej X, to przystuguje takze kazdej jej podprzestrzeni). Zatem z Wn. wynika, ze pod-
przestrzen osrodkowej przestrzeni metryzowalnej jest takze osrodkowa. Warto jednak pamietaé, ze o$rodkowosé
nie jest dziedziczna w krélestwie wszystkich przestrzeni topologicznych. Konkretnie: kostka Tichonowa [0, 1]2N0
jest osrodkowa zwarta przestrzenia To, ktéra zawiera nieo$rodkows podprzestrzen domknieta (a wige takze zwar-
ta). Osrodkowosé tej kostki nie jest tatwa do wykazania (pozostawiamy ja jako ¢wiczenie ,z gwiazdka”), natomiast
zawieranie nieo$rodkowej podprzestrzeni stanie si¢ stosunkowo tatwym ¢éwiczeniem po zapoznaniu sie z materiatem

rozdziatu [L1] (str. tego skryptu.

6 Aksjomaty oddzielania, czes¢ 1

Jak nietrudno sie przekonaé, im wigcej w przestrzeni jest zbioréw otwartych, tym wiecej jest funkcji ciaglych okre-
Slonych na tej przestrzeni (o wartosciach w ustalonej [innej] przestrzeni, np. w R lub [0, 1]). Bogactwo topologii (jako
struktury na zbiorze) mozemy mierzy¢ na rézne sposoby. Jednym z nich, zarazem najwazniejszym, sa tzw. aksjomaty
oddzielania: im wyzszy aksjomat oddzielania spelnia przestrzen topologiczna, tym wiecej ma zbioréw otwartych i tym
»blizsza” jest przestrzeniom metryzowalnym. W tym rozdziale poznamy 5 takich aksjomatéw, kolejne trzy poznamy

w rozdziale [11] (str. [66]).

6.1 Definicja.
Moéwimy, ze przestrzen topologiczna X jest przestrzenia:

i TOa gdy
Ve,ye X, v #y U € ¥9(X): card(UnN{z,y}) =1

Tlagdy
Ve,ye X, e #y U € 9(X): Un{zx,y} ={z};

Ty, czyli przestrzenia, Hausdorffa, gdy

Ve,ye X, e £y U, VedX): ze€U, yeV, UNV =g;

T3, czyli przestrzenia regularng, gdy jest przestrzenia T oraz

VAe Z(X), 2e X\AU,Ve¥X): zcU, ACV,UNV =g,

Ty, czyli przestrzenia normalng, gdy jest przestrzenia T oraz

VA, Be #(X), AnB=o3U,Ve¥X): AcU BCV,UNnV =0.

Zamiast pisaé, ze przestrzen jest T; (j = 0,1, 2, 3,4), mozemy méwi¢ o T)j-przestrzent.
Warunki 71Ty nazywamy aksjomatams oddzielania.

6.2 Obserwacja.
Niech (X, 1) bedzie przestrzeniq topologiczng.

(a) X jest Ty wtedy i tylko wtedy, gdy
Ve,ye X, x#y: 7(x) #7(y),

gdzie 7(z) & {Uer: ze€U}.
(b) X jest Ty wtedy i tylko wtedy, gdy skoriczone podzbiory przestrzeni X sq domkniete.

(¢) X jest Ts wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory skoriczone sq domkniete oraz

Vo € X YU otoczenie punktu x 3V otoczenie punktu x: V C U.
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(d) X jest Ty wtedy i tylko wtedy, gdy zbiory skoriczone sq domknicte oraz

VAe F(X)VU €¥9(X),ACcU3IVeYX): ACV,VCU.

Dowdd. Cwiczenie (obowiazkowe). O

6.3 Wniosek.
T, —= 13 = 1T, = 1T = 1.

6.4 Uwaga.

Jako proste ¢wiczenie pozostawiamy czytelnikom sprawdzenie, ze w pelnej ogdlnosci: Ty # 11 # T». Znacznie
trudniej podaje si¢ przyklad swiadczacy o tym, ze To # T5. Z kolei przyklad przestrzeni T3, ktéra nie jest Ty,
poznamy w Prz. (str. . Przyktad ten pokaze, ze normalno$¢ jest najbardziej ,nienormalnym” aksjomatem
oddzielania, i zarazem przyczyni sie do narodzin nowego aksjomatu oddzielania — T3%.

Aksjomat T5 mozna elegancko scharakteryzowaé w jezyku ciagéw uogélnionych:

6.5 Twierdzenie.
Przestrzen topologiczna jest Ty wtedy i tylko wtedy, gdy kaZdy cigg uogdlniony w tej przestrzeni ma co najwyzej
jedng granice.

Dowdéd. Najpierw zalézmy, ze przestrzen jest T, i rozwazmy ciag uogdlniony (z,),ex C X zbiezny do punktu a.
Aby uzasadnié, ze granica ta jest jedyna, rozwazmy dowolny element b € X rézny od a. Z warunku 75 wynika, ze
istnieja roztaczne otoczenia U 1 V punktéw a i b (odpowiednio). Ze zbieznosci wiemy, ze z, € U dla wszelkich o > oy
(i pewnego og € X). Wtedy z, ¢ V dla takich o € X, skad wynika, ze 2, 4 b (o € ), dzigki warunkowi skierowania.

Odwrotnie, zatézmy, ze w przestrzeni kazdy ciag uogélniony ma co najwyzej jedng granice. Aby uzasadnié, ze
przestrzen jest Hausdorffa, rozumujemy nie wprost. Przypusémy, ze wszystkie otoczenia pewnych dwoéch réznych
punktéw a i b przestrzeni X maja niepuste przeciecie. Okreslmy zbidr skierowany ¥ jako iloczyn kartezjanski r(a) x 7(b),
z relacja ,,<” obejmowania po Wspélrzegdnyc Zgodnie z naszym hipotetycznym zatozeniem, dla dowolnego indeksu
o= (U,V) € ¥ istnieje element z, € U NV. Z tego warunku wynika, ze ciag uogélniony (x,),cs zbiega i do a, i do
b, co przeczy zatozeniu i konczy dowdd. O

Jak zobaczymy niebawem (w Tw. ponizej), normalnoéé (czyli aksjomat Ty) gwarantuje istnienie mnéstwa rze-
czywistych funkcji ciaglych okredlonych na przestrzeni o tej wlasnosci. Wezedniej jednak sprawdzmy, ze przestrzenie
metryzowalne sa normalne.

6.6 Definicja.
Méwimy, ze funkcja f: (X,d) — (Y, 0) spelnia warunek Lipschitza ze stalg M > 0, gdy

Yo,y € Xt o(f(2), f(y) < Md(z,y).

Funkcja f spelnia warunek Lipschitza (lub jest funkcjq lipschitzowskq), gdy spelnia go z pewna stala M. Naj-
mniejsza taka stala M nazywamy stalq Lipschitza odwzorowania f i oznaczamy przez Lip(f) = Lipj(f) (a gdy YV
jest podzbiorem R, za$ p jest metryka euklidesowa, mozemy réwniez stosowaé notacje Lip,(f)).

Odwzorowanie nieoddalajgce to funkcja (miedzy przestrzeniami metrycznymi), ktéra spelnia warunek Lipschit-
za ze stala 1.

Odwzorowanie f: (X,d) — (Y, 0) nazywamy dylatacyjnym, gdy dla pewnej stalej ¢ > 0 zachodzi tozsamosé:

Vo,y € X o(f(), f(y)) = cd(z,y).

Jesli powyzszy warunek zachodzi dla ¢ = 1, odzworowanie f nazywamy izometrycznym. Dylatacja (odp. izometria)
to bijektywne odwzorowanie dylatacyjne (odp. izometryczne). Dwie przestrzenie metryczne sa izometryczne, gdy
istnieje miedzy nimi izometria.

*3)Tzn. (U1,V1) € (U2, V2), gdy Uy D Uz oraz Vi D Va.
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6.7 Obserwacja.
Funkcje lipschitzowskie sq ciggle.

Dowdéd. Cwiczenie. O

6.8 Lemat.
Niech {us: (X,d) — R}seg bedzie niepustq rodzing odzworowan spefniajgcych warunek Lipschitza ze stalg M > 0.
Niech funkcja v: X — [—00,00) bedzie okreslona wzorem:
def .
= inf .
(o) ¥ fnf ()
Wtedy albo v = —o0, albo v: X — R i Lip,(v) < M.
Podobnie, funkcja w: X 3 x — sup,eg us(x) € (—00,00] jest albo stale réwna oo, albo jest rzeczywista i spelnia
warunek Lipschitza ze stalqg M.

Dowdéd. Zastapienie rodziny {us}ses przez {—us}tscs sprowadza zagadnienie z funkcja w do zagadnienia z funkcja v.
Dlatego wykazemy jedynie teze dla v. W tym celu zaktadamy, ze v(b) > —oco dla pewnego elementu b € X. Musimy
pokazadé, ze v ma wartosci liczbowe oraz Lip,(v) < M. Dowdd przeprowadzimy w dwdch krokach:

Krok 1. Jesli v(a) > —o0, wtedy v(a) — Md(z,a) < v(z) dla wszelkich z € X.

Dowdéd kroku 1: Dla dowolnego punktu z € X mamy v(a) < us(a) < us(z)+Md(a, 2), czyliv(a)—Md(a, z) < us(z).
Przechodzac do infimum (po s € S) po prawej stronie tej nieréwnosci otrzymujemy teze kroku 1.

Krok 2. v: X — R oraz Lip,(v) < M.

Dowéd kroku 2: Podstawiajac @ = b i z = & do Kroku 1, otrzymujemy v(z) > —oo, czyli v: X — R. Potem do
tego samego kroku podstawiamy najpierw a = y i z = z, by otrzymaé nieréwnosé v(y) — v(z) < Md(y, =), a potem
odwrotnie: a =z, z =y, co daje v(z) — v(y) < Md(x,y) i tym samym |v(z) — v(y)| < Md(z,y). O

6.9 Definicja.
Niech A bedzie niepustym podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d). Odlegloscig od zbioru A (wzgledem metryki
d) nazywamy funkcje disty(-, A): X — R okreslona nastepujaco:

disty(z, A) = in1f4 d(z,a).

aec

6.10 Twierdzenie.
Dla dowolnego niepustego podzbioru A przestrzeni metrycznej (X,d) funkcja v = disty(-, A) jest nieoddalajgca oraz

vTH({0}) = A.

Dowdd. Dla a € A niech uy: X 3 z — d(a,z) € Ry. Z nieréwnosci trojkata wynika, ze Lip,(u,) < 1. Ponadto,
v(X) C Ry oraz v(z) = infaea uq(x), zatem z Lem. wynika, ze Lip;(v) < 1. Poniewaz v|4 = 0, ciaglosé funkcji
v implikuje, ze A C v=({0}). Pozostaje wykaza¢ odwrotna inkluzje. Zauwazmy, ze z wlasnosci infimum wynika, ze
dla dowolnego elementu z € X istnieje ciag (an),.; C A, taki ze v(z) = lim, . d(z, a,). Jesli wiec v(z) = 0, to
an — 2 (n — 00) 1 tym samym x € A. O

6.11 Whniosek.
Przestrzenie metryzowalne sg normalne.

Dowdd. Niech X bedzie przestrzenia metryzowalna, a d metryka na przestrzeni X zgodna z jej topologia. Sprawdzenie,
ze X jest 17, pozostawiamy jako prosciutkie ¢wiczenie. Dla zbioru domknietego F' C X okreslamy funkcje up: X — Ry
regula;
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® Uy = 17
o up = disty(-, F) dla F # 2.

7 Tw. wynika, ze funkcja up jest ciggla oraz

(6:1) up'({0}) = F
Ustalmy dwa zbiory domkniete A i B w X, takie ze:

(6:2) ANB=g@.

Z warunkow (6:1)) i (6:2) wynika, ze funkcja ua +up przyjmuje wartosci $cisle dodatnie. Tym samym funkcja v: X —
[0, 1] okreslona wzorem
v(z) = vl
ua(z) +up(x)

jest poprawnie okreslona i Ci@gl Co wigcej, z (6:1) wynika, ze v=1({0}) = A oraz v~ '({1}) = B. Tym samym
zbiory v~!((—1,3)) oraz v='((3,2)) sa otwartymi, roztacznymi nadzbiorami zbioréw A i B, odpowiednio — czyli
przestrzen X jest normalna. O

W powyzszym dowodzie na kazdej przestrzeni metryzowalnej skonstruowaliémy funkcje ciagla o wartosciach w [0, 1],
ktéra przy uprzednio zadanych dwéch domknietych zbiorach roztacznych znika na jednym z nich, a na drugim jest
stale rowna 1. Okazuje sie, ze wlasnosé ta przystuguje wszystkim przestrzeniom normalnym, co jest trescia ponizszego

6.12 Twierdzenie. (Lemat Urysohna)
Niech X bedzie przestrzenig normalng. Wtedy dla dowolnych dwéch roztgcznych zbioréw domknietych A 1 B w X
istnieje funkcja ciggla u: X — [0,1], taka Ze:

ua=0 oraz ulp = 1.

Dowdd. Dla n € N niech
Ind:ef{ﬁn; k€N, k<2”}.

Niech takze J % U,"o In. Zauwazmy, ze:

.« 0,1€ I:
b In C In+l;
e J =[0,1] (dowéd — éwiczenie).

Ostatnia z ww. wlasnosci okaze sie by¢ kluczowa pod koniec dowodu.
Skonstruujemy zbiory otwarte {U;};ecs w taki sposob, ze:

(Ul) ACUgyoraz Uy = X \ B;
(U2) U, C U, dla wszelkich p, q € J, takich ze p < q.

Konstrukeja bedzie przebiegaé indukeyjnie (wzgledem n): w ten sposéb okreslimy zbiory U, dla ktérych p € I,,.

Krok 1: n = 0.

Zauwazmy, ze Iy = {0,1}. Okre$lamy U; e x \ B oraz na podstawie punktu (d) Obs. (str. dobieramy
zbiér otwarty Uy, tak by A C Uy oraz Uy C U;. Widzimy, ze zachodzi warunek (U1) oraz na typ etapie konstrukcji
spelniony jest warunek (U2).

Krok 2: n~n+ 1.

Zakladamy, ze mamy juz zbiory U, dla p € I,, okreslone w taki sposéb, ze speinione sa warunki (U1)-(U2) (dla
p,q € I,). Ustalmy p € Ip,41 \ I,,. Wtedy p ma postaé p = 3’2—111, gdzie k € N oraz 0 < k < 2". Mamy juz okreslone
zbiory U% i U%n oraz

[71@71 CUwx.

2m 2m

*4) Aby sie upewnié, ze ta funkcja jest ciagla, wystarczy sprawdzié ciagowsa ciaglo$é przez zastosowanie znanych faktéw nt. zbieznych

ciggow liczbowych. Ciaglos¢ tego typu wzoréw mozna réwniez szybko wyprowadzi¢ z materiatu przedstawionego w rozdziale (str. .
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Ponownie korzystajac z punktu (d) Obs. (str. , dobieramy zbiér otwarty U, taki ze Ur1 C U, oraz Up cU .
= k:

W ten sposéb okresliliSmy zbiory U; dla wszelkic

porzadku indekséw:

j € I,+1 w ten sposéb, ze jesli wypiszemy je w kolejnodci wg

U o U1 ,U_»

¥l ol i1

Yo UM?
an+1
to kazdy zbiér z powyzszej listy z wyjatkiem pierwszego zawiera w sobie domkniecie zbioru bezposrednio go poprze-
dzajacego. Tym samym warunek (U2) spelniony jest dla wszelkich p,q € I, 4.
Po zakonczeniu calej indukeji otrzymujemy rodzine {U;};cs, ktéra spelnia oba warunki (Ul) i (U2) (ten drugi
bierze sie¢ stad, ze zbiory I,, tworza ciag wstepujacy). Teraz okreslamy funkcje u: X — [0, 1], ktérej szukamy:

u(z) 4 1 gdy x ¢ Uy
inf{se J:xeU,} gdyxeclU;

Z wlasnosci (U1) wynika od razu, ze u|4 = 0 oraz u|g = 1, zatem jedyne, co pozostaje do udowodnienia, to ciaglosé
tej funkcji. W tym celu wystarczy pokazaé, ze u=*((c, 3)) jest zbiorem otwartym dla dowolnych liczb a@ < 3. Ale ten
przeciwobraz to u~!((—o0, 8)) Nu~1((a, o)), wiec wystarczy, ze oba przeciwobrazy wystepujace w tym przecieciu sa
otwarte. W dowodzie przydadza nam sie nastepujace dwie wlasnoéci, ktore wynikaja z definicji funkcji v oraz tego, ze
zbiory Uy rosna wraz ze wzrostem indeksu s € J:

(U3) z € Us = u(x) < s
(U4) u(z) < s = x€Us.

Najpierw sprawdzmy tatwiejsza cze$¢ — ze zbiér D def u~1((—o00, B3)) jest otwarty. Jedli B8 > 1, wtedy D = X. Zatézmy
wiec, ze < 1, i niech b € D. Wtedy u(b) < 8 < 1, wiec istnieje indeks s € J, taki ze s < § oraz b € Us. A wtedy
(U3) implikuje, ze Us jest otwartym otoczeniem punktu b zawartym w D, co dowodzi otwartosci zbioru D.
Przystepujemy teraz do ostatniej czeéci dowodu — wykazania, ze zbiér G def u™1((a,00)) jest otwarty. Jedli a < 0,
to G = X — mozemy wiec zalozyé, ze a > 0. Niech a € G. Wtedy 0 < a < u(a) < 1, zatem z gestosci zbioru J
w przedziale [0,1] wnioskujemy, ze istniejg dwa indeksy p,q € J, takie ze @ < p < ¢ < u(a). Zauwazmy, ze a ¢ Uy,

dzieki (U3). Z (U2) wynika zatem, ze tym bardziej a € V f x \ Up. Zbiér V jest otwarty i z (U4) wynika, ze u(x) > p
dlap € V. Tym samym V C G i zbiér G jest otwarty. O
6.13 Uwaga.

Jak nietrudno si¢ przekonaé, wlasnosé¢ sformulowana w Lemacie Urysohna charakteryzuje przestrzenie normalne
wéréd przestrzeni Ty: dowdd tego stwierdzenia zawarty jest w ostatnim zdaniu dowodu Wn. [6.11]

Lemat Urysohna jest szczegdlnym przypadkiem Twierdzenia Tietzego-Urysohna (Tw.[6.15| ponizej), ktére jest naszym
najblizszym celem. Stanowi on zarazem gléwne narzedzie w dowodzie. Drugie potrzebne nam narzedzie to ponizszy
rezultat dobrze znany m.in. z analizy matematyczne;j.

6.14 Lemat.

(a) Granica jednostajnie zbieznego ciggu funkcji (o wartodciach w przestrzeni metrycznej) cigglych w ustalonym
punkcie jest funkcjg ciggle w tym punkcie.

(b) Jesli f,,: X — R (n > 0) to funkcje ciggle na przestrzeni topologicznej, takie Ze
Vn>0Vee X: |fo(z)] <cg" !

dla pewnych stalych ¢ € Ry oraz q € [0,1), to szereg Y - | fn jest zbieiny jednostajnie do rzeczywistej funkcji

cigglej na X . Ponadto, funkcja graniczna ma wartodci w przedziale [— 1fq, 1fq].

Dowdd. Dowdd podajemy jedynie dla kompletnosci wyktadu.
(a): Niech f,: Z — (X, d) beda funkcjami ciagtymi w punkcie a € Z zbieznymi jednostajnie do funkeji g: Z — X.
Ustalmy € > 0. Ze zbieznosci jednostajnej wynika, ze istnieje taki indeks N > 0, ze:

Voe X: d(fn(a),g(z)) < %
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Z ciaglosci funkeji fy w punkcie @ wynika istnienie otoczenia U punktu a w przestrzeni Z, ktére spelia fn(U) C
Ba(fn(a), ). Wtedy dla z € U mamy:

d(9(2), 9(a)) < d(g(2), S (2)) +d(Fn (=), f (@) + d(fw(a),gl@) < S+ 5 + 5 =<

co dowodzi ciaglosci funkcji g w punkcie a.
(b): Wiemy, ze Y o cg" ™ = r5; =1 0 < 0o, wigc z kryterium poréwnawczego wnosimy, ze szereg S0 fa(z)

jest zbiezny dla dowolnego argumentu z € X, powiedzmy do g(x). Ponadto, |g(x)| < §. Co wiecej,

oo

sta) zfn |=] 2 £ < X h@I< Y @ =00 0 (N oo
n=N+1 n=N+1 n=N+1
co pokazuje, ze szereg zbiega jednostajnie do g. Ciaglosé funkeji g wynika z (a). O

6.15 Twierdzenie. (Twierdzenie Tietzego-Urysohna)
Niech A bedzie domknietym podzbiorem przestrzeni mormalnej X, a J niepustym przedzialem w R. KaZda
funkcja ciggla f: A — J przediuia sie do funkcji cigglej F': X — J.

Dowdéd. Dowdd podzielimy na 4 kroki.
Krok 1: J =[-1 1}

Niech ¢ % 1 5 and 5tz Indukcyjnie skonstruujemy funkcje ciagte ui, us,...: X — R, takie ze:
(T-U1),, |up(z)| < 6™~ dla wszelkich n > 0 oraz x € X;
(T-U2),, |f(a) — > p_; ur(a)|] < ™ dla wszlkich n > 0 oraz a € A.
W konstrukeji uzyjemy ponizszej obserwacji (w ktérej obowiazuja zalozenia twierdzenia):
(%) Jesli v: A — [—7,7] (gdzie v > 0) jest funkcjq ciggla, to istnieje funkcja ciggla w: X — [—3v,37], taka Ze
lv(a) — w(a)| < 27 dla wszelkich a € A.

Aby wykazaé (), zauwazmy, ze zbiory B def v ([—~, —3]) oraz C f v1([37,7]) sa rozlaczne oraz domknigte w X
(jako domkniete podzbiory zbioru domknietego A). Z Lematu Urysohna wynika istnienie funkcji ciaglej u: X — [0, 1],

ktora znika na zbiorze B oraz jest stale réwna 1 na zbiorze C'. Okreslamy w def 2 Syu — Jy Bez trudu stwierdzamy, ze
w(X) C [~17, 31]. Ponadto, dla a € A:

e jedlia € B, to w(a) = f%’y oraz —vy < v(a) < 7%7, wiec |w(a) —v(a)| < %”y;
o jeslia € C, to w(a) = 17 oraz 3y < w(a) < v, wiee |w(a) — v(a)| < 27
e jeslia ¢ BUC, to w(a),v(a) € [~37, 37], wiec i tym razem |w(a) — v(a)| < 27,

co koniczy dowdd (*).

Teraz przystepujemy do konstrukcji funkeji uy, ug, ... Funkcje uy definiujemy jako funkcje w skonstruowana z (%)
dla v = f i+ = 1. Z wlasnosci tejze funkcji wynika, ze zachodza warunki (T-U1);—(T-U2);. Dalej, zalézmy, ze
okredliliSmy juz funkcje uy, ..., u,. Do (%) podstawiajac v = f — > _}'_, ug|a oraz v = 6" ((T-U2),, gwarantuje, ze taka

warto$¢ parametru 7 jest dobrana poprawnie), otrzymujemy funkcje w, ktéra oznaczamy przez u,y1. Zauwazmy, ze
wlasnosci tejze funkeji (sformutowane w (%)) zapewniaja nam prawdziwo$é (T-Ul),4q i (T-U2)541.
Dzieki indukeji, w powyzszy sposéb wszystkie funkcje wu,, zostaly zdefiniowane. Wtasnosci (T-U1),, pozwalaja nam

zastosowaé¢ punkt (b) Lem. @ (str. , z ktérego wynika, ze wzor F(x) def >0 L un(x) okresla funkcje ciagla
F: X — R o wartosciach w przedziale [—1%5, 15| = [~1,1]. Z kolei wlasnosci (T-U2),, gwarantuja, ze F'(a) = f(a)
dla a € A. Tym samym dowdd kroku 1 zostal zakonczony.

Krok 2: J =R.

Niech h: R — (—1,1) bedzie funkcja okre$lona wzorem

h(z) =

z
1+ |z|

Jak atwo sprawdzié, h jest bijekcja i h=1(z) = %I\ (éwiczenie) Tym samym h jest homeomorfizmem. Dla ustalonej
funkcji ciagtej f: A — R stosujemy krok 1 do funkCJl g " ho f: A— (-1,1) C [-1,1] i otrzymujemy jej ciagte

przedluzenie G: X — [—1,1]. Wtedy zbiér B et “1({-1,1}) jest domkniety. Ponadto, AN B = &, gdyz G|a = g
ig(A) C (—1,1). Z Lematu Urysohna istnieje ci@gla funkcja u: X — [0, 1], ktéra znika na zbiorze B i jest stale réwna

1 na zbiorze A. Twierdzimy, ze funkcja U 4G X — R ma wartosci w (—1,1). Istotnie:
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e jesli z € B, wtedy U(x) = 0;

o jeSliz € X\ B, wtedy —1 < G(z) <110 <u(z) <1, wigc —1 < u(z)G(z) < 1.
Okreslamy F ©h-1oU: X - R F jest funkcja ciagla jako zlozenie dwéch takich funkcji. Ponadto, gdy a € A,
wtedy u(a) = 1, wiec U(a) = G(a) = g(a) = h(f(a)), a stad F(a) = h=1(G(a)) = f(a), czyli F przedtuza f, co koficzy
dowdd kroku 2.

Krok 3: J =Ry.

Niech f: A — R, bedzie funkcja ciagla. Z kroku 2 istnieje ciggle przedtuzenie G: X — R funkcji f. Wtedy funkcja

o |G|: X — Ry jest takze ciaglym przedluzeniem funkeji f.

Krok 4: J to dowolny niepusty przedzial.

Jesli card(J) = 1, wtedy teza jest trywialna (funkcje stala przedtuzamy w jeden jedyny sposob do funkcji stalej
o wartosciach w J). Z kolei gdy card(J) > 1, przestrzenn J jest homeomorficzna z dokladnie jednym przedzialem
I €{]-1,1,R,R;} (¢éwiczenie). Niech H: J — I bedzie homeomorfizmem. Dla funkcji ciaglej f: A — J do funkcji
Ho f: A — I mozemy zastosowaé krok 1, 2 lub 3 (stosownie do postaci I) i otrzymaé jej przedtuzenie G: X — I.

Wtedy F Y106 X —J jest ciaglym przedluzeniem funkcji f, ktérego szukamy. O

6.16 Wniosek.
Niech X bedzie przestrzenig normalng.

(a) Dla dowolnego zbioru domknietego A C X funkcje
C(X)o f— flaeC(A) oraz Co(X) > f fla € Cp(A)
to suriekcje.

(b) Dla dowolnego zbioru dyskretnego D w przestrzeni X i dowolnej (odp. ograniczonej) funkcjiu: D — R istnieje
funkcja v € C(X) (odp. v € Cp(X)), taka ze v|p = u.

(¢) Rodzina Cy(X) rozdziela punkty zbioru X, tzn. dla dowolnych dwdch réznych punktow x,y € X istnieje funkcja
f € Cy(X), taka e f(x) # f(y).

Dowdd. Wszystkie punkty sa natychmiastowa konsekwencja Tw. [6.15] O

6.17 Uwaga.

Jak pokazuje Wn. zbiér Cp(X) dla przestrzeni normalnej X jest bardzo bogaty. Sytuacja diametralnie sie
zmienia dla przestrzeni regularnych. Otdz, istnieje przestrzen regularna Z, taka ze zbiér C(Z) zawiera jedynie
funkcje state. Konstrukcja tej przestrzeni jest trudna i czytelnikom zainteresowanym tym tematem pozostawiamy
ja jako zadanie ,z gwiazdksa”. Tutaj informujemy jedynie, ze taka przestrzen nie moze speknia¢ 1T A.P.

6.18 Uwaga.

Jak zobaczyliémy w dowodzie Wn. (str. 26), w przestrzeni metrycznej (X,d) domkniete zbiory rozlaczne
mozemy oddziela¢ funkcja ciagla dana jawnym wzorem (przez oddzielanie dwich zbioréw funkcja danej klasy
mamy na my$li istnienie funkeji tej klasy, ktéra na jednym zbiorze znika, a na drugim jest stale réwna 1). Mimo
to z konstrukeji przedstawionej w dowodzie Tw. [6.15] niezwykle trudno wyprowadzié¢ wzér na przedluzenie funkcji
ciaglej okreslonej na domknietym niepustym zbiorze A C X. Jawny wzor ciagltego przedtuzenia podal jako pierwszy
Hausdorff. Mianowicie, jesli f: A — Ry jest funkcja ciagla oraz diam(X,d) < oo, to funkcja F': X — R, dana

wzorem
Fla) = f(z) gdy z € A
inf{f(a)—f—#&—l: ac A}l gdyx¢ A

réwniez jest ciagta. Dowdd ciaglosci pozostawiamy zainteresowanym czytelnikom jako zadanie ,z matg gwiazdka”.

Rozdzial zakohczymy przydatna wlasno$cia przestrzeni regularnych. Warto zapamietaé, ze w przestrzeniach Th
ponizsza wlasno$¢ moze nie zachodzic.
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6.19 Obserwacja.
Niech X bedzie przestrzenig T3, a A jej podzbiorem gestym. Wtedy dla dowolnego punktu a € A:

x(A,a) = x(X,a).

W szczegdlnosci, jesli punkt a ma przeliczalng baze otoczeri w przestrzeni A, to réwniez ma przeliczalng baze
otoczen w X.

Dowdd. Nier6wnos$é ,<” zachodzi zawsze (bez zadnych dodatkowych zalozen). Istotnie, jesli Sx(a) to baza otoczen

punktu a w przestrzeni X, taka ze card(8x(a)) = x(X, a), to rodzina (4(a) &f {ANU: U € Bx(a)} jest baza otoczen

punktu a w przestrzeni A oraz card(S4(a)) < x(X,a) (éwiczenie).

Odwrotnie, zalézmy, ze X jest przestrzenia T, a 84 (a) baza otoczen punktu a w przestrzeni A, taka ze card(G4(a)) =
X(4, a). Wtedy dla dowolnego zbioru V' € B4(a) istnieje zbidr otwarty Wy w X, taki ze
(6:3) inta(V) = Wy N A.
Poniewaz V jest otoczeniem punktu a w A, z (6:3) wynika, ze a € Wy i tym samym rodzina Sx(a) def {Wy: Ve
Ba(a)} sklada sie z otoczen punktu a w X. Oczywiscie card(Bx(a)) < x(4,a), wiec pozostaje sprawdzié, ze kazde
otoczenie punktu a w X zawiera zbiér z Bx(a). W tym celu ustalmy otoczenie P punktu a (w X). Z regularnosci
tej przestrzeni wynika, ze istnieje zbidr otwarty U C X, taki ze a € U i U C P. Wtedy U N A to otoczenie punktu
a w przestrzeni A, wiec istnieje zbidr V' € B4(a), taki ze V.C U N A. Wtedy oczywiscie W def Wy nalezy do Bx(a).
Z otwartosci zbioru W oraz gestosci zbioru A w X wynika, ze zbiér W N A jest gesty w W (éwiczenie; zob. punkt (g)
Obs. str.. W takim razie W = cly (WNA), az Tw. (str. [10) wnioskujemy, Ze cly (WNA) = WN(W N A),
czyli W € W N A. Teraz pozostaje zastosowaé (6:3) (dla W = Wy/), by otrzymaé W N A C V, co ostatecznie daje:

WcCcWNACVcUCP

i konczy dowad. O

7 Zwartosé

7.1 Definicja.
Méwimy, ze rodzina zbioréw {As}ses pokrywa zbiér B, gdy

BC UAS.

ses

Pokryciem zbioru B nazywamy dowolna rodzine, ktéra pokrywa zbiér B. Podpokryciem pokrycia zbioru B nazy-
wamy dowolna podrodzing tego pokrycia, ktéra sama takze jest pokryciem zbioru B, czyli: podpokryciem rodziny
{As}ses jest dowolna rodzina postaci {A;}ier, gdzie T C S jest takim zbiorem, ze B C |J,cp As.

O pokryciu podprzestrzeni B przestrzeni topologicznej X méwimy, ze jest otwarte (odp. otwarte w X, otwarte
w B, domkniete, itp.), gdy takiez sa wszystkie zbiory nalezace do tego pokrycia.
Uwaga: Powyzszy (do$¢ ogdlny) schemat ,doklejania” przymiotnika do slowa pokrycie nie stosuje si¢ do przy-
miotnika dyskretny — rodzina dyskretna to co$ innego niz rodzina zlozona ze zbioréw dyskretnych (definicje
rodziny dyskretnej poznamy w rozdziale str. |83). Ta sama uwaga dotyczy przymiotnikéw oznaczajacych li-
czebno$é zbiordéw: oczywiscie pokrycie skoficzone/przeliczalne/itp. oznacza pokrycie, ktére jest zbiorem skoniczo-
nym/przeliczalnym/itp.

7.2 Definicja.
Przestrzen topologiczna jest zwarta, gdy [jest przestrzenia Ty oraz] spelnia warunek pokryciowy, tzn. gdy kazde
pokrycie otwarte tej przestrzeni ma podpokrycie skonczone.

Zwarto$é jest bez watpienia najwazniejszym pojeciem (wlasnodcia) w topologii ogdlnej. W tym rozdziale zbadamy
podstawowe wlasnoéci zwartych przestrzeni T oraz w pelni scharakteryzujemy zwarto$¢ w przestrzeniach metryzowal-
nych — zob. Tw. (str. . Jednakze dopiero w podrozdzialewykaiemy najwazniejszy rezultat o przestrzeniach
zwartych, czyli Twierdzenie Tichonowa (Tw. str. .
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7.3 Uwaga.

Uwazny czytelnik zauwazyt, ze w definicji przestrzeni zwartej zadanie, by przestrzen byla Ts, zostal ujety w na-
wias kwadratowy. Zastosowalidémy taki zapis, aby juz na samym poczatku ,przygody” z tym pojeciem wyczuli¢
czytelnika na dwie kwestie:

e W zwartosci chodzi o spelnianie warunku pokryciowego — aksjomat 75 jest w pewnym sensie drugorzedny,
mimo ze sam warunek pokryciowy (tzn. bez T5) nie niesie ze soba zadnych szczegélnie waznych konsekwen-
cji; w praktyce, gdy méwimy o przestrzeniach zwartych, w domysle zawsze mamy na mysli przestrzenie
Hausdorffa.

e 7 uwagi na powyzsza uwage (tj. ze w zwartosci chodzi o warunek pokryciowy), przyjelo sie jako standard
(w fachowej literaturze miedzynarodowej) uzupelniaé przymiotnik zwarty (ang. compact) dopiskiem 75 lub
Hausdorffa (mimo iz ,wszyscy” wlasnie to mamy na mysli, gdy méwimy o zwartodci!). Z tego powodu
albo w artykulach umieszcza si¢ na wstepie zdanie w stylu: ,w tej pracy wszystkie przestrzenie zwarte sa
Hausdorffa”, albo konsekwentnie (chcialoby sie wrecz rzec: z uporem maniaka) za kazdym razem moéwi sie
o ,zwartych przestrzeniach Tb” lub ,zwartych przestrzeniach Hausdorffa”.

W niniejszym skrypcie podazamy za miedzynarodowym standardem i chociaz przestrzen zwarta definiujemy jako
przestrzen Hausdorffa (o szczegdlnej wlasnosci), za kazdym razem, gdy bedziemy mdéwié o zwartosci, bedziemy
dopisywaé aksjomat To. Przy tym:

e napis ,, 75" bedziemy umieszcza¢ w nawiasie kwadratowym wszedzie tam, gdzie po pominieciu tego zalozenia
(zaréwno w danym kontekscie, jak i w definicji zwartosei) stwierdzenie nadal pozostanie prawdziwe;

e napis ,/ 15" nie bedzie otaczany nawiasem kwadratowym tylko tam, gdzie spelnienie tego aksjomatu jest
koniecznym zalozeniem (i bez niego teza nie zachodzi).

Rozpoczynamy od bardzo prostej, ale zarazem bardzo przydatnej obserwacji.

7.4 Obserwacja.

(a) Podprzestrzen [Ty-|przestrzeni topologicznej X jest zwartq przestrzenig [To] wtedy i tylko wtedy, gdy z kazdego
pokrycia tej podprzestrzeni zbiorami otwartymi w X mozna wybraé podpokrycie skoniczone.

(b) Podzbidr domkniety zwartej przestrzeni [Ts] jest réwniez zwartq przestrzenig [Ts).
(c) Skoniczone przestrzenie [T1] sq zwarte.

(d) Jesli f: X — Y jest funkcjq ciggle [i Y jest Ta], a K C X jest przestrzeniq zwartq [Ts], to przestrzer
f(K) CY jest zwarta.

Dowdéd. Punkt (a) wynika tatwo z postaci topologii indukowanej (¢wiczenie), natomiast (c¢) jest trywialna obserwacja
(pamietajmy, ze skoficzone przestrzenie T maja topologie dyskretna, wiec sa Tz). Tutaj wykazemy jedynie (b) i (d).
Dla dowodu punktu (b) rozwazmy domkniety podzbiér A zwartej [Tz-]przestrzeni X i jego pokrycie U = {Us}ses
zbiorami otwartymi w X. Wtedy rodzina V Ly {X \ A} jest otwartym pokryciem przestrzeni X, wiec istnieje
podpokrycie tej przestrzeni postaci {Us}ser U {X \ A}, gdzie F' C S jest zbiorem skonczonym. Wtedy {Us}ser jest
skonczonym podpokryciem (w stosunku do pokrycia U) zbioru A, gdyz AN (X \ A) = @. [To, ze A jest T, latwo
wynika z tego, ze X jest Tb].

Dla dowodu (d), rozwazmy pokrycie {V;}ses zbioru f(K) zbiorami otwartymi w Y. Wtedy rodzina {f~1(Vs)}ses
jest otwartym pokryciem zbioru K, wiec K C J,cp f ~1(V;) dla pewnego skoniczonego zbioru F C S. Wtedy takze
J(K) CUsep Vs i tym samym f(K) jest przestrzenia zwarta, dzigki (a). O

7.5 Definicja.
Rodzine zbioréw {As}scs nazywamy scentrowang, gdy

d

Vd>0Vs1,...,sa € S: (] As, # 2.
k=1
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Pojecie rodziny scentrowanej jest pokrewne warunkowi pokryciowemu. Sedno tego pojecia (w kontekscie przestrzeni
zwartych) wyjasnia nastepujaca

7.6 Obserwacja.
Przestrzen [T3] jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy kazda niepusta i scentrowana rodzina jej podzbiordw domknie-
tych ma przeciecie niepuste.

Dowdd. Teza tatwo wynika stad, ze dla ustalonej niepustej przestrzeni topologicznej X funkcja A +— A0 okreslona
wzorem

AOLUX VA Ae

jest inwolucja (tj. bijekcja identyczna ze swoja funkcja odwrotna) na zbiorze wszystkich rodzin podzbioréw zbioru X,
ktora ustala wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$é¢ miedzy pokryciami otwartymi przestrzeni X bez podpokrycia
skonczonego a niepustymi scentrowanymi rodzinami zbioréw domknietych o pustym przecieciu. O

7.7 Lemat.
Niech A bedzie zwartq [Ts] podprzestrzeniq przestrzeni topologicznej X, a B C X takim zbiorem, Ze

(7:1) Vae AUy, Vo €9(X): a€lU,, BCV,, U,NV,=0a.
Wtedy istniejg zbiory U 1 V' otwarte w X, takie ze:

ACU BCV,UNV=g0.

Dowdd. Gdy A = @, wystarczy przyja¢ U = @ i V = X. Dalej zakladamy, ze A # @. Zbiory U, (a € A) wystepujace
w (7:1]) tworza pokrycie otwarte przestrzeni A, Wi(gc z jej zwartosci wynika istnienie skoniczonego ukladu elementéw

ai,...,ap € A (gdzie p € Ny), takich ze zbiér U
jest zbiorem otwartym zawierajacym B. Ponadto,

. . def . . .
U,, zawiera A. OkreSlmy V' = Vo, 1 zauwazmy, ze V/

D
J 1 =1

p p
Unv = JU,nV)c W, nVa) =2,
j=1

j=1
co konczy dowod. O

Przestrzenie zwarte w wielu aspektach przypominaja zbiory skonczone. Swiadczy o tym m.in. ponizszy rezultat.

7.8 Twierdzenie.
Niech X bedzie przestrzenig Tbs.

(a) Jesli K C X jest przestrzeniq zwartq, to zbior K jest domkniety w X .

(b) Jesli K i L sq zwartymi podprzestrzeniami przestrzeni X, takimi ze K N L = &, to istniejg zbiory U i V
otwarte w X, takie Ze K CU, LCV orazUNV = @.

(c) Jesli X jest Ts5, K C X jest przestrzeniq zwartq, a F C X jest zbiorem domknietym rozlgcznym z K, to
istniejg zbiory U i V otwarte w X, takie Ze K CU, F CV orazUNV = 2.

Dowdd. (a): Niech z € X \ K. Do Lem. n podstawiamy A %' K oraz B ¢ {z} Z wlasnosci Ty przestrzeni X
wynika, ze warunek ([7:1] . jest spelniony. Zatem z tezy tegoz lematu wynika istnienie otwartego otoczenia W, punktu
z roztacznego z K. Tym samym zbiér X \ K = Uzgé K Jest otwarty

: Rozumujemy podobnie: do Lem. [7.7 podstawiamy A = K oraz B = F. Regularno$¢ przestrzeni X implikuje,
'R dobnie: do Lem. [7.7 podst AL K oraz B Y F. Regularnosé przestrzeni X implikuj
ze zachodzi (7:1). Z tezy lematu otrzymujemy teze punktu (c).

(b): Najpierw ustalmy z € K. Do Lem. podstawmy A L oraz B Y {z}. Z wlasnosci T przestrzeni X wynika,
ze warunek (|7:1)) jest spelniony. Zatem z tezy tegoz lematu wynika istnienie zbioréw otwartych D, i G, takich ze:

zeD, LCcG, D,NG,=a.
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Z dowolnosci punktu z € K widzimy wiec, ze spelniony jest warunek (7:1) dla A ©f K oraz B %' L. Ponowne
zastosowanie Lem. (w obecnej konfiguracji) produkuje zbiory otwarte, ktérych szukamy. O

Jako natychmiastowy wniosek otrzymujemy

7.9 Twierdzenie.
Kazda zwarta przestrzen Ty jest normalna. Podzbior zwartej przestrzent Ty jest przestrzeniq zwartg wtedy i tylko
wtedy, gdy jest domkniety.

Dowdd. Wystarczy zastosowaé Tw. oraz punkt (b) Obs. O

Tw. [7.§ ma jeszcze jedna, dos¢ zaskakujaca konsekwencje:

7.10 Twierdzenie.
Niech f: X — Y bedzie funkcjg miedzy zwartq [To-|przestrzeniq X a Ty-przestrzeniq Y.

o Jesli funkcja f jest ciggla, to jest odwzorowaniem domknietym.
o Funkcja f jest zanurzeniem domknietym wtedy i tylko wtedy, gdy jest cigglq iniekcjq.

e Funkcja f jest homeomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest cigglq bijekcjg.

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze jesli f jest funkcja ciagla, to jest odwzorowaniem domknietym (zob. Obs. str. .
Niech wiec A bedzie podzbiorem domknietym przestrzeni X. Wtedy jest to przestrzen zwarta, a stad takze przestrzen
f(A) jest zwarta (dzigki Obs. [7.4). Poniewaz przestrzen Y jest Ty, zastosowanie punktu (a) Tw. daje domknigtosé
zbioru f(A) i konczy dowdd. O

Okazuje sie, ze zwartos¢ mozna elegancko scharakteryzowaé w terminach ciagdéw uogdlnionych:

7.11 Twierdzenie.
Przestrzen topologiczna [Ta] jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy cigg uogdlniony jej elementéw ma podcigg
uogolniony zbieiny.

Dowdéd. Rozwazmy dowolna [T»-]przestrzen topologiczna X. Mozemy przy tym zalozyé (co niniejszym czynimy), ze
X # @ (dla przestrzeni pustej twierdzenie jest oczywiste).

Najpierw zalézmy, ze przestrzen X jest zwarta i rozwazmy dowolny ciag uogélniony (z,)scx jej elementéw. Przy-
puéémy, dla dowodu nie wprost, ze ciagg ten nie ma podciggu uogoélnionego zbieznego. Z Tw. (str. wnosimy,
ze 6w ciag uogdlniony nie ma punktu skupienia w przestrzeni X. Oznacza to, ze:

(7:2) Vo € X 3U, otwarte otoczenie punktu z Jo, € X Vo > 0,0 x4 ¢ U,.

Z pokrycia otwartego {U, }.cx mozemy wybraé¢ podpokrycie skonczone:

p
(7:3) X=JUs
k=1
dla pewnych punktéw x1,...,2, € X (i p € N;). Z warunku skierowania dla zbioru ¥ wynika, ze istnieje indeks o € %,

taki ze 0 > 05, dlak=1,...,p. W takim razie — na podstawie —x, ¢ U,, dlak=1,...,p, co jest sprzeczne
z ([7:3]) i konezy te czesé dowodu.

Teraz zalézmy, ze w przestrzeni X kazdy ciag uogdlniony ma podcigg uogélniony zbiezny. Dowdd zwartosci prze-
strzeni X réwniez tym razem przeprowadzamy nie wprost. Zalézmy wiec, ze istnieje pokrycie otwarte {Us}secs prze-
strzeni X, ktore nie ma podpokrycia skonczonego. Oznacza to, ze

(7:4) X#|JUs  (FCS, card(F) < ).
seF

Oznaczmy przez Y. rodzing wszystkich skoniczonych podzbioréw zbioru S. Oczywiscie (X, C) to zbiér skierowany.
Z (7:4) wynika, ze dla dowolnego zbioru F' € ¥ istnieje element xp € X, taki ze

(7:5) xrp ¢ |J Us

seF

34 (© Piotr Niemiec



TOPOLOGIA LATO 2026 — ZIMA 2027

W ten sposdb otrzymalisSmy ciag uogélniony (z,)sex C X. Z naszego zalozenia wnioskujemy, ze 6w ciag ma podciag
zbiezny, czyli — dzieki Tw. (str. — ma punkt skupienia. Niech z bedzie takim punktem. Poniewaz zbiory

Us (s € S) pokrywaja przestrzen X, istnieje indeks ¢ € S, taki ze z € U;. Z definicji punktu skupienia wynika, ze dla

oo & {t} € ¥ istnieje indeks F' € 3, taki ze t € F (czyli ,F > 0¢”) oraz xr € U;. Jednak obie te wlasnosci nie moga

zachodzié¢ jednoczeénie, gdyz zachodzi ([7:5). Otrzymana sprzecznos$é konczy caly dowdd. O

Naszym najblizszym celem jest analogiczna charakteryzacja zwarto$ci w przestrzeniach metryzowalnych, ale wyrazona
w terminach ,zwyklych” ciagéw (zob. Tw. ponizej). Inne twierdzenie charakteryzujace zwarto$¢ w przestrzeniach

metrycznych poznamy w rozdziale [9] (zob. Tw. str. [50).

7.12 Definicja.
Przestrzen topologiczna jest ciggowo zwarta, gdy kazdy (zwykly) ciag elementéw tej przestrzeni ma (zwykly)
podciag zbiezny w tej przestrzeni.

7.13 Lemat. (Lemat o liczbie Lebesgue’a pokrycia)
Niech (X,d) bedzie ciggowo zwartq przestrzenig metryczng. Dla dowolnego pokrycia otwartego U przestrzeni X
istnieje liczba € > 0, taka Ze:

(7:6) Ve e X 3U € U: Bylx,e) CU.

Kazda liczbe € > 0, dla ktorej zachodzi (7:6|) nazywamy liczbg Lebesgue’a pokrycia U.

Dowdd. Rozumujemy nie wprost: jesli teza jest falszywa, to dla dowolnej liczby n € N istnieje punkt z, € X,
taki ze kula By(z,,2™ ™) nie zawiera si¢ w zadnym zbiorze z pokrycia U. Z ciagowej zwartosci przestrzeni wynika,
ze x,, — a € X (n — o0) dla stosownie dobranego podciagu. Poniewaz U pokrywa X, istnieje zbiér U € U
zawierajacy punkt a. Dobieramy liczbe r > 0, taka ze Bgy(a,2r) C U. Ze zbieznosci podciagu wnioskujemy, ze istnieje
indeks k > 0, taki ze d(z,,,a) < r i zarazem 2~ < r. Wtedy (dzieki przedostatniej wlasnosci w Obs. str. 2
By(xy, ,27) C Bg(a,2r) C U € U, co jest sprzeczne z doborem punktu z,, i koficzy dowdd. O

7.14 Lemat.
Zwarta przestrzen [Ts] spelniajgca I A.P. jest ciggowo zwarta.

Dowdd. Powtarzamy dowdd Tw. Zalézmy (dla dowodu nie wprost), ze w zwartej [To-]przestrzeni X pewien ciag
(z,,),—, nie ma zwyklego podciagu zbieznego. Na podstawie punktu (D) Prz. (str. wnioskujemy, ze wtedy
zaden punkt przestrzeni X nie jest punktem skupienia tego ciagu. Tak wiec kazdy punkt a € X ma otoczenie otwarte
Uq, w ktérym lezy tylko skoficzenie wiele wyrazéw ciagu (z,,), - ;. Wtedy w dowolnym zbiorze postaci U§:1 Uy, gdzie
p>0iay,...,a, € X, takze lezy tylko skonczenie wiele wyrazéw tego ciggu. Tym samym zaden z tych zbioréw nie
pokrywa sie z X, wiec X nie jest przestrzenia zwartg — i sprzecznosc. O

7.15 Twierdzenie.
Przestrzen metryzowalna jest zwarta wtedy @ tylko wtedy, gdy jest ciggowo zwarta.

Dowdd. Implikacja ,tylko wtedy” wynika z Lem. Dla dowodu przeciwnej implikacji, rozwazmy niepusta ciaggowo
zwartg przestrzen metryzowalna X, ustalmy metryke d na X zgodna z topologia i wezmy dowolne pokrycie otwarte
U tej przestrzeni. Niech e > 0 bedzie liczba Lebesgue’a dla tego pokrycia (zob. Lem. . Wystarczy pokazaé, ze
istnieje zbiér skoniczony F' C X, taki ze

(7:7) X = J Ba(a,e).

acF
Istotnie, jesli taki zbiér F' istnieje, to z definicji liczby Lebesgue’a wynika, ze

VYa € F AU, e U: By(a,e) C U,.
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A wtedy (7:7) implikuje, ze rodzina {U, }acF jest pokrywa zbidr X, czyli jest skoficzonym podpokryciem.
Przechodzimy do dowodu istnienia skoniczonego zbioru F' C X, ktéry spetnia (7:7). Rozumujemy nie wprost
(zakladamy, ze takowy zbidr nie istnieje) i indukcyjnie konstruujemy ciag ag, a1, ag, - . . elementéw zbioru X, takich ze:

(7:8) Vn,m € Ny n £ m: d(ap,an) > €.

Element ag wybieramy dowolnie. Zalézmy, ze elementy ag, ..., a, zostaly juz skonstruowane. Z naszego hipotetycznego
zatozenia wynika, ze X # [Jj_y Ba(a;,€). Element a,,11 wybieramy jako dowolny element zbioru X \ Uj_, Ba(a;,¢).
Oznacza to, ze d(an41,a;) > € dla j =0,...,n. Tym samym warunek jest spelniony (dla indekséw nie wiekszych
niz n + 1).

Dzigki indukeji otrzymujemy nieskoficzony ciag (an )., C X spelniajacy (7:8). Z zalozenia o X wynika, ze a,, —
b€ X (n — oo) dla stosownie dobranego podciagu. A wtedy d(a,,,b) < 5 dla dostatecznie duzych indekséw n. Ale
to jest niemozliwe — dzieki nieréwnoéci trojkata i . Dowéd zostal zakonczony. O

7.16 Twierdzenie.
Dla dowolnych liczb a,b € R, takich ze a < b, przestrzer [a,b] jest zwarta.

Dowdd. Ciagowa zwartosé przedzialéw domknietych i ograniczonych zostala wykazana na kursie z analizy matema-
tycznej. Tutaj pokazemy bezposrednio, ze przestrzenie te spelniajg warunek pokryciowy.
Niech U bedzie dowolnym pokryciem przestrzeni [a, b] zbiorami otwartymi w R. Niech

J {t € (a,b]: zbidr [a,t] mozna pokry¢ skoniczona podrodzina pokrycia U}

oraz ¢ & sup(J). Na wstepie zauwazmy, ze J # &, gdyz a € U dla pewnego zbioru U € U oraz [a,a + 6] C U dla
pewnej liczby 6 > 0 (bo U jest zbiorem otwartym w R) — tym samym min(a + 0,b) € J. Aby zakonczyé¢ dowdd,
wystarczy pokazaé, ze ¢ € J oraz ¢ = b. Istnieje zbiér V' € U zawierajacy punkt c. Z otwartosci tego zbioru wynika
istnienie liczby £ > 0, takiej ze [c — e,¢+ €] C V. Z definicji supremum i tego, ze ¢ — € < ¢, wynika, ze ¢ — e < s dla
pewnej liczby s € J. Skoro s € J, mozemy dobraé¢ skonczenie wiele zbioréw Uy, ..., U, € U, takich ze [a, s] C U?:l Uj.
A wtedy [a,c] C [a,s]U[c—e,c+e] C VU U];:l Uj itym samym c € J (bo V € U). Gdyby c # b, to dla pewnej liczby
d € (0,¢) byloby ¢+ 4§ < b i wtedy takze [a,c+ 6] C VU U§:1 Uj, co oznaczaloby, ze ¢+ 8 € J — a to jest niemozliwe,
gdyz c to kres gorny zbioru J. Tak wiec ¢ = b i dowdd jest zakonczony. O

7.17 Definicja.
Srednicg przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy wielko$é

ef | O dy X = o
df{ 8y € [0, 0]

diam(X, d) <
lam( ) Supx,yEX d(l‘, y) gdy X 7£ %}

Przestrzeni metryczna (X, d) nazywamy ograniczong, gdy diam(X,d) < oo.

7.18 Obserwacja.
Zwarta przestrzen metryczna jest ograniczona.

Dowdd. Gdy przestrzen (X,d) jest niepusta i a € X, z pokrycia X = (J;—, Ba(a,n) mozna wybraé¢ podpokrycie
skoniczone, co implikuje, ze X = By(a, N) dla pewnej liczby N > 0. A wtedy diam (X, d) < 2N < co. O

7.19 Wniosek. (Twierdzenie Heinego-Borela)
Podzbiér przestrzeni R jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i ograniczony.

Dowdd. Koniecznos¢ wynika z Obs. oraz punktu (a) Tw. [7.8] (str. 33)). Wystarczalnos¢ wykazemy pokazujac, ze
kazdy ciagg w zbiorze domknietym i ograniczonym A w R? ma podciag zbiezny w A (postuzymy sie tutaj Obs. [3.16

o0
str. oraz Tw.|[7.15]). Niech wiec ((x%”, e ,x;d))) bedzie ciagiem o wyrazach w A. Z ograniczono$ci tego zbioru
n=1
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wynika istnienie liczby R > 0, takiej ze \J;,(lk)| < R dla wszelkich n > 0 oraz k = 1,...,d. W takim razie, procedujac

indukcyjnie (dla k = 1,...,d po kolei) z zastosowaniem Tw. znajdujemy nieskonczone zbiory Ji,...,Jg liczb
naturalnych (odpowiadajace indeksom podciagéw), takie ze J; D Jo... D Jy oraz dla k = 1,...,d ciag (z%k))neJk

(1) (d)

jest zbiezny do pewnej liczby by, € [—R, R]. Wtedy ((zn’,...,2n ))nes, jest podciagiem wyjsciowego ciagu zbieznym
wR? do b &' (b1,...,bq). Z domknietosci zbioru A wnioskujemy, ze b € A i tym samym zbiér A jest ciagowo zwarty,
czyli zwarty. O

7.20 Definicja.
Przestrzen metryczna nazywamy przestrzenia Heinego-Borela, gdy wszystkie jej kule domkniete sa zwarte.

7.21 Wniosek. (Twierdzenie Weierstrassa o kresach)
Jesli f: X — R jest funkcjq cigglg okreslong na niepustej zwartej przestrzeni [Ts), to istniejg punkty a,b € X,
takie ze

Ve e X: f(a) < f(z) < f(b).

Dowdéd. 7. Obs. (str. wiemy, ze zbior K def f(X) jest zwarty, i niepusty. Wystarczy wiec pokazaé, ze kazdy
taki zbiér zawiera swoje kresy (dolny i gérny). Z Wn. wiemy, ze zbiér K jest domkniety i ograniczony. Wiadomo
takze, ze kresy zbioru niepustego sa granicami pewnych ciagdéw o wyrazach w tym zbiorze. Zatem oba kresy zbioru K
nalezg do K — co wynika z tego, ze oba te kresy naleza do R, oraz z domknietosci zbioru K. O

7.22 Definicja.
Funkcje f: (X,d) — (Y, 0) miedzy przestrzeniami metrycznymi nazywamy jednostajnie ciggla, gdy

Ve>030>0Ve,ye X: (d(z,y) <§ = o(f(z), f(y)) <e).

Oczywiscie kazda funkcja jednostajnie ciagla jest ciagta. Implikacja odwrotna (w konktekscie metrycznym) jest na
ogo6l falszywa, aczkolwiek zachodzi

7.23 Twierdzenie.
Jesli f: (X, d) — (Y, 0) jest funkcja ciggla, a przestrzen X jest zwarta, to funkcja [ jest jednostajnie ciggla.

Dowdd. Rozumujemy nie wprost — przypusémy, ze funkcja nie jest jednostajnie ciggta. Oznacza to, ze istnieje liczba
e > 0 oraz dwa ciagi (z),—; 1 (Yn),—, elementéw przestrzeni X, takie ze

(7:9) d(zp,yn) — 0 (n — o0) oraz Vn > 0: o(f(zn), flyn)) > €.
Dzieki (ciagowej) zwartosci przestrzeni X, mozemy zalozyé, zastepujac oba ciagi przez ich stosowne podciagi, ze
Ty X (n — 00). Z ciaglosci funkeji f w punkcie z wynika, ze istnieje liczba § > 0, taka ze:

(7:10) Vw € X: (d(w,z) <0 = o(f(w), f(2)) < %5)

Pierwsza wlasno$¢ w (7:9)) implikuje, ze d(z,, z) < J oraz d(y,,2) < ¢ dla dostatecznie duzych indekséw n. A wtedy
(7:10)) implikuje (dzigki nieréwnosci tréjkata), ze dla tychze indekséw o(f (), f(yn)) < €, co przeczy drugiej wlasnosci
w (7:9) i konczy dowdd. O

7.24 Twierdzenie. (Twierdzenie Kuratowskiego o zbieznosci jednostajnej)
Niech fi, fa, f3,...: (X,d) — (Y, 0) bedg funkcjami cigglymi miedzy przestrzeniami metrycznymi, a g: X —'Y
dowolng funkcjg. Nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) funkcje fi1, fa, f3, ... zbiegajg do funkcji g punktowo oraz jednostajnie (wzgledem metryki o) na kazdym zwar-
tym podzbiorze przestrzeni X ;
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(ii) funkcja g jest ciggla oraz:

(7:11) T S x (n— o00) = fulxn) X g(z) (n — o0).

Dowdd. (i) = (ii): Wystarczy pokazaé, ze funkcja g jest ciagowo ciagla i ze zachodzi warunek (7:11f). W tym celu
oznaczmy K def {zn: n > 0} U{z} i zauwazmy, ze ze zbieznosci ciagu (z,).., do = wynika zwarto$¢ zbioru K.

W takim razie, z zalozenia w (i) wynika, ze ciag liczbowy M, Lof Sup,ex 0(fn(a),g(a)) zbiega do zera, a Lem.
(str. implikuje, ze funkcja g|x jest ciagla. Tym samym lim, o g(2,) = g(z) (czyli ciagowa ciaglo$é) oraz:

o(fu(wn), 9(z)) < o(fu(xn), 9(zn)) + 0(g9(xn), 9(z)) < My + 0(g(7n), 9(x)) — 0 (n — 00),

gdyz funkcja g jest ciagla w x.

(i) = (i): Niech K C X bedzie niepustym zbiorem zwartym. Wystarczy pokazaé, ze funkcje fi|x, fo|x, f3lk,---
sa zbiezne jednostajnie do funkeji g| . Rozumujemy nie wprost — zalézmy, ze zbieznosci jednostajnej nie ma. Oznacza
to, ze istnieje liczba € > 0, taka ze zbiér

{n>0]3z € K: o(fulx),g(x)) > e}

jest nieskoniczony. To z kolei oznacza, ze istnieje podciag (vy,)r., C Ny, dla ktérego istnieje ciag (z,, )., C K, taki
ze:

(7:12) Vn > 0: o(fy, (x,,),9(x,,)) > €.

Korzystajac z ciagowe]j zwartoSci przestrzeni K i przechodzac do stosownego podciagu ciagu (z,, ) .., oraz zastepujac
ciag (I/n)zo=1 dobranym ciagiem indekséw, mozemy ponadto zalozy¢, ze:

Z,, Eg (n — ).
Powiekszamy powyzszy (pod)ciag (z,,),-, do ciagu (z,),., okredlajac z,, dla indekséw n spoza zbioru wyrazéw
ciagu (vn),—, jako z. W ten sposéb otrzymujemy ciag (z,),., zbiezny do z. W takim razie z wynika, ze
limy, o 0(fn(zn), g(x)) = 0, wiec tym bardziej lim, . o(fv, (z1, ), g(x)) = 0. Ponadto, z ciagloéci funkcji g wnosimy,
ze limy, 00 0(9(2y, ), g(z)) = 0. A stad nier6wnos¢ tréjkata daje nam lim, .o 0(fy, (zu,,), 9(xv,)) = 0, co jest sprzeczne

z (|7:12)) i koficzy dowdd. O

7.25 Definicja.
Przestrzen topologiczna X nazywamy k-przestrzenig, gdy X jest Ty oraz dla dowolnego podzbioru A przestrzeni
X zachodzi réwnowaznosé:

A e F(X) < VK zwarty podzbiér przestrzeni X: AN K € F#(X).

7.26 Obserwacja.
(a) Zwarte przestrzenie Ty oraz przestrzenie Ty spelniajace I A.P. sq k-przestrzeniami.

(b) Funkcja f: X — Y okreSlona na k-przestrzeni X jest ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja flx: K — Y
jest ciggla dla dowolnego zwartego podzbioru przestrzeni X.

Dowdd. (a): Dla przestrzeni zwartej T nie ma co robi¢. W przypadku T-przestrzeni X spelniajacej I A.P. rozumujemy
tak: Niech A C X bedzie takim zbiorem, ze AN K € % (X) dla dowolnego zbioru zwartego K C X. Wezmy dowolny
punkt b € A. Z punktu (D) Prz. (str. wiemy, ze istnieje zwykly (!) ciag (an),., C A zbiezny do b. Wtedy zbiér
K {an: n > 0} U {b} jest zwartym podzbiorem przestrzeni X, wiec (zgodnie z naszym zalozeniem) zbiér A N K
jest domkniety. Ale (a,);-, C ANK, zatem b € AN K C A, co pokazuje domknigtos¢ zbioru A.

(b) Zalézmy, ze zawezenia funkcji f do zbioréw zwartych sa ciagle. Niech B € %#(Y). Pytamy, czy zbiér A ef
f~Y(B) jest domkniety w X. Skoro X jest k-przestrzenia, wystarczy, ze zbiér A N K bedzie domkniety w X dla
dowolnego zbioru zwartego K C X. Ale ANK = (f|x)~1(B), wiec jest to zbiér domkniety w K, czyli domkniety w X
(bo zbiér K, bedac zwartym, jest domkniety w X). O
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Stwierdzenie, ze obraz zbioru zwartego poprzez funkcje ciagla jest takze zbiorem zwartym, jest niczym wiecej niz
prosta obserwacja (zob. Obs. str. . Analogiczna wlasnosé dla przeciwobrazéw prowadzi do nowego pojecia:

7.27 Definicja.
Moéwimy, ze funkcja ciagta u: X — Y jest odwzorowaniem wilasciwym, gdy zbiér u=t(K) jest zwarty dla dowolnego
zbioru zwartego K C Y.

7.28 Twierdzenie.
Niech X bedzie przestrzenig To, a Y k-przestrzeniq. Dla funkcji cigglej u: X — Y nastepujgce warunki sq rowno-
wazne:

(i) u jest odwzorowaniem wlasciwym;

(i) u jest odwzorowaniem domknietym oraz 2biér u=t({y}) jest zwarty dla dowolnego punktu y € Y.

Dowdd. (i) = (ii): Wystarczy pokazaé, ze u jest odwzorowaniem domknietym. Niech wiec A C X bedzie zbiorem
domknietym, a K C Y zbiorem zwartym. Wystarczy pokazaé, ze zbior u(A)NK jest domknigty (bo Y to k-przestrzen).
Z zalozenia wiemy, ze zbiér L def u~Y(K) jest zwarty. W takim razie takze zbiér A N L jest zwarty (zob. punkt (b)
Obs. str. 32). Z ciaglosci funkcji u wynika, ze zbiér u(A N L) jest zwarty, a wiec domkniety (bo Y jest T). Ale
wANL)=u(ANu (K)) =u(A)NK i teza.

(i) = (i): Niech K C Y bedzie zbiorem zwartym. Aby wykazaé, ze zbiér L def u~(K) jest zwarty, korzystamy
z Obs. (str.[33)). Niech zatem A = {A,},es bedzie niepusta i scentrowana rodzing podzbioréw zbioru L domknietych
w L. Skoro u jest funkcja ciagla, zbior L jest domkniety i tym samym wszystkie zbiory As sa domknigte w X . Dorzucajac
do rodziny A zbiory postaci (),_; As, gdzie d > 01 s1,...,sq4 € S, mozemy dodatkowo zalozy¢, ze:

(7:13) VA,Be A: ANBe A.

Z zalozenia w (ii) wynika, ze wtedy zbiory By L u(As) (s € S) sa domkniete w Y. Skoro A jest rodzing scentrowana,
takaz jest rodzina {B;}ses. Ale B, C K i ze zwartosci K wynika, ze (\,cg Bs # @. Niech y bedzie elementem tego

przeciecia. Zbiér M %ef u~({y}) jest zwarty (z zalozenia w (ii)). Ponadto, rodzina F def {As; N M}ses sklada sie
ze zbioréw domknietych w M i niepustych (bo y € f(As) dla wszelkich s € S). Z wynika, ze rodzina F jest
scentrowana. Zatem ze zwartosci przestrzeni M wynika, ze [),cq(As N M) # @ i tym bardziej (), g As jest zbiorem
niepustym — czyli zbior L jest zwarty. O

8 Spobjnosé

8.1 Definicja.
Méwimy, ze przestrzen topologiczna X jest miespdjna, gdy mozna ja przedstawié¢ jako sume dwoch niepustych
roztgcznych zbiorow otwartych:

przestrzen X jest niespéjna < U,V e 9(X)\{@}: UnNnV =02, UUV =X.

W przeciwnym przypadku méwimy, ze przestrzen X jest spdjna.

Spojnosé jest jednym z kilku mozliwych sposobéw formalnego rozumienia intuicyjnego pojecia przestrzeni . jednoka-
watkowej”.

8.2 Definicja.
Moéwimy, ze dwa podzbiory A i B przestrzeni topologicznej sg rozgraniczone, gdy AN B =ANB = @.

Zbior otwarto-domkniety w przestrzeni topologicznej to dowolny jej podzbidr, ktéry jest jednoczesnie otwarty
i domkniety.
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8.3 Obserwacja.

(A) Niech A, B, C bedq podzbiorami przestrzeni topologicznej X, takimi ze AU B C C. Nastepujgce warunki sq
réwnowazne:

(i) zbiory A i B sq rozgraniczone w X ;
(ii) zbiory A i B sq rozgraniczone w C;
(iii) zbiory A i B sq rozgraniczone w AU B;
(iv)
(v)

(vi) zbiory A i B sq rozlgczne oraz otwarto-domkniete w AU B.

zbiory A i B sq rozlgczne oraz otwarte w AU B;

zbiory A @ B sq rozlgezne oraz domkniete w AU B;

(B) Dla przestrzeni topologicznej X nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(i)
(i)

(iii) istnieje niepusty wiasciwy zbidr otwarto-domkniety w X ;
)

i
(iv

przestrzen X jest niespojna;

istniejg dwa niepuste rozlgezne zbiory domkniete C @ D, takie Ze X = C U D;

istniejg dwa niepuste zbiory rozgraniczone A i B, takie Ze X = AU B.
(C) Dwa zbiory otwarte, jak réwniez dwa zbiory domknicte, sq rozgraniczone wtedy i tylko wtedy, gdy sa rozlgczne.

(D) Przestrzeri topologiczna pusta lub jednoelementowa jest spdjna.

Dowdd. Jako ze punkty (B) oraz (C) latwo wynikaja z (A), wykazemy jedynie (A) (a (B) i (C) pozostawiamy jako
[obowiazkowe] éwiczenie; punkt (D) jest trywialny).

Aby wykazaé (A), wystarczy sprawdzié, ze punkty (i), (iv) i (v) tamze sa réwnowazne. W tym celu zauwazmy,
ze jeSli zbiory A i B sa rozlaczne oraz Z f Ay B,to A =7\ B oraz B = Z\ A, co implikuje, ze warunki (iv)
i (v) sa réwnowazne. Ponadto, jesli zachodzi (i), to AN B = @ oraz clz(A) = ANZ = A, bo ANB = @ (zob.
takze Tw. str. [10). Podobnie, clz(B) = B, czyli (v) wynika z (i). Na koniec zalézmy, ze zachodzi (v). Wtedy
ANB=ANZNB=clz(A)NB = ANDB = @ ianalogicznie AN B = &, czyli zachodzi (i). O

8.4 Twierdzenie.
Niech S bedzie spdjng podprzestrzenig przestrzeni topologicznej X . Jesli A C X jest dowolnym zbiorem, takim Ze

(8:1) ScACS,

to rowniez zbior A jest spdjny.

Dowdd. Rozumujemy nie wprost — zalézmy, ze przestrzen A jest niespdjna. Oznacza to, ze A mozemy przedstawié
w postaci A = U UV, gdzie zbiory U i V sa niepuste, rozlaczne i otwarte w A. Warunek oznacza, ze zbiér S
jest gestym podzbiorem przestrzeni A. W takim razie zbiory S NU oraz S NV sa niepuste. Sa one takze rozlaczne
iotwarte w S oraz S = (SNU)U (SNV), co implikuje, ze zbiér S jest niespdjny — i koniec dowodu. O

8.5 Definicja.
Méwimy, ze rodzina F podzbioréw przestrzeni topologicznej jest topologicznie spojna, gdy:

C():A, C'N:B7

VA,Be€ F dN >03Cy,...,Cy € F:
0 N {zbiory C 1 Ckx—1 nie sg rozgraniczone dla k € {1,...,N}.

8.6 Twierdzenie.
Suma mnogo$ciowa topologicznie spdjnej rodziny zbiordw spdjnych jest zbiorem spdjnym.
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Dowdd. Dowodzimy nie wprost: zalézmy, ze istnieje topologicznie spéjna rodzina F spojnych podzbioréw przestrzeni
topologicznej X, taka ze zbiér S def JF jest niesp6jny. Oznacza to, ze przestrzen S mozemy przedstawi¢ w postaci
S =U UV, gdzie zbiory U i V sa niepuste, roztaczne i otwarte w S. Na wstepie zauwazmy, ze:

(8:2) vDeF: DcU v DcCV.

Istotnie, powyzsza wlasnos¢ wynika z tego, ze kazdy zbidr D z rodziny F jest spdjny i zawiera sie w U UV oraz zbiory
DNUiDNYV sarozlaczne i otwarte w D.

Z niepustoéci zbioréw U i V wnosimy, ze istnieja zbiory A, B € F, takie z2e ANU # @i BNV # @&. Z (8:2)
i roztacznodei zbioréw U i V' wynika, ze w takim razie A C U i B C V. Niech Cy,...,Cy € F (gdzie N > 0) beda
takimi zbiorami, ze Cy = A, Cy = B oraz zbiory C}, i Cx_1 nie sg rozgraniczone dlak = 1,..., N. Niech p € {0,..., N}
bedzie najmniejszym indeksem, takim ze C,, C V. Wtedy p >0 (bo @ # A= Co C U) i Cp—y C U (dzieki (8:2)). Ale

wtedy zbiory E et Cpr i F of C} nie sa rozgraniczone, gdyz oba sa otwarte w H ey F, dlatego ze HNU = FE

oraz H NV = F. Otrzymana sprzecznos¢ konczy dowdd twierdzenia. O

8.7 Wniosek.
Niech {Ag}ses bedzie niepustq rodzing spdjnych podzbioréw przestrzeni topologicznej X . Jesli

o teSVseS: A,NA #; lub

* ﬂseS As 7& 9,

to zbior J,cg As jest spajny.

Dowdd. Wystarczy zauwazyé, ze w obu ww. przypadkach rodzina {As}scs jest topologicznie spdjna, a nastepnie
zastosowaé poprzednie twierdzenie. O

8.8 Twierdzenie.
Zbior w R jest spdjny wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest przedzialem, singletonem lub zbiorem pustym. Precyzyjnie:
zbior I C R mocy wiekszej niz 1 jest spdjny wtedy i tylko wtedy, gdy (inf(I),sup(I)) C I.

Dowdd. Poniewaz przestrzen pusta i przestrzenie jednoelementowe sa w sposéb ewidentny spdjne, mozemy zalozy¢, ze
badany zbiér I ma wigcej niz 1 element. Jesli (inf(I),sup(I)) ¢ I, to istnieje liczba ¢ ¢ I, taka ze inf(I) < ¢ < sup(I).
Obie te nieréwnosci implikujg, ze wtedy zbiory U ' rn (—o0,c) oraz V ' rn (¢, 00) sa niepuste. Ponadto, sa one
roztaczne i otwarte w I oraz I = U UV, czyli zbidr I jest niespdjny.

Pozostaje pokazaé, ze jesli (inf(I),sup(l)) C I, to zbiér I jest spéjny. Ten przypadek latwo mozna zredukowaé
(dzigki Wn. do zagadnienia sp6jnosci przedzialu postaci [a,b], gdzie —0o < a < b < oo. (Istotnie: ustalamy
¢ € (inf(I),sup(I)) i zapisujemy I = |, _,[an,by], gdzie a, = inf(I), gdy inf(I) € I, a w przeciwnym przypadku
liczby a,, € I N (—o00, ¢) zbiegaja do inf(I); analogiczne reguly dla ciagu b, € I N (¢, 00)). Dlatego ponizej zakladamy,
ze I = [a,b].

Dla dowodu nie wprost, zalézmy, ze [a,b] = K U L, gdzie K i L to dwa niepuste, domkniete i rozlaczne podzbiory
przedzialu [a, b], przy czym b € L. Zbiér K jako domkniety i ograniczony jest zwarty, wiec (np.) z Wn. (str. [37)
wynika, ze liczba ¢ def sup(K) nalezy do K. Zatem ¢ < b. Jednoczesnie K N (¢,b) = & i tym samym (¢,b) C L. Ale
L jest zbiorem domknietym, wiec ¢ € L, co oznacza, ze ¢ € K N L, i przeczy roztacznosci zbiorow K i L. Otrzymana
sprzeczno$¢ dowodzi spéjnosci przedziatu. O

8.9 Definicja.
Krzywa lub droga w przestrzeni topologicznej X to dowolna funkcja ciagla z (niezdegenerowanego) przedziatu
[a,b] w X. Dla punktéw z,y € X drogg od z do y (lub krzywq od x do y; droge/krzywq taczacq x i y) nazywamy
dowolna droge 7: [a,b] — X, taka ze y(a) = x oraz v(b) = y.

Droge, ktéra jest zanurzeniem topologicznym, nazywamy lukiem. W analogiczny sposéb (do powyzszego)
definiujemy tuk od x do y.
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8.10 Definicja.
Méwimy, ze przestrzen topologiczna X jest

e drogowo spdjna, gdy dla dowolnych punktéow x,y € X istnieje droga w X od z do y;

e lukowo spdjna, gdy dla dowolnych réznych punktéw x,y € X istnieje tuk w X od x do y.

8.11 Obserwacja.
Niech f: X — 'Y bedzie funkcjg cigglq oraz S C X. Jesli zbior S jest spojny lub drogowo spojny, to takiz jest zbior
f(S).

Dowdd. Najpierw zalézmy, ze zbiér S jest spéjny i niech B C f(9) bedzie zbiorem otwarto-domknietym w f(S).
Wtedy zbiér f~1(B) NS jest otwarto-domkniety w S. Ze spdjnoéci zbioru S wnosimy, ze f~1(B) NS = @ (i wtedy
B =) lub S C f~4B) (i wtedy B = f(5)). Tym samym przestrzen f(S) nie zawiera niepustego wlasciwego
podzbioru otwarto-domknietego, czyli jest przestrzenia spdjna.

Zalézmy teraz, ze zbidr S jest drogowo spéjny. Dla x,y € f(S) istnieja punkty uw,v € S, takie ze f(u) = =z
oraz f(v) = y. Z naszego zalozenia wynika, Ze istnieje droga ~v: [a,b] — S, taka ze v(a) = u i y(b) = v. Wtedy
forv:a,b] — f(S) jest droga od = do y i tym samym zbiér f(S) jest drogowo spdjny. O

8.12 Whniosek.
Kazda przestrzen tukowo spojna jest drogowo spojna. Kazda przestrzen drogowo spojna jest spojna.

Dowdd. Pierwsza wlasno$é jest natychmiastowa (funkcje stale to drogi od punktu do tego samego punktu). Aby

wykaza¢ druga z nich, ustalmy niepusta przestrzen drogowo spdéjna X i jej dowolnie ustalony punkt a € X. Dla
i

dowolnego punktu x € X istnieje droga v, od a do x. Z Obs. 1| oraz Tw. wynika, ze zbiér S, def im(7y,)

jest sp6jny. Ponadto, a,z € S,. Tym samym X = (J .y S, oraz ta suma zbioréw jest zbiorem spéjnym — dzigki
Wn. -

Zachodzi takze wazne (aczkolwiek znacznie trudniejsze w dowodzie; zob. Wn. str. [82):

8.13 Twierdzenie.
W przestrzeniach Hausdorffa drogowa i tukowa spojnosé sg rownowazne, tzn. drogowo spojna przestrzen Ty jest
tukowo spojna.

(bez dowodu)

8.14 Obserwacja.
Dla punktu p w przestrzeni topologicznej X niech

S(p) def {reX|3C Cc X: C zbidr spdjny, p,x € C}

oraz ot
Sare(p) = {x € X| Iv: 7 droga od p do x}.

Zbidr S(p) jest spdjny, zawiera punkt p i jest najwickszym zbiorem spdjnym w X zawierajgcym punkt p. Podobnie,

2bidr Sarc(p) jest drogowo spdjny, zawiera punkt p i jest najwiekszym zbiorem drogowo spdjnym zawierajgcym

punkt p.

Dowdd. Poniewaz przestrzen {p} jest drogowo spéjna, p € S(p) N Sare(p). Ponadto, zauwazmy, ze
S(p) = U{C C X: C zbiér spdjny, p € C}
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i analogicznie

Sare(p) = U{C C X: C zbiér drogowo spéjny, p € C}.

Z powyzszego wynika od razu, ze zbidr S(p) jest spéjny (dzigki Wn. [8.7)). Pozostaje wigc wykazaé, ze zbior Sy (p) jest
drogowo sp6jny. W tym celu ustalmy punkty z,y € Surc(p). Wtedy istnieja drogi 1 : [a,b] — X oraz vq: [¢,d] — X,
takie ze y1(a) = y2(c) = p, 11(b) = ziv2(d) = y. Podstawiajac do krzywej 1 stosownie dobrana $cisle malejaca funkcje
afiniczng, a do funkcji 2 $ciSle rosnaca takaz, mozemy zalozyé¢, ze [a,b] = [0,1], 1 (0) = z, (1) = p, [¢,d] = [1,2],
Y2(1) = p oraz 72(2) = y. W tej sytuacji Tw. [4.9] (str. pokazuje, ze zlepienie g : [0,2] — X tych dwéch krzywych
jest krzywa od x do y. Ponadto, im(vp) jest zbiorem drogowo spdjnym zawierajacym punkt p, wiec im(yg) C Sqre(p),
czyli zbior Sqrc(p) jest drogowo spdjny. O

8.15 Definicja.

Skiadowa (spéjna) w punkcie p € X przestrzeni topologicznej X to zbiér S(p) z Obs. czyli najwiekszy spéjny
podzbidr przestrzeni X zawierajacy punkt p. Analogicznie, skfadowa drogowa (lub lukowa) w punkcie p przestrzeni
X to zbidr Sgre(p) z Obs. czyli najwiekszy drogowo spojny podzbidr przestrzeni X zawierajacy punkt p.
Skiadowa (odp. skladowa drogowa) przestrzeni X to taka sktadowa w pewnym punkcie.

8.16 Uwaga.

Sktadowa jest zawsze zbiorem niepustym. Tym samym przestrzen pusta nie ma zadnych skladowych. Jest to
zarazem jedyna spdjna (odpowiednio drogowo spdjna) przestrzen topologiczna, ktéra nie pokrywa sie z zadna
swoja skladowa (odp. skladowa drogowa).

8.17 Twierdzenie.
Niech X bedzie przestrzeniq topologiczng.

(a) Kazda skladowa przestrzeni X jest zbiorem domknietym.
(b) Skladowe tworzq podzial zbioru X (tzn. sq niepuste, parami rozlgezne i pokrywajq zbior X).

(c) Skladowe drogowe tworzq podzial zbioru X.

Dowdd. (a): Niech S bedzie skladowa przestrzeni X, powiedzmy w punkcie p. Wtedy zbiér S jest spéjny (dzieki
Tw. i zawiera punkt p. W takim razie S C S, czyli zbiér S jest domkniety.

(b): Wystarczy pokazaé, ze dwie rézne sktadowe sa roztaczne. Niech wiec S; i So beda sktadowymi przestrzeni X,
takimi ze S N Sy # . Wtedy zbiér S; U Ss jest spojny (z Wn. , wiec z maksymalnoéci sktadowych otrzymujemy
S1 U Sy C S i podobnie S1 U Sy C Sy, i tym samym S = Ss.

(c): Podobnie jak w (b), wystarczy pokazaé, ze dwie rézne skladowe drogowe sa rozlaczne. Niech wiec S; dla
Jj = 1,2 bedzie skladowa drogowa w punkcie p; € X. Zalézmy, ze po € S1 N Sa. Niech Sy bedzie skladowa drogowa
w punkcie pg. Poniewaz Sy to najwiekszy zbiér drogowo spdjny zawierajacy pg, zatem S; C Sy oraz Sy C Sy. Tym
samym p1,pe € Sp. Skoro S; to najwigkszy zbiér drogowo spéjny zawierajacy p; (j = 1,2), otrzymujemy So C 5S4
iS() CSQ. Tak WIQC Sl :S():SQ. O

8.18 Przyktad.
Niech §; %' {(z,sin(n/x)): = € (0,1]} oraz Sy &ef {0} x [-1,1]. Nietrudno przekonaé sig, ze:
e oba zbiory S; i S sa drogowo spdjne;
L] Sl = 51 U SQ.
. . .2 def 7 . s P . .z s .
7 Tw. wynika, ze zbior K = S; jest spdjny. Nie jest to jednak zbiér drogowo spdjny, co uzasadniamy
w nastepnym akapicie. Tym samym zwarte metryzowalne przestrzenie spdjne nie musza by¢ drogowo spdjne,

a skladowe drogowe nie musza by¢ zbiorami domknigtymi.
Aby pokazaé, ze zbiér K nie jest drogowo spdjny, najpierw zauwazmy, ze:

(*) dla dowolnego punktu p = (u,v) € S1\{¢}, gdzie ¢ = (1,0), zbiér K\ {p} ma dwie sktadowe: KN((—o0,u)xR)
oraz K N ((u,00) x R).

43 (© Piotr Niemiec



TOPOLOGIA LATO 2026 — ZIMA 2027

Przypu$émy teraz, dla dowodu nie wprost, ze istnieje droga w K od (0, 0) do ¢, powiedzmy v: [0, 1] — K. Zapiszmy
~(t) =: (a(t), 8(t)). Funkcje a: [0,1] — [0,1] oraz §: [0,1] — [—1,1] sa ciagle. Z wlasnosci (*) wynika, ze:

(xx) jesli a(s) > 0 dla pewnej liczby s € (0,1], to S1 N ((—o0, a(s)] x R) C ([0, s]).

Poniewaz (ﬁ7 1), (25, —1) € S; dla dowolnej liczby n € Ny, wlasno$¢ (xx) pozwala okresli¢ (indukcyjnie) dwa
ciagi (un)poq 1 (vn)oe, takie ze:

0 <Unt1 <vp <up <1

oraz B(u,) =11 f(v,) = —1 dla wszelkich n > 0. Wtedy ciag uq,v1,us, v, ... jest Scisle malejacy, wiec zbiezny,
powiedzmy do liczby ¢ € [0,1]. Z ciaglodci funkcji 8 otrzymujemy nieprawdziwa réwnosé: 1 = lim, o B(uy,) =
B(c) = limy, o0 B(vy) = —1, co koniczy dowdd.

8.19 Definicja.
Skonczony uklad punktéw zg, ..., zny W przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy e-$ciezkg od a do b (gdzie € > 0),
gdy N > 0, zo = a, zy = b oraz d(zg,2p—1) < e dla k = 1,..., N. Méwimy wtedy takze, ze punkty a i b sa
potaczone e-$ciezka zg, ..., 2N

Moéwimy, ze przestrzen metryczna jest metrycznie spéjna, gdy jej dowolne dwa punkty mozna potaczyé e-Sciezka
dla wszelkich € > 0.

8.20 T'wierdzenie.
(A) Spdjna przestrzen metryczna (X,d) jest metrycznie spdjna.

(B) Zwarta metrycznie spdjna przestrzer, metryczna jest spéjna.

Dowdd. (A): Niech € > 0. W dowodzie wykorzystamy klasyczna metode dobrych punktéw stosowana w przestrzeniach
sp6jnych. Mianowicie, ustalmy dowolnie ,startowy” punkt a € X iniech D sklada sie z wszystkich ,dobrych” punktéw,
czyli takich, ktére mozna polaczyé¢ e-Sciezka z punktem a. Przywolana metoda polega na tym, by wykazaé, ze D jest
niepustym zbiorem otwarto-domknietym w X. Wtedy, ze spdjnosci X, otrzymamy D = X, co zakonczy dowdd tego
punktu.

W tej konkretnej sytuacji zbiér D spelnia réwnanie D =
implikuje, ze zbiér D jest otwarto-domkniety — i teza.

(B): Dowodzimy nie wprost. Zalézmy wiec, ze (K, d) jest zwarta metrycznie spéjna przestrzenia metryczna, taka
ze K = AU B dla pewnych niepustych i roztacznych zbioréw domknietych A i B w K. Z Tw. (str. funkcja
disty(+, B) przyjmuje wartosci dodatnie na zbiorze A. W takim razie Wn. (str. implikuje, ze istnieje liczba
e > 0, taka ze disty(a, B) > 2e dla wszelkich a € A. Ustalmy dowolnie punkty a € A oraz b € B i dobierzmy e-$ciezke
20,--.,2n od a do b. Niech p € {0,..., N} bedzie najmniejszym indeksem, takim ze z, € B. Wtedy p > 01 z,_1 ¢ B.
W takim razie z,_1 € A i tym samym 2¢ < distq(zp—1, B) < d(zp—1, %p) < €, co jest niemozliwe. O

sep Ba(, ) oraz zawiera punkt a. Przywotane réwnanie

8.21 Przyklad.
Zwarto$¢ w punkcie (B) powyzszego twierdzenia jest koniecznym zalozeniem. Istotnie, przestrzen {(z,y) €
R?: |z|y = 1} jest metrycznie spéjna przestrzenia Heinego-Borela, ktéra jest niespéjna.

8.22 Definicja.
Przestrzen topologiczna X nazywamy:

o dziedzicznie niespojng, gdy jedynymi jej podzbiorami spéjnymi sa singletony i zbiér pusty;

e calkowicie niespojng, gdy dla dowolnych dwdéch réznych punktéw z,y € X istnieje zbiér otwarto-domkniety
U C X, taki ze UNA{z,y} = {a};

e zerowymiarowg (inaczej: ind(X) = 0), gdy zbiory otwarto-domkniete tworza baze topologii;
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e mocno zerowyniarowg (inaczej: Ind(X) = 0), gdy dla dowolnych dwdch roztacznych zbioréw domknietych
A, B C X istnieje zbior otwarto-domkniety U, takize AC U iU N B = &,

e ckstremalnie niespdjng, gdy zbiér U jest otwarty dla dowolnego zbioru otwartego U C X.

8.23 Obserwacja.
A

Przestrzen dziedzicznie niespdjna jest T1.

B) Przestrzen catkowicie niespdjna jest dziedzicznie niespdjna.

(A)
(B)
(C) Zerowymiarowa Ty -przestrzen jest calkowicie niespdjna i regularna.
(D)

D

Mocno zerowymiarowa Ty -przestrzen jest zerowymiarowa i normalna.

Dowdd. (A): W przestrzeni dziedzicznie niesp6jnej sktadowe sa singletonami, a skladowe sa zawsze domkniete.
(B): Teza wynika stad, ze kazda sktadowa zawiera si¢ albo w (ustalonym) zbiorze otwarto-domknietym, albo w jego
dopekieniu.

(C),(D): éwiczenie (obowiazkowe). O

8.24 Uwaga.

Dowodzi sie, ze kazda ekstremalnie niespdjna przestrzen metryzowalna jest dyskretna. Istnieje bardzo wiele nie-
skoficzonych Th-przestrzeni, ktore sg zwarte i ekstremalnie niespdjne, ale zadna z nich nie jest ,namacalna” (i na
drodze do nich zawsze pojawia si¢ pewnik wyboru).

8.25 Twierdzenie.
Zwarta dziedzicznie niespojna To-przestrzen K jest mocno zerowymiarowa.

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy w trzech krokach.

Krok 1: Dla dowolnego punktu a € K, {a} = (F(a), gdzie F(a) Lef {Ue¥9K)NF(K): acU}.

Dowéd kroku 1: Oczywiscie K € §(a) oraz a € S e (5 (a). Dla dowodu nie wprost, przypusémy, ze card(S) > 1.
Wtedy zbidr S jest niespdjny (bo przestrzen K jest dziedzicznie niesp6jna). W takim razie mozemy zapisaé¢ S = AUB,
gdzie zbiory A i B sa niepuste, rozlaczne i domkniete w S, oraz a € A. Wtedy zbiory A i B sa domknigte w X, gdyz
S € F(K) (jako przecigcie niepustej rodziny zbioréw domknietych). Z normalnosci przestrzeni K (zob. Tw.
str. wynika istnienie roztacznych zbioréw otwartych U i V, takich ze A C U oraz B C V. Wtedy rodzina
{F\(UUV): F € §(a)} ma puste przeciecie, jest zamknieta na skoniczone przeciecia i sktada sie ze zbior6w domknietych
(w przestrzeni zwartej K). W takim razie z Obs. (str. wynika, ze rodzina ta nie jest scentrowana, wiec zawiera
zbiér pusty. Innymi stowy, FF C U UV dla pewnego zbioru F € §(a). Zauwazmy, ze wtedy:

eac D Fnu;

° DEg(K);
e De #(K),gdyz D=F\V.

W takim razie D € §(a), a stad S C D C U, czyli B = & — i sprzecznosé.

Krok 2: Zbiory otwarto-domkniete tworza baze topologii.

Dowéd kroku 2: Niech U € ¢(X) oraz a € U. Wystarczy pokazaé, ze V' C U dla pewnego zbioru V € F(a).
Z kroku 1 wynika, ze rodzina {FF\U: F € §(a)} ma puste przeciecie, mimo ze jest zamknieta na skoficzone przecigcia
i sktada sig¢ ze zbioréw domknietych. W takim razie — argumentujac podobnie jak w dowodzie kroku 1 — wnioskujemy,
ze rodzina ta zawiera zbidr pusty — i teza.

Krok 3: Przestrzen K jest mocno zerowymiarowa.

Dowdéd kroku 3: Niech A i B beda rozlacznymi zbiorami domknietymi w X. Mozemy zalozyé, ze A # @. Z kroku 2

wynika, ze dla dowolnego punktu a € A istnieje zbiér V, € F(a), taki ze V,, € X \ B. Z pokrycia otwartego {V,}aca

zbioru zwartego A mozemy wybraé podpokrycie skoficzone: A C U def Ur—, Va, dla pewnych punktéw as, ..., a, € A.

Zbioér U jest szukanym zbiorem otwarto-domknietym. O
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8.26 Przyklad. (Zbiér Cantora)
W tym przykladzie skonstruujemy tzw. (klasyczny) zbiér Cantora, ktéry oznaczymy przez C. Jest to zwarty
dziedzicznie niesp6jny podzbiér odcinka [0, 1] bez punktéw izolowanych, mocy 2%0.

Niech Iy = [0,1/3]1I; = [2/3,1]. Indukcyjnie okreslamy przedzialy I,, . .., gdzien > Qoraz vq,...,v, € {0,1}.

Majac juz okredlony przedzial I, ., jako, powiedzmy, [a, (], definiujemy: I,,. .. 0 dof [a 2‘“'5] oraz I, .1 def

'3
[(1-‘326 , 3] (innymi stowy: przedzial I,,, . dzielimy na 3 przedzialy réwnej dlugosci i usuwamy $rodkowy). W ten

spos6b okreslona rodzina przedzialéw ma nastepujace wtasnodci:

(€1) diam(l,,. ,,) =37
(82) Illl...l/n)\ C Iul...vn;

(€3) L., N Iy, = @ gdy (V1,0 Vn) # (15 - ey ).

Oznaczmy teraz J, def UL, v, v1,... v €{0,1}} i zdefiniujmy

e ﬁ .
n=1

Korzystajac z wlasnoéci (C1)—(€3), nietrudno dowodzi sie, ze funkcja : {0, 1}t — € zadana reguta:

“((Vn)zo:ﬁ € m I,.v,
n=1

jest poprawnie okreélona bijekcja, a przestrzen C nie ma punktéw izolowanych i jest dziedzicznie niespéjna. Okazuje
sie, ze kazda niepusta przestrzen, ktora jest zwarta, metryzowalna, dziedzicznie niespdjna i nie ma punktéow
izolowanych, jest homeomorficzna z € (twierdzenie Brouwera). Szczegbly pozostawiamy jako éwiczenie.

9 Zupelne przestrzenie metryczne

9.1 Definicja.
Ciag Cauchy’ego lub fundamentalny (wzgledem metryki d) w przestrzeni metrycznej (X,d) to dowolny ciag
(z,,),2, C X, taki ze:

Ve >03IN >0Vn,m> N: d(z,,zm) <&

Moéwimy, ze przestrzen metryczna (X, d) jest zupelna lub ze metryka d jest zupelna (na zbiorze X), gdy kazdy
ciag Cauchy’ego elementow przestrzeni X jest zbiezny.

9.2 Obserwacja.
Niech (X, d) bedzie przestrzenig metryczng.

(A) Niech (zn)pe, C X.
(a) Jesli ciag (zy,)0-, jest zbiezny, to jest ciggiem Cauchy’ego.
(b) Jesli (xy,),—, jest ciggiem Cauchy’ego i ma podciqg zbiezny do a € X, to x, — a (n — 00).
(c) Jesli (wy,),, jest ciggiem Cauchy’ego, to wyrazy tego ciggu tworzq zbidr ograniczony (w metryce d).

(B) Niech AC X.

(a) Jesli przestrzeri metryczna (A, d) jest zupelna, to zbior A jest domkniety w X .
(b) Jesli (X,d) jest przestrzeniq metryczng zupelng, to przestrzen metryczna (A, d) jest zupelna wtedy i tylko
wtedy, gdy zbior A jest domkniety w X.
(C) Jesli przestrzeni (X, d) jest Heinego-Borela, to jest zupelna.

(D) Istnieje przestrzen metryczna zupetna (X, d), taka Ze (X,d) C (X,d) (tzn. X C X oraz metryka d przedtuza

metryke d) oraz zbidr X jest gesty w X.
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Kazda przestrzeh metryczna (X, d) o wilasnoéciach opisanych w powyzszym punkcie (D) nazywamy uzupelnieniem
(metrycznym) przestrzeni metrycznej (X, d).

Dowdd. (A): Najpierw zalézmy, ze x, — a € X (n — o0). Wtedy dla dowolnie dobranej liczby & > 0 mozemy
wskazaé liczbe calkowita N > 0, taka ze d(z,,a) < /2 dlan > N. A wtedy, dla n,m > N otrzymujemy d(Z,, ;) <
d(xp,a) + d(a, x,) < e.

Teraz zalézmy, ze ()., jest ciagiem Cauchy’ego. Wtedy istnieje indeks N > 0, taki ze d(zn,z,,) < 1 dla
n,m > N. A wtedy dla dowolnych indekséw n, m > 0 mamy

d(xp, xm) < d(xp,zN) +d(@N, ) < 2max(l,d(x1,zN), ..., d(xN,ZN)),

czyli wyrazy tego ciagu tworza zbiér ograniczony. Dalej, jesli (z,, ). jest podciagiem zbieznym do a, to dla zadanej
liczby € > 0 mozemy dobraé liczby N > 0 oraz k > 0, takie ze d(zy, ) < /2 dla n,m > N oraz d(z,, ,a) < /2 dla
n > k. Niech teraz n > N. Istnieje indeks m > k, taki ze v,,, > N, a wiec:

d(l’ma) < d('rnvxl/m) + d(xl/mva) < 5/2 + 5/2 =&

co pokazuje, ze ciag (z,,),., zbiega do a, i koficzy dow6d punktu (A).

(B): Najpierw zalézmy, ze przestrzen (A,d) jest zupelna. Niech a € A. Wtedy istnieje ciag (an)-, C A zbiezny
do a. Z punktu (A) wnioskujemy, ze ciag (an),-, jest Cauchy’ego (jako zbiezny), wiec z zupelnosci zbioru A wynika,
ze a, — b (n — o) dla pewnego punktu b € A. Ale wtedy ciag (a,),-, ma w przestrzeni X dwie granice: a i b.
7 wlasnosci T, wnioskujemy, ze zatem a = b € A, czyli zbiér A jest domknigty.

Odwrotnie: zal6zmy, ze przestrzen (X,d) jest zupelna, i niech A = A. Jedli (z,),-, C A jest ciagiem Cauchy’ego,
to z zupelnosci przestrzeni X wynika, ze z, X a (n — o0) dla pewnego punktu a € X, natomiast z domknietosci
zbioru A wynika, ze a € A, czyli przestrzen (A, d) jest zupeka.

(C): Niech (z,,),2, bedzie ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni Heinego-Borela (X,d). Z punktu (A) wynika, ze
{z,: n >0} C By(a, R) dla pewnych a € X oraz R > 0. Ze zwartoéci kuli By(a, R) wynika, ze w takim razie ciag
(z,,),2., ma podciag zbiezny, a zatem — jako cigg Cauchy’ego — caly ten ciag jest zbiezny (ponownie dzigki (A)).

(D): Poniewaz pusta przestrzen metryczna jest zupelna, mozemy zalozy¢, ze X # &. Niech £, (X) bedzie przestrze-
nig wektorowa wszystkich rzeczywistych funkcji ograniczonych na zbiorze X; czyli f € oo (X) wtedy i tylko wtedy,
gdy f: X — R oraz diam(f(X)) < oo. Przestrzen te wyposazamy w norme supremum:

1£lloe < sup [ £(2)]
zeX

(sprawdzenie, ze w istocie jest to norma, pozostawiamy jako obowiazkowe ¢éwiczenie). Dla kompletnosci wykladu,
pokazemy, ze ta przestrzen unormowana jest zupelna (tzn. ze metryka indukowana przez te norme jest zupekna).

Niech wiee (fn),—; C loo(X) bedzie ciagiem Cauchy’ego. Wtedy dla dowolnego punktu z € X ciag liczbowy
(fn(z))oo, takze jest Cauchy’ego, gdyz

(9:1) [fn(@) = fn (@) <[ fn = finlloo-

Z punktu (C) wiemy, ze przestrzen R jest zupelna, wiec ciag (fn(z)),—, jest zbiezny, powiedzmy do g(z). W ten
sposéb otrzymujemy funkeje g: X — R. Z punktu (A) wynika, ze || fr, — finllco < R dla pewnej liczby R > 0 i wszelkich
n,m > 0. Nieréwno$¢ ta, w polaczeniu z , daje — po podstawieniu n = 11 przejsciuz m do co — | f1(z)—g(z)| < R,
a zatem |g(x)| < |fi(z)| + R < || filloo + R, czyli g € £5o(X). Na koniec, dla dowolnie zadanej liczby & > 0 znajdziemy
indeks N > 0, taki ze || fn — finllo < € dla n,m > N. Niech n > N. Do podstawiamy m > N, by otrzymaé
| fr(x) — fm(x)|] < e. Nastepnie przechodzimy z m do nieskoficznosci, by otrzymaé |f,(x) — g(z)| < e. Tym samym

Il fr — glleo < &, co oznacza, ze f, £l g, czyli przestrzen £, (X) jest zupelna.
Przechodzimy do dalszej czesci dowodu punktu (D). Ustalmy a € X i dla dowolnego punktu z € X nieche,: X — R
bedzie funkcja dana wzorem:

ex(2) ¥ d(z,2) — d(z,a).
Zauwazmy, ze |e;(2)| < d(z,a), czyli ¢, € £oo(X). Otrzymujemy w ten sposéb odwzorowani
J: X3z, € l(X).

Twierdzimy, ze jest ono izometryczne. Istotnie, |e, (2)—e, (2)| = |d(z, x) —d(z,y)| < d(z,y) oraz |ex(y)—ey (v)| = d(z,y),
czyli[[e; —eylloo = d(z,y). W takim razie J: X — Z jest izometria dla Z et J(X). Z punktu (B) wnosimy, ze przestrzen
Z jest zupelna (z metryka indukowang z normy || - [|o ). Niech teraz Y bedzie dowolnym zbiorem, takim ze XNY = &
oraz card(Y) = card(Z \ Z). Ustalmy dowolna bijekcje k: Y — Z\ Z i niech X oraz A\: X — Z beda okreslone
. o def
nastepujaco: X = X UY,
d X
Aw) def J(w) gdy we '
kw) gdyweY

*5) Zwane czesto odzworowaniem Kuratolwskiego.
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Zauwazmy, ze \ jest bijekcja. Na koniec okreglamy funkcje d: X x X — R, formuta d(u,w) def A (1) — Mw)]| o-
Poniewaz \ jest iniekcja, funkcja d jest metryka. Co wiecej, wprost z definicji tej metryki wynika, ze A\: X — Z
jest izometria. Tym samym przestrzen (X,d) jest zupetna. Zauwazmy, ze odzworowanie A~! o J: (X,d) — (X,d)
jest izometryczne (jako zlozenie dwdch takich odzworowan). Jednoczesnie funkcja ta jest identycznoscia, co oznacza,
ze metryka d przedtuza metryke d. Na koniec, skoro A™': Z — X jest homeomorfizmem (jako izometria), zbiér
X = \"Y(2) jest gesty w X (jako obraz zbioru gestego Z w Z), co koniczy caty dowdd. O

9.3 Twierdzenie.
Kazda funkcja jednostajnie ciggla w: A — Z okreslona na podzbiorze A przestrzeni metrycznej KX, d) o wartosciach

w przestrzeni metrycznej zupetnej (Z, o) przedluia sie jednoznacznie do funkcji cigglej v: A — Z. Ponadto, to
przediuzenie jest takze funkcjg jednostajnie cigglq.

Dowdd. Zauwazmy, ze:
(%) jesli (an),~; C A jest ciggiem zbieznym w X, to (u(ay)),., jest ciagiem zbieznym w Z.

Istotnie, dzieki zupelnosci przestrzeni Z wystarczy pokazaé, ze ciag (u(an)), ., jest Cauchy’ego, a to latwo wynika
z jednostajnej ciaglosci funkcji: Dla zadanej liczby € > 0 dobieramy liczbe § > 0, taka ze

(9:2) Yo,y € Az (d(z,y) <6 = o(u(z),u(y)) < e).

Ciag (an),—, jest Cauchy’ego (jako zbiezny), zatem istnieje indeks N > 0, taki ze d(an,an,) < 0 dla wszelkich
n,m > N. A wtedy (9:2) implikuje, ze o(u(an),u(an)) < e dlan,m > N.
Korzystajac z (), dowodzimy kolejno, ze:
o Jesli (an),, C Ai(by),—, C A zbiegaja w X do tej samej granicy, to lim, . u(a,) = lim,_oo u(by,).
[Bo: ciag ai,b1,a9,ba,... € A jest zbiezny w X, wiec z (9:2) wynika, ze ciag u(a1),u(by), u(az),u(bs),... jest
zbiezny w Z].
e Reguta v(b) def lim,, .0 u(an), gdzie (an),—; C A zbiega do b, poprawnie okresla funkcje v: A 7.
[Bo: dla dowolnego punktu b € A istnieje ciag (a,),.; C A zbiezny do b; oraz granica ciagu (u(a,)),., nie
zalezy od wyboru ciggu (a,,),-; C A zbieznego do b — co wynika z poprzedniego punktu].

e Powyzsza funkcja v przedtuza funkcje w.
[Bo: dla b € A wystarczy podstawié a,, = b].

Pokazemy teraz, ze funkcja v jest ,tak samo” jednostajnie ciagla jak funkcja u. Precyzyjnie to stwierdzenie rozumiemy
tak: jedli dla pary (g,d) € (0,00) x (0, 00] zachodzi (9:2)), to takze

Yo,y € A: (d(x,y) <6 = o(v(z),v(y)) <o)

Istotnie, niech z,y € A spelniaja d(z,y) < §. Dobieramy dowolne dwa ciagi (a,)5, C A oraz (b,),—, C A, takie
ze lim, .o an, = x oraz lim, . b, = y. Wtedy dla dostatecznie duzych n zachodzi d(a,,b,) < §, wiec z (9:2)
otrzymujemy o(u(an),u(b,)) < e. Tym samym

o(v(@),v(y)) < o(v(x), u(an)) + o(ulan), u(bn)) + o(u(bn), v(y)) < o(v(@),ulan)) + o(u(bn), v(y)) + .

Przechodzac w powyzszej nieréwnosci z n do oo, dostajemy p(v(z),v(y)) < €, co dowodzi naszej tezy i zarazem
pokazuje, ze funkcja v jest jednostajnie ciggla.

Pozostaje wykazaé jedynosé cigglego przediuzenia funkeji u. W tym celu rozwazmy dowolna funkcje ciagla w: A —
Z, ktéra przedtuza funkcje u. Zauwazmy, ze zbiér {x € A: v(z) = w(x)} zawiera zbiér A i jest domkniety (co wynika
z ciaglosci obu funkcji oraz jednoznacznosci granicy w przestrzeniach metryzowalnych). Tym samym zbiér ten pokrywa
sie z A, czyli w = v. O

9.4 Whniosek.

Kazda przestrzen metryczna ma dokladnie jedno, z dokladnoscig do izometrii, uzupelnienie. Dokladniej, je-
sli (X1,d1) oraz (Xa,da) to uzupelnienia przestrzeni metrycznej (X,d), to istnieje dokladnie jedna izometria
u: (X1,d1) — (Xa,da), taka ze u(z) =z dlax € X.
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Dowdd. Istnienie uzupelienia pokazalidémy w punkcie (D) Obs. Tutaj wykazemy jedynos¢, rozumiang tak, jak to
zostato sformulowane w wypowiedzi wniosku.

Jesli (X7,dq) oraz (Xs,ds) sa uzupelnieniami tej samej przestrzeni metrycznej, mozemy zastosowaé¢ Tw. [9.3[ (wraz
7z taka sama jakodcia” jednostajnej ciaglodci wykazana w dowodzie) do funkeji identycznosciowych Xo D X — X oraz
X1 D X — X5, by otrzymaé¢ dwa odwzorowania nieoddalajace u: X; — Xo oraz v: Xo — X5, ktore sg identycznoscig
na X. Wtedy vou: X3 — X; oraz uowv: Xo — X5 to funkcje ciagle przedtuzajace identyczno$é na X, wiec (np.
korzystajac z jedynosci w Tw. obie te funkcje sa (globalnie) identycznosciami. W takim razie funkcja u jest bijekcja
oraz u~! = v. A stad dy(z,y) = di(v(u(z)),v(u(y))) < do(u(x),u(y)) < di(z,y), czyli u jest izometria — i teza. O

9.5 Obserwacja. -
Dla dowolnego podzbioru A przestrzeni metrycznej (X, d): diamg(A) = diamg(A).

Dowdd. Cwiczenie (obowiazkowe). O

9.6 Twierdzenie. (Twierdzenie Cantora o przestrzeniach zupelnych)
Dla przestrzeni metrycznej (X, d) nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) przestrzen (X, d) jest zupelna;
(i) dlekroé Fy, Fy, F3, ... jest zstepujgcym ciggiem niepustych zbiordw domknietych w X, takim Ze

lim diamg4(F,) =0,

n—oo
tylekroé (., F, # 9;

(iil) ilekroé F jest rodzing podzbioréw przestrzeni X o wlasnosciach:
(F1) VAe F: A+ o;
(F2) VA,BeF3ICeTF: CCANB;
(F3) Ve >03A € F: diamg(A) <e¢,

tylekroc¢ card((peqy F) = 1.

Dowdd. Zacznijmy od dowodu najtrudniejszej implikacji, czyli ze (iii) wynika z (i). Niech wiec F bedzie rodzing
podzbioréw zupelnej przestrzeni metrycznej (X, d) spelniajaca warunki (F1)—(F3). Indukcyjnie konstruujemy zbiory
Fy, Fy Fs, ... € F, takie ze dlan > 0:

(F1) Fpyy C Fy;
(F2) diamg(F,) < 27"

Zbiér Fy dobieramy wykorzystujac wlasnoéé (F3) (podstawiajac ¢ = 3). Gdy mamy F,, najpierw — z (F3) —
dobieramy pomocniczo zbiér A € F, taki ze diamg(A) < 2771, Z wlasnosci (F2) dobieramy zbiér F, 11 € F, taki ze
Fo+1 C ANF,. W ten sposéb otrzymujemy warunek (F1) oraz (F2) (dlan + 1).

Teraz pokazemy, ze:

(9:3) VAeF: (F.nA#2.

n=1

Z wlasnosci (F1)—(F2) wynika, ze F,,NA # @ dla wszelkich n > 0. Niech a,, bedzie dowolnym elementem zbioru F,, N A.
Wtedy dla n,m > N > 0 mamy a, € F, C Fx (z (F1)) i podobnie a,, € Fy, wiec d(an,,a,,) < diamg(Fy) < 27V
(z (F2)), co pokazuje, ze ciag (a,),.; jest Cauchy’ego. Oznaczmy przez b jego granice. Dla n > N > 0 mamy
an € F, NAC FyN A, wiec b€ Fy N A, czyli b jest elementem przeciecia wystepujacego w .

Teraz do podstawiamy A = Fy i wybieramy dowolny element a przeciecia (-, F, (z (F1) wiemy, ze F,,NF; =
F,). Pokazemy, ze a € (\pcy F. W tym celu ustalmy A € F. Z wiemy, ze istnieje b € (), Fj, N A. Aby stwierdzi¢,
ze a € A, wystarczy pokazaé, ze b = a. Dla dowolnej liczby n > 0 mamy a,b € F,,, a stad (dzieki (F2)) d(a,b) < 27™.
Z dowolnosci n > 0 wynika, ze d(a,b) = 0, czyli a = b. Na koniec tej czesci dowodu zauwazmy, ze to, co pokazaliSmy
powyzej (tzn. b = a”) dowodzi zarazem, ze przeciecie domknieé zbioréw z rodziny F jest jednoelementowe. Istotnie:
jesli b nalezy do tego przeciecia, to takze b € (2, F}, N Fy, a zatem — z powyzsze] czesci dowodu: b = a.
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Poniewaz (ii) jest szczegdlnym przypadkiem (iii), pozostaje pokazaé, ze z (ii) wynika zupelno$é metryki. W tym
celu rozwazmy dowolny ciag Cauchy’ego ()., w przestrzeni metrycznej (X, d), ktéra spelnia warunek (ii). Niech

A, def {zk: k > n}. Z tego, ze ciag (w,),-, jest Cauchy’ego, wynika, ze lim, o diamg(A4,) = 0. W takim razie

takze lim,, ., diamg(A,) = 0 (zob. Obs. . Ciag Ay, As, ... jest zstepujacy i sklada sig ze zbiorow domknigtych
i niepustych. Mozemy wigc zastosowac (ii): istnieje punkt a nalezacy do przecigcia Ny Ap. A wtedy a,z, € A, dla
dowolnego indeksu n > 0, zatem d(z,,a) < diamg(A4,) — 0 (n — oo), czyli ciag (z,),., zbiega do a. O

9.7 Uwaga.

Warunek (ii) z powyzszego twierdzenia stanowi jedno z wielu kryteriéw na zupelnos$é metryki. Zwarto$é przestrzeni
metryzowalnych mozna scharakteryzowa¢ w podobny sposéb, mianowicie: przestrzen metryzowalna jest zwarta
wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy zstepujacy ciag niepustych zbioréw domknietych ma przecigcie niepuste. Dowdd
tego (nietrywialnego!) warunku pozostawiamy jako éwiczenie dla chetnych.

9.8 Definicja.
Podzbiér A przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy e-siecig dla zbioru B C X (gdzie € > 0), gdy A C B oraz

B c | Bala,e).
ac€A

Przestrzen metryczna nazywamy catkowicie ograniczong, gdy posiada skonczona e-sie¢ dla dowolnej liczby € > 0.

9.9 Whniosek.
Calkowicie ograniczona przestrzen metryczna jest osrodkowa.

Dowdd. Jesli A, jest skoficzong 2~ "-siecig w przestrzeni metrycznej, to zbior [ J,- | A, jest co najwyzej przeliczalnym
gestym podzbiorem tej przestrzeni. O

Z punktu (C) Obs. wiemy, ze zwarte przestrzenie metryczne sg zupelne. Jest réwniez ewidentne, ze takie przestrzenie
sa calkowicie ograniczone. Okazuje sie, ze obie te wlasnoéci jednocze$nie charakteryzuja zwartosé:

9.10 Twierdzenie. (Twierdzenie Hausdorffa o zwartos$ci)
Niech A bedzie podzbiorem zupelnej przestrzeni metrycznej (X, d). Domkniecie zbioru A w X jest zwarte wtedy
1 tylko wtedy, gdy dla dowolnej liczby € > 0 istnieje skonczony zbior F' C X, taki ze

Ac | Ba(b,e).

beF
W szczegélnosci:
e przestrzen metryczna jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy jest zupeina i catkowicie ograniczona;

o uzupelnienie przestrzeni metrycznej X jest przestrzeniq zwartg wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen X jest
catkowicie ograniczona.

Dowdd. Wystarczy wykazaé jedynie pierwsza cze$¢ twierdzenia oraz to, ze podzbior zwarte] przestrzeni metrycznej
jest przestrzenia catkowicie ograniczona.

Niech wiec zbiér A bedzie podzbiorem zupelnej przestrzeni metrycznej (X, d), dla ktérego istnieja skoniczone zbiory
Fi, Fy, F5,... C X, takie ze

(9:4) Ac | Bab,2™m).
beF,

Pokazemy, ze zbiér A jest zwarty. Niech wiec (24,),-, bedzie dowolnym ciagiem o wyrazach w A. Dla dowolnego indeksu
n > 0 istnieje punkt a,, € A, taki ze d(an,z,) < 1/n. Zauwazmy, ze jesli podciag (a., ),-, zbiega do c € X, to c € A
oraz d(z,,,c) < d(a,,,c)+1/v, — 0 (n — 00), wiec takze ciag (z,, )., zbiega do c. Tym samym wystarczy pokazac,
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ze ciag (an),., ma podcigg Cauchy’ego (dzieki zupelno$ci przestrzeni X). W tym celu indukcyjnie skonstruujemy
nieskonczone zbiory Ji, Ja, J3, ... C Ny, takie ze dla n > 0:

(J1) Jpt1 C Jn;

(J2) istnieje punkt b, € F,, taki ze {ay: k € J,} C Ba(bn,277).

Pomocniczo przyjmijmy JO N1 i Zalozmy, ze mamy zbiér J,_; dla pewnego indeksu n > 0. Dla b € F,, niech
Jon 2 {k € Jn—1: ax € Ba(b,27")}. Z (9:4) wynika, ze Jo—1 = Upep, J®". Poniewaz zbiér F,, jest skonczony,

a zbiér J,_1 nie, musi istnie¢ element b,, € F,,, taki ze zbiér J, def Jbnom (C Jp—1) jest nieskonczony. Ta konstrukcja
zapewnia nam automatycznie (J1)—(J2).

Teraz wybieramy dowolnie v € J; i (indukcyjnie) dobieramy vy, 1 € J,41 jako dowolny element wiekszy niz v,.
W ten sposéb otrzymujemy podciag (a., )re,, taki ze a,, € Ba(bn,27") dla wszelkich n > N > 0 (jest tak dzigki
(J1)-(J2)). A to daje nam d(a,, ,a,,, ) < 227 dla n,m > N, czyli ten podciag jest ciagiem Cauchy’ego.

Pozostaje wykazaé, ze podzbidr przestrzeni zwartej jest calkowicie ograniczony. Jedli E C K, gdzie (K, o) jest

zwarta przestrzenia metryczna, oraz € > 0, to istnieje skoficzony zbiér ' C K, taki ze K = |J,cp B,(a,£/2). Niech
def

Fy = {a E F: B,(a,e/2)NE # @} oraz dla a € Fy niech x, bedzie dowolnym elementem zbioru B,(a,e/2)NE. Wtedy
zbiér § X {xa. a € Fy} jest skoniczonym podzbiorem zbioru E. Ponadto, jest to e-sieé¢ dla E. Istotnie, jesli b € E, to
istnieje punkt a € F', taki ze b € B,(a,e/2). Wtedy a € Fy i tym samym z, € S oraz o(z,,b) < 0(z4,a) + 0(a,b) <,
czyli b € By(xq,€). O

9.11 Definicja.
Punkt staly funkcji f to dowolny element a jej dziedziny, taki ze f(a) = a.

9.12 Twierdzenie. (Twierdzenie Banacha o punkcie stalym)

Niech f: X — X bedzie funkcjg okreslong na niepustej zupelnej przestrzeni metrycznej (X, d) spelniajgcg warunek
Lipschitza ze stalg ¢ € [0,1). Wiedy funkcja f ma dokladnie jeden punkt staly, powiedzmy a € X. Ponadto, dla
dowolnego punktu x € X cigg (f™(x)):- @ zbiega do a oraz:

n=1

(9:5) Yn > 0: d(f*(z),a) <

Dowdéd. Zacznijmy od tego, ze funkcja f ma co najwyzej jeden punkt staly: jedli a i b to punkty stale tej funkcji,
o (1 —¢)d(a,b) = d(f(a), f(b)) — cd(a,b) < 01 tym samym d(a,b) = 0, czyli a = b. Aby wiec zakonczyé¢ dowdd,
wystarczy pokazaé, ze dla dowolnie zadanego punktu z ciag (f™(x)),~, zbiega do (jakiego$) punktu stalego a, takiego
ze zachodzi warunek . W tym celu pokazemy, ze dla m > n > 0 zachodzi nieréwnos¢:

(9:6) d(f" (x), f™(x)) < d(f(x), z).

1—c¢

Istotnie, f™(z) = f"(f™ "(x)) oraz (indukcja wzgledem n) d(f™(p), f*(q)) < ¢"d(p,q) (dla wszelkich p,q € X),
a wiec dla m > n:

A @), £ (@) = d(F (@), (7 @) < (e, 77 @) S Y (T @), @)
k=1
— e S (@), @) < > ):c”.%d(m,f(x)): C () ),
k=1 k=1

co daje (9:6). Poniewaz ¢ < 1, nier6wnosé implikuje, ze ciag (f™(xz)),—, jest Cauchy’ego, a wiec zbiega do
pewnego punktu a € X. A wtedy dla n > 0:

d(f(a),a) < d(f(a), [ (2)) + d(f"(2), a) < cd(a, f"(2)) + d(f" (2),a) = 0 (n — 00),

*6)Gdzie fO(x) =z oraz f* = fo...o f dlan > 0. (Innymi stowy: f* = fo f*~1 dla n > 0).
——
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gdyz (f”“(a:))zo:l jest podciagiem ciagu (f™(x)),—, zbieznego do a. Powyzsze szacowanie daje d(f(a),a) = 0, czyli
a jest punktem stalym odwzorowania f. Na koniec zauwazmy, ze dla ustalonej liczby n > 0 oraz wszelkich m > n
mamy (dzieki (9:6])):

cn 7

A(f" (@),0) < df (@), 7 (@) + (7 (w),0) < T—d(f (), ) + A (), @) = T —

czyli zachodzi (9:5]). O

d(f(x), ) (m — 00),

9.13 Przyktad.

Jak nietrudno si¢ przekonaé (zob. np. dowéd Tw. str. , funkcja jednostajnie ciggla miedzy przestrzeniami
metrycznymi przenosi ciagi Cauchy’ego na ciagi Cauchy’ego. Tym samym jesli f: X — Y jest bijekcja miedzy
przestrzeniami metrycznymi, taka ze obie funkcje f i f~! sa jednostajnie ciagle, to ciagom Cauchy’ego (odp. zbiez-
nym) w X odpowiadaja [wzajemnie jednoznacznie] ciagi Cauchy’ego (odp. zbiezne) w Y. Wynika stad, ze wtedy
albo obie przestrzenie X 1Y sa zupelne, albo obie niezupelne. Jak pokazuje przyktad przestrzeni R i (0, 1), sytu-
acja wyglada odmiennie przy homeomorfizmach, tj. przestrzen metryczna homeomorficzna z zupelna przestrzenia
metryczna nie musi byé zupelna. Oznacza to, ze zupelnosé (przestrzeni metrycznej) nie jest niezmiennikiem ho-
meomorfizmoéw i tym samym nie jest pojeciem topologicznym — lecz metrycznym.

9.14 Definicja.

Moéwimy, ze przestrzen topologiczna X jest metryzowalna w sposob zupeiny, gdy istnieje metryka zupetna d na
X, taka ze top(X) = top(X,d). Réwnowaznie: przestrzen jest metryzowalna w sposéb zupelny, gdy jest home-
omorficzna z zupelng przestrzenia metryczna.

9.15 Definicja.
Zbiér typu 95 w przestrzeni topologicznej X to dowolny jej podzbior, ktéry mozna przedstawié jako przeliczalne
przeciecie zbioréw otwartych:

Ajest typu¥s < 3(U,), 2, CY9(X): A= ﬂ U,.

n=1

Podobnie, zbiér typu .%, w przestrzeni topologicznej X to dowolny jej podzbidr, ktéry mozna przedstawié jako
przeliczalna sume mnogosciowa zbioréw domknigtych:

B jest typu #, <= 3(D,),—, C F(X): B= U D,
n=1

9.16 Obserwacja.

a

(A) Podzbidr przestrzeni topologicznej jest typu 95 (odp. typu F,) wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopelnienie jest
zbiorem typu Fo (odp. typu Ys).

(B) Zbidr otwarty jest typu ¥s. Zbior domkniety jest typu Fo.

(C) Przeliczalne przeciecie zbioréw typu Y5 jest zbiorem typu ¥s. Przeliczalna suma zbiordw typu F, jest zbiorem
typu F,.

(D) Suma skoriczenie wielu zbioréw typu ¥s jest zbiorem typu ¥s. Przeciecie skoriczenie wielu (w niezerowej
liczbie) zbiordw typu F, jest zbiorem typu F,.

(E) W przestrzeniach metryzowalnych zbiory otwarte sq typu F,, a zbiory domkniete typu Ys.

Dowdd. Punkty (A), (B), (C) pozostawiamy jako proste ¢éwiczenie. Dzieki (A), w dowodzie punktu (D) (odp. (E))
wystarczy wykazaé teze dla zbioréw typu ¥ (odp. domknietych).
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(D): Jesli A = (o, Uy, oraz B = (., V4, gdzie zbiory U, i V,, sa otwarte, to AUB =\ _ (U, UV,), czyli
zbidr ten jest przeliczalnym przecigciem zbioréw otwartych. ’

(E): Z dowodu Wn. (str. wynika, ze w przestrzeni metryzowalnej X dla dowolnego zbioru domknietego A
istnieje funkcja ciagla u: X — [0,1], taka ze A = u='({0}). A wtedy A = _, u~'((—1/n,1/n)), czyli jest to zbior
typu Y. O

9.17 Twierdzenie. (Twierdzenie Baire’a)
W metryzowalnej w sposob zupelny przestrzeni topologicznej przeliczalna suma mnogosciowa brzegowych zbiorow
typu F, jest brzegowym zbiorem typu F,.

Dowdd. Niech Aq, As, ... bedg brzegowymi zbiorami typu .%, w metryzowalnej w sposéb zupelny przestrzeni topolo-

gicznej X. Pytamy, czy zbiér B def U, A, jest brzegowy (w X). Zapiszmy kazdy zbiér A,, jako A, = U, _; Fnm,

m=1
gdzie F,, ,, € F(X). Wtedy zbiér F), ,, jest brzegowy oraz B = Ufﬁmzl F, . Tym samym — zastepujac rodzing
{A,: n > 0} przez {F,,m: n,m > 0} — mozemy zalozy¢, ze kazdy ze zbioréw A, jest domkniety, co czynimy
ponizej. Ustalamy takze metryke d zupelng na X i zgodna z topologia tej przestrzeni.
Dla dowodu nie wprost zalézmy, ze zbior B ma wnetrze niepuste. Oznacza to, ze istnieje kula domknieta Fj

(wzgledem metryki d), ktora zawiera sie¢ w zbiorze B. Indukcyjnie konstruujemy zbiory Fi, Fy, ..., takie ze:
(B1) F, to kula domknieta (wzgledem metryki d) o promieniu nie wiekszym niz 1/n;

(B2) F,NA, =0

(B3) F, C F,—1.

Zal6zmy, ze mamy zbiér F,,_; (dla pewnej liczby n > 0). Poniewaz F;,_; jest kula domknieta, int(F,,—1) # @ = int(4,)
W takim razie U & int(F,_1) \ A, jest zbiorem niepustym. Zauwazmy, ze U jest zbiorem otwartym (bo A4, = A,)
Tak wiec istnieje zbiér F,,, ktéry spelnia (B1) i zawiera sie w U. Wtedy automatycznie zachodza warunki (B2)—(B3)

Z (B1) i (B3) oraz Tw.[9.6| (str. wynika, ze istnieje a € (), F,. Wtedy a € Fy C B, czyli istnieje indeks k > 0,
taki ze a € Ag. Ale zarazem a € Fy, co jest sprzeczne z (B2). Otrzymana sprzeczno$é koncezy dowdd twierdzenia. [

9.18 Twierdzenie. (Twierdzenie Baire’a — wersja dualna)
W metryzowalnej w sposdb zupelny przestrzeni topologicznej przeliczalne przeciecie gestych zbioréw typu s jest
gestym zbiorem typu 9,,.

Dowdd. Teza wynika z Tw. przez przejécie do dopelnien zbioréw (éwiczenie). O

9.19 Uwaga.
Mozna tatwo wykazaé, ze Twierdzenie Baire’a jest réwnowazne nastepujacemu stwierdzeniu:

Dla dowolnego ciggu podzbioréw A1, A, ... przestrzeni metryzowalnej w sposéb zupelny zachodzi in-

kluzja:
int( fln> C cl( int(ﬁn))

1C3
1C3

9.20 Definicja.

Zbior pierwszej kategorii (Baire’a) w przestrzeni topologicznej jest to dowolny podzbiér przeliczalnej sumy mno-
gosciowe] brzegowych zbiordéw typu %,. Zbiér, ktéry nie jest pierwszej kategorii, jest drugiej kategorii (Baire’a).
Zbiér rezydualny to dopelnienie zbioru pierwszej kategorii.

W powyzszej terminologii twierdzenie Baire’a mozna krétko wypowiedzie¢ tak: niepusta metryzowalna w sposéb
zupelny przestrzen topologiczna jest drugiej kategorii (w samej sobie).
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9.21 Twierdzenie.

Niech f: A — Z bedzie funkcjq ciggle okreslong na gestym podzbiorze A przestrzeni topologicznej X, o warto$ciach
w przestrzeni metryzowalnej w sposdb zupelny Z. Wtedy istnieje zbior B D A typu 95 w X oraz ciggla funkcja
F: B — Z, ktora przedluza funkcje f.

Dowdd. Ustalmy metryke zupelna d na Z zgodna z topologia tej przestrzeni. Dla n > 0 niech

Vn def {z € X| FUotwarte otoczenie punktu z: diamg f(ANT) <27"}.

Zauwazmy, ze zbiér V,, jest otwarty, gdyz jesli dla = € V,, dobierzemy zbiér U jw., to U C V,,. Zauwazmy takze,
ze A C V,. Istotnie, jesli a € A, to z ciaglosci funkcji f w tym punkcie wynika istnienie zbioru W otwartego w A,
takiego ze a € W oraz diamy f(W) < 27™. Wtedy istnieje zbiér U otwarty w X, taki ze U N A = W, co oznacza, ze
aeUCV,.

Zbiér B definiujemy jako ﬂ;ozl V- Z powyzszych wlasnosci wynika, ze B jest zbiorem typu ¥, ktéry zawiera zbiér

A. Ustalmy b € B. Niech
def

Fp, = {f(UN A): Uotwarte otoczenie punktu b w X}.
Zauwazmy, ze rodzina Fy, spetnia warunki (F1)-(F3) z Tw. [09.6] (str. [49). Istotnie: sklada sie ze zbioréw niepustych,
gdyz zbior A jest gesty w X, oraz zawiera zbiory o dowolnie matej $rednicy, gdyz b € V,, dla dowolnego indeksu n.
7 tegoz twierdzenia wynika, ze przeciecie domknieé¢ zbiorow z rodziny F; jest jednoelementowe. Okredlamy funkcje
F: B — Z regutla:
{Fi)y= () D.
DeF,

Wykazemy, ze F przedluza f i jest funkcja ciagla (co zakonczy dowdd). Jedli a € A, to f(a) € ((Fo C {F(a)}, czyli
F(a) = f(a). Pozostaje ciaglosé. W tym celu ustalmy punkt b € B oraz liczbe € > 0. Dobieramy N > 0 oraz otwarte
(w X) otoczenie U punktu b, takie ze diamy f(ANU) < 27V < e. Wtedy dla dowolnego punktu x € B N U mamy:

fANU) € F,, czyli F(x) € f(ANU), a zatem d(F(x),F(b)) < diamyg f(ANU) < g, czyli funkcja F jest ciagta
w punkcie b. O

9.22 Uwaga.

Zbiory typu %5 lub %, stanowia poczatek hierarchii zbioréw borelowskich w przestrzeniach topologicznych (najcze-
Sciej aplikowanej do przestrzeni metryzowalnych). Litery ,,0” i ,0” (w indeksie dolnym) symbolizuja, odpowiednio,
przeliczalne przecinanie oraz przeliczalne sumowanie zbioréw. Dokladniej, dla dowolnej rodziny zbioréow <7:

e /5 to rodzina wszystkich przeliczalnych przecieé zbioréw z o: s ef {0 An: Ay As,.. € &} D o
stosujac operacje ,0” powstaja mutliplikatywne klasy (czyli rodziny) zbioréw;

e &, to rodzina wszystkich przeliczalnych sum zbioréw z &: &, def {Ur An: Ay Ay, € &} D o
stosujac operacje 0”7 powstaja addytywne klasy (czyli rodziny) zbiordw.

Startujac od rodziny ¢ wszystkich zbioréw otwartych oraz od rodziny . wszystkich zbioréw domknietych, mozemy
tworzy¢ kolejne (coraz wieksze) multiplikatywne i addytywne klasy zbioréw:

e 9s: zbiory pierwszej klasy multiplikatywnej IT; (Y, =9);

e Z,: zbiory pierwszej klasy addytywnej ¥q (Fs = F);

o 95, = (95),: zbiory drugiej klasy addytywnej 3o (%s5)s = 9);

o .5 = (F,)s: zbiory drugiej klasy multiplikatywnej Iy (%5)e = Fs);

o D56 = (95, )s: zbiory trzeciej klasy multiplikatywnej IT3;
o F,50 = (Fus)o: zbiory trzeciej klasy addytywnej X;
e itd...

Ogodlniej: dla dowolnej przeliczalnej liczby porzadkowej av definiuje si¢ multiplikatywna klase I, oraz addytywna
klase ¥, (jako, odpowiednio, przeliczalne przecigcia/sumy zbioréw addytywnych/multiplikatywnych klas nizszego
spoziomu” niz «). W przestrzeniach metryzowalnych (zob. punkt (E) Obs. mamy # C 95 (czyli Iy C II)
oraz 4 C %, (czyli ¥y C %) i dzieki temu dowodzi sie (indukcja pozaskonczona), ze w takich przestrzeniach
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Yo C Yq41 1 podobnie II, C II,41. Natomiast w dowolnej przestrzeni topologicznej zachodza inkluzje 11, C X441
oraz Y, C II44; 1 tym samym

(9:7) U=Za =

(gdzie a przebiega wszystkie przeliczalne liczby porzadkowe). Rodzina zbiordw (9:7)) jest zamknieta na dopelnianie
oraz przeliczalne sumy i przeciecia (jest to tzw. o-algebra zbioréw borelowskich).

9.23 Przyktad.
Przestrzeni metryczna (X, d) nazywamy ultrametryczng, gdy

Vr,y,z € X: d(z, z) < max(d(z, y), d(y, 2)).

W powyzszej sytuacji méwimy, ze metryka d jest niearchimedesowa lub ze d jest ultrametrykq.
Nastepujace wlasnoéci przestrzeni ultrametrycznych pozostawiamy jako ¢wiczenia dla zainteresowanych:

e wszystkie kule (i otwarte, i domkniete) sa zbiorami otwarto-domknietymi;

jesli dwie dowolnie wybrane kule sa nierozlaczne, to jedna z tych kul zawiera sie w drugiej;

ciag (wn),—; jest ciagiem Cauchy’ego wzgledem niearchimedesowej metryki d wtedy i tylko wtedy, gdy
limy, o0 d($n, xn-i-l) =0

e uzupelnienie przestrzeni ultrametrycznej jest przestrzenia ultrametryczna;

(éwiczenie ,z mala gwiazdka”) przestrzenie ultrametryczne sa mocno zerowymiarowe;

(éwiczenie ,z dwoma gwiazdkami”) kazda metryzowalna przestrzen mocno zerowymiarowa jest ultrametry-
zowalna, tzn. istnieje ultrametryka zgodna z jej topologia.

10 Topologia produktowa

Rozwazania tego rozdzialu rozpoczniemy od iloczynu kartezjanskiego skonczenie wielu przestrzeni topologicznych.

10.1 Obserwacja.
Niech X1,...,X4 (d > 0) bedg przestrzeniami topologicznymi oraz

(10:1) gd:ef{f[Uk: U € 9(X}) (k:l,...,d)} CP(ﬁXk).

o= k=1

Rodzina B jest bazg pewnej topologii na zbiorze X def Hi:l X

Dowdd. Dzieki Tw. (str. [20) wiemy, ze wystarczy sprawdzi¢ warunki (B1)—(B2) tamtegoz twierdzenia. Ale one sa
natychmiastowe, gdyz X € § oraz U NV € § dla dowolnych U,V € (. O

10.2 Definicja.

Jedna jedyna topologie na zbiorze szl Xy, gdzie (X1,71),..., (X4, 7q) to przestrzenie topologiczne, ktérej ba-
za jest rodzina (3 okre$lona w , nazywamy topologia produktowg (wyznaczona przez topologie 71, ...,74)
i oznaczamy ja przez T X ... X T4.

Aby wprowadzi¢ topologie produktowa na iloczynie kartezjanskim nieskonczenie wielu przestrzeni topologicznych,
scharakteryzujmy ciagi uogdlnione zbiezne w topologii produktowej skoniczenie wielu przestrzeni:
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10.3 Obserwacja.
Cigg uogdlniony T, = (x‘(,l), .. .,xgd)) € HZ:I Xy (0 € X) jest zbieiny w topologii produktowej do punktu g =
(g, ... gD e szl Xy, wtedy 1 tylko wtedy, gdy

Vke{1,...,d}: xgk)&“g(k) (0 €X).

Dowdd. Zob. dowdd Obs. [10.6] ponizej. O

Okazuje sie, ze na iloczynie kartezjanskim dowolnej rodziny przestrzeni topologicznych mozna okredli¢ topologie w je-
den jedyny sposdb, tak by zachodzita charakteryzacja zbieznosci ciggéw uogdlnionych analogiczna do sformutowanej
w powyzszej obserwacji. Do jej okreslenia przyda nam sie ponizsza obserwacja (por. Obs. [10.1)).

10.4 Obserwacja.
Niech X (s € S) bedzie przestrzenig topologiczng (a S dowolnym zbiorem indekséw) oraz

(10:2) 3 %t {H Us| (Vse€S8: Us € 9(Xs)) oraz (Vs € S: Us = Xs)} C P(H XS).

ses seS

Rodzina B jest bazg pewnej topologii na zbiorze X def [locs Xs-

Dowdd. Dzieki Tw. (str. [20)) wiemy, ze wystarczy sprawdzi¢ warunki (B1)—(B2) tamtegoz twierdzenia. Ale one sa
natychmiastowe, gdyz X € § oraz U NV € § dla dowolnych U,V € (. O

10.5 Definicja.
Jedng jedyna topologi¢ na zbiorze [], ¢ X, (gdzie (X, 7s) (s € S) to przestrzen topologiczna), ktérej baza jest
rodzina (3 okreslona w , nazywamy topologia produktowq lub Tichonowa (wyznaczona przez topologie Ty)
i oznaczamy ja przez [[,c g 7s.

Zbiory z bazy [ okreslonej w nazywamy otwartymi zbioramsi cylindrycznymi lub otwartymi cylindrami.
Notacja: zapis Cyl({‘/s}SESov {XS}SES)

e niesie ze soba jautomatyczne” zalozenia: ze Sy C S jest zbiorem skoniczonym oraz ze Vs € 4(X,) dla s € Sp;

e oznacza otwarty cylinder [[, ¢ Us, gdzie Us =V dla s € Sy oraz Vs = X dla s € S\ Sp.

ses

Zauwazmy, ze powyzsza definicja uogdlnia Def. tzn. dla skoficzonych (niepustych) rodzin przestrzeni topologicz-
nych obie te definicje sa zgodne.

10.6 Obserwacja.
Cigg wogdlniony x, = (:L‘E;S))Ses € [l eq Xs (0 € X) jest zbieiny w topologii produktowej do punktu g = (9))ses €
[L,cs Xs wtedy i tylko wtedy, gdy

Vse S: ) % g (o ex).

Dowdd. Najpierw zalézmy, ze z, — g, i ustalmy dowolnie s, € S. Aby sprawdzié, ze
(10:3) x5l — glso) (o e X,

ustalmy dowolne otoczenie U,, € (X, ) punktu g(*2). Wtedy dla S, & {so} zbiér V f Cyl({Us}ses, {Xs}ses)

def

jest otoczeniem punktu g w X = [[,.q Xs, wiec istnieje indeks o, € X, taki ze z, € V dla 0 > 0,. Wtedy takze

ses

xgs°) € U, dla o > o, czyli (10:3).
Zalézmy teraz, ze zachodzi (10:3) dla wszelkich s, € S, i ustalmy dowolne otoczenie W punktu g w X. Wtedy
istnieje cylinder otwarty V' def Cyl({Vs}ses,, {Xs}ses), taki ze ¢ € V C W. Dla dowolnego indeksu ¢t € S, zbiér V;
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jest otoczeniem punktu ¢ w X, zatem istnieje taki indeks oy € %, ze a:((,t) € V, dla 0 > 04. Ze skierowania zbioru
3 i skonczonoéci zbioru S, wynika istnienie indeksu o, € X, takiego ze o, > o, dla wszelkich t € S,. A wtedy dla

dowolnego indeksu o > o, mamy o > o, (t € S,), wiec x((,t) € V; dla wszelkich t € S,. Tym samym z, € V C W
i teza. O

10.7 Definicja.
Niech {X;}ses bedzie rodzing przestrzeni topologicznych.

e Dla t € S funkcje

Pt:ﬂ't:ﬁgi HXs S (zs)ses — a1 € Xy
seS

nazywamy rzutowaniem na wspotrzedng t.

e Dla przestrzeni topologicznej Z, zestawieniem (lub przekgtng) funkcji us: Z — X, (s € S5) nazywamy
odwzorowanie

Asesusi Z3z— (us(z))ses € H Xs.
SES

e Dla rodziny przestrzeni topologicznych {Zs}ses [ten sam zbiér indekséw!], iloczynem kartezjariskim funkeji
vs: Zs — X5 (s € S) nazywamy odwzorowanie

H Vst H Zs > (ZS)SES = (US(ZS))SES S H Xs.

seS seS seS

e Gdy X, =Y (jako przestrzenie topologiczne) dla wszelkich s € S, piszemy Y zamiast [Licg Xs.

10.8 Obserwacja.
(A) Topologia produktowa to najmniejsza topologia, w ktdrej rzutowania na wszystkie wspdlrzedne sq ciggle.

(B) Zestawienie rodziny funkcji jest funkcjq ciggle wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie funkcje tej rodziny sq ciggle.
Jesli jedna z funkcji z tej rodziny jest zanurzeniem topologicznym (a pozostale sq ciggle), zestawienie tych
funkcji rowniez jest zanurzeniem topologicznym.

(C) Iloczyn kartezjariski rodziny funkcji miedzy niepustymi przestrzeniami topologicznymi jest funkcjq ciagle wte-
dy i tylko wtedy, gdy wszystkie funkcje tej rodziny sq ciggle. W szczegdlnosci, iloczyn kartezjanski home-
omorfizmow jest homeomorfizmem.

(D) Niech {X}ses bedzie niepustaq rodzing przestrzeni topologicznych.
(a) Dla dowolnej bijekcji k: T — S funkcja
H Xs 3 (s)ses = (Tw))ter € H Xut)
seS teT
jest homeomorfizmem.
(b) Dla dowolnie ustalonego niepustego zbioru T C S oraz punktu (as)ses € [[,eq Xs funkcja

Asesgs: HXt - H Xsa

teT ses

gdzie & (z) = 7l (z) dlat € T oraz £,(z) = as dla s € S\ T, jest zanurzeniem topologicznym.

(c) Jesli Xy = Z (jako przestrzenie topologiczne) dla wszelkich s € S, wtedy odwzorowanie Nsegidx,: Z —
7% jest zanurzeniem topologicznym.

(d) Dla dowolnie ustalonego niepustego zbioru T C S funkcja

H Xs 2 (24)ses — (T)ter € H X

seS teT

jest cigglq i otwartg suriekcjq.

57 (© Piotr Niemiec



TOPOLOGIA LATO 2026 — ZIMA 2027

Dowdd. Ustalmy rodzine przestrzeni topologicznych {(X, 75)}ses 1 oznaczmy X et [Lics Xs-
(A): Ciaglosé rzutowan wynika ze wzoru:

W;l(V) = Cyl({Us}SGSD7 {XS}SGS) gdzie So = {t}, Ut =V e g(Xt)

Ponadto, jesli wszystkie rzutowania sa ciagle w pewnej topologii 7 na X, to, o ile zbiér S, jest niepusty,

Cyl({US}SESD7 {XS}SES) = ﬂ W;l(Us) €T,
sES,

co implikuje, ze wtedy [ g 7s C 7.

(B): Niech fs: Z — X,. Jedli g def ANsesfs jest funkcja ciagla, to takze funkcja fs = 5 0 g jest ciagla (dzieki (A)).
Odwrotnie, jedli wszystkie funkcje fs sa ciagle, to takze funkcja g jest ciagla, gdyz otwarte cylindry stanowia baze
topologii produktowej oraz, o ile S, # @:

g_l(cyl({Us}SGSov{XS}SGS)) = n fs_l(US)

sE€S,

Zalozmy teraz, ze wszystkie funkcje fs sa ciagle oraz ze f; jest zanurzeniem topologicznym dla pewnego indeksu ¢t € S.
Aby sprawdzié, ze takze funkcja g jest zanurzeniem topologicznym, przede wszystkim zauwazmy, ze g jest iniekcja
(gdyz f; = mog jest takaz). Aby wykazaé, ze g~ jest funkcja ciagla, rozwazmy dowolny ciag uogdlniony (zy)sex C Z

oraz punkt w € Z, takie ze g(z,) X g(w) (o € X). Z Obs. [10.6| wynika, ze wtedy f:(z,) Xy fi(w) (o € X). Skoro f;
jest zanurzeniem topologicznym, otrzymujemy pozadana teze: z, Z w.
(C): Niech fs: Zs — X, oraz g Lef [I.cs fs- Ze wzoru

o (I B =T #'(B)

seS seS

wynika, ze jesli funkcje fs sa ciagle, to przeciwobraz otwartego cylindra poprzez g takze jest otwartym cylindrem —
czyli g jest funkcja ciagla. Odwrotnie, jesli funkcja g jest ciagla, to (korzystajac z pewnika wyboru) ustalamy punkt
(as)ses € [l e Zs- Dla ustalonego indeksu ¢ € S mamy wtedy f; = m; 0 g o (Asesés), gdzie &: Zy > @ — v € Z4
oraz &: Zy O x — as € Zg dla s # t (por. punkt (b) w (D)). Z (B) wiemy, ze zestawienie tu wystepujace jest
ciagte, wiec takze funkcja f; jest ciagla. Na koniec, jesli funkcje fs to homeomorfizmy, to funkcja g jest bijekcja oraz
gl = [Tecs f1, zatem (dzigki powyzszemu) obie funkcje g i g~! sa ciagle.

(D): Punkt (a) to szczegdlny przypadek (C), a (c) to szczegdlny przypadek (B). Pozostaje pokazaé¢ punkty (b) i (d).
Ciaglos¢ funkcji £ def ANsesés wynika z (B). Zauwazmy takze, ze £ jest iniekcja. Aby zakonczyé dowdd (b), wystarczy
wiec wykazaé, ze jesli £(z,) — £(g) (0 € ¥), to z, — g (0 € X)), a to jest natychmiastowa konsekwencja Obs.

Przechodzimy do (d). Zauwazmy, ze funkcja okre$lona w tym punkcie to p def NierTs , a wiec jest to funkeja ciagla
(dzigki (B)). Suriektywnos$é¢ wynika z pewnika wyboru, a otwarto$é¢ z tego, ze obraz otwartego cylindra poprzez p jest
cylindrem otwartym. O

10.9 Definicja.

Potega (kartezjariskq) przestrzeni topologicznej X o wykladniku a € Card nazywamy dowolna przestrzen topo-
logiczna postaci X*, gdzie card(S) = a. Z pierwszej wlasnogci wymienionej w punkcie (D) Obs. wynika, ze
wszystkie takie produkty kartezjanskie sg ,naturalnie” homeomorficzne. Z tego powodu stosuje sie uproszczona,
sugestywna notacje: X*. W przypadku o = X stosuje sie takze notacje X“.

Nietrudno sprawdzi¢, ze niepuste otwarte cylindry to jedyne niepuste otwarte podzbiory iloczynu kartezjanskiego
przestrzeni topologicznych, ktére same sg iloczynami kartezjanskimi pewnych podzbioréw tych przestrzeni. Okazuje
sie, ze produkt kartezjanski zbioréw domknietych zawsze jest zbiorem domknietym:

10.10 Twierdzenie.
Dla dowolnego zestawu zbioréw As C X5 (s € S) zachodzi:
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Dowdd. Mozemy zatozyé, ze As # @ dla wszelkich s € S. Wystarczy pokazad, ze kazdy punkt z B def [Lscs A, nalezy

do domkniecia zbioru [], g As oraz ze zbiér B jest domkniety.

Jedli b = (bs)ses € B oraz V. = Cyl({Us}ses,, {Xs}ses) jest otwartym cylindrem zawierajacym punkt b, to
be € A,NU, dla s € S,. Tym samym A, N U, # @, a wiec (ILieg As) NV =[1,c5 Cs, gdzie Cs = A, N U, (# 9) dla
s €8, oraz Cy = Ay (# @) dla s ¢ S,. Z pewnika wyboru wynika wiec, ze ([[,cq As) NV # &, czyli punkt b nalezy
do domkniecia zbioru [],.q As. Domknietosé zbioru B wynika ze wzoru:

(TT XN (I 49 = U X\ Akoeqay (X Yses).

seS sesS tes

seS
ses

10.11 Whniosek. ot
Niech (as)ses bedzie ustalonym elementem przestrzeni X = []
dla dowolnego indeksu t € S zbior

ses Xs- Jesli wszystkie przestrzenie X sq Tt, to

{(zs)ses € X| Vs #t: x5 =as}

jest zbiorem domknietym w X homeomorficznym z przestrzenig Xy.

Dowdd. 7 drugiej wlasnosci wymienionej w punkcie (D) Obs. wynika, ze rzeczony zbior jest homeomorficzny z X;.
Jednoczesnie jest on iloczynem kartezjanskim podzbioréw domknietych (co wynika z tego, ze wszystkie przestrzenie
X sa T1), wiec jego domknigtosé wynika z Tw. [10.10 O

Wtasnosé T, mozna elegancko scharakteryzowaé¢ w jezyku iloczynéw kartezjanskich:

10.12 Twierdzenie.
Dla przestrzeni topologicznej X nastepujgce warunki sg réwnowazne:

(i) X jest przestrzenig Ts;
(ii) dla dowolnego niepustego zbioru S funkcja Nyesidx: X — X7 jest zanurzeniem domknietym;
(iii) istnieje zbidr S mocy wickszej niz 1, dla ktdrego zbidr
def
Ax(S) = {(w4)ses € X5| Vs, t €S2 xy =24}

jest domkniety w X°.

Dowdd. (i) = (ii): Z trzeciej wlasnosci wymienonej w punkcie (D) Obs. wynika, ze dla dowolnego zbioru S
funkcja
Ngegidy: X — X°

jest zanurzeniem topologicznym. Zatem warunek (ii) jest réwnowazny stwierdzeniu, ze zbiér Ax(S) (zdefiniowany
w (iii)) jest domkniety w X .

Ustalmy dowolny punkt (as)ses € X\ Ax(S). Wtedy istnieja indeksy p,q € S, takie ze a, # a,. Poniewaz X
jest przestrzenia 75, istnieja zbiory otwarte U,, U, C X, takie ze a, € Up, a4 € U, oraz U, N U, = @. Ostatnia z tych
wlasnosci oznacza, ze zbiér W e Cyl({Us }se{p.qp» {Xs}ses) (gdzie X, e X) jest roztaczny z Ax(S). Ponadto, W
jest otwartym otoczeniem punktu (as)ses, co dowodzi, ze dopelnienie zbioru Ax (S) jest zbiorem otwartym.

Implikacja ,,(ii) = (iii)” jest natychmiastowa.

(iii) = (i): Niech S bedzie takim zbiorem mocy wigkszej niz 1, ze zbiér Ax(S) jest domkniety w X <. Ustalmy
dowolnie indeks p € S. Niech a,b beda réznymi punktami zbioru X. Wtedy element u = (us)ses € X° okreslony
regula:

a gdy s=p
T\b gdys#p

nie nalezy do Ax(S) (bo card(S) > 1). Z naszego zalozenia wynika, ze istnieje otwarty cylinder
V= Cyl({Us}SGSna {XS}SES)

(gdzie X df x ), ktéry zawiera punkt u i jest roztaczny z A x (S). Dookreslajac ewentualnie U, def ¥ , mozemy zaltozy¢,
ze p € S,. Wtedy a € Uy, oraz (,c5 Us = @ (gdyby to przecigcie zawierato np. punkt ¢ € X, to element (z5)ses, taki
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7e x, = c dla wszelkich s € S, nalezatby do V N Ax(S)). W takim razie card(S,) > 1 oraz b € (,.g Us = W (bo

u € V), gdzie S, ef So \ {p}. Ostatecznie otrzymujemy, ze a € Uy, b € W oraz U, "W = @, czyli X jest przestrzenig
Ts. O

10.13 Whniosek.
Dla dowolnej rodziny funkcji cigglych fo: X =Y (s € S) o warto$ciach w przestrzeni Hausdorffa zbior

{reX|Vs,teS: fi(x)=fi(x)}

jest domkniety.

Dowéd. Mozemy zalozyé, ze S # @. Oznaczajac przez F: X — Y° zestawienie funkcji fs (s € S) oraz przez Ay (9)
zbior {(ys)ses € Y°| Vs, t € S: ys =y}, z Obs. oraz Tw.[10.12| wnosimy, ze (odpowiednio) funkcja F jest ciagla,
a zbiér Ay (S) jest domkniety w Y. W takim razie zbiér F~1(Ay (9)) jest domkniety w X, ale

F YAy (S) ={r e X|Vs,t €S: fi(x)= fi(z)}.

10.14 Twierdzenie.
Niech « bedzie nieskoriczong liczbg kardynalng. Dla dowolnej rodziny przestrzeni topologicznych X, (s € S), takiej
ze card(S) < a oraz w(X;) < a (odp. x(X;) < «) dla wszelkich s € S, zachodzi

w(H Xs)<a

ses

(odp. X([[ses Xs) < ).

Dowdd. Dla s € S niech 85 bedzie baza topologii przestrzeni X, taka ze card(f8s) < «. Wtedy rodzina § zlozona
z wszystkich zbioréw postaci

(104) Cyl({Us}SGSoa {XS}SGS)7

gdzie S, C S jest zbiorem skoniczonym oraz Us € (5 dla wszelkich s € S, jest baza topologii produktowej mocy nie
wiekszej niz « (oszacowanie mocy wynika latwo z wielokrotnego zastosowania twierdzenia Hessenberga — szczegdly
pozostawiamy jako obowiazkowe ¢wiczenie). Istotnie, wystarczy pokazaé, ze kazdy otwarty cylinder jest suma mnogo-
Sciowa pewnych zbioréw z (3, a tak jest, gdyz dla dowolnego niepustego skoniczonego zbioru S, = {s1,...,s4} C S oraz
dla dowolnie zadanych zbioréw otwartych U, C X, (s € S,) istnieja rodziny 8 C B (s € S,), takie ze U, = | 85,
a stad:
Cy1<{US}S€Sa7 {XS}SES) = U s U Cyl({‘/s}sestﬂ {XS}SES')'
Vi, €61, Ve, €BE,

Podobnie, startujac od baz (s(as) otoczen otwartych punktéw as € X, kazda mocy nie wiekszej niz «, gotym okiem
widaé, ze wyprodukowana z nich rodzina zbioréw postaci (10:4]) jest baza otoczen punktu (as)ses mocy nie wiekszej
niz a. O

10.15 Twierdzenie.

Niech {(X,,dn)}N_; (gdzie N € {2,3,...,00}) bedzie (co najwyzej) przeliczalng rodzing przestrzeni metrycznych,
takg ze:

(10:5) N =00 = diam(X,,d,) — 0 (n — o0).

Wtedy funkcja o: (H::lzl X,) % (Hf:/:l X,) — Ry dana wzorem

Q(<xn)nN:17 (yn)gzl) = Sl'rle dn($n7 yn)

jest metrykq zgodng z topologig produktowq przestrzeni Hﬁlzl X,,. Ponadto, jesli wszystkie metryki d,, sqg zupelne,
to o tez jest metrykq zupeing.

60 (© Piotr Niemiec



TOPOLOGIA LATO 2026 — ZIMA 2027

Dowdd. To, ze o jest poprawnie okreslona metryka, latwo wynika z (10:5) (éwiczenie). Aby sprawdzié, ze jest to
metryka zgodna z topologia produktowa, wystarczy pokazac, ze:

e dla dowolnego punktu a € X oraz liczby r > 0 istnieje otwarty cylinder V, taki ze a € V' C By(a,T);
e dla dowolnego otwartego cylindra V oraz punktu a € V istnieje liczba r > 0, taka ze B,(a,r) C V.
Ustalmy punkt a = (a,,)Y_; oraz promien r > 0. Z (10:5)) wynika, ze istnieje indeks k € Ny, taki ze k < N oraz
VYneN, k<n<N: diam(X,,d,) <r/2.

Zauwazmy, ze wtedy Cyl({Bq,, (an,r/2)}ne{1,_“7k}, {Xn}iyzl) C By(a,r). Odwrotnie, jesli V = Cyl({U, },es, {Xn g:l)
jest otwartym cylindrem zawierajacym powyzszy punkt a, to oznaczajac przez m najwigkszy element zbioru J U {1},
mozemy dobrad liczbe § > 0, taka ze Cyl({Ba, (an,0)}ne(1,...m}, {Xn}ho1) C V. A wtedy tym bardziej By(a,d) C V.

Pozostaje sprawdzi¢, ze metryka o jest zupelna, gdy takiez sa metryki d,. Rozwazmy wiec ciag Cauchy’ego

()2, C X (wzgledem p). Oznaczmy z, = (zoék))fcv:l. Wtedy dla dowolnego indeksu k& € Ny N [1, N] mamy
dy, (mﬁf%xﬁf?) < o(zp, Tm). Tym samym ciag (acg,k)) jest Cauchy’ego (wzgledem dy,). Z zalozonej zupelnosci wnosi-
my, ze 20 %5 g®) (n — c0). W takim razie, z Obs. Ty g X (g™ N_ | w topologii produktowej. Ale metryka
o jest zgodna z ta topologia, czyli ciag (a:n)zozl zbiega do g w metryce o — i teza. O

10.16 Wniosek. (Twierdzenie o metryzowalno$ci produktu)
Skoriczone i przeliczalne iloczyny kartezjariskie przestrzeni metryzowalnych (odp. metryzowalnych w sposéb zupel-
ny) sq przestrzeniami metryzowalnymi (odp. metryzowalnymi w sposéb zupelny).

Dowdd. Jedli {X,,}_, to skoficzona lub przeliczalna rodzina przestrzeni metryzowalnych (odp. metryzowalnych w spo-

s6b zupelny), to na kazdej z tych przestrzeni X,, mozemy dobraé¢ metryke (odp. metryke zupelna) g,, zgodna z topolo-

gia. Wtedy metryka d,, def min(o,, 2™ ") jest réwnowazna metryce g, (i zupelna, gdy o, jest zupelna), wiec takze jest

zgodna z topologia przestrzeni X,,. Ponadto, dla metryk d,, spelniony jest warunek (10:5) z Tw.[10.15| Zastosowanie
tegoz twierdzenia daje teze. O

10.17 Uwaga.

Nietrudno pokazaé, ze jesli {Xs}scs jest nieprzeliczalng rodzina przestrzeni topologicznych, takich ze top(X;) #
{2, X} dla wszelkich s € S, to przestrzen [], ¢ X, nie ma przeliczalnej bazy otoczen w zadnym punkcie. Tym
samym tylko przeliczalne produkty niezdegenerowanych przestrzeni metryzowalnych sa metryzowalne.

10.18 Wniosek.
Topologia euklidesowa przestrzeni R™ jest identyczna z topologiq produktowq tej przestrzeni.

Dowdd. Z Tw.[10.15| wiemy, ze topologia produktowa na R™ jest indukowana przez norme || ||, ktéra jest rGwnowazna
euklidesowej. O

10.19 Obserwacja.
Dowolna metryka d zgodna z topologiq metryzowalnej przestrzeni X jest funkcjg cigglq.

Dowdd. Z Tw.[10.15 wiemy, ze metryka

o((21, 1), (2, y2)) < max(d(z1, ), d(y1.y2))

jest zgodna z topologia produktowa przestrzeni X x X. Ale w tej metryce funkcja d jest lipschitzowska, gdyz:
|d(z,y) = d(z’,y)| < d(z,2") + d(y,y") < 20((x,y), (2", 9)).

Tym samym d jest funkcja ciagla. O

61 (© Piotr Niemiec



TOPOLOGIA LATO 2026 — ZIMA 2027

10.20 Obserwacja.
W dowolnej przestrzeni unormowanej (X,| - ||x) nad cialem K dzialania X x X 3 (z,y) — z+y € X oraz
Kx X 3 (t,z) — tx € X sq¢ ciggle.

Dowdd. 7 Tw.|[10.15| wiemy, ze topologia produktowa na X x X jest indukowana przez norme

def
1, ) llmax = max(|lz]lx, [lyllx),

ktoéra jest réwnowazna normie ||(z, y)|| Lef lz|lx +ly||x - Analogicznie, topologia produktowa na K x X jest indukowana
def

przez norme ||(t,z)||, = [|t| + ||z]|x. Wystarczy wigc pokazaé, ze dodawanie spelnia warunek Lipschitza wzgledem
metryk indukowanych przez normy |- ||x (w X)i|-| (w X x X), a mnozenie spelnia warunek Lipschitza na zbiorach
ograniczonych (wzgledem normy || - ||,). A to jest proste:

Iz +y) = @ +9)lx <llo—2"llx +ly = o/llx = Iz, y) = @)l
oraz, gdy ||(t, 2)]lo < M 1]|(s,y)|lo < M (dla pewnej dowolnie dobranej stalej M):

[tz = syllx < Itz —tylx + Ity — syllx < M(l|lz —yllx + [t = s) < M|, 2) = (s, 9)]o-

10.21 Whniosek.

Niech X bedzie przestrzenig topologiczng, a W przestrzenig unormowang nad ciatem K. Jesli p € Ny i funkcje
Uy .. up: X — Kooraz vr,...,v,: X — W sq ciggle, to takze funkcja X > x — > F_ up(z)vg(x) € W jest
ciggta.

Dowdéd. Dzieki indukeji, wystarczy pokazaé, ze uiv1 oraz v1 +vs sa funkcjami ciagtymi. W tym celu oznaczmy m: K x
W (t,z) —te € Worazs: WxW 3 (x,y) — z+y € W izauwazmy, ze u;v; = mo(u1Avy) oraz vi+ve = so(v;Avy).
Tym samym teza wynika z Obs. [10.8] oraz Obs. [10.20] O

10.22 Twierdzenie. (Twierdzenie o spdjnosci produktu)
Tloczyn kartezjanski niepustych przestrzeni topologicznych jest przestrzenig spojng (odp. drogowo spdjng) wtedy
i tylko wtedy, gdy wszystkie te przestrzenie sq spdjne (odp. drogowo spdjne).

Co wiecej, jesli X (s € S) to niepusta przestrzen topologiczna, skladowe (odp. skladowe drogowe) przestrzeni
[I,cs Xs to dokladnie zbiory postaci [[ g Cs gdzie Cs (s € S) to sktadowa (odp. skladowa drogowa) przestrzemi

S~

ses

Dowdd. Zauwazmy, ze dla pustej rodziny przestrzeni topologicznych cale twierdzenie jest prawdziwe. Ustalmy niepusty

zbiér S, niepuste przestrzenie topologiczne X (s € S) i oznaczmy X def [Tocs Xs-

Dowdd rozpoczynamy od obserwacji, ze (dzigki pewnikowi wyboru) rzutowania na wszystkie wspélrzedne sa suriek-
cjami (ciaglymi). Tym samym jesli przestrzen X jest spéjna lub drogowo spdjna, to takiez sa wszystkie przestrzenie
X,. Implikacja odwrotna dla drogowej spdjnosci bez bardzo prosta: jesli wszystkie przestrzenie X, sa drogowo spdjne
oraz (as)ses 1 (bs)ses to dowolne dwa punkty przestrzeni X, to dla kazdego indeksu s € S istnieje droga 7 : [0,1] — X
od as do b, 1 wtedy zestawienie Agzeg7ys: [0,1] — X jest droga od a do b.

Dowdéd tego, ze iloczyn kartezjanski spdjnych przestrzeni takze jest przestrzenia spojna, jest subtelniejszy. Prze-
prowadzimy go w dwoch krokach:

Krok 1: Jedli n € Ny oraz Zi,...,Z, to spdjne niepuste przestrzenie topologiczne, wtedy Z; X ... X Z, jest
przestrzenia spojna.

Dowdéd kroku 1: Jak latwo sprawdzi¢, topologia produktowa przestrzeni [[}_, Z pokrywa sie z topologia produk-
towa na W x Z,,, gdzie W = HZ;% Z ma topologie produktowa. Tym samym wystarczy wykaza¢ teze kroku 1 dla

n = 2 (dzieki indukcji). Rozwazmy wiec dwie niepuste spdjne przestrzenie Z oraz W. Ustalmy punkt a € Z. Niech

ce & {a} x W oraz Cy 7 x {b} dla b € W. Z Obs. wynika, ze przestrzen C® jest homeomorficzna z Z,

a przestrzenie Cp, z Y. Tym samym sg to przestrzenie spdjne. Ponadto, zauwazmy, ze C* N Cy, = {(a,b)} dla b € W.
Z Whn. (str. wynika wigc, ze C* U,y Cb jest zbiorem spéjnym, ale ta suma to Z x W.
Krok 2: Jesli przestrzenie X, sa (niepuste i) spéjne, to przestrzen X = [] g Xs jest spéjna.
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Dow6d kroku 2: Ustalmy punkt (bs)ses € X. Dla niepustego zbioru skoniczonego S, niech

Cs, € {(2)ses| Vs € 5\ So: @5 = by}

Z Obs. |10.8 wynika, ze przestrzen Cg, jest homeomoriczna z [, s, Xs- Tym samym Cg, jest przestrzenig spojna
(dzieki krokowi 1). Zauwazmy takze, ze (bs)scs € Cs,. Z Wn. (str. wynika wiec, ze zbiér

P def U {Cs,: @#8,CS, S, zbiér skonczony}

jest spojny. Ale D jest zbiorem gestym w X, gdyz zbiér D przecina niepusto kazdy niepusty otwarty cylinder w X.
Tak wigc z Tw. [8.4] (str. otrzymujemy spojnos¢ przestrzeni X.

Przechodzimy teraz do drugiej czesci twierdzenia. Najpierw zauwazmy, ze jesli Cy (s € S) jest skladowa (odp.
skladowa drogowa) przestrzeni X, to zbiér C def [I,csCs jest spojny (odp. drogowo spéjny) — co wynika z wcze-
$niejszej czesci dowodu — oraz niepusty (co wynika z pewnika wyboru). Mozna go wigc powiekszy¢ do sktadowej (odp.
skladowej drogowej), powiedzmy P. A wtedy Cs C 74(P) oraz zbiér m4(P) jest spéjny (odp. drogowo spdjny). Zatem
Cs = ms(P), astad P C [[,c4Cs = C, czyli P = C. To pokazuje, ze produkt sktadowych (odp. sktadowych drogo-
wych) jest sktadowa (odp. skladowa drogowa). Odwrotnie, jesli C jest skladowa (odp. skladowa drogowa) przestrzeni
X, to dla dowolnego indeksu s € S zbiér Cs Lef 7s(C) jest niepusty i spéjny (odp. drogowo spdjny), wiec mozna go
powigkszy¢ do sktadowej (odp. sktadowej drogowej) przestrzeni X, powiedzmy Ps. Wtedy C C [[,c5Cs C [ cq Ps
oraz zbior [], ¢ Ps jest spojny (odp. drogowo spojny). A stad C = [],.g Ps, czyli wszystkie sktadowe (odp. sktadowe
drogowe) sa produktami skladowych (odp. skladowych drogowych). O

10.23 Twierdzenie. (Twierdzenie o zwartos$ci przeliczalnego produktu przestrzeni metryzowalnych)
Tloczyn kartezjanski skonczenie lub przeliczalnie wielu zwartych przestrzeni metryzowalnych jest zwartq przestrze-
niqg metryzowalnq.

Dowdd. Niech {X,}V_ | (gdzie N € {2,3,...,00}) bedzie rodzina zwartych przestrzeni metryzowalnych. Z Wn.
wiemy, ze przestrzen X def ngl X, jest metryzowalna. Wystarczy wiec pokazaé ciagowa zwarto$¢. Niech wiec z,, =
(m%k)),[f:l € X. Powtarzamy dowéd Wn. @ (str. . Okreslamy Jy def N; i indukcyjnie okreslamy nieskoniczone
zbiory Ji C Nj dla k € Ny N [1, N] w taki sposéb, ze J, C Jx_1 oraz ciag (x%k))neJk zbiega (w przestrzeni Xj) do

pewnego elementu ¢(¥): gdy zbiér Jy,_; jest juz okrelony i k < N, ciag (x%k))ne(]kfl C X ma podciag zbiezny, wiec

mozemy dobraé nieskonczony zbiér J, C Ji_1, taki ze ciag (:C%k))nejk zbiega do pewnego elementu ¢¥). Gdy N < oo,
finalny podciag otrzymujemy przez ustawienie wszystkich elementéw zbioru Jy w (jeden jedyny) ciag Scisle rosnacy
(vn)re;. Gdy N = oo, finalny podciag konstruujemy indukcyjnie: 4 to dowolny element zbioru Ji, a v, dla n > 1 to
dowolny element zbioru J, wiekszy od v, _;. Taka konstrukcja zapewnia nam, ze:

o {v,: n>k} C J, dla dowolnej liczby k > 0;
. x,(ffb) X g®) (n — o).

Tym samym, dzigki Obs. ciag (z,, )or | zbiega w X do elementu (¢®")N_, — i teza. O

10.24 Definicja. (Kostka Hilberta)
Kostka Hilberta to przestrzen [0, 1]¥.

Z Tw.[10.22] oraz Tw. wynika, ze kostka Hilberta jest zwartg spdjna przestrzenia metryzowalng.

10.25 Twierdzenie. (Skonczony przypadek Twierdzenia Tichonowa)
Tloczyn kartezjaniski skoticzenie wielu zwartych przestrzeni [Ta] jest zwartq [To-|przestrzeniq.

Dowdd. Dzieki Obs. oraz indukeji, wystarczy wykazad, ze iloczyn kartezjanski dwoch zwartych [To-]przestrzeni X
1Y jest zwarta [To-]przestrzenia. Sprawdzenie, ze jesli obie te przestrzenie sa T, to réwniez przestrzen X X Y jest Th,
pozostawiamy jako proste ¢wiczenie. Tutaj ograniczymy sie jedynie do wykazaniu warunku pokryciowego. Oczywiscie
mozemy zalozyé, ze obie przestrzenie X 1Y sa niepuste. Niech wiec {W;}ses bedzie otwartym pokryciem przestrzeni
X x Y. Ustalmy dowolnie punkt a € X. Dla dowolnego punktu y € Y istniejg zbiory otwarte Z, C X i G, C Y oraz
indeks t(y) € S, takie ze (a,y) € Z, x Gy C Wy(,. Z pokrycia otwartego {G },cy wybieramy podpokrycie skofczone:
Y =;_, Gy, dla pewnych punktéw yi,...,y, € Y. Oznaczmy:
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o Us ®'N0_, Z,, € 9(X);

def
o T, = {t(yx): k=1,...,p} CS.
Zauwazmy, ze zbior Tj, jest skonczony, a € U, oraz U, x Gy, C Wy, ). Tym samym:

(10:6) UsxY C | W
s€T,

Teraz z pokrycia otwartego {U,}t.ex wybieramy podpokrycie skoficzone: X = U;l:l U,; dla pewnych punktéw
ay,...,aq € X. A wtedy z (10:6]) otrzymujemy:

d d
XxY:U(Uaij U U
j=1 j=1s€Ta,
czyli rodzina {Wy: s € U?:1 T,,} jest skoficzonym podpokryciem przestrzeni X x Y. O

10.1 Twierdzenie Tichonowa

Niniejszy (krétki) podrozdzial poswiecony jest dowodowi nastepujacego twierdzenia:

10.26 Twierdzenie. (Twierdzenie Tichonowa)
Tloczyn kartezjariski zwartych przestrzeni [To] jest zwartq przestrzenig [Tz].

Oduwrotnie, jesli przestrzenie topologiczne X, (s € S) sq niepuste, a przestrzen [[,.q Xs jest zwarta, to kazda
z przestrzeni X takze jest zwarta.

Jest to jedno z najwazniejszych twierdzen w catej topologii, majace mndstwo zastosowan w innych dziatach matematyki.

10.27 Definicja.
Filtr w zbtorze X to dowolna rodzina F podzbioréw zbioru X, taka ze:

e J¢ T+
e F>ACBCX = Be€eGF,
e ABeF = ANBeF.

Ultrafiltr w X to maksymalna (wzgledem inkluzji) rodzina wérdéd scentrowanych rodzin podzbioréw zbioru X.

10.28 Przyktad.

Dla dowolnego punktu a € X, rodzina 4, = {A C X: a € A} jest ultrafiltrem w X, takim ze (4, # @.
Odwrotnie, kazdy ultrafiltr o niepustym przecieciu jest postaci U, dla pewnego punktu a € X. Ultrafiltry tej
postaci nazywa sie glownymi.

10.29 Obserwacja.
Niech X bedzie zbiorem niepustym.

A) Kazdy ultrafiltr w X jest filtrem.

B) Kazdy filtr w X jest scentrowang rodzing zbiorow.

C

(A)
(B)
(C) Kazdg scentrowang rodzine podzbioréw zbioru X mozna powiekszyé do ultrafiltru w X .
(D) Niech 84 bedzie dowolnym ultrafiltrem w X i niech A C X.

(a) Ael <= VBel: ANB# .
(b) ActtvX\Aell
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Dowdd. (A): Jest jasne, ze rodzina scentrowana nie zawiera zbioru pustego. Ponadto, rodzina {X} jest scentrowana
i tym samym pusta rodzina zbioréw nie jest maksymalng wsrod scentrowanych, co pokazuje, ze ultrafiltr jest rodzing
niepusta. Dalej, jesli {4 to ultrafiltr w X oraz 44 3 A C B C X, to takze rodzina LU {B} jest scentrowana rodzina
(podzbioréw zbioru X), gdyz C1nN...NC,NB D> CiN...NCp,NA# @ dla wszelkich C1,...,C, € il (oraz p € N).
Z maksymalnosci rodziny {4 wnosimy, ze B € {l. Analogicznie sprawdzamy, ze jesli A, B € 4, to rodzina iU {A N B}
jest scentrowana, i tym samym AN B € 4, czyli U jest filtrem.

(B): Jesli F jest filtrem w X, to z indukeji wynika, ze B et A;N...NA, nalezy do F dla wszelkich A;,..., A, € F
(gdzie n > 0). Stad B # &, gdyz @ ¢ F.

(C): Dzieki Lematowi Kuratowskiego-Zorna wystarczy pokazaé, ze suma mnogosciowa kazdego niepustego tancucha
(wzgledem relacji inkluzji) scentrowanych rodzin podzbioréw zbioru X jest takaz rodzina. A to jest bardzo proste, gdyz:
jesli Ay,..., A, € UKL, gdzie £ jest rzeczonym lancuchem (i n > 0), to A; € S; dla pewnych Si,...,S, € £; a wtedy
S; C Sk dla pewnego indeksu k € {1,...,n} i wszelkich j € {1,...,n} (gdyz £ to tancuch), wiec Ay,..., A, € Sk
i tym samym A; N...N A, # @ (bo Sk, jako element tancucha £, jest rodzina scentrowana).

Przechodzimy do (D). Jedli A € il to z (A) wynika, ze AN B € il dla wszelkich B € 4L, i tym samym AN B # &.
Odwrotnie, jesli zbiér A przecina niepusto kazdy element rodziny &L, to U { A} jest scentrowana rodzina (podzbioréw
zbioru X), gdyz (ponownie z (A)):

Bi,...,B, e (n>0) = BiN...NB,eYd = BiN..NB,NA#Q.

Z maksymalnoéci rodziny { wnioskujemy, ze A € 4L
Pozostaje pokaza¢ podpunkt (b). Dla dowodu nie wprost, zal6zmy, ze ani A ¢ 4, ani X \ A ¢ 4. Z podpunktu (a)
wnioskujemy, ze w takim razie istnieja zbiory B, C € 4, takie ze ANB = (X \ A)NC = &. Wtedy D “pne nalezy

do 4, wigc D # @. Ale zarazem D = DNX = (DNA)U(DN(X\A)) C (BNA)U(CN(X\A)) =@ isprzecznosé. O

Dowéd Twierdzenia Tichonowa (Tw.[10.26). Niech X, (s € S) beda zwartymi przestrzeniami [T5]. Jesli wszystkie one

sa Ts, to takze produkt X def [I,cs X jest przestrzenia Hausdorffa, gdyz dwa rézne jego punkty mozemy oddzieli¢

(roztacznymi) otwartymi cylindrami, ktére ,uzywaja” tylko jednej wspolrzednej (tej, na ktérej te dwa punkty sie
réznia). (Szczegdly — éwiczenie). Tutaj skupimy sie ,,jedynie” na warunku pokryciowym. Mozemy przy tym zalozydé,
ze X # @ oraz S # &, co czynimy ponize;j.

Niech A = {A;};es bedzie niepusta scentrowana rodzina zbioréw domknietych w X. Dzigki Obs. (str. ,
wystarczy pokazaé, ze mje] A; # @. Zgodnie z Obs. A C U, gdzie U to pewien ultrafiltr w X. Wtedy takze

ﬂjej Aj D Npey F, zatem wystarczy pokazac, ze

(10:7) (F+#o

Fey

dla dowolnego ultrafiltru & w X.
Ustalmy dowolny indeks ¢ € S. Rodzina {m:(F): F € i} jest scentrowana, wiec ze zwartosci przestrzeni X; wynika,
ze
() clx, m(F) # @.

Fei

Niech a; € X; bedzie dowolnym elementem tego (powyzszego) przeciecia. Z wlasnoéci domkniecia zbioru wynika, ze
wtedy:

(10:8) VF € il YUotwarte otoczenie punktu a; w Xy: U N7 (F) # 2.

Niech teraz a % (as)ses € X. Aby wykazaé (10:7)), wystarczy uzasadnié, ze a € F dla dowolnego zbioru F € . W tym
celu ustalmy otwarte otoczenie W punktu a w X. Wystarczy, ze

(10:9) VFeil: WNF #o.
Poniewaz otwarte cylindry tworza baze topologii produktowej, mozemy zatozyé, ze W ma postaé

W = Cyl({Us}365’07 {XS}SES)

(gdzie S, C S to niepusty zbiér skoficzony). Wtedy a; € Uy dla t € S, oraz W = (,cq. 7, 1(Uy). Ustalmy dowolnie
t € S,, anastepnie F' € 4. Z (10:8)) wnosimy, ze 7:(F)NU; # @. Oznacza to, ze istnieje punkt z € F, taki ze m(z) € Uy,
czyli z € w71 (Uy), co daje FNmr, ' (Uy) # @. 7 dowolnoéci zbioru F' € § oraz Obs. wnioskujemy, ze w takim razie
7, H(U;) € U (dla dowolnego indeksu t € S,). Skoro 4 jest filtrem (a zbiér S, jest skoficzony), otrzymujemy, ze takze
MNies, 7, H(U;) € U, ezyli W € 4. A dzigki temu wynika z wlasnosci filtréw. Zatem przestrzen X jest zwarta.
Drugie zdanie twierdzenia wynika stad, ze rzutowania sa ciagle (wiec zbiér m,(X) jest zwarty, o ile X jest prze-
strzenia zwarta) oraz suriektywne (dzieki zalozeniom tamze zawartym i pewnikowi wyboru). O
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10.30 Definicja.
Kostka Tichonowa ciezaru o (gdzie a > Rg) to przestrzen [0,1]*. Kazda z tych przestrzeni nazywamy takze
skrotowo kostkq Tichonowa.

Zauwazmy, ze kostka Hilberta jest szczegdlnym przyktadem kostki Tichonowa. Co wiecej:

10.31 Obserwacja.
Kostka Tichonowa [0,1]¢ (gdzie a > Rg) jest zwartqg @ drogowo spéjng przestrzeniq Ty, ktdrej ciezar topologiczny
jest rowny .

Dowdéd. Dzigki Tw. [10.22] (str. , Tw. [10.14] (str. oraz Tw. [10.26] wystarczy pokazaé, ze w([0,1]%*) > a. W tym

celu ustalmy zbiér S mocy « i dla ¢t € S niech X; = [0, 1], Uy e (0,1] oraz a® = (agt))ses € [0,1])° bedzie punktem

okre$lonym nastepujaco:

ay’) = .
s 0 gdys#t
Na koniec niech A & {a®: t € S}. Zauwazmy, ze
(1010) vteS: AN Cyl({Us}se{t}7 {XS}SES) = {a(f)}

Jesli B jest dowolna baza topologii produktowej tej kostki Tichonowa, to dla dowolnego indeksu t € S istnieje taki
zbiér V; € B, ze a® € V, C Cyl({Us}seqry, {Xs}ses). W takim razie ANV, = {a®} (dzieki (10:10)), co oznacza, ze
funkcja S 3 s — V; € (3 jest réznowartosciowa, czyli card(8) > card(S) = « i tym samym w([0,1]*) > a. O

11 Aksjomaty oddzielania, czes¢ 11

11.1 Twierdzenie.
Dla przestrzeni topologicznej X nastepujgce warunki sqg rownowazne:

(i) przestrzeni X jest homeomorficzna z podprzestrzeniq pewnej przestrzeni normalnej;

(ii) przestrzen X jest homeomorficzna z podprzestrzeniq pewnej zwartej przestrzeni To;
(iil) przestrzen X jest homeomorficzna z podprzestrzeniq kostki Tichonowa [0,1]%, gdzie Lef max(w(X),Ng);
(iv) X jest przestrzeniq Ty oraz

(T51) VAe Z(X)Vae X\ AJueC(X,[0,1]): u(a)=1 A u|g =0.

Dowéd. Implikacje (iii) = (ii) => (i) wynikaja natychmiast z Obs. [10.31] oraz Tw. [7.9] (str. [34).

(i) = (iv): Niech h: X — M bedzie zanurzeniem w normalna przestrzen M. Wtedy {z} = h =1 ({h(x)}) € Z#(X)
dla dowolnego punktu z € X, wiec X jest przestrzenia T;. Ponadto, jedli A € .F#(X) oraz a € X \ A, wtedy b def
h(a) ¢ h(A) oraz zbiér h(A) jest domkniety w h(X). W takim razie h(A) = BNh(X) dla pewnego zbioru domknigtego
B C M. Wtedy b ¢ B (gdyz b € h(X) \ h(A)), wigc z Lematu Urysohna istnieje funkcja ciggta v: M — [0, 1], taka ze
v(b) = 1 oraz v|p = 0. Wystarczy podstawié u yoh: X — [0,1], by otrzymaé (Ty1 ).

(iv) = (iii): Mozemy zalozy¢ (i tak czynimy), ze card(X) > 1. Niech 8 bedzie baza topologii przestrzeni X, taka

ze card(f) < «. Niech

SELU,V)eBx B FueCX,[0,1]): uly =1, ulx\y =0}

Oczywiscie card(S) < a (bo S C 8 x  oraz o > Rp). W tym momencie jeszcze nie wiemy, czy S # &, ale ponizsze
rozumowanie pokaze, ze tak w istocie jest.
Dla dowolnego indeksu s = (U, V) € S niech funkcja g, € C(X, [0,1]) bedzie taka, ze:
gslv =1, gslx\v = 0.
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Poniewaz przestrzen [0, 1]°'4(%) jest zanurzalna w [0, 1]* (zob. np. punkt (D) w Obs. str. , wystarczy pokazac,
7e zestawienie F & Nsesgs: X — [0,1]° jest zanurzeniem topologicznym. Wiemy juz, ze jest to funkcja ciggla. Do
dowodu tego, ze jest iniekcja, taka ze funkcja F~!: F(X) — X jest ciagla, potrzebujemy nastepujacej wlasnosci:

(%) Dla dowolnego zbioru A € .#(X) oraz punktu a € X \ A istnieje indeks s € S, taki ze gs(a) = 1 oraz gs|4 = 0.
Aby wykazaé powyzsza wlasno$é, najpierw dobieramy zbiér V' € 3, taki ze a € V C X \ A, potem — korzystajac
z warunku (TS%) — dobieramy funkcje v € C(X, [0, 1]), ktéra znika poza V', a w punkcie ¢ ma wartosé 1. Na koniec
znajdujemy zbiér U € 3, taki ze a € U C v='((4,2)). Zauwazmy, ze wtedy (U,V) € S, gdyz funkcja v: R — [0,1]
dana wzorem

0 gdyte (—o0,0]
y(t) = q2t gdyte0,3]
gdy t € [5,00)

jest poprawnie okreslona i ciagla, a funkcja yov € C(X,[0,1]) znika poza V i jest stale réwna 1 na U. W takim razie

—_

jest okredlona funkcja gs dla s ef (U, V) i zachodzi gs(a) =1 (bo a € U) oraz gs|a =0 (bo A C X \ V). Tym samym
wlasnoéé () zostala wykazana.

Teraz bez trudu mozemy wykazaé, ze funkcja F' jest réznowartosciowa: jeSli x i y to rézne punkty przestrzeni X,
wtedy podstawiajac do (%) A def {z} (korzystamy tutaj z tego, ze X jest T1) i a =3 y, znajdziemy indeks s € S
(w szczegblnodei, S # @, gdyz card(X) > 1), taki ze gs(x) =01 gs(y) = 1, a stad automatycznie F(x) # F(y) (wszak
gs =Ts 0 F).

Przechodzimy do ostatniej czesci — dowodu ciggloéei funkeji F~1. Dla uproszczenia notacji oznaczmy Z f o (X).
Chcemy pokazaé, ze F~1(clz(B)) C clx(F~1(B)) dla B C Z (zob. Tw. str. . Réwnowaznie, chcemy, by
cy(F(A) € F(A) dla A% F-1(B) C X, czyli by zbiory F(X \ A) = Z\ F(A) i clz(F(A)) byly roztaczne. W tym
celu ustalmy a € X \ A. Wystarczy pokazaé, ze

(11:1) F(a)

(domknigcie w calej przestrzeni [0, 1]%). Z relacji ms(B) C
dla pewnego indeksu s € S, to zachodzi (11:1)). Ale g,(a)

4)

ms(B) wynika, ze jesli gs(a) = w4 (F(a)) ¢7f( ({1)) 9s(A)
¢ gs(A) dla indeksu s € S dobranego z (x) dla Aia O

RS

11.2 Uwaga.
Jak nietrudno si¢ przekonaé, dla ustalonego zbioru A i punktu a warunek (75 1 ) jest réwnowazny nastepujacemu:

e istnieje przestrzen normalna Z oraz funkcja ciagla v: X — Z, taka ze v(a) ¢ v(A).

Istotnie, w powyzszej sytuacji wystarczy dobraé, z Lematu Urysohna, funkcje ciaglta v: Z — [0, 1], ktéra znika na
v(A), a w punkcie v(a) ma warto$é 1, i podstawié¢ u def 7 o v, by otrzymac¢ funkcje poszukiwana w (751 ).
W szczegdlnoscei, za powyzsza przestrzen Z mozna podstawiaé przestrzenie metryzowalne, np. R.

11.3 Definicja.
Moéwimy, ze przestrzen topologiczna X jest catkowicie regularna lub przestrzenig Tichonowa, lub przestrzeniq Ty 1
gdy jest T} i spelnia warunek (Ty1) z Tw.

Aksjomat oddzielania Ty to warunek T} + (T3%)”.

11.4 Wniosek.
T, = Tgé = T3.

Dowdd. Pierwsza implikacja wynika np. z Lematu Urysohna (lub Tw. [I1.1), a druga jest prosta i jej dowéd pozosta-
wiamy jako ¢wiczenie (obowiazkowe). O

11.5 Definicja.
Méwimy, ze wlasnosé W przystugujaca przestrzeniom topologicznym jest:
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o dziedziczna, gdy spelniony jest warunek:

ilekro¢ przestrzen topologiczna X ma wlasno$¢ Wi A C X, tylekroé¢ przestrzen A (w topologii
indukowanej) ma wlasnosé W;

e produktowa, gdy spelniony jest warunek:

ilekro¢ przestrzenie topologiczne X maja wlasnos¢ Wdla s € S # &, tylekro¢ przestrzen [ [, . ¢ X
(w topologii produktowej) ma wlasnosé 'W.

11.6 Przyktad.
Metryzowalno$é to wlasnosé dziedziczna, ale nie produktowa. Metryzowalno$¢ w sposéb zupelny nie jest ani
dziedziczna, ani produktowa. Zwarto$¢ nie jest dziedziczna, ale jest produktowa.

11.7 Obserwacja.
Wtasnosci To, T1, T3, T3, Ty oraz (X)) < a”?, jak réwniez ,x(X) < a” (gdzie a to dowolnie ustalona liczba

kardynalna) sq dziedziczne.

Dowdd. Dowdd tego, ze wymienione aksjomaty odzdzielania sg dziedziczne, wynika z postaci zbioréw otwartych i do-
mknietych w topologii indukowanej (¢éwiczenie). Dziedziczno$é wymienionych nieréwnosci bierze sie stad, ze zawezenie
bazy (odp. bazy otoczen) do podprzestrzeni (tj. przejécie do sladéw) jest baza (odp. baza otoczen). O

11.8 Wniosek. (Twierdzenie o uniwersalnosci kostki Tichonowa)
Niech o bedzie nieskonczong liczbg kardynalng. Dla przestrzeni topologicznej X nastepujgce warunki sg réwnowaz-
ne:

(i) przestrzen X jest zanurzalna w kostke Tichonowa [0, 1]%;

(ii) X jest Ty oraz w(X) < ov.

Dowdd. Teza wynika z Tw. oraz Obs. [10.31]i Obs. [I1.7 O

Jako szczegdlny przypadek powyzszego rezultatu, otrzymujemy:

11.9 Wniosek. (Twierdzenie Urysohna o uniwersalnosci kostki Hilberta)
Kazda osrodkowa przestrzen metryzowalna jest zanurzalna w kostke Hilberta.

Ogdlniej: przestrzen topologiczna jest zanurzalna w kostke Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy jest calkowicie
reqularng przestrzeniq speiniajgeq IT A.P.

W Obs. nie wymieniono aksjomatu 7Ty. Okazuje sie, Ze nie jest on dziedziczny, co czyni go najbardziej ,patolo-
gicznym” z aksjomatéw oddzielania. Aby wykazaé brak jego dziedzicznoéci, postuzymy sie cennym warunkiem na to,
by przestrzen nie byta Ty.

11.10 Twierdzenie.

Niech a bedzie nieskoriczong liczbg kardynalng. Jesli przestrzen topologiczna X zawiera podzbior gesty D mocy nie
wiekszej niz a i zarazem domkniety podzbior A mocy co najmniej 2%, ktorego topologia indukowana jest dyskretna,
to X nie jest Ty.
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Dowdd. Gdyby przestrzen X byla normalna, to z Twierdzenia Tietzego (Tw. str. wynikaloby, ze funkcja
C(X,R) 5 f — fla € C(A,R)

jest suriekcja. Ale C'(A,R) = R4 (bo topologia na A jest dyskretna). Tym samym byloby card(C(X,R)) > card(R4) =
(2R0)eard(4) > (9R0)2% — 902" — 92% 5 9o Jednakze, z Wn. [10.13| (str. wynika, ze funkcja

C(X,R)> f — f|lp € RP

jest réznowartosciowa. Tym samym card(C(X,R)) < card(RP) = (2%0)card(D) L (2Ro)o — gRo-a — ga, O

11.11 Przyklad. (Plaszczyzna Niemyckiego)
Podamy teraz przyklad przestrzeni nienormalnej, ktéra zanurza sie¢ w kostke Tichonowa [0, 1]2&0. Ponizsza prze-
strzenn X to tzw. plaszczyzna Niemyckiego.

W tym przykladzie B(a,r) oraz B(a,r) oznaczaja kule euklidesowe w R? (czyli kota). Rozwazmy domknieta
polplaszezyzne X LR x R, . Niech takze F' LR x {0} C X. Na zbiorze X zadajemy topologie¢ przez pelny uklad
otoczen otwartych (!):

e baza otoczen punktu a = (z,y) ¢ F to B(a) def {B((z,y),y-2""™): n> 0} (zauwazmy, ze elementy rodziny

B(a) to kola otwarte o §rodku w a, ktérych domkniecia euklidesowe sa roztaczne z F);

e baza otoczen punktu a = (x,0) € F to ((a) def {B((z,27™),27 ™) U{a}: n > 0} (zauwazmy, ze elementy

rodziny (a) to otwarte kota styczne w punkcie a do prostej F', z dorzuconym do nich punktem a).

Rutynowo sprawdza sie¢ (z pomoca Tw. str. , ze powyzsze rodziny to pelny uklad otoczen otwartych
w pewnej topologii na X (obowiazkowe éwiczenie). Pokazemy, ze jest to przestrzen catkowicie regularna, ktéra nie
jest normalna.

Na wstepie zauwazmy, ze:

e przestrzen X spetnia I A.P.;

e zbiér X \ F jest gesty w X;

e topologia indukowana na X \ F' pokrywa sie z euklidesowa;

o w(X) < 2%,

e przestrzen X jest o$rodkowa;

e zbior F jest domkniety w X, a jego topologia indukowana jest dyskretna.

Wizystkie ww. wlasnosci wynikaja z definicji rodzin §(a). Z Tw. vvynika7 ze przestrzen X nie jest normalna.
Odnotujmy takze, iz jesli pokazemy, ze przestrzen X jest T3, to bedzie ona zanurzalna w [0, 1]2NO (dzigki Tw. .
Tym samym pozostaje sprawdzi¢, ze X jest T3%.

Jest sprawa ewidentna, ze X jest T7. Ustalmy zbiér domkniety A oraz punkt a ¢ A. Istnieje wtedy zbiér
U € (B(a) roztaczny z A. Wystarczy wiec okredli¢ rzeczywista funkcje ciagla, ktéra znika poza U, a w punkcie a
jest dodatnia. W tym celu rozwazamy dwa przypadki.

Najpierw zalézmy, ze a ¢ F. W tej sytuacji sprawa jest bardzo prosta. Zbiér U, jako bazowy, ma domkniecie
euklidesowe clg, (U) rozlaczne z F. Tym samym clg (U) = clx(U), wiec dalej bedziemy pisa¢ U. Zbiér U to
domkniete koto B(a,r). Szukana funkcje okrelamy nastepujaco:

u(p) = 1—7‘16(?“) gdy pe U
P 0 gdy pe X\U’

7 Tw. (str. (oraz tego, ze topologia indukowana na U pokrywa sie z euklidesowa) wynika, ze u: X — [0, 1]
jest funkcja ciagla.

Pozostaje rozwazy¢ przypadek, gdy a = (z,0) € F. Wtedy U = B((x,r),r) U {a} dla pewnej liczby dodatniej
r. Latwo sprawdzié, ze wtedy clx(U) = B((z,0),r) = clg, (U), wiec (tak jak w pierwszym przypadku) bedziemy
pisa¢ U. Szukana funkcje okrelamy nastepujaco:

1 gdy p=a
u(p) =40 edy p ¢ U
d?(p,a -

1—5 di:t(fﬁ (1)),F) gdy p e U\ {a}
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Ostatni z wypisanych wzoréw mozna obliczy¢ tak: jesli p = (u,v) € U oraz v > 0, odnajdujemy jeden jedyny okrag
przechodzacy przez p i zarazem styczny do F' w punkcie a, oznaczamy jego promien przez r, i wtedy u(p) = 1— %”
Stad u(p) = 0 dla p € 94,U \ {a}, czyli funkcja u jest poprawnie okreslona. Patrzac na pierwotny wzoér funkcji
u (i pamigtajac, ze topologia indukowana na X \ F' pokrywa sie z euklidesowa), jedynym punktem, w ktérym
ciaglo$é wymaga dowodu, to a. Ale jesli p, Xa (n — o0) 1 p, # a, to z postaci B(a) wynika, ze r,, — 0 (n — c0)
i tym samym u(p,) — 1 (n — 00). Szczegbly pozostawiamy czytelnikowi.

11.12 Whniosek.
Wlasno$¢ Ty nie jest dziedziczna.

Dowdd. Wiemy, ze kostka Tichonowa [0, 1]2NO jest zwarta przestrzenig Ts, a wiec przestrzenia normalna. Jednoczesnie
Prz. [11.11] pokazuje, ze kostka ta zawiera podprzestrzen nienormalna. O

11.13 Definicja.
Méwimy, ze przestrzen topologiczna jest przestrzenia

e T35, czyli przestrzenia dziedzicznie normalng, gdy kazda jej podprzestrzen jest normalna;

e 15, czyli przestrzenia doskonale normalng, gdy jest przestrzenia normalna, w ktérej kazdy zbiér domkniety
jest typu %s.

Wtasnosci T5 oraz Ty to kolejne aksjomaty oddzielania.

Patrzac na powyzsza definicje, nie wida¢, dlaczego wlasnosci T5 i Ty rowniez nazywane sa aksjomatami oddzielania.
Kwestie te wyjadniaja ponizsze dwa twierdzenia.

11.14 Twierdzenie.
Dla Ty -przestrzeni topologicznej X nastepujgce warunki sq réownowazne:

(i) X jest Ts;
(ii) kazdy otwarty i gesty podzbior przestrzeni X jest przestrzenig normalng;

(iii) dowolne dwa zbiory rozgraniczone w X mozna oddzieli¢ rozlgcznymi nadzbiorami otwartymi, tzn.:

VA, B C X zbiory rozgraniczone AU,V € 9(X): ACU, BCV, UNV =g.

Zauwazmy, ze powyzszy warunek (iii) ma ,ksztalt” aksjomatu oddzielania.

Dowdd. (ii) = (iii): Niech A, B C X beda zbiorami rozgraniczonymi w X. Oznaczmy € f x \ (AN B) € 9(X).
Zbiér Q jest gesty w X, gdyz zbiér AN B jest brzegowy w X (dlaczego: gdyby niepusty zbiér otwarty U zawieral sig
w AN B, to wtedy U C A, a zbiér A jest gesty w A, wiec byloby U N A # @, a wtedy tym bardziej AN B # @,
gdyz U C B). Stad — z zalozenia w (ii) — € jest przestrzenig normalng. Zauwazmy takze, ze AU B C , gdyz
(AUB)NANB = (ANB)U (BN A) = @. Co wigcej, zbiory clg(A) i clg(B) sa roztaczne. Istotnie: clg(A) Neclg(B) =
QN AN B = @. Tak wiec z normalnosci przestrzeni € wynika istnienie rozlacznych zbioréw U,V C Q otwartych w €,
takich ze clg(A) C U oraz clg(B) C V. Wtedy tym bardziej A C U i B C V oraz U i V sa otwarte w X, gdyz sa
otwarte w zbiorze otwartym w X.

Poniewaz (ii) w sposéb ewidentny wynika z (i), pozostaje pokazaé, ze (i) wynika z (iii). Ustalmy zatem dowolna
podprzestrzen Z przestrzeni X i rozwazmy dwa roztaczne zbiory A, B C Z domkniete w Z. Jako ze T7 jest wlasnoscia
dziedziczng, wystarczy oddzieli¢ zbiory A i B rozlacznymi nadzbiorami otwartymi w Z. W tym celu zauwazmy, ze
A i B s rozgraniczone: ANB = ANZNB =clz(A)NB = ANB = @ i podobnie AN B = @. W takim razie
mozemy dobraé zbiory U 1 V' o wlasno$ciach wymienionych w punkcie (iii). Wtedy zbiory UNZ oraz VN Z to szukane
nadzbiory otwarte w Z. O
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11.15 Twierdzenie.
Dla Ty -przestrzeni topologicznej X nastepujgce warunki s¢ réwnowazne:

(i) X jest Ts;
(i) dla dowolnego zbioru domknictego A C X istnieje funkcja ciggla u: X — R, taka ze u=1({0}) = A;

(iii) dla dowolnych dwdch rozlgcznych zbiordw domknietych A, B C X istnieje funkcja ciggla u: X — [0,1], taka
zeu t({0}) =Aiut({1}) = B.

Jak poprzednio, zauwazmy, ze powyzszy warunek (iii) ma ,ksztalt” aksjomatu oddzielania.

Dowdd. (i) = (ii): Ustalmy zbiér domkniety A C X. Z zalozenia w (i) istnieje ciag Uy, Us, . .. zbiordéw otwartych, taki
ze A=(\", U,. Oznaczmy F, = X \ U, € Z(X) i zauwazmy, ze AN F,, = @. Skoro X jest Ty, z Lematu Urysohna
wynika istnienie funkcji ciagtej u,,: X — [0,1], ktéra znika na A i jest stale réwna 1 na F),. Do ciagu funkcji 5, 53, ...
mozemy zastosowaé Lem. (str. : szereg Y | 5w jest zbiezny jednostajnie do pewnej funkcji ciaglej u: X — R.
Bez trudu stwierdzamy, ze u|4 = 0. Zauwazmy takze, ze gdy © ¢ A, to u,(x) > 0 dla wszelkich n oraz ui(x) = 1 dla
pewnego indeksu k, gdyz X \ A= —, F, i up|p, =1. Tym samym u(z) > 0 dla z ¢ A, czyli u=({0}) = A.

(ii) = (iii) Ustalmy dwa rozlaczne zbiory domkniete A, B C X. Z (ii) dobieramy funkcje ciagle u,v: X — R,
takie ze u=1({0}) = A i v=1({0}) = B. Wtedy funkcja |u| + |v|: X — R, jest ciagla i przyjmuje wytacznie wartoéci
dodatnie (bo u=*({0}) Nv~1({0}) = @). Tak wigc funkcja w %ef %: X — R, jest poprawnie okreslona i ciagla.
Zauwazmy takze, ze w(X) C [0,1], w™ ({0}) = w1 ({0}) = A i w™t({1}) = v} ({0}) = B, czyli zachodzi (iii).

Implikacja (iii) == (i) jest natychmiastowa (zob. Uw. str. [28). O

11.16 Wniosek.
Wiasnosci T, Ts sq dziedziczne.

Dowdéd. Dziedzicznosé Ty wynika wprost z definicji tego aksjomatu. Aby pokazaé¢ dziedzicznoéé Ty, wystarczy spraw-
dzi¢, ze warunek (ii) sformutowany w Tw.[11.15|jest dziedziczny. A to akurat jest bardzo proste: jesli A C B C X i zbi6r
A jest domknigty w podzbiorze B, a przestrzen X jest Tg, to dobieramy funkcje ciagla v: X — R, taka ze v—({0}) = A.
Wtedy funkcja u % v|5: B — R takze jest ciagla i spetnia v=1({0}) = v~ 1({0}) N B = AN B = clz(A) = A, czyli B
jest przestrzenia Tg. O

11.17 Whniosek.
Metryzowalnos¢ — Ty = Ty = Ty.

Dowdéd. Pierwsza implikacja wynika z Tw. (str. , druga z Wn. [11.16} a trzecia z definicji T5. O

11.18 Twierdzenie.
Wiasnosci Ty, Ty, 15, Ts, T3% sq produktowe.

Dowdd. Dla Ty, Ty, T dowody sa znacznie prostsze niz dla T3, wiec tutaj ograniczymy sie tylko do pokazania dzie-
dzicznosci dla Tj i T3y . Dziedzicznos¢ Tsy wynika z rownowaznosci miedzy warunkami (i) i (iv) w Tw. 11.1} oraz
z Tw. [10.26] Przejdzmy do aksjomatu Ts. Zalézmy, ze przestrzenie X, (s € S # @) sa T3. Jest kwestia ewidentna, ze

wtedy przestrzen X def [I,cs Xs jest T1 (wynika to natychmiast np. Tw.|10.10} str. . Rozwazmy zbiér domkniety A
w X oraz punkt a = (as)ses € X \ A. Mozemy dobraé otwarty cylinder V = Cyl({Us }ses,, {Xs}ses) (gdzie S, # 2),
taki ze a € V. C X \ A. Wtedy as € U dla s € S, i z regularnoéci przestrzeni X, mozemy dobraé taki zbiér otwarty

W, C X, (jedynie dla s € S,!), ze as € W, i W C Us. Teraz wystarczy okresli¢ W, def X, dla s € S\ S, oraz zauwazy¢,

eac D Cyl({Wslses,, {Xs}ses) oraz (dzigki Tw. [10.10) D = [Lecs Ws CV,czyli AC X\ D, co kohczy dowdd

regularnosci przestrzeni X. O
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11.19 Przyklad. (Prosta Sorgenfreya, topologia strzaltki)
Podamy teraz przyktad przestrzeni doskonale normalnej X, takiej ze przestrzen X x X nie jest normalna. Prze-
strzen te nazywa sie prostq Sorgenfreya, a jej topologie topologiq strzalks.

Niech X = R bedzie zbiorem wyposazonym w topologie 7_., ktérej baza jest rodzina

(AN d:ef{[a,b): —o0<a<b< oo}
Jest rzecza ewidentna, ze ta rodzina spelnia aksjomaty (B1)—(B2) bazy topologii. Mozna pokazaé, ze:
(S1) przestrzen X jest oSrodkowa, spelnia I A.P. i jest zerowymiarowa przestrzenia T;
(S2) kazdy niepusty zbiér otwarty mozna przedstawié¢ jako sume przeliczalnej rodziny zbioréw z bazy 5_;
(S3) kazde pokrycie otwarte przestrzeni X ma podpokrycie co najwyzej przeliczalne.

Dowody tych wlasnosci pozostawiamy jako obowiazkowe ¢wiczenie (pierwsze jest bardzo proste, dwa pozostale
szybko wynikaja z wlasnosci wykazanej w nastepnym akapicie tego przykladu). Jak zobaczymy w rozdziale
przestrzenie regularne o wlasnosci (S3) (nazywa sie je przestrzeniami Lindeldfa) sa normalne, zatem X jest prze-
strzenig normalna. Z wlasnosci (S2) i tego, ze rodzina (_, sklada si¢ ze zbioréw otwarto-domknietych, tatwo
wynika, ze zbiory domkniete sa typu ¥5. Tak wiec X to przestrzen Tg. Twierdzimy, ze przestrzen X x X nie
jest normalna. W tym celu korzystamy z Tw. przestrzen X x X jest oSrodkowa (dzieki (S1)), a zbidr
AL {(z,—z): x € R} jest domkniety i jego topologia indukowana (z topologii produktowej strzatki) jest dys-
kretna, wiec przestrzen X x X nie moze by¢ normalna. Obie przywotane tu wlasnosci zbioru A sa bardzo proste —
wystarczy postugiwaé sie postacia zbiordéw z bazy S_, (éwiczenie obowiazkowe).

Aby tatwiej bylo udowodnié¢ wlasnosci (S2) i (S3) sformutowane powyzej, pokazemy, ze dla dowolnej rodziny
U = {Us}ses C 7— istnieje co najwyzej przeliczalny zbiér J C S, taki ze

(112) o= Uof]
seJ seS

Najpierw rozwazmy dowolny przedzial postaci [a, b] (gdzie —co < a < b < 00) zawarty w V ef U, Us. Pokazemy,
ze 6w przedzial mozna pokryé (co najwyzej) przeliczalng podrodzina rodziny U. W tym celu oznaczmy przez [
zbiér wszystkich liczb = € (a,b], takich ze przedzial [a,z] mozna pokry¢ przeliczalna podrodzing rodziny U,

1 oznaczmy c def sup(]) (por. dowéd Tw. str. . Zauwazmy, ze zbidr I jest niepusty (gdyz liczba a wpada do
jakiego$ zbioru z U i éw zbidr zawiera zbiér z S_, zawierajacy punkt a). Zauwazmy takze, ze ¢ € I, gdyz (z definicji
supremum) istnieje ciag (¢n)n—oo C I zbiezny do ¢ i wtedy [a,c) C Ur—,[a, ¢n] oraz c (€ [a,b]) wpada do jakiego$
zbioru U € U. Na koniec zauwazmy, ze (ten wlasnie) zbiér U zawiera przedzial postaci [c,d], gdzie d > ¢, wiec
min(b,d) € T i tym samym ¢ = b, jako kres gérny zbioru I. Pokazaliémy wiec, ze przedzial [a,b] mozna pokry¢
przeliczalnym podpokryciem rodziny U.

Aby zakonczyé dowdd , zauwazmy, ze kazda skladowa (w topologii naturalnej prostej rzeczywistej!)
zbioru V jest przedzialem niezdegenerowanym, wigc zawiera liczbe wymierng i tym samym skladowych tych
jest co najwyzej przeliczalnie wiele. Poniewaz kazda z tych skladowych jest przedzialem, kazda z nich mozemy
przedstawi¢ jako sume mnogo$ciowa przeliczalnie wielu przedzialéow zwartych. Tym samym V = |J,~, K,, dla

pewnego ciagu zwartych przedzialéw K,. Stosujac wlasno$¢ wykazana w poprzednim akapicie do kazdego ze
o T jest

zbioréw K, znajdziemy co najwyzej przeliczalny zbior T, C S, taki ze ,cq, Us D Ky Wtedy J def U
szukanym podzbiorem indekséw (dla ktérego zachodzi (11:2))).

Powyzszy przyktad pokazuje, ze:

11.20 Whniosek.
Wiasnosci Ty, Ts, Tg nie sq produktowe.

12 Dodatki I

Zawarto$¢ niniejszego rozdziatu nie obowiazuje na egzamin.

*7)Z wlasnoéci tej wynika, ze kazda podprzestrzen prostej Sorgenfreya takze jest przestrzenia Lindelofa.
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12.1 Twierdzenie.
Niech X bedzie przestrzeniqg metryzowalng w sposéb zupelny, Z przestrzeniq Hausdorffa, a h: X — Z zanurzeniem
topologicznym. Wtedy 2bior h(X) jest typu 95 w swoim domknieciu.

Dowdd. Zastepujac Z przez clz(h(X)), mozemy zalozyé, ze zbiér h(X) jest gesty w Z. W tej sytuacji mamy pokazad,
ze zbiér h(X) jest typu ¥s5. W tym celu ustalmy zupelna metryke d na X zgodna z topologia tej przestrzeni.
Ustalmy n > 0. Dla dowolnego punktu z € X zbiér h(Bq(z,27™)) jest otwarty w h(X), wigc istnieje zbiér V; ,
otwarty w Z i taki, ze
hBa(z,27")) = Vo NA(X).

Okreslamy U, Lt Usex Van- Poniewaz zbiér U, jest otwarty w Z, wystarczy pokazaé, ze h(X) = (), Un. Inkluzja
»,C” wynika z tego, ze h(x) € V., dla wszelkich € X oraz n > 0. Pozostaje wigc wykazaé inkluzje przeciwna. Niech
zatem z € (), U,. Wtedy dla dowolnej liczby n > 0 istnieje punkt z, € X, taki ze z € V,,, ,,. Zauwazmy, ze dla
dowolnych catkowitych liczb dodatnich n i m zbidr V,,, , NV, m jest otwarty i niepusty (bo zawiera z), wiec z gestosci

zbioru h(X) w Z wynika, ze V,, , N Vg, m NA(X) # @, czyli

h(Ba(xn,27") N Ba(xm,2™™)) = h(Ba(2n,27")) NA(By(2m,27™)) = Vo, n NR(X) NV, m NA(X) # 2.
Powyzsza wlasno$é implikuje, ze zbidr By(x,,27™) N By(Xm,27™) jest niepusty i tym samym d(z,, ) < 27" 427™.
Z nieréwnosci tej wnioskujemy, ze ciag (), jest Cauchy’ego. Tym samym

(12:1) Ty S w

dla pewnego punktu w € X. Pokazemy, ze z = h(w), co zakoniczy caly dowdd. Rozumujemy nie wprost: przypuséémy,
ze h(w) # z. Wtedy, z wlasnosci Ty przestrzeni Z, istnieja rozlaczne zbiory W i D otwarte w Z i takie, ze h(w) € W
oraz z € D. Zauwazmy, ze zbiéor D NV, ., N h(X) jest niepusty (bo clz(h(X)) = Z). Oznacza to, ze istnieje punkt
Yn € Ba(z,,27"), taki ze h(y,) € D. Ale wtedy d(yn,z,) < 27", wiec z (12:1)) wynika, ze y, X wi tym samym
h(yn) Z h(w). Ale to jest sprzeczne z tym, ze h(y,) ¢ W (bo h(y,) € D) — i koniec dowodu. O

12.2 Twierdzenie.
Zbior A typu 95 w przestrzeni metryzowalnej X jest homeomorficzny z podzbiorem domknietym przestrzeni X xRY .

Dowdd. Mozemy zalozyé, ze A # X. Ustalmy metryke d na X zgodna z topologia tej przestrzeni i przedstawmy X \ A
jako | Jo7; F,, gdzie F), jest niepustym zbiorem domknietym w X. Dla n > 0 niech u,,: A — R, bedzie funkcja ciagla

dang wzorem:
1

- distq(z, Fy,)
(funkcja u, jest poprawnie okreslona, gdyz F), jest zbiorem domknig¢tym rozlagcznym z A). Okre§lmy h: A — X x RY

formuta

h(z) = (z, (un(@))5y)-
Z punktu (B) Obs. (str. wynika, ze funkcja h jest zanurzeniem topologicznym. Aby zakonczyé¢ dowdd, wystarczy
wiec pokazaé, ze zbior B def h(A) jest domkniety w X x RY. W tym celu zalézmy, ze punkty a, € A sa takie,

ze limg_oo h(ag) = (2, (bn),~;) € X x RY. Chcemy pokazaé, ze z € A oraz h(ar) — h(z) (k — o0). Poniewaz
h(ar) = (ak, (un(ar)),—,), z charakteryzacji zbieznosci w topologii produktowej otrzymujemy, ze z = limy_.o ay oraz
by, = limy 00 un(ag). A wtedy dla dowolnego indeksu n > 0, distg(z, Fy,) = limy_, oo distq(ag, Fy,) oraz m —
b, € R (k — 00), co implikuje, ze distq(z, F,,) # 0, czyli z ¢ F,. Tym samym z € (| _, (X \ F,,) = A. A wtedy

automatycznie h(z) = limg_,o h(ay) 1 teza. O

Un (T

12.3 Wniosek. (Twierdzenie Aleksandrowa-Hausdorffa)
Dla przestrzeni metryzowalnej X nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) przestrzeni X jest metryzowalna w sposdsb zupelny;

(ii) przestrzen X jest homeomorficzna z podzbiorem typu 95 pewnej metryzowalnej w sposéb zupelny przestrzeni
topologicznes;

(iii) przestrzen X jest absolutnego typu ¥ (w klasie przestrzeni metryzowalnych), tzn. dla dowolnego zanurzenia
topologicznego h: X — Z w przestrzeri metryzowalng Z, zbior h(X) jest typu 95 w Z.
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Dowdd. Implikacja (i) = (iii)” wynika z Tw. oraz tego, ze przestrzenie metryzowalne sg doskonale normalne.
Z kolei implikacja ,(ii) = (i)” wynika z Tw. oraz tego, ze przeliczalny produkt kartezjanski przestrzeni me-
tryzowalnych w sposéb zupelny (oraz podzbiér domkniety takiej przestrzeni) takze jest przestrzenia metryzowalna
w sposob zupelny. Wreszcie implikacja ,,(iii) = (ii)” wynika natychmiast stad, ze kazda przestrzen metryczna mo-
zemy uzupelnié¢ (tzn. powiekszyé do przestrzeni metrycznej zupelnej, w ktérej ta wyjsciowa przestrzen jest zbiorem
gestym). O

12.4 Wniosek. (,,Abstrakcyjne” twierdzenie Baire’a)
Przeciecie przeliczalnie wielu metryzowalnych w sposob zupelny gestych podprzestrzeni przestrzeni metryzowalnej
jest gestaq podprzestrzeniq metryzowalng w sposob zupelny.

Dowo’d Wystarczy najpierw uzupetnié przestrzen metryzowalna, w ktorej ”rozgrywa sie akcja”, nastepnie zastosowaé
Wn. a potem klasyczne twierdzenie Baire’a. O

12.5 Wniosek.
Jesli przestrzen metryzowalna jest sumq skornczenie wielu swoich podprzestrzeni metryzowalnych w sposob zupelny,
to sama jest metryzowalna w sposob zupelny.

Dowdéd. Uzupelniamy przestrzen, stosujemy Twierdzenie Aleksandrowa-Hausdorffa i korzystamy z tego, ze suma skon-
czenie wielu zbioréw typu ¥s jest takze zbiorem typu 9. O

12.6 Twierdzenie. (Twierdzenie Lawrientiewa)

Niech X i'Y bedq przestrzeniami metryzowalnymi w sposdb zupelny, a h: A — B homeomorfizmem miedzy A C X
oraz B C'Y. Wtedy istniejq zbiory A C X, B C Y typu 95 oraz homeomorfizm h: A — B, takie e AC A, BC B
oraz h|a = h.

Dowdd. Z Tw. (9.21] - (str. [54) wynika, ze istnieja funkcje ciagle F': Ag — Y oraz G: By — X, takie ze Ag D A jest
zbiorem typu ¥s w A (i tym samym typu % w X), By O B jest typu % w B (i tym samym typu ¥ w Y) oraz
F|4 = hiG|p =h~!. Rozwazmy nastepujace podzbiory produktu X x Y:

E (2, F(2)): €A}, T E{(Gy).y): yeBo}

(T" to wykres funkcji F', a I'* to ,odwrécony” wykres funkcji G). Poniewaz Ay i By to przestrzenie metryzowalne
w spos6b zupelny (dzieki Twierdzeniu Aleksandrowa-Hausdorffa), a funkcje ®: Ag > 2 — (2, F(z)) € I oraz ¥: By >
y — (G(y),y) € T'* to homeomorfizmy, takze przestrzenie I' i I'* sa metryzowalne w sposéb zupelny. Zatem sa to
podzbiory typu ¥s w X x Y. Stad takze zbiér A A jest typu 95 w X x Y, czyli A to przestrzen metryzowalna
w sposob zupelny. W takim razie przestrzenie A def ® 1(A) C X oraz B def U~1(A) C Y sa metryzowalne w sposéb
zupelny, czyli sa to zbiory typu %5 (ponownie dzieki Tw. [12.2)). Dalej, poniewaz {(z, h(z)): z € A} = {(h"(y),y): y €
B} C A, widzimy, ze A C A oraz B C B. Na koniec okreslamy h: A — Y jako F'| ;. Jest jasne, ze funkcja h jest ciagla

i przedtuza funkcje h. Pozostaje pokazaé, ze ﬁ(/i) = B oraz ze h to iniekcja o ciaglej funkcji odwrotnej. W tym celu
zZauwazmy, ze:

{(z,h(z)): z€ A} =A={(G(y),y): y e B}.

Istotnie, pierwsza réwno$¢ wynika z definicji zbioru A oraz tego, ze A C F., a druga z analogicznych wtasnosci.
Tym samym widzimy, ze wykres funkcji h jest ,odwréconym” wykresem (czyli relacja odwrotng do wykresu) funkcji
G|j. Stad automatycznie wynika, ze funkcja h jest bijekcjg miedzy A a B oraz ze h™! = Glp, czyli h: A — B to
homeomorfizm. O

12.7 Wniosek.
Dla przestrzent metryzowalnej X oraz przeliczalnej liczby porzgdkowej o > 1 nastepujgce warunki sg rownowazne:

*8)Podzbiér wykresu funkcji (o niekoniecznie peinej dziedzinie) jest réwniez wykresem (takiej) funkcji.
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(i) przestrzen X jest absolutnej addytywnej (odp. multiplikatywnej) klasy o (w klasie przestrzeni metryzowal-
nych), tzn. ilekro¢ h: X — Z to zanurzenie topologiczne w przestrzen metryzowalng Z, tylekroé zbior h(X)
jest addytywnej (odp. multiplikatywnej) klasy o w Z;

(il) prezestrzerh X mozna zanurzyé w przestrzen metryzowalng w sposéb zupelny jako zbior addytywnej (odp.
multiplikatywnej) klasy a.

W szczegolnosci, podzbior borelowski przestrzeni metryzowalnej w sposob zupelny jest absolutnie borelowski w klasie
przestrzeni metryzowalnych.

Dowdd. Oczywiscie jedyne, co wymaga dowodu, to implikacja ,,(ii) = (i)”. Dla uproszczenia rozumowania, nazwijmy
addytywna (odp. multiplikatywna) klase «, dla ktérej dowodzimy twierdzenie, klasa 9. Zalézmy, ze e: X — M jest
zanurzeniem topologicznym w przestrzen metryzowalna w sposob zupelny M, takim ze zbiér e(X) jest klasy 9t w M,
oraz rozwazmy dowolne zanurzenie topologiczne h: X — Z w przestrzen metryzowalna. Uzupelniajac Z wzgledem
dowolnej metryki zgodnej z jej topologia, mozemy (i tak czynimy ponizej) zalozyé, ze przestrzen Z jest metryzowalna
w sposéb zupelny@

Z twierdzenia Lawrientiewa, funkcje e=! o h: e(X) — h(X) mozemy przedtuzyé do homeomorfizmu H: A — B
miedzy podzbiorami A C M, B C Z typu %s. Poniewaz homeomorfizmy zachowuja addytywne i multiplikatywne klasy
zbioréw (co réwniez latwo pokazuje sie indukcja pozaskonczong), zbidr H(e(X)) = h(X) jest tej samej klasy w B, co
e(X) w A. Poniewaz e(X) jest klasy 9t w M, wiec jest tej samej klasy w A, a zatem h(X) jest klasy M w B. Ale o > 1,
wiec B, jako zbiér typu ¥ (czyli mutliplikatywnej klasy 1 i addytywnej klasy 2), jest klasy 9t w Z. Poniewaz podzbiér
klasy 9t w podzdbiorze klasy 91 sam jest podzbiorem klasy 9 (indukcja pozaskonczona), otrzymujemy teze. O

12.8 Uwaga.
Wszystkie ponizsze informacje dotycza klasy przestrzeni metryzowalnych.

Tw. oraz Wn. podaja dokladng charakteryzacje przestrzeni absolutnej addytywnej klasy o > 1 oraz
absolutnej multiplikatywnej klasy 8 > 0. Bardzo tatwo dowodzi sie, ze przestrzen pusta jest jedynym zbiorem
absolutnej addytywnej klasy 0 (czyli zbiorem ,absolutnie otwartym”). Znacznie trudniej (ale nie ,az tak” trud-
no) przeprowadza sie dowdd tego, ze przestrzenie absolutnej multiplikatywnej klasy 0 (czyli zbiory ,absotulnie
domkniete”) to dokladnie przestrzenie zwarte. Prosciej (powolujac sie na Wn. str. dowodpzi sie, ze osrod-
kowe przestrzenie absolutnej multiplikatywnej klasy 1 (czyli zbiory absolutnego typu F#,) to dokladnie przestrzenie
o-zwarte, czyli takie, ktore mozna przedstawié¢ jako sume przeliczalnie wielu podzbioréw zwartych. Zdecydowanie
najtrudniej dowodzi sie ogdlnego przypadku dla absolutnej addytywnej klasy 1 — jest to wynik pochodzacy od
A_H. Stone’a:

Dla przestrzeni metryzowalnej X nastepujgce warunki sg rownowazne:

o przestrzen X jest absolutnego typu F,;

o przestrzen, X jest o-lokalnie zwarta, czyli mozna jg przedstawic jako sume przeliczalnie wielu
podzbiorow lokalnie zwartyC'

e przestrzen X mozna przedstawié jako sume przeliczalnie wielu domknietych podzbiorow lokalnie
zwartych.

13 Lokalna zwartosé

13.1 Definicja.
Przestrzen topologiczna nazywamy lokalnie zwartq, jesli kazdy jej punkt ma zwarte otoczenie [oraz gdy cala
przestrzen jest To].

*9)Nietrudno sie przekonaé — stosujac indukeje pozaskoriczong wzgledem a — ze jesli PUQ C R i P jest addytywnej lub multiplikatywne;
klasy a w R, to P N Q réwniez jest tej klasy w Q. Z tej obserwacji skorzystamy takze w nastepnym paragrafie.

*10) Przestrzenie lokalnie zwarte omawiamy w nastepnym rozdziale.

75 (© Piotr Niemiec



TOPOLOGIA LATO 2026 — ZIMA 2027

13.2 Obserwacja.
Przestrzen Ts jest lokalnie zwarta wtedy + tylko wtedy, gdy kazdy jej punkt ma otoczenie otwarte o domknieciu
zwartym.

Dowdd. Cwiczenie. O

13.3 Uwaga.

Koncepcja ,ulokalniania” wlasnosci w przestrzeniach topologicznych jest powszechna. Wprowadzone w Def. [[3.3]
pojecie lokalnej zwartodci jest jednym z jej przyktadéw. Aczkolwiek, warunek je definiujacy odbiega od zasadniczej
idei kryjacej sie pod ww. koncepcja. Mianowicie, przestrzen topologiczna ma pewna wlasnosé lokalnie, jesli w kaz-
dym swoim punkcie ma baze otoczenn (niekoniecznie otwartych) posiadajacych te wlasnosé. W lokalnej zwartosci
zada sie jedynie, by kazdy punkt mial choé¢ jedno otoczenie zwarte (a wiec niekoniecznie baze¢ otoczen zlozona ze
zbioréw zwartych). Jak nietrudno sie przekonaé, oba te warunki sa réwnowazne w przestrzeniach T5. Jednakze,
jak zobaczymy w Tw. [I3.8] ponizej, kazda lokalnie zwarta przestrzen Tb jest calkowicie regularna — a wiec taka
przestrzen ma dowolnie male otoczenia zwarte. Dlaczego zatem jako warunek definiujacy wybiera sie ten, ktéry
odbiega od standardu lokalnosci? Prawdopodobnie dlatego, ze jest wygodniejszy do sprawdzania.

13.4 Przyktad.

(A) Podzbidr otwarty zwartej przestrzeni To jest przestrzenia lokalnie zwarta (co wynika od razu z regularnosci
zwartych przestrzeni).

(B) Przestrzen metryczna Heinego-Borela jest lokalnie zwarta.
(C) Przestrzenie euklidesowe sa lokalnie zwarte (ale nie zwarte).

Jak zobaczymy niebawem (zob. Tw. |13.12)), réwniez kazdy otwarty podzbidér lokalnie zwartej przestrzeni Ts jest
przestrzenia lokalnie zwarta — ale chwilowo nie jesteSmy w stanie tego krotko uzasadnié.

Ponizszy rezultat to jedno z najwazniejszych (choé¢ podstawowych) narzedzi do badania przestrzeni lokalnie zwartych.

13.5 Twierdzenie. (Twierdzenie Aleksandrowa o jednopunktowym uzwarceniu)
Niech X bedzie lokalnie zwartq przestrzeniq Ts.

(a)

ISTNIENIE) Istnieje zwarta To-przestrzen Z, taka Ze:

a) (
(wl) X C Z i X jest zbiorem gestym w Z;
(w2) top(Z)|x = top(X);
(w3) card(Z\ X) < 1.
(b) (JEDYNOSC) Jesli W jest zwartq Ta-przestrzenig, a h: X — W zanurzeniem topologicznym, takim ze
card(W \ h(X)) <1 oraz cly (h(X)) =W,

to istnieje dokladnie jeden homeomorfizm H: Z — W przedtuzajocy funkcje h.

Dowdéd. Najpierw zajmiemy sie istnieniem przestrzeni Z o postulowanych wlasnosciach. Gdy przestrzen X jest zwarta,
przyjmujemy Z ey, Ponizej przedstawiamy konstrukcje dla niezwartej przestrzeni X.
Niech w ¢ X oraz Z ©f x u {w}. Na zbiorze Z wprowadzamy rodzine 7z jego podzbioréw okreslona nastepujaco:

Uergz < (Uetop(X) V X \U to zwarty podzbiér przestrzeni X).
Zauwazmy, ze:

(Z1) Rodzina 7z to topologia na zbiorze Z:
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e O 7 €Ty

e jeSli U,V € 7 1 UNV ¢ top(X), to zbiory X \ U oraz X \ V sa zwartymi podzbiorami przestrzeni X,
a wtedy takze X \ (UNV) (= (X \U)U (X \V)) jest zbiorem zwartym — co pokazuje, ze przeciecie dwdch
zbioréw z Tz réwniez nalezy do 7z;

e jedliUs € Tz dlas € S (1S # ), to albo wszystkie zbiory Us sa otwartymi podzbiorami X (i wtedy
Uses Us € top(X)), albo w € (,cgUs i wtedy zbiory X \ Us (s € S) sa zwarte w X (wiec domknigte
tamze — bo przestrzen ta jest 1), a stad takze X \ (U,cq Us) (= N,es(X \ Us)) jest zwartym podzbiorem
przestrzeni X — co uzasadnia, ze |J,.g Us € 72.

(Z2) 7Zbibér X jest gesty w Z.
Istotnie, zbidr Z \ X = {w} jest brzegowy w Z (gdyz X nie jest przestrzenia zwarta).

(Z3) X € 7z oraz 7z|x = top(X) — co wynika wprost z definicji rodziny 7.

(Z4) Przestrzen (Z,7z) jest To.
Istotnie, jesli a, b € X sa r6zne, to z wlasnosci Ts przestrzeni X wynika, ze istnieja roztaczne zbiory U,V € top(X),
takie ze a € U oraz b € V. A wtedy U,V € 77 i teza. Jedli natomiast np. a € X oraz b = w, to z lokalnej zwartosci

przestrzeni X wynika istnienie zbioru zwartego K C X, takiego ze a € intx (K). Wtedy U 4 ing x(K) € 1z jest

otoczeniem punktu a w Z, V &f 7 \ K jest otwartym otoczeniem punktu b (V € 7z, gdyz X \ V = K) oraz

uUnv =2.

(Z5) Przestrzen Z jest zwarta. Istotnie, jesli {Ws}ses jest pokryciem otwartym przestrzeni Z, to istnieje indeks

so € 9, taki ze w € Wy,. Wtedy zbiér K Ly \ Ws, jest zwarty (w X), a zbiory Wy N X (gdzie s € S) stanowia
otwarte pokrycie przestrzeni X. Tak wigc istnieje skoniczony zbiér F' C S, taki ze K C |J,.p Ws. Wtedy rodzina
{Ws}serugsey jest skoniczonym podpokryciem przestrzeni Z.

Z okreSlenia zbioru Z oraz powyzszych wlasnoéci wynika, ze zachodzi (a). Dla dowodu (b), zalézmy, ze przestrzen
W oraz funkcja h: X — W maja wlasnosci opisane tamze. Jesli przestrzenn X jest zwarta, wtedy zbior h(X) jest
domkniety w W, wiec z zalozenia w (b) wynika, ze h(X) = W, czyli ze h to homeomorfizm. Z racji, ze w tym
przypadku Z = X, teza jest spelniona.

Zalézmy teraz, ze przestrzen X nie jest zwarta. Wtedy takze zbiér h(X) nie jest zwarty, wiec h(X) # W. Wynika
stad, ze W = h(X) U {w}. Okredlamy funkcje H: Z — W regulami: H|x = h oraz H(w) = w. Zauwazmy, ze H to
bijekcja, ktora jest ciagla w kazdym punkcie zbioru X. Aby wiec wykazaé ciggloéé funkeji H, wystarczy pokazac jej
ciaglo$¢é w punkcie w. Niech zatem V' C W bedzie otwartym otoczeniem punktu H(w) = w. Wtedy zbidér W\ V jest

zwartym podzbiorem zbioru h(X), co implikuje, ze zbiér K def =Y (W \ V) C X jest zwarty w X (bo h to wlozenie

topologiczne). Ale K = H Y (W \ V) = Z\ H-Y(V), co oznacza, ze H (V) € 17 i pokazuje, ze funkcja H jest
ciagla w punkcie w. Tym samym H: Z — W to ciagla bijekcja miedzy zwartymi przestrzeniami Ts, a takie funkcje sa

homeomorfizmami (por. Tw. str. [34)).

Jedyno$¢ funkcji H wynika z Wn. [10.13| (str. . O
Zauwazmy, ze jedli niezwarta przestrzen X jest podprzestrzenig zwartej To-przestrzeni Z oraz card(Z \ X) < 1, to X
jest gesta podprzestrzenia przestrzeni Z.

13.6 Definicja.

Niech X i Z beda przestrzeniami topologicznymi. Méwimy, ze przestrzen Z jest uzwarceniem przestrzeni X, jesli
Z to zwarta przestrzen Th oraz istnieje zanurzenie topologiczne h: X — Z, ktérego obraz jest gesty w Z. Zbior
Z \ h(X) nazywamy narostem uzwarcenia.

Jednopunktowym uzwarceniem lub uzwarceniem Aleksandrowa lokalnie zwartej niezwartej przestrzeni Ty na-
zywamy (dowolne) uzwarcenie tej przestrzeni, ktérego narost jest jednopunktowy. W tej sytuacji element narostu
czesto nazywa sie nieskoriczono$cig danej przestrzeni lokalnie zwartej. Uzwarcenie Aleksandrowa przestrzeni X
standardowo oznacza sie przez wX. Réwnie czesto stosuje sie notacje wX = X U {oo} oraz wX = X U {w}.

Tw. m pokazuje, ze kazda niezwarta przestrzen lokalnie zwarta posiada jedno jedyne (z dokladnoscia do home-
omorfizmu) uzwarcenie Aleksandrowa.

13.7 Obserwacja.
Przestrzen topologiczna X posiada uzwarcenie wtedy i tylko wtedy, gdy jest Tg%.
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Dowdéd. Teza wynika natychmiast z Tw. (str. [66)). O

13.8 Twierdzenie.
Lokalnie zwarte przestrzenie Ty sq Ty1.

Dowdd. Teza wynika z Tw. [[3.5] oraz Obs. [[37] O

13.9 Obserwacja.
Istnieje lokalnie zwarta przestrzen Ty, ktora nie jest Ty.

Dowdd. Prz.|11.11| (str. @] pokazuje, ze kostka Tichonowa [0, 1]2R0 nie jest T5. Tym samym — na podstawie charak-
teryzacji podanej w Tw. [11.14] (str. , przestrzen ta zawiera gesty podzbior otwarty X, ktéry nie jest przestrzenia

normalna. Z Prz. A) wnosimy, ze X jest przestrzenia lokalnie zwarta — i teza. O

Jak wiemy, przestrzenie euklidesowe sg lokalnie zwarte i niezwarte. Rodzi si¢ wigc naturalne pytanie, jaka przestrzenia
jest wR™. Odpowiada na nie nastepujace

13.10 Twierdzenie. (Twierdzenie o rzucie stereograficznym)
Niech e % (O 0,...,0,1) e R"*1 b L2 oraz

SEzeR™: |z —¢lls = 1}.

Dla dowolnego wektora x € R™ istnieje dokladnie jedna liczba t, > 0, taka Ze wektor h(x) = &f (1 —tz)b+tz(,0)
nalezy do S. Otrzymana w ten sposéb funkcja h: R™ — S jest zanurzeniem topologicznym, a jej zbior wartosci to
S\ {b}.

W szczegdlnosci, jednopunktowe uzwarcenie przestrzeni R™ jest homeomorficzne z n-wymiarowq sferg euklide-
def
sowqg S" = {r € R ||z|y = 1}.

Funkcje h=1: S\ {b} — R™ nazywamy rzutem stereograficznym.

Dowdd. Dzigki Tw. [[3.5] wystarczy pokazaé, ze funkcja h okreslona powyzej jest zanurzeniem topologicznym, ktérego
zbiorem wartosci jest zbiér S\ {b}.

Zacznijmy od uzasadnienia, ze liczba t, jest jedna jedyna, i wyznaczmy te liczbe. Niech wiec t bedzie liczba
dodatnia, a x dowolnym wektorem w R™. Pytamy, kiedy wektor (1 — t)b + ¢(z,0) nalezy do S. Jest tak wtedy, gdy
(1 —t)b+ t(x,0) — e||2 = 1. Podnoszac obie strony tego réwnania (z niewiadoma t) do kwadratu i stosujac wzér na
normg || - ||2, réwnanie to zamienia si¢ na:

t2||z)|2 + (1 —2t)% = 1.
Uwzgledniajac warunek ¢ # 0, bez trudu wyznaczamy t = t,:

4
4+ [|l]3

Tym samym h(z) = (1 — t;)b + t,(x,0) jest funkcja ciagla. Zauwazmy takze, ze h(xz) # b (bo t, # 01 b # (z,0)).
Pozostaje wigc pokazaé, ze funkcja h jest bijekcja miedzy R™ a S\ {b} oraz ze funkcja odwrotna jest ciagta. W tym
celu ustalmy dowolnie punkt z € S\ {b} i rozwazmy réwnanie

(13:1) h(z) ==z

ty = € (0,1].

(z niewiadoma = € R™). Zapiszmy z = (7, 20), gdzie 2/ € R"™ oraz zp € R, i zauwazmy, ze warunek z € S\ {b}
implikuje, ze zg € [0,2). Réwnanie (13:1]) jest réwnowazne ukladowi réwnan:

17tz— Zo
tyx =2

Pierwsze z tych réwnan pozwala nam wyznaczy¢ t,, a drugie =: t, = 1 — zo, = iz = 227 ze wtedy
ty > 0oraz (1 —t,)b+t,x = z € S, wiec wprost z definicji funkeji h wymka ze h(a: =z 7 jedynoéci rozwiazania
tego réwnania wynika, ze h jest bijekcja (na S\ {b}) oraz h=1(z) = 22Z czyli takze ta funkcja jest ciagta. O
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Zajmiemy sie teraz podprzestrzeniami lokalnie zwartymi przestrzeni Hausdorffa.

13.11 Twierdzenie. ~
Jesli A jest lokalnie zwartq podprzestrzeniq przestrzeni Hausdorffa X, to zbiér A\ A jest domkniety w X.

Dowdd. Zauwazmy, ze teza twierdzenia jest réwnowazna stwierdzeniu, ze zbiér A jest otwarty w A. Z tego wzgledu,
zastepujac X przez A, mozemy zalozyé, ze zbiér A jest gesty w X. W tej sytuacji mamy pokazaé, ze zbiér A jest
otwarty. Tego wlasnie dowodzimy ponize;j.

Niech a € A. Z lokalnej zwartosci przestrzeni A wnosimy, ze istnieje zbidr V otwarty w A, taki ze a € V oraz cla (V)
jest zbiorem zwartym. Wtedy automatycznie cla (V') jest zbiorem domknietym w X (bo X jest T3) i, co za tym idzie,
cla(V) = V. Poniewaz V jest zbiorem otwartym w A, istnieje zbiér U otwarty w X, taki ze ANU = V. Z gestosci
zbioru A w X oraz otwartoéci U w X wynika, ze zbiér AN U jest gesty w U. Oznacza to, ze U = ANU =V C A.
Tym samym U C A. Alea € V C U, czyli U jest otoczeniem punktu a otwartym w X, zawartym w A. Tak wiec zbior
A jest otwarty. O

13.12 Twierdzenie. ~
Podzbidr A lokalnie zwartej To-przestrzeni X jest przestrzeniq lokalnie zwartg wtedy i tylko wtedy, gdy zbidr A\ A
jest domkniety w X.

Dowdd. Dzigki poprzedniemu rezultatowi, wystarczy pokazaé, ze jesli A\ A jest zbiorem domknietym (w przestrzeni
lokalnie zwartej), to przestrzen A jest lokalnie zwarta. Dow6d tegoz podzielimy na trzy czesci.

Najpierw zalézmy, ze zbior A jest domkniety. Dla a € A dobieramy otoczenie U otwarte w X, ktorego domkniecie
jest zwarte. Wtedy zbiér AN U jest zwarty i zawiera zbiér A N U, ktéry jest otoczeniem punktu a w A. Tym samym
A jest przestrzenia lokalnie zwarta.

Teraz zal6zmy, ze zbior A jest otwarty. Dla a € A dobieramy otoczenie U otwarte w X, ktérego domkniecie jest
zwarte. Wtedy zbior ANU jest otoczeniem punktu a otwartym w X, wigc z regularnoéci przestrzeni X (zob. Tw. |13.8))
wynika istnienie otwartego otoczenia V punktu a, takiego ze V.C ANU. A wtedy V jest domknietym podzblorem
zwartej przestrzeni U wiec jest to przestrzen zwarta. Tym samym a € V oraz Vc A, czyli punkt a ma w przestrzeni
A otoczenie zwarte.

Niech wreszcie A bedzie dowolnym zbiorem, takim ze zbiér A \ A jest domkniety. Oznacza to, ze zbiér A jest
otwarty w przestrzeni A. Z pierwszej cze$ci dowodu wiemy, ze przestrzenn A jest lokalnie zwarta, a z drugiej czedci
dowodu, ze przestrzen A jest lokalnie zwarta (skoro A jest zbiorem otwartym w przestrzeni lokalnie zwartej A). [

13.13 Twierdzenie.
Tloczyn kartezjanski niepustych przestrzeni topologicznych jest lokalnie zwartq Ts-przestrzenig wtedy @ tylko wtedy,
gdy wszystkie te przestrzenie sq lokalnie zwarte Ty 1 tylko skonczenie wiele sposrod nich jest niezwartych.

Dowdd. Niech {X,}secs bedzie rodzing niepustych przestrzeni. Z produktowosci (Tw. str. i dziedzicznosci
(Obs. str. wlasnosci T, wynika, ze mozemy zalozy¢, ze wszystkie te przestrzenie sg T5. Wtedy takze przestrzen
x & [Iocs Xs jest Tn.

( <= ): Niech F bedzie skonczonym podzbiorem zbioru S, takim ze przestrzen X jest lokalnie zwarta dla s € F oraz
zwarta dla s € S\ F. Z Twierdzenia Tichonowa (Tw.|10.26] str. wynika, Ze przestrzen K Lef Hses\F X, jest zwarta.

Poniewaz przestrzenie X oraz K x [], . X sa homeomorficzne, wystarczy pokazaé, ze iloczyn kartezjanski skoficzenie

wielu przestrzeni lokalnie zwartych jest przestrzenia lokalnie zwarta. W tym celu rozwazmy lokalnie zwarte przestrzenie

Wi,...,W, oraz punkt w = (wy,...,w,) € W = def Wi x...x Wp. Dlaj=1,...,p dobieramy zwarte otoczenie U}

punktu w; w W;. Wtedy zbiér U d:‘Sf U1 X ...x U, jest zwartym otoczeniem punktu w w W (zwartoéé ponownie wynika
z Twierdzenia Tichonowa, a to, ze U jest otoczeniem punktu w, bierze si¢ stad, ze zbi6r int(Uy) x ... x int(U),) jest
otwarty w W).

(= ):ZWn (str. wiemy, ze kazda z przestrzeni X, jest homeomorficzna z domknieta podprzestrzenia
przestrzeni X, wiec X, jest przestrzenia lokalnie zwarta (dzigki Tw. [13.12). Na koniec ustalmy dowolny punkt a =
(as)ses € X i dobierzmy otwarty cylinder C' = Cyl({V;}seso, {Xs}ses) zawierajacy a, ktéry ma zwarte domkniecie

w X. Wtedy przestrzen []
z produktem

(13:2) I x.

s€S\So

ses As, gdzie Aj def {as} dla s € Sy oraz A, def X5 dla s ¢ Sp, jest homeomorficzna
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i zarazem zbiorem domknietym w X zawartym w C, a wiec jest zwarta. Tym samym produkt (|13:2]) jest przestrzenia
zwarta, a stad przestrzen X, jest zwarta dla s € S\ Sy — i teza. O

Na zakonczenie tego rozdzialu udowodnimy twierdzenie Baire’a dla przestrzeni lokalnie zwartych. Jak zobaczymy,
dowdd w tym przypadku przebiega bardzo podobnie jak dla przestrzeni metryzowalnych w sposéb zupelny.

13.14 Twierdzenie. (Twierdzenie Baire’a dla przestrzeni lokalnie zwartych)
Suma mnogosciowa przeliczalnie wielu brzegowych zbioréw typu F, w lokalnie zwartej przestrzeni Hausdorffa jest
zbiorem brzegowym typu F,.

Dowdéd. Niech Dy, Do, ... beda brzegowymi zbiorami typu .%, w lokalnie zwartej To-przestrzeni X . Bez straty ogdlnosci,

mozemy zalozyé, ze wszystkie zbiory D, sa domkniete (por. poczatek dowodu Tw. str. [53). Przeprowadzamy

L1 .. . . def . N .
dowdd nie wprost. Zalézmy, ze zbiér B = Uf;l D,, ma niepuste wnetrze. Oznacza to, ze istnieje zbiér zwarty K

o niepustym wnetrzu, ktéry zawiera sie w B. Dalej konstruujemy indukcyjnie zbiory zwarte K7, Ko, ... (korzystajac
z tego, ze przestrzen X jest lokalnie zwarta), takie ze:

(ln) Kn C Kn—l;
(2,) int(K,) # 2.
(Sn) Kn N Dn =

Jedli zbiér K,,—1 jest skonstruowany, to zbiér int(K,,_1) \ D, jest niepusty (gdyz zbiér D,, jest brzegowy), wiec jako
ze jest otwarty (bo D,, jest zbiorem domknietym), musi zawiera¢ zbiér zwarty K, o niepustym wnetrzu. Tak dobrany
zbiér spetnia warunki (1,,)—(3,,).

Majac juz ciag zbioréw Ko, K1, Ko, ..., z ich zwartosci oraz wlasnosci (1,,)—(2,,) wynika, ze (., K, jest zbiorem
niepustym. Niech a bedzie dowolnym punktem tego przeciecia. Wtedy a € Ky C B, czyli a € D), dla pewnego indeksu
p > 0. Ale takze a € K, czyli K, N D, # @, co jest sprzeczne z warunkiem (3,). O

14 Lokalna sp6jnosé i lokalna drogowa spd6jnoscé

14.1 Definicja.
Moéwimy, ze przestrzen topologiczna X jest lokalnie spdjna w punkcie a € X, gdy X ma baze¢ spdjnych otoczen
(niekoniecznie otwartych) w tym punkcie:

YU otoczenie punktu a 35 zbidér spéjny: S C U A a € int x(.9).

Przestrzen X jest lokalnie spojna, gdy jest lokalnie spdéjna w kazdym swoim punkcie.

14.2 Twierdzenie.
Dla przestrzeni topologicznej X nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) przestrzer X jest lokalnie spdjna;
(ii) spdjne zbiory otwarte tworzq baze przestrzeni X ;

(iii) skladowe zbiordw otwartych w X sq zbiorami otwartymi.

Dowdd. Zauwazmy, ze implikacje (iii) = (ii) = (i) sa natychmiastowe. Wystarczy wiec pokazaé, ze z (i) wynika (iii).
W tym celu ustalmy skladowa S zbioru U otwartego w X oraz dowolny punkt a € S. Jedyne, co musimy zrobié¢, to
znalezé otoczenie punktu a zawarte w S. Aby wskazaé takie otoczenie, korzystamy z lokalnej spjnoéci przestrzeni X
w punkcie a. Z warunku definiujacego te wlasnosé wynika, ze istnieje zbior spdjny C zawarty w U, taki ze a € int(C).
Z wlasnosci sktadowych wynika, ze wtedy C' C S, a stad a € int(C) C S i teza. O
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14.3 Definicja.
Méwimy, ze przestrzen topologiczna X jest lokalnie drogowo spéjna w punkcie a € X, gdy:

VU otoczenie punktu a 3V otoczenie punktu a Vz € V 3y: [0,1] — U droga: ~(0) =a, (1) = z.

Przestrzen X jest lokalnie drogowo spojna, gdy jest lokalnie drogowo spojna w kazdym swoim punkcie.

14.4 Przyktad.

Jak nietrudno sie przekonaé, kazda przestrzen unormowana jest lokalnie drogowo spdjna. Istotnie, w takich prze-
strzeniach kule otwarte sa zbiorami wypuklymi, a wiec drogowo spéjnymi (funkcja ,odcinkowa” [0,1] > ¢ +—
(1 —t)a + tb jest droga od punktu a do b lezaca w dowolnym zbiorze wypuklym zawierajacym te punkty).

14.5 Twierdzenie.
Przestrzen lokalnie drogowo spojna jest lokalnie spojna, a kazZdy jej spojny podzbior otwarty jest drogowo spojny.

Dowdd. Ustalmy lokalnie drogowo spdjna przestrzen topologiczna X i jej otwarty podzbiér U oraz punkt a € U.
Z Def. [[4:3] wynika, ze istnieje otwarte otoczenie V punktu a, takie ze dla dowolnego punktu b € V istnieje droga
Y: [0,1] — U od a do b. Wtedy zbiér S def Upev 7([0,1]) C U jest zbiorem spéjnym (gdyz zbiory v4([0, 1]) sa spdjne
i zawieraja a) obejmujacym zbiér V, co pokazuje, ze przestrzen X jest lokalnie spéjna. Zalézmy teraz, ze zbiér U jest
otwarty i spéjny. Dla ustalonego punktu a € U oznaczmy przez W zbiér tych punktéw b € U, ktore mozna potaczyé
z a droga lezaca w U. Poniewaz a € W, aby stwierdzié, ze zbioér U jest drogowo spéjny (czyli ze W = U), wystarczy
pokazaé, ze zbiér W jest otwarty oraz domkniety w U (dzieki spdjnosci zbioru U). Obie te wlasnosci dosé latwo
wynikaja z lokalnej drogowej spojnoéci przestrzeni X oraz otwartosci zbioru U. Istotnie, aby wykazaé otwartos¢ zbioru
W, ustalamy punkt b € W i dla otoczenia U punktu b dobieramy otoczenie V punktu b o tej wlasnosci, ze kazdy punkt
z V mozna polaczy¢ z b droga lezaca w U. Wtedy V' C W, gdyz stosowna droge od b do z € V (jako funkcje z [1, 2]
w U) mozemy zlepi¢ z droga od a do b (ktéra istnieje dzieki temu, ze b € W), by otrzymaé droge od a do z lezaca
w U. Tym samym zbiér W jest otwarty. Aby wykazaé¢ jego domknietoéé w U, wystarczy sprawdzié, ze W = U NW.
Niech wiec ¢ € U N W. Z lokalnej drogowej spéjnoéci przestrzeni X wynika, ze istnieje otoczenie V punktu c, takie
ze kazdy punkt z V mozna polaczyé z ¢ droga lezaca w U. Skoro V to otoczenie punktu c, a ¢ € W, istnieje punkt z
lezacy w V N W. Wtedy z mozemy polaczyé drogami lezacymi w U zaréwno z a (bo z € W), jak iz ¢ (bo z € V).
Zlepienie dwéch takich drég da nam droge od a do ¢ lezaca w U, wiec ¢ € W, co konczy dowdd twierdzenia. O

Cho¢ pojecia lokalnej spéjnosci i lokalnie drogowej spdjnosci nie sa réwnowazne nawet w klasie metryzowalnych
przestrzeni, nie jest latwo podaé przyklad takiej przestrzeni, ktéra jest lokalnie spdjna, ale nie lokalnie drogowo
spojna. Trudnosé ta ma zwiazek z nastepujacym waznym twierdzeniem:

14.6 Twierdzenie. (Twierdzenie Mazurkiewicza-Moore’a)
Spajny otwarty podzbidr metryzowalnej w sposéb zupelny przestrzeni lokalnie spojnej jest tukowo spojny.

(bez dowodu)

Powyzsze twierdzenie stanowi gléwne narzedzie w dowodzie rownie waznego rezultatu:

14.7 Twierdzenie. (Twierdzenie Hahna-Mazurkiewicza)
Dla Th-przestrzeni X nastepujgce warunki s¢ rownowazne:

(i) istnieje ciggla suriekcja z [0,1] na X;
(ii) X jest przestrzeniq o nastepujgcych wlasnosciach:

« X #0;

o X jest przestrzenig spojng i lokalnie spojng;
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o X jest przestrzeniq zwartg;

o X spelnia IT A.P. (lub réwnowaznie [w tym kontekscie]: X jest przestrzeniq metryzowalng).

(bez dowodu)

14.8 Wniosek.
Drogowo spdojna przestrzen Ty jest tukowo spojna.

Dowdd. Niech a i b beda dwoma réznymi punktami drogowo spdjnej Th-przestrzeni X i niech «: [0,1] — X bedzie
droga od a do b. Z Tw. wynika, ze wtedy przestrzen W def ~([0,1]) jest metryzowalna, zwarta, spdjna i lokalnie

spojna. W takim razie, dzieki Tw. jest ona takze lukowo spdjna. W szczegdlnosci, istnieje tuk od a do b (gdyz
oba te punkty leza w W). O

Twierdzenie Hahna-Mazurkiewicza implikuje, ze ciagly obraz odcinka (o ile jest przestrzenia Hausdorffa) jest prze-
strzenia lokalnie sp6jna. Mozna pokazaé, ze w ogélnoéci nie jest prawda, ze ciagly obraz przestrzeni lokalnie spdjnej
jest przestrzenia lokalnie spdjna (nawet jesli obie przestrzenie sa metryzowalne w sposéb zupelny). Mimo to lokalna
spojnosé jest zachowana przy przeksztalceniach zwartych przestrzeni Ts, co pokazuje ponizsze

14.9 Twierdzenie.
Cliggly obraz lokalnie [drogowo] spéjnej zwartej [To-|przestrzeni jest przestrzeniq lokalnie [drogowo| spdjng, o ile
jest to przestrzen Ts.

Dowdd. Niech Z bedzie Ty-przestrzenia, X lokalnie [drogowo| sp6jna przestrzenia zwarta, a u: X — Z ciagla suriekcja.

Niech takze W bedzie otwartym otoczeniem punktu b € Z. Dla dowolnego punktu a € A €of u~1({b}) niech V,
bedzie sktadowsa zbioru u~'(W) w punkcie a. Z lokalnej spéjnoéci przestrzeni X wynika, ze zbiory V, sa otwarte
(a w przypadku, gdy przestrzen X jest lokalnie drogowo spdjna, wiemy takze, ze zbiory V, sa drogowo spdjne; zob.
Tw.[14.5)). Ponadto, b € u(V,) dla wszelkich a € A, wiec z [drogowej] spéjnosci zbioréw V, (i cigglodei funkeji u) wynika,
ze zbiér § & Usea u(Va) jest [drogowo] spéjny. Oczywiscie S C W. Pozostaje wiec pokazaé, ze S jest otoczeniem
punktu b. Przeprowadzamy dowdd nie wprost, stosujac ciagi uogélnione.

Jesli S nie jest otoczeniem punktu b, wtedy istnieje ciag uogdlniony (¢, )sex C Z\ S zbiezny do b. Z suriektywnosci
odwzorowania u wynika istnienie ciagu uogélnionego (as),ex C X, takiego ze u(a,) = ¢, dla wszelkich o € X.
Zwarto$é przestrzeni X implikuje, ze ciag uogdlniony (as)sex ma podciag uogdlniony zbiezny. Przechodzac do tegoz
podciagu, mozemy zalozyé, ze a, — a € X (o € X). A wtedy takze ¢, (= u(ay)) — u(a) (o € ). Z jedynosci granicy
w Z (jest to przestrzen Ti!) wynika, ze u(a) = b, czyli a € A. Zbiér V, jest otoczeniem punktu a, zatem a,, € V, dla
pewnego og € 3. A wtedy ¢, € u(V,) C S 1 sprzecznosé. O

14.10 Twierdzenie.

Produkt kartezjanski niepustych przestrzeni topologicznych jest przestrzeniq lokalnie [drogowo] spéjng wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy wszystkie te przestrzenie sq lokalnie [drogowo] spdjne oraz tylko skoriczenie wiele sposrdd nich jest
niespojnych.

Dowdéd. Niech {X,}ses bedzie rodzina niepustych przestrzeni topologicznych i niech X et [Ics Xs- Przezps: X — X,
oznaczamy rzutowanie na wspOlrzedna s. Z Obs. (str. wiemy, ze funkcje ps sa otwarte.

(= ): Ustalmy s € S oraz otwarte otoczenie U C X, punktu a € X;. Z pewnika wyboru dobieramy dowolny
element b € X, taki ze ps(b) = a. Niech C bedzie sktadowa zbioru p;}(U) w punkcie b. Jako ze p; 1 (U) jest otwartym
otoczeniem punktu b, lokalna [drogowa] sp6jno$é przestrzeni X implikuje, ze C jest zbiorem otwartym (i drogowo
spéjnym, gdy przestrzen X jest takaz). W takim razie ps(C) jest [drogowo] spéjnym otoczeniem punktu a, zawartym
w U, czyli przestrzen X jest lokalnie [drogowo] spéjna.

Aby wykazaé, ze tylko skonczenie wiele przestrzeni sposréd X moze by¢ niespéjnych, rozwazmy dowolna sktadowa
przestrzeni X, powiedzmy C. Z Tw. (str. wiemy, ze C' ma postaé [[,. g Cs, gdzie Cs to (pewna) sktadowa
przestrzeni Xg. Jednoczesnie z lokalnej spojnosci przestrzeni X wynika, ze zbiér C jest otwarty, wiec (bedac niepusty)
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musi zawiera¢ niepusty cylinder otwarty, powiedzmy W et Cyl({Vs}sesys {Xs}ses). Skoro W C C, z pewnika wyboru
wynika, ze Cs = X, dla s € S\ Sp, czyli przestrzen X jest spéjna dla takich indekséw.

( <= ): Niech F' C S bedzie zbiorem skonczonym, takim ze przestrzen X, jest spéjna dla s € S\ F. Ustalmy
dowolny punkt b = (bs)ses przestrzeni X i jego otoczenie V. Wtedy istnieje otwarty cylinder, powiedzmy C =
Cyl({Us}sesys {Xs}ses), taki ze b € C C V. Zwiekszajac ewentualnie zbiér Sy, mozemy zalozyé, ze F' C Sy, czyli ze
przestrzen X, dla s ¢ Sy jest sp6jna. Zauwazmy, ze dla s € Sy, Us jest otwartym otoczeniem punktu by w X . Oznaczmy
przez D sktadowa zbioru Us w tym punkcie. Z lokalnej [drogowej] spéjnosci przestrzeni X wynika, ze Dy jest otwartym

[drogowo] spéjnym otoczeniem punktu bs. Dla s ¢ Sy niech Dy e x, (takze jest to zbidr [drogowo] spdjny). Z Tw.[10.22
(str. } wnosimy, ze zbiér E def [I,cs Ds jest [drogowo] spéjny. Jednoczednie, powyzsze obserwacje pokazuja, ze E
jest otwartym cylindrem. Jako ze zbiér ten zawiera punkt b i zawiera si¢ w V', dowdd lokalnie [drogowej] spdjnosci
przestrzeni X zostal zakonczony. O

14.11 Definicja.

Kontinuum to spdjna, zwarta i niepusta przestrzen Ts. Kontinuum peanowskie to przestrzen Ty, ktora jest ciaglym
obrazem odcinka [0, 1].

Uwaga: Wielu autoréw w definicji kontinuum zastepuje warunek 7T, metryzowalnoscia.

Tw. podaje pelna charakteryzacje kontinuéw peanowskich. Warto pamietaé, ze musi to by¢ przestrzen metryzo-
walna (w przeciwienstwie do kontinuéw — trzymajac sie przyjetej przez nas definicji).

Na potrzeby ponizszego wyniku, wprowadzmy nastepujace pojecie: powiemy, ze rodzina zbioréw jest skierowana
w dét, gdy dla dowolnych dwdch jej elementéw A i B istnieje trzeci jej element C, taki ze C C AN B (innymi stowy:
niepusta rodzina A jest skierowana w dét, gdy zbiér czeSciowo uporzadkowany (A, D) jest skierowany).

14.12 Twierdzenie.
Przeciecie niepustej i skierowanej w dot rodziny kontinuéw w przestrzeni Hausdorffa jest kontinuum.

Dowdd. Niech K, dla s € S # @ bedzie kontinuum lezacym w Ts-przestrzeni X. Wtedy kazdy ze zbioréw K jest

domkniety, wiec zbiér L &f Nses Ks takze jest domknigty. W takim razie jest to zbior zwarty, jako domkniety podzbior
K, (gdzie sg jest dowolnie ustalonym indeksem ze zbioru S). Co wiecej, L # &, jako przeciecie scentrowanej rodziny
{Ks N K, }scs niepustych podzbioréw domknietych przestrzeni K. Pozostaje wiec wykazaé, ze zbiér L jest spdjny.
Przeprowadzamy dowdd nie wprost. Zalézmy wiec, ze L = AU B, gdzie A i B to niepuste roztgczne zbiory domknigte
w L. Wtedy A i B sa zwarte. W takim razie z Tw. [7.8| (str. wynika istnienie dwoch roztacznych zbioréw U i V/
otwartych w X, takich ze A C Ui B C V. Wtedy zbiory K; N K, \ (U U V) sa domkniete w K, tworza rodzing
skierowana w do6l i maja przeciecie puste, zatem ze zwartoSci przestrzeni K, wynika, ze nie tworza one rodziny
scentrowanej. Dla rodzin skierowanych w dél brak tej wlasnosci jest réwnowazny temu, ze jeden ze zbioréw z rodziny
jest pusty; co w naszej sytuacji oznacza, ze dla pewnego indeksu ¢ € S zachodzi K\ (UUV) =@, czyli Ky CUUV.
Poniewaz zbiory U i V sa rozlaczne i otwarte, a zbidér K; jest spdjny, z ostatniej inkluzji wynika, ze Ky C U lub
Ky C V. A wtedy tym bardziej L C U lub L C V. Bez straty na ogdlnosci, mozemy zalozy¢, ze L C U. A wtedy
BC LNV CcUNV =g isprzecznosc. O

14.18 Uwaga.

(A) (Cwiczenie z ,dwoma gwiazdkami”) Istnieje oérodkowa spéjna i lokalnie spéjna przestrzeii metryzowalna
mocy wiekszej niz 1, w ktérej zadnych dwdch réznych punktéw nie da sie potaczyé droga.

(B) (Cwiczenie 7z ,dwoma gwiazdkami”) Jesli lokalnie zwarta niezwarta przestrzen Ts jest sp6jna i lokalnie spdjna,
to jej jednopunktowe uzwarcenie jest lokalnie spojnym kontinuum.

(C) (Cwiczenie z ,maly gwiazdka”) Istnieje lokalnie spéjne kontinuum, ktére nie jest drogowo spéjne.

15 Parazwartosé
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15.1 Definicja.
Dla dwéch rodzin zbioréw A = {As}scs oraz B = {B;}ier, méwimy, ze rodzina A jest

e wpisana w rodzine B, gdy kazdy element rodziny A jest zawarty w jakims elemencie rodziny B:

VseSdteT: A, C By

e drobniejsza od rodziny B, gdy S =T oraz As C B dla wszelkich s € S}

e punktowo skoriczona, gdy (), ; As = & dla dowolnego nieskonczonego zbioru J C S.

seJ

Rodzina A = {A}scs podzbioréw przestrzeni topologicznej X jest

e lokalnie skonczona (w X), gdy dowolny punkt przestrzeni X ma otoczenie V (w X), takie ze zbidr

meet(A, V) & {s€S: A;NV # @} jest skoficzony;

o dyskretna (w X), gdy dowolny punkt przestrzeni X ma otoczenie V' (w X)), takie ze card(meet(A,V)) < 1.

15.2 Obserwacja.
Niech A = {As}ses bedzie rodzing podzbioréw przestrzeni topologicznej X i niech A def {A}ses-

(A) Rodzina A jest lokalnie skoriczona [odp. dyskretna] w X wtedy i tylko wtedy, gdy rodzina A jest lokalnie
skoniczona [odp. dyskretna] w X.

(B) Niech T = {T,},cm bedzie rodzing podzbioréw zbioru indekséw S. Niech B = {B,}uem, gdzie dla p € M,
B, | A..
s€Ty,

o Jesli rodzina T jest punktowo skoticzona, a rodzina A jest lokalnie skoriczona w X, to takie rodzina B
jest lokalnie skonczona w X.

o Jesli rodzina T sklada sie ze zbiordw parami roztgeznych, a rodzina A jest dyskretna w X, to takze
rodzina B jest dyskretna w X.

W szczegdlnosci, podrodzina rodziny lokalnie skoriczonej [odp. dyskretnej] w X jest réwniez takaz.

(C) Jesli rodzina A jest lokalnie skoriczona, to
(15:1) U 4. = 4.

(D) Rodzina A jest lokalnie skoticzona w X wtedy i tylko wtedy, gdy rodzina A jest punktowo skoriczona oraz dla
dowolnego zbioru skoriczonego F' C S zbior Uses\F A jest domkniety.

(E) Rodzina A jest dyskretna w X wtedy i tylko wtedy, gdy rodzina A sklada sie ze zbioréw parami roztgcznych
oraz zbior

(15:2) U A

seS\{t}

Jjest domkniety dla dowolnego indeksu t € S. W szczegdlnosci, rodzina A jest dyskretna w X wtedy i tylko
wtedy, gdy jest lokalnie skoriczona w X oraz A sklada sie ze zbioréw parami rozlgcznych.

Dowéd. Zauwazmy, ze dla zbioru V otwartego w X zachodzi wzér meet(A, V) = meet(A, V), co dowodzi punktu (A).
Aby wykazaé¢ punkt (B), zalézmy, ze rodzina A jest lokalnie skoficzona (odp. dyskretna), a rodzina 7 jest punktowo
skoniczona (odp. sktada si¢ ze zbior6w parami rozlacznych) i rozwazmy otoczenie otwarte V' ustalonego punktu X,

takie ze zbior J & meet(A, V) jest skoficzony (odp. mocy mniejszej niz 2). Dla p € M zachodzi réwnowaznosé:
(15:3) BNV #@ < T,NJ#2.
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Z punktowej skonczonoéci rodziny 7 oraz skonczonoéci zbioru J wynika, ze zbiér F def {preM: T,NJ # @} jest
skoniczony. Wzoér pokazuje, ze meet(B,V) = F. Tym samym rodzina B jest lokalnie skoniczona. Ponadto, gdy
rodzina A jest dyskretna, card(J) < 1, wiec card(F) < 1, gdyz w tej sytuacji rodzina 7 sklada sie ze zbioréw parami
roztacznych. Tym samym rodzina B jest dyskretna.

(C): Wystarczy pokazaé inkluzje ,,C”. W tym celu wezmy dowolny punkt z, taki ze

(15:4) ze | A..

seS

Niech V bedzie otwartym otoczeniem punktu z, takim ze zbiér J def meet (A, V) jest skoniczony. Zbidr J jest niepusty,

gdyz VN J,cq As # @ (dzigki (15:4)). Niech J = {s1,...,s,}. Twierdzimy, ze z nalezy do domknigcia zbioru C def

b _, As,. Istotnie, jesli U jest otoczeniem punktu z, to takze UNV jest otoczeniem punktu z, wigc UNV N (U e g As) 7

@, dzieki (15:4)). Ale V N Uses\s As = @, zatem U N C # @, co pokazuje, ze z € C. Ale C' = Us_, As,, co koficzy
dowéd punktu (C).

(D): Jedli rodzina A jest lokalnie skoficzona, to takze rodzina A jest lokalnie skoficzona (z (A)), wiec tym bardziej
rodzina ta jest punktowo skoficzona oraz kazda jej podrodzina jest lokalnie skonczona. Zatem, dzigki (C), suma mno-
goéciowa dowolnej podrodziny rodziny A jest zbiorem domknietym. Odwrotnie, zalézmy, ze rodzina A jest punktowo
skoficzona i ze zbior (J, S\F A, jest domkniety dla dowolnego skorficzonego zbioru F C S. Ustalmy punkt z € X

i niech F %' meet (A, {z}). Z punktowej skoniczonosci rodziny A wynika, ze zbiér F jest skoficzony. W takim razie
zbiér D & Uses\r Ay jest domkniety. Ponadto, z ¢ D (co wynika z okreslenia zbioru F). Tak wigc zbiér V = X \ D
jest otoczeniem punktu z. Z konstrukcji wynika, ze meet(A, V) = F, czyli rodzina A jest lokalnie skoficzona.

(E): Jesli rodzina A jest dyskretna, to takze rodzina A jest dyskretna (z (A)), a z (D) wynika, ze zbiér jest
domkniety. To, ze zbiory z A sa parami roztaczne, jest natychmiastowa konsekwencja dyskretnosci tej rodziny w X.
Odwrotnie, jedli rodzina A sktada sie ze zbioréw parami roztacznych, a zbiér jest domkniety dla dowolnego

indeksu t € S, to takze zbiér D def Uscs As jest domkniety (jako suma mnogosciowa dwéch zbioréw domknigtych).
Dla dowolnego punktu z € X zachodzi jedna z dwoch mozliwosci:

e 2¢ D — wtedy V f x \ D jest otoczeniem punktu z, takim ze meet(A, V) = &;

e istnieje doktadnie jeden indeks ¢t € S, taki ze z € A; — wtedy zbiér E “'p \ A; jest domkniety (z domknigtodci

zbioru ([15:2) oraz wzajemnej rozlacznoéci zbioréw z A) i nie zawiera punktu z, zatem V/ f x \ E to otoczenie
punktu z; ponadto, meet(A, V) = {t},

czyli rodzina A jest dyskretna.
Ostatnie stwierdzenie z punktu (E) jest natychmiastowa konsekwencja punktu (D) oraz gléwnej charakteryzacji
podanej w (E). O

15.3 Przyktad.

(A) Ustawmy wszystkie liczby wymierne w réznowartoéciowy ciag (¢n), .. Dla n > 0 niech A, <f {qr: k>n}.
Rodzina {A,,}52 , jest punktowo skoniczona i sktada sie ze zbioréw gestych w Q, wiec nie jest lokalnie skoniczona

w Q.

(B) Niech F, & {27} dlan > 0. Rodzina {F,,}22, jest dyskretna w R\ {0}, ale nie jest lokalnie skoficzona w R.

15.4 Definicja.
Méwimy, ze przestrzen topologiczna X jest parazwarta, gdy X jest przestrzenig Tp oraz w kazde jej pokrycie
otwarte mozna wpisaé pokrycie otwarte lokalnie skonczone.

15.5 Przyktad.

(A) Zwarte przestrzenie Th sa parazwarte.
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(B) Domkniety podzbiér przestrzeni parazwartej jest przestrzenia parazwarta.

Istotnie, wystarczy zauwazyé, ze jesli A = A C X i {U,}ses jest rodzing zbioréw otwartych w X pokrywajaca
zbidr A, to U def {X\ A}U{Us}ses jest pokryciem otwartym przestrzeni X, wiec w U mozna wpisaé pokrycie
otwarte V = {V; }ser lokalnie skoniczone w X . Wtedy rodzina {V;NA}ier jest pokryciem otwartym przestrzeni

A lokalnie skoniczonym w A wpisanym w {Us N A}s¢s.

Podobnie jak dla przestrzeni zwartych, okazuje sie, ze kazda przestrzen parazwarta jest normalna. Aby to uzasadnic,
potrzebujemy pomocniczego lematu (por. Lem. [7.7] str. .

15.6 Lemat.
Niech A = A i B bedg dwoma podzbiorami przestrzeni parazwartej, takimi Ze

Vae AU, V,€¥9(X): acU,, BCV,, U,NV,=2.
Wtedy istniejg zbiory U 1 V' otwarte w X, takie ze:

AcCcU BcCcV,UNnV =g.

Dowdd. 7 roztacznosci zbioréw U, i V, wynika, ze
(15:5) Vae A: U,NB=2.
W pokrycie otwarte {X \ A} U{U, }aca wpisujemy otwarte pokrycie {Ws}scs lokalnie skoficzone w X. Dla dowolnego
punktu a € A dobieramy indeks t(a) € S, taki ze a € Wy(q). Wtedy Wi,y ¢ X \ A, wigc istnieje punkt b(a) € A, taki
7 W) C Up(a). Niech U %, Wi(a)- Z Obs. [15.2] wnioskujemy, 7
U = U Wt(a) C U Ub(a)~
acA a€A

W takim razie U N B = @ (dzieki (15:5))), wiec B lezy w zbiorze otwartym V f x \ U. Pozostaje jeszcze zauwazyé,

ze ACUorazUNV =@. O

15.7 Twierdzenie.
Kazda przestrzen parazwarta jest normalna.

Dowdd. Rozwazmy dwa roztaczne zbiory domkniete K i L w parazwartej przestrzeni X.

Ustalmy punkt a € L. Poniewaz X jest przestrzenia 15, widzimy, ze spelnione sa zalozenia Lem. dla zbioréw
A¥ g {a}. Z jego tezy wynika istnienie dwéch rozlacznych zbioréw otwartych U, i V,, takich ze a € U, oraz

K C V,. Tym samym spelnione sa zalozenia Lem. dla A% [ oraz BY K. Teza tego lematu daje nam roztaczne
nadzbiory otwarte zbioréw K i L, czyli normalno$é przestrzeni X. O

15.8 Definicja.
Rozklad jednosci na zbiorze X to dowolna rodzina funkcji { fs}ses, takich ze fs: X — [0, 1] oraz

Ve e X: Zfs(m)zl
seS

Rozklad jednosci {fs}ses jest punktowo skoriczony, gdy takaz jest rodzina zbioréw {f; (R \ {0})}ses-
Jesli X jest przestrzenia topologiczna, rozklad jednosci {fs: X — [0,1]}ses jest, odpowiednio:

e lokalnie skoriczony;
o wpisany w rodzing zbioréw {Uy ter;
e drobniejszy od rodziny zbioréw {Uy}rer,

gdy takaz jest rodzina zbioréw {supp(fs)}secs, gdzie supp(fs) Lef c(f7H(R N\ {0})) to nosnik funkeji fs. Rozklad
ten jest ciggly, gdy wszystkie funkcje f, sa ciagte.

86 (© Piotr Niemiec



TOPOLOGIA LATO 2026 — ZIMA 2027

15.9 Lemat.
Dla dowolnego pokrycia otwartego {Us}ses parazwartej przestrzeni X istnieje lokalnie skoriczone otwarte pokrycie
{Vi}ses, takie zZe Vs C Uy dla wszelkich s € S.

Dowéd. Dla dowolnego punktu a € X dobierzmy indeks t(a) € S, taki ze a € Uy,). Z normalnosci przestrzeni X
wynika, ze istnieje otwarte otoczenie G, punktu a, takie ze Gy C Uy(q). Niech {W.}.cz bedzie lokalnie skofczonym
pokryciem otwartym przestrzeni X wpisanym w pokrycie {G,}eecx. Dla z € Z dobierzmy punkt b(z) € X, taki ze

W. C Gy(z). Na koniec, dla s € S okredlamy T 2ef {z€Z: t(b(z)) =s} C Z oraz
V. <
z€Ts

Zauwazmy, ze zbiory Ty (s € S) sa parami roztaczne. W takim razie z Obs. wynika, ze:

e rodzina {V;}ses jest lokalnie skoniczona oraz

oV, = UZGTS W, C UzETS C_?b(z) C Us (bo t(b(z)) = s dla z € Ty).
Pozostaje wigc pokazac, ze (J,cq Vs = X. Ale tak jest, gdyz X = (J,.,W. oraz z € T, dla u <f t(b(z)), wiec
W, C V. O

Jak latwo zauwazy¢, wlasnos$é sformulowana w ponizszym twierdzeniu charakteryzuje przestrzenie parazwarte (wéréd
przestrzeni Hausdorffa).

15.10 Twierdzenie. (Twierdzenie o rozkladzie jedno$ci)
Dla dowolnego pokrycia otwartego parazwartej przestrzent X istnieje ciggly lokalnie skoniczony rozklad jednosci
drobniejszy od tego pokrycia.

Dowéd. Ustalmy pokrycie otwarte {Us}ses parazwartej przestrzeni X. Z Lem. wynika, ze istnieja dwa lokalnie
skonczone pokrycia otwarte V = {V;}seg oraz {Ws}scs, takie ze W, C Vi iV, C U dla dowolnego indeksu s € S.

Z Lematu Urysohna (Tw. str. wynika, ze istnieje funkcja ciagla us: X — [0, 1], ktéra jest stale réwna 1 na
W 1 znika poza V5. Rozwazmy funkcje w: X — [0, 0o] dang wzorem w(x) def Y ses Us(T) i zauwazmy, ze:

e Kazdy punkt x € X ma otwarte otoczenie D,, takie ze zbior F, def meet(V, D) jest skoficzony.

e Dla dowolnego punktu z € D, w(z) = > ,cp us(z) — gdyz funkcja us znika poza Vi i Vo N D, = @ dla
s € S\ F,. W szczegblnodei, w: X — Ry jest funkcja ciagla.

e Dla dowolnego punktu = € X istnieje indeks s € S, taki ze © € Wy, a wtedy us(x) =1, wiec w(z) > 1 — 1 tym
samym w: X — [1,00).

e Dla dowolnego indeksu s € S, funkcja f; &f “= jest dobrze okreslona, ciggla oraz f,: X — [0,1].
e Rodzina {fs}ses to rozklad jednosci.

e Dla dowolnego indeksu s € S, supp(fs) C Vs, wiec ten rozklad jednosci jest lokalnie skoficzony i drobniejszy od
pokrycia {Us}ses-
O

Ponizsze twierdzenie jest, obok Twierdzenia Tichonowa, jednym z najwazniejszych twierdzen topologii ogdlne;j.

15.11 Twierdzenie. (Twierdzenia A.H. Stone’a o parazwartosci)
Kazda przestrzen metryzowalna jest parazwarta.

Co wiecej, dla dowolnego pokrycia otwartego {Us}scs metryzowalnej przestrzeni X istnieje lokalnie skoriczone
pokrycie otwarte {Vs n}(sn)esxn,, takie ze:

o Vi, CU, dla wszelkich s € S in > 0;

e dla dowolnego n > 0, rodzina {Vs n}ses jest dyskretna w X.

*11)Suma ZteT at zestawu (at)ier liczb nieujemnych to supp ZteF at, gdzie F przebiega wszystkie skoniczone zbiory F C T (przy

czym Zz =0).
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Dowdd (M.E. Rudin). Oczywiscie wystarczy wykazaé¢ druga czesé¢ twierdzenia. W tym celu ustalmy metryke d zgodna
z topologia przestrzeni X, a na zbiorze indekséw S dowolny dobry porzadek ,<”. Okreslamy zbiory V;,, (dla ¢t € S)

indukcja wzgledem n (przyjmujac pomocniczo Vj o 2f & dla wszelkich s € S):

def _n
Vin = |J Bale,27),

c€ly n
gdzie I ,, sklada si¢ z wszystkich punktéw c € X, takich ze:

(1t,) t=ming{s € S: ce Us};

2tn) ¢ & Uses UpZo Veurs
(3t,n) Balc,3-27™) C Uy.

Miejmy na uwadze, ze dla bardzo wielu t € S zbiér I; ,, moze by¢é pusty (i wtedy takze V; , = @). Wprost z definicji

zbioru V;,, wynika, ze jest to zbiér otwarty zawarty w U;. Co wiecej, jesli € X, to zbiér J, def {s€S: ze€Us} jest

niepusty, wiec ma element najmniejszy, powiedzmy t, wzgledem porzadku ,<”. Skoro U; jest otoczeniem punktu x,
istnieje liczba naturalna n > 1, taka ze By(z,3-27") C U;. Wynika stad, ze albo z € Uses Z;ll Vs, albo x € I,
i wtedy Bg(z,2™"™) C V. Tak czy inaczej, * € Vs, dla pewnych s € S oraz m € Ny, czyli zbiory V,, stanowia
pokrycie przestrzeni X.

Ustalmy liczbe naturalng n > 0 oraz dwa rézne indeksy s,s’ € S. Mozemy przy tym zalozy¢, ze s < s'. Niech
x € Vs oraz y € V. Wtedy @ € Bg(c,27") oraz y € Bg(e,27") dla pewnych ¢ € I, i e € Iy,. Wtedy
e ¢ Us (dzigki warunkowi (1s,)), a zatem d(c,e) > 3-27" (z (35,,)). Z nieréwnosci trojkata otrzymujemy wigc
d(x,y) > d(c,e) — d(c,z) — d(y,e) > 27", Oznacza to, ze dla dowolnego punktu z € X, kula By(z,27""!) przecina
niepusto co najwyzej jeden ze zbioréw Vj , — czyli rodzina {V; ,, }ses jest dyskretna w X. Pozostaje wykazaé lokalna
skoniczono$¢ rodziny ztozonej z wszystkich zbioréw Vj ;. Przyda nam si¢ do tego nastepujaca obserwacja:

(%) Jesli By(z,27%) C V., (gdzie k € Ny), to Vi, N Ba(z,27%71) = @ dla wszelkich s € S oraz n > max(m, k).

Aby wykazaé (x), ustalmy s € S, n > max(m,k), z € V,,, oraz punkt ¢ € I, taki ze z € By(c,27™). Wtedy
c & Vim (z (2s0)), wiec d(z,¢) > 27%. A stad d(x, 2) > d(z,c) — d(z,c) > 27F =277 > 27F — 27k=1 = 2=k=1  czylj
2 ¢ By(z,27%71), co koficzy dowdd (x).

Teraz bez trudu wykazemy, ze skonstruowana rodzina zbioréw jest lokalnie skoficzona. Niech x € X. Dobieramy

t € S oraz m > 0, takie ze x € V4 ,,. Z otwartosci zbioru V;,, mozemy dobraé liczbe catkowita k£ > 0, taka ze

By(z,27%) C Vim. Dla r def max(m, k) wiemy z (x), ze kula By(z,27""1) przecina pusto wszystkie zbiory Vi,

z n > r, a z wezesniejszej czesci dowodu, ze ta kula przecina niepusto co najwyzej jeden zbiér z rodziny {V; ;}ses dla
j=1,...,r. Tym samym przecina ona niepusto co najwyzej r zbioréw sposroéd wszystkich Vj ,,. O

Kolejng wazna klase przestrzeni parazwartych stanowia przestrzenie Lindel6fa, zdefiniowane ponize;j.

15.12 Definicja.
Moéwimy, ze przestrzen topologiczna ma wilasnosé Lindeldfa, jesli z kazdego jej pokrycia otwartego mozna wybrac
podpokrycie (co najwyzej) przeliczalne.

Przestrzen regularng o wlasnosci Lindelofa nazywamy przestrzenia Lindeldfa.

Przestrzen o-zwarta to przestrzen, ktéra mozna przedstawi¢ jako sume mnogo$ciowa ciggu jej podzbioréw
zwartych.

15.13 Obserwacja.

(A) Zwarte przestrzenie Hausdorffa sq Lindeldfa.

(B) Przestrzeri metryzowalna jest Lindelofa wtedy i tylko wtedy, gdy jest osrodkowa.
(C) Przestrzenie o-zwarte majg wlasno$é Lindelifa.

(D) Przestrzen spelniajaca II A.P. ma wlasnos$¢ Lindeldfa.

Dowdd. Punkt (A) jest oczywisty, natomiast (B) jest szczegdlnym przypadkiem Tw. (str.[22). Dow6d punktu (C)
jest prosty: kazdy ze zbiorow zwartych z ciagu pokrywajacego przestrzen o-zwarta mozna pokry¢ skonczona liczbg
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zbioréw z ustalonego pokrycia otwartego i tym samym cala przestrzen pokryje co najwyzej przeliczalne podpokrycie.
Tutaj skupimy si¢ jedynie na dowodzie (D). Niech wiec 8 bedzie co najwyzej przeliczalna baza topologii niepustej
przestrzeni topologicznej X (spelniajacej IT A.P.). Ustalmy otwarte pokrycie U = {Us}ses przestrzeni X. Dla dowol-
nego punktu = € X istnieje zbiér B, € 3 zawarty w pewnym zbiorze z Y. Rodzina {B,: x € X} jest co najwyzej
przeliczalna (jako podzbiér rodziny (), wiec jej elementy mozemy ustawi¢ w ciag (jest ona niepusta, bo X # &),
powiedzmy Vi, Va, ... —czyli {B,: = € X} ={V,: n > 0}. Dla dowolnego indeksu n > 0 istnieje indeks s,, € S, taki
ze Vi, C Uy, Wtedy Up—; Us, D Un—; Vi = Uyex Be = X, zatem {Uy, }nen, to przeliczalne podpokrycie. O

15.14 Twierdzenie.
Przestrzenie Lindeldfa sqg parazwarte.

Dowéd. Wystarczy wykaza¢ warunek z pokryciami. Niech wigc U = {Us}ses bedzie pokryciem otwartym niepustej
przestrzeni Lindelofa X. Kazdy punkt z € X ma otwarte otoczenie D,, takie ze zbidr D, jest zawarty w pewnym
zbiorze z U. 7Z pokrycia otwartego {D,}.cx wybieramy co najwyzej przeliczalne podpokrycie otwarte — ustawmy

jego elementy w ciag Vi, Va, ... Dla dowolnego indeksu n > 0 dobieramy indeks s,, € S, taki ze V,, C U, . Dlan >0

niech W, gef Us, \Uz;é Vi, gdzie Vj Lfy Oczywiscie zbiory W,, sa otwarte. Zauwazmy takze, ze tworza one rodzine

lokalnie skoficzona: zbiory V;, pokrywaja przestrzen X oraz V, N W,, = & dla m > n. Pozostaje wigc wykazac, ze
X=U", W,,. Dla punktu o € X oznaczmy przez k najmniejszg liczbg naturalng, taka ze x € Vi. Wtedy k > 0 oraz
xr e Wy (bO VkCUSk). O

Powyzszy rezultat ma wazna konsekwencje:

15.15 Twierdzenie. (Twierdzenie Urysohna-Tichonowa o metryzowalnosci)
Dla przestrzeni topologicznej X, ktora jest osrodkowa lub ma wlasnosé Lindeldfa, nastepujgce warunki sq rowno-
wazne:

(i) przestrzen X jest metryzowalna;

(ii) X jest przestrzenig T spelniajgcq IT A.P.

Dowdd. Implikacja ,,(i) = (ii)” wynika z Tw. (str. . Dla dowodu odwrotnej implikacji, rozwazmy T5-przestrzen
X spelniajaca II A.P. Z Obs. [I5.13] wynika, ze X jest przestrzenia Lindelofa, a z Tw. [I5.14] ze jest to przestrzen
parazwarta. Tym samym X jest Ty (dzieki Tw.[15.7). A stad X jest przestrzenia metryzowalna, na podstawie Tw.

(str.. O
16 Twierdzenie Brouwera o punkcie stalym

W niniejszym rozdziale pewne klasyczne pojecia topologii algebraicznej definiujemy w uproszczonej formie, odpowied-
niej dla potrzeb dowodu (waznego) twierdzenia Brouwera o punkcie stalym (Tw. |16.6| ponizej).

16.1 Definicja.
Sympleksem (geometrycznym) w R™ nazywamy otoczke Wypukl dowolnego ukladu wektorow ug, ..., u € R,
takiego ze wektory u; — ug,...,ur — ug sa liniowo niezalezne. Taki sympleks oznaczamy przez conv(uo, ..., ug),
liczbe k (ktéra w tej sytuacji jest wyznaczona jednoznacznie) nazywamy wymiarem sympleksu, a punkty g, . .., ug
wierzchotkami sympleksu. Zbidr wszystkich wierzchotkéw sympleksu A oznaczamy przez vert(A).

Sympleks standardowy wymiaru n to zbidr

A, CiZEf{(xo,..., ERTH_I ka—l}

Zauwazmy, ze vert(A,) = {eo, ..., e, }, gdzie e, . .., e, to baza kanoniczna przestrzeni R™*1.

*12) Czyli najmniejszy zbiér wypukly zawierajacy dany uktad wektoréw.
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16.2 Twierdzenie.
Sympleks A,, jest homeomorficzny z n-wymiarowq kulg euklidesowq, czyli ze zbiorem

B, & {z e R": |z]» < 1}.

Dowé6d Tw. pozostawiamy (przynajmniej na tym etapie wykladu) jako (obowiazkowe) éwiczenie. Czytelnicy
zainteresowani precyzyjnym dowodem znajda go na koncu niniejszego rozdziatu.

16.3 Definicja.
Triangulacjg sympleksu A C R™ nazywamy dowolna skoficzong rodzing 7 = {11,...,T,} o nastepujacych wla-
snosciach:

(trl) Tj; to sympleks tego samego wymiaru co A (j =1,...,p);
(tr2) A= U?:l Tj;

(tr3) dla dowolnych j,k € {1,...,p}, jesli T; = conv(ao,...,a,) i Tp = conv(by,...,b.), to T; N T =
conv({ag,...,ar} N{bo,...,b.}).

Srednicq triangulacji T nazywamy liczbe

diam(7) et max(diamg, (1), ... ,diamg, (T})).

Podzialem barycentrycznym (poziomu 1) sympleksu A = conv(wy,...,w,) (wymiaru r) nazywamy trian-
gulacje {Ty: o € X,11}, gdzie X411 to pelna grupa permutacji zbioru {0,1,...,r} oraz dla ¢ € X,4q,
k
Ty = conv (b, ...,b7), przy czym b] = %ﬂ > j=0 Wa(j)-

Podzial barycentryczny poziomu n > 1 sympleksu A okre$lamy indukcyjnie jako sume mnogosciowa podziatéw
barycentrycznych wszystkich symplekséow tworzacych podzial barycentryczny poziomu n — 1.

Aby nie zameczyé czytelnika, pomijamy dowdd tego, ze podzialy barycentryczne dowolnego poziomu to rzeczywiscie
triangulacje. Wykazemy natomiast przydatny

16.4 Lemat.
Niech T, oznacza podzial barycentryczny poziomu n sympleksu A C RY. Wtedy:

lim diam(7,) = 0.

n—oo

Dowdd. Wystarczy pokaza¢, ze diam(7;) < {7 diam(A) (Srednica wzgledem d.), gdyz wtedy z indukcji otrzyma-
my diam(7,4+1) < ﬁdiam(’fn), a stad latwo wynika teza. Przyjmijmy wiec, ze A ma wymiar r oraz ze A =
conv(wo, ..., w,), 1 ustalmy permutacje o zbioru {0,...,r}. Odnotujmy, ze r < ¢. Poniewaz metryka euklidesowa

pochodzi od normy, zachodzi wzor:
VEF C R?: diam(conv(F)) = diam(F).

(Istotnie, dwa elementy w,v € conv(F) mozemy przedstawié¢ w postaci u = Z:;O asfs oraz v = E?:o Bige, gdzie
m,n 20, fo,-s fm>90,---,9n € F oraz (ag,...,am) € Ay 1 (Bos-..,0n) € Ap. Wtedy u = D00 o >0 g sBifs
. m n m n m n .

Lo =300 20 QsBrge, zatem de(u,v) = || 3200, 3011 asBe(fs — ge)llz < 22051 D00 asBellfs — gell2 < diam(F)).

A wigc, zgodnie z definicjg podziatu barycentrycznego, pozostaje uzasadnié, ze

(16:1) diam({b7,...,b7}) < % diam({wo, . . ., wy})
q

(gdzie punkty b7 sa takie, jak w Def. [16.3). W tym celu oznaczmy M & diam({wo, ..., w,}) (dla uproszczenia)
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i ustalmy dowolnie j,k € {0,...,r}, pray czym j < k. Otrzymujemy:

k J k . j
1 1 o+ Dwy(sy — D io(B+ Dwes
bg—quig Wo(s) — — E w0(5>225*0(‘7 JWo(s) ,S*O( JWo(s)
J k+14& J+le= k+1)(G+1)

E]::j+1(j + Dwg(s) — 0o (k = §)Wa(s)
(F+D0E+1) '

Zapiszmy teraz sume Zi:j+1(-j + 1wy (s) W postaci Zizl)(k_j) ry (gdzie xy € {wy(sy: j < s < k} oraz wektor

Wq(s) POjawia si¢ w zestawie x1,...,T(j1+1)(k—;) dokladnie j + 1 razy) i podobnie sume Zgzo(k — j)wa(s) w postaci
igl)(k_j) 2z (gdzie z; € {wo(s): 0 < s < k—j} oraz wektor wy () pojawia si¢ w zestawie 21, . . ., 2(j41)(k—j) dokladnie
YL @z

k — j razy). Kontynuujac powyzsze przeksztalcenia, dostajemy b — b7 = . A stad:

CZSVIEESY)

G+ (k=5) _ ; _ —
de(bq,bg) < Zs:O th 225”2 < (] + 1)(k ])M _ k J < k M< q ]\47
J (k+1)(+1) G+D(k+1) — k+1 k+1 g+1
co konczy dowdd (|16:1]). O

Czytelnik zainteresowany dowodem ponizszego kombinatorycznego rezultatu moze zajrze¢ np. do Topologii ogdlnej
R. Engelkinga.

16.5 Twierdzenie. (Lemat Spernera)

Niech T bedzie triangulacjg sympleksu standardowego A, i niech W def Urper vert(T). Jesli funkcja v: W —

{0,...,n} spelnia warunek:
(Sp) V(zo,...,xn) € W: v(zo,...,2,) €{k€{0,...,n}: 2 >0},

to zbidr wszystkich T € T, takich Ze funkcja v jest réinowartosciowa na zbiorze wierzcholkow sympleksu T, ma
nieparzystq liczbe elementdw (w szczegdlnosci, jest to zbior niepusty).

(bez dowodu)

Jestesmy juz gotowi do sformutowania i udowodnienia tytutowego twierdzenia tego rozdziatu:

16.6 Twierdzenie. (Twierdzenie Brouwera o punkcie statym)
Kazda funkcja ciggla f: B, — B, ma punkt staly.

Dowdd. Na poczatku pokazemy, ze (kazda) funkcja ciagla u: A,, — A,, ma punkt staly. Jest to gléwna czesé dowodu.
Dla z = (zg,...,7,) € R*1 i k € {0,...,n} oznaczamy przez m;(z) wspéhrzedna wektora z o numerze k, czyli
7k (z) = . Niech takze up = mp o u: A, — [0, 1]. Funkcje 7y 1 ug sa ciagle.

Dla m > 0 niech 7,,, oznacza podzial barycentryczny poziomu m sympleksu A,,, a W,,, zbiér wierzchotkéw tej trian-
gulacji (tzn. Wy, = Upeg, vert(T')). Jesli funkcja u ma punkt staty w zbiorze W,,, dowéd tej czedci jest zakoniczony.
Zalézmy zatem, ze u nie ma punktu stalego w zbiorze W,,,. Okre$lamy funkcje v: W,,, — {0,...,n} regula:

o(z) Y min{k € {0,...,n}: up(x) < me(z)}.

Zauwazmy, ze zbiér wystepujacy po prawej stronie powyzszego wzoru jest niepusty. Istotnie: poniewaz Z:ZO ug(x) =
1 =Y _omk(x) oraz u(z) # z, pewna wspélrzedna wektora u(z) — z musi by¢ ujemna. Zauwazmy takze, ze jesli
k = v(z), to mx(z) > 0. Oznacza to, ze funkcja v spelnia warunek (Sp) z Lematu Spernera. Z jego tezy wnosimy, ze
istnieje sympleks T, € 7,,, taki ze funkcja v jest réznowartosciowa na jego wierzchotkach. W takim razie mozemy

(m) (m) (m)
0

ustawi¢ jego wierzcholki w takiej kolejnosci wy .. .., wn ’, ze v(w, ') =k dlak=0,...,n, czyli:

(16:2) uk(w,(cm)) < ﬂk(w,(cm)).

Skoro zbiér A,, jest zwarty, ciag (w(()m)> zawiera podciag zbiezny, powiedzmy w(()”’”) — z € A, (m — 0).
m=1
(Vm) (Vm)

Z Lem. wiemy, ze limy, .o ||w,(cy"") —wy 2 = 0, wigc z nieréwnosci tréjkata wnioskujemy, ze lim,,, oo wy, ™ = 2
dla k = 0,...,n. Stosujac ([16:2) do dobranego podciagu i przechodzac z m do oo, dzigki ciaglodci funkeji 7y 1 ug
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otrzymujemy, ze uy(z) < mx(z) dla k = 0,...,n. Oznacza to, ze wszystkie wspdlrzedne wektora z — u(z) sa nieujemne.
Ale z,u(z) € A, co implikuje, ze suma wspotrzednych wektora z —u(z) jest réwna 0. Tym samym u(z) = z, co konczy
dowdd pierwszej czesci dowodu.

Przejdzmy teraz do dowodu twierdzenia. Niech H: A, — B,, bedzie homeomorfizmem, ktérego istnienie zapewnia
nam Tw. ﬁ 7 pierwszej czesci dowodu wnioskujemy, ze funkcja u -1, foH: A, — A, ma punkt staly,
powiedzmy z. Wtedy H(z) = H(u(z)) = f(H(z)), czyli H(z) jest punktem stalym odwzorowania f. O

16.7 Definicja.

Retrakcjg nazywamy dowolna funkcje ciggla r: X — A, gdzie A jest podprzestrzenia przestrzeni topologicznej X,
taka ze r(a) = a dla wszelkich a € A. Zbiér B C X nazywamy retraktem przestrzeni X, gdy istnieje retrakcja z X
na B.

16.8 Wniosek. (Twierdzenie Brouwera o nieistnieniu retrakcji)
Sfera ST~ = OB,, nie jest retraktem kuli B,,.

Dowdéd. Jesliby odwzorowanie r: B,, — S"~! bylo retrakcja, to funkcja B,, > z — —r(z) € B,, nie miataby punktu
stalego. (Istotnie, jedli x = —r(x), to & € S"~1, a wtedy r(x) = z, czyli x = —x i sprzecznosé). O

16.9 Uwaga.

Powyzszy dowdd pokazuje, ze z twierdzenia Brouwera o punkcie stalym wynika nieistnienie retrakcji z kuli na
jej brzeg. Okazuje sig, ze oba te twierdzenia sa w istocie réwnowazne. Mianowicie, jesliby istniala funkcja ciagta
u: B, — B, ktéra nie mialaby punktu statego, to mozna by bylo skonstruowaé retrakcje r: B, — S"~!, okreélajac
r(x) jako punkt przecigcia sfery S"~1 z otwarta pélprosta {(1 — t)u(z) +tx: ¢t > 0}. Jedyna trudnoéé to ciaglosé
tak okreslonej funkcji. Jednakze, korzystajac z podstawowych wlasnosci iloczynu skalarnego, mozna pokazaé, ze
tak okreslona funkcja miataby wzér:

(u(x), u(z) — 2) + /(u(e), u(@) — )% + [Ju(z) — 2501 — Ju()]3) (& — u(2).

lu(z) — =13

r(z) = u(z) +

Szczegdly dowodowe pozostawiamy czytelnikom zainteresowanym tym zagadnieniem.

Podamy teraz informacyjnie (a wiec bez dowodu) kilka waznych twierdzen nt. topologii euklidesowych. Ich dowody
sa znacznie trudniejsze niz powyzej zaprezentowany dowod twierdzenia Brouwera o punkcie stalym. Tylko pierwszego
z nich uzyjemy w dalszej czesci tego skryptu.

16.10 Twierdzenie. (Twierdzenie Brouwera o zachowaniu obszaru)
Podzbior przestrzeni R™ homeomorficzny ze zbiorem otwartym w R™ jest zbiorem otwartym.

(bez dowodu)

16.11 Twierdzenie. (Twierdzenie Borsuka-Ulama o antypodach)
Dla dowolnej funkcji cigglej f: S™ — R™ istnieje punkt © € S", taki ze f(—x) = f(x).

(bez dowodu)

16.12 Twierdzenie. (Twierdzenie Jordana o rozcinaniu)

Jesli K C R™ (przy czym n > 1) jest zbiorem homeomorficznym ze sferg S*=1, to zbiér R™\ K ma dwie sktadowe,
z ktorych jedna jest ograniczona, a druga nieograniczona. Ponadto, 2bior K jest brzegiem (w R™) kazdej z tych
sktadowych.

(bez dowodu)
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16.13 Uwaga.
Przy zatozeniach i oznaczeniach powyzszego twierdzenia, przez ins K oraz ext K oznacza si¢, odpowiednio, ogra-
niczong i nieograniczona sktadowa przestrzeni R" \ K.

16.14 Twierdzenie. (Twierdzenie Schénfliesa)
Kazde zanurzenie topologiczne h: S' — R? przedtuza sie do homeomorfizmu H: R? — R2.

(bez dowodu)

16.15 Uwaga.

Majac na uwadze twierdzenia Jordana i Schonfliesa, rodzi si¢ naturalne pytanie, czy drugie z nich jest praw-
dziwe w wyzszych wymiarach. Negatywnej odpowiedzi na to pytanie udzielit Alexander, podajac przyktad
tzw. rogatej sfery (Alezandera), zob. https://en.wikipedia.org/wiki/alexander_horned_sphere oraz https:
//www . youtube . com/watch?v=Pe2mnrLUYFU. Jest to taki podzbiér S przestrzeni R? homeomorficzny z S?, dla kté-
rego zbiér ext S nie jest homeomorficzny z ext S2.

Dla kompletnosci wyktadu, rozdzial konczymy brakujacym dowodem.

Dowéd Tw. [16.21 Niech

n
s: Rl 5 (xo,...,mn)HZxk eR
k=0

def . Cq. . T . ,
oraz E = ker(s). Poniewaz dim(FE) = n, a rzeczywiste przestrzenie liniowe z iloczynem skalarnym tego samego skon-
czonego wymiaru sa liniowo izometryczne, wnosimy, ze przestrzenie metryczne (R",d.) oraz (E,d.) sa izometryczne

i tym samym kula B,, jest homeomorficzna z B “En B, +1. Wystarczy wiec wykazaé, ze przestrzenie A,, oraz B sa

) def def . . .
homeomorficzne. W tym celu oznaczmy e = n%‘_l(l, 1,...,1) € R** oraz S = 9p(B) i zauwazmy, ze e € A,, oraz

S={z€E: |z|]]2 =1}. Niech ¢: R — (0, 00] bedzie funkcja dana wzorem:

1
o(t) = { Fm B <0
00 gdy t >0

Odnotujmy, ze funkcja ¢ jest ciggla. Stad takze funkcja

r: S>3 (Cﬂo, v 7xn) = Inin(@(x()),@(xl)a' . 750(:577«)) € (0700]

jest ciagla. Ponadto, ma ona wartosci rzeczywist czylir: S — (0,00). Wprost z definicji funkcji ¢ i r wynika, ze:
. 1
(16:3) r(zo,y ..., xn) = max{s >0 Vje{0,1,...,n}: ] + sz > 0}.
n

Powyzszy wzor oznacza, ze w szczegblnosci e + r(x)x € A,, dla dowolnego punktu = € S. Na koniec niech H: B — A,
bedzie funkcja okreslong nastepujaco: H(0) = e oraz H(x) = e + r(z/||z|2)x dla 2 # 0. Poniewaz dla niezerowego
wektora x, H(z) = (1 — ||z]|2)e + ||z]|2(e + r(2)z), gdzie z = x/||z||2, z wypuklodci zbioru A,, wynika, ze H(x) € A,,.
Bezposrednio ze wzoru definiujacego funkcje H otrzymujemy cigglo$é tej funkeji poza zerem. Aby sprawdzié, ze
odwzorowanie H jest ciggle takze w zerze, zatézmy, ze punkty 2*) € B\ {0} daza do 0. Z ograniczonosci funkcji r (jako
ciaglej na zbiorze zwartym) wynika, ze (2 /||2® ||3)2*) — 0 przy k — oo i tym samym limy, ., H(z®)) = e = H(0).
Pozostaje wiec sprawdzié, ze funkcja H jest bijekcja (gdyz ma dziedzine zwarta). W tym celu zalézmy, ze punkty
x,y € B sa takie, ze H(x) = H(y) oraz x # 0. Wtedy y # 0 oraz y = %x, a stad m = Hﬂfllz i w konsekwencji
y = x. To dowodzi, ze H jest iniekcja.

w—e
llw—ell2

Na koniec niech w € A, \ {e}. Wtedy w — e € FE i tym samym punkt u def nalezy do S. Zauwazmy, ze dla

s & lw —ell2 > 0 mamy e + su = w € A, wiec s < r(u) (dzieki (16:3])). W takim razie punkt x L 7(ayu nalezy do
B. Ponadto, H(x) = e+ su = w, czyli H jest suriekcja. O

"B)Qdys: 2 € S = x € E\ {0} = =z, <0 dla pewnego indeksu j = 0,1,...,n.
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17 Grupa podstawowa i nakrycia

17.1 Definicja.

Homotopia miedzy przestrzeniami topologicznymi X 1Y to dowolna funkcja ciagla H: X x[0,1] — Y. Dlat € [0, 1]
def

piszemy wtedy H; = H(-,t): X — Y i méwimy, ze H jest homotopia od Hy do H;. Zamiast ,H” mozna takze
pisaé¢ {H;}4e[0,1] na oznaczenie homotopii.

Dwie funkcje ciagte f,g: X — Y sa homotopijne, gdy istnieje homotopia H miedzy X a Y, taka ze Hy = f
i Hy = g. Piszemy wtedy f ~ g. Stwierdzenie, ze f i g sa homotopijne, zapisujemy symbolicznie f ~ g.

Ogolniej, jesli F jest dowolng rodzig funkeji cigglych z X w Y, méwimy, ze funkcje f, g € F sa homotopijne w F,

H H

jesli istnieje homotopia H, taka ze f ~ g oraz H; € F dla wszelkich ¢ € [0, 1]. Piszemy wtedy f =9 Stwierdzenie,
ze f 1 g sa homotopijne w F, odnotowujemy f =9 Tym samym, dla f,g: X — Y

f=g = f g

C(X,Y)

Homotopia przeciwna do homotopii H to homotopia ©H okreslona regula: (SH), df o 1—¢. Jesli homotopie H
i G sa takie, ze Hy = Gy, ich zlgczeniem nazywamy homotopie H & G okre$lona nastepujaco:

(H o), Hy  gdyte0,3]
Gau—1 gdyte[},1]

17.2 Obserwacja.

Dla dowolnej rodziny F cigglych odwzorowan miedzy przestrzeniami topologicznymi X Y relacja ,,f; ” jest relacjq

rownowaznosci na zbiorze F.

Dowdd. Dla f,g,h € F:

. f%f, gdzie F': X x [0,1] 3 (z,t) — f(z) € Y;

H H
o jesli f =g, 109 2 f;

HpG

h.

“HD

H G
ojeélif?giggh,tof

17.3 Definicja.
Dla dwéch punktéw a i b przestrzeni topologicznej X niech

S1(X,a,0) € {u e C([0,1], X): u(0) =a, u(l) = b}

oraz ¥1(X,a) def ¥1(X,a,a). Elementy zbioru ¥;(X,a) nazywamy petlami w punkcie a. Relacje ns (% b)”
1(4&,a,

(na zbiorze ¥1(X,a,b)) bedziemy oznaczaé ,,~”. Niech ¢, € X1(X,a) oznacza droge stale réwna a. Dla
a€Xi(X,a,b) oraz § € ¥1(X,b,¢) (gdzie ¢ € X) okreslamy:

o krzywq przeciwng do a jako O« € ¥1(X, b, a), (6a)(t) ef a(l —t);

o zlgczenie krzywych a i 8 jako a @ 3 € ¥1(X, a, ),

def Q(Qt) gdy t € [0, %]

Petle o € %1 (X, a) nazywamy trywialng lub $ciggalng, gdy a 4~ ¢q.
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Wykazemy teraz podstawowe, ale wazne wlasnosci zdefiniowanych przed chwila operacji.

17.4 Obserwacja.
Niech o, o’ € ¥1(X,a,b), 8,8 € Y1(X,b,¢), v € 21(X,¢,d), gdzie a,b,c i d to dowolne punkty przestrzeni
topologicznej X . Wtedy:

(a) jesli a g~y o i By B, to @ B o> o' & F;

(b) (a®B) @7 e=aa® (BD7);

(¢) ea @ ao~p ao~=p a®ep;
) o

(d) a® (8a) 4= ¢, oraz (6a) ® a =2 €.

Dowdd. Dla kazdej z powyzszych relacji homotopijnosci podamy jawny (konkretny) wzdér na homotopie H: [0, 1] x
[0,1] — X.

H
(a): Niech H i H' beda takimi homotopiami, ze « ,~ o oraz [ b ¢ ﬂ’ Wtedy wzér H” ‘e H{ poprawnie

H"

okresla homotopie H”, taka ze a ® 3 ,~. o' & 3.
(b): Zauwazmy, ze:

a(4t) gdy t € [0, 1] a(2t) gdy t € [0, 1]
(@@p)oy)(t) =84t —1) gdytels 5] oraz  (a@(BO7)(t)= B4t -2) gdyte [ 3]
y(2t —1) gdyt € [3.1] Y4t =3) gdyte€[f,1]
Niech
(7%1) gdy 0 <o < H2
H(z,t) =4 B4z —t—1) gdy & <o <2
V(M) edy <<
H
Wtedy (a® B) @y oa=aa® (BB 7).
(¢): Tym razem niech
dy 0 <z < 15t 22 gdy 0<a <
H[(x,t) — a N gdy T 2 oraz HT(.T,t) — a(t+1) gay ot T 2
a5 gdy St << b gdy 5 <z<1
Wtedy ¢, @ a@b a oraz a P e alérb Q.
(d): Dla uproszczenia przyjmijmy 3 4f . Niech
a gdy 0 <z < %
2x —t dy £ <z <3
PICTES S BRI
Bz +t—1) gdy 3 <z <3
a gdy % <z<l1
Wtedy a @ 6 aga ¢,. Z uwagi na to, ze S0 = «, z wykazanej wlasnie relacji wynika, ze 0 ® a p=2 ¢p. O
17.5 Definicja.
Dla ustalonego punktu a przestrzeni X niech
def
71'1(X7a) = Zl(Xva/) /azaa
wraz z dzialaniem ,x” okre$lonym regula:
def
[,y [Blaza = [0 ® f,~ (a, f € X1(X, a)).
Pare (7m1(X, a),*) nazywamy grupg podstawowq przestrzeni topologicznej X w punkcie a. Dla uproszczenia, be-
dziemy pisaé [a] zamiast [, ~,, gdy z kontekstu bedzie jasne, jaki punkt jest wyrézniony.
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17.6 Twierdzenie.
(m1(X,a),*) to grupa. Jej elementem neutralnym jest e = [¢4], a elementem odwrotnym do [o] (dla o € ¥1(X, a))
jest [©a] .

Dowdd. Przede wszystkim, dzialanie ,x” jest poprawnie okreslone dzigki wlasnosci (a) z Obs. Jest ono laczne
dzieki wlasnosci (b), natomiast pozostala czesé tezy to punkty (c) i (d) tamze. O

17.7 Twierdzenie.
Niech v: [0,1] — X bedzie drogg od a do b. Wtedy odwzorowanie

Py m(X,a) 3 [a],~, = [(67) © (@ ® )], € mi(X, D)

jest poprawnie okreslonym izomorfizmem grup.

Dowod. Dla uproszczenia, oznaczmy przez 0 krzywa przeciwna do . Poprawna okreslonos¢ odwzorowania ¢, wynika
z wlasnoéci (a) Obs. Ponadto, dla o, 8 € ¥1(X, a) zachodza réwnoéci

@, ([0],m * [Alim,) = 04([0© Bl2,) =00 (0 © B) B 7),m, 206 0) @ (B8 )],m,
(

Q1600 @De)®BON,my L1000 (D) O (BOY]my 2[0® (D7) ® (D (BD7))],ms

= [5 ® (Oé ®7)]bﬁb * [5 S (ﬁ @V)th = (I)‘Y([a]aﬁa) * @V([ﬁ]aﬁa)a

—

czyli ®, to homomorfizm grup. Analogicznie mamy okre§lony homomorfizm ®s: m (X,b) — m1(X,a). Aby zakon-
czy¢ dowodd, wystarczy pokazaé, ze zlozenie tych dwéch homomorfizméw w dowolnej kolejnosci jest identycznoscia.
Z symetrii zalozen, mozemy sie ograniczy¢ do, powiedzmy, ®, o ®5. Dla § € (X, b) otrzymujemy

(B0 25)([l,2,) = (Y @ (B 0),2,) = @ (1@ (80 6) @)],] L [F07) B (B (6,2,

D@ (B0 er)my < [Blym,

co konczy dowdd. O

17.8 Definicja.

Grupg podstawowg niepustej drogowo spdjnej przestrzeni topologicznej X nazywamy kazda grupe izomorficzna
z m(X,a), gdzie a jest dowolnie wybranym punktem przestrzeni X. Tw. zapewnia, ze definicja ta jest
poprawna.

Notacja: 71 (X) (dla drogowo spdjnej przestrzeni X).

Konwencja: 71(@) to grupa trywialna (czyli przestrzen pusta jest jednospéjna).

17.9 Obserwacja.
Niech a,b bedg dwoma punktamsi przestrzeni X .

(a) Jesli H: [0,1]x[0,1] — X jest homotopig od o € £1(X,a) do § € 1(X, a), to [a]*[1] = [o]*[] (w1 (X, a)),
gdzie 0,7 € ¥1(X,a) sq¢ dane wzorami: o(t) def H(0,t) oraz 7(t) Lof H(1,t).

(b) m1(X,a) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej petli o € X1(X, a) istnieje homotopia H od a do ¢,, taka
Ze H(0,t) = H(1,t) dla wszelkich t € [0,1].

(c) Jesli m(X,a) =0 oraz a, f € ¥1(X, a,b), to a ;> B.

*14) Ponizej, przy niektérych przejéciach, nad znakiem réwnosci podajemy etykiete whasnosci z Obs. [17.4] na ktéra sie powotujemy. W niemal
kazdym przejsciu (ponadto) stosujemy wlasno$é (a) podang tamze.
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Dowdd. (a): Bez trudu sprawdzamy, ze 0,7 € ¥1(X,a). Niech S,T: [0,1] x [0,1] 5 X beda dane wzorami: S(z,t) f

o(at) oraz T(z,t) % r(xt). Sa to homotopie, takie ze S;(0) = T,(0) = a, Si(1) = o(t) = Hy(0) oraz Ti(1) = 7(t) =
H:(1). Oznacza to, ze nastepujacy wzér poprawnie okresla homotopie W: W, df (S; @ Hy) @ (6T%). Zauwazmy, ze
Wo=(ea@a)®d7iWi = (0®0) De, oraz Wi(0) = a = Wi(1), czyli Wy o~, W1. Przejscie do klas abstrakeji daje
teze.

(b): Koniecznoéé istnienia takiej homotopii jest natychmiastowa. Odwrotnie, jesli H jest homotopia o wlasnosciach
opisanych w punkcie (b), oraz o(t) = H(0,t), to z punktu (a) mamy: [a] * [0] = [0] * [es], czyli [a] = [e4].

(c): Stosujemy wlasnosci wymienione w Obs. m

()
ooy @ o B ((98) & B) o= (@ (S8)) & B o ea © B o= B,
gdzie przejécie (%) bierze sie stad, ze a @ (63) € £1(X, a) oraz m1(X,a) = 0. O

17.10 Definicja.
Méwimy, ze przestrzen topologiczna X jest

e Sciggalna, gdy istnieje punkt ¢ € raz homotopia H: X x [0,1] — X, taka ze H; = idx oraz Hy = ¢;

o prawidlowa, gdy jest drogowo spdjna, lokalnie drogowo sp6jna i spetnia nastepujacy warunek: kazdy punkt
przestrzeni X ma otoczenie U, takie ze kazda petla w tym punkcie, ktorej obraz zawiera sie w U, jest
trywialna (jako petla w calej przestrzeni);

e jednospojna, gdy i’est drogowo spéjna, lokalnie drogowo spdjna oraz gdy jej grupa podstawowa jest trywialna

(tzn. m(X) =0)

17.11 Twierdzenie.
Niech X bedzie przestrzenig $ciggalng.

(A) Dowolne dwie funkcje ciggle f,g: X — Y o wartodciach w przestrzeni drogowo spdjnej Y sq homotopijne.
(B) Dowolne dwie funkcje ciggle u,v: Z — X sq homotopijne.

(C) X jest przestrzenig drogowo spdjng oraz w1 (X) = 0.

Dowdd. Niech H: X x [0,1] — X bedzie taka homotopia, ze H; = idx oraz Hy =c € X.

(A): Funkcja F &ef foH: X x[0,1] — Y jest homotopia, taka ze Fy = f(c) oraz Fy = f. Tym samym f ~ f(c).
Analogicznie, g(c¢) ~ g. Poniewaz przestrzen Y jest drogowo spdjna, istnieje droga v: [0,1] — Y od f(c) do g(c).
Wtedy funkcja X x [0,1] 5 (z,t) — ~(t) € Y jest homotopia od funkcji (z X w Y) stale réwnej f(c) do stale réwnej
g(c). Zatem te dwie funkcje sa homotopijne. W konsekwencji, f ~ g, dzieki Obs.

(B): Funkcja Z x [0,1] 3 (z,t) — H(u(z),t) € X jest homotopia od funkcji (z Z w X) stale réwnej ¢ do u, czyli
u =~ c. Stad takze v ~ ¢ i ponowne uzycie Obs. [I7.2) daje teze.

(C): Dla dowolnego punktu =z € X funkcja [0,1] 3 ¢t — H(z,t) € X jest droga od ¢ do x, co pokazuje, ze przestrzen
jest drogowo spéjna. Aby zakonczy¢ dowdd, wystarczy pokazaé, ze grupa 71 (X, ¢) jest trywialna. A jest tak, poniewaz
dla dowolnej petli @ € £1(X, ¢) funkcja W: [0,1] x [0,1] > (z,t) — H(a(z),t) € X jest homotopia od e, do «, taka ze
W:(0) = We(1) dla wszelkich ¢ € [0, 1]. Zastosowanie punktu (b) Obs. konczy dowdd. O

17.12 Przyktad.

Jak nietrudno si¢ przekonaé, niepusty wypukly podzbidr przestrzeni unormowanej jest Sciagalna przestrzenia
prawidlowa. Isotnie, jesli W jest niepustym i wypuklym zbiorem w przestrzeni unormowanej E, a ¢ € W jest
dowolnym punktem, to funkcja H.: W x [0,1] 3 (w,t) — (1 — t)w + tc € W jest homotopia od e, do idy (czyli
W jest przestrzenia $ciagalna), taka ze H.((Bg(c,7) N W) x [0,1]) € Bg(c,7) N W dla dowolnego promienia
r > 0. Tym samym punkt ¢ ma baze otoczen otwartych zlozong ze zbioréw $ciagalnych, co implikuje, ze W jest
przestrzenia prawidtowa.

*15)
*16)

Pamietajmy, ze przestrzen $ciagalna jest niepusta.
Wielu autoréw w definicji jednospéjnosci pomija lokalna drogowa spéjnosé. Warto wiec zapamietaé, ze w niniejszym skrypcie prze-
strzenie jednospéjne sa prawidiowe.
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Wprowadzimy teraz i zbadamy pojecie, ktore jest waznym narzedziem do wyznaczania grup podstawowych przestrzeni
prawidtowych.

17.13 Definicja.
Ciagte odwzorowanie p: Z — X nazywamy nakryciem, jesli jest to suriekcja o nastepujacej wlasnosci:

(cov) Kazdy punkt z € X ma otwarte otoczenie V, takie ze zbiér p~1(V) mozna przedstawié¢ w postaci
(17:1) p (V)= U.,
ses

gdzie zbiory U, sa otwarte i parami roztaczne oraz p

. jest homeomorfizmem miedzy Us a V.

(Powyzszy zbiér indekséw S moze zaleze¢ od punktu z). W powyzszej sytuacji zbiér V nazywamy otoczeniem
kanonicznym, a wzor rozktadem kanonicznym dla V. Z i X to, odpowiednio, przestrzen nakrywajgca i na-
krywana.

Nakryciem przestrzeni topologicznej X nazywamy dowolna pare (Z,p), gdzie p: Z — X jest nakryciem. Na-
krycie (Z,p) jest uniwersalne, gdy przestrzen Z jest jednospéjna.

17.14 Przyktad.

Niech T %f {z € C: |z| = 1}. Jak nietrudno si¢ przekonaé, przestrzen T jest prawidlowa, a funkcja
p:Roz—e®eT

jest nakryciem. Istotnie, wiemy, ze jest to suriekcja ciagla o okresie 2. Ponadto, jesli z = p(x), to p~}(T\{—2}) =
Urez Uk, gdzie Uy e (x + 27k — 7,2 + 27k + 7), oraz p|y, jest homeomorfizmem z Uy na T \ {—z}. Szczegdly
tego prostego przykladu pozostawiamy czytelnikom jako (obowigzkowe) éwiczenie.

Poniewaz przestrzen R jest jednospéjna, para (R, p) jest nakryciem uniwersalnym okregu T.

17.15 Definicja.
Gdy p: Z — X jest nakryciem, a u: W — Z funkcjg ciagla, funkcje v nazywamy podniesieniem funkcji p o u.

17.16 Twierdzenie. (Twierdzenie o jednoznaczno$ci podniesienia)
Niech p: Z — X bedzie nakryciem, Q) przestrzeniq spdjng, a u,v: Q — Z funkcjami cigglymi, takimi Ze pou = pov.
Wtedy albo u = v, albo u(w) # v(w) dla wszelkich w € Q.

Dowdd. Zatézmy, ze zbiér F et {w € Q: u(w) = v(w)} jest niepusty. Aby wykazaé, ze F = Q, wystarczy sprawdzic,
ze zbior F jest otwarto-domkniety w ).
Ustalmy punkt a € F. Niech V bedzie otoczeniem kanonicznym punktu p(u(a)) = p(v(a)), a p~* (V) = U,cq Us

jego rozktadem kanonicznym. Dobierzmy taki indeks ¢ € S, ze (v(a) =) u(a) € Uy. Wtedy zbiér D & w1 (U) N~ (Uy)
jest otoczeniem punktu a, takim ze w(D) U v(D) C Uy. Skoro p|y, jest iniekcja oraz p|y, o u|p = plu, o v|p, zachodzi
D C F — czyli zbiér F' jest otwarty.

Niech teraz punkt a nalezy do domkniecia zbioru F' w 2. Jak poprzednio, dobieramy otoczenie kanoniczne V' punktu
p(u(a)) = p(v(a)) i rozklad kanoniczny p~' (V) = J,cq Us dla V. Wtedy u(a) € U; oraz v(a) € Uy dla pewnych
indeksow ¢,t" € S. Zatem zbiér D def u=t(Uy) Nv~=Y(Uy) jest otoczeniem punktu a € F, stad D N F # &. Niech wigc

be FND. Wtedy U; 3 u(b) = v(b) € Uy, co implikuje, ze t' = t. Na koniec, z réwnosci p|y, (u(a)) = ply, (v(a)) oraz
réznowartosciowosci funkeji p|y, wnosimy, ze u(a) = v(a), czyli F = F.

17.17 Lemat. (Twierdzenie o podnoszeniu krzywej)
Niech p: Z — X bedzie nakryciem, v: [0,1] — X dowolng krzywq, a b € Z dowolnym punktem, takim ze p(b) =
~v(0). Wtedy istnieje dokladnie jedna krzywa 7: [0,1] — Z, taka ze 5(0) = b oraz v =po 7.

98 (© Piotr Niemiec



TOPOLOGIA LATO 2026 — ZIMA 2027

Dowdd. Jedynosé krzywej wynika z Tw. [17.16] Aby wykazaé istnienie, dla pokrycia odcinka zbiorami postaci v~ 1(V),

gdzie V przebiega otoczenia kanoniczne w X, dobierzmy liczbe Lebesgue’a (zob. Lem. str. , powiedzmy § = i
(gdzie m € Ny). Indukcyjnie okredlimy zgodne krzywe ay: [5-1, 5] — Z dla k = 1,...,2m, takie ze a1 (0) = b oraz
v przedtuza p o a,. Wtedy ich zlepienie bedzie krzywa, ktérej szukamy. Oprécz warunku czedciowego podnoszenia
krzywej v, w startowym kroku indukcyjnym zadamy jedynie, by «;(0) = b, a w kolejnych, by ak(%) = ak_l(%).
Zalézmy wiec, ze dla pewnego indeksu k = 1,...,2m zostal ustalony warunek poczatkowy dla krzywej ay, czyli ze

znamy jej warto$¢ w punkcie %, powiedzmy v, przy czym

(17:2) pv) = (’“‘1) |

2m
Poniewaz érednica przedzialu [%, %} jest mniejsza niz 0, przeto 7([%, %]) C V dla pewnego otoczenia kanonicz-
nego w X. Z warunku (17:2)) wynika istnienie zbioru otwartego U C Z wchodzacego w sklad rozkladu kanonicznego

dla zbioru V, ktéry zawiera punkt v. Oznacza to, ze funkcja h def plu: U — V jest poprawnie okreslonym home-

k=1

) . . . def ; _ . , . .
omorfizmem. W takim razie wzér o, = h™' o '}/|[k—1 & poprawnie okresla krzywa, taky ze ap (%) = v i ze krzywa
2m ’2m

v przedtuza p o ay, co konczy dowdd. O

17.18 Lemat. (Twierdzenie o podnoszeniu homotopii)
Niech p: Z — X bedzie nakryciem, H: [0,1]2 — X dowolng homotopiq, a b € Z dowolnym punktem, takim ze
p(b) = H(0,0). Wtedy istnieje dokladnie jedna homotopia H: [0,1]*> — Z, taka Ze H(0,0) =b oraz H =po H.

Dowdéd. Jednoznacznos¢ wynika z Tw. Aby skonstruowaé¢ homotopie H, wystarczy okresli¢ zgodna (skoficzona)
rodzine funkcji ciaglych okreslonych na zwartych kwadratach pokrywajacych [0, 1]?, w taki sposéb, by jedna z nich
posylala punkt (0,0) w b oraz by kazda z tych funkcji byla podniesieniem zawezenia homotopii H. Taka konstrukcje
przeprowadzamy ponizej.
Z istnienia liczb Lebesgue’a dla pokry¢ otwartych kwadratu [0, 1]? wynika, ze istnieje taka liczba catkowita m > 0,
ze dla dowolnych liczb j, k = 1,...,m zbi6r H([%, L] x [k;bl, %]) zawiera si¢ w pewnym otoczeniu kanonicznym
=1 k-1

w X, powiedzmy Vjyj. Dla uproszczenia, oznaczmy I, def [, L] x 2L B oraz wyy, = (225, E=1) (lewy dolny rég
kwadratu ;). Okreslimy teraz indukcyjnie zgodne funkcje ciaglte Wjy: iy — Z (4,k =1,...,m), tak by W11(0,0) = b

oraz by homotopia H przedtuzala p o Wj;. Skonstruujemy je w nastepujacej kolejnosci:

Wity oo s Wi War, oo, Wagsooas oo s Winay ooy Wi
Na kazdym etapie konstrukeji mamy warunek poczatkowy postaci Wjg(wjx) = vjx, gdzie

b gdy j=k=1
Uik = Wip—1(wjr) gdy k>1=j.
W1 k(wjx) gdy j>1

Zauwazmy, ze w kazdym z ww. przypadkéw zachodzi wzér p(v;i) = H(wj,). W takim razie istnieje otwarte otoczenie
Ujr C X punktu v, (wchodzace w sklad rozkladu kanonicznego dla Vjy), takie ze wzdr hjy def plu.: Uik — Vik

poprawnie okresla homeomorfizm. Dzigki temu mozemy poprawnie okredli¢ funkcje ciaglta Wy, wzorem Wiy def h;kl o
H|r;,, z zachowaniem warunku poczatkowego. Wprost z definicji tej funkcji wynika, ze homotopia H przedtuza p o
W;. Pozostaje sprawdzié, ze na tym etapie uktad funkcji jest zgodny. Dziedzina funkcji W;; ma niepuste przeciecie
z dziedzinami co najwyzej 4 weczedniejszych funkeji: W1 ,—1 (gdy j > 11k > 1), Wi_1 441 (gdy j > 11k < m),
Wi_1k (gdy j > 1) oraz W; 1 (gdy k > 1); przy czym z dziedzinami funkeji Wj_q g1 1 W;_1 xr—1 ma jeden punkt
wspélny, ktory nalezy takze do dziedzin pozostalych 2 wymienionych tutaj funkcji, ktore sa juz zgodne, wiec wystarczy,
ze funkcja W, bedzie zgodna z W;_q (gdy 7 > 1) 1 W; ,—1 (gdy k > 1). Dla uproszczenia, oznaczmy przez F' jedna
(dowolnie wybrana) z funkcji W;_1 1 W; k—1. Z definicji punktu v, i zgodnosci wezesniej (tzn. przed W) okreslonych
funkcji wynika, ze v = F(wji). Czes¢ wspélna dziedzin obu funkeji — F 1 W — jest odcinkiem L poziomym lub
pionowym, ktérego jednym z koficow jest punkt wj;. Okre§lmy pomocniczo krzywa v: [0,1] — [0, 1], ktéra w punkcie
0 ma warto$¢ wjj 1 ktorej zbiorem wartosci jest odcinek L. Wtedy F o~y, Wj, 0v: [0,1] — Z to dwie krzywe, ktére
zgadzaja si¢ w zerze oraz spelniaja wzér: po (F o) = H o~y =po (Wj;o~). W takim razie, z Tw. wynika, ze
F o~y = Wj; o, czyli funkcje Wj;, i F' pokrywaja sie na zbiorze wartosci funkcji v — co oznacza, ze sa to funkcje
zgodne. O

Dwa ostatnie lematy sg szczegdlnym przypadkiem ponizszego twierdzenia. Stanowia zarazem gloéwne narzedzie w jego
dowodzie.
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17.19 Twierdzenie. (Twierdzenie o podnoszeniu)

Niech p: Z — X bedzie nakryciem, W przestrzeniq jednospding, a u: W — X funkcjg cigglq. Dla dowolnych
punktow a € W ib € Z, takich ze p(b) = u(a), istnieje dokladnie jedna funkcja ciggla : W — Z, taka Ze u(a) = b
0Tz U =P o uU.

Dowdd. Jedynosé, jak zwykle, wynika z Tw. [I7.16] Do konstrukeji funkeji @ potrzebujemy nastepujacej obserwac;ji:

(x) Jedli o, p € 1 (W,a,2z) i a/,0:]0,1] — Z to krzywe, takie ze o/(0) = 5'(0) = b, poad’ =uoaipof =wuof,
to o/ (1) = B'(1).

Wykazmy (%). Z jednospdjnosci przestrzeni W i wlasnosci (c¢) z Obs. wynika istnienie homotopii H: [0,1]? — W
od « do f, takiej ze H; € ¥1(W, a,x). Z Lem. wynika, ze istnieje homotopia Q: [0,1]?> — Z, taka ze Q(0,0) = b
oraz po@Q =wuo H. Skoro poQy =uoa=pod, z Tw. wynika, ze Qo = o’. W podobny sposéb uzasadniamy,
ze Q(0,t) = biQ(1,t) = /(1) (jako podniesienia funkcji stalej), a nastepnie ze Q1 = 3’ (jako zgodne w zerze) i tym
samym 0'(1) = Q1(1) = o/(1).

Zdefiniujmy teraz szukana funkcje @: W — Z regula: dla x € W dobieramy (dowolnie) krzywa v, od a do =z,
nastepnie Lem. daje nam (jedna jedyna) krzywa &,: [0,1] — Z, taka ze &,(0) = b i po & = uoy,; wtedy
u(x) def &:(1). Wlasnoéé () implikuje, ze wartosé @(z) nie zalezy od wyboru krzywej .. Wprost z jej okreslenia
wynika, ze p ot = u oraz @(a) = b (gdyz mozemy =, zdefiniowaé jako e¢,). Pozostaje wigc udowodnié¢ ciaglosé funkeji
u. W tym celu ustalmy dowolnie punkt ¢ € W i otwarte otoczenie D punktu v def t(c) w Z. Niech V' C X bedzie
otoczeniem kanonicznym punktu p(v), a U C Z otwartym otoczeniem punktu v, ktére wchodzi w skiad rozkladu

kanonicznego dla V. Oznacza to, ze h def plu: U — V jest homeomorfizmem. Wtedy zbiér h(U N D) jest otoczeniem
punktu p(v), a stad zbiér F 2ef u~L(h(U N D)) jest otoczeniem punktu ¢ w W (bo u(c) = p(i(c)) = p(v)). Z lokalnej
drogowej spojnosci przestrzeni W wynika, ze istnieje otoczenie B punktu c, takie ze kazdy punkt x zbioru B mozna
polaczy¢ krzywa p, z punktem ¢ (przy czym pu,(0) = ¢) lezaca w calosci w zbiorze E. Twierdzimy, ze u(B) C D.
Istotnie, jesli z € B, to n def -1, u|g o pp jest krzywa, taka ze n(0) = v oraz pon = wo u,. W takim razie
)& Ve @ g jest krzywa od a do z, a o =3 & D1 jest krzywa, taka ze 0(0) =bipoo =wuo A Zatem z (x) wynika, ze
u(z) =0(1) =n(1) e UND — i teza. O

17.20 Definicja.
Grupg Poincaré nakrycia uniwersalnego (7, p) przestrzeni topologicznej X nazywamy zbidr

I'(p) ¥ {ueC(2,2): pou=p}

wraz z operacja sktadania jako dzialaniem wewnetrznym.

17.21 Twierdzenie.
Przy oznaczeniach Def. [17.20 para (I'(p), o) jest grupa przeksztalceﬁ

Dowdd. Jest jasne, ze idx € I'(p) oraz ze uowv € I'(p) dla u,v € I'(p). Dalej, ustalmy dowolnie punkt a € Z. Dla
v € I'(p), z Tw. |17.19 wynika, ze istnieje funkcja ciagla w: Z — Z, taka ze w(v(a)) = aipow = p. Wtedy w € I'(p)
oraz po (wowv) =pi(wow)(a) = a. Zatem, z jednoznacznosci podniesienia w Tw. [17.19

(17:3) wov =idx.

To pokazuje, ze w jest suriekcja, a v iniekcja. Ale powyzsze rozumowanie mozemy powtérzy¢ dla w w miejsce v,

skad wnioskujemy, ze w jest iniekcja, czyli bijekcja. Z réwnosci (17:3)) wynika zatem, ze takze v jest bijekcja oraz

v=t =w € I'(p), czyli I'(p) to grupa. O

*17)Dopisek ,przeksztalcen” do slowa ,grupa” oznacza nie tylko tyle, ze jej elementami sg funkcje, a dzialaniem jest sktadanie, ale takze,

ze jej elementem neutralnym jest odzworowanie identycznosciowe.
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17.22 Wniosek.
Niech p: Z — X bedzie nakryciem, a q: W — X nakryciem uniwersalnym.

(a) Istnieje funkcja ciggla w: W — Z, taka Ze ¢ = p o u.

(b) Jesli nakrycie (Z,p) jest uniwersalne, to istnieje homeomorfizm h: Z — W, taki Ze p = qo h.

Uwaga: Dowodzi sie, ze funkcja u z tezy punktu (a) jest nakryciem, o ile przestrzen Z jest spdjna.

Dowéd Wn. 122l (a): Wystarczy zastosowaé Tw. [17.19| dla funkcji u def q.
b): Z (a) wynika, ze istnieja funkcje ciagle g: W — Z oraz h: Z — W, takie ze ¢ = pogip = qo h. Wtedy
3!
po(goh) =p, czyli goh € T'(p). Analogicznie, hog € T'(q). Tw.|17.21)implikuje, ze v def gohihog to homeomorfizmy.
Zatem obie funkcje ¢ i h sa bijekcjami oraz h~! = v~! o g, czyli h to homeomorfizm. O

Powyzszy rezultat orzeka m.in., ze przestrzen topologiczna ma co najwyzej jedno (z doktadnoscia do homeomorfizmu
podnoszacego nakrycia — zob. punkt (b) powyzej) uniwersalne nakrycie. Rodzi sie wiec naturalne pytanie o to, ktére
przestrzenie topologiczne maja takie nakrycia. Odpowiada na nie nastepujace

17.23 Twierdzenie.
Przestrzen topologiczna ma nakrycie uniwersalne wtedy @ tylko wtedy, gdy jest przestrzeniq prawidtowq.

(bez dowodu)

Powracamy do badan grupy Poincaré nakrycia uniwersalnego. Jak zobaczymy niebawem (Tw. [17.26| ponizej), grupa
ta jest w do$¢ naturalny sposéb izomorficzna z grupa podstawows nakrywanej przestrzeni prawidiowe;j.

17.24 Lemat.
Niech (Z,p) bedzie nakryciem uniwersalnym niepustej przestrzeni prawidiowej X, a a dowolnym punktem w Z.
Wtedy funkcja

P(p)>hw— h(a) € Z

jest réinowartosciowa, a jej zbidér wartosci to p~1({p(a)}).

Dowdd. Rézmowartosciowos$é wynika z Tw. [17.16] Ponadto, dla h € T'(p), p(h(a)) = (po h)(a) = p(a), czyli h(a) €

p~1({p(a)}). Pozostaje wigc wykazaé, ze dla dowolnego punktu b € p~1({p(a)}) istnieje funkcja h € T'(p), taka ze

h(a) =b. A to wynika od razu z Tw. [17.19| (dla W Czind D). O

17.25 Lemat.
Niech (Z,p) bedzie nakryciem uniwersalnym niepustej przestrzeni prawidlowej X, a a dowolnym punktem w Z.

(a) Dla dowolnej krzywej v: [0,1] — Z, takiej ze ¥(0) = a, zachodzi réwnowazinosé: po~y € X1(X,p(a)) wtedy
i tylko wtedy, gdy (1) € p~*({p(a)}).

(b) Jesli a, B: [0,1] — Z to krzywe, takie ze a(0) = B(0) = a oraz (1), 5(1) € p~t({p(a)}), to:

PO pa)p@a) Po B = a(l)=p5(1).

Dowdd. Punkt (a) jest natychmiastowy: skoro (p o )(0) = p(a), przeto

poy € X1(X,pa)) <= p(v(1)) = pla) <= (1) € p~ ' ({p(a)}).

Przechodzimy do (b). Jesli (¢ d:ef) a(l) = B(1), wtedy z punktu (c) Obs. wynika, ze istnieje homotopia H: [0, 1] x
[0,1] — Z od a do B, taka ze H; € ¥1(X, a,c) dla wszelkich ¢ € [0, 1]. W konsekwencji, p o « p(az))ozli(a) po f.
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Odwrotnie, zalézmy, ze p o « p(a)gp(a) po . Z Tw. |[17.19 (lub Lem. [17.18)) wnioskujemy istnienie homotopii
G: [0,1)* — Z, takiej ze G(0,0) = a oraz po G = H. Jednoznaczno$é¢ podniesienia implikuje, ze Go = o, G¢(0) = a
oraz G(1) = b dla wszelkich t € [0, 1] (gdyz p(G+(0)) = H¢(0) = p(a), p(G+(1)) = H(1) = p(a), Go(0) = aiGo(1l) =b).
A stad takze G; = 0 (z jednoznacznosci podniesienia), gdyz 5(0) = G1(0), i tym samym £(1) = G1(1) = b. O

17.26 Twierdzenie.

Niech (Z,p) bedzie nakryciem uniwersalnym niepustej przestrzeni prawidiowej X, a a dowolnym punktem w Z.
Dla dowolnego punktu b € p~({p(a)}) niech v: [0,1] — Z bedzie dowolnie ustalong drogq od a do b. Wtedy
odwzorowanie

®:T'(p) > h = [poypwl € m(X,p(a))

jest poprawnie okreslonym izomorfizmem grup, ktéry nie zalezy od doboru krzywych vy, (b € p~1({p(a)})). W szcze-
gdlnosci, grupy 71 (X) oraz T'(p) sq izomorficzne.

Dowdd. To, ze odwzorowanie ¢ jest poprawnie okreslone i nie zalezy od wyboru krzywych ~y,, wynika z dwoch po-
przednich lematéw. Z nich takze mozna tatwo wywnioskowaé, ze @ jest bijekcja. Istotnie:

e jesli ®(hy) = ®(hz), to z punktu (b) Lem. [17.25| wynika, ze hi(a) = ha(b), a z Lem. [17.24] ze hy = ho; czyli ®
jest iniekcja;
e dla dowolnej krzywej o € X1 (X, p(a)) istnieje podniesienie §: [0,1] — Z, takie ze 8(0) = a; wtedy b Lef B(1)

nalezy do zbioru p~!({p(a)}) (dzigki punktowi (a) Lem. 17.25:7 wiec b = h(a) dla pewnego homeomorfizmu
h € T'(p) (zob. Lem. [17.24); na koniec punkt (b) Lem. [17.25|implikuje, ze ®(h) = [a], czyli @ jest suriekcja.

Pozostaje sprawdzié, ze ® jest homomorfizmem grup. W tym celu ustalmy f,g € T'(p), przyjmijmy h def fog

i zauwazmy, ze wzor 7;1(&) def V(@) D (f ©Yg(a)) POPrawnie okresla krzywa 'y,’l(a) od a do h(a). Poniewaz juz wiemy, ze
® nie zalezy od doboru krzywych -3, tym samym:

D(fog)=[povnwl =Poviw) ® @ fovgw)] =[Poviw) ® (@0 vga)] = [P0 @] * [P0 vg@] = P(f) * (9),

co konczy dowod. O

17.27 Whniosek. (Twierdzenie o grupie podstawowej okregu)

m(Sh) = 2"

Dowdéd. Po naturalnym utozsamieniu R? z C, otrzymujemy, ze funkcja
p:Roz—e® st

jest nakryciem uniwersalnym (por. Prz. [17.14). W takim razie, na mocy Tw. [17.26, grupy mi(S') i I'(p) sa izo-
morficzne — wystarczy wiec wyznaczy¢ druga z nich.

Jedli f: R — R jest funkcja ciggla, taka, ze po f = p, wtedy e'(/(*)=%) = 1 czyli funkcja u: R 3 z — % eR
ma wartodci catkowite. Ale jako ze jest ona ciagla, a jej dziedzina jest spdjna, musi to by¢é funkcja stata, czyli u(z) = k
dla wszelkich z € R i pewnej ustalonej liczby calkowitej k € Z. Tym samym f(z) = « + 2mk. Odwrotnie, bezposredni
rachunek pokazuje, ze funkcja gp: R 2 = — x 4 27k € R, gdzie k € Z, nalezy do I'(p). PokazaliSmy wiec, ze

T'(p) ={gx: k € Z}. Jako proste (obowiazkowe) éwiczenie pozostawiamy sprawdzenie, ze funkcja

Z >k gr € I'(p)
jest izomorfizmem grup — a stad I'(p) = Z i teza. O
Naszym ostatnim celem tego rozdzialu jest wykazanie, ze sfery euklidesowe wyzszego wymiaru (czyli S* dla n > 1) sa

jednospéjne. Przyda nam sie¢ do tego nastepujacy wynik, ktéry podaje warunek wystarczajacy na trywialnosé grupy
podstawowej.

*18)Tutaj i w dowodzie tego rezultatu symbol ,22” oznacza izomorficznosé grup.
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17.28 Lemat.
Jesli X jest przestrzeniq topologicznag, ktorg mozna przedstawié w postaci X = X1 U Xo, przy czym

o zbiory X1 i Xy sq otwarte w X, drogowo spdjne i ich grupy podstawowe sg trywialne (tj. m(X;) =0);
o 2bior X1 N Xy jest drogowo spojny @ niepusty,

wtedy X jest przestrzeniq drogowo spdjng i m1(X) = 0.

Dowdd. Ustalmy punkt a € X7 N X5. Z drogowej spéjnoéci przestrzeni X7 i Xo wynika, ze kazdy punkt nalezacy do
X1 U X5 mozna potaczyé droga z a. Oznacza to, ze przestrzen X jest drogowo spdjna. Wystarczy wiec wykazac, ze
m(X,a) =0.

Niech @ € %1(X,a) i niech m > 0 bedzie taka liczba calkowita, zZe % jest liczba Lebesgue’a dla pokrycia

{a"1(X1),a "' (X2)}. Dla k € {0,...,m} niech I © [y, EXL] Dobierzmy indeks sy € {1,2}, taki ze a(I) C X,

Dalej, okre$lamy jednoznacznie wyznaczone liczby ¢ > 01 p(0) < ... < p(g + 1), takie ze

e u(0)=0, plg+1)=m+1;
o s, =5, ilekro¢ 0 < j < qip(j) <k < p(j+1);

® S,(j) # Su(j+1), ilekro¢ 0 < j < gq.

Niech teraz J; def U”(jﬂ)*l Iy, oraz vj; = s,(;) dla 0 < j < q. Z powyzszych wlasnosci wynika, ze

k=p(4)
(17:4) a(J;) c X, gdy0 <y: <q
Vi # Vjt1 gdy 0 < j <gq.
Jest jasne, ze Jy,. .., J,; to zwarte przedzialy pokrywajace [0,1], z ktérych dowolne dwa o sgsiednich numerach maja

jeden punkt wspélny. Dla 0 < j < ¢ oznaczmy przez c; jeden jedyny punkt zbioru J;_; NJ;. Dodatkowo, niech ¢ 2y
icgt def g, Zauwazmy, ze J; = [¢;,cj+1] dla j =0,...,q. Wlasnosci (17:4) implikuja, ze (b; dZEf) alcj) € X1 N Xy, gdy
0<j<qg+1(by=bgy1 =a). Z zalozenia, dla j =0,...,q istnieje krzywa v;: J; — X1 N X5 od b; do bj;1. Ustalmy
na moment j € {0,...,q}. Poniewaz a(J;) U~v;(J;) C X, oraz m1(X,(j),a) = 0, z punktu (c) Obs. wynika, ze
istnieje homotopia W7: J; x [0,1] — X,(;), taka ze W = al;,, W{ = v, oraz W (¢;) = b; i W/ (¢cj41) = bj41 dla
wszelkich ¢ € [0,1]. W ten sposéb otrzymaliémy zgodna rodzing homotopii {W?, ..., W4}. Oznaczmy ich zlepienie przez
H. Tym samym H: [0,1]2 — X jest homotopia, taka ze Ho = a, (8 %) Hy: [0,1] — X1 N X oraz H,(0) = Hy(1) = a
dla wszelkich ¢ € [0,1]. W szczegblnosci, « ,~, 8. Ale 8 € ¥1(X1,a), wiec 8 4~ ¢ (w X7 1 tym samym takze w X),
co ostatecznie daje a ;> ¢4. O]

17.29 Twierdzenie. (Twierdzenie o jednospdjnodci sfer)
Dila n > 0, sfera euklidesowa S™ jest jednospdjna wtedy i tylko wtedy, gdy n > 1.

Dowdd. Jako ze sfera SU jest niespéjna, Wn.[17.27]implikuje, ze sfera S™ nie jest jednospdjna dla n < 2. Aby uzasadnié,
ze pozostale sfery sa jednospéjne, ustalmy n > 1 i zauwazmy, ze przestrzen S™ jest drogowo spdjna i lokalnie drogowo
sp6jna. Ponadto, z Tw. [13.10] (str. wynika, ze dla pewnego punktu p € S”, przestrzenie X; def §n \ {p} oraz R™
sa homeomorficzne. W szczegélnosci, X; jest przestrzenia jednospéjnag. Poniewaz funkcja S™ 3 © — —x € S™ jest
homeomorfizmem posylajacym punkt p w —p, wnioskujemy, ze takze przestrzen Xo def §n \ {—p} jest jednospéjn
Jako ze przestrzen X1 N Xy = S™\ {p, —p} jest homeomorficzna z przestrzenia postaci R™ \ {punkt}, jest to przestrzen
drogowo spéjna, gdyz n > 1, zatem zastosowanie Lem. konczy dowdd. O

17.30 Uwaga.
Grupa podstawowa moze by¢ grupa nieabelowa. Dowodzi sie np., ze grupa podstawowa przestrzeni bedacej suma
mnogosciowa dwdch stycznych okregéw jest (nieabelowa) grupa wolna o dwéch wolnych generatorach.

*19) Podajemy tutaj mozliwie najprostszy dowéd z zastosowaniem Lem. [17.28] Stosujac np. macierze ortogonalne (jako homeomorfizmy sfe-
ry), mozna latwo pokazaé, ze sfery euklidesowe sg topologicznie jednorodne, tzn. dla dowolnych dwéch punktéw sfery istnieje homeomorfizm,
ktéry posyla jeden z nich w drugi. W konsekwencji, przestrzen S™ \ {a} jest homeomorficzna z R™ dla dowolnego punktu a € S™.
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18 Rozmaitosci

18.1 Definicja.
Rozmaitosciq n-wymiarowq [bez brzegu| (gdzie n > 0) nazywamy dowolna przestrzen metryzowalna, taka ze kazdy
jej punkt ma otoczenie otwarte homeomorfligiczne z R™. Rozmaitosci 0-wymiarowe to przestrzenie dyskretne.

Rozmaitodcig n-wymiarowq (potencjalnie) z brzegiem (gdzie n > 0) nazywamy dowolng przestrzen metry-
zowalna, taka ze kazdy jej punkt ma otoczenie otwarte homeomorficzne z R™ lub z Ry x R*™! (z konwencja:
RO f {0}). Jesli M jest n-wymiarowa rozmaitoscia (potencjalnie) z brzegiem, jej brzegiem nazywamy zbiér OM
wszystkich tych punktéw z M, ktore nie majg otwartego otoczenia homeomorficznego z R™. M jest rozmaitoscig
z brzegiem, gdy OM # &.

Rozmaito$¢ to rozmaitosé n-wymiarowa dla pewnej nieujemnej liczby catkowitej n. Podobnie, rozmaitosé z brze-
giem to rozmaito$¢ n-wymiarowa z brzegiem dla pewnej dodatniej liczby calkowitej n.

Rozmaito$¢ jest zamknieta, gdy jest zwarta i bez brzegu oraz ma dodatni wymiar.

18.2 Uwaga.
W definicji rozmaitoéci (zaréwno z brzegiem, jak i bez brzegu) zalozenie o metryzowalno$ci mozna zastapié
(otrzymujac warunek réwnowazny) parazwartoscia przestrzeni. Niektdrzy autorzy zadaja, by rozmaitosé spelniala
II A.P. (wtedy wystarczy, ze jest ona regularna i juz bedzie metryzowalna). Poniewaz rozmaitosci sa lokalnie
spéjne, drugi aksjomat przeliczalnosci (dla metryzowalnych rozmaitosci) jest réwnowazny temu, ze rozmaito$é ma
przeliczalng liczbe sktadowych. Istotnie, zgodnie z pewnym twierdzeniem Aleksandrowa, kazda spdjna parazwarta
lokalnie zwarta przestrzen topologiczna jest o-zwarta.

Rzadziej w definicji rozmaito$ci metryzowalnos¢ zastepuje sie jedynie aksjomatem T . Otrzymuje sie w ten
spos6b ogoélniejsze pojecie, prowadzace do nieco patologicznych rozmaitosci (réwniez bez brzegu), jak np. diuga
prosta (czyli prosta Aleksandrowa), zob. https://en.wikipedia.org/wiki/Long_line_(topology).

18.3 Obserwacja.

(A) Rozmaito$é n-wymiarowa (bez brzegu) ma baze topologii zloZong ze zbioréw homeomorficznych z R™. Roz-
maitosé n-wymiarowa z brzegiem ma baze topologii zloZong ze zbioréw, z ktorych kazdy jest homeomorficzny
ZzR™ lub 2 Ry x R*~L,

(B) Niepusty podzbidr otwarty rozmaitodci (odp. rozmaitodci potencjalnie z brzegiem) jest takqz rozmaitoécig tego
samego wymiaru. Odwrotnie, jesli przestrzen metryzowalna ma pokrycie otwarte zlozone z rozmaitosci (odp.
rozmaitosci potencjalnie z brzegiem) tego samego wymiaru, to przestrzen ta jest takqZ rozmaitoscig, o tym
samym wymiarze.

(C) Metryzowalna przestrzen topologiczna jest n-wymiarowq rozmaitoscig bez brzegu (gdzie n > 0) wtedy i tylko
wtedy, gdy kazdy jej punkt ma otoczenie homeomorficzne ze zbiorem otwartym w R™.

(D) Metryzowalna przestrzen topologiczna jest n-wymiarowq rozmaitoscig (bez brzegu lub, odpowiednio, poten-
cjalnie z brzegiem) wtedy i tylko wtedy, gdy jest przestrzenig lokalnie spdjng i kazda jej skladowa jest takg
rozmaitosciq.

(E) Jedli niepusta przestrzen jest n-wymiarowq rozmaitodcig potencjalnie z brzegiem zaréwno dlan = a, jak i dla
n==~a, toa=>.

Dowdd. Ustalmy metryzowalna przestrzen topologiczna M.

(A): Jesli przestrzen M jest rozmaitoscia, to kazdy jej punkt ma otwarte otoczenie homeomorficzne z R™. A ponie-
waz wszystkie euklidesowe kule otwarte w R™ sa homeomorficzne z R™ [éwiczenie!], widzimy, ze kazdy punkt przestrzeni
M ma baze otwartych otoczen homeomorficznych z R™. Podobnie, je$li M jest rozmaitoscig z brzegiem, to kazdy punkt
ma otoczenie homeomorficzne z R™ lub z R, x R"~1, a druga z tych przestrzeni ma baze topologii ztozona ze zbioréw
homeomorficznych z jedna z tych przestrzeni — i tym samym M tez ma baze topologii o takiej wlasnosci.

(B): Teza wynika z (A).

(C): Niech h: A — V bedzie homeomorfizmem miedzy otoczeniem A punktu a € M a zbiorem V otwartym
w R™. Wtedy zbiér U E int(A) jest otwartym otoczeniem punktu a, a zbiér h(U) jest otwarty w R™. W takim

razie istnieje euklidesowa kula otwarta B o $rodku w punkcie h(a), ktéra zawiera sie w h(U). Wtedy zbiér E def
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h=1(B) jest otwartym otoczeniem punktu a homeomorficznym z B. Ale kula B jest homeomorficzna z R™, co pokazuje
réwnowaznosé¢ sformutowana w punkcie (C).

(D): Poniewaz kazdy punkt rozmaitosci ma otoczenie homeomorficzne z jedng z przestrzeni R™ lub Ry x R™~! a obie
te przestrzenie sa lokalnie spdjne, wnioskujemy, ze kazda rozmaito$¢ jest przestrzenig lokalnie spojna. W szczegdlnosci,
jej sktadowe sa otwarte i w konsekwencji sa rozmaitosciami, zgodnie z (B). Implikacja odwrotna wynika od razu z (B).

(E): Dla dowodu nie wprost, zal6zmy, ze np. a < b. Korzystajac z niepustosci, mozemy dobraé¢ dwa otwarte otoczenia
V i W tego samego punktu rozmaitosci, homeomorficzne odpowiednio z R® lub z Ry x R*~! (o ile a > O)E oraz

z R® lub z R x R*~!. Wtedy zbiér U LV AW jest jednoczesnie homeomorficzny z podzbiorem przestrzeni R® oraz
z niepustym zbiorem otwartym w R, x R?~! Korzystajac z gestoéci zbioru (0,00) x R*™1 w Ry x R*~! mozemy
zmniejszy¢é zbiér U do niepustego zbioru otwartego U’ homeomorficznego ze zbiorem otwartym w R?. Ostatecznie
otrzymujemy niepusty zbiér otwarty w M homeomorficzny jednoczesnie ze zbiorem F' C R i ze zbiorem E otwartym
w R®. W konsekwencji, niepusty zbiér otwarty E C R® jest homeomorficzny ze zbiorem F' x {0}*~% C R®, ktéry jest
nigdziegesty w R®. A to jest niemozliwe, dzieki Twierdzeniu o zachowaniu obszaru (Tw. @L str. . O

Punkt (D) powyzszej obserwacji pozwala ograniczyé badanie rozmaitoéci do spdjnych przestrzeni, co ma miejsce
niezmiernie czesto w praktyce.

18.4 Twierdzenie.
Niech M bedzie n-wymiarowq rozmaito$cig z niepustym brzegiem. Wtedy OM jest zbiorem domknietym w M
i rozmaitoscig (bez brzegu) wymiaru n — 1.

Dowdéd. Na wstepie zauwazmy, ze — zgodnie z definicja brzegu rozmaitosci:

a € M\ OM <= 3U otwarte otoczenie pktu a: U = R"

a2

(powyzej oraz w calym tym dowodzie, ,2” oznacza homeomorficznosé). W szczegdlnosei, jeshi zbior U jest jw., to
U C M\ OM, co pokazuje, ze zbiér M \ OM jest otwarty w M.

Ustalmy na chwile homeomorfizm h: U — Ry x R"~! okreslony na pewnym zbiorze otwartym U C M. Twierdzimy,
ze wtedy:

(18:1) UNoM = h ({0} x R™1).

Inkluzja ,C” jest natychmiastowa, gdyz (0,00) x R*~! = R" wiec zbiér otwarty U \ h=1({0} x R"71) jest home-
omorficzny z R™, czyli zawiera si¢ w M \ OM (na podstawie pierwszej czesci dowodu). Dla dowodu przeciwnej inkluzji
skorzystamy z Twierdzenia o zachowaniu obszaru. Przypu$émy wiec, dla dowodu nie wprost, ze a € U \ M spelnia
h(a) € {0} x R"~! (dla n = 1 zapis ten oznacza, ze h(a) = 0. Wtedy istnieje otwarte otoczenie V C U punktu a
oraz homeomorfizm g: V — R™. W takim razie funkcja f: R" > x +— h(g~'(z)) € Ry x R"~! C R" jest zanurzeniem
topologicznym. Zatem z Tw. (str. wynika, ze zbiér V' def f(R™) jest otwarty w R™, co jest nieprawda, gdyz
h(a) € V C Ry x R"~1. Otrzymana sprzeczno$é dowodzi wzoru (18:1).

Teraz bez trudu wykazemy, ze OM jest rozmaitoécia wymiaru n—1. Oczywiscie jest to przestrzen metryzowalna. Co
wiecej, dla a € OM istnieje zbiér otwarty U zawierajacy punkt a i taki, ze istnieje homeomorfizm h: U — R, x R*~ 1,
7 wynika, ze wtedy U N dM jest zbiorem homeomorficznym z R"~! (co dla n = 1 oznacza, ze jest to zbiér
jednoelementowy). Obserwacja, ze a € U N OM, konczy dowdd. O

18.5 Twierdzenie.
Kazda spojna jednowymiarowa rozmaito$¢ z brzegiem lub bez jest homeomorficzna z dokladnie jedng sposréd prze-
strzeni: R, S', Ry, [0,1].

(bez dowodu)

Stosujac Tw. [13.10] (str. oraz Tw. [17.29] (str. [103)), czytelnik bez trudu udowodni nastepujace

18.6 Twierdzenie.
Dlan > 1 sfera S™ jest jednospojng n-wymiarowq rozmaitoscig zamknietg.

. . .. def
*20) Pamietajmy o konwencji: RO = {0}.
*21)Mozemy pomingé R?, gdyz b > 0 i przestrzen R? jest homeomorficzna ze zbiorem otwartym w Ry x Rb—1.
y 3 gay J y +
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Dowéd pozostawiamy jako (obowiazkowe) éwiczenie.
Podamy teraz przyklady kilku klasycznych spdjnych rozmaitoéci dwuwymiarowych.

18.7 Przyktad.

(A) Dwuwymiarowy torus S' x S! jest zamknieta rozmaitoécia zanurzalng w przestrzeni R3. W realnym $wiecie
modelem torusa jest detka do kola (pusta w érodku rura sklejona koncami).

(B) Wstega Mébiusa to dwuwymiarowa rozmaito$é, ktéra powstaje przez zlepienie pionowych bokéw prostokata
po uprzednim obréceniu jednego z nich do géry nogami. Wstega Mdbiusa moze byé zwarta z brzegiem (gdy
startujemy od pelnego prostokata) — wtedy jej brzeg jest sp6jny i homeomorficzny z okregiem; moze byé
takze bez brzegu (gdy startujemy od prostokata z usunietym poziomymi bokami) — wtedy jest niezwarta.
Powierzchnia wstegi Mobiusa ma tylko jedna strone: gdybysSmy wykonali z papieru jej model i rysowali linie
wzdluz tej wstegi przez jej srodek, po zakonczeniu rysowania okazaloby sie, ze linia pojawila sie po ,,obu
stronach” wstegi. Wlasnosc ta oznacza, ze wstega Mobiusa jest rozmaitoscia nieorientowalng.
https://en.wikipedia.org/wiki/Mobius_strip

(C) Powierzchnia boczna walca, czyli zbiér S x [0, 1], to dwuwymiarowa zwarta rozmaito$é¢ z brzegiem bedacym
sumg mnogoéciowa dwoch roztacznych okregéw (St x {0,1}).

(D) Jesli skleimy ze soba obie skladowe brzegu powierzchni bocznej walca (w naturalny sposéb), otrzymamy
przestrzen homeomorficzng z dwuwymiarowym torusem. Mozemy jednak dokonaé¢ abstrakcyjnego sklejenia,
tzn. polaczenia, ktére nie jest wykonalne w realnym $wiecie (w przestrzeni tréjwymiarowej), otrzymujac
w ten sposéb tzw. butelke Kleina, czyli dwywymiarowa rozmaitos¢ zamknieta, ktéra nie jest zanurzalna
w R3. Aby opisaé¢ jej konstrukecje, na jednym z okregéw brzegowych powierzchni bocznej walca ustalmy
kierunek poruszania sie po nim. Gdy sklejamy oba brzegowe okregi w naturalny sposéb, mozemy odgadnaé,
jaki jest kierunek poruszania si¢ po drugim okregu brzegowym, tak by przy sklejaniu kierunki ruchéw na
obu okregach sie zgadzaly. Butelka Kleina powstaje przez zmiane kierunku ruchu (na przeciwny) na drugim
okregu i sklejenie obu brzegowych okregéw w sposéb zgodny z kierunkami ruchéw na obu okregach. Tak
powstala rozmaito$é jest zanurzalna w przestrzen R*. Jej niezwykla wlasnoscia jest to, ze jej dwuwymiarowa
powierzchnia ma tylko jedna strone (czyli jest to rozmaito$é nieorientowalna). Oznacza to, ze gdybysmy
rozpoczeli malowanie butelki Kleina w dowolnym miejscu po dowolnej ,stronie” i malowali ,bez odrywania
pedzla” dopdki sa niezamalowane dostepne miejsca, po zakonczeniu okazaloby sie, ze butelka Kleina jest
zamalowana w 100% z ,obu jej stron”. (Dla poréwnania, sfera dwuwymiarowa jest réwniez rozmaitoscia
zamknieta, ktéra w intuicyjny sposob ma strone zewnetrzna i wewnetrzna — mozemy ja pomalowaé od
wewnatrz kolorem bialym, a na zewnatrz czarnym i po jej rozcieciu zobaczymy prawidlowy efekt).
https://en.wikipedia.org/wiki/Klein_bottle

18.8 Uwaga.

Znana jest klasyfikacja spéjnych zamknietych rozmaitosci dwuwymiarowych (czyli powierzchni zamknietych).
Oprécz sfery S2, kazda inna, z doktadnoscia do homeomorfizmu, powstaje w jeden z nastepujacych dwéch sposo-
béw:

e Wycinamy w sferze n ,dyskéw” (gdzie n > 0), dostajac w ten sposdb tylez ,brzegowych” parami roztacznych
okregéw. Nastepnie do kazdego z tych okregéw doklejamy (brzegiem) zwarta wstege Mdbiusa (pamietajmy,
7e jej brzeg jest homeomorficzny z S', wiec formalne sklejenie jest mozliwe) — tak powstaja wszystkie
nieorientowalne spdjne powierzchnie zamknigte.

e Wycinamy w sferze 2n ,dyskéw” (gdzie n > 0), dostajac w ten sposéb tylez ,brzegowych” parami roztacz-
nych okregéw. Nastepnie laczymy je w pary i do kazdej pary doklejamy (brzegiem, w naturalny sposéb)
powierzchnie boczna walca. Tak powstaja wszystkie orientowalne spdjne powierzchnie zamkniete inne niz
sfera. Orientowalng powierzchni¢ zamknieta mozna wyobrazi¢ sobie jako powierzchnie precla z n dziurami,
ktore fachowo nazywa sie genusami (czyli zamknieta powierzchnia orientowalna o zerowej liczbie genuséw
to sfera).

https://en.wikipedia.org/wiki/Surface_(topology)

7 powyzszej klasyfikacji wynika nastepujace
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18.9 Twierdzenie.
Sfera S? jest jedyng, z dokladnosciq do homeomorfizmu, jednospdjng zamknietq rozmaitoicig dwuwymiarowg.

(bez dowodu)

18.10 Przyktad.
Niezwykle wazna klase rozmaitosci stanowia tzw. przestrzenie rzutowe. Tutaj ograniczymy sie jedynie do rzeczywi-
stych przestrzeni rzutowych, oznaczanych przez P"™(R), ktére sg spdjnymi rozmaito$ciami zamknigtymi. Przestrzen
P"(R) powstaje ze sfery S™ przez sklejenie parami jej punktéw antypodalnych. Precyzyjnie, na S™ wprowadzamy
relacje rownowaznosci:

T~y < y=zVy=—w.

P"™(R) to zbiér ilorazowy S™/ ~ z topologia ilorazowa (zob. nastepny rozdzial). Pokazuje sie stosunkowo latwo,
ze PL(R) = S!, natomiast dla n > 1 przestrzenn P"(R) jest sp6jna [nieorientowalna] n-wymiarowa rozmaitoscia
zamknieta. Ponadto, m (P™(R)) dla n > 1 jest grupa dwuelementowa, a rzutowanie kanoniczne z S™ na P™(R)
jest nakryciem uniwersalnym.

18.11 Uwaga. (Hipoteza Poincaré)
Jednym z centralnych probleméw matematycznych XX wieku, najwazniejszym w teorii rozmaitosci, byla tzw.
hipoteza Poincaré:

Kazda jednospéjna tréjwymiarowa rozmaitosé zamknieta jest homeomorficzna z S3.

Hipoteza ta doczekala si¢ uogdlnien na wyzsze wymiary (gdzie, oprécz jednosp6jnosei, zada sie dodatkowo innych
wlasnosci). Historia pokazala, ze owo uogdlnienie na wyzsze wymiary zostalo pozytywnie rozwiazane wezesniej
niz klasyczna (sformulowana powyzej) hipoteza Poincaré. Ona sama zostala pozytywnie rozstrzygnieta przez
Gregorija Perelmana dopiero w pierwszej dekadzie XXI wieku.
https://en.wikipedia.org/wiki/Poincare_conjecture

19 Topologia ilorazowa i grupy topologiczne

19.1 Definicja.

Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna, R C X x X pewna relacja réwnowaznosci na zbiorze X, a 7: X —
X/R rzutowaniem kanonicznym na zbiér ilorazowy. Topologia ilorazowq (indukowang z T, wyznaczong przez R)
nazywamy najbogatszopologi@ Tr, wzgledem ktérej w: (X, 7) — (X/R,Tr) jest funkcja ciagla. Dokladniej:
zbiér U C X/R jest otwarty w topologii ilorazowej, gdy 7= *(U) € 7.

Notacja: 7/R.

19.2 Obserwacja.
Niech R bedzie relacjg réwnowaznosci na przestrzeni topologicznej X i miech w: X — Z oznacza rzutowanie

kanoniczne na przestrzen Z def X/R z topologiq ilorazowq.
(a) Zbior F C Z jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy 2biér n=(Z) jest domkniety w X .

(b) Funkcja g: Z —'Y (gdzie Y to przestrzeri topologiczna) jest ciggla wtedy i tylko wtedy, gdy ciggla jest funkcja
gom: X =Y.

(c) Przestrzen Z jest Ty wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie klasy abstrakcji sq domkniete, tzn. gdy [x]r € F(X)
dla wszelkich x € X.

*22)Tgn. najwieksza wzgledem relacji inkluzji. Topologie najmniejsze wzgledem tej relacji (wéréd spelniajacych okreslone warunki) okresla
sie¢ mianem najubozszych.
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(d) Jesli przestrzen Z jest Ta, to R jest zbiorem domknietym w X x X.

Dowéd. Wiasnoéé (a) wynika ze wzoru 7= 1(Z \ F) = X \ 7~ 1(F) oraz z definicji topologii ilorazowej. Réwniez
wlasnosé (b) jest konsekwencja tej definicji: jesli funkcja g o 7 jest ciagla, to dla dowolnego zbioru otwartego V C Y
zbiér 77 1(g7H(V)) = (g o m)71(V) jest otwarty w X, wiec zbiér g~ (V) jest otwarty w Z. Z kolei wlasnosci (c) i (d)
sa natychmiastowymi konsekwencjami wzordw:

m ({m@)}) =lelr (v €X)
(rxm) ' Az) =R

oraz charakteryzacji aksjomatéw Ty i Ty (zob. Obs. str. [24] oraz Tw.[10.12] str. [59). O

Na og6l domknietoéé relacji réwnowaznosci w kwadracie kartezjanskim przestrzeni topologicznej nie wystarcza, by
przestrzen ilorazowa byla T5. Tak jednak jest dla przestrzeni zwartych, co pokazuje ponizsze

19.3 Twierdzenie.
Dla relacji rownowaznosci R na zwartej To-przestrzent X nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) przestrzer X/R jest Ta;

(ii) relacja R jest zbiorem domknictym w X x X.

Dowdd. Na mocy punktu (d) Obs. wystarczy pokazaé, ze (i) wynika z (ii). W tym celu zalézmy, ze R jest

domknietym zbiorem w X x X. Na potrzeby niniejszego dowodu powiemy, ze zbiér A C X jest R-niezmienniczy,

jesli [z]g € A dla dowolnego punktu x € A. Innymi slowy: zbiér A jest R-niezmienniczy wtedy i tylko wtedy, gdy

A = 771(n(A)). Dodatkowo, przez 7: X — Z oznaczamy rzutowanie kanoniczne na przestrzen ilorazowa Z L x /R.
Na wstepie wykazmy nastepujaca wlasnoéc:

(%) Jesli zbiory A, B C X sa rozlaczne, domkniete i R-niezmiennicze, to istnieje domkniety zbiér R-niezmienniczy
C, taki ze A C int(C) oraz CN B = @.

Niech A i B beda jw. Poniewaz przestrzen X jest normalna, istnieja zbiory otwarte U i V, takie ze A C U, BCV
oraz UNV = @. Wtedy takze U NV = @, co implikuje, ze zbiory U i B sa roztaczne. Niech C def Ueolz]r-
Whprost z definicji tegoz zbioru wynika, ze jest on R-niezmienniczy i zawiera zbiér U, czyli A C int(C). Ponadto,
C N B = 2. Istotnie, gdyby pewien punkt z € B nalezal do C, to istnialby punkt = € U, taki ze z € [v]g. Wtedy
takze x € [2]g i z R-niezmienniczosci zbioru B otrzymaliby$my, ze x € B, co przeczyloby temu, ze zbiory B i U sa
roztaczne. Pozostaje pokazaé, ze zbior C jest domkniety. A to wynika z domknietosci relacji R w X x X, gdyz:

e zbior D ¥ RN (U x X) jest domkniety w X x X, zatem jest to zbiér zwarty;

e rzut zbioru D na druga wspélrzedna, czyli C’ def {ye X| JxeX: (x,y) € D}, jest zwarty, wiec C’ to zbiér
domkniety w X;

o C=C"— gdyz

2€C > Jxze€U: 2€[z]g < x€U: (v,2)€ER < Jre X: (zv,y) € D.

Powyzsze uwagi koncza dowdd (x). Dalej, zauwazmy, ze z (x) wynika, ze:

() Jesli zbiory E, F C X sa rozlaczne, domknigte i R-niezmiennicze, to istnieja domknigte zbiory R-niezmiennicze
K i L, takie ze E C int(K), F' C int(L) oraz KN L = @.

Istotnie, najpierw do (*) podstawiamy A “rpipep , by otrzymacé zbiér C, ktéry oznaczamy przez K, a potem do
(%) podstawiamy A ©pipd K, by otrzymaé nowy zbiér C, ktéry oznaczamy przez L. Wtedy K i L spelniaja ().
Majac (*), pokazemy, ze przestrzen ilorazowa jest To. W tym celu ustalmy dla rézne punkty o i 8 w Z. Wtedy

7 ({a}) = [z]g oraz 71 ({B}) = [y]r dla pewnych punktéw z,y € X. Zauwazmy, ze zbiory K, ef [x] g oraz Lg ef [Wlr
sa R-niezmiennicze, roztaczne i domkniete (domknieto$é wynika stad, ze, np., Ky to rzut na druga wspo6irzedna zbioru
RN ({z} x X)). Teraz puszczamy w ruch indukcje i wielokrotnie stosujemy (*): jesli zbiory K, i L,, sa juz okreslone

108 (© Piotr Niemiec



TOPOLOGIA LATO 2026 — ZIMA 2027

def

(oraz sa rozlaczne, domkniete i R-niezmiennicze) dla pewnej liczby n > 0, to, podstawiajac E &f K,iF = Ly, z (%)

otrzymujemy zbiory K,4+1 i L,y1 o analogicznych wlasnosciach i takie, ze

(19:1) K, Cint(Kp41) oraz L, Cint(Ly41).
Na koniec okreélamy U &f Uo—y Ky, oraz V L U,—o Ln. Z rozlacznosci zbioréw K, i L, oraz z (19:1) wynika, ze U
i V to rozlaczne i otwarte nadzbiory zbioréw Ky i Ly (odpowiednio). Tym samym « € «(U) i 8 € 7(V). Ponadto,
7 (w(U)) = Ui H(m(Ky)) = Us—y Ky = U i podobnie 7~ (7(V)) = V, co implikuje, ze zbiory 7(U) i (V) sa
otwarte i roztaczne — i teza. O

Przejdziemy teraz do interesujacej klasy przestrzeni topologicznych jaka stanowia grupy topologiczne.

19.4 Definicja.
Grupq topologiczng nazywamy grupe (G, -) wyposazona w topologie, taka ze funkcja G x G 3 (z,y) — 2y~ € G
jest ciagta. Homomorfizm grup topologicznych to ciaglty homomorfizm. Analogicznie definiuje sie izomorfizm grup
topologicznych oraz automorfizm grupy topologicznej.

Dla dowolnych podzbioréw A i B grupy G okreslamy zbiory:

At dZEf{a_lz ac A}
A-BY{ab: a€ A, be B}
gA={g} A, Ag=A-{g} (9€G)

AT A A n>1)

AL A (n>1)
[AF L ek ae AY (kez).

Zbiér A nazywamy symetrycznym, gdy A = A™', tzn. gdy o' € A dla wszelkich a € A. Jedli G jest grupa

topologiczna, otoczenia elementu neutralnego eg grupy G nazywamy e-otoczeniami.
Pseudometryka ¢ na grupie G jest lewostronnie niezmiennicza (w skrécie: lewo-niezmiennicza), gdy

Vo,y,z € G: o(zz, zy) = o(x,y).
Analogicznie, pseudometryka g jest prawostronnie niezmiennicza (w skrécie: prawo-niezmiennicza), gdy
Va,y,z € Gt o(xz,yz2) = o(z,y).

Jesli pseudometryka jest lewo- i prawo-niezmiennicza, nazywamy ja obustronnie niezmienniczq (w skrécie: bi-
niezmienniczg lub obu-niezmienniczq).

Waluacjg (lub normg) na grupie G nazywamy dowolng funkcje p: G — R, taka ze dla dowolnych elementéw
g,h € G:

(V1) p(g) =0 <= g=ceq;
(V2) p(g™") = p(9);
(V3) p(gh) < p(g) + p(h).

Jedli funkcja p spelnia jedynie warunki (V2)—(V3) oraz znika w elemencie neutralnym grupy G, nazywamy ja
potwaluacjg lub seminormg.
Pétwaluacje p nazywamy symetryczng, gdy p(gh) = p(hg) dla wszelkich g, h € G.

W praktyce zada sie, by grupy topologiczne byly przestrzeniami Hausdorffa. Jak zobaczymy ponizej, kazda grupa
topologiczna T} jest automatycznie T3 (a nawet T 1 zob. Wn. |19.11| ponizej; takie grupy topologiczne moga nie by¢
normalne).

19.5 Obserwacja.
Niech (G, ) bedzie grupg, p pélwaluacja, d pseudometryka, a T topologia — na G.
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(A) (G, 1) to grupa topologiczna wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje (G x G,7 x 7) 3 (z,y) — zy € (G,T) oraz

(G,7) 32— 27t € (G,T) sq ciggle.

(B1) Jesli d jest [pseudo|metrykq lewo- lub prawo-niezmienniczq, to funkcja qq: G 2 = — d(xz,eq) € Ry jest

[pdt|waluacjq.

(B2) Funkcje df;,d;: G x G — Ry okredlone wzorami df;(x,y) = p(x~'y) oraz dy(x,y) = p(zy™") se pseudo-

metrykami (metrykami, jesli p jest waluacjg) na G, przy czym pseudometryka df, Jest lewo-, a dj, prawo-
NLeZMIENNICQA.

Przypisanie d — qq ustala wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$é miedzy bi-niezmienniczymi [pseudo|me-
trykami a symetrycznymi [pétlwaluacjami na G.

Przypisania p — df, oraz p — dy, ustalajq wzajemnie jednoznacziia odpowiednios¢ miedzy [pdt|waluacjami a,
odpowiednio, lewo- i prawo-niezmienniczymi [pseudo|metrykami na G.

Przypisanie d — dA, gdzie ci(x, Y) def d(z=Y,y~1), ustala wzajemnie jednoznaczng odpowiedniosé miedzy lewo-
a prawo-niezmienniczymi [pseudo]lmetrykami na G. W szczegdlnosci, pseudometryka lewo-niezmiennicza d

jest bi-niezmiennicza wtedy i tylko wtedy, gdy d(z=1,y~ ') = d(x,y) dla wszelkich z,y € G.

—~

Jesli d jest metrykq lewo- lub prawo-niezmienniczq, to (G,d) jest grupg topologiczng wtedy i tylko wtedy, gdy
spetniony jest warunek:

(19:2) lim d(z,,eq) =0 = Yy € G: lim d(yz,y ' eq) = 0.

n—oo
W szezegdlnosci, jesli d jest metrykq bi-niezmienniczq, to (G, d) jest grupg topologiczng.

Jesli d jest metrykq lewo- lub prawo-niezmienniczqg, to (G, d) jest grupg topologiczng wtedy i tylko witedy, gdy
metryki d © d sqg rownowazne.

Niech (G, T) bedzie grupg topologiczng.

D1) Funkcja G > x+— 2~ € G jest homeomorfizmem.
D2) Dla dowolnego elementu g € G funkcje G 3 x +— gx € G oraz G 3 x — xg € G sq homeomorfizmami.

D3) Dia dowolnego elementu g € G funkcja G > x — gxg~' € G jest automorfizmem grupy topologiczne;j
G.

D4) Dla dowolnego zbioru A C G i zbioru otwartego U C G zbiory U~Y, AU i UA sq otwarte.

D5) Dla dowolnego e-otoczenia U grupy G i dowolnej liczby calkowitej n > 0 istnieje symetryczne e-otoczenie
V, takie ze V' C U.

D6) Dla dowolnego zbioru A C G i e-otoczenia U, A C AU NUA. Ponadto,

A= ﬂ{UAU: U to otwarte symetryczne e-otoczenie}.

D7) Homomorfizm u: G — H miedzy grupami topologicznymi jest ciagly wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciggly
w jednym (dowolnym) punkcie.

D8) Homomorfizm uw: G — H miedzy grupami topologicznymi jest odwzorowaniem otwartym wtedy i tylko
wtedy, gdy zbidr w(V') ma niepuste wnetrze dla dowolnego e-otoczenia V C G.

(D9) Podgrupa grupy G o niepustym wnetrzu jest zbiorem otwarto-domknietym.

D10) Domkniecie dowolnej podgrupy grupy G jest podgrupg.

D11) Przestrzen G jest Ty wtedy i tylko wtedy, gdy jest Ts.

D12) G jest przestrzeniq lokalnie zwartg wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje w niej zwarte e-otoczenie.

D13) Jesli G jest grupa lokalnie zwartg T, to G jest przestrzeniq parazwartq.

D14) Jesli d jest lewo- lub prawo-niezmienniczqg pseudometrykq na G, to d jest funkcjq ciggla (w topologii

T X 7) wtedy i tylko wtedy, gdy pélwaluacja qq jest ciggla (w topologii T) w punkcie ec. Podobnie,
potwaluacja p jest ciggla wiedy i tylko wtedy, gdy jest ciggla w eg.

(D15) Funkcja p jest waluacjq, takg Ze metryka df) jest zgodna z topologiq grupy G, wtedy i tylko wtedy, gdy

p jest waluacjg cigglg w punkcie eq w topologii grupy G i spelnia warunek:

lim p(z,) =0 = z, > eq.

n—oo
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Dowdd. Dowody punktéw (A), (B1)—(B5) oraz fragmentéw punktu (D) pominietych ponizej pozostawiamy jako éwi-
czenie.

(C1): Wystarczy pokazaé, ze jesli metryka lewo-niezmiennicza d spelnia warunek 7 to (G, d) jest grupa topolo-
giczng (dla metryk prawo-niezmienniczych dowéd jest analogiczny). W tym celu ustalamy dwa ciagi (2,),— , (yn)pey C
G, zbiezne do, odpowiednio, z,y € G. Oznacza to, ze d(x~'z,,eq) = d(z,,2) — 0 i podobnie d(y~ty,,eq) — 0 przy
n — oo. Pytamy, czy ciag (zny, 1):11 jest zbiezny do xy~!. W tym celu szacujemy (przy przejéciu z etykieta ,,(¢£)”
nad znakiem réwnosci korzystami z lewostronnej niezmienniczosci):

©

Lay™h) = dec,y(y yn)y™) Hdy(a )y eq) = 0 (n — 00),

d(@nyy ey ") < d(@nyy s wny ™) + d(@ay”
gdzie ostatnie przejécie wynika z (19:2)).

(C2): Jesli (G, d) jest grupa topologiczna, to funkcja (G, d) > x +— 2~ ! € (G, d) jest homeomorfizmem, co implikuje,
ze metryka d jest réwnowazna metryce d. Odwrotnie, zalézmy, ze obie te metryki sa réwnowazne. Wystarczy pokazaé
(119:2)). Powiedzmy, ze metryka d jest lewo-niezmiennicza (przy prawo-niezmienniczosci dowéd jest analogiczny). Wtedy
dyzny~teq) = d(zay~t,y1), co implikuje, ze:

—-1 d —1 d -1
Yrnly ~ —eq ~— Tpy T —Y .

7 réwnowaznosci ww. metryk mamy:

-1 d 1

_1£Z -1
InYy = —Y = Ty T Y .

Ale metryka d jest prawo-niezmiennicza, wiec dA(xny*I, y 1) = cZ(zn, eq), co daje:

_1d _1 d
TRy T oY = x, — eq.

Na koniec (ponownie z réwnowaznosci metryk) zauwazmy, ze:

d d
Ty — €q < Ty — €G-

Laczac wszystkie powyzsze réwnowaznosci, otrzymujemy ((19:2)).
(D4): Teza wynika z (D1) i (D2) oraz wzoréw AU = (J,c 4 aU i UA =, 4 Ua.
(D5): Z ciagltosci funkeji G x ... x G 3 (x1,...,Zp) — T1+... Ty € G W (eq,...,eq) wynika, ze istnieja e-otoczenia

Wi,...,W,, takie ze Wy - ...- W, C U. Wtedy jako szukany zbiér V wystarczy podstawié¢ zbiér E N E~1, gdzie
def

E=Win...nW,.

(D6): Najpierw pokazemy pierwsza inkluzje tego punktu. Niech b € A. Wtedy zbiér bU ! jest otoczeniem punktu
b i w takim razie istnieja punkty a € A oraz u € U, takie ze a = bu~!. Tym samym b = au € AU. Analogicznie
pokazujemy, ze b € U A, co dowodzi, ze A C AU NUA. Z tej inkluzji wynika, ze

Acc® ﬂ{UAU: Uto otwarte symetryczne e-otoczenie}.

Aby uzasadni¢ przeciwng inkluzje, ustalmy b € C' i niech W bedzie otoczeniem punktu b. Z ciaglosci funkcji G x G >
(x,y) — by € G w punkcie (eq,eq) wynika, ze istnieje otwarte symetryczne e-otoczenie U, takie ze UbU C W.
Poniewaz b € C, takze b € UAU = U AU}, czyli b = v 'av~! dla pewnych u,v € U oraz a € A. A wtedy a = ubv,
czylia € ANUU C ANW. Tym samym pokazaliSmy, ze zbiér A przecina niepusto dowolne otoczenie punktu b, czyli
be A

(D8): Zalézmy, ze homomorfizm « ma te wlasnosé, ze zbiér «(V') ma niepuste wnetrze dla dowolnego e-otoczenia
V w G. Pokazmy, ze przy powyzszych oznaczeniach zbiér (V') jest wtedy e-otoczeniem. Istotnie, istnieje symetryczne
e-otoczenie E w G, takie ze E? C V. Zgodnie z naszym zalozeniem, istnieje niepusty zbiér otwarty D w H, taki ze
D Cu(E). A wtedy ey € D-D ! Cu(E) - [u(E)] ™' =u(E-E~') =u(E?) Cu(V) oraz zbiér D - D71 jest otwarty.

Teraz ustalmy zbiér otwarty W w G. Nasze zadanie to pokazaé, ze zbiér u(W) jest otwarty. Niech wiec y € u(W).
Wtedy y = u(x) dla pewnego punktu z € W. Zbiér 271 W jest e-otoczeniem. W takim razie z pierwszej czesci dowodu
wynika, ze zbiér u(z = W) = y~lu(W) jest e-otoczeniem — a to jest réwnowazne temu, ze u(W) jest otoczeniem
punktu y (dzieki (D2)).

(D9): Niech H bedzie podgrupa grupy G o niepustym wnetrzu, powiedzmy U. Skoro H = HU, punkt (D4) pokazuje,
ze zbiér H jest otwarty. Jednoczesnie G\ H = (G \ H) - H, wigc réwniez z (D4) wynika, ze zbiér G \ H jest otwarty.

(D10): Niech H bedzie podgrupa grupy G. Zauwazmy, ze zbior

{(z,y) €GxG: zy € H}

jest domknigty i zawiera zbior H x H. W takim razie zawiera takze zbior H x H (zob. Tw. [10.10} str. , czyli
HxHCH.
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(D11): Zalézmy, ze G jest Ty-przestrzenia. Niech z,y € G beda dwoma réznymi punktami. Wtedy istnieje zbidr
otwarty V', taki ze V N {x,y} jest zbiorem jednoelementowym, powiedzmy zawiera x. Wtedy zbiér U def 2V "ty jest
otwarty 1 U N {x,y} = {y}, co pokazuje, ze G jest T)-przestrzenia. Z kolei jesli A C G jest zbiorem domknietym
ia € G\ A, wtedy z (D6) wynika istnienie otwartego symetrycznego e-otoczenia V', takiego ze a ¢ UAU. Ostatni
zwiazek jest réwnowazny temu, ze UaNAU = @ (gdyz U = U~1). Otrzymalismy wiec dwa roztaczne otwarte nadzbiory
Ua i AU zbioréw {a} i A.

(D13): Z (D11) juz wiemy, ze G jest przestrzenia T3. Ustalmy zwarte symetryczne e-otoczenie K w G. Niech H
oznacza grupe generowang przez zbiér K. Wtedy:

H= G K",
n=1

co pokazuje, ze H jest przestrzenia o-zwarta. Ponadto, K C H, wiec z (D9) wynika, ze H jest zbiorem otwarto-
domknietym. Z Obs. (str. oraz Tw. (str. wnioskujemy, ze H jest przestrzenia parazwarta. Poniewaz
kazda grupa jest suma parami roztacznych warstw lewostronnych swojej podgrupy, grupe G mozemy przedstawié
w postaci G = UfeF fH, gdzie F C G jest tak dobranym zbiorem, ze zbiory fH (f € F) sa parami rozlaczne.
Zauwazmy, ze kazdy ze zbiorow fH jest otwarty w G oraz przestrzenia homeomorficzna z H, wiec parazwarta. Niech
{Us }ses bedzie pokryciem otwartym przestrzeni G. Dla dowolnego punktu f € F, w pokrycie { f HNU;}ses przestrzeni
JH wpisujemy pokrycie {V;}ier, otwarte w fH (wigc takze i w ) oraz lokalnie skoficzone w fH. Z uwagi na to, ze
zbiory fH sa parami rozlaczne i otwarto-domkniete w G, rodzina {Vy;: f € F, t € Ty} jest lokalnie skonczona w G
i jest pokryciem otwartym tej przestrzeni wpisanym w pokrycie {Us}ses.

(D14): Poniewaz qa;, = p, Wystarczy udowodni¢ teze dla pseudometryk. Jak zwykle, ograniczymy sie do lewo-
niezmienniczych pseudometryk. Dla (a,b),z,y) € G x G mamy |d(x,y) — d(a,b)| < d(z,a) + d(y,b) = qa(a ' z) +
qa(b~'y), co pokazuje, ze jesli polwaluacja qq jest ciagla w eq i U jest takim e-otoczeniem, ze q(U) C [0, 5), to dla
x € aU iy € bU spelniona jest nieréwnosé |d(x,y) — d(a,b)| < €, czyli funkecja d jest ciggla. Implikacja przeciwna jest
natychmiastowa.

(D15): Wystarczy wykazaé¢ wystarczalnosé podanych warunkéw. Z (D14) wynika, ze df) jest ciggla metryka i tym
samym idg: (G,7) — (G, df,) jest funkcja ciagla. By wykazaé, ze funkcja odwrotna takze jest ciagla, rozwazmy dowolny
ciag (zn),-, zbiezny w metryce df, do punktu a. Wtedy lim,, .. p(a~'z,) = 0, wiec z zalozenia w (D15) wynika, ze

a 'z, 5 eq. W konsekwencji (dzieki (D2)), x, — a, co kohczy dowdd. O

19.6 Uwaga.
Jak zobaczyliémy w Obs.[19.5] kazda metryka bi-niezmiennicza na grupie wyznacza topologie grupy topologicznej.
Istnieja przyktady metryk lewo-niezmienniczych na grupie, ktére nie prowadza do grup topologicznych.

Obs. pokazuje, m.in., ze zamiast rozpatrywaé [pseudo|metryki lewo- lub prawo-niezmiennicze na grupach (ktére
sa funkcjami dwdch zmiennych) mozna ograniczy¢ sie do [p6tjwaluacji (a wiec funkcji jednej zmiennej). Jest to czesta
praktyka i my bedziemy tak czyni¢ w niniejszym skrypcie. Nalezy przy tym pamietaé, ze waluacja p na grupie G
zadaje strukture grupy topologicznej wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia warunek:

(19:3) lim p(z,) =0 = Yy € G: lim p(yz,y~ ') =0.
(vor. ([93)).
Dla pseudometryki p na grupie G i liczby r € (0, 00) okreslamy kule otwartg o promieniu 7 (i srodku w eg) jako:

B,(r) ¥ {ge G: plg) <r}.

Wykazemy teraz niezwykle wazne w zastosowaniach

19.7 Twierdzenie. (Twierdzenie Markowa)
Dla dowolnego ciggu Uy, Us, ... e-otoczen grupy topologicznej G i dowolnego ciggu liczb dodatnich r1,7s, ... zbiez-
nego do zera istnieje ciggla pélwaluacja p: G — Ry, taka zZe:

Vn > 0: By(r,) C U,

oraz p(G) C [0,8Up,,~q ]

W dowodzie powyzszego rezultatu wykorzystamy ponizszy lemat, ktory sam w sobie jest przydatnym narzedziem do
konstrukcji metryk.
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19.8 Lemat.
Niech X bedzie niepustym zbiorem, a a: X x X — Ry funkcjg spelniajgcqg nastepujoce warunki dla wszelkich
z,y,z,w e X:

(Q1) a(z,z) =0;
(Q2) aly,z) = alz,y);
(Q3) afz,w) < 2max(a(z,y), a(y, 2), oz, w)).
Niech funkcja p: X x X — R4 bedzie dana wzorem:
o(a,b) el inf {Za(mk_l,zk): n>0, zo,...,2, € X, x9 =0a, T, = b} .
k=1

Wtedy o jest pseudometrykq na X, takq Ze:

1
(194) Vx,y €X: §Q(Z,y) < Q(xay) < Oé(ﬂf,y).

Dowdéd. Na potrzeby tego dowodu, (dowolne) skoficzone uklady punktéw z X postaci zo,...,z, bedziemy nazywaé
$ciezkami od xo do x,. Liczbe >_}_, a(xk_1,x)) bedziemy nazywaé dlugosciq takiej Sciezki, a liczbe n jej rozmiarem.

Jest jasne, ze ¢ > 0 oraz ze 9 < « (bo a,b to Sciezka od a do b), a stad o(z,z) = 0 dla x,y € X. Réwnie latwo
sprawdzamy, ze ¢ jest funkcja symetryczng (jesli bowiem xg, ..., z, to $ciezka od a do b, to x,, ...,z to $ciezka od b
do a o tej samej dlugodci) spelniajaca nier6wnosé tréjkata (gdyz ,zlaczenie” $ciezki od a do b ze $ciezka od b do ¢ jest
Sciezka od a do ¢ o dlugosci réwnej sumie dtugosei tych dwoch Sciezek). Tym samym o to pseudometryka i wystarczy
pokazaé, ze o > %a. Nieréwnosé ta jest réwnowazna nastepujacej:

(19:5) Vzo, ..., xn € X: Za(xk,l, T) >
k=1

a(zg, zp).

DO =

Powyzsza nieréwnos¢ wykazemy indukcja wzgledem rozmiaru n $ciezki. Dla n = 1 jest ona natychmiastowa.

Zalézmy, ze dla pewnej liczby n > 1 nier6wnosé (19:5)) jest prawdziwa dla wszystkich $ciezek o rozmiarze mniej-

. ;e . . . . . def
szym od n. Rozwazmy dowolng Sciezke o rozmiarze n, powiedzmy xg,...,T,, i dla uproszczenia oznaczmy p =

Sory azp—1, ). Rozwazamy 2 przypadki:

Przypadek 1: a(zg,z1) > %p lub a(zy—1,2,) = %p.

Zastepujac ewentualnie Sciezke xq, ..., T, przez T,,...,Tq, drugi z powyzszych warunkéw sprowadzamy do pierw-
szego (z zastosowaniem (Q2)). Tym samym mozemy zalozyé, bez straty ogélnosci, ze a(zg,z1) > 3p. Wtedy 2p =
p— %p >p— oz, 1) = Y pg(Tp_1,25) > %a(xl,xn), przy czym ostatnia nieréwno$é¢ wynika z zalozenia induk-
cyjnego zastosowanego do Sciezki 1, ..., x,. Tak wiec a(z1,z,) < p oraz a(xg,z1) < p. Podstawiajac x = zg,y =
Zo, 2 = X1, w = T, do (Q3), uwzgledniajac (Q1) otrzymujemy (g, z,) < 2p, co jest réwnowazne .

Przypadek 2: a(zg, 1) < 3p oraz a(z,—1,%,) < 3p.

Wtedy n > 21 p > 0. Oznaczmy przez r > 0 najwieksza liczbe z zestawu {1,...,n}, taka ze

T

(19:6) Za(mk,hxk) <

k=1

p-

DN =

Zauwazmy, ze 1 < r < n — 2, gdyz Zz;ll a(zr-1,2k) = p — a(Tp_1,Tn) > %p. Z maksymalnosci r wynika, ze

1 . "
ZZil a(zr—1,2K) > %p i w konsekwencji

n

1
19:7 a(Tp—1,2) < =
(19:7) > alzroq,w) 5P
k=r+2
(jako ze lewe strony obu tych nieréwnosci sumuja sie do p). Stosujac zalozenie indukcyjne do $ciezek xg, ..., x, oraz
Tyil,. .., Ty, Otrzymujemy nieréwnosci sa(zo,z,) < Yp_; a(zk_1,2x) oraz ta(z,41,2,) < > herpo (TR, k),

ktore w polaczeniu z ((19:6) i, odpowiednio, (19:7) daja a(xg, x,) < pia(z,t1,2,) < p. Oczywisdcie takze a(x,, ¢,41) <
p, wiec warunek (Q3) zastosowany do x = g,y = Xy, 2 = Tpp1,w = &, daje ostatecznie a(xg,x,) < 2p, co konczy
caly dowdd. O
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19.9 Wniosek.
Niech v: G — Ry bedzie dowolng funkcjg na grupie (G, -), ktéra spelnia nastepujoce warunki dla wszelkich x,y,z €
G:

(GQ1) ~(x) = 0;
(GQ2) ~(z™1) =~(x);
(GQ3) v(zyz) < 2max(y(z),(y), v(2)).

Wtedy istnieje polwaluacja p: G — R, taka Ze

(19:8) VreG: %’y(:ﬁ) < plx) < y(x).

Dowdéd. Niech funkcja a: G x G — R bedzie dana wzorem «(z,y) def y(x~1,y). Zauwazmy, ze wtedy
(19:9) Vo,y,a € G: alax,ay) = alz,y)

oraz spelnione sg warunki (Q1)—(Q3) Lem. Istotnie, wystarczy sprawdzié jedynie (Q3). Dla z,y, z, w € G mamy:
(GQ3)

a@,w) =A@ty -y ez ) < 2max(y(aly) Ay 12), vz w)) = 2max(ale, ), aly, =), alz, w)). Niech teraz

o bedzie funkcja z wypowiedzi przywolanego lematu. Wiemy, ze jest to pseudometryka spelniajaca (19:4). Ponadto,

z samej definicji tej funkcji oraz z ((19:9)) wynika, ze g jest pseudometryka lewo-niezmiennicza. W takim razie funkcja

P def go jest pétwaluacja na G. Zachodzi przy tym (19:8) (dzieki (19:4)). O

7 pomoca powyzszego wniosku wykazemy najpierw szczegdlny przypadek Twierdzenia Markowa:

19.10 Lemat. (Klasyczne Twierdzenie Markowa)
Dla dowolnego e-otoczenia V' grupy topologicznej G istnieje ciggla pélwaluacja p: G — [0,1], taka Ze B,(1) C V.

Dowdd. Mozemy zalozyé¢, ze V' # G. Rozpoczynajac od Uy ' & oraz Uy def int(V N V1) i stosujac wielokrotnie

wlasnoéé (D5) z Obs. indukcyjnie konstruujemy otwarte symetryczne e-otoczenia U, takie ze U3 C U,,_;. Niech

dodatkowo U, def N, Un. (Zauwazmy, ze Uy C U;, gdy 0 < j < k < 00). Okreslamy funkcje v: G — [0, 1] wzorem:

def | O z € Uyx
@) =9 . o, .
min{2™": n>0, x € U,} z¢Ux

Poniewaz zbiory Uy sa symetryczne, funkcja «y spelnia warunki (GQ1) i (GQ2) z Wn. Pokazemy teraz, ze takze
warunek (GQ3) jest spelniony. W tym celu ustalmy x,y, z € G i zauwazmy, ze:

Yw € G: y(w) =inf{27": neNy, z € U,}.

Niech teraz j,k,m € Ny beda takie, ze x € U;, y € Uy oraz z € U,,. Oznaczmy n def min(j, k, 7). Jesli n > 0,

wtedy na pewno y(zyz) < 2 = 217" A gdy n > 0, wtedy zyz € U;UU,, C U2 C U,_1, co daje y(zyz) < 2'7" =
2max(277,27% 27™). Tym samym w obu przypadkach zachodzi

y(zyz) < 2max(277,27F 27™),
Przechodzac w powyzszej nieréwnosci do infimum po (j,k,m), takich ze « € Uj, y € Uy i 2z € Uy, otrzymujemy
nieréwnosé z (GQ3). Tak wiec Wn. zapewnia nam istnienie pétwaluacji q: G — Ry, takiej ze %’y < g <.
Oznacza to w szczegélnodei, ze U, C By(2'™") dlan < od 23| co dowodzi ciagloéci funkcji ¢ (dzieki warunkowi (D14)
z Obs. . Co wiecej, By(3) C Uy C Tym samym p def min(2g, 1) jest szukana pélwaluacja. O

Dowéd Tw. 197 Dla dowolnego indeksu n > 0, z Lem. [19.10] dobieramy ciagta pétwaluacje g,: G — [0, 1], taka ze
By, (1) C Uy,. Okre$lamy szukang pdlwaluacje wzorem:
def

p(x) = suprpgn(x) € [0,supry].
n>0 n>0

*23)Bo: & € Un, to q(z) < ~v(x) <277 < 2177,
*24)Bo: ¢(x) < %, to y(z) < 2¢(x) < 1, co oznacza, ze z ¢ Ug \ Ut, czyli ¢ € Uy.

114 (© Piotr Niemiec



TOPOLOGIA LATO 2026 — ZIMA 2027

Elementarnie sprawdzamy, ze p to pélwaluacja (¢wiczenie). Widaé tez, ze By(ry,) C By, (1), wiec By(r,) C U, dla
n > 0. Pozostaje sprawdzi¢ ciaglto$é funkcji p. Na mocy warunku (D14) wystarczy sprawdzié, ze jest to funkcja ciagla
w eg. W tym celu ustalmy £ > 0 i dobierzmy indeks N > 0, taki ze r,, < /2 dlan > N.Dlan = 1,..., N niech
V,, bedzie takim e-otoczeniem, ze V,, C By, (¢/ry,). Wtedy zbiér W 2ef ﬂgil V., jest e-otoczeniem zawartym w By(e).
Istotnie, jesli x € W, to rpqn(z) <edlan=1,...,N oraz roq,(z) < r, <e&/2dlan > N, wiec p(x) <& —iteza. O

19.11 Whniosek.
Kazda grupa topologiczna Ty jest T3§-

Dowéd. Niech G bedzie grupa topologiczna Ty, A = A C G oraz a € G\ A. Wtedy zbiér U  a \ a 1A jest e-
otoczeniem, wiec z Klasycznego Twierdzenia Markowa wynika istnienie ciaglej pélwaluacji p: G — [0,1], takiej ze
B,(1) C U. Wtedy funkcja u: G 3 z — p(a~'z) € [0,1] jest ciagla, znika w a i jest stale réwna 1 na zbiorze A (bo
poza zbiorem U funkcja p jest stale réwna 1). O

Twierdzenie Markowa ma jeszcze jedna, zaskakujaca, konsekwencje:

19.12 Twierdzenie. (Twierdzenie Birkhoffa-Kakutaniego)
Grupa topologiczna jest metryzowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest Ty i spetnia I A.P.

Co wiecej, jesli grupa topologiczna jest metryzowalna, jej topologia pochodzi od pewnej metryki lewo-niezmien-
niczej.

Dowdd. Wystarczy wykazaé, ze topologia grupy topologicznej G, ktora jest Ty-przestrzenia spelniajaca I A.P., jest
wyznaczona przez pewna metryke lewo-niezmiennicza. W tym celu ustalamy baze otwartych e-otoczen Vi, Vs, ... grupy
G. Poniewaz G jest Ts,

(19:10) () Vo = {ec}-

Na podstawie Tw. [[9.7] istnieje ciagla pétwaluacja p na G, taka ze
(19:11) B,(2™") C Vi,

dla wszelkich n > 0. W konsekwencji, p jest waluacja (dzieki (19:10])). Aby zakonczyé dowdd, wystarczy pokazaé, ze
funkcja p spelnia implikacje z punktu (D15) Obs. A to wynika natychmiast z : jesli ciag (z,),-; C G jest
taki, ze lim,, o p(x,) = 0, to dla dowolnie zadanej liczby k > 0 znajdziemy indeks N > 0, taki ze p(z,) < 2% dla
n > N. W konsekwencji, dla takichz n, x,, € Vi, czyli x,, — eg w pierwotnej topologii grupy G, gdyz zbiory Vi, Va, ...
tworza baze e-otoczen. O

Operacja tworzenia struktury ilorazowej (wzgledem pewnej relacji réwnowaznodci) jest szczegblnie wazna w kontek-
$cie struktur algebraicznych. Grupy, w tym topologiczne, stanowia najprostszy ich przyktad. W szczegdlnosci, kazda
podgrupa H grupy topologicznej G wyznacza dwie przestrzenie (ilorazowe): warstw lewostronnych oraz prawostron-
nych. Mozemy wiec méwié¢ o topologii ilorazowej na tych przestrzeniach. Szczegdlnie wazna jest sytuacja, gdy obie te
przestrzenie ilorazowe sie pokrywaja — ma to miejsce doktadnie wtedy, gdy przestrzen ilorazowa posiada naturalng
strukture grupy; czyli wtedy, gdy grupa H jest podgrupa normalna grupy G. Ponizej omawiamy elementarz dotyczacy
ilorazowych grup topologicznych.

19.13 Twierdzenie.
Niech G bedzie grupg topologiczng, H jej podgrupg normalng, a m: G — G/H rzutowaniem kanonicznym.

(a) Grupa ilorazowa G/H jest Ty wtedy i tylko wtedy, gdy H jest zbiorem domknietym.
(b) Homomorfizm m jest odwzorowaniem otwartym.

(c) Jesli u: G — M jest homomorfizmem grup topologicznych, takim ze H C ker(u), to istnieje dokladnie jeden
ciggly homomorfizm @: G/H — M, taki Ze u = @ o w. Ponadto:

e ker(a) = w(ker(u)) oraz im(@) = im(u);
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e odwzorowanie U jest otwarte wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie u jest takiez;
e U jest izomorfizmem grup topologicznych wtedy i tylko wtedy, gdy H = ker(u) oraz u jest otwartym
epimorfizmem.

(d) Jesli grupa G jest [lokalnie] zwarta Ta, a H jest podgrupg domknietq, wtedy takze grupa G/H jest [lokalnie]
zwarta Ts.

Dowdéd. Dla uproszczenia oznaczmy K Ee! /H.

(a): Z Obs. wiemy, ze: K jest Top <= K jest Ty <= {ex} jest zbiorem domknietym (bo translacje to
homeomorfizmy) <= H = 7 1({ex}) jest zbiorem domknigtym w G.

(b): Dla dowolnego zbioru otwartego U C G zachodzi réwnowaznosé: w(U) jest zbiorem otwartym w K <=
7Y (w(U)) jest zbiorem otwartym w G. Ale 7~ }(7(U)) = H - U, a zbiory tej postaci sa otwarte.

(d): Poniewaz w klasie grup topologicznych aksjomaty Ty i To sa réwnowazne, z (a) wiemy, ze grupa K jest Tb.
Ponadto, z (b) wynika, ze je$li C C G jest zbiorem zwartym o niepustym wnetrzu, to takze zbiér 7(C) jest zwarty
i ma niepuste wnetrze w K. Stad [lokalna] zwarto$¢ grupy G implikuje [lokalna| zwartosé grupy K.

(c): Z podstawowego twierdzenia o epimorfizmie (zastosowanego do homomorfizmu u: G — u(G)) wynika istnienie
homomorfizmu @: K — M, takiego ze u = wom. Z tego wzoru i z suriektywnosci funkcji 7 wynika, ze odwzorowanie @
jest jednoznaczne oraz ze im(u) = im(@). Ponadto, dla © € G mamy: @(n(z)) = ex <= u(x) = ex < =z € ker(u),
co uzasadnia, ze ker(@) = w(ker(u)). Z Obs. wnosimy, ze 4 jest funkcja ciagla. Dalej, jesli @ jest odwzorowaniem
otwartym, to u, jako zlozenie dwoch odwzorowan otwartych, takze jest odwzorowaniem otwartym. Odwrotnie, jesli
u to odwzorowanie otwarte, to dla dowolnego zbioru otwartego V' C K zachodzi réwnoéé V = w(x~1(V)), wiec
w(V) = (aom) (= Y(V)) = u(n=1(V)), czyli zbiér a(V) jest otwarty. Na koniec zauwazmy, Ze i jest izomorfizmem grup
topologicznych wtedy i tylko wtedy, gdy jest to otwarta bijekcja. Z powyzszych rozumowan wynika, ze:

o ker(u) = {ex} <= m(ker(u)) = {ex} < ker(u) C H <= ker(u) = H (bo H C ker(u));
o im(i) =M <= u(G)=M,
co w polaczeniu z charakteryzacja otwartosci odwzorowania u konczy dowdd. O

Punkt (c) powyzszego twierdzenia $wiadczy o tym, ze w kategorii grup topologicznych otwarte homomorfizmy sa
szczegoblnie wazne. Dlatego twierdzenia o ,automatycznej” otwartosci homomorfizméw sg cenne. Ponizej podajemy
jedno z nich. To, co zastuguje w nim na szczegdlng uwage, to krétkosé i prostota dowodu.

19.14 Twierdzenie.
Jesli u: G — H jest epimorfizmem lokalnie zwartych grup topologicznych T i grupa G jest o-zwarta, to u jest
odwzorowaniem otwartym.

Jak zobaczymy w dowodzie, grupa H nawet nie musi by¢ lokalnie zwarta — wystarczy, ze jest T» i zachodzi dla niej
twierdzenie Baire’a (i wtedy, w sytuacji z powyzszego twierdzenia automatycznie bedzie to grupa lokalnie zwarta).

Dowdd. Zgodnie z Obs. wystarczy pokazaé, ze dla dowolnego e-otoczenia V' grupy G zbiér u(V) ma niepuste
wnetrze. W tym celu dobieramy zwarte e-otoczenie K, takie ze K C V. Z o-zwartosci grupy G wynika, ze istnieje ciag
(gn)oy, takize G = J,—; gn int(K). Wtedy tym bardziej H = [~ u(gn)u(K). Zbiory u(g,)u(K) sa domkniete (jako
zwarte w Ty), wiec z Tw. (str.[80) wynika, ze int(u(gny)u(K)) # @ dla pewnego indeksu N. Ale int(u(gn)u(K)) =
u(gn) int(u(K)), wiec zbiér w(V) D u(K) ma niepuste wnetrze. O

19.15 Uwaga.

Oprocz grup lokalnie zwartych, szczegdlnie wazne w matematyce sg tzw. grupy polskie, czyli osrodkowe i metryzo-
walne w sposob zupelny grupy topologiczne. Dla takich grup zachodzi analogon Tw. (jednakze jego dow6d
jest trudniejszy):

Ciggly epimorfizm miedzy grupamsi polskimi jest odwzorowaniem otwartym.

19.16 Przyktlad.
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(A)

(B)

(D)

(C,4),(R,+),(Q,+) to grupy topologiczne. Tylko pierwsze dwie z nich sa lokalnie zwarte. Podobnie,

(Cs, ), (R, ), (Qu, ), gdzie K, df g \ {0}, to grupy topologiczne, z ktérych tylko dwie pierwsze sa lokal-

nie zwarte. (T,-) to zwarta grupa topologiczna.

Niech K oznacza jedno z cial R lub C. Dla n > 0 zbiér M, (K) macierzy kwadratowych stopnia n o wyrazach
w K mozemy w naturalny sposéb utozsamié¢ z przestrzenia K". Jej podzbiér GL, (K) zlozony z macierzy
1 0

odwracalnych jest grupa z elementem neutralnym I = . Ze wzor6w na mnozenie macierzy, na

0 1
wyznacznik oraz na macierz odwrotna wnioskujemy, ze GL,(K) jest grupa topologiczna. Ponadto, jest to
zbiér otwarty w M, (K), gdyz wyznacznik jest funkcja ciagla oraz GL,(K) = {A € M,(K): det(A) # 0}.
Tym samym GL,(K) to grupa lokalnie zwarta.

Dowodyzi sie, ze:

e grupa GL,(C) jest spéjna dla wszelkich n > 0, a jednospéjna dla n > 1;
e grupa GL,(R) ma 2 skladowe dla wszelkich n > 0 oraz

0 n=1
m(GL,(R),I) =< Z n=2.
Z/2Z n>2
Dla A € M, (C) niech A’ oznacza macierz transponowana, A macierz, ktéra powstala z macierzy A przez
L. , .. s def 74 .
sprzezenie jej wyrazow, i niech A* = A'. Niech

U, € {A e M,(C): A*A=1}

oraz ot
O, = {Ae M,(R): A'A=1}.

U, to grupa macierzy unitarnych stopnia n, a O,, to grupa macierzy ortogonalnych stopnia n. Stosunkowo

tatwo dowodzi, sie, ze sa to grupy zwarte i ze Uy = T oraz O1 = {—1,1}. Znacznie trudniejsze w dowodzie sa

nastepujace wlasnosci dla n > 1:

e grupa U, jest spéjna rozmaitoscia i m (U,) = Z;

e grupa O,, jest rozmaitoscia o dwoch sktadowych i1 71(02) 2 Z oraz 71 (0y,) = Z/27 dla n > 2.

W kontekscie grup macierzy dopisanie do symbolu grupy przedrostka w postaci wielkiej litery ,,S” oznacza
ograniczenie si¢ do macierzy o wyznaczniku 1. I tak:

o SL,(K) %' {4 € M,(K): det(4) =1} (K=R,C);

o SU, L {AecU,: det(A)=1};

¢ SO, ¥ {Ac0,: det(A)=1}.
Nazwy powyzszych grup powstaja przez dodanie przymiotnika ,specjalna”. I tak: SL,(C) (odp. SL,(R))
to specjalna grupa macierzy zespolonych (odp. rzeczywistych), SU, to specjalna grupa macierzy unitarnych,
a SO, to specjalna grupa macierzy ortogonalnych. Oczywiscie wszystkie te grupy dla n = 1 sa trywialne.
Dowodyzi sig, ze dla n > 1 wszystkie te grupy to spéjne rozmaitosci (SO, to skladowa grupy O,,) oraz:

e grupy SL,(C) oraz SU, sa jednospéjne (przestrzeni SUs jest homeomorficzna ze sferg S%);
e grupy topologiczne SOs i T sg izomorficzne; 71 (SLa(R)) & Z;
o m1(SL,(R)) X Z/2Z = 71(S0O,,) dlan > 2.

Dla n > 0 grupe symplektyczng Sp, (czasem oznaczang takze przez Spa,) definiuje sie jako zbiér macie-

A B Lo . . ‘-

B A)' Dowodzi sie, ze Sp, C SUs, oraz ze Sp, to jednospdjna zwarta
rozmaitosé. Ponadto, do$¢ latwo pokazuje sie, ze grupy topologiczne Sp; i SUs sa (w naturalny sposéb)
izomorficzne.

rzy W € Us, postaci W =

Wprowadzone powyzej grupy SO,,, SU,, oraz Sp, mozna opisa¢ w zunifikowany sposob (przy czym zamiast
grupy Sp, otrzymamy grupe w naturalny sposéb z nig izomorficzna): sa to grupy wszystkich macierzy stopnia
n (o wyznaczniku 1, gdy mowa o SO,, i SU,) o wyrazach, odpowiednio, w K = R, K = C i K = H (gdzie
H to ,nieprzemienne cialo” kwaterniondéw), ktére traktowane jako odwzorowania K-liniowe na K" zachowuja
pewien standardowy ,iloczyn skalarny” o wyrazach w K.
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(F) Dla dowolnej grupy G oznaczmy przez Z(G) centrum grupy G, tj.: element g € G nalezy do Z(G), gdy
gr = zg dla wszelkich z € G. Jak latwo sie przekonaé, centrum grupy topologicznej Tj jest domknieta
podgrupa normalna.

W kontekscie grup macierzowych dopisanie do symbolu grupy G, ktérej centrum jest grupa dyskretna, przed-
rostka w postaci wielkiej litery ,P” oznacza przejscie do grupy ilorazowej G/Z(G). Méwimy wtedy o grupach
rzutowych. W ten spos6b powstaja klasyczne grupy rzutowe: PSL,(C), PSL,(R), PSU,, PSO,, (bez PSO,,
gdyz SO5 to grupa przemienna) i PSp,, (wszystkie wystepujace tutaj grupy, z ktérych wyprodukowano grupy
rzutowe, maja dyskretne centra). Zauwazmy przy tym, ze dla n = 1 wszystkie te grupy poza PSp; to grupy
trywialne. Wszystkie pozostale grupy rzutowe to spéjne rozmaitosci, z ktérych jedynie PSL,, (C) i PSL,(R)
nie sg zwarte. Zachodza takze nastepujace, dalece nietrywialne zwiazki:

e PSpy =2 PSU; = PSOs;

e PSpy = PSOs;

e PSU, = PSOg;

e PSO,= PSU; x PSUs.
Tym samym, jesli chodzi o zwarte klasyczne grupy rzutowe, mozna ograniczy¢ sie do grup: PSO,, (n > 7),
PSU, (n > 3) i PSp, (n > 1). Wszystkie wymienione tutaj (w poprzednim zdaniu) grupy maja jedna

wspoOlna ceche: sa topologicznie proste, tzn. sa nietrywialne i majg tylko 2 domkniete podgrupy normalne.
Dowdd tej wlasnosci jest trudny.

19.17 Przyktad.
Niech (X, d) bedzie niepusta przestrzenia metryczna.

(A) Grupa izometrii przestrzeni (X, d) to grupa Iso(X, d), ktérej elementami sa wszystkie (bijektywne) izometrie
przestrzeni (X, d), z dzialaniem skladania. Grupa ta, wyposazona w topologie zbieznosci punktowej (czyli
topologie indukowana z topologii produktowej przestrzeni XX), jest grupa topologiczna (éwiczenie).

(B) Zal6ézmy, ze przestrzen X jest zwarta. Dla funkcji f, g € C(X, X) okreslamy odleglosé jednostajna jako:

D(f,9) < sup d(f(x), g(x)).
reX

Zbiér Homeo(X) wszystkich (bijektywnych) homeomorfizméw przestrzeni X jest grupa przeksztalceni. Wy-
posazony w metryke
o(u,v) Lef D(u,v) + D(u"t,v71) (u,v € Homeo(X))

staje sie grupa topologiczna (¢éwiczenie). Dowodzi sig, ze powyzsza metryka o, ktéra w wielu przypadkach
nie jest ani lewo-, ani prawo-niezmiennicza, jest (zawsze — dla zwartej przestrzeni X ) zupelna, a topologia
grupy Homeo(X) nie zalezy od wyboru metryki d na X zgodnej z topologia. Mimo to na tej grupie moze nie
istnie¢ zupelna metryka lewo-niezmiennicza zgodna z topologia. Jest tak np. gdy X = [0, 1] (éwiczenie).

19.18 Uwaga.

Przypomnijmy, ze grupa (bez topologii) jest prosta, gdy zawiera dokladnie dwie podgrupy normalne (trywialna
i pelna). W analogiczny sposéb definiuje si¢ proste grupy topologiczne: grupa topologiczna Ty jest prosta, jesli
zawiera dokladnie dwie domknigte podgrupy normalne. Klasyfikacja zwartych grup prostych to jedna z najbarw-
niejszych kart matematyki i zarazem jeden z najtrudniejszych probleméw, ktére obecnie uwaza si¢ za rozwiazane.
Oto kilka informacji na ten temat:

e Kazda zwarta grupa prosta albo jest prosta grupa skonczona, albo jest spdjna grupa Lie, tzn. jest (gladka)
rozmaitoscia topologiczna.

e Kazda zwarta grupa prosta jest grupa prosta (tzn. ma tylko dwie podgrupy normalne niekoniecznie domknie-

te).

e Spdjne zwarte grupy proste zostaly sklasyfikowane przez Wilhelma Killinga i Elie Cartana na przetomie XIX
i XX wieku. Ta czeé¢ klasyfikacji nie wzbudza zadnych ,obaw” — jest klarowna i istnieje wiele kompletnych
dowoddw.
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e Klasyfkacje prostych grup skonczonych uznano za zakonczona ok. 1983 roku. Mimo to jeszcze w 2008 roku
pojawity sie poprawki od dawna istniejacych dowodéw. Wkiad w klasyfikacje miato kilkuset matematykdw,
a laczna liczba stron spisanych dowodéw wyraza sie w tysiacach. Do dzi$ nie istnieje pozycja ksiazkowa,
ktora omawiataby ten temat w sposéb wyczerpujacy. Z tego wzgledu raczej przyjmuje sie ,na wiare”, ze
klasyfikacja jest ukonczona, niz bezkrytycznie stwierdza, ze znamy juz wszystkie skonczone grupy proste.

e To, co po dzi§ dzien fascynuje wielu matematykéw, to niezwykle skromna liczba (5) tzw. wyjgtkowych
prostych spéjnych grup zwartych. Przymiotnik ,wyjatkowe” (ang. exceptional) wiaze sie z tym, ze wszystkie
pozostale spéjne zwarte grupy proste tworza 3 ciagi klasycznych grup prostych: PSO,, (n > 7), PSU,, (n > 3)
i PSp, (n > 1) (por. Prz. . Kazdy z tych ciaggéw zwiazany jest z jedna z trzech skonczenie wymiarowych
algebr z dzieleniem nad cialem R (w ktorych elementy z R sa centralne). (Zgodnie z twierdzeniem Frobeniusa,
sa tylko 3 takie algebry: ciala R i C oraz ,nieprzemienne cialo” kwaternionéw H). Wiecej szczegdléw:
https://en.wikipedia.org/wiki/Simple_Lie_group#Compact,

e Istnieja tylko trzy jednospdjne zwarte grupy proste. Wszystkie one naleza do wyjatkowych grup Liego i maja
wymiary (jako rozmaitosci): 14, 52, 248. (Dwie pozostale wyjatkowe proste grupy Liego maja wymiary 78
i 133; ich grupy podstawowe to grupy cykliczne rzedu, odpowiednio, 3 i 2).

e Na lidcie skonczonych grup prostych takze wystepuje kilka ciggéw klasycznych grup. Oprdcz nich pojawiaja
sie tzw. grupy wyjatkowe (ang. exceptional) oraz sporadyczne (ang. sporadic; jedni autorzy méwia o 26
grupach sporadycznych, inni o 27). Wiecej szczegdléw:
https://en.wikipedia.org/wiki/Classification_of_finite_simple_groups
oraz: Robert A. Wilson, The Finite Simple Groups, Springer-Verlag, London, 2009.
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20 Dodatek: stowniczek polsko-angielski

aksjomat oddzielania = a separation axiom

baza (topologii) = a basis or a base

baza otoczen = a neighbo(u)rhood basis

catkowicie niespdjna (o przestrzeni) = totally disconnected
catkowicie ograniczona (o przestrzeni) = totally bounded
calkowicie regularna = a completely regular

charakter gestosci (przestrzeni) = the density character
charakter punktowy (przestrzeni) = the point character
charakter w punkcie (przestrzeni) = the character at a/the point
ciag (,zwykly”) = a sequence

Cauchy’ego (o ciagu) = fundamental or Cauchy

cigg uogdlniony = a net

ciggla funkcja = a continuous function or a map

ciagla w punkcie (o funkcji) = a continuous at a/the point
ciagowo domkniety (o zbiorze) = sequentially closed

ciagowo zwarta (o przestrzeni) = sequentially compact

brzeg = the boundary

brzegowy (o zbiorze) = boundary

domkniecie = the closure

ciezar topologiczny = the topological weight

domknigty (o zbiorze, kuli lub odwzorowaniu) = closed
doskonale normalna (o przestrzeni) = perfectly normal

droga (od punktu a do b) = a curve (from a to b)

drogowo sp6jna (o przestrzeni) = pathwise connected

drugiej kategorii Baire’a (o zbiorze) = non-meagre or non-meager or of second (Baire) category
dylatacja = a dilation

dylatacyjne (o odzworowaniu) = dilational

dyskretny (o metryce, topologii, rodzinie lub podzbiorze) = discrete
dziedziczna (o wlasnosci) = hereditary

dziedzicznie niespdjna (o przestrzeni) = hereditary disconnected
dziedzicznie normalna (o przestrzeni) = hereditary normal
ekstremalnie niespdjna (o przestrzeni) = extremally disconnected
euklidesowa (o metryce lub topologii) = Euclidean

filtr = a filter

funkeja lipschitzowska = a Lipschitz function/map/mapping
gesty (o zbiorze) = dense

granica = the limit
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grupa podstawowa = the fundamental group
Hausdorffa [przestrzen)| = a Hausdorfl [space]
homeomorfizm = a homeomorphism

homotopia = a homotopy

homotopijne (o odzworowaniach) = homotopic
ilorazowa (topologia) = quotient

indukowana (o metryce lub topologii) = induced
izometria = an isometry

izometryczne (o odzworowaniu lub przestrzeniach metrycznych) = isometric
jednopunktowe (o uzwarceniu) = one-point
jednorodna (o normie) = absolutely homogeneous
jednospdjna (o przestrzeni) = simply connected
jednostajnie (o zbieznosci lub ciagloéci) = uniformly
kontinuum = a continuum

kontinuum peanowskie = a Peano continuum

kostka Hilberta = the Hilbert cube

kostka Tichonowa = a Tychonoff/Tikhonov cube
k-przestrzeni = a/the k-space

krzywa = a curve

kula = a/the ball

liczba Lebesgue’a (pokrycia) = a Lebesgue number
lokalnie = locally

lokalnie skoniczona (o rodzinie zbioréw) = locally finite
luk (od @ do b) = an arc (from a to b)

tukowo spdjna (o przestrzeni) = arcwise connected
metryczna (o przestrzeni) = metric

metryka = a metric

metryzowalna (o przestrzeni) = metrizable
metryzowalna w sposéb zupelny (o przestrzeni) = completely metrizable or complete-metrizable
mocno zerowymiarowa (o przestrzeni) = strongly zero-dimensional
narost (uzwarcenia) = the remainder
niearchimedesowa (o metryce) = non-Archimedean
nieoddalajaca (o funkcji) = non-expansive

nieréwnosé trojkata = the triangle inequality
nigdziegesty (o zbiorze) = nowhere dense

normalna (o przestrzeni) = normal

odlegtos¢ = the distance

odleglo$é od zbioru (jako funkecja) = the distance from a/the set
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odwzorowanie/przeksztalcenie/funkcja = a mapping/transformation/function
ograniczona (o przestrzeni) = bounded

osrodkowa (o przestrzeni) = separable

otoczenie = a neighbo(u)rhood

otwarto-domkniety (o zbiorze) = clopen

otwarty (o zbiorze, kuli lub odwzorowaniu) = open
oznaczona (o metryce lub normie) = point-separating
parazwarta (o przestrzeni) = paracompact

pelny uklad otoczen = a full system of neighbo(u)rhood bases
petla = a loop

pierwszej kategorii Baire’a (o zbiorze) = meagre or meager or of first (Baire) category
plaszczyzna Niemyckiego = the Niemytzki plane

podciag (,zwykly”) = a subsequence

podciag uogdlniony = a subnet

podpokrycie = a subcover

pokrycie = a cover

poréwnywalne (o metrykach) = Lipschitz-equivalent
polporzadek = a pre-order

produktowa (o topologii lub wlasnosci) = product

prosta Sorgenfreya = the Sorgenfrey line or the arrow

punkt skupienia = a limit/cluster point

punktowo skoficzona (o rodzinie zbioréw) = pointwise finite
regularna (o przestrzeni) = regular

retrakcja = a retraction

retrakt = a retract

rezydualny (o zbiorze) = co-meagre or co-meager or residual
rogata sfera Alexandera = the Alexander horned sphere
rozgraniczone (o dwich zbiorach) = separated

rozmaitos¢ = a manifold

rozmaito$¢ n-wymiarowa = an n-fold

rozmaito$¢ dwuwymiarowa = a surface or a twofold
rozmaitosé¢ trojwymiarowa = a threefold

rozproszona (o przestrzeni) = scattered

réwnowazne (o metrykach) = equivalent

scentrowana (o rodzinie zbioréw) = centred

e-sie¢ = a e-net

skierowany [w gore| (o zbiorze) = [upward] directed

skierowana w do6t (o rodzinie zbioréw) = downward directed
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skladowa = the (connected) component

sktadowa drogowa = the arc-component

spelnia I/IT A.P. (o przestrzeni) = is first/second countable

spéjna (o przestrzeni); spdjnosé¢ = connected; connectedness or connectivity
stala Lipschitza (odwzorowania) = the Lipschitz constant

symetryczna (o metryce) = symmetric

sympleks = a simplex

Sciagalna (o przestrzeni) = contractible

srednica (przestrzeni metrycznej) = the diameter

topologia = a topology

topologia normy = the norm topology

topologia strzalki = the lower limit topology or the right half-open interval topology
topologiczna (o przestrzeni) = topological

triangulacja = a triangulation

triangulacja barycentryczna = the barycentric triangulation or barycentric subdivision
ultrafiltr = an ultrafilter

ultrametryczna (o przestrzeni) = ultrametric

ultrametryka = an ultrametric

uzupelnienie (przestrzeni metrycznej) = the completion

uzwarcenie = a compactification

uzwarcenie Aleksandrowa = the Alexandroff/Alexandrov compactification
warunek Lipschitza = the Lipschitz condition

warunek pokryciowy = the finite subcover condition

wlasciwe (o odzworowaniu) = proper

wnetrze = the interior

wpisana w ... (o rodzinie zbioréw) = inscribed into

zamknieta (o rozmaitosci) = closed

zanurzenie/wlozenie = an embedding

zbiega/zbiezny (o ciagu uogélnionym) = converges/convergent
zerowymiarowa (0 przestrzeni) = zero-dimensional

zbiér typu F, /95 = a F,-set/Ys-set

zgodna (z topologia — o metryce) = compatible

zupelna (o metryce) = complete

zwarta (o przestrzeni) = compact
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