Warsztat analityczny, grupa 1, zima 2024 Zestaw 1

Informacje

Zadania, ktore zostaly juz rozwiazane, maja kotka obok swych numeréw zamalowane na czarno.

Jesli w zadaniu wystepuja podpunkty (a), (b), itd. (a nie (i), (ii), itd.), kazdy podpunkt tego zadania
to osobne zadanie.

Zestaw 1
(3) Rozwiazaé¢ rownanie |z — 1| + |z + 1] = 2.
(4) Dla podanych ciagéow znalez¢ najmniejsza liczbe catkowita N > 0, taka ze ciag (a,)22 v jest

monotoniczny.
(a)®| a, = n? — 2024n + 2025
(b)®] a, = 3,5
(c)®] an =175
(d)®] a, = %

1.3.@ | (3) Uzasadni¢, ze dla dowolnego niepustego zbioru A C R zachodzi nier6wnos¢ inf(A) < sup(A).

Kiedy w tej nieréwnosci zachodzi rownosé?

1.4.@] (4) Wykaza¢, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej € R zachodza rownosdci sup{q € Q: ¢ < z} =

r =inf{qg € Q: ¢ > z}.

1.5.0| (4) Wszystkie zbiory wsytepujace w ponizszych podpunktach sa niepustymi podzbiorami zbioru
R. Wykazaé, ze:
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sup(A; U Ay U...UA,) = max(sup(A;),...,sup(4,))
sup(A + B) = sup(A) + sup(B), gdzie A+ B dof {reR|Ja€c A, e B: x=a+b}
sup(—A) = —inf(A), gdzie —A ¥ {z e R: —z € A}

Jesli A C B, to inf(B) < inf(A) oraz sup(A) < sup(B).

1.6.@ | (5) Wykaza¢, ze dla dowolnych dwoch niepustych zbiorow A, B C (0, 00) zachodza wzory

sup(A - B) = sup(A) - sup(B) oraz inf(A - B) = inf(A) - inf(B),

gdzie A- B = {x € R| da € A, 3b € B: z = ab}. Poda¢ przyktad dwoch niepustych zbiorow
A, B C R, dla ktérych zadna z powyzszych dwoch rownoscei nie zachodzi.

(4) Niech f,g: X — R beda dwoma funkcjami okreslonymi na niepustym zbiorze X. Wykazac,
ze wtedy sup(f + ¢)(X) < sup f(X) + sup g(X). Poda¢ przyktad swiadczacy o tym, ze w te]
nieréwnosci moze nie by¢ rownosci. (Tutaj f(X) ={t e R| Jx € X: f(x) =t}).

(5) Wykazaé, ze sup{sin(n): n € N} = 1.

(4) Wykazac¢, ze miedzy dowolnymi dwoma réznymi liczbami rzeczywistymi istnieje liczba niewy-
mierna.
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(4) Wykazaé, ze zbior wszystkich liczb postaci g+w+/2, gdzie liczby ¢ i w sa wymierne, jest ciatem
(tzn. jest zamkniety na dodawanie, odejmowanie, mnozenie oraz dzielenie przez liczbe niezerowa,
i zawiera wszystkie liczby wynmierne).

(4) Niech f: R — R bedzie bijekcja $cisle malejaca. Wykazaé, ze wtedy dla dowolnego niepustego
ograniczonego zbioru A C R zachodza zwiazki sup f(A) = f(inf(A)) oraz inf f(A) = f(sup(A)).
Zestaw 2

(3) Obliczy¢ granice ponizszych ciagow lub uzasadnié, ze dany ciag nie ma granicy w [—o0, cc].

(c)O| a, = 72n3+22g‘i7"i112025n+6
()0 an = vn +6+3vn®+2
e)O an:_\g/n2+2—\/n+3

Ola,=(-1)"+n

142434...4n
345+7+..+(2n—1)
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O an:

e
®| a,=6-2"+(=3)"

_ (2n24n+1\"
o an = (Zrs

Ol a, = {/3n* —3n3+3

(m 'e) an — n3+n+2/n2 + n — 1
— (=" —1
(Il O Qn = n ZiJrQ
(0)O| a, = cos("f)
2 n
(p)O| a, = (f52tL)

(4) Obliczy¢ granice ponizszych ciagow lub uzasadnié, Zze dany ciag nie ma granicy w [—o0, oc].

(a)®| a, =vV2n2 —n—vn2+n+1

Ola,=vV2n2+2n—1—+v2n2—n—2

)

)®| a, =Vnd+1—Vn?—1
d)e| a, = Vn2in+2+v2n2+3n+1

)

)

)

Vn24+2+vn2+n+2

[ ) a, = {1/2024 Lon 4 (0’ 1)2024 . 3n

Vn24+n+2—v/n2+n—2
V2n2—n+1—v/2n2—-2n+3

® a,=vn"+n-+1

O an:
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2
(h)®| a, = Vn" +n+1
. __ sin™(n)
(D)®] an = =5
. 12 22 2 2
(,] ol a, = w
sin?(2~™)
sin(4—"m)
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2_ 2 . L L . P
ap = (pp)n"Tﬂ"M (odpowiedz podaé¢ w zaleznosci od parametru p € R)

(5) Obliczy¢ granice ponizszych ciagoéw lub uzasadnié, ze dany ciag nie ma granicy w [—o0, oc].

n
(a)®] a, = (1553)

(b)e] a, = (i22)"

_ AV/nHad Tl —y/n—Vam1-1
V2nt2vnt2+1-/2n-2/n+3

()0 a, = Vntvnri+1—y/2n—y/n—1—1
" Vnt2vnTarl-y/2n—2m+3

(e)®| a, = VnV" +n

(c)®] a,

O| a, = sin(n)

(0] a, = (;252) """
(g*)®| a, = L2
(h)®| a, = D1k
()@ a, = ()"
)
)

ol a, = (cos(%))“g(%)

(5) Rozstrzygnac, ktore z ponizszych ciagow, zadanych rekurencyjnie, maja granice liczbowa
(odpowiedz uzasadni¢). Wyznaczy¢ granice tych ciagow, ktore okaza sie zbiezne w R. W tych
podpunktach, w ktorych wystepuja parametry, odpowiedZ podaé¢ w zaleznosci od ich wartosci.
Wszystkie parametry moga przyjmowaé¢ dowolng wartosé rzeczywista.

2
a +an—
@ )= noyTn=l
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a?_ 41

n—1

2

L4 ag = P, Gp =

_ _ 2
® ay=p,a,=a;,_;+1
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)
d)®|ay=1,a; =2, a, =211"2 (n > 1)

)

)

)

® =0, a, = 7‘1"*21%
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Zestaw 3

(3) Zbadaé zbieznos¢ szeregu, tzn. rozstrzygnaé, czy jest zbiezny bezwzglednie lub tylko warun-
kowo, czy jest rozbiezny (warunkowo).

n?—3n+2
n p3—n—=6

Z n+4
n n3—2n—1000

> V2424 ¥nitl
n

vni41
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(b)

)
(

(c
d

(e
(o] =, e
)

(g

n
Zn on
102024n

Z"l n!

)
)

¥, EX° (gdzie p € R to parametr)

npP

(4) Zbadaé¢ zbieznos¢ szeregu, tzn. rozstrzygnaé, czy jest zbiezny bezwzglednie lub tylko warun-
kowo, czy jest rozbiezny (warunkowo).

oy VnS4n+1—v/nb—n—1
n vn+l—yn—1

)

b)o| b (gdzie p € R to parametr)
)
)

n nlogPn

O| 3,(1 —cos(%))

O ¥,(Vn?+1—+/n?—-1)

(5) Zbadaé¢ zbieznos¢ szeregu, tzn. rozstrzygnaé, czy jest zbiezny bezwzglednie lub tylko warun-
kowo, czy jest rozbiezny (warunkowo).

@°] £, %

e, L)

00 : _ 00 1
® Zn:Q Qn gdZ1e apn = Zk:z kn

(c)

(o 3, 27v"

(e). Zn(% - 1)

(f)®] =, EE

(5) Wyznaczy¢ sume podanego szeregu.

()®] X0 v

(b)®] 30 o

o0 n?4+3n+1

(C*)O n=1 (n2+n+1JS(n2++3n+3)




Warsztat analityczny, grupa 1, zima 2024

Zestaw 4

Zestaw 4

(3) Wyznaczy¢ dziedzine podanych funkeji i zbadaé¢ ich ciaglosé, tj. wskaza¢ wszystkie punkty

niecigglosci (o ile sa takowe).

¥P—r—1 gdy0<z<1
1

1 ~1<
()@ fz)=q 7 gly —1<z<0
%+1 gdy x < —1

cos(mz?)  gdy x >1

r—|z] gy —1l<z<1
()®] f(2) = {logy(—2) gdy o < —1

3% gdy © > 2

2 —zx—1 gdyx < —2

) gdy v = —2
(c)O] flz) =

1—2x gdy —2<z<1

2%+ 2 gdy x > 1

(3) W zaleznosci od parametréow wyznaczy¢ dziedzine podanych funkcji, oraz wskazaé¢ wszystkie
wartosci parametrow, dla ktorych sa one ciagte (tzn. sa ciagte w kazdym punkcie swojej dziedziny).

2> +ar+b gdyx <0

f(:c): 1 gdy x =0

sin(ax) gdy >0

2?2 —ar—1 gdyz<—1
(b)o] f(z)=q(@—-a)*-1 gdy —1<2<1
—3azx gdy x > 1

f(m):{\/x2+a2 gdy z < 0

2, x z2taz+1
a*e’ + gy gdy x>0

(4) Wyznaczy¢ dziedzine podanych funkeji i zbadaé¢ ich ciaglosé, tj. wskaza¢ wszystkie punkty

nieciaglosci (o ile sa takowe).

(a)®) f(z) =

—x+1 gdyreR\Q
x gdy x € Q

-2 -3 gdyz € (0,00)\Q
(b)o| f(z) ={In(z+1) gdyz € (-00,0)\Q
|| gdy 7€ Q

_ Jcos(mx) gdy sin(rx) >0
flz) = {—1 gdy sin(7mz) <0

(4) W zaleznosci od parametréow wyznaczy¢ dziedzine podanych funkcji, oraz wskazaé¢ wszystkie

wartosci parametrow, dla ktorych sg one ciagte.

fa) = (@®)**t gdy 2 <0
(x+1)" gdyz>0

(a)®
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f() = {sin(ﬂa:c) gdy z ¢ Z \ {0}

l=* gdy z € Z)\ {0}

zle] gdy x <0
(c)®| f(z) =X6a>—5a+2 gdyz=0

%+ 3a gdy x > 0

(5) Wyznaczy¢ dziedzine podanych funkeji i zbadaé¢ ich ciagtosé, tj. wskaza¢ wszystkie punkty
nieciaglosci (o ile sa takowe).

0 gdy z € R\ Q
(a)®] f(z) = {0 gdy =0
CD? ody o = £, gdziep e Z \ {0}, ¢ € Ny i utamek jest nieskaracalny

2?cos(Tle — 1)) gdy ¢ 7

2 T L]
f(2) = {x COS(?TL:UJ) gdy 5+ €Z
2

(5) W zaleznosci od parametrow wyznaczy¢ dziedzine podanych funkcji, oraz wskazaé¢ wszystkie
wartos$ci parametréow, dla ktorych sa one ciggte.

22t gdy 0 < <1

(2)®] f(z)=qr+1+a gdyx<O0

22 —axr gdy x> 1

(b)®| f(z) = lim,_[(2? —z — 1)%]"@

(c*)O| f(=) = 20 wrmwe
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Wzory na pochodna

)5, (@)% =@ o, (0) = 25 (e~ 2,7182818284 .. )

e (O£ (L)) =(1@O)£(A), (a-(O) =a-(O) (a — stata)

o () _ @@)-O @)
(%)

(»)?
o (a) =0= (2%, (x) =1, (z%) =a-2*! (a — stala)
o (D)) =a- (@O -O)

er) = e”, (a*) =a"-Ina (a — stala dodatnia)

D) =€ (O), (a®) =d" -Ina-(OY (a — stala dodatnia)

Inz) =1=(nlz]), (log, x) = m‘llna = (log, |z|) (a — stala dodatnia rézna od 1)

o (D) =3 =m|d)y,  (log,(0)) = g = (log,[O))  (a — stata dodatnia # 1)

e (arccoszx) = —

1—a2
e (arccos(d)) = — 1(?)(/5)2
o (arctgz) =

o (arctg(D)) = 2

1+(0)2
o (arcctgr) = -
o (arcctg(d)) = _15&,)2
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Zestaw 5

Zestaw 5

(3) Obliczy¢ pochodne podanych funkcji i poréwnaé dziedziny danej funkeji i jej pochodne;.

2 —1

x sin(z) cos(x?)

22 1n |z|—=
z+1

(Z‘ + 1)2024(.7} _ 2)2025

tg?(z) In* ||

arcsinx
arc cos T

Yr—1+1

3/ (z—1)3

(4) Obliczy¢ pochodne podanych funkcji i por6wnaé dziedziny danej funkcji i jej pochodne;.

221 In(z+5)
( T+2 )

xl’

1
€Tz
log, (7% + 1)

log,2,o(2* + 4)

(5) Obliczy¢ pochodne podanych funkeji i poréwnaé dziedziny danej funkeji i jej pochodne;.

(a)®| x|z]

(b)®] /(z — 1)

CLEC O i
(d)® f@):{g“ni iiiiﬁ
(e)0 f(x):{g_” iiﬁfg
(e f@):{g’c” ijiig

(g)® f(gc):{i2 ijizig



Warsztat analityczny, grupa 1, zima 2024 Zestaw 6

Zestaw 6

(3) Wyznaczy¢ dziedzine, wszystkie ekstrema lokalne oraz maksymalne przedzialy monotonicz-
nosci (sposrod otwartych, domknietych i otwarto-domknietych) podanych funkeji.

(a)O| f(z) =23 —32® — 9z + 1

(b)O| f(x) = 2* + 423 — 1822 — 108z — 1
(c)®| f(x) =a° — 152* + 6023 — 7

(d)®] f(z) = 2

(€)O] f(a) = a%e”

(f)®] fla) =e* —e

(g)®| f(x) =2

(4) Wyznaczy¢ dziedzine, wszystkie ekstrema lokalne oraz maksymalne przedzialy monotonicz-
nosci (sposrod otwartych, domknietych i otwarto-domknietych) podanych funkeji.

(a)0| f(v) = wsinz + cos

(b)o] fl) = &%

(c)®| f(z) =e¢"sinz

(d)®] f(z) = Lo — 303 + 42?4+ 50 — 1
(e)o] f(x) =vVa2+1 -2 +1

(5) Wyznaczy¢ dziedzine, wszystkie ekstrema lokalne oraz maksymalne przedzialy monotonicz-
nosci (sposrod otwartych, domknietych i otwarto-domknietych) podanych funkeji.

@] 1) =/l — 1]
34?322 d -2
(b)o| f(z) = { o+2 gdy z# (odpowiedz poda¢ w zaleznosci od parametru a € R)
a gdy v = =2
Sig“ gdy x € |—m, 7| \ {0
©9] #(x) = R
1 gdy =0
(d)o| f(z) = 6sinz — 6z + 2°




Warsztat analityczny, grupa 1, zima 2024

Zestaw 7

Zestaw 7

Wyznaczy¢ liczby wymierne, ktore przyblizaja podane liczby z doktadnoscia 0, 01.

(2)®] (3) 2
(b)o] (3) 2

(c)@] (4) pritio=

(d)o| (4) zarctgx

(e)O| (4) zel/

(2)®] (3) 22

(b)o] (3) 24

(c)®] (3) 1ot — 2% — 322 — 20
(d)o] (3) arctgx

(e)o| (4) zarctgar — Ln(1 4 2?2)

(2)0] (3) 2

(b)o| (3) ==

(c)o| (4) 7=

(d)®| (5) In(z + v1 + 22)
(e)o| (5)

10



Warsztat analityczny, grupa 1, zima 2024 Zestaw 8

Przebieg zmiennos$ci funkcji
* punkty opcjonalne (zalezne od poziomu komplikacji)
** punkty nadobowiazkowe (niewymagane)

1. Dziedzina funkcji i punkty jej nieciagtosci.

la**. Parzystosé¢ (i nieparzystos¢) funkcji, miejsca zerowe i punkty wspoélne z osia Y.

2. Wartoéci funkeji w tych krancach dziedziny, ktore do niej naleza, oraz w punktach nieciagtosci.
3. Granice funkcji w tych krancach dziedziny, ktére do niej nie naleza, oraz w punktach niecigglosci.
4. Asymptoty.

5. Pochodna i jej dziedzina.

5a**. Granice pochodnej w punktach dziedziny wyjsciowej funkeji, ktoére nie naleza do dziedziny po-
chodnej, oraz w punktach nieciggtosci pochodne;j.

6. Miejsca zerowe i znak pochodnej.

7. Tabelka monotonicznosci (i sklejanie w niej) z wartosciami funkeji w ekstremach.
8*. Druga pochodna i jej dziedzina.

8a*. Miejsca zerowe i znak drugiej pochodne;j.

8b*. Tabelka wypuklosci.

9. Tabelka koricowa.

10. Wykres funkcji

Przeprowadzi¢ przebieg zmienno$ci podanych funkeji.

Zestaw 8

(3) 2% + 322 — 9z + 1

(3) jo* + 2% — Ju® + 52 — |
(3) 1t + 2% — S22 — 11z — 10
8.4.0] (4)

8.5.8] (4) =

11
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Zestaw 9

Obliczy¢ ponizsze calki nicoznaczone.

(a)0] (3) f(22 — 4)10%0 dg
(b)Oo| (3) [e** 5 dx

(c)O] (3) fcos(4z + 2) dz
(d)o] (3) f 2=k da

(e)0] (3) J WV gy
(fH)o| (3) fa3sin(2z) dx
(8)0] (3) J =t du

(h)o| (3) J 5

(i)o] (4) fctgzda

(1)O| (4) Jarctgzdz
(k)o| (4) farcsinz dz
Mol (4) fzv2? —4dx
(m)O| (4) [ z= da
(n)O] (4) [ 515

(0)O| (4) [e** 3 cos(3x + 2)dx
(p)O| (4) J =222 4y
(@)O] (5) [a2e~*sinz da
(r)0] (5) [ =2

(5)0] (5) [ “at5niy

(t)o] (5) f VI —=a?da
(w)O| (5) fvV2—22—22dx

12
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Zestaw 10

Zestaw 10
Obliczy¢ ponizsze calki nicoznaczone.

(0] (3) | 525 de
(b)0] (3) J sk da

(0] (3) J =14

(d)o| (4) Qfg”l dz

(€)0] (4) J iy
(0] (4) 1ty de

(5)0] (5) J snz2eme gy
(1)0] (5) | 2 da
()0] (5) S Vo T dda

(2)0| (3) fF a%sinz dx

(b)O] (3) o iz da

(c)°] (3) Ji 2% da

(d)o] (3) i In|z|dz

(e)O] (4) Jf tgadx

(f)o| (4) Jysin®zdx

(0] (5) Ji x arcsine dz
(0)0] (5) [ ctga - e~ F da

Obliczy¢ pola obszaréw ograniczonych ponizszymi krzywymi.

(a)o| B y=1, y=4-2a?
(b)o|B)y=2"-2, y=2-27

0| B)y=a2—2—1, y=a+2
(d)o] (4) y =sinz, y=cosz, x=-T,
(e)0| (4) y=Inz, y=12

(o] (4) v =y? y=2a?

)O| (5)

)O| (5)




