Warsztat analityczny, grupa 1, zima 2026/27 Zestaw 1

Informacje
Zadania, ktore zostaly juz rozwiazane, maja kotka obok swych numeréw zamalowane na czarno.

Jesli w zadaniu wystepuja podpunkty (a), (b), itd. (a nie (i), (ii), itd.), kazdy podpunkt tego zadania
to osobne zadanie.

W rozwiazaniu Zadania X mozna korzysta¢ z Zadania Y (nawet, jesli Zadanie Y nie zostalo jeszcze
rozwiazane!), jesli Zadanie Y wystepuje w tym zbiorze zadan wczesniej niz Zadanie X.

Zestaw 1

(3) Program komputerowy wykonuje n? operacji (czas wykonania kazdej z nich jest taki sam), dla
danych wejsciowych o rozmiarze n. O ile procent wzrosnie czas dzialania programu, jesli rozmiar
danych wejsciowych n zwiekszymy o 10%?

(3) Obliczy¢ sume wszystkich wspotezynnikow wielomianu W (x) = (3z? — 2z — 2)2026,

(4) Zalozmy, ze jest to fizycznie mozliwe, by kartke papieru o grubosci 0,1 mm ztozy¢ na pot 50
razy z rzedu. Oszacowaé, jak gruba bedzie warstwa papieru po ostatnim ztozeniu. Czy grubosé
ta przewyzszy odlegtosé z Ziemi do Ksiezyca (ok. 384 000 km)?

(4) Czy dodatnia liczba niewymierna podniesiona do potegi niewymiernej moze da¢ wynik wy-
mierny? Odpowiedz uzasadni¢.

(4) Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych (z,y), ktore spetiaja rownanie xy + 3z — 2y = 13.

(4) Suma pierwszych n wyrazéw pewnego ciaggu dana jest wzorem S,, = 3n? + 2n + 1. Wyznaczy¢
wzOr na n-ty wyraz tego ciagu. Czy ciag ten jest arytmetyczny?

(4) Znalez¢ wzor ogolny (mozliwie najprostszej postaci) na n-ty wyraz ciagu zdefiniowanego
rekurencyjnie: a; = 7 oraz a,,1 = 2a, + 1 dlan > 1.

(4) Wiedzac, ze x € R jest liczba niezerowa oraz x + % = a, przedstawié¢ z? + %2 oraz x° + x—lg, jako
wzory, w ktorych jedynym parametrem jest a.

(4) Okresli¢ liczbe rozwiazan réwnania x? — 4|z| + 3 = k w zaleznosci od wartosci parametru
rzeczywistego k.

(4) Uzasadni¢, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x,y zachodzi nieréwnosé (x +
Y) <% + %) > 4.

(4) Udowodni¢, ze jesli a,b > 0, to zachodzi nieréwnosé 2 > v/ab. Kiedy zachodzi réwnos¢?

(4) Drut o dtugosci 100 cm nalezy rozcia¢ na dwie czesci. Z jednej tworzymy kwadrat (same jego
boki), a z drugiej okrag ograniczajacy koto. W jakim stosunku nalezy podzieli¢ drut, aby suma
pol obu uzyskanych figur (kwadratu i kota) byta jak najmniejsza?

(5) Tle tacznie cyfr w zapisie dziesietnym maja liczby 2% oraz 51907

(5) Przedstawic¢ wyrazenie 15 + 55 + 55 + ... + w najprostszej postaci.

1
n(n+1)

(5) Znalez¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite mniejsze niz 15000, ktére przy dzieleniu przez 17
daja reszte 3, przy dzieleniu przez 29 daja reszte 20, a przy dzieleniu przez 31 daja reszte 7.
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(3) Rozwiazaé¢ rownanie |z — 1| + |z + 1] = 2.

(4) Dla podanych ciagéow znalez¢ najmniejsza liczbe catkowita N > 0, taka ze ciag (a,)22 v jest
Scisle monotoniczny.

O| a, = n? — 2024n + 2025

_ 1
(b O On = 2n—9
_ n—3
(C Ol a, = n+2
_ n?’4n+l
(d)O] an = 525

n!

2

0| an = (~1)" + 52

O| a,=+vn?2+10—n

271
n

)
)
)
)
e)O| a, = 1=
)
)
)
)

n
on

(4) Wykaza¢, ze miedzy dowolnymi dwoma r6znymi liczbami rzeczywistymi istnieje liczba niewy-
mierna.

(4) Wykazac, ze zbior wszystkich liczb postaci g+w+v/2, gdzie liczby ¢ i w sa wymierne, jest ciatem
(tzn. jest zamkniety na dodawanie, odejmowanie, mnozenie oraz dzielenie przez liczbe niezerowa;
i zawiera wszystkie liczby wymierne).

(5) Wykazaé, ze dla dowolnego ciagu (a,,)72 , liczb rzeczywistych istnieje Scisle rosnacy ciag (k)

n=1
catkowitych liczb dodatnich, taki ze ciag (ax, )5, jest albo staly, albo Scisle rosnacy, albo §cisle

malejacy.
(3) Wykazac, ze /o +y < \/x + ,/y dla wszelkich nieujemnych liczb rzeczywistych x i y.

(4) Wykazac, ze ¢/x +y < {/x + ¢y oraz (x + y)? > 2P 4 y* dla wszelkich nieujemnych liczb
rzeczywistych x i y oraz dowolnej liczby catkowitej p > 1.

(5) Wykazaé, ze (x + y)? < x9 + y? oraz (x + y)? > aP + y? dla wszelkich nieujemnych liczb
rzeczywistych x i y oraz dowolnych liczb rzeczywistych p > 11 ¢ € (0, 1].

(3) Wykazac, ze jesli (a,)52; jest Scisle rosnacym (odpowiednio: $cisle malejacym) ciagiem liczb
dodatnich, to ciag (1/a,)22, jest $cisle malejacy (odp. Scisle rosnacy). Podaé¢ przyklad (ciagu
o wyrazach niezerowych) $wiadczacy o tym, ze zalozenie, ze wszystkie wyrazy sa dodatnie, jest
istotne.

(5) Czy istnieje ciag (z,)52, liczb rzeczywistych, ktory ma wszystkie ponizsze wlasnosci?

o Ciag (|zp1 — xn])32, jest Scisle malejacy.
e Dla dowolnej liczby catkowitej N > 0 istnieje taki indeks n, ze |[z,41 — 25| < .

e Dla dowolnej liczby catkowitej N > 0 istniejg takie indeksy ki ¢, ze x;, > N oraz z, < —N.
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1.26.0 (3) O kazdym z ponizszych zbior6w rozeznaé, czy jest to zbior ograniczony od goéry lub od dotu:
A={% abeZ 0<a<|b}; B={2: abeZ 0<a<b<2
C={%: abeZ, 0<—-b<al; D:{gz a,beZ, 0< |a| <b}.

Kilka zadan ,,ponadprogramowych”, tylko dla chetnych:

1.27.0 (3) Uzasadni¢, ze dla dowolnego niepustego zbioru A C R zachodzi nier6wnosé inf(A) < sup(A). Kiedy w tej nieréwnosci zachodzi

rOéwnos¢?
1.28.0 (4) Wykazag, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej @ € R zachodza rownosci sup{q € Q: ¢ <z} =z =inf{g € Q: ¢ > x}.
1.29.0 (4) Wszystkie zbiory wsytepujace w ponizszych podpunktach sg niepustymi podzbiorami zbioru R. Wykazaé, ze:
(2)O | sup(41 UA2U...UAy,) = max(sup(A1),...,sup(An))
(1)O | sup(A + B) = sup(A) + sup(B), gdzie A + B def {reR|Ja€ A, FIbeB: z=a+b}
(c)O | sup(—A) = —inf(A), gdzie —A def {zeR: —xze A}

(d)O | Jesli A C B, to inf(B) < inf(A) oraz sup(A) < sup(B).

1.30.@ | (5) Wykazaé, ze dla dowolnych dwoch niepustych zbioréw A, B C (0, 00) zachodza, wzory
sup(A - B) = sup(A) - sup(B) oraz inf(A - B) = inf(A) - inf(B),

gdzie A-B ={x € R|Ja € A, 3b € B: z = ab}. Podaé przyktad dwoch niepustych zbioréw A, B C R, dla ktérych zadna z powyzszych
dwoch réwnosci nie zachodzi.

1.31.0 (4) Niech f,g: X — R beda dwoma funkcjami okreslonymi na niepustym zbiorze X. Wykazaé, ze wtedy sup(f + ¢)(X) < sup f(X) +
sup g(X). Poda¢ przyklad swiadczacy o tym, ze w tej nierébwnosci moze nie by¢ rownosci. (Tutaj f(X) ={t e R| dz € X: f(z) =t}).

1.32%.O | (5) Wykazag, ze sup{sin(n): n € N} = 1.

1.33.0 (4) Niech f: R — R bedzie bijekcja $cisle malejaca. Wykazaé, ze wtedy dla dowolnego niepustego ograniczonego zbioru A C R zachodza
zwiazki sup f(A) = f(inf(A)) oraz inf f(A) = f(sup(A)).
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Zestaw 2

(3) Obliczy¢ granice ponizszych ciagow lub uzasadnié¢, ze dany ciag nie ma granicy w [—o0, oc].

ol a,=6-2"+(—3)"

o] a, = (2241

(2)0] an = 323
(b)O] a, = AT
(c)o| a, = _2”3+2234i7i:12025n+6
()0 a, = Vn+6+3vn3+2
(€)O| an=—Vn?+2—+n+3
(f)o| ap = (-1)"+n
(8)°] an = 3+é13131(22n—1)
(1)0] 4 = 2zt s
)
)
)

O|a,= (_1>n+z_—;;

Ol a, = {/3n*—3n®+3
3
Ola,= """/n2+n-1

)
)
(n)o| a, = & 4 ot
)
)

n n+2

Ol ap = cos("[)

O an = (3u555)"

(4) Obliczy¢ granice ponizszych ciaggoéw lub uzasadnié, ze dany ciag nie ma granicy w [—o0, oc].

(a)0| a, =V2n2 —n—+vn2+n+1
(b)O| ap =V2n%2+2n—1—+/2n2 —n — 2
(€)O| ap, =vVn3+1—+/n3—1
_ Vn24n+2+v2n243n+1
(d)O] an = V2 4+2+vnZ+n+2

(e)O] a, = (/2024 -2n 4 (0,1)2024 . 3n

Vn24n42—vn24n—2
V2n2—n+1—v/2n2—2n+3

)

)O| ap = Yn* +n+1

)O| a, = Vn® fn+ 1
(i)° a, = 2

)

)

n

124224324 .. 4n?

o Qp = n3

sin?(2~")
~ sin(4—")
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271
q. — Suma wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby n
n n
_ @*-p)n’+pntl
Ap = —F—F5

n—+2

(odpowiedz poda¢ w zaleznosci od parametru p € R)

(5) Obliczy¢ granice ponizszych ciagoéw lub uzasadni¢, ze dany ciag nie ma granicy w [—o0, o0.

(5)

Wszystkie parametry moga przyjmowaé¢ dowolng wartosé rzeczywista.

o = (5252)"

an = (5:53)"

_ ntVnFitl—y/n—vn—1-1

U= fantavira i/ aynis
0 — VntvnFll—y/2n—vn—1-1
n

 VentevnFa+i—y/2n—2yn+3
a, = Vnvt +n

_ (27437 \(LB)"
an = (giphnrr)

Ay = oy

1
21k

n

Ay =

= (2)"

a, = sin(n)

an = (cos(L))te(3)

n

Rozstrzygnaé¢, ktore z ponizszych ciagoéw, zadanych rekurencyjnie, maja granice liczbowsa
(odpowiedz uzasadni¢). Wyznaczy¢ granice tych ciagow, ktore okaza sie zbiezne w R. W tych
podpunktach, w ktorych wystepuja parametry, odpowiedZ podaé¢ w zaleznosci od ich wartosci.

2
an_l“l’anfl

y Qn = 2

N

ag —

ap =1, a, = an—1 +

an—1

2n+3
n+1

ag =1, a, = Ap—1 — 1

ag =1, ay =2, a, = =122 (n > 1)

a?_ 41

n—1

ap =P, n = 2

_ _ 2
ap=0p, a, =a;_;+1

a0:27 ap = V2+anfl

an—1+p

g = &, Gp = 9

ap = 0,2026, a, = “* 4+ 1

an—1

aozl,an:1+

1
-1

an
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Zestaw 3

(3) Zbadaé zbieznos¢ szeregu, tzn. rozstrzygnaé, czy jest zbiezny bezwzglednie lub tylko warun-
kowo, czy jest rozbiezny (warunkowo).

n2—3n+2
n n3-—n—6

Z n+4
n n3—2n—1000
Z VnZ+2+ V51
VnA+1

Do o

n 2n

102024n

Zn n!

n n n
(B)O] X sirron
)

©)

(a)
(b)
()
(d

©)

(@)

O

)
)

o

(e

o

©)

d>on (_n% (gdzie p € R to parametr)

(g

(4) Zbadaé zbieznosé szeregu, tzn. rozstrzygnaé, czy jest zbiezny bezwzglednie lub tylko warun-
kowo, czy jest rozbiezny (warunkowo).

0 Z \/n6+n+1 vVnb—n—1

n—1

oy (*1) (gdzie p € [0, 00) to parametr)

n nlogPn

o] 5=, (1 - cos(®))
o X i

2n

o|>,= loeln) (gdzie p € R to parametr)

0] 2".n!

n nh

)
)

g)0| X, (Vn+1~/n)
)O| > (Vn2+1—+/n?—1)

(5) Zbadac¢ zbieznos¢ szeregu, tzn. rozstrzygnac, czy jest zbiezny bezwzglednie lub tylko warun-
kowo, czy jest rozbiezny (warunkowo).

(a)o| 3=, %
b0 3, &)
()0 > 0y an gdzie a, = > 207, kLn
(

)

(d)of 32, 27"
)
)

(e
f

o] X.(¢/n—1)

oy (=plr/2l

n

(5) Wyznaczy¢ sume podanego szeregu.

()0 X0t vt
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(b)O] > 0t 3%

* 00 n2+3n+1
(C )O Zn:l (n?+n+1)(n?2+3n+3)

(3) Wyznaczy¢ obszar zbieznosci ponizszych szeregéw potegowych i zbadaé rodzaj zbieznosci
w kazdym punkcie tego obszaru. (Nie stosowa¢ wzoru Stirlingal).

)O| >, %

)OI 3, 2

(c)O] 32, nl(a + 4y

(4)0] 32, (—1)"'/nla — 2)m 2%
)
)

o| ¥, T (@ +2)
ol (=" (z — 4)n+

nTL

(4) Wyznaczy¢ obszar zbieznosci ponizszych szeregéw potegowych i zbadaé¢ rodzaj zbieznosci
w kazdym punkcie tego obszaru. (Nie stosowa¢ wzoru Stirlingal).

ol X, 5

(27—1)3"_1
O Xon 3t

)
)

c)o| 3=, nl(%)"
)
)

O >, (sin B5)am
o] £,(VATT - vi)(a — 2025)"

(5) Wyznaczy¢ obszar zbieznosci ponizszych szeregéw potegowych i zbadaé¢ rodzaj zbieznosci
w kazdym punkcie tego obszaru. (Nie stosowa¢ wzoru Stirlingal).

x”2

Ol >, %r

0] 3, (~1yrbrz. 2
(si

)
)
()0 32, (5in gy )™+
)
)

O| 3=, (Xhzo i) "

0| ,1(3+ cos(nm))al"
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