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1 Podstawowe oznaczenia i konwencje

W matematyce istnieje kilka symboli, ktére maja specjalne, zarezerwowane znaczenie. Ponizej wymieniamy najwaz-
niejsze z nich:

e R — zbior wszystkich liczb rzeczywistych (np. 7; ¥/2 lub np. —12,12345678910111213141516.. . .).
e Q = zbior wszystkich liczb wymiernych (tj. liczb przedstawialnych jako iloraz dwoch liczb catkowitych).
e 7 = zbior wszystkich liczb catkowitych (tj. ..., —-3,-2,-1,0,1,2,...).

e N = zbioér wszystkich liczb naturalnych; istnieja dwie ,;szkoty” rozumienia tego zbioru: dla jednych matematykow
N sktada sie z wszystkich nieujemnych liczb catkowitych (czyli N ={0,1,2,...}), dla drugich 0 nie nalezy do
N (czyli N={1,2,3,...}); na tym kursie 0 € N.

e [C = zbior wszystkich liczb zespolonych (aczkolwiek na tym kursie liczby zespolone beda pojawiaé sie spora-
dycznie, bardziej jako dodatkowe informacje niz wiodacy watek wyktadu)].

Wszystkie te zbiory zawsze rozwazane sg z ich naturalnymi ,wlasciwosciami”, tzn. z dzialaniami algebraicznymi
i porzadkiem liczb (wzmianka o porzadku nie dotyczy zbioru C). Dla zbioru wszystkich liczb niewymiernych nie
bedziemy stosowaé zadnego szczegolnego oznaczenia — zbior ten po prostu oznacza sie przez R\ Q (co jest powszechna
praktyka w miedzynarodowej matematyce).

Przyjmujemy ponadto oznaczenia:

e Przedzialy domkniete w R bedziemy oznacza¢ nawiasami kwadratowymi, np. [0,1] = {x € R: 0 < 2 < 1} oraz
0,]]={zeR: 0<z <1}

e N =N\ {0}; R =[0,).
e R=RU{-00,00} = [~00, x].
Dalsze konwencje obowiazujace na tym przedmiocie:

e Slowa funkcja, odwzorowanie, przeksztalcenie uznajemy za synonimy.
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e Kwantyfikatory beda oznaczane miedzynarodowymi symbolami:
vV = . dla kazdego” (kwantyfikator ogdlny),
3 = ,istnieje” (kwantyfikator egzystencjalny).

e Dodatnia nieskoniczono$é bedzie oznaczana zaréwno przez ,,00”, jak i przez ,,4+0c0”.

e Potegowanie o dodatnim wyktadniku niecatkowitym dopuszczalne jest tylko wtedy, gdy podstawa jest liczba
nieujemna, a potegowanie o ujemnym wyktadniku niecatkowitym dopuszczalne jest tylko wtedy, gdy podstawa
jest liczba dodatnia. Pierwiastek n-tego stopnia utozsamiamy z potega o wyktadniku % Jedynym odstepstwem
od tej reguly jest konwencja, ze 0° = 1, dopuszczalna tylko tam, gdzie zostanie to wprost napisane.

2 Podstawowe wlasnosci zbioru liczb rzeczywistych

Zbior R jest zbiorem o bogatej strukturze: z jednej strony jest to ciato (czyli zbior z wyr6éznionymi dziataniami alge-
braicznymi ,,4+” i,,-” o specjalnych wtasnosciach); z drugiej strony zbior liniowo uporzedkowany z ciggltym porzadkiem
(zob. akapit pod Tw. ponizej); jest to takze przestrzer metryczna (zob. Def. ponizej), w ktorej odlegtosé zde-
finiowana jest w bardzo naturalny, intuicyjny sposéb. W niniejszym krétkim rozdziale przyjrzymy sie blizej liczbom
rzeczywistym z tych trzech perspektyw.

Jako ze pojecie ciala ma nieco skomplikowang (i przydlugawa) formalng definicje, zamiast ja tutaj przytoczy¢,
przypomnimy w miare oczywiste wlasnosci algebraiczne zbioru R, ktore poznalismy juz w szkole podstawowej (a pozo-
stale, ktére pominiemy, sa tak oczywiste, ze wypisanie ich tutaj mogltoby przynie$¢ wiecej szkéd niz korzysci; wszystkie
razem implikuja, ze R to cialo liczbowe). W uproszczeniu, cialo to zbior z dodawaniem i mnozeniem, w ktorym oba
dziatania sa przemienne (tzn. wynik nie zalezy od kolejnosci wyrazow), wszystkie liczby mozemy odejmowaé, a ponadto
mozemy dzieli¢ przez liczby niezerowe. R to wyjatkowo ,,porzadne” cialo — mozliwos¢ potegowania liczb dodatnich do
dowolnego wyktadnika rzeczywistego to wlasno$é niemalze unikatowa (wsrod cial uporzadkowanych). Przypomnijmy
takze, ze rowniez Q jest cialem (ale nie jest ono zamkniete na potegowanie o podstawie dodatniej).

Zaréwno R, jak i Q sg ciatami uporzgdkowanymi. Termin ten oznacza nie tylko tyle, ze zbior jest cialem liczbowym,
w ktéorym liczby mozemy poréwnywaé, ale takze ze zachodza zwiazki miedzy struktura porzadkowa a algebraiczna
(zob. punkty (f) i (g), a takze (h), w ponizszej obserwacji). Podstawowe wlasnosci porzadku na R zebrane sa ponizej.

2.1 Obserwacja.
Relacja porzgdku na R ma nastepujgce wtasnosci:

(a) [zwrotnosé] Vz e R: = < z;
(b) [staba antysymetria] x <y A y<zaz = y=ux;
(d

(e

)
)
(c) [przechodnio$é] <y A y<z = z<z;
) [liniowo$é/spojnosé]| Vo, y e R: z <y V y < z;
)

[gestosé] z <z = Ty eR: z<y<z;
a nawet mocniej: x < z = Jy € Q: r <y < z;

(f) [zgodnosé z dodawaniem| z <y [odp. z <y|] = Vz€R: z+z2<y+zfodp. z+2z <y+2z|;
(g) [zgodnos$é z mnozeniem| x < y [odp. x <y] = Vz > 0: zz < yz [odp. xz < yz|;
(h) [archimedesowskos$é| Va >0, y >0 In € N: y < nx;

(i) Ve e R: —oo <z <o0.

Wzmocniona wersje punktu (e) powyzej nazywa sie porzadkowq gestosciq liczb wymiernych w liczbach rzeczywistych.
Najwazniejsza wtasno$é¢ porzadkowa zbioru R, ktora stanowi fundament dla calej analizy matematycznej, jest
zwiazana z istnieniem porzadkowych krancow podzbioréw prostej. Precyzyjnie te pojecia wprowadzamy ponize;j.

2.2 Definicja.
Powiemy, ze zbior A C R jest:

e ograniczony od gory, gdy A C (—oo,c] dla pewnej stalej ¢ € R (réwnowaznie: a < ¢ dla wszelkich a € A
i pewnej stalej ¢ € R);
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e ograniczony od dotu, gdy A C [c,00) dla pewnej stalej ¢ € R (r6wnowaznie: a > ¢ dla wszelkich a € A
i pewnej stalej ¢ € R);

e porzqdkowo ograniczony (lub krotko: ograniczony), gdy A jest ograniczony i od gory, i od dotu (r6wnowaznie:
A C [m, M] dla pewnych statych rzeczywistych m i M, takich ze m < M).

Dla niepustego zbioru A C R definiujemy

e kres gorny (supremum) zbioru A, oznaczany przez sup A, jako wielkos¢ R € R, taka ze A C (—oo, R] oraz
A ¢ (—o0,7] dla zadnej liczby r < R;

e kres dolny (infimum) zbioru A, oznaczany przez inf A, jako wielkog¢ L € R, taka ze A C [L,oc0) oraz
A ¢ [¢,00) dla zadnej liczby ¢ > L.

Zachodzi bardzo wazne

2.3 Twierdzenie.
Dowolny niepusty zbior A C R ma kres gérny oraz kres dolny. Ponadto:

e supA € RU {oo} oraz: sup A € R wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zbiorem ograniczonym od gory;

e inf A € RU{—o0} oraz: inf A € R wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zbiorem ograniczonym od dotu.

Wtasnosé sformulowana w powyzszym twierdzeniu nazywana jest porzgdkowq zupetno$cig. Niebawem poznamy
takze metryczna zupelnosé, ktora w przypadku przestrzeni R jest konsekwencja porzadkowej.

Porzadkowa zupelnosé w potaczeniu z porzadkowa gestoscia (zob. punkt (e) Obs. oznacza, ze struktura po-
rzadkowa ,nie ma dziur” (por. z [0,1] U [2,3] lub z (—00,0) U (0, 00), lub z Q). Z tego wzgledu takie struktury nazywa
sie porzgdkowo ciggtymi. Tym samym porzadek na R jest ciggly.

Podamy teraz uzyteczne kryteria na kresy goérny i dolny.

2.4 Obserwacja.
Niech A C R bedzie zbiorem niepustym.

(a) Wielkosé R € R jest réwna sup A wtedy i tylko wtedy, gdy:
e Vac A: a < R; oraz
e Vr<Rda€cA:a>r.

(b) Wielkosé L € R jest réwna inf A wtedy i tylko wtedy, gdy:

e Vaec A: a>L; oraz
e V/{>Ldae A:a</.

2.5 Uwaga.

Kres gorny to ,,prawy kraniec” zbioru, a kres dolny to jego ,lewy kraniec”. Dowolny z tych kraricow moze, ale nie
musi naleze¢ do zbioru (np.: inf[0, 1] = inf(0, 1] = inf(0,1) = inf[0,1) = 0 oraz sup|0, 1] = sup(0, 1] = sup(0,1) =
sup[0,1) = 1). Dla dowolnego niepustego zbioru A C R zachodzi inkluzja A C [inf A, sup A].

Warunki podane w Obs. maja takze sens dla zbioru pustego. Co wiecej, zbidr pusty — zgodnie z tymi
warunkami — takze ma kres gorny i kres dolny. Jednakze inf @ = oo oraz sup @ = —o0, wiec sup @ < inf & [!], co
nalezy uwazaé za patologie, a moze nawet za paradoks (lewy kraniec zbioru pustego jest bardziej na prawo niz jego
prawy kraniec. ..1?7). Z tego powodu na tym kursie nie wolno postugiwaé sie kresami zbioru pustego. Kazdorazowe
uzycie kresu zbioru, ktory jest pusty, bedzie traktowane jako blad. (Jesli chcemy napisaé ,sup A” lub ,inf A”,
najpierw nalezy uzasadni¢/sprawdzi¢/upewnic sie, ze A # ©).

Cho¢, jak wspomniano, Tw. [2.3]jest fundamentem dla calej analizy matematycznej, kresy gorny i dolny dla niemate-
matyka zazwyczaj stanowia trudne (abstrakcyjne) pojecia. Aby niniejszy kurs uczyni¢ jak najbardziej przyswajalnym,
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pojeciami tymi postuzymy sie tylko dwa razy (pierwszy raz w wypowiedzi Tw. str. [8} a drugi w odpowiedniku
tego rezultatu dla funkcji — zob. punkt (A) Tw. str. [28).

Omoéwimy teraz pokrotce podstawowe koncepcje zwiazane z mierzeniem odlegtodci.

2.6 Definicja.

Metryka na zbiorze X to dowolna funkcja d: X x X — R spelniajaca wszystkie ponizsze warunki dla dowolnych
punktow x,y,z € X:

(

MO0) 0 < d(z,y) < oo;

(M1) [oznaczonosé| d(z,y) =0 < x =y;
M2)

M3)

(M2
(

Jesli d jest metryka na zbiorze X, pare (X, d) nazywamy przestrzenig metryczng, a liczbe d(z,y) (gdzie z,y € X)
nazywamy odlegtoscig punktu x od y.

[symetria| d(y,z) = d(z,y);

3) [nieréwnosé¢ tréjkatal d(z, z) < d(z,y) + d(y, z).

W kazdej przestrzeni metrycznej mozemy mowié o kulach i sferach. Nalezy jednak pamietac, ze zbiory te (dla
rozmaitych wymyslnych metryk) moga wecale nie by¢ ,,podobne” do kul ani do sfer (na plaszczyznie moga to by¢ np.
kwadraty). Precyzyjne definicje tych pojeé¢ znajduja sie ponizej.

2.7 Definicja.
Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna, s punktem zbioru X, a r dowolng dodatnia liczba rzeczywista. Kulg
otwartg (lub krotko: kulg) o srodku w s i promieniu r nazywamy zbior

B(s,r) &t {r e X: d(s,x) <r}.

Podobnie, kulg domknietq o srodku w s © promieniu r nazywamy zbioér

B(s,r) f {reX: d(s,x) <r}.

7 kolei sferq o $rodku w s i promieniu r nazywamy zbior

S(s,r) def {r e X: d(s,x)=r}.

(Tak wiec S(s,7) = B(s,r) \ B(s,1)).

Z pomoca kul mozna definiuje si¢ niezwykle wazne w analizie matematycznej (a takze topologii i innych dziatach
matematyki) pojecia otoczenia oraz zbioru otwartego:

2.8 Definicja.
Mowimy, ze zbior A C X jest otoczeniem punktu a € X w przestrzeni metrycznej (X, d), gdy:

Ir >0: Bla,r) C A.

Zbior U C X jest otwarty w przestrzeni metrycznej (X, d) (lub: zbior U jest otwarty wzgledem metryki d na X),
gdy jest otoczeniem kazdego swojego punktu. Symbolicznie:

U jest zbiorem otwartym <= Va € U 3r > 0: B(a,r) C U.

2.9 Uwaga.

Obok zbiorow otwartych definiuje sie takze zbiory domkniete jako te, ktorych dopelnienia (w calej przestrzeni)
sa zbiorami otwartymi. (Tzn.: zbior F' C X jest domkniety w przestrzeni metrycznej (X,d), gdy zbior X \ F
jest otwarty). W niniejszym kursie nie bedziemy postugiwac sie takimi zbiorami, dlatego czynimy jedynie krotka,
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peryferyjna wzmianke o nich. Czytelnikow zainteresowanych tym pojeciem (lub innymi topologicznymi) odsylamy
do dowolnego podrecznika z topologii.

Najwazniejsze przestrzenie metryczne, z jakimi ma sie do czynienia w analizie matematycznej, to tzw. przestrzenie
euklidesowe (ktore poznamy dopiero w rozdziale @ i ich podzbiory. Najprostszym przykladem takiej przestrzeni jest
prosta rzeczywista (czyli zbior R), na ktorej skupimy sie w kilku najblizszych rozdzialach. Funkcja odleglosci na R
jest dana niezwykle prostym wzorem, poznanym w szkole:

2.10 Definicja.
Funkcja d.: R x R — R dana wzorem

def
de(wvy) = |.’E - y|
jest metryka na R. Nazywa si¢ ja metryka euklidesowq lub naturalng (na prostej).

2.11 Przyktad.
Jak nietrudno sie przekona¢, w przestrzeni R z metryka euklidesowa kule otwarte [domkniete] to po prostu prze-
dzialy otwarte [domkniete|, a sfery to zbiory dwuelementowe:

B(a,r)=(a—r,a+7), B(a,r)=la—r,a+7r], S(a,r)={a—ra+r} (aeR, r>0).

Mozna przy tym pokazaé, ze kazdy (niepusty) ograniczony przedzial otwarty jest pewna kula otwarta i, podob-
nie, kazdy (niezdegenerowany) ograniczony przedzial domkniety jest pewng kula domkniets (a stad kazdy zbior
dwuelementowy w R jest pewna sfera).

Dowodzi sie takze, ze kazdy niepusty zbiér otwarty w R jest suma mnogosciowa parami rozlacznych prze-
dzialow otwartych (niekoniecznie ograniczonych). Dla nas jednak najwazniejszymi zbiorami otwartymi w R beda
pojedyncze przedziaty otwarte.

2.12 Przyktad.
Mniej ,intuicyjnie” wygladaja kule w zbiorze [0, 1] (rozwazanym wciaz z metryka naturalna) — w tym przypadku

B(a,r) = (a—7r,a+7)N[0,1] (dla wszelkich a € [0, 1] oraz r > 0), wiec np. B(0, 3) = [0, 3) oraz B(3,1) = [0, 2).

W przestrzeniach metrycznych takze mozemy méwi¢ o ograniczonosci podzbiorow:

2.13 Definicja.
Podzbior A przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy (metrycznie) ograniczonym (lub precyzyjniej: ograniczonym
wzgledem metryki d), gdy istnieje liczba M, taka ze d(x,y) < M dla wszelkich z,y € A.

Rownowaznie, A jest zbiorem ograniczonym w niepustej przestrzeni metrycznej (X, d), gdy istnieja punkt
a € X oraz promieii r > 0, takie ze A C B(a,r).

W przypadku prostej rzeczywistej mozemy mowié o podzbiorach porzadkowo lub metrycznie ograniczonych. Szcze-
$liwie, obie te wlasnosci sa rownowazne, i dlatego mozemy moéwié krotko o ograniczonosci zbioréow, bez ryzyka niepo-
rozumienia.

2.14 Obserwacja.
Podzbior zbioru R jest porzadkowo ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest metrycznie ograniczony.

Jak zobaczymy w dalszych rozdzialach, metryka przydaje sie do sformalizowania intuicji ,zblizania si¢” liczb do
pewnej liczby — a wiec do wprowadzenia pojecia granicy. Chociaz pojecie to okreslimy najpierw dla ciagoéw, a potem
dla funkcji, zasadnicza koncepcja w obu przypadkach bedzie taka sama.
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3 Ciagi

3.1 Definicja.
Cligg o wyrazach w zbiorze X to dowolna funkcja z Ny (lub z N) w X. Ogolniej, ciggiem nazywa sie rowniez kazda
funkcje zdefiniowana na nieskoriczonym podzbiorze zbioru Z.

Mozna tez mowié o ciggach skoriczonych, czyli funkcjach okreslonych na skoriczonych podzbiorach zbioru Z.

Dla ciaggow stosuje sie uproszczong notacje: zamiast pisaé ,,f: A — X7 (gdzie A C Z) oraz ,f(n)” (dla n € A),
piszemy na ogot (odpowiednio) ,,(an), 4" oraz a, (tzn. a, = f(n)). Gdy A =N [odp. A = N|, piszemy réwniez
(@07, [odp. (an)]

Aby skrotowo wyrazi¢ mysl, ze ciag ma wyrazy w zbiorze X, bedziemy stosowaé¢ powszechnie stosowana
uproszczong notacje z uzyciem znaku inkluzji: (a,),-; C X (i podobnie (an)pea C X). Nalezy jednak pamigtac,
ze ciag o wyrazach w X nie jest podzbiorem zbioru X.

Gdy zbior indeksow A C Z ciagu (an),,c 4 zawiera nieskonczenie wiele liczb dodatnich, mozemy méwic o podcia-
gach tego ciagu: podciqg ciagu (an), 4 to dowolny ciag, ktory powstal z ciagu (an),,c 4 Przez pominiecie pewnych
wyrazow tego ciagu, ale w taki sposob, ze wsrdd pozostatych indekséw wciaz pozostalo nieskoiiczenie wiele liczb
dodatnich. Bardziej formalnie, podciag ciagu (an),c 4 ma posta¢ (an), g, gdzie zbior B C A zawiera nieskoricze-
nie wiele liczb dodatnich. W przypadku klasycznym, tzn. gdy A = N lub A = Ny, podciag ciaggu (an),,c , mozna
rowniez zapisaé¢ jako (am, )or;, gdzie 0 < my < mg < m3 < ... to liczby calkowite (dodatnie, gdy A = Ny).

n=1"’

Przejdziemy teraz do zasadniczej koncepcji analizy matematycznej, jaka jest pojecie granicy. Chociaz beda nas intere-
sowaé wylgcznie ciagi o wyrazach rzeczywistych (a pozniej o wyrazach w przestrzeni euklidesowej), ponizej wprowa-
dzamy to pojecie w dowolnych przestrzeni metrycznych — gdyz przejscie do kontekstu ogblnego nie wymaga zadnych
dodatkowych przygotowan, a lepiej oddaje kluczows idee.

3.2 Definicja.
Mowimy, ze ciag (an),., o wyrazach w przestrzeni metrycznej (X, d) jest zbiezny do punktu g € X (lub: zbiega
do g; dgzy do g; ma granice ré6wna g), gdy:

(lim) YVe>03IN >0Vn>N: d(an,g) <e.

Innymi stowy, punkty ai,as, ... zbiegaja do g, gdy wraz ze wzrostem indeksu ich odleglosci od puntu g staja sie
dowolnie male (tzn. dowolnie bliskie liczbie 0).
To, ze granica ciagu (an)f:’=1 jest punkt g, mozna zapisaé symbolicznie na kilka sposobéw. Tutaj podamy dwa
najczesciej spotykane: a,, — g (n — 00) oraz lim,,—, o a, = g.
Podobnie, jesli zbior A C Z zawiera nieskoriczenie wiele liczb dodatnich, méwimy, ze ciag (2,), ., zbiega do
g, gdy:
Ve >03IN >0Vne A n>N: dz,,g) <e,

co zapisujemy symbolicznie “m”Z?{’ xp, =g (lub x, = g (A>n — o0)).
n

Powyzsza definicja nie obejmuje przypadku, gdy granica ciagu liczbowego ma by¢ jedna z nieskoriczonosci (dlatego
7e nie wprowadziliémy metryki na zbiorze R; da sie to zrobi¢, ale zadnej metryki na R nie mozna nazwaé¢ naturalng).
Poniewaz obie nieskonczonosci nie leza w przestrzeni, ktora stanowi gtowny przedmiot naszych badan (tzn. nie lezg
w R), ciagi, ktorych granicami jest jedna z nieskoriczonosci, nie nazywa sie zbieznymi:

3.3 Definicja.
Mowimy, ze ciag (an),—; C R jest rozbiezny do oo (odpowiednio: do —oo) lub ze granicg ciagu (a,), ., jest co
(odp.: —00), gdy speliony jest warunek:

VM >0dN >0Vn>N: a, > M

(odp.: VM > 03N >0Vn > N: a, < —M). Podobnie jak w przypadku granic liczbowych, wlasnosé, ze ciag
(an),2; jest rozbiezny do co (odp.: do —c0), zapisujemy symbolicznie tak: a,, — oo (n — 00) lub lim,,_, & a,, = 00
(odp.: a;, » —00 (n — 00) lub lim,,_, a, = —00).

Analogicznie definiujemy ciagi rozbiezne do ktorejs nieskoniczonosci indeksowane podzbiorami zbioru Z zawie-
rajacymi nieskoniczenie wiele liczb dodatnich.
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3.4 Obserwacja.
Cigg w przestrzeni metrycznej moze mieé¢ co najwyzej jedng granice. Podobnie, dowolny cigg liczbowy ma co
najwyzej jedng granice w R.

Jesli cigg ma granice, to kazdy jego podcigg ma te samaq granice. Odwrotnie, jesli kazdy podcigg ciggu (scn)zozl
zawiera podcigg, ktorego granicg jest g, to lim, ,.o T, = g.

3.5 Przyktad.

Sprawdzanie, na podstawie Def. [3.2] ze granica konkretnego ciagu liczbowego jest konkretna liczba, nie jest tak
proste, jak uzywanie gotowych wzoréw (ktore poznamy w nastepnym rozdziale). Aby to zilustrowaé, pokazemy,
ze

li =0
nggo 2n —5

Powyzszy wzor dowodzimy w oparciu o warunek (lim). Niech wiec € bedzie dowolna liczba dodatnia. Szukamy
dodatniej liczby catkowitej N > 0, by |a, — 0] < e dla wszelkich n > N. Poniewaz poczatkowe wyrazy ciagu
(an);2; sa ujemne, dla uproszczenia zakladamy, ze poszukiwany indeks N spelnia warunek N > 3. Wtedy, dla
n > N mamy a, > 0, a wiec |a, — 0] < e wtedy i tylko wtedy, gdy 2n —5 > %, co z kolei jest rownowazne temu, ze
n > g + % Aby ta ostatnia nieréwnosé¢ byta prawdziwa dla wszystkich indekséw n > N, wystarczy, ze indeks N

spelnia te nierownosé. Tym samym wystarczy N zdefiniowac jako (np.) sufit z liczby ¢ def g—i— 2—18, czyli najmniejsza

liczbe catkowita, ktora jest wieksza lub rowna liczbie c. Wskazanie liczby N konczy dowod. Zauwazmy, ze wartosé
parametru N, jaka tutaj wskazalidémy, nie jest konkretna, lecz zalezy od liczby € — jest to powszechna wlasciwosé
dowodow, ze granica jakiegos (scisle konkretnego!) ciagu jest (Scisle konkretnal!) wielkosé.

Wiecej przyktadow zbieznych ciagow liczbowych (oraz rozbieznych do nieskoniczonodci) poznamy w nastepnym
rozdziale.

Ciagi, ktore nie maja [zadnej| granicy, nazywa sie rozbieznymi. Z tego wzgledu w przypadku ciagow rzeczywistych
mamy dwa rodzaje ciagéw rozbieznych: moga one mie¢ granice niewtasciwg (czyli ze zbioru {—oo,00}) lub nie mieé
granicy.

Doktadne wyznaczenie granicy zbieznego ciagu nierzadko jest trudnym czy wrecz niewykonalnym zadaniem. Czesto
tez jest tak, ze wartosé granicy nie ma znaczenia — cenniejsza jest wiedza o tym, ze ciag jest zbiezny. Najogodlniejszym
teoretycznym kryterium na zbiezno$é ciggu (ale nie na rozbieznos$é do ktorej$ nieskoriczonosei!) jest tzw. warunek
Cauchy’ego:

3.6 Definicja.
Ciag (z),—, 0 wyrazach w przestrzeni metrycznej (X, d) nazywany jest ciagiem Cauchy’ego [lub ciagiem funda-
mentalnym] (wzgledem metryki d), gdy spelnia nastepujacy warunek Cauchy’ego:

(cC) Ve>03IN >0Vn>N, m>N: d(z,,zm) <ec.

Metryke d (i podobnie, przestrzen metryczng (X, d)) nazywamy zupetng, jesli kazdy ciag Cauchy’ego w (X, d) ma
granice (w X).

Zauwazmy, ze, aby sprawdzi¢, czy dany cigg jest ciagiem Cauchy’ego, wystarczy szacowaé odleglosci jego wyrazow.
Z tego powodu warunek (cC) jest wlasnoscia wewnetrzng ciagu (w przeciwieristwie do jego zbieznosci, ktora na ogot
jest wlasnoscig zewnetrzna — tzn. oprocz samego ciggu musimy wiedzie¢, w jakiej przestrzeni metryczej rzecz sie
rozgrywa). Mimo to w zupelnych przestrzeniach metrycznych obie te wlasnosci (tj. (cC) oraz zbiezno$é) sa rownowazne
(zob. punkt (B) ponizej).

3.7 Obserwacja.
(A) Cigg zbiezny w przestrzeni metrycznej jest w niej ciggiem Cauchy’ego.

(B) Cigg o wyrazach w zupetnej przestrzeni metrycznej jest w niej zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciggiem
Cauchy’ego.

7 (© Piotr Niemiec



WARSZTAT ANALITYCZNY ZIMA 2026/27

(C) Cigg Cauchy’ego w przestrzeni metrycznej jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy posiada podcigg zbiezny, wtedy
i tylko wtedy, gdy kazdy jego podcigg jest zbiezny.

(D) Cigg liczbowy rozbiezny do ktorejs nieskoriczonosci nie jest ciggiem Cauchy’ego.

(E) Zbior wyrazéw ciggu Cauchy’ego jest metrycznie ograniczony.

Ponizsza wlasnosé, bardzo wazna w analizie matematycznej, jest konsekwencja porzadkowej zupelnosci zbioru R:

3.8 Twierdzenie.
Prosta rzeczywista to zupetna przestrzeri metryczna. Precyzyjnie: metryka naturalna na R jest zupetna.

Wisrod ciagéw liczbowych wazna role odgrywaja ciagi monotoniczne.

3.9 Definicja.
Ciag liczbowy (ay),,c 4 nazywamy:

e Scisle rosngeym (lub krotko: rosngeym), gdy: Vn,m € A, n<m: a, < am;

e Scisle malejgcym (lub krotko: malejgcym), gdy: Vn,m € A, n < m: ap > am;

o statym, gdy: Vn,m € A, n < m: a, = am;

e stabo rosngcym, gdy: Vn,m € A, n<m: a, <

e stabo malejgcym, gdy: Vn,m € A, n < m: a, > ay;

e Scisle monotonicznym, gdy jest Scisle rosnacy lub Scisle malejacy, lub staty;

e stabo monotonicznym (lub krotko: monotonicznym), gdy jest stabo rosnacy lub stabo malejacy.

Uwaga: Nierzadko ciagi stabo rosnace (odp. stabo malejace) nazywane sa niemalejgcymi (odp. nierosngcymi).
Na tym kursie nie bedziemy uzywaé tych alternatywnych terminéw.

3.10 Uwaga.

Stosujac indukcje, tatwo dowodzi sie, ze ciag liczbowy (xn)zozl jest Scisle rosnacy (odp. Scisle malejacy; staly; stabo
rosnacy; stabo malejacy), gdy =, < zp41 (odp. Ty > Tni1; Tn = Tnt1; Tn < Tpt1; Tn > Tpi1) dla dowolnego
indeksu n. Te same kryteria obowiazuja dla ciaggéw indeksowanych zbiorem N.

Tw. jest konsekwencja ponizszego, ktore rowniez jest konsekwencja Tw. [2.3| (str. [3).

3.11 Twierdzenie. (Twierdzenie o granicy ciagu monotonicznego)
Kazdy cigg stabo monotoniczny ma granice w R. Doktadniej, dla ciggu (an)ff:l C R zachodzg nastepujgce wta-
snosci:

(a) Jesli cigg (ay),—, jest stabo rosngcey, wtedy lim,_,o an = sup{a,: n > 0}.

o0

(

(b) Jesli cigg (an
(
(

)

) 1 Jest stabo rosngcy i ograniczony od gory, wtedy jest zbieiny do liczby.
(c) Jesli cigg (an

)

n
o7, jest stabo malejgcy, wtedy lim,_,o an, = inf{a,: n > 0}.
n

o0

)
)
)
(d) Jesli cigg (an),_, jest stabo malejgcy i ograniczony od dotu, wtedy jest zbiezny do liczby.

Nastepujace wlasnosci maja liczne zastosowania nie tylko w teoretycznych rozwazaniach, lecz takze w praktyce
liczenia granic:
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3.12 Twierdzenie.

Ponizej (an)oe i, (bn)oey, (cn)oey to ciagi liczbowe, a g i h to wielkosci ze zbioru R.

(A) (Twierdzenie o trzech ciggach) Jesli lim, o, a,, = lim,, o ¢, = g oraz istnicje indeks N > 0, taki zZe
an < by, < ¢y dla wszelkich n > N, to takze lim,_, o, b, = g.

(B) (Twierdzenie o trzech ciagach II) Jesli lim,_, a, = 0o oraz istnieje indeks N > 0, taki ze a, < b, dla
wszelkich n > N, to takze lim,, o b, = 0.

(C) (Twierdzenie o trzech ciagach III) Jesli lim,, o, b, = —00 oraz istnieje indeks N > 0, taki ze a, < b,
dla wszelkich n > N, to takze lim, . a,, = —00.

(D) Jesli limy, o0 ay, = ¢ 4 limy, 00 by, = h oraz istnieje indeks N > 0, taki Ze a,, < b, dla wszelkich n > N, to
g<h.

(E) Jesli limy, 00 ap, = g @ limy 00 by = h oraz g < h, to istnieje indeks N > 0, taki ze a, < b, dla wszelkich
n>N.

Jesli jakas wlasnos¢ (np. nieréwnosci miedzy wyrazami ciagéw pojawiajace sie w punktach (D) i (E) w powyzszym
rezultacie) zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych n > N (gdzie N to pewna stala dodatnia), skrotowo mowi sie,
ze owa wlasnos$é zachodzi dla dostatecznie duzych n lub od pewnego momentu.

Ponizszy wniosek przyda sie w nastepnym rozdziale.

3.13 Whniosek.
Jesli cigg liczbowy (ay,), -, ma granice, ktdra jest rézna od 0, to a, # 0 dla dostatecznie duzych indeksow n.

Podamy teraz wazne w zastosowaniach kryterium na nieistnienie granicy ciagu liczbowego (w R):

3.14 Twierdzenie. -
Cigg liczbowy nie ma granicy w R wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq dwa jego podciqgi, ktore majq rézne granice
w R.

3.15 Przyktlad.
Ciag zn = (—1)" +

Podobnie mozna pokazaé, ze np. ciag y, = (—2)" nie ma granicy w R. A czy ciag 2z, = (—2)~" ma granice. . .?

nie ma granicy w R, gdyz lim,, oo 2, = lim, 00 (1 + %) = 1 oraz lim, .o Ton_1 =

1
n . . . .
= —1 i obie te granice sa rozne.

Oproécz ciagéw monotonicznych, innym waznym rodzajem ciagoéw sa ciagi zadane rekurencyjnie:

3.16 Definicja.
O ciagu liczbowym (a,,),., moéwimy, ze jest zadany (opisany itp.) rekurencyjnie, jesli dla dostatecznie duzych
indekséw n, we wzorze na a, pojawiaja sie niektére wczesniejsze wyrazy tego ciagu:

ap = f(an—h Ap—2,0n—3, - .- 7a17n)

(gdzie f to pewna funkcja mogaca przyjmowac zmienna liczbe argumentow). W praktyce ciagi zadane rekuren-
cyjnie opisuje funkcja o ustalonej liczbie argumentow, tzn. a, = g(an—1,-- -, an—r,n) dla wszystkich dostatecznie
duzych indekséw n > r, gdzie r to pewna dodatnia stata catkowita.

Badanie ciagéw zadanych rekurencyjnie (tzn. rozstrzyganie, czy np. sa to ciagi od pewnego momentu monotoniczne
lub czy ciagi te maja granice) na ogot jest znacznie trudniejsze niz badanie ciggéw zadanych wzorem ogolnym (tzn.
takim, ktorego jedyna zmienng jest indeks=numer wyrazu ciagu). Niemniej jednak ciagi zadane rekurencyjnie czesto
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opisuja pewne zjawiska lub zliczaja obiekty o pewnych wtasciwosciach — jak to niejednokrotnie ma miejsce np.
w kombinatoryce. Ciekawym (aczkolwiek czesto niewykonalnym) zadaniem jest wyznaczanie wzoru ogblnego ciggu
zadanego rekurencyjnie.

3.17 Przyklad.
Jednym z najbardziej znanych ciggow, ktory oryginalnie byt zadany rekurencyjnie, jest cigg Fibonacciego (Fy), ",
okreslony nastepujaco:

P 1 gdy n € {0,1}
" Fn71+Fn72 gdyn>]— .

O ile sprawdzenie, ze ciag ten jest $cisle rosnacy od n = 1 (i tym samym lim,,_,  F,, = oo [dlaczego?]), nie sprawia
zadnej trudnosci, o tyle wyznaczenie wzoru ogblnego na F,, (co jest wykonalne, i stanowi do$¢ klasyczny problem)
wymaga znacznie wiekszej inwencji, zwlaszcza w sytuacji, gdy nie znamy tego wzoru (i nie mamy wyczucia,
jakiego typu postaci sie spodziewac¢). Wyprowadzenie tego wzoru pozostawiamy zainteresowanym Czytelnikom
jako wyzwanie. (W przypadku niepowodzenia, rozwigzanie tego problemu mozna bez wiekszego wysitku znalezé
w Internecie).

3.18 Przyktad.
Zalozmy, ze ciag (a,),.; spelnia od pewnego momentu rekurencje:

(3:1) an =a’_ | + 1.

Pokazemy, ze ciag ten nie moze by¢ zbiezny (dokladniej: nawet jesli ciag ten ma granice, to nie jest ona liczba).
Ponizszy argument jest powszechnie stosowana metoda do rozpoznawania, jaka liczbowa warto$é moze mieé granica
ciggu zadanego rekurencyjnie, jesli tylko 6w cigg jest zbiezny.

Zalt6zmy, dla dowodu nie wprost, ze lim,,_, o, a,, = g, przy czym g € R. Korzystajac np. ze wzoréw z nastepnego
rozdzialu, nietrudno sprawdzié¢, ze wtedy lim, . a2 = g*. Ale zawsze (o ile tylko jedna ze stron réwnosci jest
okreslona) zachodzi rownosé lim,,_,« b, = lim,,_,~ b,—1. Tak wiec:

g= lim a, = (a2, +1)=g*>+1,

lim

n—oo n—roo

czyli g2 — g+ 1 = 0. Jednak to réwnanie kwadratowe nie ma pierwiastkow rzeczywistych, wiec g nie moze by¢
liczba, co koniczy dowod postulowanej przez nas wlasnodci.

Jak nietrudno si¢ przekona¢, powyzszy ciag (an),., ma granice rowna co. Istotnie, dla dostatecznie duzych

n zachodzi nieréwnosé¢ a, > 1, skad w miare latwo pokaza¢ — stosujac indukcje (i uzywajac ) — ze od

pewnego momentu a, > n —r (gdzie r to pewna dodatnia stata calkowita), a zatem (z Twierdzenia o 3 ciagach)

lim,, oo ap, = 00.

3.19 Uwaga.
Dos¢ tatwo dowodzi sie, ze dla dowolnego niepustego zbioru A C R istnieja dwa ciagi: stabo malejacy (an)n., C A
oraz stabo rosngcy (bn)nooz1 C A, takie ze lim,,_, a, = inf A oraz lim, _,,, b, = sup A. Wlasnosci te czesto
przydaja sie w teoretycznych rozwazaniach.

Dowodzi sie rowniez, ze kazdy ciag liczbowy ma podciag, ktory jest $cisle monotoniczny.

4 Operacje na granicach

Jak wynika z samej definicji granicy ciagu, przy wyznaczaniu granicy istotne sa tylko wyrazy ciagu o dostatecznie
duzych indeksach. W szczegoblnosci, poczatkowe wyrazy ciagu nie maja w tej materii znaczenia. Oznacza to, ze jesli
w pewnym ciggu zmienimy (w sposob catkowicie dowolny!) skonczenie wiele (dowolnie wybranych) jego wyrazow,
to zbieznosé oryginalnego ciagu jest réwnowazna zbieznosci nowego ciagu, a w przypadku, gdy jeden z tych ciagow
ma granice, granica drugiego jest ta sama wielkosé.

Podczas wyznaczania granic ciagéw opisanych konkretnym (jawnym) wzorem, powszechna praktyka jest, ze pewne
czesci wzoru (np. sktadniki sumy; czynniki iloczynu; licznik lub mianownik ulamka; podstawe lub wyktadnik potegi;
itp.) zastepuje sie ich granicami (o ile istnieja). Nie zawsze jednak jest to wlasciwa metoda postepowania. Dlatego
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warto zna¢ prawa, jakie obowigzuja w ,Swiecie” granic. Niniejszy rozdzial ma stanowi¢ katalog podstawowych wzorow
i metod, jakimi mozna sie postugiwaé (z rozwaga!) podczas liczenia granic.

4.1 Obserwacja.
Zatozmy, ze ciqgi (an),—y @ (by)oe, sq zbiezne do liczb, odpowiednio, g i h. Wtedy:

(a) dla dowolnych liczb o, B € R ciag (can + Bbn),y (0dp. (aan, — Bby), " ;i (anbn),—) jest zbiezny do ag + Sh
(odp. do g — Bh; do gh);

o0
(b) jesli h # 0, to cigg <%)n:1 (od pewnego momentu ma sens oraz) jest zbiezny do 4 ;

(¢c) jesli zachodzi jeden z ponizszych warunkdw:

e g>0; lub
e od pewnego momentu b, € Ny; lub

e g # 0 i od pewnego momentu b,, € Z,

to cigg (az")zozl (od pewnego momentu ma sens oraz) jest zbieiny do g".

Wtasnos$é operacji granicy wyrazona w powyzszej obserwacji podsuwa ogdlny pomyst na metode postepowania
przy liczeniu granic ciagow, ktorych wzory sa bardziej ztozone: gdy ciag (ktory dalej nazwiemy gtdwnym), ktorego
granice chcemy wyznaczy¢, jest suma, roznica, iloczynem, ilorazem lub potega dwoch innych ciagow (ktore w dalszym
ciggu tej opowiesci nazwiemy ciggami skfadowymi glownego ciggu), ktére maja granice i sg one nam znane, pierwszy
test, jaki powinno sie wykonaé, to sprawdzenie, jaki napis zobaczymy, gdy zamiast tych ciagdéw sktadowych napiszemy
ich granice — bez wzgledu na to, czy sa to liczby, czy nieskoriczonosci, oraz bez wzgledu na to, czy dziatanie, ktore
zobaczymy, jest wykonalne (moze to by¢ np. ,,%”). Taki napis ma charakter nieformalny i zazwyczaj notuje sie go
nad znakiem réwnosci przy przeksztalcaniu wyrazen, ktorych granice probujemy wyznaczyé. Okazuje sie, ze wsrod
wszystkich potencjalnie mozliwych napiséw, jakie moga sie w tej sytuacji pojawié, tylko kilka nie zaweza zakresu
mozliwych odpowiedzi na pytanie, jaka jest granica glownego ciagu (o ile ona istnieje), do jedynie skoniczenie wielu
mozliwosci. Kazdy napis (reprezentujacy jedno z 5 podstawowych dziatan na dwéch wielkosciach ze zbioru R), ktory
moze w odpowiedzi da¢ dowolna wielko$¢ z pewnego niezdegenerowanego przedzialu (zalezna od ciagéw sktadowych),
nazywamy symbolem nieoznaczonym. Okazuje sie, ze jesli podczas proby liczenia granicy ciggu natrafimy po drodze
na symbol nieoznaczony, taki cigg moze nie mie¢ granicy. A nawet jesli ja ma, sama posta¢ tego symbolu nie daje nam
zadnej przestanki, jaka wielkoScia moze by¢ granica. Dla kontrastu: jesli podczas liczenia granicy glownego ciagu, po
zastapieniu ciagoéw skladowych ich granicami zobaczymy napis, ktory nie jest symbolem nieoznaczonym, to albo od
razu wiadomo, ze ciag ma granice (i wtedy znamy jej warto$¢), albo mamy do czynienia z jednym z zaledwie kilku
przypadkéw, w ktérych mamy tylko dwie mozliwosci:

e albo ciag glowny, powiedzmy (a,),.,, nie ma granicy, ale lim,_, |a,| = co; taka sytuacje czesto odnotowuje

sie, piszac: lim, - a, = £0o — nalezy jednak pamietaé, ze ten zapis ma charakter umowny: chociaz po lewej
stronie znaku réwnosci pojawia sie lim, cigg nie ma granicy (!);

e albo ciag gléwny ma granice g i g € {—00,0}.

Zazwycza] w tych wyjatkowych przypadkach rozpoznanie, czy ciag glowny ma granice, oraz jej wyznaczenie (gdy 6w
ciag ma granice), odbywa sie przez zbadanie znakow wyrazow ciagoéw sktadowych — zwykle jest to szybko weryfiko-
walne i granice wyznacza sie zaraz po znaku réwnoéci, nad ktérym pojawia sie 6w napis.

Jak wynika z powyzszych opiséw, symbole nieoznaczone to jedyne nieformalne napisy, ktore niosa ze soba informa-
cje, ze granice ciggu trzeba wyznaczy¢é w mniej standardowy sposéb — zazwyczaj odbywa sie to przez przeksztalcanie
wzoru glownego ciggu lub przez zastosowanie gotowego wzoru z katalogu granic (konkretnych ciagéow). Ponizej wy-
pisujemy liste wszystkich symboli nieoznaczonych. Tam, gdzie pojawia sie symbol ,,+00”, réwniez analogiczny napis
z konkretnym (dowolnie wybranym) znakiem w miejscu ,,4” jest symbolem nieoznaczonym.

4.2 Twierdzenie.
Przy liczeniu granic ciggow liczbowych, w zakresie podstawowych dziatan na liczbach, jest tylko 7 symboli nieozna-
czonych i sq to:

. .0 Z£oo
e ilorazowe: g, oo

o iloczynowy: 0+ (£oo) = £o00 - 0,
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e potegowe: 0°, 0o®, 1E°°
® r0Znicowy: 0o — 00 = —0o0 + 0o.

Pozostate symbole nieoznaczone to: sin(£oo), cos(£oo), tg(doo), ctg(Foo).

4.3 Uwaga.

Jesli cheieliby$smy byé w 100% skrupulatni, do listy symboli nieoznaczonych nalezaloby jeszcze dorzucié symbol po-
tegowy postaci (1) oraz symbole logarytmiczne: log, (0), log,(c0), log; (1), log, (0), log,_ (c0). Pierwszy
z nich (potegowy) moze zaistnieé¢ tylko w sytuacjach poteg, ktorych wykladnik jest catkowity, a podstawa ujemna.
W praktyce takie ciagi zdarzaja sie rzadko (poza wyrazeniami postaci ,,(—1)™" lub potegami liczby —1 o innych
wykladnikach catkowitych). Z uwagi na to, ze symbol ten zawsze redukuje sie do napisu postaci +(1¥°°), mozna
go postrzegaé jako ,ztosliwy” wariant symbolu ,,1°°”. Wszystkie symbole logarytmiczne (wymienione powyzej)
redukuja sie do ilorazowych symboli nieoznaczonych, przez zastosowanie wzoru na zamiane podstawy logarytmu,
znanego ze szkoly sredniej: log, (b) = 11252((2%
wystepuje zmienna, powinno by¢ zamienione (za pomoca tego wzoru) na logarytm o stalej podstawie. W profesjo-
nalnej analizie matematycznej znaczenie ma wylacznie logarytm naturalny, tj. funkcja logarytmiczna o podstawie
e = 2,7182818284 ... (jest to liczba niewymierna). Blizej tej liczbie przyjrzymy sie nieco pozniej (jeszcze w tym
rozdziale).

. Kazde wyrazenie, w ktérym wystepuje logarytm, w ktérego podstawie

Z uwagi na to, ze na ogol zbiezne ciagi liczbowe sa od pewnego momentu wieksze (lub od pewnego momentu
mniejsze) od swojej granicy, w nieformalnych symbolach dziatan na granicach stosuje sie takze notacje ,g7" (i ,,g7")
[gdzie g € R], ktora oznacza, ze stosowny ciag zbiega do g i jego wyrazy sa od pewnego momentu wieksze od g (odp.

7 (0)—=
T @)=

muiejsze od g). Dla przykladu, liczac granice ciagu x,, = nad znakiem réwnosci mozemy napisaé

gdyz:
e podstawa potegi w liczniku (czyli 1) dazy do 0 i jest wieksza od 0;
e wykladnik potegi w liczniku (czyli —n?) dazy do —oo;
e podstawa potegi w mianowniku (czyli —%ﬂ) dazy do 0 i jest mniejsza od 0;
e wykladnik potegi w mianowniku (czyli n?) dazy do oo.

W praktyce mogliby$my to zapisaé tak:

_p2  (0h)—=
lim 7(%) ! 0%
n—oo (—L)n2
n+1

W praktyce zapiséw postaci g7 oraz g~ we wzorach na wynik granicy (a wigc nie pod operatorem ,lim”) uzywa sie
tylko dla ¢ = 0. My jednak w ponizszej tabelce uzywamy takze 17 oraz 17.

Ponizej dla kazdego symbolu nieoznaczonego podajemy przedzial, do ktérego musi wpasé granica, o ile granica
ta istnieje. (W przypadku symbolu 02, ograniczamy si¢ wylacznie do jego wersji (07)° — zgodnie z przyjetym na
wstepie kursu ograniczeniem potegowania).

Symbol Zakres granicy

%, i%, +o00 -0, co — 0o, tg(£o0), ctg(Foo) [—00, 0]

8717 87:7 %7 %700'04_7 —o00 -0~ [0,00]
+ o- - -

0= 0¥ T2, T2,00-07, —o0 - 0F [—00,0]
00, 1%, o0° [0, o0]
007, (1+)®, (1), 0c®" [1, 00]
00", (1+)=>°, (17)%, 00" [0.1]
sin(#00), cos(Foo) [—1,1]

Podamy teraz kilka waznych przyktadow, ktore przydaja si¢ przy liczeniu granic. Kazdy z nich zwiazany jest z jednym
z podstawowych 7 symboli nieoznaczonych.
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Dla uproszczenia wypowiedzi najblizszego twierdzenia, funkcje  — f(x) nazwiemy typu wielomianowego, jesli we
wzorze funkcji f wystepuje skoriczenie wiele sktadnikow i kazdy z nich jest albo staly (tzn. nie ma w nim litery z), albo
ma postaé c-xP, gdzie c i p to state rzeczywiste oraz p > 0. Tak wiec funkcje takg mozna zapisa¢ jednoznacznie w postaci
f(@) = ag + a1aPr + agaP? + ... 4 apaPr, gdzie ap € R, r € N, a1,a9,...,a, € R\ {0} oraz 0 < p1 < pz < ... < p,.
Jesli r > 0 (czyli funkcja nie jest stata), wykladnik p, nazywamy stopniem funkcji f, a wspolezynnik a, nazywamy jej
wspdtezynnikiem wiodgeym. Z kolei gdy r = 0 (czyli gdy f jest funkcja stale rowna ag), przyjmujemy, ze f ma stopien
0, a stala ag nazywamy wspdtczynnikiem wiodgeym funkeji f. Np.: funkcja f(z) = 202V3 — 423V2 — 722 + 23/2 — 1 ma
stopieri 3v/2 oraz wspotczynnik wiodacy rowny —4.

Zachecamy Czytelnikow do udowodnienia punktow (a) i (b) ponizszego twierdzenia.

4.4 Twierdzenie.

(a) Cigg geometryczny postaci g, = aq" (gdzie a,q € R) ma granice (w R) wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0 lub
q € (—1,00). Doktadniej:

gdy [¢| <1luba=0
a gdy ¢ =1
. " 00 gdyg>1ia>0
lim aq"™ = )
n—oo —o00 gdy¢g>1ia<0
ta gdy ¢ =—11a # 0 (brak granicy)
too gdy g < —11ia# 0 (brak granicy)

(b) Jesli f i g to funkcje typu wielomianowego stopni, odpowiednio, p i q, a « i B to ich wspétczynniki wiodgce,
przy czym B # 0, wtedy:

5 eglyp=gq
i J) _ )0 edyp<g
n—o0 g(n) 00 gdy p>qiaf >0

—0 gdyp>qiaf<O.

(c) Cigg e, = (1 + %)n jest scisle rosngcey i zbiezny do liczby niewymiernej e = 2, 7182818284 ... Ogdlniej, jesli
ciqg (an)f:):1 ma wyrazy od pewnego momentu niezerowe oraz lim,_, a, = 0, wtedy

lim (1+ an)a%z =e.

n—oo

(d) Jesli (ay,),~; ma wyrazy od pewnego momentu niezerowe oraz lim,_,o a, = 0, wtedy

sin a,,
=1.

lim
n—oco @,

(e) limy oo /n =1.

O ile powyzsze wzory mozna udowodni¢ stosunkowo szybko i w sposéb elementarny, dowdd ponizszego wzoru jest
bardzo trudny (zwlaszcza uzasadnienie wystepowania stalej 27 tamze):

4.5 Twierdzenie. (Wzér Stirlinga)

n!

Vamn (2)"

=1 (n—o0).

4.6 Uwaga.

Wzor Stirlinga to wazne w praktycznych zastosowaniach narzedzie do obliczania granic ciagoéw, a zwlaszcza do
rozstrzygania o zbieznosci szeregu (szeregi beda tematem nastepnego rozdziatu). Stosuje sie go w ten sposob, ze
tam, gdzie pojawia sie silnia, zastepuje sie ja mianownikiem wyrazenia ze wzoru Stirlinga. Te technike nalezy
jednak stosowac z rozwaga, gdyz tatwo o jej nieprawidlowe uzycie (i w efekcie bledne wnioski). Dla przykladu,
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. . . o .. n 1. . . . . n
wyrazenia n! nie mozna zastapié¢ przez v2mn (%) przy probie wyznaczenia granic ciagoéw: a, = v2mn ( %) —nl

n
oraz b, = (W) . Co do zasady, wyrazenie n! powinno by¢ czynnikiem (a nie sktadnikiem) wzoru oraz

mozemy zastapié¢ staly liczbe (tzn. niezalezna od n) takich czynnikow.

Podamy teraz przyktady $wiadczace o tym, ze wzory skréoconego mnozenia przydaja sie do liczenia granic.

4.7 Przyklad.

(A) Aby obliczy¢ lim,, (V12 + 2n + 2—+/n2 — n + 4), zastosujmy znany ze szkoty éredniej wzor (a—b)(a+b) =
a? — b2, ktéry dla liczb dodatnich a i b mozna przeksztalci¢ do a — b = az;_lgz. Jedli teraz za a i b podstawimy

odpowiednie pierwiastki wystepujace w wyrazeniu, ktérego granice chcemy obliczyé, otrzymamy:

242 2) — (n? — 4 3n—2
V2 +m+2—vn2—n+4= (" +2n+2)— (0 —nt ): "
R e Y R R R
3-2 3 3 ( )
— == (n— o).
Ji+2+E+1-1+h  VIEVD 2
B) Teraz znajdziemy granice ciagu =, = ¥/n3 + n2 —n. Tym razem przyda sie wzor a® —b> = (a—b)(a® +ab+b?),
€ Cly €
ktory dla dodatnich liczb a i b mozna przeksztatci¢ do a — b = %. Tak wiec:

3, 2y 3 2
Vnd it —n = <= (7212‘*‘”)3 3n 72 2”
(Vin? +02)2 4 n/n? + 0 4 n 2 (Y1+1) +n2if1+ L

1

2
(y1+2) + 314141

—

i tym samym lim,, ,o T, =

1
(V4 ¥ 3

W powyzszym przykladzie pozbywalidmy sie pierwiastkow, stosujac odpowiednie wzory skroconego mnozenia. Gdy
stopien pierwiastka sie zmienia wraz z indeksem wyrazu ciagu, czesto przydaje sie Twierdzenie o 3 ciagach, co ilustruje
ponizszy przyktad.

4.8 Przyklad.

(A) Wyznaczymy granice ciagu =, = /2" + 3" +47. W tym celu stosujemy dwa proste szacowania: z jednej
strony x, > /4" = 4; z drugiej strony x,, < /4" + 4" + 4" = 43/3, czyli:

4<xz, <4-37.

Traktujac liczbe 4 wystepujaca po skrajnej lewej stronie powyzszych nieréwnosci jak ciag staty, widzimy,
ze jej granica jest liczba 4. Zarazem wyrazenie wystepujace po skrajnej prawej stronie réwniez ma granice
4, gdyz lim,,— % = 0 oraz 3° nie jest symbolem nieoznaczonym, lecz ma wartos¢ 1. W takim razie takze
lim;, o0 ,, = 4 (dzieki Twierdzeniu o 3 ciagach).

(B) Wyznaczymy granice ciagu y, = ¥/n?990 4+ n + 1. Jak poprzednio, wykonujemy dwa proste szacowania:
1 S Un S n/3 ) nZOOO _ 3% . (%)2000 )

Na podstawie punktu (e) Tw. oraz rozumowania przedstawionego w przyktadzie (A) wnioskujemy, ze

lim 37 - (¢/n)*"" =1

n— o0

i dlatego, ponownie dzieki Twierdzeniu o 3 ciagach, lim, o yn, = 1.
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Jesli w powyzszym przykltadzie niektore sktadniki wielomianu pod pierwiastkiem beda mieé¢ wspotczynniki
ujemne, szacowanie bedzie bardziej subtelne, ale wciaz konkluzja bedzie taka sama: jakikolwiek wielomian
(o dodatnim wspoélczynniku wiodacym) wstawimy pod pierwiastek n-tego stopnia, granica powstalego w ten
sposob ciagu zawsze bedzie réwna 1. Szczegoly dowodowe pozostawiamy zainteresowanym Czytelnikom jako
éwiczenie.

Podamy teraz pelng liste wzoréw do wyznaczania granic na podstawie nieformalnych napiséw, ktore nie sg sym-
bolami nieoznaczonymi. Nalezy przy tym pamietac, ze tam, gdzie podana wartosé to +oo, granica moze nie istnieé, ale
wartos¢ bezwzgledna wyrazenia, ktérego granice obliczamy, zbiega do oco. Tym samym, jesli w tym przypadku zadana
granica istnieje, to jest niewlasciwa.

Litera a ponizej oznacza liczbe rzeczywista. Oprocz 5 podstawowych dzialtan, zamieszczamy takze wartosci na
kranicach dziedziny podstawowych funkcji elementarnych (funkcje arctg oraz arc ctg zostang wprowadzone w dalszych
rozdziatach tego skryptu). Dla kompletnosci ponizszej tabelki, przypominamy, ze VO = (D)% (wiec, w szczegolnosci,
{/00 = 00, zgodnie ze wzorami ponizej).

Symbol Wartosé
+a + oo, co + a, oo + 0o, 0o — (—0o0) +00
a— 0o, —00 + a, —0o — 00, —0o + (—00) —00
a-00fa>0],00-ala>0],00-00,a-(—00) |a<0], —c0-ala<0], —co-(—o0) +o0
a-00fa<0],00:afa<0],00:(—0),a:(—x)[a>0, —cc-ala>0], —oco-oc0 —00
Tes 0
§la0, 52 % =2 +00
oF la>0], o= [a<0], 2 [a>0], 53, === [a < 0], 5= +o0
oF la<0], 5= [a>0], 2 [a<0], g2, =22 [a>0], 53 —00
a* [la] < 1], a=> [la] > 1], (£00)° [a < 0], (d00)~> 0
a=*® [0<a<1],a*® [a>1], (07)* [a < 0], (0T)™%°, 0o [a > 0], 00> +oo
0% [a € —2Nq], (07)* [a € —2N;], (—00)?* [a € 2N], (£o0)? [a € 2N] +o0
(07)® [a € —2N — 1], (—00)? [a € 2N + 1] —00
a~® [-1<a<0],a® [a<—1], 0% [a < 0], (07)% [a < 0], e
07, (07)7%, (=00)* [a > 0], (—00)>
In0, log, 0 [a > 1], log, co [0 < a < 1] —00
In oo, log, co [a > 1], log, 0 [0 < a < 1] +o0
tg(5 + km) [k € Z], ctg(km) [k € Z] +o0
t2((Z + km)~) [k € Z), cte((km)t) [k € 2] oo
tg((3 + km)™) [k € Z], ctg((km)7) [k € Z —00
arctg oo 3
arctg(—oo) -5
arc ctg oo 0
arc ctg(—oo) ™

4.9 Uwaga.

W dalszej czesci niniejszego skryptu poznamy regute de ’'Hospitala. Jest to jedna z najwazniejszych metod liczenia
granic w przypadku natkniecia si¢ na jeden z ilorazowych symboli nieoznaczonych. Jesli regule te chcieliby$my
zastosowaé do ciagow (a nie funkeji okreslonych na przedzialach), nalezy pamietac, ze przed jej uzyciem nalezy
zamiast danego ciagu wprowadzi¢ stosowna funkcje (powstala ze wzoru tegoz ciagu przez zastapienie litery indeksu
litera zmiennej rzeczywistej, np. ) i zamiast liczy¢ jego granice, nalezy wyznaczy¢ granice tej funkcji, a na koniec
jako wniosek odnotowaé, ze znaleziona wielkosé jest takze granica ciagu.
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Na zakonczenie rozdziatu podamy jeszcze jedno ciekawe prawo matematyczne, ktore przydaje sie zwtaszcza w kon-
tekscie badania zbieznosci szeregow:

4.10 Twierdzenie.

Jesli (an)zo=1 jest ciggiem liczbowym o wyrazach dodatnich, takim Ze cigg (M

An

o0 _
) ma granice (w R), to takze
n=1

. oo . . .
cigg (."/an)n:1 ma granice, oraz limy, oo ¥/a, = limy,_, %

5 Szeregi

5.1 Definicja.

Jesli ai,...,a, to dowolne liczby rzeczywiste (a n € Ny), symbolem Y ;_, aj oznaczamy sume wszystkich liczb
a1,...,0y,, czyli ZZ=1 ar = a1 + az + az + ... + a,. Uzyta tu zmienna k (na oznaczenie indeksu) ma charakter
czysto pomocniczy i moze by¢ zastapiona dowolnym innym bezkolizyjnym symbolem (w tym przykladzie symbol
ten nie moze zawierac litery a oraz n jako petne ,stowa”), tak wiec 3 0 ax =37 1 a; =3 "s_ ap.

Ogolniej, jesli I jest dowolnym niepustym zbiorem skoniczonym, powiedzmy I = {ji,...,j-} (przy czym ele-
menty ji,...,Jr sg rézne), i dla dowolnego elementu s € I mamy okreslong liczbe by € R, okreslamy > __; b,
jako > i, bj,. Wynik tej sumy nie zalezy od sposobu ponumerowania elementow zbioru I, gdyz dodawanie jest
dzialaniem przemiennym. (Jak w poprzednim akapicie, uzyta tu zmienna s pod znakiem sumy ) ma charakter
pomocniczy i moze zosta¢ zastapiona innym symbolem: »  _; bs = >, ; b;. Dla kontrastu, zmienna I oznaczajaca
zbior indeksow nie ma charakteru czysto pomocniczego i na ogot ) _; bs oraz ) . ; b, oznaczaja rézne sumy. Ta
konwencja zamiany litery indeksu na dowolny bezkolizyjny symbol obowigzuje takze przy sumach nieskoriczonych,
czyli szeregach).

Dodatkowo, przyjmuje sie (umownie), ze dla [ = @, >
(bez wzgledu na to, jakim wzorem zadano sktadniki sum).

0 3
serbs = 0. Tym samym np. >, a; =0=3"1_,50bn

Jak pokazuje ponizsza definicja, szereg to szczegdlnej postaci ciag.

5.2 Definicja.

Szereg to ciag postaci (D°7_; ak)zo:l, gdzie (ak)p—; jest dowolnym ciagiem liczbowym. Wyrazy aj nazywamy
sktadnikami szeregu. Jesli ciag (3>_,_; ak)le ma granice, nazywamy ja sumg szeregu i oznaczamy symbolem
> pey ag. Jesli suma szeregu istnieje i jest liczba, o szeregu méwimy, ze jest zbiezny warunkowo (rzadziej: zbiezny).
W przeciwnym przypadku mowimy, ze szereg jest rozbiezny.

Uwaga: Symbol ) ;7 | a;, jest powszechnie uzywany takze w przypadku, gdy pytamy, czy odpowiedni szereg
ma granice. W wypowiedziach zwigzanych ze zbieznoscig szeregu (lub istnieniem granicy), napis (3, _, ak)?:l
zastepuje sie przez >, ay 1 pisze sie, np.: szereg Y ;- | aj jest zbiezny (lub: rozbiezny do nieskonczonosci; lub:
rozbiezny).

Startowa warto$¢ indeksu szeregu moze by¢ dowolna liczba catkowita. Tym samym nastepujace symbole réwniez
oznaczaja szeregi, a zapis pod znakiem sumy informuje nas, jaki zakres liczb przebiega pomocnicza zmienna
oznaczajaca numer indeksu: Y07 0o a, 0raz Yo oooc by

5.3 Obserwacja.
Jesli od pewnego momentu a, > 0 (odp. od pewnego momentu a,, < 0), wtedy szereg Y .- | a, ma granice, ktora
nalezy do zbioru RU {oo} (odp. do zbioru R U {—o0}).

W zwigzku z powyzsza obserwacja, dla szeregow, ktorych sktadniki sa od pewnego momentu nieujemne, powszechnie
przyjeta notacja na oznaczenie, ze 6w szereg jest zbiezny, jest zapis w postaci nieréwnosci fo:l an, < oo. Warto w tym
miejscu podkresli¢, ze taki zapis (na oznaczenie, ze szereg jest zbiezny) jest dopuszczalny wylacznie w tym przypadku
(tzn. wtedy, gdy sktadniki sa od pewnego momentu nieujemne).

Chociaz zbieznos$é ciagu to jego wazna wlasnosé, w przypadku szeregéw cenniejsza jest inna, mocniejsza wlasnosé:

16 (© Piotr Niemiec



WARSZTAT ANALITYCZNY ZIMA 2026/27

5.4 Definicja.
Mowimy, ze szereg > po, ai jest zbiezny bezwzglednie (lub bezwarunkowo), gdy zbiezny jest szereg > -, |ak|.

O tym, ze jest to mocniejsza wlasnosé, swiadczy ponizszy punkt (A):

5.5 Twierdzenie.
Niech (an),~; CR oraz (by),—, CR.

(A) Jesli szereg Y .o | a, jest zbiezny bezwzglednie, to jest zbiezny warunkowo. W szczegdlnosci, jesli szereg ten
nie jest zbiezny warunkowo, to nie jest zbieiny bezwzglednie.

(B) Jesli wyrazy ciagu (ay),—, sq od pewnego momentu nieujemne lub od pewnego momentu niedodatnie, to szereg
220:1 jest zbiezny warunkowo wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbiezny bezwzglednie.

(C) Dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych p i q: szereg Z?:p ay, jest zbiezny warunkowo (odp. bezwzglednie)
wtedy i tylko wtedy, gdy szereg > oo

neq On Jest zbiezny warunkowo (odp. bezwzglednie).

(D) Jesli szeregi y o an @Yo, by maja granice, odpowiednio, g oraz h, a « i 8 to takie liczby, ze napis a-g+B-h
nie zawiera symbolu nieoznaczonego i sam nie redukuje si¢ do takiego symbolu, to szereg >~ (ca, + Bby,)
ma granice, i jest ona réowna ag + Ph.

(E) (Kryterium poréwnawcze) Jesli od pewnego momentu |a,| < b, oraz Y .-, b, < 00, to szereg > o | an
jest zbieiny bezwzglednie. Odwrotnie, jesli od pewnego momentu 0 < a, < by, i Z:il a, = 00, to takze

Yoy bn =00
(F) (Warunek konieczny na zbieznosé szeregu) Jesli szereg ..~ | a, jest zbiezny, to lim, o a,, = 0.

(G) (Szereg geometryczny) Jesli (ay),., jest ciggiem geometrycznym o ilorazie q, to szereg Y .- a, jest

zbiezny bezwzglednie wtedy i tylko wtedy, gdy lim, . a, = 0, wtedy @ tylko wtedy, gdy szereg ten jest zbieiny
warunkowo, wtedy i tylko wtedy, gdy ax =0 lub |q| < 1. Ponadto:

0 gdy a1 =0
o G gdy |q] <1
Zanz 400 gdy ap >0ig>1
n=1 —00 gdy ap <0ig>1

nie istnieje gdy a; #01i ¢ < —1

o0 ™

(H) Jesli cigg (an),—, jest od pewnego momentu monotoniczny, to szereg .- | a, ma granice (w R).

Punkt (C) powyzszego twierdzenia orzeka, ze zbieznosé (warunkowa lub bezwzgledna) szeregu nie zalezy od wartosci
indeksu startowego. Z tego powodu w sytuacjach, gdy nie pytamy o warto$é sumy szeregu, a jedynie o jej istnienie,
zamiast Y | a, bedziemy czesto pisaé¢ skrotowo Y, a,. Z tych samych powodéw bedziemy pomijaé zakres indeksow
samego ciagu sktadnikoéw i zamiast pisa¢ np. (an),-;, bedziemy pisaé skrotowo (a,,),,.

Podamy teraz szereg kluczowych kryteriow na zbiezno$é¢ bezwzgledna szeregow.

5.6 Twierdzenie.
Niech (a), C R i (by), CR.

(A) (Kryterium d’Alemberta) Zatozmy, ze a, # 0 od pewnego momentu oraz lim, _, lantil g € 10,00]. Jesli

lan]|

g <1, to szereg Y, a, jest zbieiny bezwzglednie; a jezeli g > 1, to szereg ten nie jest zbiezny warunkowo.

(B) (Kryterium Cauchy’ego) Zatozimy, Ze lim, o {/|an| = g € [0,00]. Jesli g < 1, to szereg Y, an jest
zbiezny bezwzglednie; a jezeli g > 1, to szereg ten nie jest zbiezny warunkowo.

(C) (Kryterium asymptotyczne) Zatdzmy, ze od pewnego momentu b, > 0 oraz Ze lim, E=g¢€ R.

o Jesli g € R\ {0}, to >, a, jest zbieiny bezwzglednie wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbieiny warunkowo,
wtedy i tylko wtedy, gdy >, b, < co.
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o JesligeR i)y, b, <oo, toszereg ., a, jest zbiezny bezwzglednie.

o Jeslig#0iY, by, =00, to szereg ), a, nie jest zbiezny warunkowo.

(D) (Kryterium 2%) Jesli (ay),, jest od pewnego momentu monotoniczny, to szereg ., an jest zbiezny bezwzgled-
nie wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbieiny warunkowo, wtedy i tylko wtedy, gdy szereg ), 2"agn jest zbieiny.

1
oy

(E) (Szereg harmoniczny) Dia o € R, szereg ), == jest zbieziny wtedy i tylko wtedy, gdy o > 1.

5.7 Przyktad.

Stosujac kryterium 2¥, uzasadnijmy punkt (E) powyzszego twierdzenia. Jako ze ciag a,, = n%, (gdzie « jest ustalona
staly rzeczywista) ma wyrazy dodatnie, szereg ) a, ma sume, a jego zbieznos¢ warunkowa jest rownowazna
bezwzglednej.

Najpierw rozwazmy dwa proste przypadki: jesli o < 0, to lim, o0 a, = 00; a jezeli « = 0, to lim,, o @y =1 —
wiec w obu tych przypadkach nie jest spelniony warunek konieczny zbieznosci szeregu, czyli ) a, = oo dla takich
wartosci a.

Pozostaje rozwazy¢ najwazniejszy przypadek — gdy « > 0. (Juz teraz odnotujmy, ze ponizszy dowod dziata
dla dowolnej wartosci o — tyle ze uzyty tutaj argument jest znacznie bardziej subtelny niz uzyty powyzej warunek
konieczny zbieznosci szeregu). Latwo sprawdzi¢, ze w tej sytuacji ciag (an),, jest rosnacy (w przypadku dowolnej
wartoéci a ciag ten jest §cisle monotoniczny). W takim razie z kryterium 2% wynika, ze szereg >, an jest zbiezny
wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg > 2"asn. Ale sume tego drugiego szeregu mozemy wyznaczy¢
doktadnie:

(oo}

i 2na’2" = i = i(Qlia)n = H% gdy 2170‘ < 1
v 2an 00 gdy 21—a > 1 )

n=0 n=0

wiec rzeczywiscie interesujacy nas szereg jest zbiezny doktadnie wtedy, gdy a > 1.

5.8 Uwaga.
Leonhard Euler podal doktadne wzory na sumy szeregdw harmonicznych o dowolnym dodatnim wyktadniku
parzystym. Wynika z nich, ze liczba L 5°°° - L jest wymierna dla dowolnej dodatniej liczby parzystej p € Z.

TP n=1 nP
W szczegolnoscei:

>E=

Dla kontrastu, o liczbie >°°

el n%, zwanej stala Apéry’ego, wiadomo jedynie tyle, Ze jest liczba niewymierna (stan
na pazdziernik 2026).

W zakresie zbieznosci warunkowej szeregdéw ograniczymy sie jedynie do ponizszego kryterium.

5.9 Twierdzenie. (Kryterium Leibniza)
Jesli cigg (ar),, jest od pewnego momentu monotoniczny, to:

szereg E (=1)"a,, jest zbiezny warunkowo <= lim a, = 0.
n—oo
n

5.10 Uwaga.

Ciag (an),.;, ktérego wyrazy na przemian zmieniaja znaki, tj. taki ze a,, < 0 dla parzystych indekséw n i a,, > 0
dla nieparzystych n lub odwrotnie (czyli a,, > 0 dla parzystych indekséw n i a,, < 0 dla nieparzystych n), nazywany
jest clagiem naprzemiennym. Latwo pokazaé¢, ze kazdy taki ciag ma postaé a, = (—1)"b, (dla wszelkich n) lub
an = (—1)""'b,, gdzie (b,).—, jest ciagiem o wyrazach nieujemnych. Kryterium Leibniza podaje warunki na
zbieznosé warunkows, szeregu, ktoego sktadniki tworza ciag naprzemienny. Z tego tez powodu uzywa sie w takich
przypadkach skrotowej nazwy szereg naprzemienny.
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Ponizsza wlasnos¢ wydaje sie dosé intuicyjna (z uwagi na to, ze dodawanie jest przemienne). Prawdopodobnie
bardziej zaskakujace jest to, ze podane ponizej zalozenia sg konieczne (zob. uwage pod twierdzeniem).

5.11 Twierdzenie.

Jesli szereg ZZOZO an, jest zbieiny bezwzglednie lub jego sktadniki sq od pewnego momentu nieujemne (lub od
pewnego momentu niedodatnie), to suma tego szeregu nie zalezy od porzqdku jego sktadnikéw. Doktadniej: je-
Sli przy powyzszych zatozemiach f: N — N jest dowolng bijekcjq, to takze szereg ZZO:O af(n)y Ma granice; oraz
2on=0@f(n) = 2z n-

5.12 Uwaga.

Stynny XIX-wieczny matematyk, Bernhard Riemann wykazal, Ze jesli szereg jest zbiezny warunkowo, ale nie
bezwzglednie, to mozna tak poprzestawiaé¢ jego wyrazy, by nowo powstaly szereg byt zbiezny do dowolnie zadanej
odgornie liczby rzeczywistej; mozna takze tak je poprzestawia¢, by powstaly szereg: (a) byl rozbiezny do oo; (b)
byt rozbiezny do —oo; (¢) nie mial granicy.

Crasem do wyliczenia sumy szeregu lub rozstrzygniecia jego zbieznosci przydaje sie grupowanie (w nawiasy) pew-
nych jego sktadnikow. Co moze si¢ wydaé¢ na pierwszy rzut oka zaskakujace, nie zawsze mozemy robi¢ to w sposdb
zupelnie dowolny — o czym $wiadczy ponizszy przyklad.

5.13 Przyktad.
Niech a,, = (—1)". Jako ze |a,| = 1, ciag ten nie jest zbiezny do 0, wiec szereg »  a, nie jest zbiezny nawet warun-
kowo. Gdyby$my jednak tego nie zauwazyli i nierozwaznie przystapili do grupowania wyrazéow, otrzymalibySmy
dwa falszywe wyniki:

(a1 +az) + (az+aq4)+ (a5 +as)+...=04+0+0+...=0

lub
a1+ (a2 +as) + (as +as) + (ag+a7)+...=—14+0+0+0+...=—1.

Ponizej opisujemy dwie najwazniejsze sytuacje, w ktorych nawiasowanie jest bezpieczne i nie prowadzi do fatszywych
konkluzji (jak w powyzszym przykladzie).

5.14 Twierdzenie.
Niech (an),~—y C R.

(a) Jesli szereg Y, an jest zbiezny bezwzglednie lub wyrazy ciggu (an)ff:0 sq od pewnego momentu nieujemne
lub od pewnego momentu niedodatnie, to sktadniki > -, a, mozna grupowaé bez ograniczen: jesli zbiory

I, 15,13, ... C N sqg parami roztgczne 1 ich suma pokrywa sie z N, to:
o0
S ar) =Y an
n kel, n=0

przy czym jesli ktoras z sum Zkel ax jest nmewtasciwa, to jej wartosS¢ uznajemy za wartosé lewej strony.

(b) Jesli limy, 00 ar, = 0, a liczby catkowite 0 = ko < k1 < ko < ... spelniajg warunek k, — k,—1 < M (gdzie M
jest pewnq statq liczbowq, a n jest dowolnym indeksem dodatnim), to szereg y . an, ma granice wtedy i tylko

wtedy, gdy szereg Zf;l(zx?;;jﬂ a;) ma granice; ponadto, obie te granice sq rowne (o ile istniejq).

Podamy teraz przyktad ilustrujacy uzytecznosé grupowania skladnikéw szeregu.

5.15 Przyktad.
: oo n ; ; n _ n 1 . 0 n —
Obliczmy sume szeregu Y~ | so5=m- W tym celu zauwazmy, ze g5 = > _._q 5557, CO 0ZNACZA, 7€ Y~ | so5em =

PO (22:1 ﬁ) W szeregu po prawej stronie wystepuja sktadniki postaci ﬁ, przy czym taki sktadnik
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pojawia sie doktadnie n razy. W tymze szeregu (po prawej stronie) juz pojawia sie pewne grupowanie sktadnikow.
Zgodnie z punktem (a) Tw. mozemy te sktadniki grupowaé w dowolny sposéb. Zrobmy to wiec tak: do
nawiasu nr 1 wrzuémy po jednym sktadniku ﬁ (przy czym n > 1); do drugiego po jednym takim sktadniku, ale
tylko dla n > 2; do trzeciego po jednym takimz, ale tylko dla n > 3; itd.: do nawiabu nr k wrzucamy po jednym
sktadniku 2025n , przy czym n > k. Zauwazmy, ze w ten sposob sktadnik postaci 2025n pojawi sie tylko i wylacznie
w nawiasach o numerze ze zbioru {1,...,n} — a wiec lacznie w calej sumie wystapi doktadnie n razy (czyli tyle,
ile trzeba). Zatem:

i (2”: ) B i(i 1 ) ) i 2025—k B 2025503 1 (9 2025 2025°! 2025
n - n - - - ’ 1 = ’
=\~ 2025 £\~ 2025 L= 5 2024 £= 2025* 2024 11— 5= 2024

przy czym w miejscach oznaczonych () zastosowaliSmy wzor na sume szeregu geometrycznego.

Bardziej wszechstronna (i zarazem wygodna) metode wyznaczania dokladnych wartosci sum pewnych szeregow
(ktorych przyktadem jest szereg zbadany powyzej) poznamy w kolejnych rozdziatach. Bedzie ona polega¢ na zastoso-
waniu podstawowych wlasnosci tzw. szeregdow potegowych, ktorych definicje przedstawiamy ponizej.

5.16 Definicja.
Szereg potegowy to szereg postaci

(5:1) Zan(x—zo)",

gdzie z,,a, € R, z to zmienna (parametr) tego szeregu, a indeksy n nie moga by¢ ujemne; przyjmuje sie tutaj
konwencje, ze (v — 1,)° = 1 takze dla 2 = x, (czyli w tym kontekscie: 0° = 1). Liczbe x, nazywamy $rodkiem
szeregu potegowego . Obszar zbieznosci tego szeregu to zbior I wszystkich liczb z € R, dla ktoérych jest on
zbiezny warunkowo. Promien zbieznosci szeregu ) to wielko§é R = def 1 s5(B—a)e [0, 0], gdzie o, B € R s takie,
ze o < 3 oraz:

(a,f) C I Cla, ]

(przy czym przyjmujemy, ze (a, o) = @ oraz [, o] = {a}).

Kluczowe wtasnosci zdefiniowanych powyzej pojeé zebrane sa w ponizszym twierdzeniu.

5.17 Twierdzenie.
Niech Y, an(x — x,)" bedzie dowolnym szeregiem potegowym, I jego obszarem zbieznosci, a R promieniem zbiez-
no$ci. Wtedy:

(a) Zbior I jest albo singletonem {x,}, albo niezdegenerowanym przedziatem w R.

(b) Jesli R=o00, to I =R. Jesli R=10, to I = {z,}. A 9gdy 0 < R < 00, zachodzq inkluzje: (x, — R,z, + R) C
IC[zo— R,z +R).

(c) Dla dowolnej liczby x € (vo — R,xo + R) U{x,} szereg Y, an(x — x,)" jest zbieiny bezwglednie.

oo —
(d) Jesli wyrazy ciggu (an)zozl s¢ od pewnego momentu niezerowe oraz cigg (|a|a1|1|) ma granice w R, to
" n=1

= lim anl
R n—o0 ‘an+1|

o0 —
(e) Jesli podciag ciggu («"/ n|> ztozony tylko z niezerowych jego wyrazéw ma granice w R, réwng g, to R = =
n=1

1_ 1 _
5 = 00 oraz - =0).

(2 konwencjami: 5

5.18 Przyklad.
W typowych zadaniach z szeregami potegowymi nalezy wyznaczy¢ ich obszar zbieznosci oraz zbadaé rodzaj zbiez-
nosci w kazdym punkcie tego obszaru. Powyzsze twierdzenie pokazuje, ze zadanie takie sktada sie z dwdch etapdw:
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najpierw nalezy wyznaczy¢ promieni zbieznosci; a potem — ale tylko wtedy, gdy 6w promien jest dodatnig liczba
rzeczywista — nalezy zbadaé, czy szereg jest zbiezny warunkowo lub bezwzglednie na krancach przedzialu wy-
znaczonego przez ten promieri. Ponizej prezentujemy przyklad ilustrujacy klopoty, jakie mozna napotkaé w tego
typu zadaniach.

(@—2)""

Rozwazmy szereg potegowy postaci

o — % gdy n = k?
" 0 gdy w pozostalych przypadkach

. W tej sytuacji

(Przyjecie, ze a, = % to btad! Decyduje wyktadnik przy = — 2). Poniewaz nieskoniczenie wiele wyrazow ciagu
(an),-, sie zeruje, mozemy jedynie zastosowaé¢ punkt (e) Tw. W tym celu liczymy granice:
1

lim */aE = li - =1
pon VR = (W)% 10

i tym samym (zgodnie z przywotanym kryterium) R = 1. Zatem obszar zbieznosci I zadanego szeregu spelnia
inkluzje (2—-1,2+1) C I C [2— 1,2+ 1]. Ponadto wiemy, ze dla x € (1, 3) szereg ten jest zbiezny bezwzglednie.
Pozostaje sprawdzi¢ rodzaj zbieznosci na krancach tego przedzialtu, czyli w punktach 1 i 3. Zacznijmy od = = 3:
zadany szereg w tym punkcie ma postac¢ ), %, wiec jest rozbiezny (jako szereg harmoniczny o wykladniku

1). Z kolei dla x = 1 szereg ten przyjmuje posta¢ % =>. D" 5, kryterium Leibniza jest zbiezny

n

warunkowo. Szereg ten nie jest zbiezny bezwzglednie (bo ’%‘ = %) Tym samym obszar zbieznosci zadanego
szeregu to przedzial [1,3), a na krancu zbieznosé jest (tylko) warunkowa.

6 Granica i cigglo$é funkcji jednej zmiennej

Chociaz w tym rozdziale interesowa¢ nas beda wylacznie funkcje jednej zmiennej rzeczywistej, ciagtosé funkeji okre-
§limy dla odwzorowan miedzy dowolnymi przestrzeniami metrycznymi — by nie przyciemni¢ zasadniczej idei stojacej
za pojeciem ciagtosci.

6.1 Definicja.
Niech:

e (X,d) oraz (Y, 0) beda dowolnymi przestrzeniami metrycznymi;
e A bedzie podzbiorem przestrzeni X;
e f: A— Y bedzie dowolna funkcja;
e a bedzie dowolnym punktem zbioru A.
Mowimy, ze funkcja f jest cigglta w punkcie a (wzgledem d i p), gdy:
Ve>036>0Ve e A: (d(x,a) <d = o(f(z), f(a)) <e),

czyli: jesli argumenty zblizaja sie do punktu a, to wartosci funkcji f zblizaja sie do jej wartosci w punkcie a. Jesli
funkcja f nie jest ciagta w punkcie a, méwimy, ze jest nieciaglta w a.

Funkcje nazywamy ciggle (wzgledem d i o), gdy jest ciaglta w kazdym punkcie swojej dziedziny. Innymi stowy,
f: A=Y jest funkcja cigglta wtedy i tylko wtedy, gdy:

Ve>0Vae AI0>0Ve e A: (dz,a) <d = o(f(x), f(a)) <e).

Jesli w powyzszym warunku parametr 6 mozna dobra¢ w sposob niezalezny do punktu a (a wiec zalezny jedynie
od parametru ), funkcje f nazywamy jednostajnie ciggta (wzgledem d i p). Tak wiec, f jest jednostajnie ciagla,
gdy:

Ve>035>0Ve,ye A: (dlz,y) <d = o(f(x), f(y)) <e).

Funkcje nieciagta w chociaz jednym punkcie swojej dziedziny nazywamy nieciagta.

Jak pokazuje ponizsze twierdzenie, ciaglosé jest pospolita wlasnoscia funkeji (jednej zmiennej!), jakie pojawiaja sie
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w podstawowych rozwazaniach.

6.2 Twierdzenie.

Jesli funkcja, ktora jako swdj jedyny argument przyjmuje liczby rzeczywiste, zadana jest jednym wzorem, w ktérym
wystepuje tylko skoriczenie wiele operacyi oraz nie wystepujg inne operacje niz: 5 podstawowych dziatarn algebraicz-
nych, pierwiastkowanie, wartosé bezwzgledna, funkcje trygonometryczne, logarytmy i funkcje cyklometryczn
to funkcja ta jest ciggta w kazdym punkcie swojej dziedziny.

Na funkcjach cigglych mozna takze wykonywaé¢ podstawowe operacje bez utraty ciaglosci:

6.3 Obserwacja.
Zatozmy, ze f i g to funkcje, a a to pewien punkt. Dziedziny funkcji wymienionych ponizej wyznacza sie zgodnie
z zasadams.

(A) Jesli f i g majg wartodci rzeczywiste i sq ciggle w punkcie a, to takze nasteujgce funkcje sq cigglte w punkcie
a:x — f(x) +g(x); v — flx)—gx);  — cf(x) (gdzie ¢ € R to dowolna stata); x — f(x)g(x); oraz:

T = {753, o ile g(a) # 0; x +— f(x)9®) o ile f(a) > 0.

(B) Jesli funkcja f jest ciggta w a, a funkcja g jest okreslona i ciggta w punkcie f(a), to zlozenie go f (czyli
funkcja x — g(f(x))) jest ciggte w punkcie a.

(C) Jesli f i g majg wartodci rzeczywiste i sq¢ ciggle, to takze nastepujgce funkcje sq ciggle: f+ g; f — g; cf
(gdzie ¢ € R to dowolna stata); fg; 5 (0 ile funkcja g nie jest stale réwna 0); oraz f9 (przy czym wszystkie
argumenty x z dziedziny tej funkcji spetniajg nieréwno$é f(x) > 0).

(D) Jesli f i g to funkcje ciggle, to ztozenie go f jest funkcjq ciggtq, o ile ma sens.

6.4 Przyktlad.

Jedng z najwazniejszych nieciaglych funkcji w matematyce jest tzw. podtoga (lub funkcja podtogi), ktorej dziedzing
jest zbior R, a zbiorem wartosci jest zbidr Z, natomiast jej wartos¢ w punkcie z € R tradycyjnie oznaczana jest
przez || i jest to najwieksza liczba catkowita nie mniejsza od x:

|2] = max(Z N (—oo, z])

(np.: [1,234] =1, |—1,234| = —2 oraz |k] = k dla k € Z). Latwo sprawdzi¢, ze podloga jest ciagla w kazdym
punkcie bedacym liczba niecatkowita, natomiast jest nieciagla w argumentach catkowitych.

Innym przyktadem funkeji nieciaglej jest funkcja signum, czyli funkcja sgn: R — {—1,0,1}, przypisujaca
liczbie jej ,znak”; czyli:

1 gdy x>0
sgn(z)=¢ -1 gdyxz<0.
0 gdyz=0

Latwo sprawdzi¢, ze funkcja signum jest nieciagla tylko w zerze.

Ciaglos¢é ma fundamentalne znaczenie przy liczeniu granic, o czym swiadczy ponizszy rezultat:

6.5 Twierdzenie.
Niech f: A =Y bedzie funkcjg miedzy przestrzeniami metrycznymi, a z dowolnym punktem zbioru A.

(a) Jesli f jest funkcjq ciggla w punkcie z, a cigg (xy),.; C A jest zbiezny do z, to lim, o f(zn) = f(2).
(b) Funkcja f jest nieciggta w punkcie z wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje cigg (z,),-, C A\ {z}, taki ze:

Ty = 2 (N — 00) oraz f(xn) A f(2) (n — o0).

*1)Poznamy je w tym rozdziale.
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(c) JesliY C R, to funkcja f jest niecigglta w punkcie z wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag (zn)72, C A\ {2},
taki ze limy, o0 2, = 2, a ciqg (f(xn))r—, ma granice (w R) i lim,_ f(x,) # f(2).

Podamy teraz trzy wazne wilasnosci funkcji ciagtych:

6.6 Twierdzenie.
Niech I C R bedzie dowolnym przedziatem, a f: I — R funkcjg cigglq.

(A) (Twierdzenie Weierstrassa o kresach) Jesli I = [a,b], gdzie —00 < a < b < o0, to istniejqg punkty
my, m* € I, takie Ze:
Veel: f(mi) < f(z)<f(im").

(B) (Wtlasnosé Darboux) Dla dowolnych punktéow a,b € I, takich ze a < b, oraz liczby t € R, takiej ze
fla) <t < f(b) lub f(b) <t < f(a), istnieje punkt c € (a,b), dla ktorego f(c) =t.

(C) (Twierdzenie o ciaglosci funkcji odwrotnej) Jesli funkcja f jest réznowartosciowa, to jest $cisle rosngca
lub $cisle malejaca oraz: 2bior J = {f(z): = € I} jest przedziatem, a funkcja odwrotna g = f~1: J — R
(tzn.: g(z) =y <= ye1if(y) =) jest ciggla.

Nietrudno sprawdzié, ze:

e zawezajac rozwazania jedynie do zbioru liczb dodatnich, funkcja odwrotna do funkeji potegowej (o wyktadniku
roznym od zera) jest rowniez funkcja potegowa,;

e funkcja odwrotna do funkeji wykladniczej jest funkcja logarytmiczna o tej samej podstawie (i odwrotnie).

Jako ze najwazniejsza funkcja wykltadnicza jest ta o podstawie e, funkcje do niej odwrotng nazywamy logarytmem
naturalnym, ktora oznaczaé bedziemy przez In lub log (tak wiec Inz = logx = log, x).

Obok powyzszych rodzajow funkcji wazne znaczenie maja takze funkcje trygonometryczne. Chociaz zadna z nich
nie jest roznowartosciowa (bo sa to funkcje okresowe), mozna rozwazaé funkcje odwrotne do zawezeri tych funkeji.
W ten sposob powstaja funkcje cyklometryczne, zdefiniowane ponizej.

6.7 Definicja.
Funkcje cyklometryczne to 4 funkcje: arcsin (arkus sinus), arccos (arkus kosinus), arctg (arkus tangens)
i arcctg (arkus kotangens), zdefiniowane nastepujaco:

e arcsin: [—1,1] = [, 5] oraz:

™ . .
—| i siny = x;

T
arcsing =y <= y € [77,
y Y 29

e arccos: [—1,1] — [0, 7] oraz:
arccosx =y <= y € [0,7] i cosy = x;
e arctg: R — (-7, §) oraz:

T T\ .
arctgr =y <= yc¢c <—§,§> 1 tgy = ;

e arcctg: R — (0,7) oraz:
arcctgr =y < y € (0,7) 1 ctgy = .

Fatwo sprawdzi¢, ze funkcje arcsin i arctg sa $cisle rosngce i nieparzyste, a funkcje arccos i arcctg sa Scisle malejace.

Z twierdzenia o funkcji odwrotnej wynika, ze funkcje cyklometryczne sa ciagte.
Podobnie jak dla ciagow, okresla sie granice funkcji w punkcie:
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6.8 Definicja.
Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczna, A jej podzbiorem, a b dowolnym jej punktem. Méwimy, ze punkt b
jest punktem skupienia zbioru A, gdy:

Ve >03a € A\ {b}: d(a,b) <e.

Innymi stowy, b jest punktem skupienia zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag o wyrazach w A\ {b}
zbiezny do b.

Jesli b € A oraz b nie jest punktem skupienia zbioru A, to b nazywamy punktem izolowanym zbioru A.

Dla funkcji f: B — Y, gdzie A C B C X, a (Y, 0) to przestrzen metryczna, i punktu b € X, ktory jest punktem
skupienia zbioru A, powiemy, ze funkcja f ma granice w punkcie b wzdtuz A réwng g € Y (lub ze f(z) zbiega/dazy
do g przy argumencie x dgzgcym po zbiorze A do b), gdy:

Ve>030>0Vae A\ {b}: (da,b) <35 = d(f(a),g) < ¢).

Gdy A = B, w powyzszym nazewnictwie mozemy pominaé¢ zwroty ,wzdtuz A” oraz ,po zbiorze A”. Istnienie

granicy zapisujemy symbolicznie: f(x) — g (A 3  — b) lub lim,_;, f(x) = g; lub krocej (tylko gdy zbior A to
zEA

pela dziedzina funkcji f!): f(z) — g (x — b); lim,—p f(2) = g. Gdy funkcja f nie ma granicy w punkcie b lub

gdy granica ta istnieje, ale jest rozna od g, piszemy f(x) 4 g (A>x —b) (lub f(x) A g (x — b)).

W przypadku, gdy dziedzina funkcji jest podzbiorem R, mozemy méwi¢ o granicach jednostronnych w danym
punkcie. Aby skompletowaé wszystkie mozliwe przypadki zwiazane z istnieniem granic w kontekscie przestrzeni R,
ponizej podajemy takze warunki na zbieznosé w nieskoniczonosciach lub do nieskoriczonosci.

6.9 Definicja.
Powiemy, ze liczba b € R jest lewostronnym punktem skupienia zbioru A C R, gdy:

Ve>0dac A: b—e<a<b.

Innymi stowy: b jest lewostronnym punktem skupienia zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje $cisle rosnacy
ciag o wyrazach w A zbiezny do b. Podobnie, powiemy, zZe liczba b jest prawostronnym punktem skupienia zbioru
A, gdy:

Ve>03dac€A: b<a<b+e.

Inaczej: b jest prawostronnym punktem skupienia zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje Scisle malejacy ciag
o wyrazach w A zbiezny do b.

Wielko$é 0o (odp. —o0) nazwiemy punktem skupienia zbioru A, gdy zbior ten jest nieograniczony od gory (odp.
od dotu). Zachodzi analogiczna (do wymienionych powyzej) wlasnosci: co (odp. —oc0) jest punktem skupienia zbioru
A wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje Scisle rosnacy (odp. Scisle malejacy) ciag o wyrazach w A, ktorego granica jest
ta wielkosc¢.

Niech f: B —Y oraz A C B C X, gdzie (X,d) oraz (Y, o) to przestrzenie metryczne.

e Jesli B C R oraz b € R jest lewostronnym punktem skupienia zbioru A, to méwimy, ze f ma lewostronng
granice w b (wzdtuz A) rowna g € Y, gdy:

YVe>030>0Ve e (b—d,b)NA: o(f(z),g9) <e.

Gdy powyzszy warunek jest spelniony, piszemy f(z) = g (A>x — b7) lub limw_ﬂg flx)=g.
xTE
e Jesli B C R oraz b € R jest prawostronnym punktem skupienia zbioru A, to méwimy, ze f ma prawostronng
granice w b (wzdtuz A) rowna g € Y, gdy:
Ve>03>0Ve e (b,b+d)NA: o(f(x),g) <e.
Gdy powyzszy warunek jest spetniony, piszemy f(z) — g (A >z — bt) lub limmﬁlg flx)=g.
e

e Jedli b jest punktem skupienia zbioru A, a Y C R, to méwimy, ze f ma granice w punkcie b (wzdtuz A)
réwng oo (lub: f(z) dgzy do oo przy argumencie x dgzgcym po zbiorze A do b), co zapisujemy symbolicznie
limg_p f(z) =00 lub f(x) = 00 (A3 x —b), gdy:

z€A

VM >036>0Vze A\ {b}: (d(a,b) <8 = f(z)> M).
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e Jesli b jest punktem skupienia zbioru 4, a Y C R, to moéwimy, ze f ma granice w punkcie b (wzdtuz A) réwng
—oo (lub: f(z) dazy do —oo przy argumencie x dgzgcym po zbiorze A do b), co zapisujemy symbolicznie
lim,_p f(z) = —c0 lub f(z) = —c0 (A 3 2 — D), gdy:

rEA

VM >036>0Vee A\ {b}: (d(z,b) <8 = f(z) < —M).

e Jesli BCR,Y C R oraz b jest lewostronnym punktem skupienia zbioru A, to méwimy, ze f ma lewostronng
granice w b (wzdtuz A) réwng oo, co zapisujemy symbolicznie lim, - f(z) = oo lub f(z) - c0 (A>3 2z —

TEA
b™), gdy:
VM >030>0Vz e (b—0,b)NA: f(z)> M.

e Jesli B € R, Y C R oraz b jest prawostronnym punktem skupienia zbioru A, to moéwimy, ze f ma

prawostronng granice w b (wzdtuz A) réwng oo, co zapisujemy symbolicznie lim,_,,+ f(z) = oo lub
z€A
flz) = o0 (A3 z—b"), gdy:

VM >030>0Vze (b,b+d6)NA: f(x)> M.

e Jesli BC R, Y C R oraz b jest lewostronnym punktem skupienia zbioru A, to méwimy, ze f ma lewostronng
granice w b (wzdtuz A) réwng —oo, co zapisujemy symbolicznie lim, ,,- f(z) = —oo lub f(z) = —oc0 (A >
z€A
x — b7), gdy:
VM >036>0Vee(b—0,b)NA: flz) <-M.

e Jesli B € R, Y C R oraz b jest prawostronnym punktem skupienia zbioru A, to moéwimy, ze f ma
prawostronng granice w b (wzdtuz A) réwng —oo, co zapisujemy symbolicznie lim, ,,+ f(z) = —oo lub

€A
f(x) > —o0 (A>3 z —bh), gdy:
VM >03>0Vee (b,b+d)NA: flz)<-M.

e Jesli B € R i A jest zbiorem nieograniczonym od gory, to méwimy, ze f ma granice w oo (wzdluz A)
rowng g € Y (lub: f(z) zbiega/dgzy do g przy argumencie x dgzgcym po zbiorze A do o0), co zapisujemy
symbolicznie hmw—é%o f(z)=glub f(x) = g (A 32— x0), gdy:

xr

Ve>03dM >0Ve € (M,00)NA: off(x),g9) <e.

e Jesli B C R i A jest zbiorem nieograniczonym od dotu, to méowimy, ze f ma granice w —oo (wzdtuz A)
rowng g € Y (lub: f(x) zbiega/dgzy do g przy argumencie x dgzgcym po zbiorze A do —0), co zapisujemy
symbolicznie limz— oo f(2) = g lub f(2) = g (A3 2 — —o0), gdy:

z€A

Ve >03IM >0V € (—oo,—M)NA: o(f(x),9) <e.

e Jesli BC RiY C R, a A jest zbiorem nieograniczonym od gory, to mowimy, ze f ma granice w oo (wzdtuz A)
réwng oo (lub: f(z) dgzy do co przy argumencie x dgzgcym po zbiorze A do c0), co zapisujemy symbolicznie
limzzio f(z) =00 lub f(z) = 00 (A>3 2 — o0), gdy:

x

VO >03IM >0Ve e (M,00)NA: f(z)>C.

e Jesli BCRiY CR,a A jest zbiorem nieograniczonym od gory, to moéwimy, ze f ma granice w oo (wzdtuz
A) réwng —oo (lub: f(x) dgzy do —oo przy argumencie x dgzgcym po zbiorze A do o0), co zapisujemy
symbolicznie limm—é%o f(z) = —o0 lub f(z) - —oc0 (A 3 2 — o), gdy:

x

YO >03M >0Vz e (M,00)NA: f(z) < —C.

e Jesli B C RiY C R, a A jest zbiorem nieograniczonym od dotu, to méwimy, ze f ma granice w —oo
(wzdtuz A) réwng oo (lub: f(x) dazy do oo przy argumencie x dgzgcym po zbiorze A do —o0), co zapisujemy

symbolicznie limz s oo f(2) = 00 lub f(x) = 00 (A3 2 — —00), gdy:
T€A

VC >03M >0Vz € (—oo,—-M)NA: f(z)>C.

e Jesli BCRiY CR, a A jest zbiorem nieograniczonym od dotu, to méwimy, ze f ma granice w —oo (wzdtuz
A) réwng —oo (lub: f(x) dezy do —oo przy argumencie x dazgcym po zbiorze A do —o0), co zapisujemy

symbolicznie limz— oo f(2) = —00 lub f(z) = —00 (A3 2 = —0), gdy:
z€A

VC >03M >0Vx € (—oo,-M)NA: f(zx)<-C.

Jak zwykle, w przypadku, gdy A = B, mozemy pomija¢ napisy « € A (pod operatorem lim) oraz A >.
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6.10 Obserwacja.

W kazdym z powyzej omowionych przypadkow, funkcja moze mieé co najwyzej jedng granice przy argumencie
zbiegajgcym po danym zbiorze do ustalonej wielkosci. Podobnie, funkcja okreslona na podzbiorze zbioru R w kazdym
lewostronnym (odp. prawostronnym) punkcie skupienia ustalonego podzbioru dziedziny moze mieé co najwyzej jedna
granice lewostronng (odp. prawostronng), gdy argument porusza sie po tym podzbiorze.

6.11 Uwaga.

Jak nietrudno sie przekonaé, zachodzi nastepujaca wlasnosé, dzieki ktérej nie ma mowy o dwuznacznosci pojecia
granicy: Jesli f: A — B jest funkcja, ktorej dziedzina A jest podzbiorem zbioru Z zawierajacym nieskoriczenie
wiele liczb dodatnich, a B to przestrzen metryczna, oraz a, = f(n), to ciag (an),., ma granice (np. oo) wtedy
i tylko wtedy, gdy funkcja f ma granice w oo, oraz lim, o @, = limg o f(z) (0 ile granice istnieja).

Ponizsze twierdzenie ma liczne zastosowania praktyczne.

6.12 Twierdzenie.
Niech f: A — X bedzie dowolng funkcjg, gdzie A C R, a X to przestrzen metryczna, i niech a bedzie dowolnym
punktem zbioru A.

(a) Jeslia jest zardwno lewo-, jak i prawostronnym punktem skupienia zbioru A, to funkcja f jest ciggla w punkcie
a wtedy 1 tylko wtedy, gdy istniejg obie granice wymienione ponizej oraz zachodzg réwnosci:

lim f(z) = f(a) = lim f(z).

z—a~ z—at

(b) Jesli a jest lewostronnym punktem skupienia zbioru A, ale nie prawostronnym, to funkcja f jest ciggta w punk-
cie a wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje ponizsza granica oraz zachodzi rownosé:

lim f(z) = f(a).

r—a—

(c) Jeslia jest prawostronnym punktem skupienia zbioru A, ale nie lewostronnym, to funkcja [ jest ciggta w punk-
cie a wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje ponizsza granica oraz zachodzi réwnosé:

lim f(z) = f(a).

r—at

(d) Jesli a jest punktem izolowanym zbioru A, to funkcja f jest ciggta w punkcie a.

(e) Funkcja f jest cigglta w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba € > 0, taka Ze zawezenie funkcji f
do zbioru AN (a —e,a + €) jest funkcjg ciggla w punkcie a.

W zwiazku z powyzszymi kryteriami na ciaglosé, uzyteczne staja sie takze pojecia ciaglosci jednostronne;j:

6.13 Definicja.

Mowimy, ze funkcja f: A — X, gdzie A C R, a X to przestrzeni metryczna, jest lewostronnie ciggta (odp.
prawostronnie ciggta) w punkcie a € A, ktory jest lewostronnym (odp. prawostronnym) punktem skupienia tego
zbioru, jesli lim,_,,- f(z) = f(a) (odp. lim,_,.+ f(z) = f(a)). Funkcje f nazywamy lewostronnie cigglq (odp.
prawostronnie cigglq), gdy jest lewostronnie (odp. prawostronnie) ciagta w kazdym punkcie swojej dziedziny, ktory
jest jej lewostronnym (odp. prawostronnym) punktem skupienia.

6.14 Przyklad.
Podtoga jest funkcja prawostronnie ciagla, ale nie lewostronnie. Natomiast funkcja signum nie jest ani lewo-, ani
prawostronnie ciagla w zerze.
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Podamy teraz dwa proste przyktady na testowanie ciaglosci funkcji.

6.15 Przyklad.
Sprawdzmy, w jakich punktach ciagte sa podane ponizej funkcje.

(A) Rozpocznijmy od typowego przykladu, z nietypowo podziurawiong dziedzina:

z2—1 gdyx <0
r—1 gdy0<z<1

flz)=qz+1 gdyxe{2,3}.
22 -4 gdy3<z<4
11 gdy x >4

Rozpocznijmy od tego, ze — na podstawie powyzszego wzoru — dziedzing funkeji f jest zbior A = (—o0,1]U
{2} U][3, 00). Widzimy wiec, ze liczba 2 jest punktem izolowanym zbioru A, zatem funkcja f jest ciaglta w tym
punkcie. Dalej, w kazdym ze zbiorow A N (—oc0,0), AN(0,2), AN (3,4) oraz AN (4,00) [dziedzine przecinaé
koniecznie z przedzialami obustronnie otwartymi!] funkcja f jest dana jednym wzorem, ktory okresla funkcje
ciagla w calej swej dziedzinie (f(x) jest réwne w tych zbiorach, odpowiednio, 22 — 1;  — 1; 22 — 4 oraz
11), wiec z punktu (e) Tw. wynika, ze jest ona ciagla w kazdym punkcie kazdego z tych zbiorow. Tym
samym jedynymi punktami, w ktorych funkcja f moze by¢ nieciagta, sg liczby 0, 3 i 4, z ktorych 3 jest tylko
prawostronnym punktem skupienia. Stosujemy wiec stosowne kryteria na sprawdzenie ciaglosci w kazdym
z tych punktéw:

e f(0)=0—1=—1=lim, o+ (x — 1) = lim,_,o+ f(x) oraz lim,_,o- f(z) =lim,_,o- (22 —1) =02 - 1=
—1 = f(0), czyli funkcja jest ciagta w 0;

o f(3) =3+1=4oraz lim, 3+ f(z) = lim,_,3+ (2% —4) = 32 —4 = 5 # f(3), wiec funkcja nie jest ciagta
w 3;

o f(4) =42 -4 =12 =lim,_,4 (2% — 4) = lim,_,, f(x) oraz lim,_, 4+ f(z) = lim,_,4+ 11 = 11 # f(x),
wiec funkcja nie jest ciagta w 4 (w tym punkcie jest ciagla jedynie lewostronnie).

(B) Tym razem rozwazmy bardziej patologiczny przyklad. Dla uproszczenia, oznaczmy przez (o zbidr ztozony ze
wszystkich liczb postaci QL, gdzie k,n € Z. Przy pomocy tego zbioru wprowadzamy funkcje:

x gdy z € R\ Q
g(x) =q2* gdy z€Qy

223 gdy 2 € Q\ Qo

Diedzina funkcji g to peten zbiér R, ale kazdy punkt jest podejrzany o nieciaglosé. Co wazne w tym przy-
kladzie: kazda liczba rzeczywista jest punktem skupienia kazdego ze zbiorow R\ Q, Q2 oraz Q \ Q2 (tutaj
darujemy sobie dowod tego stwierdzenia, gdyz nie to jest istota tego przykladu). Zastanoéwmy sie, jakie wa-
runki musi spetnia¢ punkt a € R, w ktérym fumkcja g jest ciggta: funkcja g musi mie¢ w nim te sama granice
(rowna g(a)), niezaleznie od tego, po jakim zbiorze bedzie porusza¢ sie argument. Z tego wzgledu obliczmy
granice tej funkcji wzdhuz trzech ww. zbiorow:

jm g(e) = lme=a

zZQ z¢Q
. T 2 9
Jim, g(w) = lim 2" =a
T€Q2 TEQ2
lim g(z)= lim 2% = 2d>
Tr—ra T—ra
z€Q\Q2 z€Q\Q2

Aby wiec funkcja g mogla byé ciagta w a, musza zachodzi¢ réwnosci a = a? = 2a3, co jest mozliwe tylko dla
a = 0. Zatem funkcja g jest nieciggla w kazdym punkcie réznym od zera, a w zerze jest ciagla, gdyz ¢g(0) =0 =
lim, 0 g(z). (Ostatnia granica istnieje, gdyz dziedzine funkcji rozbiliSmy na skoriczenie wiele kawalkow [trzy],
wzdluz ktorych funkcja ta ma te sama granice [rowna 0] przy argumencie dazacym do 0).

Metoda zastosowana w ostatnim przyktadzie ma ogélny charakter:
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6.16 Twierdzenie.
Jesli dziedzina funkcji [ jest sumq skonczenie wielu zbioréw i wzdtuz kazdego z tych zbiordw, ktorych punktem
skupienia jest ustalony punkt a, funkcja ta ma te samgq granice g w a, to funkcja f ma granice w a i jest nig g.

Analogiczna wtasnosé do sformutowanej powyzej zachodzi rowniez dla granic ciggow.

Wiele wlasnosci ciggow (zwiagzanych z ich granicami) przenosi sie rowniez na funkcje. W nastepnym twierdzeniu
zbieramy najcenniejsze z nich. Wezesniej jednak, dla porzadku, uogélnijmy pojecia wprowadzone w Def. (str.
na przypadek funkcji:

6.17 Definicja.
Powiemy, ze funkcja f: B — R, gdzie B C R, jest na zbiorze A C B:

e scisle rosngea (lub krotko: rosngea), gdy: Vo, y € A, z <y: f(x) < f(y);

e Scisle malejgca (lub krotko: malejgea), gdy: Va,y € A, z <y: f(x) > f(y);

o stata, gdy: Va,y € A: f(z) = f(y);

e stabo rosngca, gdy: Va,y € A, z <y: f(z) < f(y);

e stabo malejgca, gdy: Va,y € A, =z <y: f(z) > f(y);

e Scisle monotoniczna, gdy jest Scisle rosnaca lub $cisle malejaca, lub stala;

e stabo monotoniczna (lub krotko: monotoniczna), gdy jest stabo rosnaca lub stabo malejaca.

W przypadku, gdy A jest pelna dziedzina funkcji f, méwimy krotko, ze funkcja f jest rosnaca, malejaca, mono-
toniczna itd. — gdy spelnia stosowny warunek sposréd wymienionych powyzej.

O funkcji f powiemy, ze jest ograniczona (odp. ograniczona od gdry; ograniczona od dotu) na zbiorze A, gdy obraz
zbioru A poprzez f (czyli zbior f(A) = {f(z): x € A}) jest takimz zbiorem. Funkcja f jest ograniczona (od gory; od
dotu), gdy zbior jej wartosci jest takiz.

6.18 Twierdzenie.

(A) (Twierdzenie o granicy funkcji monotonicznej) Niech f: A — R, gdzie A C R, i niech a € R bedzie
punktem skupienid Ppbioru A. Jesli a = oo lub a jest lewostronnym punktem skupienia zbioru A (odp. jesli
a = —o0 lub a jest prawostronnym punktem skupienia zbioru A) oraz dla pewnej liczby b < a (odp. b > a)
funkcja f jest stabo monotoniczna na zbiorze (b,a)NA (odp. na zbiorze (a,b)NA), to istnieje lim,_,,~ f(z) € R
(odp. lim,_,q+ f(x) € R). Doktadniej, przy powyzszych zatozeniach zachodzq nastepujace wtasnosci:

o Jeslib < a (odp. b > a) i funkcja f jest stabo rosngca na zbiorze D Lef (b,a) N A (odp. stabo malejgca
na zbiorze D (a,b) N A), to granica lim,_,,— f(x) (odp. lim,_,.+ f(x)) jest réwna sup f(D); granica
ta jest liczbg wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest ograniczona od gory na zbiorze D.

e Jeslib < a (odp. b > a) i funkcja f jest stabo malejgca na zbiorze D def (bya) N A (odp. stabo rosngca

na zbiorze D & (a,b) N A), to granica lim,_,,- f(x) (odp. lim,_,,+ f(x)) jest rowna inf f(D); granica
ta jest liczbg wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja f jest ograniczona od dotu na zbiorze D.

(B) (Twierdzenie o trzech funkcjach) Niech f,g,h: A — R bedg dowolnymi funkcjami okreslonymi na pod-
zbiorze A przestrzeni metrycznej (X,d) i niech a bedzie punktem skupienia zbioru A. Jesli lim,_,, f(z) =
lim, 4 h(z) = ¢ € R oraz istnieje liczba & > 0, taka ze f(x) < g(x) < h(z) dla wszelkich x € B(a,e)NA\{a},
to takze lim,_, g(x) = c.

(C) Jesli f,g: A — R to funkcje, takie ze dla pewnego punktu a istniejq granice lim, . f(z) = p ilim, . g(z) = q
w R oraz dla pewnej liczby € > 0 zachodzi nierdwnosé f(x) < g(x) dla wszelkich x € B(a,e) N A\ {a}, to
P=q

(D) Jesli f,g: A — R to funkcje, takie Ze dla pewnego punktu a istniejq granice limy o f(z) = p ilim, 4 g(z) = ¢
wR orazp < q, to dla pewnej liczby € > 0 zachodzi nieréwno$é f(x) < g(x) dla wszelkich x € B(a,e)NA\{a}.
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(E) Jesli f: A — R to funkcja, taka ze dla pewnego punktu a istnieje granica lim,_,, f(x) w R i granica ta jest
rézna od 0, to dla pewnej liczby € > 0 zachodzi wtasnosé: f(x) # 0 dla wszelkich x € B(a,e) N A\ {a}.

6.19 Uwaga.

Powyzsze twierdzenie o trzech funkcjach ma swéj naturalny odpowiednik w przypadku, gdy A C R, a punkt a jest
jego lewo- lub prawostronnym punktem skupienia, lub gdy a € {—o00,00}. W wersji dla liczbowych jednostronnych
punktow skupienia granice lim,_,, zastepuje si¢ przez lim,_,,- lub (odpowiednio) lim,_,,+, natomiast zbioér
B(a,e) N A\ {a} zastepuje sie przez:

e gdy a € R jest liczbowym lewostronnym punktem skupienia: (a —e,a) N A (tutaj € jest, co do zasady, malg
liczba);

e gdy a € R jest liczbowym prawostronnym punktem skupienia: (a,a +¢) N A (jw.);
e gdy a = co: (g,00) N A (tutaj € jest, co do zasady, duza liczba);
o gdy a = —o0: (—o0,—¢)N A (jw.).

Podobnie, wlasnosci wymienione w punktach (C)—(E) Tw. maja swe naturalne odpowiedniki dla granic
jednostronnych (lub w nieskoriczonosciach); modyfikacje sa bardzo podobne do tych, ktore opisaliSmy powyzej.
Szczegbly pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Rowniez w kontekscie granic funkcji mozna uzywaé zwrotu od pewnego momentu, ktéry w tym przypadku
oznacza dla wszystkich argumentéw dostatecznie bliskich punktowi granicznemu.

6.20 Uwaga.

Powszechnie przyjeta praktyka jest stosowanie napisu lim, .4+ w przypadku, gdy obie nieskoriczonosci (—oo
i 00) sa punktami skupienia zbioru, wzdtuz ktoérego wyznaczamy granice; i zarazem obie granice — lim, _, o, oraz
lim, , oo — istnieja i sa rowne. Wéwcezas lim,_, 1o, oznacza wspo6lna wartoéé obu tych granic.

7 Rachunek rézniczkowy funkcji jednej zmiennej

Centralnym pojeciem rachunku rézniczkowego jest pojecie pochodnej funkcji:

7.1 Definicja.
Niech I C R bedzie (niezdegenerowanym) przedzialem, a f: I — R dowolna funkcja. Iloraz rdznicowy funkcji f
to wyrazenie postaci %@Jj(y), gdzie x i y to (dowolne) rozne liczby ze zbioru I.

Dla liczby a € I niebedacej kraticem tego przedziatu, powiemy, ze funkcja f ma pochodng w punkcie a (lub ze

M i jest ona liczba. Granice te oznaczamy

jest rézniczkowalna w punkcie a), gdy istnieje granica limy,_q
przez f'(a) i nazywamy ja pochodng funkcji f w punkcie a.

Mozna takze mowic¢ o jednostronnej pochodnej w punkcie a € I. Stosownie do kontekstu, stosuje si¢ notacje:

fi(a) = lim M f'(a) = lim M

h—0t h ’ h—0— h

(o0 ile tylko powyzsza granica istnieje). Wielkosci f! (a) i f’ (a) nazywamy prawostronng i (odpowiednio) lewo-
stronng pochodng funkcji f w punkcie a. Dotyczy to w szczegdlnosci kraiicow przedziatu (dla lewego krarica mozemy
moéwi¢ o pochodnej prawostronnej, a dla prawego o lewostronnej).

W analogiczny sposob okresla sie pochodna w punkcie (oraz pochodna jednostronna w punkeie) dla funkeji
okreslonej na zbiorze bedacym suma (dowolnie wielu) otwartych przedziatow lub suma skoniczenie wielu dowolnych
(niezdegenerowanych) przedziatow. Jesli A jest dowolnym podzbiorem przestrzeni R, o punkcie a € A powiemy,
ze jest:

e punktem wewnetrznym zbioru A, gdy istnieje liczba € > 0, taka ze (a —e,a+¢) C A;

*2)Gdy a € {—oco, >}, granice jednostronna, jaka pojawia sie gdziekolwiek w wypowiedzi twierdzenia, nalezy zastapi¢ przez limg—q f(z).

29 (© Piotr Niemiec



WARSZTAT ANALITYCZNY ZIMA 2026/27

e punktem brzegowym zbioru A, gdy nie jest punktem wewnetrznym tego zbioru.

Dla punktu wewnetrznego zbioru A mozemy méwié o pochodnej w tym punkcie, a dla jego punktu brzegowego
jedynie o pochodnej jednostronnej (o ile zbior A jest suma skoriczenie wielu przedziatow).

Mowimy, ze funkcja f: A — R (gdzie zbiér A jest suma dowolnie wielu otwartych przedziatow lub suma skon-
czenie wielu dowolnych przedzialow) jest rézniczkowalna, gdy jest rézniczkowalna w kazdym punkcie wewnetrznym
zbioru A i ponadto gdy ma stosowna pochodna jednostronna (bedaca liczba) w kazdym jego punkcie brzegowym.
Gdy f jest funkcjg rozniczkowalng, poprawnie jest okreslona funkcja f': A — R, ktora nazywamy pochodng funkcji

1.

Podamy teraz kilka podstawowych wtasnosci pochodne;j.

7.2 Obserwacja.
Jesli a jest punktem wewnetrznym zbioru A, to funkcja f: A — R jest rézniczkowalna w punkcie a wtedy i tylko
wtedy, gdy f ma obie pochodne jednostronne w tym punkcie oraz f (a) = f’ (a) € R (wtedy f'(a) = fL(a)).

7.3 Obserwacja. (Warunek konieczny na istnienie pochodnej)
Jesli a jest punktem wewnetrznym zbioru A, a funkcja f: A — R jest rézniczkowalna w punkcie a, to jest ciggla
w punkcie a.

Podobnie, jesli f ma pochodng lewostronng (odp. prawostronng) w punkcie a, ktora jest liczbg, to jest w tym
punkcie lewostronnie (odp. prawostronnie) ciggta.

W szczegdlnosci, funkcja rozniczkowalna jest ciggta.

7.4 Twierdzenie.
Jesli f i g sq funkcjami rézniczkowalnymi w punkcie wewnetrznym a ich dziedzin, to rowniez ponizsze funkcje sq
rozniczkowalne w punkcie a:

e (liniowo$é¢ roézniczkowania) af + Bg, gdzie a, 8 € R to dowolne state, przy czym: (af + Bg)(a) =

af'(a) + Bg'(a);
e (pochodna iloczynu) fg, przy czym: (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a);

¢ (pochodna ilorazu) 5, o ile g(a) # 0, przy czym: (5)/((1) = W.

Analogiczne wzory zachodzq dla pochodnych jednostronnych.
W szczegdlnosci:
(xn)/ — nxn—l

dla dowolnego parametru n € Ny (z konwencjq, ze 0° = 1).

7.5 Przyktad.

(A) Niech f(x) = ax? + bx + ¢, gdzie a, b, c € R to stale parametry. Policzmy pochodna funkcji f:

(2) = lim flx+h)— f(x) — lim a(z +h)? +b(x+h)+c—ar?—br—c
h—0 h h—0 h
2azh + ah® + bh

= lim ———— = lim (2ax + b + ah) = 2ax + b.
h—0 h h—0

Tym samym (22)" = 2z, (z)’ =1 oraz (1) = 0.

(B) Sprawdzmy, w jakich punktach pochodna ma funkcja g(x) = |z|. Dla > 0 réwniez wartos¢ x + h jest od
pewnego momentu dodatnia (przy h — 0), wiec ¢’(z) = 1 dla dodatnich z. Dla x < 0 z kolei wartosé = + h
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jest od pewnego momentu ujemna (przy h — 0), co daje ¢’'(z) = —1 dla ujemnych x. Natomiast ¢’(0) nie
istnieje, gdyz: ¢/, (0) = 1 oraz g’ (0) = —1. Tym samym ¢'(x) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy x # 0, i wtedy
g (x) =sgnx = ﬁ = %‘

(C) A teraz sprawdzmy, czy funkcja h(x) = x|x| jest rozniczkowalna. Dla & # 0 mozemy zastosowaé wzor na
pochodng iloczynu, przyjmujac f(x) = x oraz g(z) = |z| (z0b. przyktady (A) i (B) powyzej): h'(x) =
(fg9) () = fl(x)g(x)+ f(z)g'(z) =1 |x| + - % = 2|z|. Natomiast dla z = 0 pochodng wyznaczamy recznie:

K (0) = limy_ hl,hl = limy, o |h| = 0, czyli takze w tym przypadku h'(0) = 2|0|, co pokazuje, ze funkcja h

jest rézniczkowalna oraz (z) = 2|z| (dla wszelkich z € R).

7.6 Twierdzenie. (Pochodna funkcji zlozonej)
Jesli h(z) = g(f(x)), a punkt a € R jest taki, Ze funkcja f ma pochodng w punkcie a, natomiast funkcja g ma
pochodng w punkcie f(a), to funkcja h ma pochodng w punkcie a oraz h'(a) = ¢'(f(a)) - f'(a). Innymi stowy:

(9o f)(a) =g (f(a))f(a).

7.7 Twierdzenie. (Pochodna funkcji odwrotnej)
Jesli funkcja f jest rozZnowartosciowa i ciggta oraz jest rozniczkowalna w punkcie a, to jej funkcja odwrotna g jest

rézniczkowalna w punkcie b = f(a) wtedy i tylko wtedy, gdy f'(a) # 0. Ponadto, g'(b) = f,%a), o ile f'(a) # 0.

Innymi stowy:

7.8 Przyktad.

(A) (Interpretacja geometryczna pochodnej) Jesli funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie wewnetrznym
a swojej dziedziny, to istnieje styczna do wykresu funkcji f w punkcie (a, f(a)). Jej rownanie ma wzor
y = f'(a)(z — a) + f(a) (tak wiec pochodna w punkcie a to wspolezynnik kierunkowy tej stycznej). Prosta
ta moze by¢ postrzegana jako ,,granica’ siecznych do wykresu funkcji f wyznaczonych przez ww. punkt oraz
punkt (b, f(b)), gdzie argument b # a coraz bardziej zbliza sie do a.

(B) (Interpretacja fizyczna pochodnej) Jesli s(t) oznacza droge, jaka pokonato pewne cialo po czasie t, to
pochodna tej funkceji w punkcie ¢ to predkosé tego ciata w chwili t: v(t) = s'(t). Jesli funkcja predkosci v jest
rozniczkowalna w punkcie ¢, to v’(t) oznacza przyspieszenie obserwowanego ciata w chwili ¢.

Podstawowe wzory na pochodna zebrane sa w ponizszej tabeli. (Dla funkcji potegowych o wyktadniku wymiernym
niecatkowitym oraz funkcji logarytmicznych i cyklometrycznych wzory te wyprowadza si¢ z twierdzenia o pochodnej
funkcji odwrotnej, a dla funkcji potegowej o wyktadniku niewymiernym korzysta sie z twierdzenia o pochodnej funkcji
zlozonej). W trzeciej kolumnie wymieniono wszystkie przypadki, gdy dziedzina pochodnej jest istotnie mniejsza od
dziedziny wyjsciowej funkcji. Przy wyznaczeniu pochodnych funkcji wyktadniczych oraz trygonometrycznych uzywa
sie nastepujacych dwoch (klasycznych) wzoréw:

. (Z'_
e lim, .o % =1; oraz

sinx __
ne

[ ] hmm_m

(Wyprzedzajac nieco material tego skryptu, warto juz teraz podkresli¢, ze wzory te nie sa konsekwencja reguly de
I'Hospitala [zob. Tw. , gdyz aby wyznaczy¢ pochodne funkcji wyktadniczych oraz trygonometrycznych, najpierw
trzeba obliczy¢ te wlasnie granice. W nowoczesnej analizie funkcje wykltadniczg o podstawie e oraz funkcje sin i cos
definiuje si¢ szeregami podanymi w Tw. [7.26] dla ktorych powyzsze granice tatwo wyznaczy¢. Badajac w ten sposob
wprowadzone funkcje, sprawdza sie, ze pierwsza z nich jest wykladnicza, a pozostalte dwie to funkcje znane z geometrii).
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f(x) f'(x) Uwagi
c 0 c € R stata
0
" -1 peR 0V =1
v b pe(0,1) = z#0
NG Ve x#0
1 _ 1
T 2
a” a*lna a>0
e’ ev e=2,7182818284...
In|z|, Inz 1
log, = e a>0,a#1
sin x cosT
cos T —sinx
tg.]? cos123:
Ctg.’ﬂ _sin12w
arcsin x L ré¢{-1,1}
arccos - 11_$2 x ¢ {-1,1}
arctg x 1_:302
arcctg x _Tlﬂ
|| ﬁ =sgnuw z#0

7.9 Przyktad.

Pokazemy teraz, jak oblicza¢ pochodng z funkcji, w ktorej wzorze wystepuje potega z argumentem funkcji zar6wno
w jej podstawie, jak i w wykladniku. Dla przykladu, rozwazmy funkcje h(z) = (z + 1)w2+1. W sytuacji, gdy
i podstawa, i wykladnik potegi zaleza od argumentu, zalozenia, jakie wymusza sama ta potega, to dodatniosé
podstawy. Tym samym dziedzing naszej funkcji jest zbior D = (—1,00). Aby wyznaczyé¢ h'(x), zauwazamy, ze
h(z) = e($2+1)1n($+1), wiec z twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej otrzymujemy:

10N — (@) I+ L (@2 41) In(z+1) | (2 _ . 2 1
K (z) (e ) e (22 + 1) In(z + 1)) = h(=) (2mln(x+1)—|—(:b 1) x+1)

i pozostaje juz tylko kosmetyka otrzymanego wzoru, co pozostawiamy Czytelnikowi. (Dziedzina pochodnej jest
identyczna z dziedzing funkcji h).

7.10 Twierdzenie.

Niech A bedzie dowolnym podzbiorem zbioru R, liczby a,b € R bedg takie, ze a < b i[a,b] C A, i niech f: A - R
bedzie dowolng funkcja, ktora jest prawostronnie ciggta w punkcie a, lewostronnie ciggla w b oraz rézniczkowalna
w kazdym punkcie przedziatu (a,b).

(a) (Twierdzenie Rolle’a) Jesli f(a) = f(b), to istnieje punkt c € (a,b), taki ze f'(c) = 0.

(b) (Twierdzenie Lagrange’a; Twierdzenie o wartosci Sredniej) Istnieje liczba ¢ € (a,b), taka ze f'(c) =
fa)—f(b)

a—b
(¢) Funkcja f jest stabo rosngca (odp. stabo malejgca) w przedziale [a,b] wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x) > 0 (odp.
f'(z) <0) dla wszelkich x € (a,b).
(d) Funkcja f jest stata w przedziale [a,b] wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x) =0 dla wszelkich x € (a,b).
(e) Funkcja f jest $cisle rosngca (odp. Scisle malejgca) w przedziale [a,b] wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x) > 0 (odp.

f'(z) <0) dla wszelkich x € (a,b) oraz zbior {x € (a,b): f'(x) = 0} nie zawiera Zadnego niezdegenerowanego
przedziatu.
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Ponizsza konsekwencja punktu (d) Tw. bedzie mie¢ fundamentalne znaczenie dla rachunku catkowego.

7.11 Wniosek.
Jesli f i g to funkcje rdziniczkowalne w przedziale I oraz f'(x) = ¢'(x) dla wszelkich x € I, to f(x) = g(x) + ¢,
gdzie ¢ € R to pewna stata.

Jak pokazuje Tw. rachunek rézniczkowy przydaje sie do wyznaczenia przedzialéw monotonicznosci funkcji.
Innym zagadnieniem, do ktérego réwniez Swietnie sie nadaje, jest wyznaczanie warto$ci najwiekszej i najmniejszej
funkcji lub — ogdlniej — jej ekstremow.

7.12 Definicja.
Niech f bedzie funkcja, ktorej dziedzina zawiera przedzial otwarty I. Punkt a € I nazywamy [silnym] maksimum
lokalnym (odp. [silnym| minimum lokalnym) funkcji f, jesli istnieje liczba e > 0, taka ze (a — e,a + ¢) C I oraz:

Ve € (a—e,a+e)\{a}: f(z)< f(a) (odp. Vz € (a—¢e,a+¢)\ {a}: f(z)> f(a)).

Jesli powyzszy warunek zachodzi z nier6wnoscia staba (czyli ,,<” zamiast ,,<” lub ,>" zamiast ,,>”), punkt a
nazywamy stabym maksimum lokalnym (odp. stabym minimum lokalnym) funkcji f. Gdy stosowna nieréwnosé
zachodzi dla wszelkich © # a z dziedziny funkcji f, w powyzszym nazewnictwie przymiotnik lokalne mozna zastapi¢
stowem globalne.

[Silne/stabe] ekstremum lokalne/globalne funkeji to takiez maksimum lub minimum. Oczywiscie silne ekstre-
mum jest stabym, ale nie odwrotnie.

7.13 Twierdzenie.

(a) (Warunek konieczny do bycia ekstremum) Jesli funkcja [ jest rézniczkowalna w punkcie a i ma w tym
punkcie stabe ekstremum lokalne, to f'(a) = 0.

(b) (Warunek wystarczajacy do bycia maksimum) Jesli funkcja f jest cigglta w punkcie wewnetrznym a
swojej dziedziny oraz rézniczkowalna w poblizu tego punktu we wszystkich punktach x # a oraz f'(xz) > 0 dla
z<aif(x)<0dlaz>a (odp. f'(x) >0dlax<aif(z)<0dlaz>a)wpoblizu punktu a, to f ma
maksimum lokalne (odp. stabe maksimum lokalne) w punkcie a.

(¢) (Warunek wystarczajacy do bycia minimum) Jesli funkcja f jest cigglta w punkcie wewnetrznym a swojej
dziedziny oraz rézniczkowalna w pobdlizu tego punktu we wszystkich punktach x # a oraz f'(z) < 0 dla x < a
i f'(x) >0 dlax>a (odp. f'(x) <0 dlax<aif(xz)>0dazxz>a)wpoblizu punktu a, to f ma minimum
lokalne (odp. stabe minimum lokalne) w punkcie a.

Punkt krytyczny funkcji f to dowolny punkt wewnetrzny a jej dziedziny, w ktorym funkcja ta jest rézniczkowalna
i f'(a) = 0. Czes¢ (a) powyzszego twierdzenia orzeka, ze punkty ,podejrzane” o ekstremum (czyli takie, w ktorych
funkcja moze mie¢ stabe ekstremum lokalne) to jedynie te punkty wewnetrzne dziedziny funkeji, w ktérych funkcja
jest nierézniczkowalna, oraz punkty krytyczne.

7.14 Przyklad.

Wyznaczymy najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkeji f okreslonej nastepujaco: f(1) = 1 oraz f(z) = T m
dla takich z # 1, w ktorych 6w wzor ma sens. Przede wszystkim zacznijmy od wyznaczenia dziedziny tej funkcji.
Podany wzér wymusza warunki: 1 —z? > 0 oraz 2® — 22 + 2 —1 < 0 (lub, réwnowaznie, (z? +1)(z — 1) < 0), czyli
z € [-1,1]N(—o00,1) = [-1,1). Tym samym dziedzina funkcji f to zbior D = [—1, 1]. Aby upewni¢ sie, czy moze
by¢ tak, ze warto$¢ najmniejsza lub najmniejsza tej funkcji nie istnieje, sprawdzmy ciagtosé¢ funkeji f. Jako ze na
zbiorze D N (—o0, 1) funkcja jest dana wzorem ciaglym, trzeba jedynie sprawdzi¢ ciagltos¢ w punkcie 1. W tym

celu uprosémy wzor funkcji: f(z) =/ L=DUFD). \/ L2 (dlax € D\ {1}). W takim razie:

- (1—z)(1+x2) — 142
lim f(z) = lim /ol =1 = (1)
r—1- o r—1— 1 + IQ o - ’
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czyli funkcja f jest ciagta. Tym samym funkcja ta wyraza sie pojedynczym wzorem: f(x) = 4/ 11_:2,”2 (dla wszelkich

x € D). Z punktu (a) Tw. (str. wnioskujemy, ze funkcja ta osigga zaréwno warto$¢ najmniejsza, jak
i najwieksza. Jako ze (jak latwo sprawdzi¢) funkcja f jest rozniczkowalna w (—1,1), Tw. implikuje, ze jesli
p € D jest argumentem, w ktorym f osiaga wartos¢ (globalnie) najwieksza lub najmmniejsza, to albo p jest
kranicem dziedziny, albo pochodna funkcji f w punkcie p sie zeruje. Zatem wystarczy znalezé¢ wszystkie punkty
krytyczne funkcji f oraz sprawdzié¢ jej wartosci we wszystkich tych punktach oraz na krancach dziedziny.

Aby wyznaczy¢ punkty krytyczne, obliczamy pochodna funkcji (dla z € (—1,1)), po czym przyrownujemy ja
do zera:

Iz— xr)xT
Loz o 1—2¢—22

() — (1+z2)? _
A e (RO

wige: f/(z) =0 < 2% +22—1=0oraz z € (—1,1). To réwnanie kwadratowe ma tylko jedno rozwiazanie
w podanym przedziale: z, = v/2— 1. Tym samym funkcja f ma tylko jeden punkt krytyczny. Pozostaje wyznaczy¢
wartosci na kraricach przedziatu oraz w x,: f(—1) =0, f(1) =1 oraz

_ V2 _ V2
f(ﬁ—l)—\/1+(\/§1)2— P > 1.

Tak wiec warto$¢ najmniejsza funkcji f to 0, a najwieksza to wartosé¢ f w punkcie z,.

Podamy teraz jedno z najpotezniejszych narzedzi do liczenia granic (zaréwno funkeji, jak i ciagow):

7.15 Twierdzenie. (Regula de I"'Hospitala)

Niech f i g bedg funkcjami réiniczkowalnymi w przedziale otwartym I, a wielkosé a € R bedzie punktem skupienia
tego przedziatu. Zatézmy ponadto, ze g'(x) # 0 dla wszystkich x w poblizu punktu a oraz ze istnieje (w R) granica
limg_,q %. Jesli obie granice lim,_,, f(x) oraz lim,_,, g(x) istniejg i sq obie réwne 0 lub obie sq niewtasciwe,

to istnieje granica limg,_., % 1 zachodzi réwnosé:

lim ﬂ = lim (@)
z—a g(x) x—a g’(x)'

Analogiczna wtasnosé zachodzi dla jednostronnych punktow skupienia i granic jednostronnych.

7.16 Przyklad.

Wyznaczmy granice ciagu a, = (142)". W tym celu rozwazamy funkcje f(z) = (142z)%, gdzie z € (—1,0)U(0, 00).
Zauwazmy, ze 0 jest punktem skupienia dziedziny funkcji f oraz ze f(x) = e(+2)/z Aby wyliczy¢ lim, o f (),
wyznaczymy najpierw — korzystajac z reguly de I’Hospitala — granice samego wyktadnika z ostatniego wzoru
(bez trudu sprawdza sie, ze wszystkie zalozenia Tw. sa spelnione):

1

lim 2 — 1
z—0 1

lim In(1 + x) 8
x—0 xT H

Tym samym lim, o f(z) = e!

( =e. W takim razie, skoro f jest funkcja ciagly oraz lim,, o % = 0, otrzymujemy,
ze rowniez lim,_, o f (%

oo

) =e, ale f(1) = a,, czyli ciag (a,),., dazy do e.

Sczegdlnym przyktadem zastosowania reguty de ’'Hospitala jest wygodne kryterium na istnienie pochodnej w punk-
cie:

7.17 Wniosek.

Jesli f jest funkcjg ciggta w punkcie a i rézniczkowalng w punktach x < a (odp. x > a) oraz istnieje granica
lim,_,,- f'(2) (odp. lim,_,.+ f'(x)), to w punkcie a funkcja f ma pochodng lewostronng (odp. prawostronng) oraz
fL(a) =lim, o f'(x) (odp. f(a) =lim, .+ f'()).
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W szczegolnosci, jesli a jest punktem wewnetrznym dziedziny funkcji f, funkcja f jest cigglta w punkcie a
i rézniczkowalna w punktach réznych od a w podlizu a oraz istnieje liczbowa granica lim,_,, f'(x), to funkcja f
jest rozniczkowalna w punkcie a, a jej pochodna jest funkcjqg ciggte w punkcie a.

Omoéwimy teraz pochodne wyzszych rzedow.

7.18 Definicja.
Moéwimy, ze funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie a, gdy jest rézniczkowalna w kazdym punkcie
pewnego przedzialu otwartego zawierajacego punkt a, a jej pochodna jest rézniczkowalna w punkcie a. W tej
sytuacji pochodna funkcji f’ w punkcie a oznaczamy przez f”(a) i nazywamy drugq pochodng funkcji f w punkcie
a. O funkcji f powiemy, ze jest dwukrotnie rézniczkowalna w pewnym przedziale (lub, ogolniej, w zbiorze bedacym
sumg dowolnie wielu przedzialow otwartych), gdy jest dwukrotnie rozniczkowalna w kazdym punkcie tego zbioru.
Mowimy wtedy o funkcji x — f”(z), ktora nazywamy drugg pochodng (lub: pochodng drugiego rzedu; pochodng
rzedu 2) funkcji f.

Ogolniej, jesli n > 3, o funkcji f powiemy, ze jest n-krotnie rézniczkowalna w punkcie a, gdy jest funkcja
(n — 1)-krotnie rézniczkowalna w pewnym przedziale otwartym zawierajacym punkt a, a jej pochodna rzedu n —1
jest rozniczkowalna w punkcie a. Wtedy pochodna w punkcie a pochodnej rzedu n — 1 funkcji f oznaczamy przez
£ (a) i nazywamy pochodng rzedu n funkcji f w punkcie a. (Dla n = 3 mozna takze pisaé¢ " (a) zamiast f©)(a).
Podobnie, zamiast f’(a) oraz f”(a) mozna pisaé¢, odpowiednio, fM)(a) i f@(a)). Jesli funkcja f jest n-krotnie
rézniczkowalna w kazdym punkcie pewnego przedziatu otwartego, méwimy o niej, ze jest n-krotnie rézniczkowalna
(w tym zbiorze), a funkcje = — f(")(2) nazywamy n-tg pochodng funkcji f (lub: pochodng rzedu n funkcji f).
Dodatkowo, dla uproszczenia, przyjmuje sie, ze f(©) def f.

Moéwimy, ze funkcja jest klasy C* (gdzie k € Ny), gdy jest to funkcja k-krotnie rézniczkowalna, a jej pochodna
rzedu k jest funkcja ciagla. Jesli funkcja ma pochodne wszystkich rzedow (czyli jest k-krotnie rozniczkowalna dla
wszelkich k € Ny), nazywamy ja funkcja klasy C*° lub funkcja gtadkq.

7.19 Twierdzenie.

Wielomiany, funkcje potegowe (dla wyktadnika niecatkowitego na zbiorze liczb dodatnich, a dla wyktadnika catko-
witego na zbiorze liczb niezerowych), funkcje wyktadnicze, logarytmiczne, trygonometryczne oraz cyklometryczne
(na przedziatach otwartych) sq funkcjami gtadkimi. Suma, réznica, iloczyn, iloraz (tam, gdzie mianownik sie nie
zeruje) oraz potega (tam, gdzie podstawa jest dodatnia) funkcji gtadkich jest funkcjq gtadkq.

7.20 Przyklad.

Rozwazmy funkcje f(z) = x|z|. Z punktu (C) Prz. [7.5 wiemy, ze f jest funkcjg rézniczkowalng oraz f/(z) = 2|z|.
Tym samym f jest funkcja klasy C*, ale nie C? (bo f’ nie ma pochodnej w 0). Latwo sprawdzi¢, ze zarazem
funkcja ta jest gtadka na zbiorze R\ {0}.

Pochodne wyzszych rzedow przydaja sie do testowania punktéow krytycznych w celu rozstrzygniecia, czy sa w nich
ekstrema lokalne:

7.21 Twierdzenie.
Jesli f jest funkcjq wielokrotnie rézniczkowalnag, a jest punktem wewnetrznym jej dziedziny, k oznacza najmniejszq
liczbg calkowitq dodatniq, takg zZe f(k)(a) #£0, przy czym [ jest k + 1-krotnie rézniczkowalna, to

o jesli k jest liczbg nieparzystq, to f nie ma stabego ekstremum lokalnego w punkcie a;
o jesli k jest liczbg parzystq i f(k)(a) > 0, to f ma silne minimum lokalne w punkcie a;

o jesli k jest liczbg parzystq i f*)(a) <0, to f ma silne maksimum lokalne w punkcie a.

Omoéwimy teraz klasyczny sposob przyblizania wartosci funkcji za pomoca kolejnych jej pochodnych.
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7.22 Definicja.
Zalozmy, ze f jest funkcja k-krotnie rézniczkowalng w punkcie a (gdzie k € Ny). Wielomianem Taylora stopnia k
funkcji f w punkcie a nazywamy funkcje Ty = Tx(f, a) dang wzorem

ko
Ti(x) =) !
j=0

Resztq Peano rzedu k funkcji f w punkcie a nazywamy funkcje Ry, = Ry (f, a) dana wzorem Ry (z) = f(z) — Tk (z).
7 samej definicji reszty Peano wynika, ze:

J :

.)(a) j_ / 1 " 2 1 " 1
G @ —a) = (@) + f @)~ a) + 3@~ ) + g @) ) ot @) )t

(z — a)? + Ry(x).

k) (a
(7:1) o) = fy+ Y. L
= b

Powyzszy wzor nazywany jest wzorem Taylora (o $§rodku w a). W przypadku, gdy a = 0, uzywa si¢ takze terminu
wzor Maclaurina.

We wzorze Taylora kluczowe znaczenie ma nastepujace twierdzenie:

7.23 Twierdzenie. (Twierdzenie o wzorze Taylora)

Niech f bedzie funkcjg co nagmniej k + 1-krotnie rézniczkowalng w przedziale otwartym I (gdzie k € Ny) i niech
a € I. Wtedy, dla Ry, = Ri(f,a):

(a) limg .y, (I;ii(f))k = 0;

(b) (reszta Lagrange’a) dla kazdego punktu x € I\ {a} istnieje punkt ¢ € I lezqcy miedzy a i x, taki Ze

(k+1)
Ry(x) = JC(TU(S)@? —a)*th

7.24 Przyktlad.

Stosujac wzor Taylora, wskazemy liczbe wymierna, ktora przybliza liczbe v/1024 z doktadnoscia do 0,00001. W tym
celu wyznaczymy wielomian Taylora dla funkcji f(z) = ¥z o srodku w a = 1000. Rozpoczynamy od wzoréw
dla kilku poczatkowych pochodnych oraz od wartosei tych funkeji w punkcie a: f(a) = 10; f'(z) = %x’2/3,
wigc f'(a) = 1/300; f"(z) = —2275/3 wiec f"(a) = —1/450000; f"(z) = 222=%/3. Z Twierdzenia o wzorze
Taylora dla k = 2 wynika, ze dla @ = 1024 istnieje punkt ¢ € (1000, 1024), taki ze reszta Peano Ry ma wartos¢
Ry = w(x —a)3, czyli

5 2560 854
Ro|=——— 243 < ———__ <« —— =0,00000854 < 0,00001
el = S 2 = 3710005 < 109
i tym samym |f(z) — f(a) — f'(a)( — a) — 3f"(x)(z — a)?| = |Rz| < 0,00001, wiec szukang liczbg wy-
mierng (tj. przyblizajaca liczbe V1024 = f(z)) jest liczba f(a) + f'(a)(z — a) + 3 f"(a)(z — a)* = 10 +
% — 9020%200 = 10 + % — 108300 = 10,07936. Jedli na kalkulatorze wykonamy +/1000, zobaczymy wynik

10, 079368399158985318137684858226 . . ., a wiec blad przyblizenia rzeczywiscie miesci si¢ w oczekiwanym zakresie.

7.25 Uwaga.
Chociaz przy ustalonym rzedzie k wielomian Taylora przybliza warto$¢ danej funkcji — tym lepiej, im blizej
jest argument od srodka wzoru Taylora — nierzadko jest tak, ze szereqg Taylora funkcji gtadkiej f, czyli szereg

)
postaci Y 2o, ! kl(a) (r — a)*, nie jest zbiezny do f(x). Szereg ten moze zaréwno byé rozbiezny, jak i zbiezny do

innej wartosci niz f(x). Ponizej podajemy (bez dowodu) przyklad funkeji, dla ktorej 6w szereg Taylora (o srodku
w zerze) jest zbiezny w kazdym punkcie (tzn. dla dowolnej liczby rzeczywistej z € R), ale tylko dla = = 0 jego
suma pokrywa sie z wartoscia tej funkcji w tym punkcie (szereg Taylora o srodku w a zawsze dla argumentu
x = a zbiega do f(a)). Funkcje gtadkie takie, ze dla dowolnego punktu a dziedziny szereg Taylora o srodku w a
jest zbiezny w pewnym poblizu punktu a do wartosci danej funkcji, nazywa sie analitycznymi. Wszystkie funkcje
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dane jednym wzorem, opisanym w Tw. (str. , w ktorym nie wystepuje warto$é bezwzgledna, sa funkcjami
analitycznymi (o ile dziedzina jest wyznaczona w taki sposob, ze wyrazenia pod pierwiastkami oraz podstawy
poteg o wykladnikach niecalkowitych sa dodatnie).

Okreslmy funkcje f: R — R wzorem f(z) = e~/ dla z # 0 oraz f(0) = 0. Dowodzi si¢ (niezbyt trudno, ale
mimo to tutaj dowod pomijamy), ze f jest funkcja gtadka, taka ze f*)(0) = 0 dla dowolnego rzedu k > 1. Tym
samym szereg Taylora tej funkcji o srodku w zerze to szereg potegowy postaci Y po, %xk, wiec w kazdym punkcie
x jego suma to 0. A funkcja f zeruje sie tylko w zerze.

Chociaz, jak wspomniano w powyzszej uwadze, zbiezno$¢ szeregu Taylora funkcji gtadkiej lokalnie do tej funkcji
nie jest wlasnoscia przystugujaca wszystkim funkcjom gladkim, przystuguje ona wszystkim typowym funkcjom, jakie
rozwaza sie na podstawowym kursie analizy matematycznej. Mimo to wyznaczenie pelnego szeregu Taylora w wielu
przypadkach jest zadaniem niezwykle trudnym, a czesto wrecz niewykonalnym. Ponizej podajemy pelne szeregi Taylora
dla 5 funkcji.

7.26 Twierdzenie.
W kazdym z ponizszych przyktadow wskazany szereg potegowy jest szeregiem Taylora o $rodku w zerze podanej
funkcji, zbieznych do wartosci tej funkcji w podanym obok zbiorze:

° ﬁ =>a",  we(—1,1);

e? =3 I reR;

n=0 n!’

. IS _1)ng2ntl
L] Slnmzznzo((;nﬁ, .’IJER,

_1yn_2n
ocoswzzzozo%, r €R;

oo (—D)nlgn
In(l+2)=>",~—~—"——>  ze(-1,1).

n=1 n

Ponizsze twierdzenie przydaje sie do wyznaczania doktadnych warto$ci sum pewnych szeregéw zbieznych.

7.27 Twierdzenie. (Twierdzenie o rézniczkowaniu szeregu potegowego)
Jesli szereg potegowy postaci Y, an(x—1x,)" ma dodatni promien zbieznosci R, to funkcja f: (xo—R,z,+R) = R
zadana tym szeregiem, czyli f(z) =" an(r —20)" (dla x € (x, — R,x, + R)), jest gtadka i jej pochodna wyraza

ste wzorem:
= E nap(x — )"t
n

7.28 Przyktlad.

Obliczymy sume szeregu y -, soa5w 2 Prz. (str. bardziej standardowa metoda, tj. przez zastosowanie
szeregow potqgowych Aby to zrobi¢, wprowadzmy funkcje f(z) = ﬁ, okreglona dla x € (—1,1). Zgodnie
z Tw. _ fz S ™. W takim razie, z Tw. wynika, ze f/(z) = Y oo nz" !t dlaz € (—1,1).
Podstawiajac do tego ostatniego wzoru x = 1/2025 i biorac pod uwage to, ze f'(x) = ﬁ, otrzymujemy:

> n 1 = 1 1 2025
=——) n(1/202 —— f"(1/202 = )
nz::l 20257 2025 nz::l /2025)" 2025f (1/2025) = 2025 (1 —1/2025)2 20242

7.1 Wypuklosé i wkleslosé

Aby narysowaé¢ wykres funkcji zadanej konkretnym wzorem, musimy wiedzie¢, w jakich przedziatach funkcja jest
rosnaca, w jakich malejaca oraz w jakich punktach ma ekstrema lokalne. Te informacje nie sa jednak wystarczajace do
tego, by rozeznaé, jaki ksztalt ma krzywa (ilustrujaca wykres danej funkcji) w konkretnych przedzialach. Doktadniej:
w ktorych miejscach jest ona ,wypukta od gory” (jak parabola z ramionami w gore), a w ktorych ,wypukta od dotu”
(jak parabola z ramionami w dot). Precyzyjnie takie cechy wykresu opisuja pojecia wypuklosei i wklestosci funkcji:
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7.29 Definicja.
Przypomnijmy, ze podzbior F plaszczyzny (figura plaska) jest wypukty, jesli zawiera wszystkie punkty odcinkow
taczacych dowolne pary punktéw tego zbioru.

Mowimy, ze funkcja f: I — R, okreslona na przedziale I C R jest wypukta (w zbiorze I), jesli jej nadwykres,
czyli zbior {(z,y) € R?: x € I, f(z) < y}, jest zbiorem wypuktym. O funkcji f méwimy, ze jest wklesta (w zbiorze
I), gdy jej podwykres, czyli zbior {(z,y) € R?: x € I, y < f(x)}, jest zbiorem wypuklym.

Jesli a € I jest takim punktem wewnetrznym przedziatlu I, ze dla pewnej liczby € > 0 funkcja ciagla f jest
wypukla w zbiorze (a—¢,a), a wklesta w (a, a+¢), lub odwrotnie (tj. funkcja f jest wklesta w (a—e¢,a), a wypukla
w (a,a + ¢€)), to punkt a nazywamy punktem przegiecia funkcji f.

Uwaga: Funkcja, ktorej dziedzing nie jest przedzial, nie jest ani wypukta, ani wklesta. O punkcie przegiecia
mozemy mowié jedynie wtedy, gdy dana funkcja jest ciagla w owym punkcie.

7.30 Przyktlad.
Jesli f(x) = ax? + bz + ¢, gdzie a # 0, to f jest funkcja wypukla (w caltym zbiorze R) dla a > 0, a wklesta dla
a < 0.

7.81 Uwaga.

Jesli funkcja w pewnym przedziale jest wypukla, fragment jej wykresu odpowiadajacy temu przedzialowi powinno
sie rysowaé (o ile jest to odreczny rysunek), trzymajac reke nad wykresem; z kolei te czesci wykresu, ktore
odpowiadaja przedziatom, w ktorych funkcja jest wklesta, powinno si¢ rysowaé, trzymajac reke pod wykresem.
Zatem w punktach przegiecia ukltad reki powinien zosta¢ zmieniony, co w jakims stopniu odzwierciedla nazwe tego
punktu.

7.32 Twierdzenie.
Niech f: I — R bedzie dowolng funkcjg okreslong na przedziale I.

(A) Funkcja f jest wypukta w I wtedy i tylko wtedy, gdy:

Vi € V€ (0,1]: F((1— )+ ty) < (- 0)f(@) + t(z).
(B) Funkcja f jest wklesta w I wtedy i tylko wtedy, gdy:

Yo,y e IVt € [0,1]: f(1—t)z+ty) > (1 —2t)f(z)+tf(y).

(C) Funkcja f jest zardwno wypukta, jak i@ wklesta wtedy i tylko wtedy, gdy jest funkcjq statq lub wielomianem
stopnia 1.

(D) Jesli funkcja f jest wypukta lub wklesta, to jest ciggta w kazdym punkcie wewnetrznym przedziatu I.

(E) Jesli funkcja f jest rozniczkowalna w kazdym punkcie wewnetrznym przedziatu I oraz ciggta w tych jego
kraricach, ktore nalezg do I, to:
e funkcja f jest wypukta wiedy i tylko wtedy, gdy f' jest funkcjq stabo rosngceq;
e funkcja [ jest wklesta wtedy i tylko wtedy, gdy f' jest funkcjq stabo malejgcq.

(F) Jesli funkcja | jest dwukrotnie rézniczkowalna w kazdym punkcie wewnetrznym przedziotu I oraz cigglta w tych
jego kranicach, ktore nalezq do I, to:

o funkcja f jest wypukta wtedy i tylko wtedy, gdy f"(x) > 0 dla wszelkich punktéw wewnetrznych x
przedziatu I;

o funkcja f jest wklesta wtedy i tylko wtedy, gdy f"(x) < 0 dla wszelkich punktéw wewnetrznych x prze-
dziatu I;

o jesli punkt wewnetrzny a przedziatu I jest punktem przegiecia funkcji f, to f”(a) = 0;
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e jesli druga pochodna zmienia znak w poblizu punktu wewnetrznego a przedziatu I (tzn. jesli w poblizu a:
() >0 dla x < a oraz f"(x) <0 dla x > a lub odwrotnie), to a jest punktem przegiecia funkcji f.

(G) Jesli funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna w poblizu punktu wewnetrznego a przedziatu I, z pominieciem
tego punktu, i zarazem rézniczkowalna w punkcie a oraz druga pochodna funkcji f jest mieujemna
(odp. niedodatnia) w poblizu punktu a [z pominieciem tego punktu], to funkcja f jest wypukta (odp. wklesta)
w poblizu tego punktu [wliczajgc ten punkt].

7.2 Asymptoty funkcji

OmowiliSmy juz monotoniczno$é oraz wypuklosé i wklestosé funkcji. Do skompletowania podstawowych technik ba-
dania funkcji — ktore sg wystarczajace, by wykonaé¢ pogladowy rysunek przedstawiajacy jej wykres — brakuje nam
jeszcze metod weryfikacji, jak funkcja zachowuje sie na krancach swojej dziedziny. Stuza do tego tzw. asymptoty:

7.33 Definicja.
Niech f: A — R bedzie dowolng funkcja, gdzie A C R jest suma dowolnie wielu przedzialéow otwartych lub suma
skonczenie wielu dowolnych przedzialow.

e Jesli zbior A jest nieograniczony od gory (odp. od dotu), powiemy, ze prosta o rownaniu y = ¢, gdzie ¢ € R
[1], jest prawostronng (odp. lewostronng) asymptotq poziomq funkcji f, gdy lim, o f(2) = ¢ (odp. gdy
lim, o f(z) = ¢). JeSli powyzsza granica nie istnieje lub nie jest liczba, mowimy, ze funkcja f nie ma
prawostronnej (odp. lewostronnej) asymptoty poziomej. Jesli natomiast zbiér A jest nieograniczony i od
gory, i od dotu, oraz lim,,_ f(z) = ¢ = lim,, f(x), przy czym ¢ € R, prosta o réwnaniu y = ¢
nazywamy obustronng asymptotq poziomq funkcji f.

e Jesli zbior A jest nieograniczony od gory (odp. od dotu) i istnieja liczbowe granice m. def limg 00 @ oraz

k4 ef limg 00 (f(z) — myz) (odp. m— M im0 % oraz k_ % lim, o (f(x) — m_x)), to prosta

o rownaniu y = myx + ky (odp. y = m_x + k_) nazywamy prawostronng (odp. lewostronng) asymptotq
ukosng funkcji f. W przypadku, gdy zbior A jest nieograniczony i od gory, i od dotu, a powyzsze stale
my,m_, ki, k_ sa okreslone (liczbowe) oraz my = m_ i ky = k_, prosta o réownaniu y = myx + kg
nazywamy obustronng asymptotq ukosng funkcji f. (Asymptota pozioma, jesli istnieje, jest automatycznie
uko$na po stosownej stronie). Jesli jedna z granic definiujacych state m4 i k4 (odp. m_ i k_) nie istnieje
lub jest nieskoriczona, méwimy, ze funkcja f nie ma prawostronnej (odp. lewostronnej) asymptoty ukosne;.

e Jesli a jest prawostronnym (odp. lewostronnym) punktem skupienia zbioru A oraz granica lim,_, .+ f(z)
(odp. lim,_,,- f(z)) istnieje i jest nieskoniczona, prosta o rownaniu @ = a nazywamy prawostronng (odp.
lewostronng) asymptotq pionowq w punkcie a funkcji f. W przypadku, gdy punkt a jest zaréwno lewostron-
nym, jak i prawostronnym punktem skupienia zbioru A, i obie granice jednostronne funkcji f w punkcie a
istnieja 1 obie sa nieskoriczone [niekoniecznie musza by¢ réwne!], to te prosta nazywamy obustronng asymp-
totg pionowg w punkcie a funkcji f. Gdy granica lim,_,,+ f(z) (odp. lim,_,,— f(x)) nie istnieje lub jest
liczba, mowimy, ze funkcja f nie ma prawostronnej (odp. lewostronnej) asymptoty pionowej w punkcie a.
Asymptot pionowych poszukuje sie we wszystkich liczbowych kraricach dziedziny funkcji, ktore nie naleza
do dziedziny, oraz we wszystkich punktach nieciaglosci tej funkcji.

Asymptota to prosta, ktora w poblizu punktu granicznego (w ktérym wyznaczono owa asymptote) dobrze przybliza
wykres funkcji f. Dlatego w punktach, w ktorych funkcja ma asymptote pionowa, po stosownej stronie wykres staje
sie coraz bardziej stromy i coraz bardziej przypomina prosta pionowa. Podobnie, jesli funkcja ma asymptote ukosna,
wykres tej funkcji w poblizu stosownej nieskoniczonosci coraz bardziej zbliza sie do owej asymptoty (aczkolwiek
moze ja przecinaé, nawet nieskoriczenie wiele razy!).

7.34 Przyktlad.

Wyznaczmy asymptoty funkcji f danej wzorem f(z) = % Rozpoczynamy od wyznaczenia dziedziny: jest nia
zbior R\ {0}. Poniewaz f jest funkcja ciagla, asymptot poszukujemy jedynie w krancach dziedziny, czyli w +oo
oraz w zerze. Jako ze lim, 1~ f(x) = 0 [dlaczego?], prosta y = 0 jest asymptota pozioma obustronna (zauwazmy,
ze wykres funkcji f przecina te prosta w nieskoriczenie wielu punktach, gdyz funkcja ta ma nieskoriczenie wiele
miejsc zerowych). Zarazem lim, o f(z) = 1 (co wynika np. ze wzoru na funkcje sin podanego w Tw. , wiec
funkcja f nie ma asymptoty pionowej w zerze ani lewo-, ani prawostronne;j.
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Na zakonczenie rozdzialu podajemy schemat przeprowadzania przebiegu zmiennosci funkcji. Ponizej punkty ozna-
czone jedna gwiazdka moga by¢ w pewnych przyktadach trudne do wykonania (i w takich przypadkach mozna je
pominad), a oznaczone dwoma gwiazdkami mozna zupelnie pomija¢ (aczkolwiek czasem warto je wykonaé, bo moga
pomédc w dokladniejszym ,zrozumieniu” funkcji).

Przypomnijmy, ze funkcje f: A — R nazywamy parzyste (odp. nieparzystq), gdy dla dowolnego punktu a € A
zachodzi: —a € A oraz f(—a) = f(a) (odp. oraz f(—a) = —f(a)). Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem
osi Y, a wykres funkcji nieprzystej jest symetryczny wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.

Przebieg zmiennosci funkcji
* punkty opcjonalne (zalezne od poziomu komplikacji)
** punkty nadobowiazkowe (niewymagane)

1. Dziedzina funkcji i punkty jej nieciaglosci.

la**, Parzystos¢ (i nieparzystosé) funkcji, miejsca zerowe i punkty wspolne z osia Y.

2. Wartosci funkcji w tych kraricach dziedziny, ktore do niej naleza, oraz w punktach nieciaglosci.
3. Granice funkcji w tych krancach dziedziny, ktére do niej nie naleza, oraz w punktach nieciaglosci.
4. Asymptoty.

5. Pochodna i jej dziedzina.

5a**. Granice pochodnej w punktach dziedziny wyjsciowej funkcji, ktére nie naleza do dziedziny pochodnej, oraz
w punktach niecigglosci pochodne;j.

6. Miejsca zerowe i znak pochodne;j.

7. Tabelka monotonicznoscei (i sklejanie w niej) z wartosciami funkcji w ekstremach.
8*. Druga pochodna i jej dziedzina.

8a*. Miejsca zerowe i znak drugiej pochodne;j.

8b*. Tabelka wypuklosci.

9. Tabelka konicowa.

10. Wykres funkcji.

8 Rachunek calkowy funkcji jednej zmiennej

Cho¢ w nowoczesnej analizie kréoluje catka Lebesgue’a, ktorej wprowadzenie do matematyki stanowito przetom w ana-
lizie, rozszerzajac granice rachunku catkowego daleko poza to, co bylo mozliwe przy uzyciu klasycznej catki Riemanna,
w niniejszym kursie, z uwagi na jego niewielkie ramy czasowe, skupimy sie wylacznie na jej prototypie, czyli wspo-
mnianej calce Riemanna. Aby jednak nauczy¢ sie nig postugiwaé, wczesniej warto omowié operacje odwrotng do
rozniczkowania — czyli catke nieoznaczong, ktora okaze sie byé kluczowa w rachunku catkowym.

8.1 Funkcja pierwotna i catka nieoznaczona

8.1 Definicja.
Moéwimy, ze funkcja F' jest funkcja pierwotng funkcji f: I — R okreslonej na przedziale I C R, gdy F jest
okreslona i rézniczkowalna we wszystkich punktach przedziatu I oraz:

Veel: F(z)=f(z).

Zgodnie z Wn. (str.[33)), jesli funkcje F oraz G sa funkcjami pierwotnymi dla f: I — R, to G(z) = F(z) + ¢
dla pewnej statej ¢ oraz wszelkich x € I. Z latwoscia sprawdza sie takze, ze dla dowolnej statej ¢, pochodna
z funkcji  — F(x) + ¢ jest identyczna z pochodna funkeji F. Z tego wzgledu zbior wszystkich funkeji postaci
x — F(z) 4 ¢, gdzie ¢ € R jest dowolng stata, a F jest ustalong funkcja pierwotng funkcji f, nazywa sie catkq
nieoznaczong z funkcji f i oznacza si¢ przez f f(z)dx. (Litera = w zapisie calki nieoznaczonej ma charakter
Jokalny” [.chwilowy”| i moze zostaé¢ zastapiona dowolng inng litera, ktora w danym kontekscie nie zostala uzyta
do oznaczenia czegokolwiek; tak wiec: [ f(z)da = [ f(t)dt = [ f(y)dy itd. Dla poréwnania, jesli f jest funkcja
z parametrem a, np. f(z) = az? + br + ¢, mozemy napisa¢ [ f(z)dz, ale zapis [ f(a)da jest niedozwolony, bo
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litera a jest zarezerwowana na oznaczenie jednego ze wspolczynnikéw funkeji f). Funkcje f w zapisie [ f(z)dx

nazywa sie funkcja podcatkowq.
Uwaga: Funkcja pierwotna zawsze rozpatrywana jest na przedziale: nawet jesli dziedzina wyjsciowej funkcji jest

sumgy kilku przedzialow, mozemy pytaé o jej funkcje pierwotna na kazdym z tych przedzialow z osobna.

Nabyte w rachunku rézniczkowym do$wiadczenie moze staé sie zrédtem blednej przestanki, ze wyznaczanie funkcji pier-
wotnych jest zagadnieniem prostszym, niz w istocie jest. Chociaz z kazdego ,rozsadnego” wzoru mozna bez wiekszego
trudu wyznaczyé pochodna, w odniesieniu do calek nieoznaczonych podobne zdanie jest bardzo odlegte od prawdy:
prawda jest taka, ze tylko dla stosunkowo niewielkiej liczby wzoréw (ogolnej postaci) catke nieoznaczona da sie wyzna-
czy¢. Z tego wzgledu wazne jest, by poznaé techniki liczenia takich catek. Zacznijmy jednak od podstawowych wzordw,
ktore powstaja przez przeksztalcenie odpowiednich wzoréw na pochodna. W ponizszej tabeli pominelismy sktadnik
»+C7, ktory nalezy zawsze dopisa¢ do wzoru w momencie, gdy nie bedzie w nim zadnego znaku calki nieoznaczonej.

f(x) | [ f(z)dx Uwagi

a azr a € R stala

p+1
xp P p# -1
1=g? In |z| osobno w (—00,0) i w (0, 00)

a® e a>0,a#1

e’ e’ e=2,7182818284...
sin x —cosT
cos T sinx

1
cos? x tgw
sin12 T B Ctg z

117:1:2 arcsin
Tl/x? arctg x

8.2 Obserwacja.
Catka nieoznaczona jest operacjg liniowq, tzn.:

/(af(x)+bg(x))dx=a/f(x) dx+b/g(x) dz,

o ile tylko a i b to (dowolne) state rzeczywiste.

8.3 Przyktad.
Z punktu (C) Prz. [7.5] (str. wynika, ze (z|z|)’ = 2|z|. W takim razie:

1
/|x\ dz = 5x\l| +C.

Dwie podstawowe metody natury ogélnej do wyznaczania calek nieoznaczonych to catkowanie przez czesci oraz
catkowanie przez podstawianie, ktére przedstawiamy ponizej.

8.4 Obserwacja. (Calkowanie przez czesci)
Jesli funkcja g jest rézniczkowalna, a [ f(x)dx = F(z) + C, to:

[ @) ds = Fag(o) - [ F@ig (@) da.
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Powszechnie stosowany zapis:

8.5 Obserwacja. (Calkowanie przed podstawianie)
Jesli g jest funkcjq rdzniczkowalng oraz [ f(t)dt = F(t) + C, to

/f(g(x))g’(w) dz = F(g(z)) + C.

Powszechnie stosowany zapis:

/ Flg(@)g (@) dz = | @507, | = / f(t)ydt = F(t) + C = F(g(x)) + C.

8.6 Przyktlad.
Jako przyklad zastosowania obu powyzszych metod, wyznaczymy calke [Inzdz na dwa sposoby.

Sposob 1: catkowanie przez czeci. Zapisujemy Inz jako iloczyn Inx -1 i czynnik Inx oznaczamy przez wu,
a czynnik 1 przez v'. Aby zastosowa¢ wzor na calkowanie przez czesci, musimy odgadnaé funkcje v, czyli wyznaczyé
catke nieoznaczong z v'. Ale [v/'(z)dx = [1dz =z + C. A zatem mozemy zastosowaé catkowanie przez czesci.
Moment, w ktérym stosujemy te metode, to pierwszy znak réwnosci ponizej:

— — 1
/lnxdxz uZlnp v=1 zlnx-x—/f-a:da:lenx—/ldz:zln:r—x—FC,
- x

czyli [Inzdz = zlnz —z + C.
Sposob 2: catkowanie przez podstawianie. Tym razem zastosujmy podstawienie ¢t = In . Innymi stowy:

(8:1) r=e,

a stad dz = e’ dt (po lewej stronie napis dz jest poprzedzony pochodna lewej strony wzoru , traktowanego
jako funkcja zmiennej =, natomiast po prawej stronie napis dt jest poprzedzony pochodnag prawej strony tegoz
wzoru, traktowanego jako funkcja zmiennej t). Dalsze procedowanie w metodzie podstawiania przedstawia ponizszy
rachunek (moment zastosowania tej metody to pierwszy znak rownosci; w dalszej czesci stosujemy catkowanie przez
czesel):

1 =t ’
/lnwdx: iy :/tetdt: u=t v'=e, :tet—/1'etdt:tet—et—ﬁ—C’:lnawx—x—}-C

de=e® dt u=1 wv=e

(w ostatnim kroku powréciliSmy ze zmiennej ¢ do zmiennej x). Kluczowe w tej metodzie jest to, by tak dobra¢
podstawienie, by z jego pomoca z wyjéciowej catki pozby¢ sie kazdej litery x — dotyczy to takze litery x w napisie
dx, tak wiec wérod wzoréw zamieniajacych litere x na nowa musimy otrzymac taki wzor, w ktérym pojawi sie dx.

8.7 Przyklad.

(A) Aby wyznaczy¢ catke [ e coszdz, nalezy zastosowac calkowanie przez czesci dwukrotnie, wazne przy tym,
by w obu krokach funkcja u byla tego samego rodzaju (tzn. albo dwukrotnie u to funkcja wyktadnicza, albo
dwukrotnie u to funkcja trygonometryczna), np.:

— [ . —_—t /I__ T
/exCOSJTdJC: yZeonr Vil zcosa:-ex-f'/smx-e”‘dx: o
u=—smx v=e u'=cosx v=e

=e¢%cosx +sinx - e —/cosx-e””dx.
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Otrzymalismy wiec, ze f e’ cosxdr = e cosx + e”sinx — f e’ coszdx. Jesli teraz catke po prawej stronie

przeniesiemy na lewsa strone, otrzymamy: 2 f e cosxdx = e® cosx+e? sinz+C’ i tym samym f e’ cosxdxr =
%ew cosx + %eﬂ” sinz 4+ C (koricowej statej C nigdy nie przemnaza sie przez liczby).

(B) Czasem, aby obliczyé¢ calke, stosuje sie bardzo nieprzewidywalne podstawienie. Przyktadem dobrze to ilu-

strujacym jest tzw. podstawienie Eulera, ktore tutaj przedstawimy. Aby obliczy¢ catke [ %, dokonujemy
podstawienia Eulera

(8:2) x4+ V1422 =t

Zauwazmy, ze (v+V1+ %) = 1+ 3112 = V\l/l‘ﬁﬂ';‘x, a wiec mozemy nieformalnie napisa¢: (x++v/1 + z2) =
\/117. W takim razie wzoér (8:2)) prowadzi do nieformalnego réwnania ﬁ dz = dt, ktére — po podzieleniu
obustronnie przez ¢t — daje nam wzor \/% = %, ktory juz jest catkiem poprawny. Zatem:

-+ 1+x2=t
dax —_dt

dx
/\/1+x2_ Vig?

dt
:/?=1n|t|+C:1n(x+ 1+22)+C

(w ostatnim kroku powrécilisémy do zmiennej x i uwzglednilismy to, ze x + v/1 + 22 > 0 dla wszelkich z € R
[dlaczego?]). Tak wiec [ \/ﬁf? =In(z+v1+a?)+C.

(C) Czesto stosowanymi podstawieniami, przydatnymi zwlaszcza wtedy, gdy w funkcji podcatkowej wystepuja
wylacznie funkcje trygonometryczne zmiennej x, sg nastepujace dwa:

1—¢t2

. — 2 .
o tg 5 =t; wtedy: sinz = ﬁ—ttg, cosx = ﬁ, tgx = lz—ttg, ctgr = 5 oraz do = 1_ir%dt; podstawie-

nie to do$¢ czesto zamienia funkcje podcatkowe na funkcje wymierne, ktérych catkowanie omawiamy
w nastepnej czesci skryptu;

e tgx = t — wygodniejsze, ale przydatne tylko wtedy, gdy funkcja podcatkowa jest funkcja wyrazen
. 2
2z, sinwcosw, tgx (= S oraz ctgx (= $57); przy takim podstawieniu: sinx = Jr—ﬁ,
s ! dt.

_ _ _ 1
s g =1, ctga = ; oraz do = 75

sin? T, Cos

2

cos® x = sinxcosx =

1

+22°

(D) Kazde podstawienie w postaci réwnania, z ktorego da sie wyznaczy¢ zmienna x, jest wykonalne (o ile wzor
na z to funkcja rézniczkowalna): bo wtedy wzor na & mozemy zrozniczkowaé, by otrzymaé wzor na dz —
tym samym z wyrazenia pod calky pozbedziemy sie kazdej litery z. Dotyczy to w szczegolnosci (bardzo
prostych) podstawieni liniowych (tzn. takich, ze wzor na ¢ jest wielomianem stopnia 1 zmiennej x). Nalezy
jednak pamietam, ze nie kazde wykonalne podstawienie jest wlasciwe, tzn. niekoniecznie musi ono przyczynié
sie do wyznaczenia calki.

8.2 Calka funkcji wymiernej

Przypomnijmy, ze funkcja wymierna to iloraz dwoch wielomianow. W tej czesci opiszemy do$é ztozona metode wyzna-
czania catek funkcji wymiernych. W kontekscie obliczania catek nieoznaczonych funkcje te dziela sie na dwie zasadnicze
grupy. Pierwsza z nich zawiera stosunkowo niewiele funkcji wymiernych, a ich zasadnicza cecha jest to, ze nie umiemy
przedstawi¢ mianownika jako iloczynu wielomianéw wylacznie stopnia 1 lub 2. Gdy natkniemy sie na taks calke w ja-
kim$ zbiorze zadan (czyli bedzie to calka, ktora sie wyznaczy¢!), najczesciej bedzie tak, ze albo podstawienie nowej
zmiennej za caly mianownik bedzie wykonalne i pozwoli wyznaczy¢ catke, albo mianownik bedzie potega pewnego
wielomianu, za ktéry nalezy podstawi¢ nowa zmienna. Zobaczmy to na dwoéch przyktadach:

8.8 Przyktad.

z5+1
264+6x—1
W takim razie testujemy podstawienie t = 25 4+ 62 — 1 (podstawiamy caty mianownik). Wtedy dt = (62 +
6) dz = 6(z° + 1) dz. Tym samym (z° + 1) dz = § dt. Szczesliwie wyrazenie (z° 4 1) do pojawia sie w nasze]
calce. Co wiecej, funkcja podcatkowa ma taka postaé, ze mozemy sie¢ pozbyé¢ kazdej litery x przy takim
podstawieniu:

(A) Chcemy wyznaczy¢ [ dz. Zauwazamy, ze mianownik jest wielomianem, ktérego nie umiemy roztozyé.

33‘5 +1 20 tr—1=t % de 1 1 6
/mdx: (a°+1) da=1 dt =/7=gln\tl+(1:51n\w +6z—1/+C.
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(B) Tym razem rozwazmy znacznie trudniejszy przyktad:

/ 29+ 625 + 2t + 5z + 1 d
x
(25 + 52 4+ 1)3(219 + 1025 + 225 + 2522 + 10z + 1)

Tym razem mianownik zawiera dwa czynniki, z ktorych zaden nie wyglada na rozkladalny. Jednakze wielomian
wystepujacy w pierwszym nawiasie mianownika ma stopieni 5, ktory jest o potowe mniejszy od stopnia wielo-
mianu w drugim nawiasie mianownika. Poniewaz zadano nam taka catke, musi ona byé¢ wyliczalna. W takim
razie by¢ moze ten pierwszy nawias ma by¢ pewna podpowiedzia. ..? Jesli pdjdziemy tym tropem i spraw-
dzimy, ile to jest (z°+5x+1)?, okaze sie, ze jest to dokladnie 20 +1025 +22° + 2522 4+ 102+ 1, czyli zawartosé
drugiego nawiasu. Zatem mianownik funkcji podcatkowej to (z° + 5z + 1)°. Ale tak przeksztatcona funkcja
podcalkowa wciaz nie wyglada przystepnie. Skoro z mianownikiem poradziliémy sobie z uzyciem wielomianu
2?4+ 5z 41, sprobujmy odgadnaé, co ma wspoélnego licznik utamka pod catky z tym wielomianem. W tym celu
podzielmy (z reszta) wielomian z licznika przez x° +5x+ 1. Gdy wykonamy takie dzielenie, okaze sie, ze wielo-
mian z licznika jest podzielny przez x°+5z+1, a doktadniej 2° +62° +2* +524+1 = (2% +5z+1)(2*+1). Zatem

funkcja podcatkowa to . Zaraz, zaraz, ale pochodna z x° + 5z + 1 to 5(z* + 1), wiec podstawienie

zt41
(x5+bx+1)4
t = 2° + 5z + 1 jest wykonalne:

/ 22 +62° + 2t +5r+1 d / 2t +1
p xr = —_—
(® 4+ bz + 1)3(x10 4 1026 + 225 + 2522 4+ 10z + 1) (® + bz +1)4
2°+5z+1=t 1 rdt 1 1 ¢33 1
=|s@*+)de=dt |= = | — =2 [+ *dt=2-—4+C=— C.
(54“)2130:%& 5/ 4 5/ 5 —3 + 15(x® + 5z + 1)3 +

Tych Czytelnikow, ktoérym ten przyktad wydaje si¢ bardzo trudny, uspokajamy, ze w zbiorach zadan i innej
literaturze tematu zadania na catkowanie funkcji wymiernych na ogél nie wymagaja az takiego sprytu. Tutaj
chcielismy jedynie naswietli¢ klopoty, z jakimi mozna sie¢ zmagaé przy wyznaczaniu catek nieoznaczonych.

Najbardziej pospolite zadania z calkami funkcji wymiernych dotycza funkcji, ktérych mianownik jesteSmy w stanie
roztozy¢ na iloczyn wielomianow wytacznie stopnia 1 lub 2. O tym, ze tak sie da zrobi¢ zawsze (cho¢ nie zawsze ludzie
sa w stanie to zrobi¢), swiadczy ponizsze twierdzenie:

8.9 Twierdzenie.
Kazdy niestaty wielomian jednej zmiennej o wspotczynnikach rzeczywistych jest iloczynem pewnych wielomiandw,
z ktorych kazdy albo ma stopien 1, albo jest tréjmianem kwadratowym z ujemnym wyrdéznikiem.

Dalsza opowiesé o tym, jak scatkowaé funkcje wymierna, bedziemy prowadzi¢ przy zalozeniu, ze mianownik takiej
funkcji jest przedstawiony jako iloczyn takich czynnikéow, o jakich mowa w powyzszym twierdzeniu. Niech wiec f

bedzie funkcja wymierna postaci f(x) = g((;)), gdzie W i Q to wielomiany jednej zmiennej, przy czym Q(z) =

Vi(z)Pr - Vo(z)P2 - ... Vi(z)Pr, gdzie V; to wiclomian stopnia 1 lub trojmian kwadratowy z ujemnym wyréznikiem.
Zaktadamy przy tym (co bardzo wazne!), ze wielomiany Vj,...,V, sa parami nieproporcjonalne (tzn. jesli
Vi(z) = cVi(z) dla pewnej stalej, to j = k). W takiej sytuacji funkcje f mozna rozlozy¢ (jednoznacznie!) na sume
wielomianu i tzw. utamkdw prostych. Ulamek prosty (w kontekscie funkcji wymiernych jednej zmiennej) to funkcja,
ktora ma jedna z dwoch postaci:

. mn—>m,gdzieAeR\{O},aeR\{O},beRoraZkeNl;albo

° I %,gdzie A Bya,b,c € R, A2+ B%2#0,a#0, (A=) b*—4ac <0 oraz k € Ny.

Aby opisa¢, jak wyglada taki rozktad, wprowadzmy dla uproszczenia pomocniczg terminologie: czes$é rozktadu wyzna-

czona przez nawias V;(z) mianownika V4 (z)P* ... V,.(z)P" to suma > 1o, ‘Z’“(S;L utamkow prostych (w ktorych licznik

Li(z) ma posta¢ zgodna z definicja utamka prostego, a jego wspolczynniki to niewiadome). Dla przykladu: czesci
rozktadu wyznaczone przez poszczegdlne nawiasy mianownika z2(2z — 3)4(22 + x + 1)2 to:
e 4+ 5 |nawias z; A i B to niewiadome];

. 25_3 + (Meg)z + (2m€3)3 + (2153)4 [nawias 22 — 3; C, D, E i F to kolejne niewiadome];

. ﬁ_”gfl + (IQI_’?L'_I])Q + (Iﬁz;ﬁy [nawias 2 +2 +1; G, H, I, J, K, L to kolejne niewiadome].
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Wreszcie, jesli stopien licznika funkcji wymiernej jest nie mniejszy niz stopieni jej mianownika, cze$é rozktadu wy-
znaczona przez licznik to wielomian stopnia d = deg(W) — deg(Q) (gdzie deg oznacza stopienn wielomianu), ktorego
wspolezynniki to kolejne niewiadome rozkladu. Kontynuujac poprzedni przyklad (w ktorym mianownik ma stopien
12):

e jesli stopien licznika jest mniejszy niz 12, licznik ten nie wyznacza czesci rozkladu (tzn. czesé rozkladu wyznaczona
przez licznik jest wielomianem zerowym);

jesli stopien licznika jest rowny 12, wtedy czes$¢ rozkladu wyznaczona przez licznik to jedna stata: M [M to
kolejna niewiadomal];

jesli stopieni licznika jest réwny 13, wtedy czes¢ rozkladu wyznaczona przez licznik ma postaé: Mz + N [M i N
to kolejne niewiadomel;

jesli stopien licznika jest réwny np. 15, wtedy cze$é rozkladu wyznaczona przez licznik ma postaé: Ma> + N2 +
Pz + R [M, N, P iR to kolejne niewiadome].

Pelny rozklad dla funkcji wymiernej to suma czesci rozkltadu wyznaczonych przez wszystkie nawiasy mianownika oraz
przez licznik. Jesli te sume oznaczymy przez ., . jest wyrazeniem algebraicznym, w ktéorym wystepuje kilka lub
wiele niewiadomych (sa to wspoétczynniki licznikéw utamkow prostych oraz wielomianu wyznaczonego przez licznik).
Nastepny krok do scatkowania funkcji wymiernej to rozwigzanie rownania z tymi niewiadomymi, postaci:

Vi)

(8:3)

Kluczowe w tym miejscu jest ponizsze nietrywialne twierdzenie:

8.10 Twierdzenie.
Dla dowolnej funkcji wymiernej réwnanie (8:3) ma doktadnie jedno rozwigzanie.

Precyzyjnie, niewiadomym wystepujacym w tym roéwnaniu mozna nada¢ wartosci w jeden jedyny sposob, tak by
powyzsze réwnanie bylo spelione.

Aby rozwiazaé , przede wszystkim nalezy przemnozy¢ obustronnie przez mianownik lewej strony. A potem
mozemy np. za x podstawia¢ dowolne wartosci liczbowe (nawet mozemy podstawiaé¢ liczby zespolone!), by otrzymadé
kolejne réwnania z konkretnymi warto$ciami wspoélczynnikéw przy niewiadomych. Mozemy tez np. obliczyé pochodna
(i kolejne pochodne) po obu stronach réwnosci i znéw podstawia¢ dowolne wartosci liczbowe za z. W ostatecznosci
zawsze mozemy wymnozy¢ wszystkie nawiasy po obu stronach znaku réwnosci, potem pogrupowaé¢ sktadniki wg
poteg zmiennej = i poréwnujac wspolezynniki po obu stronach wypisaé¢ dokladnie tyle rownan (liniowych), ile jest
niewiadomych. Zgodnie z powyzszym twierdzeniem, uklad taki ma dokladnie jedno rozwiazanie, co czesto przyspiesza
rozwiazywanie powstatego ukladu rownan. Zanim oméwimy ostatni krok wyznaczania catki z funkcji wymiernej,
powyzsza dyskusje zilustrujmy konkretnym przyktadem.

5

8.11 Przyklad.

Roztozymy na utamki proste funkcje wymierna f(x) = % Rozpocznijmy od tego, ze stopien licznika

jest o 1 wiekszy od stopnia mianownika, zatem czesé¢ rozktadu wyznaczona przez licznik ma postaé: Az + B.
Dalej, rozt6zmy mianownik: (2x —2)(z% —1) = (22 —2)(z —1)(2? + 2+ 1). Chociaz wyréznik tréjmianu z ostat-

niego nawiasu jest ujemny, otrzymany rozktad nie jest prawidtowy, gdyz dwa pierwsze nawiasy sa proporcjonalne:

2z — 2 =2(x — 1), tak wiec poprawny rozktad mianownika to:

2z —2)(z® — 1) = 2(z — 1)3(z* + 2 + 1).
Wypiszmy teraz kolejne czedci rozktadu — wyznaczone przez nawiasy mianownika:

e wspoOlezynnik 2 poprzedzajacy nawiasy nie wyznacza zadnych czesci rozkladu;

faq e D .
e nawias x — 1 wyznacza czesS¢: —=7 + EEER
taa M2 sh. _Ext+F
e nawias z° + x + 1 wyznacza czes¢: e

Zatem w tym przyktadzie réwnanie (8:3|) przybiera postaé:

z®+1 Apsps C D Ex+F
20r —1)2(22 +x+1) v x

-1 (x—1)2+x2+x+1'
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Mamy wiec 6 niewiadomych. Po przemnozeniu powyzszego réwnania przez mianownik lewej strony, otrzymujemy
réwnanie postaci:

(8:4) 2° +1=2(Az+ B)(x — 1)*(@* + 2+ 1)+ 2C(x — 1) (z? +x +1) +2D(2* + 2+ 1) + 2(Ex + F)(z — 1)%.

Poczatek jest latwy: wstawmy x = 1 (tj. miejsce zerowe wielomianu stopnia 1 bedacego zawartoscia jednego
z nawiasOw mianownika), by otrzymac: 2 = 6D, czyli D = % Nie istnieje jedna najlepsza metoda postepowania
w kolejnych krokach. Mogliby$my np. podstawi¢ dowolne 5 innych liczb, by otrzymaé kolejnych 5 réwnan, a potem
je rozwiazaé. Tutaj pokazemy rozumowanie, ktore postrzegamy jako sprytniejsze.

Przerzuémy sktadnik z prawej strony rownania zawierajacy niewiadoma D na lewa strone i przemnoézmy

obustronnie przez 3:
(8:5)  3a% —22% — 20 +1=6(Az+ B)(x —1)*(2® + 2 +1) +6C(z — 1)(2® + x + 1) + 6(Ex + F)(z — 1)

Zauwazmy, ze prawa strona zeruje sie dla x = 1. W takim razie wielomian po lewej stronie jest podzielny przez z—1.
Gdy wykonamy dzielenie tego wielomianu przez x—1, otrzymamy 3x° —2z2—2x+1 = (z—1)(3z*+323+ 322 +2—1).
Po podstawieniu tego wzoru do (8:5)), mozemy obustronnie podzieli¢ przez x — 1, by otrzymac:

(8:6) 32t 4+ 32° + 322 + 2 —1=6(Ar + B)(z — 1) (2 + 2+ 1) +6C(2® + 2+ 1) + 6(FEx + F)(z — 1).

Do powyzszego wzoru ponownie wstawiamy = = 1 (z racji, ze w mianowniku wyjsciowej funkcji czynnik = — 1
mial potege 2, wartosé 1 za x mozemy podstawia¢ dwukrotnie) i wyznaczamy C: C = % Powtarzamy poprzednia
operacje: w rownaniu przenosimy sktadnik z niewiadoma C' na lewa strone, potem zauwazamy, ze prawa strona
zeruje sie dla x = 1, i rozkladamy wielomian po lewej stronie: 3z* + 32% — 22 — 4 = (z — 1)(32% + 622 + 62 + 4).
Nastepnie lewa strone zastepujemy przez ten iloczyn i obustronnie dzielac przez x — 1, otrzymujemy:

(8:7) 32° + 622 + 62 +4=6(Az + B) (2> + z+ 1) + 6(Ez + F).

Teraz mozna by np. za x wstawié¢ oba zespolone miejsca zerowe wielomianu 2+ x + 1, by w ten sposéb wyznaczyé
E i F (a potem pozostatoby jedynie przenies¢ ostatni sktadnik na lewsg strone i te nowa lewsa, strone podzieli¢
przez wielomian 2 + x + 1, by ostatecznie wyznaczyé A i B). Tutaj pokazemy jednak bardziej tradycyjne podej-
$cie, tzn. bedziemy postugiwaé sie wylacznie liczbami rzeczywistymi. Do rownania podstawmy za z kolejno
0,1,—1,—2, by otrzymaé¢ uktad réwnan:

6B+ 6F =4
18(A+ B) 4+ 6(E + F) =19
6(B—A)+6(F—E)=1
18(B — 24) + 6(F — 2E) = —8

Aby ulatwié¢ rachunki, przyjmijmy pomocniczo: a = 64, b = 6B, e = 6F oraz f = 6F. Powyzszy ukltad przybiera
wtedy postaé:

b+ f=4

3a+3b+e+ f=19

b—a+f—-e=1

3b—6a+ f—2e=-8
Moglibys$my teraz zaprzac macierze i metodami algebry liniowej rozwiazaé¢ 6w uklad, ale tutaj zrobimy to metodami
szkoly sredniej. Z pierwszego réwnania otrzymujemy f = 4 — b, co po uwzglednieniu w trzecim réwnaniu daje
(po przeksztalceniu): e = 3 — a. Podstawiajac oba te wzory do drugiego i czwartego réwnania, po uproszczeniu

otrzymujemy:
a+b=6
b—2a=-3

Odejmujac powyzsze rownania stronami, wyznaczamy a: a = 3, a zatem b = 3, a stad e = 01 f = 1. Ostatecznie
otrzymujemy: A = B = %, E=0oraz F = %, czyli:

a2’ +1 Lo i N 3 N :
=_-x+ = )
2z —1)2(@?2+z+1) 27 2 z—-1 (x—-1)22 a2+z+1

Gdy juz wiemy, jak rozktadaé¢ funkcje wymierne (ktorych mianownik udato nam sie roztozy¢ zgodnie z Tw. ,
musimy jedynie scatkowaé poszczegolne sktadniki, korzystajac z liniowosci catki. Jak zobaczymy ponizej, tylko ostatni
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ich rodzaj jest ktopotliwy. Najpierw oméwmy dwa proste rodzaje sktadnikow:

e skladnik postaci wielomianowej oczywiscie catkujemy w sposob trywialny, zgodnie ze wzorami zamieszczonymi
w tabelce na stronie [T}

e sktadnik postaci ﬁ calkuje sie przez proste podstawienie (lub przez zastosowanie gotowego wzoru — zob.
ponizej) — pamietajmy, ze a # 0:
/ Adz P A/f’“dt At|+C gdyk=1 Alnjaz + b +C gdy k=1
_— le = — frng 1—k frng .
(ax + ) i %tl_kJrC gdy k> 1 —WW—FC gdy k>1

Pozostaje wiec nauczy¢ sie catkowa¢ utamki proste postaci (ax?f% (gdzie wyroznik trojmianu z mianownika jest
ujemny, a k > 1). W tym celu najpierw przedstawiamy trojmian z mianownika w postaci kanonicznej: ax? + bz + ¢ =
a(z — p)? + ¢, po czym wyciagamy wyraz wolny (czyli liczbe ¢) przed nawias (ta liczba na pewno bedzie rézna od
zeral): ax? +bxr+c = qlg(z —p)? +1]. Nastepnie pierwiastkujemy liczbe 4 (na pewno bedzie dodatnial) i weiggamy do
nawiasu, ktérego zawartosé podnoszona jest do kwadratu: az? + bx + ¢ = q[(\/%(x —p))? + 1], doprowadzajac w ten
sposob trojmian do postaci ax? + bx + ¢ = g[(ax + 8)% + 1] (przy czym a > 0). Na koniec wspotezynnik ¢ wyciggamy
z mianownika przed calke, zarazem podstawiajac t = ax + 3, czyli
_t-h

oraz dz = % Wzor (8:8)) pozwala nam przedstawi¢ licznik ulamka prostego w postaci Kt + L. Zatem:

Az + B Az + B t=az+f 1 Kt+ L
e dz = de=| =32 |=.. = — [ - dt
(ax? + bz + c)* [g((az + B)* + 1)]* do=-dt ¢ ) (£ +1)F

K 2 7/ dt
C 2¢ka ) (124 1)k gca ) (1+t2)k°

Wystarczy wiec obliczyé¢ dwie powyzsze calki. Pierwsza z nich to tatwe zadanie:

/ 2dt [ :/ds:{ln|5|+0 gdy k=1

(1 +t2)k T | 2tdt=ds 87 511:;: +C gdyk>1 ’
czyli:
(8:9) / 2tdt  [In(1+#)+C gdy k=1

Aby wyznaczy¢ te druga catke, wprowadzmy dla uproszczenia oznaczenie:
dt

Iy = | ———— ke Nyp).

F /(1+t2)k ( 1

Oczywiscie — zgodnie z tabelka na stronie [d1] — I; = arctgt + C. Dla k > 1 wyprowadzimy rekurencyjny wzor na Iy,
wychodzac od Ij—1 (ponizej wykorzystujemy wzor ):

1+ ¢ / 1 1/ 2t u=t v'=PE
L= [ —pdt= [ dt s [t dt=| ) (HOF | =
o /(1+t2)’c (L+e)F 702 @4 e)E | W e Gt
+

t 1 1 t 1
=1 — - =1 — I
ET oDy 2/(k—1)(1+t2)k—1 P k—2) A4 e2)T 2k —2 kTl

skad otrzymujemy wzor na Ij:

8.12 Twierdzenie.
Dla I}, = f(lfitg)k zachodzi rekurencja:

I, = arctgt+ C,
I, = L + 23 (k>1)
k= @k—2)(1+t2)F—1 T 2k—2 k-1 :
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8.13 Przyktad.

Obliczmy [ - z—1

(O dx. W tym celu najpierw przeksztatcamy tréojmian z mianownika:

e ST G S LG R (G
2

Zatem bedziemy podstawiac t = Sz +

Wl

/—xfl da;:/ vl dz = iit?_lt/gg_l_l Sa
(222 + 22+ 5) 2((Zz+1)2+1)2 de=3 dt (2)2(t2+1)2 2

43 1 [ 3t-3 t—1 1 2t
,,,,, St dt= | ————dt== [ ———dt— I, =
9 2 2/(1+t2)2 /(1+t2)2 2/(1+t2)2 2

Zgodnie ze wzorem (8:9)), [ (lfﬁ dt = —% + C. Natomiast z Tw. otrzymujemy: I, = m +1in =
m + % arctgt + C. W takim razie powyzszy rachunek mozemy kontynuowaé nastepujaco:

_ 1 _( t —|—1arct t)-i—C——
T o)\t 2O -

1+¢ 1
—— — —arctgt+ C
21+ ) 2arcg +

2(x+2)

1
= — — —arct (
o1+ o+ 1)) 277

2 1
= - C.
3ﬂc+ 3) +

Teraz juz pozostaje jedynie uprosci¢ pierwszy utamek powyzszego wyrazenia, co pozostawiamy Czytelnikowi.

8.14 Uwaga.
Z uwagi na to, ze wzor rekurencyjny podany w Tw. jest stosunkowo prosty, mozna tatwo odgadnaé wzor
ogolny na I, (dla k > 1):

I t (2k — 3)t (2k —3)(2k —5)-...-3-t
TRt 2R @h—2)k AL T @k )k —4) ... 2(1 4 &)
(2k—3)(2k—5)- ...
2k —2)(2k—4). ... e+ e
Precyzyjnie, I, = ag arctgt—f—zj 1G5 (1+t2)1, gdzie, dla j € {1,. — 1}, a; ma postac
(24 D)(2+3)-... - (2k—3)
YT T2+ 2) .. (2k—2)
DR +3) . (2k=3) PN DR +D) . (2k—2) (1)
o2k G+ (k1) 2125 +2) (25 +4) .- (2k—2) (j—1)!
_ (2k —2)!I(j — 1)! !
C2ki(k = 1)I(29)! - 2R+ 1) (G +2) - (k—l) j!
_ o @Re2G-nyt (2R oG- ()
22k=2—1(k — 1)1(2))1(k — 1)1~ 4k=3 - L(k — 1)12(2j — 2)! (23—1)(23') AT (25 1)
i podobnie:
1-3-...-(2k—3)  1-3-...-(2k—3) 2-4-...-(2k—2)
O @k—2) 2112 (k-1 2-4-..-(2k—2)
_ (2k — 2)! NG ) vy
2kl 1) 2k=1.1.2. . (k—1) 2%-2(k—1)12  4k-1°
Tak wiec:

+C.

/ dt (lei 2) k—1 (Qkk—12) . t
(

DT +Z4k G- A2y
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Na koniec tej sekcji przedstawiamy podsumowanie ogolnej metody wyznaczania calek nieoznaczonych z funkcji
wymiernych.

Ogolny schemat calkowania funkcji wymiernych
1. Roztozyé mianownik na czynniki stopnia 1 lub 2.
la. Rozlozy¢ te czynniki stopnia 2 (mianownika), ktorych wyroznik jest liczba nieujemna.
1b. Polaczy¢ w jeden nawias czynniki proporcjonalne mianownika.
2. Rozpisa¢ ulamki proste dla utamka.
3. Rozwiazaé réwnanie z niewiadomymi wspétczynnikami w licznikach rozktadu na utamki proste.
4. Rozdzieli¢ zadana calke na kombinacje liniowa calek z utamkéw prostych.

5. Wyznaczy¢ caltki utamkow prostych, stosujac m.in. wzor oraz Tw. (por. koricowy wzor w Uwadze [8.14]).

8.3 Calka oznaczona (Riemanna)

W tej czesci wprowadzimy catke (oznaczona) Riemanna. Zasadnicza réznica miedzy caltka nieoznaczona a calka ozna-
czong jest taka, ze ta pierwsza jest funkcja (z parametrem C oznaczajacym staly skladnik), a ta druga jest liczba
(w najgorszym razie wielkoscia nieskoriczona).

8.15 Definicja.
Podziatem odcinka [a,b] C R nazywamy skoriczony zestaw liczb:

(8:10) moa=tyg <ty <...<t.=b
W powyzszej sytuacji liczbe max{ty — tx—1: k € {1,...,r}} nazywamy Srednicqg podziatu 7 i oznaczamy przez
diam 7.

Jesli 7 jest podziatem odcinka [a, b] zadanym przez , zestaw liczb §: &1,. .., &, nazywamy uktadem punktow
posrednich zgodnym z m, gdy:
&, € [tkfl,tk} (k:L...,’I“).
Ciag podzialow 7y, w2, 73, ... odcinka [a, b] nazywamy normalnym ciggiem podziatéw, gdy lim, . diamm, = 0.
Dla funkcji f: [a,b] — R, podzialu 7 zadanego przez oraz uktadu §: &, ..., & punktéw posrednich
zgodnego z 7 okreslamy sume Riemanna funkcji f wyznaczong przez m i § jako:

S(fim.8) D7 F(&R) bk — tron).
k=1

Powiemy, ze funkcja f: [a,b] — R jest catkowalna w sensie Riemanna [w przedziale [a,b]] (lub krotko: catko-
walna), jesli f jest funkcja ograniczong oraz istnieje liczba ¢ € R, taka ze dla dowolnego normalnego ciagu
podzialéw 7y, 7o, 73, . . . odcinka [a, b] oraz dowolnego ciagu 41, d2, Js, . . ., takiego ze §,, to uklad punktéow posred-
nich zgodny z podziatem 7, (dla dowolnego indeksu n), zachodzi:

lim S(f;m,,0n) = c.

n—oo

W powyzszej sytuacji liczbe ¢ nazywamy catkq Riemanna (lub catkq oznaczong Riemanna; lub krotko: catka)
z funkcji f 1 oznaczamy ja przez f; f(z) dz. (Podobnie jak dla catek nieoznaczonych, litera x w zapisie caltki
moze by¢ zastapiona dowolng inna, ktéra w danym kontekscie nie zostata uzyta do oznaczenia czegokolwiek. Tak
wiec: f; f(x)dz to to samo co ff f(t)dt lub np. ff f(ap)dap). Nietrudno pokazaé, ze powyzsza liczba ¢ jest
jednoznacznie wyznaczona (o ile istnieje) i tym samym caltka jest dobrze okreslona. W zapisie f: f(z) dz funkcje
f nazywamy funkcja podcatkowg, a liczby a i b odpowiednio dolng i gorng granicg catkowania.

Zacznijmy od podstawowych wtasnosci catki.

8.16 Obserwacja.
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(a) Calkowanie jest operacjq liniowq. Precyzyjnie: jesli f,g: [a,b] = R sq funkcjami catkowalnymi, to dla dowol-
nych statych a, 8 € R rowniez funkcja af + Bg jest catkowalna oraz:

/ab(af(x) + Bg(x))dx = a/ab f(z)dz + 5/: g(z) dz.

(b) Jesli funkcja f: [a,b] — R jest catkowalna w przedziale [a,b] oraz [¢,d] C [a,b], to jest ona catkowalna w prze-
dziale [c, d).

(c) Jesli a < b < ¢ oraz funkcja f: [a,c] — R jest catkowalna w przedziatach [a,b] i [b,c], to jest ona takze
catkowalna w [a,b] i zachodzi wzor:

/:f(g:)dx /abf(x)der/bcf(z) da.

8.17 Uwaga. (Interpretacja geometryczna calki oznaczonej)
Niech f: [a,b] — R bedzie funkcja catkowalna.

e Jesli f przyjmuje tylko wartosci nieujemne, to catka f: f(z) dz jest rowna polu Py zbioru plaskiego

(8:11) F, def {(z,y) €R?*: z € [a,b], 0<y < f(x)}.

Innymi stowy, F; to fragment plaszczyzny (potozony w pionowym pasie a < z < b) miedzy osia X a wykre-
sem funkcji.

e Jesli f przyjmuje tylko wartosci niedodatnie, to calka f: f(z)dx = —P_, gdzie P_ to pole zbioru ptaskiego

(8:12) Fo Y2, y) eR2: z€lab], flz) <y <O}

(F- to, podobnie jak F, fragment plaszczyzny polozony w pionowym pasie a < x < b miedzy osia X
a wykresem funkcji).

e W ogdlnosci: f: f(x) dzx to roznica pol: P — P_, gdzie Py to pola zbioréw Fy zadanych przez (8:11f) i (8:12)).

8.18 Definicja.
Dla funkcji catkowalnej f: [a,b] — R oraz liczb p, q € [a,b], takich ze p > q okreslamy f; f(x) dx w nastepujacy
sposob:

o [} flz)dz =0, gdyp=q;

o [, f(x)d(z) =~ [} f(z)dz, gdy p > q.

Przy tak okreslonych wielkosciach ,catkowych”, wzor z punktu (c) Obs. zachodzi w pelnej ogblnosci:

8.19 Obserwacja.
Jesli f: [p,q] — R jest funkcjg catkowalng i a,b,c to dowolne liczby z przedziatu [p, q], wtedy:

/acf(x)dx _ /:f(x)dx—i—/bcf(ac) da.

Wyznaczanie catek wprost z definicji jest wrecz niewykonalne. Aby wiec mozna je bylo liczy¢, potrzebne sa pewne
og6lnej natury metody i wzory. Dwie najwazniejsze z nich przedstawiamy ponizej.
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8.20 Twierdzenie. (Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego)
Kazda funkcja ciggla f: [a,b] — R jest catkowalna. Ponadto, jesli funkcja F: [a,b] — R jest zadana wzorem:

F) - [ " f)at,

to F jest funkcjq rézniczkowalng w [a,b] i F'(x) = f(z) dla wszelkich x € [a,b].

8.21 Wniosek. (Zwiazek calki nieoznaczonej z oznaczong)
Niech f: [a,b] — R bedzie funkcjq ciggla i zatdzmy, ze [ f(xz)dx = F(x) + C (gdzie F': [a,b] — R jest pewng
funkcja). Wtedy

b
/ f(@)dx = F(b) — F(a).

8.22 Twierdzenie.
Niech f: [a,b] — R bedzie taka funkcja, takq zZe dla pewnego podziatu

T oa=tg<ti <...<t,=b
zachodzq wltasnosci:

o funkcja f jest ciggta w kazdym punkcie zbioru [a,b] \ {to,t1,...,tr};

e funkcja f ma jednostronne granice liczbowe w punktach to,t1,. .., t..
Dla dowolnego indeksu k € {1,...,r} okreslamy funkcje f: [tk—1,tx] — R wzorem:
f(.’L‘) gdy tp—1 <z <t

fi@) = Qlim, e flz) gdy @ =tia
hma:ﬁt}: flz)  gdyz=t
Wtedy funkcja f jest catkowalna, funkcje fi,..., [} sa cigglte oraz zachodzi wzor:

/ bf(w)dw=; / " fi@)de

te—1

Notacja. Na potrzeby rachunku catkowego (dla wygody), w nawiazaniu do Wn. stosuje sie nastepujaca notacje:
jesli F(z) to wzor, ktory ma sens w przedziale [a, b] 1 okresla w nim funkcje ciagla, wtedy:

(F(z))| = [F()), € F(b) - F(a).

a
W przypadku, gdy F'(x) ma tylko jeden sktadnik, okragly nawias w pierwszym napisie mozna pominaé¢ i mozna pisaé
krotko F (1)’ . Powyzsza notacje mozna takze stosowaé¢ w stosunku do wzoréw, ktore sa okreslone jedynie w przedziale
otwartym (a,ab), a w jego kranicach maja granice (niekoniecznie liczbowe!): jesli tylko napis lim, ;- f(x)—lim,_,.+ f(z)
ma sens i nie jest symbolem nieoznaczonym, jego wartosé¢ staje sie wartoscia symboli (F (x))[ oraz [F(x)]%.

Podamy teraz przyktady obliczania calek z uzyciem wzoru podanego w przywolanym powyzej wniosku.

8.23 Przyklad.
Na dwa sposoby obliczymy calki:

(A) f02 x%e® dx oraz
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/2 .
B) J, " cos z5in20% 7 dz.

Pierwszy sposob, niezalecany, polega na wyznaczeniu calki nieoznaczonej z funkcji podcatkowej i dopiero na koricu
zastosowaniu wzoru z Wn. Drugi sposob, zdecydowanie szybszy i czesto zalecany, polega na stosowaniu
wszelkich regut dla calek nieoznaczonych w sposéb dostosowany do catek oznaczonych — w szczegdlnosci, przy
podstawieniu nie powraca si¢ do pierwotnej zmiennej, tylko przelicza sie granice catkowania.

I sposéb (niezalecany).

Zgodnie z powyzsza zapowiedzia, w tym sposobie najpierw wyznaczamy calke nieoznaczona:

(A)

2 lI__x _ I__ T
22e® dy =|u=ws  v'=el | = 2207 _ 9 [ pedr =|urr vi=el | = 326" — 2| ze® — [ ¥ dx
u'=2x v=e u'=1 wv=e

= 2%e” — 22¢” 4 2% + C = (2% — 2z + 2)e” + C.

W takim razie f02 r?e® dr = (22 — 2z + 2)e®

(B)

2
= 2% — 2.
0

42026 sin2926 4
. 2025 _ | sinz=t |_ 2025 44 — =—
[ eosmsin™ e =[] = [ eat= G 0= S e
2
/2 . 2025 _ sin?9%6 4 ™/ — _1
A zatem fo €os & sin rdr = Fe" o 2026

II sposéb (zalecany).

W tym sposobie na biezaco przeliczamy wartosci liczbowe calek dla poszczegélnych ,elementéow” caltki nie-
oznaczonej. W szczegdlnosci, nigdzie nie pojawia sie konicowka +C. Warto zwrocié szczegdlng uwage na sposdb
przeliczenia granic calkowania przy podstawianiu w ramce w przyktadzie (B).

(A)

]

8

u'=2x v=e u'=1 v=e”

2 2 2
2 I _ P, I_x
/ 22 dx = |uzz’ V=l | = g2eT| 2/ ze® dr =|uFr  v'=el | = 4e? — 2 (zew
0 0

9 2

- / e” d:c)
0 0
2

= 4e? — 4e% + 2% = 2% — 2.
0

/2 2025 sinczlz,’:td 1 t2026 1 1
/ coswsin®?® pdr =| 25254 | = / 2925 qt = = _
0 r=n/2 = t=1 0 2026|, 2026

Jak pokazuje ponizszy rezultat, calka przydaje sie do liczenia pol figur ptaskich (lub ogolniej: obszaréw plaszczyzny
specjalnej postaci).

8.24 Twierdzenie.
Niech f,g: [a,b] = R bedg dwiema funkcjami ciggtymi, takimi ze

vt € [a,b]: f(t) < g(b).

Pole obszaru Fx = {(z,y) € R?*: z € [a,b], f(z) <y < g(x)} to catka f:(g(aﬁ) — f(z)) dx. Podobnie, pole obszaru

I, f(2)
Fy = {(x,y) € R?: y € [a,b], fly) <x<g(y)} to catka fab(g(y) — f(y))dy. (Tym samym oba te obszary majg
réwne pola).

8.25 Przyktad.
Obliczymy na trzy sposoby pole |F'| obszaru F' powstalego przez doklejenie do lewego i prawego boku kwadratu
[—1,1]? potkola o promieniu 1 (ktérego $rednica jest 6w bok).

52 (© Piotr Niemiec



WARSZTAT ANALITYCZNY ZIMA 2026/27

(A)

(B)

Stosujac wzory ze szkoty sredniej, tatwo wyliczy¢ pole obszaru F', dodajac do siebie pola kwadratu oraz dwoch
potkoli: |F| =4+ .

Tym razem zastosujemy calke oznaczona do wyznaczenia pola, opisujac obszar F' sposobem ,najpierw wspot-
rzedna x, potem wspoélrzedna y”. Dlatego najpierw odnajdujemy wspolrzedne punktéw potozonych w F
najbardziej na lewo oraz najbardziej na prawo (sa to, odpowiednio, punkty (—2,0)) oraz (2,0). Tak wiec
zakres dla zmiennej x to —2 < x < 2. Jedli teraz ustalimy w sposéb zupelnie dowolny wspétrzedna x z tego
zakresu, powiedzmy, * = x,, i wéréd punktéow ze zbioru F' potozonych na prostej pionowej x = x, odnaj-
dziemy punkt potozone, odpowiednio, najnizej i najwyzej, beda one mie¢ wspotrzednej postaci (2, yx) oraz
(2o, y™), przy czym wzor na druga wspolrzedna bedzie zaleze¢ od wartosci x,:

edlaz,e[-1,1:y.=-1,9y*=1;

e dlaz, € [—2, —1]: oba ww. punkty leza na obrzezu lewego potkola obszaru, wiec ich wspolrzedne spelniaja
rownanie (z +1)2 +y? =1, czyli yx = —/1 — (2, + 1)2 oraz y* = /1 — (z, + 1)2;

e podobnie dla z, € [1,2]: oba ww. punkty leza na obrzezu prawego potkola obszaru, wiec ich wspohrzedne

spelniaja rownanie (x — 1)2 +y% = 1, czyli y. = —/1 — (z, — 1)? oraz y* = /1 — (z, — 1)2.

Tak wiec widzimy, ze opis zakresu zmiennej y istotnie zalezy od wartosci pierwszej zmiennej. Z tego powodu
obszar F' rozdzielamy na 3 czesci (doktadnie to samo zrobiliémy w sposobie (A) powyzej!):

Fy: {—QSxS—l Sleesl

, Fy:
I (@+1)2<y</1-(z+1)? ? {1§y§1

1<z<?2
Fs: { =T=

VI- - 1P <y</I-(@—17

Wtedy |F| = |Fy|+]|Fe|+|F5| i wystarczy wyznaczyé pola tych trzech obszarow. Za kazdym razem zastosujemy
Tw. Najprosciej obliczy¢ pole drugiego z nich: |Fy| = f_ll(l — (=1)) dz = 4. Wyznaczenie pola obszaru
F) jest znacznie trudniejsze:

-1 —z—1=t 0
|F1|:/ (V1= (@+1)2— (/1 (z+1)?)de =], 5%, =—2/ V1-tdi
) r=—1— t=0 1
1
:2/ VI1-2dt.
0

Zarazem:

/ﬂdt:

1— ¢t dt t
— dt= [ ———dt— [t ———dt =
VI_ 2 Vi_¢2 N u'=1 v=— 1P
= arcsint + t\/1 —t2 — / V1 —t2dt,

czyli

(8:13) /\/1 —t2dt = %(arcsint—&-t\/l —t2)+C.

1
Tym samym |F;| = (arcsint + tv/1 — tz)’ = arcsin 1 — arcsin 0 = 7. Aby wyznaczy¢ pole obszaru F3, nalezy
0
wykonaé¢ podstawienie z — 1 = ¢, ktore prowadzi do identycznej calki jak w rachunku dla |Fy|, i dlatego
|F5] = |F1]. Ostatecznie otrzymujemy |F| =4 + 7.

Tym razem opiszemy obszar F' sposobem ,najpierw y, potem z” (i ponownie zastosujemy Tw. FLatwo
zauwazy¢, ze punkty polozone najnizej (odp. najwyzej) w obszarze F' maja druga wspoOlrzedna rownag —1
(odp. 1), czyli —1 < y < 1. Jedli teraz ustalimy w sposoéb dowolny warto$é zmiennej y z tego zakresu,
powiedzmy y = y, € [—1,1], rownie tatwo zobaczy¢, ze wérod punktow obszaru F polozonych na prostej
poziomej y = y, najbardziej na lewo (odp. na prawo) polozony jest punkt na obrzezu lewej (odp. prawej),
wiec jego wspotrzedne spetiaja réwnanie (z + 1)%2 +y? = 1 (odp. (z — 1)?2 + y? = 1. Tym samym zakres
pierwszej wspolrzednej dla punktéw z obszaru F' polozonych na prostej y = y, ma postac:

“1—V1-y2<z<1++1-—9y2
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A wiec tym razem zbiér mozna opisaé jednym wzorem, bez dzielenia go na mniejsze obszary:

—1<y<1
F: { =¥=

o Tof<a<i+ i
Stad (ponizej stosujemy wzor (8:13)):
1 1
Fl= [ (@ V=) - 1= Vim®)a= [ ereyi= Py
—1 —1

1
= (2y + arcsiny + y/1 — yQ)‘ =2+ arcsinl — (=2 + arcsin(—1)) =4 + 7.
~1

8.26 Przyktlad.

Niektore calki oznaczone mozna wyliczy¢, nawet jesli nie jesteSmy w stanie wyznaczyé catki nieoznaczonej. Naj-
prostszym tego typu przyktadem jest calka postaci ffa f(x)dx, gdzie a > 0, a f jest nieparzysta funkcja ciagla
w przedziale [—a,a], to ffa f(x) = 0. Istotnie, funkcja ta jest calkowalna (na podstawie Tw. , wiec jest
okreslona calka z niej (ktora jest liczba). Co wiecej:

a r=—t —a a
f(fﬂ) dz = w:gi:;;iltfza - - f(it) dt = — f(t) dtv
—a r=a —> t=—a a —a

czyli [* f(z)de = — [ f(z)dz, astad [?, f(z)dz=0.

Podamy teraz podobny przyklad, ale nieco trudniejszy. Obliczmy caltke foﬂe cosx dx. Wszelkie proby
wyznaczenia calki nieoznaczonej z tutejszej funkcji podcatkowej zakoricza sie niepowodzeniem. Co wiecej, gdyby
gbérna granica catkowania miala innag warto$é¢, powyzszej catki mogtoby nie daé¢ sie wyliczyé w sposob Scisle
doktadny. W tym jednak konkretnym przypadku catka jest wyliczalna: po pierwsze, funkcja podcatkowa jest
ciagla, wiec calka istnieje (i jest liczba); po drugie:

Z2—7T(13

r=m—1

™ 0 ™
/ @™ cospdr =| 4o N / e cos(m — t) dt = / !t~ (—cost) dt,
0 ™ 0

=0 _=>
=1 = t=0

czyli [ e®@ ™ coszdr = — [ e®®"™ cosx dz, a zatem [ e”(*~™) coszdz = 0.

Na koniec tej sekcji podamy twierdzenie, ktére w kontekscie catki Riemanna jest natychmiastowym wnioskiem
z (ogodlniejszego) sztandarowego twierdzenia teorii catki Lebesgue’a.

8.27 Twierdzenie. (Twierdzenie o zmajoryzowanym przejsciu do granicy pod znakiem calki)
Jesli funkcje f1, fa, f3,...: [a,b] = R sq catkowalne i podobnie funkcja g: [a,b] — R jest catkowalna oraz zachodzg
wlasnosci:

o istnieje stata M > 0, taka ze |fn(x)| < M dla wszelkich n € Ny oraz x € [a, b];
o lim, ,o fn(z) = g(z) dla wszelkich x € [a,b],

to:

/ab Fol) de — /abg(x) dz  (n— o).

8.4 Calka niewlasciwa

Tw. pozwala calkowaé ,porzadne” funkcje — nawet takie, ktore sa nieciggle w kilku punktach. Rezultat ten nie
obejmuje jednak przypadku, gdy funkcja podcaltkowa ma granice jednostronne w kazdym punkcie, ale niektore z nich
sa wielkosciami nieskoriczonymi. Caltka oznaczona zdefiniowana w poprzedniej sekcji nie obejmuje roéwniez catek po
przedziatach nieograniczonych (tzn. takich calek, w ktorych przynajmniej jedna z granic catkowania nie jest liczba).
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W tej sekcji omowimy pokrotcee idee catkowania w obu ww. przypadkach — moéwi sie wtedy o calce niewtasciwey. Jak
zobaczymy, koncepcja ta bedzie bazowa¢ na catce Riemanna (zdefiniowanej w poprzedniej sekcji) i polegaé na przejsciu
do granicy.

8.28 Definicja. B
Niech I bedzie przedzialem otwartym postaci (a,b) (gdzie a,b € R), a f: I — R dowolna funkcja. Moéwimy, ze

okreslona jest catka niewtasciwa f; f(z) dz, jesli:

e dla dowolnych liczb ¢ i d, takich ze a < ¢ < d < b, funkcja f jest calkowalna w przedziale [c, d]; oraz

e istniejg liczbowe granice lim 4_,,+ ff f(z)dz oraz limpg_,,- ff f(z)dz, gdzie C jest dowolnie ustalonym
punktem z przedziatu I.

Jesli oba powyzsze warunki sg spetnione, liczbe lim 4 _, ,+ ff f(z)dz+limp_,,- fég f(x) dx nazywamy calka niewta-
Sciwg z funkeji f po przedziale I i oznaczamy przez f: f(x)dx. W tej sytuacji méowimy takze, ze catka niewlasciwa
fab f(z) dx jest zbiezna; a w przeciwnym przypadku, ze jest rozbiezna. Dowodzi sie, ze zbieznosé calki niewlasciwej
oraz jej wartos¢ nie zaleza od wyboru punktu C € I, ktory wystepuje w powyzszych granicach.

Ogolniej, jesli F' = {tg,t1,...,t.} jest zbiorem skoniczonym, takim ze

a=tyg <ty <...<t.=0b,

a f jest funkcja okreslong na zbiorze (a,b) \ F (tzn. f: (a,b) \ F — R), to powiemy, ze okreslona jest caltka
niewtasciwa f: f(z)dz, gdy zbiezne sa wszystkie calki niewlasciwe postaci j;tk";l f(z)dx (gdzie k € {1,...,7}).
W powyzszej sytuacji sume >, _; j;i’il f(x) dx nazywamy catks niewtasciwg z funkcji f po przedziale (a,b) i ozna-
czamy ja przez f: f(z) dz. Podobnie jak poprzednio, méwimy o zbieznosci lub rozbieznosci takiej catki.

W powyzszych rozwazaniach te punkty przedziatu [a, b], w ktorych funkcja nie jest okreslona lub ktore sa jego
nieskoniczonymi krancami, nazywamy osobliwosciami caltki.

Calki niewlasciwe maja wtasciwosci podobne do szeregéw. I podobnie jak w przypadku szeregow, czesciej intere-
suje nas sama tylko zbieznosé¢ takiej catki, a nie jej dokladna wartosé¢. Przyktad podobienistwa do szeregéow ilustruje
nastepujace twierdzenie.

8.29 Twierdzenie. (Kryterium poréwnawcze dla catek nieoznaczonych)
Jesli S jest zbiorem skoriczonym zawierajgeym punkty a,b € R, a f,g: (a,b)\ S — R to dowolne funkcje, takie ze:

o funkcja f jest catkowalna w kazdym ograniczonym przedziale domknietym zawartym w (a,b) \ S; oraz
o |f(x)] < g(x) dla wszelkich x € (a,b) \ S; oraz

o catka f:g(m) dx jest zbiezna,

to catka f; f(x)dx takze jest zbiezna.

Istnieje rowniez ciekawy zwiazek miedzy zbiezno$ciami szeregu i caltki:

8.30 Twierdzenie. (Kryterium calkowe)
Jesli f:]0,00) = Ry jest funkcjg stabo malejaca, catkowalng w kazdym przedziale postaci [0, N| (gdzie N € Ny ),
to:

szereg Z f(n) jest zbiezny <= catka / f(z)dx jest zbiezna.
n=0 0

Ponadto, gdy powyzsze szereg i catka sq zbieine, zachodzqg nierownosci:

S s [ s )
0 n=0

n=1
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8.31 Przyktad.

Zbadamy zbieznosé¢ catki fab 2P dz, gdzie p to parametr rzeczywisty, a granice catkowania zostana konkretnie
wskazane ponizej.

(A) Zacznijmy od floo 2P dz. Bez wzgledu na warto$é parametru p, catka ta ma tylko jedna osobliwo$é — jest
nim goérna granica catkowania. Mimo ze jest to wielko$é nieskoriczona, mozemy te catke niewltasciwa policzy¢
w niemal taki sam sposob, jak zwykla catke oznaczong; nalezy jednak pamietaé, ze w miejscu, w ktorym
nalezy ,,podstawi¢” za zmienng wielko$é oo, tak naprawde nalezy policzy¢ granice stosownego wzoru w oo:

= O—ﬁ gdy p< —1=

oo —0 gdy p=—1

e} 1
o P+l 00— —= gdyp>-1
1 00 gdy p>—1"

lnx’ gdy p=—1
1

a wiec calka ta jest zbiezna dokladnie wtedy, gdy p < —1.

(B) Tym razem rozwazmy fol 2P dz (z umowa, ze 0° = 1). Na wstepie zauwazmy, ze dla p > 0 calka ta jest zwykla
ZPt1 ! _ 1

p+1l | pF1°
w dolnej granicy caltkowania. W tym przypadku caltke te mozemy wyznaczy¢ podobnie, jak catke z przyktadu
(A) (podobnie jak tam, w miejscu, w ktoérym nalezy ,podstawi¢” 0, w istocie nalezy policzy¢ granice w 0T):

caltka oznaczona i jej wartos¢ to (w tym przypadku) Dla p < 0 caltka ta ma jedna osobliwo$¢ —

1 1
1 22| ety pe(coo,—nU(-1,0) [T (o) mdvp <l
/ P dx = ‘10 = Iﬁfo gdype(fl,O)
0

nz| edyp=-1 0—(-00) gdyp=-1

_ )y edype(=1,0)
oo gdyp<-—1

a wiec calka fol 2P dr ma wartosé¢ liczbows doktadnie wtedy, gdy p > —1.

(C) Na koniec rozwazmy catke fooo P dz. Calka ta ma osobliwo$¢ w gornej granicy catkowania oraz ma osobliwo$¢
w dolnej granicy catkowania dla p < 0. Bez wzgledu na to, jaka jest warto$¢ parametru (i ile jest osobliwosci),
aby ta calka byla zbiezna, muszg by¢ okreslone (liczbowe) catki fol zP dz oraz [ 100 aP dz. Z punktow (A) i (B)
powyzej wynika, ze nie istnieje taka wartos¢é p € R, by obie te caltki mialy wartos¢ liczbowa. Tak wiec catka
Jo© aP dz jest rozbiezna dla dowolnej wartosci p.

8.32 Przyklad.
Zbadajmy, dla jakich wartosci parametru p < 0 zbiezna jest calka f_ll(l + 2)P|zP(1 — )P dz. Calka ta ma

1
trzy osobliwosci: w —1, 0 oraz 1. Zatem zbieznosé tej caltki jest rownowazna zbieznosci czterech catek: f_12 (1+

2PlaP(1—a)Pda, [0, (1+2)P|2lP(1 - 2)P dz, [} (1+2)P|2[P(1— )P do oraz [} (14 2)?[a[?(1 — z)? dz. Zbadamy
2 2
te calki niezaleznie, stosujac kryterium poréwnawcze.

eDlaze[-1,-3],5 <|z] <loraz1l<1—z <2 Tym samym (skoro p < 0) 27 < [z|P(1 — z)P < 277
i w konsekwencji

(1 +2)P < (1+2)PzP(1 — )P < 2°(1 + z)P <33 e (_1, _;D .

Zatem (na podstawie Tw. [8.29)):
-3 -3
catka / (14 2)?|zP(1 — z)? da jest zbiezna <= calka / (14 2)? dz jest zbiezna.
—1 —1

Wystarczy wiec obliczyé latwiejsza catke. Postuzymy sie przy tym wzorami z Prz.

_1 a1t | ) X
/ ‘A4 a)Pde = da=fdt | _ 1/ v~ ) elype(=1,0)
-1 2] 2o 00 gdy p< -1
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e Dlaxze[-1,1], 2P < (1+a)P <27P, wiec 47[z|P < (1 — 2)P|z|P(1 + 2)? < 47P|zfP dla z € [-3,0) U (0, 3].
Tak wiec, podobnie jak w poprzednim przypadku, stwierdzamy, ze:

0 0
calka / (1+ 2)P|z|P(1 — )P dz jest zbiezna <= calka / |x|P dz jest zbiezna,

=

1
2
1

2
calka / (14 2)P|z|P(1 — 2)? dz jest zbiezna <= calka / |z|P da jest zbiezna.
0 0

ol N

Zauwazmy tez, ze

1

0 e 0 1
[ el =| =ty == == [T
2

3 =0 —> =0

wiec wystarczy obliczy¢ tylko caltke po przedziale [0, %], co czynimy ponizej (ponownie stosujac wzory z po-
przedniego przykltadu):

: - 1! 1 edype(~1,0)
/ |z|P do = de=%idt |_ = / P dt = ¢ 2(+D) gay p )
’ ISR 2 00 gdy p < -1

e Wreszcie, dla x € [%, 1], rozumowanie jest podobne jak w pierwszym przypadku (pozostawiamy je jako

¢éwiczenie) 1 prowadzi do konkluzji:

1 1
catka / (14 2)?|zP(1 — z)? da jest zbiezna <= calka / (1 — z)? dx jest zbiezna.
1

1

2 2

Ale po podstawieniu 1 — xz = %t otrzymuje sie, ze:

/1(1—w)pdx: m gdy p € (_1)0).
2 o0 gdy p < —1

2

Podsumowujac, z trzech powyzszych przypadkéw wynika, ze zadana calka niewltasciwa jest zbiezna dokladnie
wtedy, gdy p € (—1,0).

9 Funkcje wielu zmiennych

Glowne koncepcje (takie jak ciaglos¢, granica, pochodna, caltka), jakie omowiliSmy w poprzednich rozdziatach dla
funkcji jednej zmiennej, maja swe naturalne uogoélnienia dla funkeji o dowolnej (skoriczonej) liczbie zmiennych. Niniejszy
rozdzial poswiecony jest oméwieniu powyzszych poje¢ w kontekscie takich wlasnie funkcji.

W niniejszym rozdziale R? oznacza przestrzen wektorowa wszystkich d-wyrazowych ciagéw o wyrazach rzeczywi-
stych:

RY = {(x1,22,...,24): T1,T2,...,Tq € R}

Powyzszy parametr d nazywamy wymiarem przestrzeni R?. Choé¢ w rozwazaniach teoretycznych éw wymiar bedzie
dowolng dodatnia liczba calkowita, w praktyce (w szczegélnosci, w zadaniach na éwiczenia oraz w przyktadach)
ograniczymy sie do d € {2,3}.

Zasadnicze koncepcje analizy matematycznej zwiazane sa z pojeciem granicy. Aby moc o niej moéwié¢ w R, wprowa-
dza sie naturalna metryke na tej przestrzeni. Jako ze jest ona $cisle zwigzana z tzw. iloczynem skalarnym oraz norma
przezen generowana, informacyjnie podajemy takze wzory na te funkcje:

9.1 Definicja.
Standardowy iloczyn skalarny w R to funkcja:

d
RY xRS (z,y) = () =Y _apye €ER - (2= (21,...,2a), ¥y = (Y1,---,Ya))-
h=1

Normg euklidesowqg w R nazywamy funkcje dang wzorem:

R? 5z ||z]| = /(z,z) € R,
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Metryka euklidesowa w R? to metryka d, (na R?) dana wzorem d.(z,y) = ||z — y||. Nazywa sie ja takze metryka
naturalng. Zbior R? wyposazony w metryke euklidesowa nazywa sie d-wymiarowq przestrzeniq euklidesowq.

9.2 Uwaga.
Dowodzi sie, ze:

o)l < llll-llyl - (2,5 €RY).

Jest to tzw. nierdwnosé Cauchy’ego-Schwarza. Z jej pomoca bez trudu dowodzi sie, ze:
lz+yll <z +llyll (=9 € RY).

Powyzsza nier6wnosé, zwana nieréwnosciq tréjkgta dla norm, to jeden z trzech warunkow definiujgcych norme na
przestrzeni wektorowej (pozostate dwa, dla normy euklidesowej dosé oczywiste, to: ||tx|| = |t]]|z| oraz ||z| > 0 dla
dowolnej liczby t oraz dowolnego niezerowego wektora x). Bardzo tatwo sprawdza sie, ze kazda norma wyznacza
metryke — zadana wzorem podanym w Def. [0.1]

W calym tym rozdziale symbole ey, ..., eq sa zarezerwowane na oznaczenie bazy kanonicznej przestrzeni R?, tzn.
er, jest wektorem z RY, ktérego wspotrzedna o numerze k ma warto$é 1, a wszystkie pozostate sa rowne 0 (czyli
e1 = (1,0,...,0) € R% ey = (0,1,0,...,0) € R?, itd., eq = (0,...,0,1) € R?).

9.1 Granica i ciggltosé

Gdy juz wiemy, jaka metryka zadana jest na przestrzeni R?, mozemy postugiwaé sie pojeciami: zbioru otwartego

(Def. str. [4)); zbioru ograniczonego (Def. str. [5)); punktu skupienia zbioru (Def. str. [24]); granicy ciagu

(Def. str. [6)) i funkcji (Def. [6.8]1 fragmenty Def. [6.9} str. 24)); oraz ciaglosci funkeji (Def. str. [21)). Ponizszy,
bardzo wazny i zarazem podstawowy, rezultat wyjasnia, na czym polega zbieznosé w przestrzeniach euklidesowych.

9.3 Twierdzenie.

(A) Cigg (z,)7—, C R4, gdzie x, = (x,(}),...,x%d)), jest zbiezny (w metryce euklidesowej) do wektora g =

(g, ..., g\ D) wtedy i tylko wtedy, gdy lim,,_, . 2 = g*®) dlak=1,...,d.

(B) Jesli A jest podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, p), a € X jest punktem skupienia zbioru A (lub a €
{—00,00} gdy X = R i zbior A jest nieograniczony od dotu lub od gory), f: A — R jest funkcjg postaci
f(@) = (fi(z),..., fa(x)) (gdzie fr: A —R) oraz g = (g1,...,94) nalezy do R?, to:

lim f(z) =g < Vke{l,...,d}: lim fi(x)= gg.

xr—ra TrT—ra
Analogiczna charakteryzacja obowigzuje dla granic jednostronnych i jednostronnych punktow skupienia, gdy
X =R.

(C) Jesli f: X — R?, gdzie X to przestrzen metryczna oraz f(x) = (fi(x),..., fa(x)) (przy czym fr: X — R), to
funkcja f jest ciggta (odp. jest cigglta w punkcie a € X) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie funkcje f1,..., fa
sq ciggte (odp. sq ciggte w punkcie a).

Podobnie jak dla funkcji jednej zmiennej, wszystkie typowe funkcje sa ciagle (por. Tw. str. :

9.4 Twierdzenie.

Jesli funkcja wielu zmiennych o wartosciach w R zadana jest jednym wzorem, w ktorym wystepuje tylko skoriczenie
wiele operacji oraz nie wystepujq inne operacje niz: 5 podstawowych dziatan algebraicznych, pierwiastkowanie, war-
tosé bezwzgledna, funkcje trygonometryczne, logarytmy i funkcje cyklometryczne, to funkcja ta jest ciggta w kazdym
punkcie swojej dziedzin.

*3)Pod warunkiem, ze dziedzina jest okreslona zgodnie z regula potegowania, tzn. ze o wyrazeniu, ktére jest potega, ktorej i podstawa,

i wykladnik zaleza od pewnych argumentéw funkcji, zakladamy, ze podstawa potegi jest dodatnia.
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9.5 Przyktad.
Majac na uwadze dwa powyzsze twierdzenia, wydawaé by sie moglo, ze sprawdzanie, czy funkcja wielu zmiennych
jest ciagla, powinno by¢ réwnie tatwe, jak w przypadku funkcji jednej zmiennej. Ponizszy przyktad ma za zadanie
przekonaé¢ Czytelnika, ze tak nie jest — cigglosé dla funkcji wielu zmiennych zadanej kilkoma wzorami to nierzadko
trudne zadanie.

Na zbiorze A = ((0,00) x (0,00)) U {(0,0)} okreslamy funkcje f: A — R wzorem:

a gdyx=y=0
f(xvy) = zPy° )
e gdy (z,y) # (0,0)

gdzie a, b, c to parametry. Pytamy, dla jakich wartosci tych parametrow powyzsza funkcja jest ciggta w punkcie

(0,0). W przypadku funkcji dwoch (lub wigkszej liczby) zmiennych nie ma odpowiednika reguly de "'Hospitala,

wiec wyznaczenie granicy w punkcie (0,0) funkcji f nie bedzie latwe. Przede wszystkim musimy pamietac, ze

liczac lim ;) (0,0) f(2,y) mozemy za zmienne x i y podstawiac¢ cokolwiek, co jest dodatnie i dazy do 0, a wynik
z,y)EA

granicy mu(si 7ivzzyjéc’ zawsze taki sam (i by¢ rowny f(0,0) = a). Sprobujmy wiec przetestowaé takie podstawienie:

z=1t,y=t, gdzie t = 0. W tej sytuacji f(z,y) = f(t,t) = 3t"7°72, wiec

lim f(¢,t) =

t—0+

0 gdyb+c—2>0
1 gdyb+c—2=0.

Tym samym, aby funkcja f mogta by¢ ciagta w punkcie (0,0), musi by¢ b+ ¢ > 2, a parametr a musi mie¢ wartosé
0 lub 3. Dlatego od teraz (wszedzie ponizej) zakladamy, ze b+ ¢ > 2.
Tak proste podstawienie dato nam sporo informacji. Sprobujmy wiec przetestowaé¢ podobne podstawienie: tym
razem przyjmijmy x = ¢, y = 2t, gdzie ponownie t — 07. W tej sytuacji:
2ctb+c 9¢

li t,2t) = lim ~——— =~ lim ¢""°72,

S s620= 10 e =g A
Widzimy, ze powyzsza granica to ponownie liczba 0, gdy b+ ¢ > 2. Ale gdy b+ ¢ = 2, jej wartos¢ to 2¢/5 — i ta
liczba musi by¢ rowna poprzednio wyliczonej granicy (dla b 4+ ¢ = 2), jesli funkcja f ma by¢ ciagta w (0,0) —
czyli warunek konieczny na te ciagltosé to:

2¢ 1 5
b+ec=2 — 325 — c:log2§.
Teraz zauwazmy, ze gdybySmy podstawili odwrotnie, tj.: * = 2t oraz y = ¢, zupelnie analogiczny rachunek
doprowadzitby nas do konkluzji:
26 1 5
+c 5 5 0g5 5

Podsumowujac obie powyzsze wlasnosci, otrzymujemy kolejny warunek konieczny na cigglosé:
5 5
btc=2 = b:c:logzi = b+c:2log2§7é2.

Otrzymana sprzeczno$é pokazuje, ze jesli b+ ¢ = 2, to funkecja f nie jest ciggla w punkcie (0,0). Tym samym
pozostaje do rozwazenia przypadek, gdy b+ ¢ > 2, co zakladamy wszedzie ponizej. Nieréwnos$é ta (na podstawie
powyzszych obliczen) wymusza a = 0 (by funkcja mogta by¢ ciagta w (0,0)).
Zastandéwmy sie, co by bylo, gdyby jeden z parametréow b lub ¢ byl ujemny. Dla ustalenia uwagi, powiedzmy, ze
b < 0 (z uwagi na pewna symetrie we wzorze na f, w przypadku, gdy ¢ < 0, postepuje sie zupelnie analogicznie).
Kluczowa, obserwacja jest to, ze wtedy lim,_,o+ 2° = co. W takim razie, gdyby czynnik y¢ dazyt do zera w takim
samym tempie, w jakim z° dazy do nieskoriczonosci, granica wartosci f(z,y) powinna daé niepozadany wynik (tzn.
wielko$¢ rézng od zera). Sprawdzmy, czy mamy racje. Zatem przyjmujemy, ze x = t (gdzie t — 07), i chcemy, by
y¢ = 2, co daje y = xVe =% 5 0% (bob<0,ac>0— gdyz b+ ¢ > 2). Obliczmy wartos¢ funkeji dla
¢

takich argumentow: f(t,t=%/¢) = Erme = t2+t1*2b/c

, czyli

lim (,¢7%¢) = (0,0 li t,t7%¢) = oco.
A 69 =0.0) oran - lim fE7) =00

Tym samym, gdy b < 0 (lub ¢ < 0), funkcja f nie jest ciagta w (0,0). Ostatecznie wiec zakladamy, ze b > 0, ¢ > 0
oraz b+c > 2.
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Wszystkie powyzsze przypadki mialy na celu rozpoznanie tych wartosci b i ¢, dla ktorych funkcja f nie jest
ciggla w punkcie (0,0), i zazwyczaj jest to tatwiejsza czes¢ zadania: wykazanie, ze funkcja wielu zmiennych zadana
utamkiem jest ciggla w punkcie ,,0sobliwym” jest na ogét duzo trudniejsze i wymaga pewnego wyczucia tematu.
(Aby bowiem wykazaé ciagtos¢ w punkcie, nie wystarczy podstawianie — nalezy udowodnic istnienie granicy ,calej”
funkcji). Na zakonczenie tego przyktadu pokazemy, ze warunki wymienione w poprzednim akapicie juz implikuja
ciaglodé funkcji f w punkcie (0,0) (o ile a = 0). Chociaz dowod bedzie krotki, nie jest on tatwy do wymyslenia
i trudno mowi¢ o metodologii postepowania w takim przypadku (odpowiednio dopasowane podstawianie, ktore
przedstawiliSmy w poprzednich akapitach, zazwyczaj wystarczy do rozstrzygniecia, ze funkcja nie jest ciagla
w stosownym punkcie). Niech ¢ = 2 (¢ < 1), b/ = eb oraz ¢ = ec. Zauwazmy, ze b’ + ¢ = 2, b —b > 0,

b+c
¢ — ¢ > 0 oraz przynajmniej jedna z liczb b — V', ¢ — ¢’ jest dodatnia. Tym samym lim(, ,)_(0,0) b=y = 0.

(z,y)€A

b’ ¢!
Jesli pokazemy, ze wyrazenie % jest ograniczone, powiedzmy przez M, to z twierdzenia o trzech funkcjach

(Tw. [6.18] str. wywnioskujemy, ze lim, ) (0,0) f(z,¥) = 0 (albowiem otrzymamy wtedy: 0 < f(x,y) =
(z,y)€A

%xb_b/yc_cl < be_b/yc_cl — 0). Ograniczono$¢ tego wyrazenia najprosciej uzasadnié¢ tak: powiedzmy, ze
z <y (gdy y < z, rozumujemy podobnie). Wtedy ¥y = a2y = m2(y/m)cl < 23(y/x)? = y? < 22 + 42
b/ ’

(przedostatnia nieréwnosé zachodzi, dlatego ze y/x > 1 oraz ¢’ < 2), czyli ;”2 _f_"; <1.

Podsumowujac: zadana funkcja f jest ciagla w punkcie (0,0) doktadnie wtedy, gdy @ = 0, b > 0, ¢ > 0 oraz
b+c>2.

9.2 Pochodne czastkowe i r6zniczkowalno$é

W przypadku funkcji jednej zmiennej, pochodna w punkcie jest liczba. Pojecie to komplikuje sie w wyzszych wymiarach:

9.6 Definicja.
Niech f: U — RF bedzie dowolna funkcja okreslong na zbiorze otwartym U C R?. Moéwimy, ze funkcja f jest

rézniczkowalna w punkcie a € U, gdy istnieje odwzorowanie liniowe L: R? — R”, takie ze:

lim ——(f(a+h) — f(a) — L(k)) = 0 (€ R").

W powyzszym przypadku odwzorowanie L jest wyznaczone jednoznacznie, nazywamy je rézniczkg (lub pochodng;
lub pochodng Frécheta) funkcji f w punkcie a i oznaczamy przez f'(a). Tak wiec f/(a): R? — R* to odwzorowanie
liniowe.

9.7 Uwaga.

O funkcji jednej zmiennej f: U — R (gdzie U C R to zbiér otwarty) rowniez mozemy mysle¢ jak o funkeji wielu
zmiennych. W tym przypadku mozemy wiec méwi¢ zaré6wno o pochodnej w punkcie a € U (czyli o liczbie) oraz
o rozniczee w tym punkcie (czyli funkeji z R w R). Jedli te pierwsza oznaczymy (dla klarownego wyrazenia mysli)

przez fl.m, a te druga przez ff,,, wtedy mozna latwo pokazaé, ze:

[ istnieje <= f{, ., istnieje

num

oraz f{, () = flum - € 1 flum = ffun(1) — o ile tylko funkcja f jest rozniczkowalna w a.

Podobnie jak dla funkcji jednej zmiennej, zachodzi proste kryterium:

9.8 Obserwacja. (Warunek konieczny na rézniczkowalnosé)
Jesli funkcja wielu zmiennych jest rozniczkowalna w jakims punkcie, to jest w tym punkcie ciggta.

Ponizsze twierdzenie podaje przystepny wzor na wyznaczanie rézniczki w punkcie. Jednakze najwygodniejsza
metode jej wyznaczania poznamy w Tw.
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9.9 Twierdzenie. Niech f: U — R* bedzie postaci f(x) = (fi(x),..., fr(z)), gdzie U C R? to zbior otwarty
oraz f1,..., fx: U = R to dowolne funkcje. Ustalmy dowolnie punkt a € U.

(A) Funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie a wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie funkcje fi1,..., fr sq w réznicz-
kowalne w punkcie a. Ponadto, gdy odwzorowanie f jest rézniczkowalne w a, to:

(f'(@) (@) = (fi(@)(@),..., (fr(@)(z))  (z€RY).

(B) Jesli f jest funkcjq rézniczkowalng w a, to odwzorowanie L = f'(a) mozna odtworzyé ze wzoru:

(9:1) L(z) = lim (z € RY).

(C) Jesli k = 1 (ezyli f: U — R), funkcja f jest rézniczkowalna w a oraz funkcje gi1,...,94: (—€,6) — R
(gdzie € > 0 jest dostatecznie matq liczbg) sq zadane wzorami g;(t) = f(a + te;), to funkcje gi1,...,94 sq
rézniczkowalne w 0, a odwzorowanie L = f'(a) mozna odtworzyé ze wzoru:

d
L(xla v 7xd) = Zg;(o)xj
J=1

Wartos¢ granicy (o ile istnieje i jest liczba) wystepujacej po prawej stronie wzoru nazywamy pochodng kie-
runkowq funkcji f w punkcie a w kierunku wektora x.

Gdy funkcja wielu zmiennych f jest rozniczkowalna w kazdym punkcie zbioru otwartego U, postugiwanie sie
pelna rozniczka w (kazdym) punkcie czestokroé jest niepraktyczne, gdyz odwzorowanie x — f/(z) ma wartosci lezace
w innej przestrzeni wektorowej niz wartosci funkcji f (jesli f: U — RF, a U C RY, to odzworowanie = +— f'(x)
ma wartosci w dk-wymiarowej przestrzeni wektorowej zlozonej z wszystkich odwzorowan liniowych z R¢ w R”, ktore
mozna w naturalny sposob utozsami¢ z macierzami k x d). Chociazby z tego powodu wprowadza sie tzw. pochodne
czgstkowe, ktorych zaleta jest to, ze — jesli tylko istnieja w kazdym punkcie — sa funkcjami o tej samej dziedzinie
i przestrzeni docelowej co wyjsciowa funkcja.

9.10 Definicja.

Niech f: U — R* bedzie dowolng funkcja, okreslona na zbiorze otwartym U C RY. Jesli dla j € {1,...,d} oraz
a € U istnieje (w R¥) granica

o @ he) = f(a)

h—0 h ’

wtedy warto$é powyzszej granicy oznaczamy przez 867’;((1) i nazywamy pochodng czgstkowq (pierwszego rzedu)
funkcji f w punkcie a € U wzdtuz wspotrzednej o numerze j. Jesli funkcja f ma te pochodng czastkows w kazdym
punkcie zbioru U, otrzymujemy funkcje aanj: U — Rk,

W szezegolnym przypadku, gdy f: U — R, powyzsza pochodna czastkowa mozna okreslié (w sposob row-
nowazny) nastepujaco: jesli a = (ai1,...,aq) oraz g(t) = f(ai,...,a;-1,t,a41,...,aq) (gdzie t € R przebiega
pewien przedzial otwarty, do ktorego nalezy liczba a;), to %(a) = ¢'(a;), przy czym lewa strona tego wzoru jest
okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy okre$lona jest jego prawa strona.

W przypadku, gdy argumenty funkcji f oznaczane sg literami (kolejno) z,y, z (itp.), zamiast 2L 9L 9L

0:1/’17 8127 8I3
itd. piszemy (odpowiednio) %, %’ g—f (itd.). Mozna takze pisaé %f zamiast {?Tf.
J J

9.11 Przyktad.
Ponizej pokazujemy, na dwoch prostych przykladach, ze obliczanie pochodnych czastkowych jest réownie proste

jak wyznaczanie pochodnych funkcji jednej zmienne;j.
(a) Niech f(z,y,z) = 3y?z. Aby wyznaczy¢ pochodne czastkowe %7 %‘ i %, patrzymy na wzor funkcji f tak,
jakby okreslal funkcje jednej zmiennej (odpowiednio: z, y, z), a pozostalte zmienne byly jego parametrami. Dla

wieksze] przejrzystosci, oznaczmy g(x) = f(z,y, 2) (y i z to parametry), h(y) = f(z,y,2) (z i z to parametry)
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oraz k(z) = f(z,y,2) (z iy to parametry). Wtedy

. g 7 _ 2,2 g ! _ 3 g ot _ .32

Aby jeszcze mocniej uwypuklié¢ réznice miedzy literami zmiennych wystepujacych w mianowniku napisoéw
9L 9 orag % a literami argumentéw funkcji, trzy wzory z (9:2)) mozemy réwniez zapisaé¢ tak — w sposob

Oz’ Oy
catkowicie ro6wnowazny:
%(Ch b7 C) - 3a2b2c’ %(a7 b’ C) = 2a3bc’ %(aq b; C) = a3b2.

7 drugiej strony, zapis %(x, y, z) jest w kontekscie tego przykladu niedopuszczalny, gdyz nie wiadomo, ktora
wspolrzedna oznacza uzyta tutaj litera a (w mianowniku).

(b) Tym razem niech f(z,y,z) = a¥, gdzie z > 0. Wtedy %(Jc,y,z) = ya¥l, %(m,y,z) = z¥%Iny oraz

8L (z,y,2) =0.

Ponizsze twierdzenie opisuje zwiazek miedzy rézniczks funkcji a pochodnymi czastkowymi.

9.12 Twierdzenie. (Rézniczka a pochodne czastkowe)
Jesli funkeja f: U — R (gdzie U C R? jest zbiorem otwartym) jest rézniczkowalna w punkcie a € U, to ma w tym
punkcie wszystkie pochodne czqstkowe (pierwszego rzedu) oraz dla L = f'(a) zachodzi wzor:

L of
(9:3) L(zy,...,xq ZT

Odwrotnie, jesli f jest funkcjg ciggte w kazdym punkcie zbioru U i ma wszystkie pochodne czgstkowe pierwszego
rzedu w kazdym punkcie zbioru U, 1 wszystkie te funkcje sq ciggte, to funkcja f jest rézniczkowalna w kazdym
punkcie zbioru U.

Punkt (A) Tw. zasadniczo sprowadza rachunek rézniczkowy funkcji wielu zmiennych do funkcji o wartosciach
rzeczywistych. W przypadku takich wlagnie funkcji, wzor (9:3) mozna wyrazi¢ w bardziej zgrabny sposéb (w jezyku
iloczynu skalarnego). Do tego celu wprowadza sie dodatkowe pojecie zwiazane z rozniczka:

9.13 Definicja.
Jesli funkcja f: U — R (gdzie U C R? to zbiér otwarty) ma wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu
w punkcie a € U, wektor (g—jl(a), ce %(a)) nazywamy gradientem funkcji f w punkcie a i oznaczamy przez
(Vf)(a). Dtugosciq gradientu nazywamy liczbe ||(V f)(a)]|-

Gdy funkcja f ma wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu w kazdym punkcie zbioru U, otrzymujemy

funkcje Vf: U — R,

Jako szczegolny przypadek Tw. otrzymujemy ponizszy rezultat.

9.14 Whiosek.
Jesli funkcja f: U — R (gdzie U C RY to 2bidr otwarty) jest rézniczkowalna w punkcie a € U, to dla L = f'(a)
zachodzi wzor: L(x) = (Vf)(a), z).

9.15 Definicja.
Funkcje f: U — RP (gdzie U C R? to zbiér otwarty) nazywamy funkcjq klasy C', gdy jest roézniczkowalna
w kazdym punkcie zbioru U, a wszystkie jej pochodne czastkowe pierwszego rzedu sa funkcjami cigglymi.
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Tw. pokazuje, ze funkcja wielu zmiennych jest klasy C' wtedy i tylko wtedy, gdy jest funkcja ciagla, ma
wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu (w kazdym punkcie jej dziedziny) i wszystkie te funkcje sa ciagle.
Jako ze znacznie wygodniej postugiwaé si¢ pochodnymi czastkowymi niz rézniczka, zamiast wprowadzaé¢ pochodne
Frécheta wyzszych rzedéw, w niniejszym skrypcie ograniczymy sie wylacznie do pochodnych czastkowych wyzszych
rzedow:

9.16 Definicja.

Niech f: U — RP (gdzie U C R? jest zbiorem otwartym) bedzie dowolna funkcja. Méwimy, ze f jest funkcja
klasy C?, gdy jest klasy C! oraz wszystkie jej pochodne czastkowe pierwszego rzedu réwniez sa klasy C! (wiec,
w szczegolnosei, majg wszystkie pochodne czastkowe pierwszego rzedu). Pochodne czastkowe pierwszego rzedu
pochodnych czastkowych pierwszego rzedu funkcji f nazywamy pochodnymi czgstkowymi drugiego rzedu funkcji f
i oznaczamy je w nastepujacy sposob:

% f 9? det O ((’Jf).

8xj6xk - &L‘jal‘k - 37% aill'k

Pochodne czastkowe rzedow wyzszych niz 2 definiuje sie indukcyjnie nastepujaco: jesli k € N jest liczba wigksza
od 2, to méwimy, ze f jest funkcja klasy C*, gdy jest klasy C' i wszystkie jej pochodne czastkowe pierwszego
rzedu sa klasy C*~1; w tej sytuacji pochodne czastkowe pierwszego rzedu pochodnych czastkowych rzedu k — 1
funkcji f nazywamy pochodnymi czgstkowymi rzedu k funkcji f i oznaczamy je nastepujaco:

akf ak def o ( akflf )

833j18xj2 8$]k 8xj183:j2 . ..8.13jk 81‘]'1 833j2 637]k

Funkcja f jest klasy C™, gdy jest klasy C* dla dowolnej liczby k € Ni; réwnowaznie: funkcja f jest klasy C,
gdy jest ciagta, ma wszystkie pochodne czastkowe wszystkich rzedow i wszystkie te funkcje sa ciagle.

Funkcje g: U — R nazywamy dyfeomorfizmem klasy C* (gdzie k € Ny U{oc}), gdy spetnione sa oba ponizsze
warunki:

e funkcja g jest roznowartosciowa, a zbior V = g(U) jest otwarty w Rdraz

e funkcja g oraz funkcja do niej odwrotna g=': V — R% sg klasy C*.

Ponizsze twierdzenie ma wazne znaczenie teoretyczne. A w praktyce przydaje sie przy wyznaczaniu pochodnych
czastkowych wyzszych rzedow.

9.17 Twierdzenie. (Twierdzenie o pochodnych mieszanych)
Pochodne czgstkowe rzedu k funkcji klasy C* nie zalezq od porzadku wspdtrzednych, wzdtuz ktérych wyznacza
sie kolejne pochodne czgstkowe; ten.: jesli f: U — RP to funkcja klasy CF (gdzie U C R? to zbidr otwarty),
J1s72s - -5 Jk to dowolne numery wspdtrzednych ze zbioru {1,...,d}, a o to dowolna permutacja zbioru {1,... k},
wtedy:
o f

(“)xjv(l)(?xjam .. .8xj0(k>

k
) PR —

Ve eU: ~ 0xj,0zj, ...01,,

Powyzsze twierdzenie stanowi motywacje do wprowadzenia uproszczonej notacji pochodnych czastkowych wyzszych
rzedow:

9.18 Definicja.
def d

Jedli f to funkcja klasy C*, ¢y, ..., ¢4 to dowolne liczby naturalne, takie ze suma ¢ = > seq Us jest nie wieksza niz

o f . . atf .
k, wtedy symbolem PR oznaczamy wszystkie pochodne czastkowe rzedu ¢ postaci 9y, 0y 05, takie
ze w zestawie j1, jo, . .., je kazdy z numeréw 1,2, ..., d wystepuje dokladnie ¢1, (s, ..., ¢, razy (odpowiednio); np.:

O’f o3f Of o3f

0x20y1020  O0x0xdy  Oxdydx  Oydxdx’

*4)Zalozenie, ze zbior V jest otwarty, jest spelnione automatycznie, gdy tylko g: U — R? jest roznowartosciowa funkcja ciagla okreslona
na zbiorze otwartym w R? — jest to tres¢ (trudnego) twierdzenia Brouwera. Wtedy tez automatycznie funkcja g—! odwrotna do g takze
jest funkcja ciagta.
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14
Tw. [9.17| gwarantuje, ze wszystkie te pochodne czastkowe pokrywaja sie, wiec m jest dobrze zdefinio-
.”131 .”132 Ll/'d

wang funkcja. Jesli wéréd liczb 44, ..., 03 wystepuja zera, w powyzszej notacji zmienne, ktére w mianowniku tego
napisu maja zosta¢ podniesione do potegi zerowej, mozna pominaé; wykltadniki réwne 1 takze mozna pominag;
np.:

ot f oL f

0x30y0021 0230z

9.19 Przyktad.
Niech f: R? — R? bedzie funkcja dang wzorem: f(x,y) = (z3y? + x + 1, 2%y — 2y). Aby wyznaczy¢ pochodne
czastkowe pierwszego rzedu funkcji f, obliczamy je po wspotrzednych — dla kazdej wspolrzednej z osobna:

g _ 2,2 _ g _ 3 2 _

Zamiast notacji ,utamkowej” z uzyciem symbolu ”9”, mozemy takze zastosowaé notacje ze znakiem apostrofu (jak
przy pochodnej), dopisujac w indeksie dolnym litery zmiennych, wzdtuz ktorych wyznaczamy pochodng czastkowa:

0

a%(xvy) = folz,y) = (%9 + 2+ 1), (2%y — 2y);,) = (32°y° + 1,20y — ),
0

o) = Fy(w0) = (@ + o+ 1), (5% = ay)) = (20p,% — 2).

Analogiczng notacje mozemy zastosowaé¢ wobec pochodnych czastkowych drugiego rzedu. Zgodnie z Tw.
2 2
aigy = %, wiec wystarczy wyprowadzi¢ trzy wzory (zamiast 4). Mimo to w tym przykladzie wyznaczymy

wszystkie 4 pochodne czastkowe drugiego rzedu — by zilustrowaé¢ przywolane twierdzenie:

2
%(ﬂf,y) = fl(zy) = (fo)e(z,y) = ((32y + 1)}, (2zy — y)},) = (61, 2y),
2
o 1) = 132 (9) = (£)el) = (20, (5% = ) = (62,20~ 1),
2
aay(;; (z,y) = f2,(x,y) = (o), (x,y) = ((32%y* + 1), 2zy — y);) = (62°y,2z — 1),
82 f

o (z,9) = fo, (@, 9) = (f;)y(x,9) = ((22%y),, (¢ — x),) = (22°,0).
powyzszej notacji zmiana porzadku wspotrzednych np. we wzorze i T moglaby prowadzi¢ do licznych
W ¢ adk hrzednych 5edz = Iy
pomytek, gdyby nie Tw.[9. zieki ktoremu mozemy wypisywaé¢ wspotrzedne w tych wzorach w dowolnej kolej-
tek, gdyby nie Tw. [9.17] dzieki kto ; i ¢ Otrzed tych h w dowolnej kolej
2
nosci. Oznacza to w szczego6lnosci, ze uzywanie np. zapisu aig;p = ;’x

jest réwnie poprawne i nie powinno by¢ traktowane jako btad.

(bez zadnego komentarza wyjasniajacego!)

9.20 Uwaga.

Gdy funkcja klasy C'' ma warto$ci wektorowe (a nie rzeczywiste), jej rozniczke w kazdym punkcie mozemy w natu-
ralny spos6b przedstawiaé jako macierz pochodnych czastkowych — co jest powszechnie praktykowane. Konkretnie,
jesli f: U —RP (U CRY) i f(z) = (fi(z),..., fo(z)), wtedy rézniczka w punkcie z € U to macierz p x d:

d f) p)

of a f- af
f() = —ami (z) —M; () ... Tmz (2)

o] o o

Ge(z) g ... 52

W przypadku, gdy p = d, czyli gdy f: U — R?, rézniczka jest macierza kwadratowa (stopnia d) i stwierdzenie, ze

jest ona izomorfizmem liniowym, jest réwnowazne temu, ze wyznacznik powyzszej macierzy jest rézny od 0.
Sprawdza sie, ze jedli funkcje f i g sg klasy C' i zlozenie g o f ma sens w pewnym zbiorze otwartym D

zawierajacym punkt a, wtedy g o f jest funkcja klasy C' na zbiorze D, a rézniczka tego zlozenia w punkcie a,
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w zapisie macierzowym, spelnia wzor (analogiczny do wzoru na pochodna zlozenia funkeji jednej zmiennej):
(9:4) (g0 f)(a) =g (f(a)) f'(a).

W szczegolnodci, jesli f jest dyfeomorfizmem, a ¢ oznacza funkcje f~! odwrotng do f, wtedy go f to odwzorowanie
identycznosciowe (czyli (g o f)(z) = x), wiec (g o f)'(a) to macierz jednostkowa (identycznosciowa). Tym samym
implikuje, ze wyznacznik macierzy f'(a) jest rézny od zera, czyli: rozniczka dyfeomorfizmu w kazdym punkcie
jego dziedziny jest izomorfizmem liniowym.

7 uwagi na jego wazne znaczenie, podajemy do informacji nastepujace twierdzenie.

9.21 Twierdzenie. (Twierdzenie o lokalnym dyfeomorfizmie)

Niech f: U — R? (gdzie U C RY jest zbiorem otwartym) bedzie funkcjg klasy C* (gdzie k € Ny U {c0}), a b€ U
takim punktem, ze réiniczka f'(b): RY — R? jest izomorfizmem liniowym. Wtedy istnieje zbior otwarty V C U za-
wierajgcy punkt b, taki ze zawezenie funkcji f do zbioru V (czyli funkcja V 3 x — f(x) € R?) jest dyfeomorfizmem
klasy C*.

9.3 Ekstrema lokalne

Celem tej czesci jest podanie narzedzi, ktore pozwalaja wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji wielu zmiennych. Roz-
pocznijmy od uogdlnienia pojeé¢ wprowadzonych wezesniej dla funkeji jednej zmiennej:

9.22 Definicja.
Niech f: U — R bedzie funkcja, ktorej dziedzing jest zbior otwarty U C R?. Punkt a € U nazywamy [silnym]
maksimum lokalnym (odp. [silnym| minimum lokalnym) funkcji f, jesli istnieje zbior otwarty V C U zawierajacy
punkt a, taki ze:

Ve e V\{a}: f(z)< f(a) (odp. Vx € V\ {a}: f(x)> f(a)).

Jesli powyzszy warunek zachodzi z nier6wnoscia staba (czyli ,<” zamiast ,<” lub ,>" zamiast ,,>”), punkt a
nazywamy stabym maksimum lokalnym (odp. stabym minimum lokalnym) funkcji f. Gdy stosowna nier6wnosé
zachodzi dla wszelkich x # a z dziedziny funkcji f, w powyzszym nazewnictwie przymiotnik lokalne mozna zastapi¢
stowem globalne.

[Silne/stabe] ekstremum lokalne/globalne funkeji to takiez maksimum lub minimum. (Silne ekstremum jest

stabym, ale nie odwrotnie).

Warunek konieczny na to, by w danym punkcie mogto by¢ stabe ekstremum lokalne, jest zupelnie analogiczny do
podanego w punkcie (a) Tw. (str. dla funkcji jednej zmiennej:

9.23 Twierdzenie. (Warunek konieczny do bycia ekstremum)

Jesli funkcja f: U — R (gdzie U C R? jest zbiorem otwartym) ma stabe ekstremum lokalnie w punkcie a € U
i jest w tym punkcie rézniczkowalna, to f'(a) = 0. W szczegdlnosci, jesli f jest funkciq klasy Ct i ma w punkcie
a stabe ekstremum lokalne, to:

O ()

(9:5) vie{l,...,d}: oz

Jako ze dla funkcji o wiekszej liczbie argumentéw niz 1 pojecie monotonicznosci nie jest jednoznacznie rozumiane
(a poza tym jest to wlasciwosé¢ znacznie rzadziej wystepujaca niz w przypadku typowych funkcji jednej zmiennej),
najprostsze warunki wystarczajace na to, by w punkcie spelniajacym réwnania byto ekstremum lokalne (lub by
wykluczy¢ ekstremum w takim punkcie), formutuje sie w jezyku drugich pochodnych czastkowych. Aby przedstawié
takie kryterium, wprowadzamy przydatne pojecia:
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9.24 Definicja.

Niech f: U — R bedzie funkcja klasy C? w zbiorze otwartym U C R%. Macierz Hessego (lub: hesjan) funkcji f

w punkcie a € U to macierz kwadratowa:

*f *f *f
Ox10x1 (a) 0x10x2 (a) Ox10xq (a)
d *f *f *f
Hia) = [ o*f a)] _ | Fmom (@) 52505, (@) Fsdmg (@)
00T "] j e ; ; :
92 92 9?
(r)frdéfxl (a) Omdng ( ) B:L’dgwd ( )

Zgodnie z Tw. hesjan jest macierza symetryczna, tzn. H(a)? = H(a) (gdzie dla macierzy A = [ajk]lelgT

g=1,...,n

p—1. m to macierz transponowana do A, czyli macierz o wymiarach m x n,

o wymiarach n x m, macierz AT = [by,]
taka ze bpg = agp).

Kwadratowa macierz symetryczng A = [a’jk]?,kzl o wyrazach rzeczywistych nazywamy dodatnio okreslong
(odp. ujemnie okreslong), gdy xAx™T > 0 (odp. zAzT < 0) dla wszelkich niezerowych wektoréw = € R™ (tutaj
wektor x traktujemy jako jednowierszowa macierz o wymiarach 1 x n). Réwnowaznie, macierz A jest dodatnio
(odp. ujemnie) okreslona, gdy (Az,z) > 0 (odp. (Az,z) < 0) dla wszelkich niezerowych wektoréw z € R"
zapisanych jako jednokolumnowa macierz (o wymiarach n x 1). Macierz A nazywamy nieokreslong, gdy istnieja
wektory z,y € R", takie ze xAxzT > 0 oraz yAyT < 0.

Mozemy teraz przedstawi¢ narzedzie do wyznaczania ekstreméw lokalnych funkcji wielu zmiennych.

9.25 Twierdzenie. (Warunek wystarczajacy do bycia ekstremum)
Niech f: U — R bedzie funkcjg klasy C? okreslong na zbiorze otwartym U C Re. Niech ponadto a € U bedzie
punktem spetniajgcym uktad réwnari (9:5). Wtedy:

e jesli hesjan H(a) jest macierzq dodatnio okreslong, to funkcja f ma w punkcie a silne minimum lokalne;
e jesli hesjan H(a) jest macierzq ujemnie okreslong, to funkcja f ma w punkcie a silne maksimum lokalne;

e jesli hesjan H(a) jest macierzq nieokreslong, to funkcja f nie ma w punkcie a stabego ekstremum lokalnego.

W zwiazku z powyzszym kryterium, ponizsze twierdzenie nabiera szczegélnej wagi:

9.26 Twierdzenie.
Niech A = [ajkmkﬂ bedzie symetryczng macierzqg kwadratowg o wyrazach rzeczywistych.

(a) (Kryterium Sylvestera) Macierz A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy:
Vre{l,...,n}: det[a;i]j—; > 0.
(b) Macierz A jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy:

Vre{l,...,n}: (=1)"det[a;x]; r—1 > 0.

(¢c) Jesli det A # 0, to macierz A jest albo dodatnio okreslona, albo ujemnie okreslona, albo nieokreslona.

Potaczenie powyzszych dwoch twierdzen prowadzi do szczegélnie wygodnej metody wyznaczania ekstremow dla
funkcji dwoch zmiennych:

9.27 Wniosek. (Ekstrema lokalne dla funkcji dwéch zmiennych)
Niech f: U — R bedzie funkcjq okreslong na zbiorze otwartym U C R? i niech a bedzie dowolnym punktem ze
zbioru U.
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(A) Jesli %(a) £ 0 lub g—g(a) #0, lub det H(a) < 0, to w punkcie a nie ma stabego ekstremum lokalnego.

(B) Jesli %(a) =0= %(a) oraz det H(a) > 0 (przy czym det H(a) = g%(a)giy];(a) - (;jgy (a))?), to funkcja f

ma w punkcie a silne ekstremum lokalne. Co wiecej: wtedy %(a) %0 oraz
o jesh %(a) > 0, to w punkcie a funkcja f ma silne minimum lokalne;

o jesli %(a) < 0, to w punkcie a funkcja f ma silne maksimum lokalne.

W powyzszych nierdwnosciach %(a) mozna zastgpié (w sposdb catkowicie réwnowazny) przez %(a).

(C) Jesli %(a) =0= g—g(a) = det H(a), to w punkcie a moze byc, ale nie musi, stabe ekstremum lokalne.

9.28 Przyklad.
Wszedzie ponizej dziedzing rozwazanych funkcji jest pelna przestrzen euklidesowa stosownego wymiaru. Naszym
celem jest znalezienie wszystkich ekstreméw lokalnych podanych funkcji.

(A) Niech f(z,y) = 2%y — xy? + 362y, gdzie 6 € {—1,1} to parametr. Do wyznaczenia ekstreméw potrzebujemy
pochodnych czastkowych pierwszego (i by¢ moze drugiego) rzedu, dlatego wyznaczamy te funkcje:
folz,y) = 2zy — y* + 30y = y(2z — y + 30),

fi(z,y) = 2% = 20y + 36z = x(x — 2y + 30).

Nastepnie rozwigzujemy uktad rownaii: f;(z,y) =0 = f, (z,y), czyli:

(9:6) {y(2x—y+35):0

x(x—2y+35) =0
Aby szybko rozwigzaé¢ ten uktad réwnan, rozpatrujemy 4 roztaczne przypadki:

e 2 =0=y: para (0,0) jest rozwigzaniem ukladu (9:6));

e z = 0 # y: wtedy drugie rownanie uktadu jest automatycznie spetnione, a z pierwszego otrzymu-
jemy (po skroceniu przez y) —y + 35 = 0, czyli rozwiazaniem jest para (0, 36);

y = 0 # z: analogicznie jak w drugim przypadku, po skroceniu przez z w drugim réwnaniu otrzymujemy
x4 36 = 0, czyli rozwiazaniem jest para (—30,0);

x # 0 # y: wtedy obustronnie dzielac pierwsze réwnanie przez y, a drugie przez z otrzymujemy prosty
uktad réwnan liniowych, ktérego rozwiazaniem jest para (—d,0).

Z powyzszych rozwazan wynika, ze dla funkcji f sa 4 punkty podejrzane o ekstremum: A = (0,0), B = (0, 39),
C = (=36,0) oraz D = (—6,0). Aby rozstrzygna¢, w ktorych z tych punktow sa ekstrema, wyznaczamy

pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji f, a nastepnie funkcje w(z,y) 2f det H(z,y) (gdzie H to hesjan
funkeji f):
foe(@oy) =2y, fo(x,y) =22,  f,(2,y) =2z — 2y + 30,

wiec w(x,y) = 2y - (—2z) — (22 — 2y + 36)? = —4ay — (22 — 2y + 36)?%. Teraz sprawdzamy kazdy z powyzszych
punktow (podejrzanych o ekstremum) zgodnie z Wn.

o w(A)
e w(B)
o w(C)=w(-35,0) = —95%2 = —9 < 0, czyli brak ekstremum w punkcie C;

e w(D) = w(—6,) = 46%2 — 2 = 3 — skoro w(D) > 0, w punkcie D jest silne ekstremum lokalne; aby
rozpoznad, czy jest to maksimum czy minimum, sprawdzamy znak f2' (D) = 24, tak wiec funkcja f ma
w punkcie D minimum lokalne, gdy 6 = 1, a maksimum lokalne dla § = —1.

w(0,0) = =962 = —9 — skoro w(A) < 0, w punkcie A nie ma ekstremum;

w(0,36) = —95% = —9 < 0, wiec (jak poprzednio) w punkcie B nie ma ekstremum;

Podsumowujac, funkcja f ma tylko jedno ekstremum lokalne: jest to minimum (odp. maksimum) lokalne
w punkcie (—1,1) (odp. w punkcie (1,—1)) dla § = 1 (odp. dla 6 = —1). Wartosé¢ funkcji w tym punkcie to
f(=6,6) =03+ 63 —36% = —5% = 6.
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(B) Niech g(z,y) = 5% — ¥, Wyznaczmy pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu:

sinx

sin x 2 sin x

g;/x(%y):e cos“x —e Sinm:eSinw( 2

cos” x — sinx),

ggy (z,y) = —e®*¥Ysin? y 4+ Y cosy = e“*¥(cos y — sin” y).

Uktad réwnaii g, (z,y) = 0 = g, (z,y) po podzieleniu réwnan przez stosowne potegi liczby e przeksztalca sig
do cosx = 0 = siny (co implikuje, ze x = § + k7 oraz y = {x, gdzie k i £ to dowolne parametry catkowite —
ale w tym momencie tego nie potrzebujemy). Z jedynki trygonometrycznej wynika, ze otrzymane rownania
sa rownowazne warunkom:

(9:7) sinz € {-1,1}, cosy € {—1,1}.

Odnotujmy, ze jest nieskoriczenie wiele punktow podejrzanych o ekstremum. Aby rozpoznaé, w ktoérych

z nich w istocie sa ekstrema, obliczmy wyznacznik z hesjanu funkeji g, czyli niech w(z,y) 4f Qet H (z,y) =

e (cos?  — sinx) - €Y (cosy — sin®y) = e Y (cos? & — sinx)(cosy — sin?y). Jesli teraz (a,b) jest
jednym z punktow podejrzanych o ekstremum, to z réwnan cosa = 0 = sinb wnioskujemy, ze w(a,b) =

—esinateosbgin g cosb. Tym samym:

e jesli sinacosb > 0, wtedy w(a,b) < 0, wiec w punkcie (a,b) nie ma nawet stabego ekstremum lokalnego;

e jesli natomiast sinacosb < 0, wtedy w(a,b) > 0, wiec w punkcie (a,b) jest silne ekstremum lokalne.

Warunki (9:7) implikuja, ze sinacosb € {—1,1}, zatem w punkcie (a,b) jest ekstremum wtedy i tylko wte-
dy, gdy sinacosb = —1. Odnotujmy, ze w tym przypadku g7, (a,b) = —e*"%sina. Aby zachodzila réwnosé

sina cosb = —1, mozliwe sa dwa przypadki:
e sina =11icosb= —1: wtedy g”.(a,b) = —e < 0, co oznacza, ze w takich punktach funkcja ma maksimum
lokalne;
e sina=—11icosb=1: wtedy ¢/ .(a,b) =e > 0, czyli funkcja ma minimum lokalne w takich punktach.

Podsumowujac, funkcja g ma nieskoriczenie wiele miniméw i maksiméw lokalnych:

e minima lokalne: w punktach (—% + 2k, 207) (gdzie k, ¢ € Z), wartos¢ funkeji w tych punktach to 1 —e;

e maksima lokalne: w punktach (5 + 2km, 7 + 2¢7) (gdzie k,£ € 7Z), wartos¢ funkcji w tych punktach to
e 1.
(C) Tym razem niech h(z,y,z) = yzgj;zjfé, gdzie § € {—1,1} to parametr. Procedujemy jak poprzednio —

najpierw pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu:

’ o 2 2 € / o 2y / o 2z
ho(z,y,2) = =2(y" + 2 +5)W7 hy(z,y,2) = 2 hz(xayvz)_ma
1 — 322 2
hll _ _2 2 2 (5 O h// _ 2 h// _
dxy dxz
h// — h// — h/l , — 0'
my(fﬂ,y,Z) (.%'2 I 1)27 xz(xvyaz) ($2+1)2’ yz(Z y,Z)
Nastepnie rozwiazujemy uktad rownan (9:5)):
_2(y2 + 22 + 5) (m2f|c»1)2 =0 —20x =0
w1 =0 = qy=0 = r=y=2=0.
25 =0 z=0

A wiec tylko jeden punkt — (0,0,0) — jest podejrzany o ekstremum. Zamiast wyznacza¢ macierz Hessego
w dowolnym punkcie przestrzeni, przyjrzyjmy sie jej tylko dla punktu (0,0,0) (dla uproszczenia macierz te
oznaczmy przez A):

—25 0 0
AL HO0,000=] 0 2 0
0 0 2

Zauwazmy, ze det A = —80 # 0, zatem (zgodnie z Tw. [9.26]) macierz ta jest albo dodatnio okreslona (i wtedy
w punkcie (0, 0,0) jest silne minimum lokalne — zgodnie z Tw. , albo ujemnie okreslona (i wtedy w punk-
cie (0,0,0) jest silne maksimum lokalne), albo jest nieokreslona (i wtedy w punkcie (0,0,0) nie ma nawet
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slabego ekstremum lokalnego). Aby macierz ta byla dodatnio lub ujemnie okreslona, wyznacznik macierzy
2 x 2 wycietej z A od lewego gornego rogu musi by¢ dodatnia. A ten wyznacznik to liczba —26§ - 2 = —49.
Whioskujemy, ze dla § = 1 funkcja h nie ma zadnych ekstreméw. Pozostaje rozpatrzyé przypadek, gdy § = —1.
Wtedy macierz A jest dodatnio okreslona (np. dzigki kryterium z punktu (a) Tw.[9.26)), wiec w tym przypadku
funkcja h ma jedno ekstremum lokalne i jest to silne minimum w punkcie (0,0,0); warto$é¢ funkcji w tym
punkcie to —1.

9.4 Calka Riemanna

W tej czesci uogélnimy pojecie catki Riemanna na przypadek funkcji wielu zmiennych.

9.29 Definicja.

Kostkg (niezdegenerowana) w R? nazywamy dowolny zbiér bedacy iloczynem kartezjanskim ograniczonych (nie-
zdegenerowanych) przedzialéw domknietych w R; innymi stowy, Q@ C R? jest kostka, gdy istnieja liczby a1, ..., aq
oraz by,...,bq, takie ze a; < b; (dla j=1,...,d) oraz

d
Q =la1,b1] X ... X [ag,bq] = Ha], | ={(z1,...,2q) €RY Vi€ {1,...,d}: a; <x; <b;}.
j=1

W powyzszej sytuacji liczbe (by — aq) - ... - (bg — aq) nazywamy objetoscig kostki Q 1 oznaczamy ja przez |Q)|
(w przypadku d = 2 zamiast o objetosci moéwimy o polu kostki). Z kolei §rednica kostki @, oznaczana przez diam @,
to liczba || (a1 —b1, . .., aq—bq)|| (czyli diam Q = 4 /Zf 1(bj — a;)? to dlugosc nadtuzszego odcinka zawartego w Q).
Dla uproszczenia, przedz1aly laj,bj] (Jednoznacznle wyznaczone przez kostke @) nazywaé bedziemy krawedziami
kostki Q. Brzeg kostki @ to zbior postaci Q \ szl(aj, b;).

Niech P C R? bedzie kostka. Podziat kostki P to skoniczony zestaw kostek

(98) T Ql?"'?QT‘
powstalych przez podzial krawedzi kostki P, tzn.: jesli P = H?Zl[aj,bj] i dla kazdego indeksu j € {1,...,d}
mamy zadany podzial ‘ .

Tyt aj:t((f)<t§j) <t£n)(]) b;
przedziatu [a;,b;], to podziaty m1,..., 74 wyznaczaja podzial kostki P przez ustawienie (w sposob réznowarto-
$ciowy) w dowolnej kolejnosci kostek postaci Hd [ i](;) 1 i(;)] gdzie s(j) jest dowolnym indeksem ze zbioru
{1,...,m(j)}. (Obrazowo: podzial prostokata polega na narysowaniu na nim siatki liniami poziomymi i piono-

wymi, przy czym dlugosci i szerokosci komorek tej siatki nie musza by¢ takie same dla wszystkich komorek).
S'rednicq podziatu nazywamy liczbe diam 7 = max;—; ,diam Q;.
Jesli 7 jest podzialem kostki P zadanym przez , zestaw wektorow §: &1, . .., & nazywamy uktadem punktow
podrednich zgodnym z m, gdy:
& e (G=1,...,7r).

Ciag podziatow my, mo, 73, . . . kostki P nazywamy normalnym ciggiem podziatow, gdy lim,,_, , diamm,, = 0.
Dla funkcji f: P — R, podziatu 7 kostki P zadanego przez oraz uktadu §: &1, ..., & punktéw posrednich
zgodnego z 7 okreslamy sume Riemanna funkcji f wyznaczong przez @ i § jako:

S(fim,0) E 3 F(E)IQs -

Jj=1

Powiemy, ze funkcja f: P — R jest catkowalna w sensie Riemanna [w kostce P] (lub krotko: catkowalna), jesli f
jest funkcja ograniczona oraz istnieje liczba ¢ € R, taka ze dla dowolnego normalnego ciagu podziatéow 71, 7o, 73, . . .
kostki P oraz dowolnego ciggu 41,2, ds, . . ., takiego ze &, to uktad punktéw posrednich zgodny z podziatem m,
(dla dowolnego indeksu n), zachodzi:

lim S(f;m,,d0n) =c.

n—oo
W powyzszej sytuacji liczbe ¢ nazywamy catkq Riemanna (lub kréotko: catka) z funkeji f (po kostce P) i oznaczamy
ja przez fP f(z1,...,zq)dzy ... dzg. (Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, oznaczenie zmiennych
w zapisie catki odgrywa drugorz@dnq role; tak wiec, dla kostki P C R2: fp flx,y)dady = [, f(z,w)dzdw =
[p fly,x)dydz, ale [, f(x,y)dxdy to nie to samo, co [, f(x,z)dxdy czy [, f(z,w)dxdy).
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O ile catkowanie funkcji jednej zmiennej tylko po przedziatach w praktyce jest zazwyczaj wystarczajace, o tyle juz
w przypadku funkeji dwoch zmiennych ograniczanie sie do catek jedynie po prostokatach (ktorych boki sa rownolegte
do osi uktadu wspohrzednych) byltoby wyraznie odczuwalne w wielu typowych zagadnieniach. Z tego wzgledu powyzsza
definicje catki po kostce rozszerza sie w sposob nastepujacy:

9.30 Definicja.

Niech A C R? bedzie zbiorem ograniczonym, a f: B — R dowolna funkcja okreslona na zbiorze B C R? zawiera-
jacym zbior A. Mowimy, ze funkcja f jest catkowalna (w sensie Riemanna) po/na zbiorze A, gdy istnieje kostka
P C R?, taka ze A C P oraz funkcja

flz) gdyre A

eR
0 gdy z ¢ A

fp!PBl"—){

jest catkowalna po kostce P. W tej sytuacji liczbe fP fp(xl, cooyxq)day ... deg nazywamy catkq z funkcji f po
zbiorze A i oznaczamy przez fA f(z1,...,xq)dzy ... dzg. Dowodzi sie przy tym, ze warto$é tej calki nie zalezy od
doboru kostki P D A.

Ograniczony zbior A C R? nazywamy mierzalnym w sensie Jordana, gdy funkcja stale réwna 1 na zbiorze A
jest calkowalna. W tej sytuacji liczbe fA 1dz; ... dzg nazywamy objetoscig (a w przypadku d = 2 polem) zbioru
A i oznaczamy przez |A|.

W przypadku d = 2 (tj. gdy calkujemy po podzbiorze plaszczyzny R?) lub d = 3 (tj. gdy calkujemy po
podzbiorze przestrzeni R3), stosuje sie bardziej sugestywna notacje calki:

o d=2: zamiast [}, f(z,y)dxdy piszemy [[,, f(z,y)dzdy i méwimy o calce podwdjnes;
o d = 3: zamiast [}, f(z,y,z)dzdydz piszemy [[[, f(x,y,z)dzdydz i moéwimy o calce potrdjnej.

Gdy d > 3, zamiast [, f(z1,...,2q)dzy ... dzg mozna takze pisac¢ [--- [, f(z1,...,zq)dry ... dzg (dla d = 4
moéwimy o calce poczwdrnej).

9.31 Uwaga.
Podobnie jak w przypadku catki z funkcji jednej zmiennej, calka po zbiorze A C R? z nieujemnej funkcji catkowalnej
f: A — R, to objetosé zbioru {(z,t) e R xR: z€ A, 0<t< f(z)}.

Podamy teraz podstawowe wlasnosci poje¢ wprowadzonych powyzej. Dla uproszczenia sformutowan, zbior A C R?
nazwiemy zwartym, gdy jest ograniczony, a jego dopelnienie R?\ A jest zbiorem otwartym.

9.32 Obserwacja.

(A) Kazda kostka jest mierzalna w sensie Jordana, a jej objetosé w sensie sformutowanym w Def. jest
identyczna z objetosciq zdefiniowang w Def. [9.29]

(B) Brzeg F' dowolnej kostki jest zbiorem mierzalnym w sensie Jordana oraz |F| = 0.

(C) Catka po zbiorze mierzalnym w sensie Jordana jest operacjg liniowq: jesli A C R? jest zbiorem mierzalnym
w sensie Jordana, a f,g: A — R sq funkcjami catkowalnymi po zbiorze A, to dla dowolnych liczb a,b € R
takze funkcja af + bg jest catkowalna po zbiorze A oraz

/A(af(:z:l,...,xd) +bg(x1,...,2q))day ... dag =

:a/f(xl,...,xd)dxl...d:rder/ g(x1,...,xq)day ... dagy.
A A

(D) Niech A i B bedg zbiorami mierzalnymi w sensie Jordana w R?, takimi ze ich czesé wspdlna jest zbiorem
mierzalnym w sensie Jordana oraz |[AN B| = 0. Jesli f: AUB — R jest funkcja catkowalng zaréwno po
zbiorze A, jak i po zbiorze B, to funkcja f jest catkowalna po zbiorze AU B oraz

f(xl,...,xd)dajl...dxd:/f(a:l,...,xd)dxl...dxd—l—/f(wl,...7md)dx1...dacd.
AUB A B

W szczegdlnosei, AU B jest zbiorem mierzalnym w sensie Jordana oraz |AU B| = |A| + |B].
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(E) Jesli A C RY jest zbiorem mierzalnym w sensie Jordana, a f: B — R funkcjq ciagtq okreslong na zbiorze
2wartym B D A wR?, to funkcja f jest catkowalna po zbiorze A.

9.33 Definicja.
Dla zbioru D C R? oraz liczby t € R wprowadzamy oznaczenia:

D(-,t)={z € R: (a,t) € D}, D(t,)={y e R: (t,y) € D}.

Rzut zbioru D na 0§ X to zbior D, = {x € R: D(z,-) # @}. Podobnie, rzut zbioru D na 0§ Y to zbior
Dy ={y €R: D(-y) # o}

Mowimy, ze zbior D jest obszarem normalnym wzgledem osi X (odp. wzgledem osi Y'), gdy D, (odp. Dy)
to ograniczony przedzial domkniety, powiedzmy [a,b], oraz istnieja funkcje ciagle «, 8: [a,b] — R, takie ze dla
wszelkich liczb t € [a,b]: a(t) < B(t) oraz D(t,-) (odp. D(-,t)) to przedziat [a(t),5(¢)]. Innymi stowy, obszar
normalny wzgledem osi X ma postaé:

D={(z,y) €R*: a<2<b, alx)<y< )}

(a obszar normalny wzgledem osi Y ma posta¢ D = {(z,y) € R?: a <y <b, aly) <z < B(y)}).
Podobnie, dla zbioru D C R? oraz liczb s,t € R wprowadzamy oznaczenia:

D(-,s,t) ={z e R: (z,s,t) € D}, D(s,-,t) ={y € R: (s,y,t) € D}, D(s,t,-) ={z € R: (s,t,z) € D}.

Rzut zbioru D na ptaszczyzne XY to zbior Dy, = {(z,y) € R*: D(z,y,-) # @}. Podobnie, rzut zbioru D na
plaszczyzne X Z (odp. YZ) to zbior D,, = {(z,2) € R*: D(z,-,z) # @} (odp. Dy, = {(y,2) € R*: D(-,y,2) #
a}).

Mowimy, ze zbidr D jest obszarem normalnym wzgledem ptaszczyzny XY, jesli zachodza nastepujace warunki:

e zbiér 0 = D,, jest sumg mnogosciowa skoiiczenie wielu podzbioréw plaszczyzny, z ktérych kazdy jest
obszarem normalnym wzgledem jednej z osi;

e istnieja funkcje ciagte a, 8: @ — R, takie ze dla dowolnego punktu (z,y) € Q: a(z,y) < B(x,y) oraz
D(l‘,y, ) = [a(a:,y),ﬁ(x,y)]

Innymi stowy, obszar normalny wzgledem ptaszczyzny XY ma postac:
D={(z.y,2) €R’: (z,y) €Q, a(z,y) <z < B(z,y)}.

W analogiczny sposéb okreslamy obszary normalne wzgledem ptaszczyzn XZ i Y Z.

Ponizsze wazne twierdzenie to szczegblny przypadek twierdzenia Fubiniego:

9.34 Twierdzenie. (Twierdzenie o calce iterowanej)
W ponizszych wzorach wszystkie funkcje podcatkowe (zadane catkq) sq catkowalne.

(A) Podzbidr plaszczyzny, ktory jest obszarem normalnym wzgledem ktorejkolwiek osi, jest mierzalny w sensie
Jordana.

(B) Jesli obszar normalny D C R? wzgledem osi X jest opisany wzorem:
D={(z,y) €eR*: a<z<b, alx) <y<p)

a f: D — R jest funkcjg cigglq, to

//D f.y) dady = /b(/::) f(.y) dy) d.

(C) Jesli obszar normalny D C R? wzgledem osi Y jest opisany wzorem:

D={(z,y) €R*: a<y<b, aly) <z <py)},
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a f: D — R jest funkcjg ciggla, to

//D Flz,y)dedy = /ab (/:y(j) Jl.y)dz) dy.

(D) Podzbior przestrzeni R3, ktory jest obszarem normalnym wzgledem ktorejkolwiek z ptaszczyzn XY, XZ, Y Z,
jest mierzalny w sensie Jordana, a jego rzut na plaszczyzne, wzgledem ktorej jest obszarem normalnym, jest
podzbiorem plaszczyzny mierzalnym w sensie Jordana.

(E) Jesli obszar normalny D C R wzgledem osi XY jest opisany wzorem:

D = {(x,y,z) € R%: ('Tay) € Q, Oé(.’L‘,y) <z< B(xay)}a

a f: D — R jest funkcjg ciggla, to

f(z,y,z)dedydz = ( ey flz,y, 2) dz) dz dy.
D o Ma(z,y)

Analogiczne wzory zachodzq dla catek po obszarach normalnych wzgledem ptaszczyzn XZ oraz Y Z.

9.35 Przyktad.

(A) Obliczmy [[,(2*+y?)dady dla D = {(z,y) € R*: z*+y? < 1}. Zbior D jest obszarem normalnym zar6wno
wzgledem osi X, jak i osi Y. Mozemy wiec wybraé os, wzgledem ktoérej opiszemy ten zbiér. Chociaz o§ X
jest naturalnym wyborem, pokazemy, jak te calke wyliczyé, gdy zbiér D traktujemy jako obszar normalny
wzgledem osi Y. Przy takim podejsciu:

D={(zr,y) eR?: —1<y<1, —\/1-y2<z</1-y2}.

W takim razie, z Tw. [0.34] wynika, ze:

//D(gc2 +y?)dedy = /_11 (/_\/1:!2(;62 +y2)dsc) dy = /_11(:1))3;3 +my2)|f\y;ﬁdy

1—y2

t=arcsiny
y=—1= t=—1n

1 2 2 1 _ 1,
=/ GA=y )VI-y +2°V1-y?) dy = /_1(1+2y2)\/1—y2dy= A

-1 3 @zcost
dy=cos tdt
2 (2 L 2 (%1 1 [% )
=3 (1+ 2sin“t) costcostdt = 3 5(2 —cos2t)(1 + cos 2t) dt = 3 (2 + cos 2t — cos” 2t) dt
-% -% -7
1 (2,3 1 1,3 1 1 3T
= 3/_2(2 + cos 2t — icos4t) dt = §(§t+ isin2t— ésinélt) ;:_%ﬂ = g

Zwroémy uwage, ze podezas liczenia calek wielu zmiennych, w notacji typu (f (x))|z dopisujemy w indeksie

dolnym litere zmiennej, za ktoéra nalezy podstawié granice catkowania, np.: (f (m))|Z:a
[f ()] powinni$my pisa¢ np. [f(z)]%_,). Szybszy sposob wyznaczenia zadanej tu catki poznamy nieco pézniej,

z uzyciem wspolrzednych biegunowych.

(Podobnie, zamiast

(B) Tym razem obliczmy [, (z + 2y)dx dy, gdzie D jest obszarem ograniczonym przez krzywe y = 42® — 1 oraz
y = 22 + 2. Tym razem zbiér D nie jest obszarem normalnym wzgledem osi Y, ale jest wzgledem osi X:
D= {(z,y) €eR?: —1<x<1, 422 1<y <2%+2}. Zatem:

1

1 2242 2
// (x4 2y)dedy = / (/ (x4 2y) dy) dx = / (zy + yQ)I::—ZLl dx
D —1\M4az2-1 -1
1

1
= / (x(z? +2)+ (22 +2)? —z(42® — 1) — (42* — 1)?)dx = / (—152* — 323 +122% + 32 + 3) dx
—1 —1
1
= (—3335 — %x4 + 42 + %mQ + 33:)

—2(—3+4+3)=38.

r=—1
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(C) Twierdzenie o calce iterowanej podaje pewien rekurencyjny schemat obliczania calek: potréjna sprowadza sie
do podwdjnej, poczworna do potrdjnej, itd. Aby to zilustrowaé, obliczymy calke ffo 3z dx dy dz po zbiorze
Q= {(r,y,2) R >0, y>0, +y <1, 22+ 1y?> < 2 < 1}. Zbior ten jest obszarem normalnym
wzgledem plaszezyzny XY. Istotnie, Q,,, = D, gdzie D = {(z,y) € R*: >0, y >0, z +y < 1} oraz
Q= {(z,y,2) €R3: (z,y) € D, 2> +9y* < 2z < 1}. Zauwazmy takze, ze

0<z <,

0<y<l-=xz
W takim razie do zadanej calki mozemy dwukrotnie zastosowaé Tw. (najpierw do zbioru , a potem do
zbioru D):

1
/// 3xdmdydz:// (/ 3xdz)dxdy:// 3xz’17 2+2dxdy:// 32(1 — 2% — y?) dx dy
Q D N2 g2 D Y D
1, pl-a 1 .
:/ (/ x(3—3x2—3y2)dy) dm:/ x(3y—3x2y—y3)|y:§dx
o Vo 0
1 1
:/ :1:(3(1—17)739:2(1793)—(17x)3)dx:/ (x—2?)(2+ 22 —42?)dz = ...
0 0

(dokorniczenie rachunku pozostawiamy jako ¢wiczenie).

Innym przykladem (natury ogoélnej) zastosowania calki iterowanej, jest ponizszy wzér na objetosé tzw. bryly
obrotowej:

9.36 Twierdzenie. (Objetosé¢ bryly obrotowej)

Niech f: [a,b] — R, bedzie funkcjq ciggtq o wartosciach niewjemnych, a Q C R3 bedzie brytq ograniczong przez
powierzchnie powstatq przez obrét wokdt osi X wykresu funkcji f (oraz ograniczong przez ptaszczyzny o réwnaniach
x=aixz=0">). Wiedy Q jest zbiorem mierzalnym w sensie Jordana oraz

b
Kﬂzw/jﬁf&.

9.37 Przyktad.

Zobaczmy, jak wykorzystujac wzor z Tw. mozna obliczy¢ objetosé kuli. Zauwazmy, ze sfera o srodku w (0,0, 0)
i promieniu R > 0 powstaje przez obrét potokregu o réwnaniu 22 + y?> = R? wokoél osi X. Tym samym sfera
jest powierzchnia powstata przez obrot dookola osi X wykresu funkcji f: [—R, R] — R, danej wzorem: f(x) =
VR? — 2. A zatem objetosé tej kuli B(R) to:

R R
|B(R)| :w[Rf(x)zdx:w/ (R?* —2%)da = §WR3.

—-R

Ponizszy rezultat stanowi jedno z najpotezniejszych narzedzi do obliczania calek.

9.38 Twierdzenie. (Twierdzenie o zmianie zmiennych)

Niech g: U — R? bedzie dyfeomorfizmem klasy C' okreslonym na zbiorze otwartym U C RY, B C g(U) bedzie
zwartym zbiorem mierzalnym w sensie Jordana, a f: B — R funkcjq ciggtq. Wtedy zbior A = g=1(B) jest takze
mierzalny w sensie Jordana oraz:

(9:9) /Bf(xl,...,xd)dxl...dmd:/Af(g(xl,...,xd))|detg’(x1,...,gd)|dac1...dxd.
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9.39 Uwaga.
W praktyce, stosujac Twierdzenie o zmianie zmiennych, litery zmiennych w wyjsciowej calce zamienia sie na inne
i stosuje sie notacje podobna do stosowanej przy zmianie zmiennych podczas catkowania funkcji jednej zmiennej:

wan| = [[ ...

Przywolane twierdzenie stosuje sie rowniez z uzyciem pewnych klasycznych podstawieri (m.in.: wspotrzedne bie-
gunowe; walcowe; sferyczne) z uzyciem funkcji g, ktore nie sa dyfeomorfizmami w calej swojej dziedzinie, ale mimo
to wzor jest poprawny. Te szczegblne podstawienia omawiamy ponize;j.

v=a(zw)  y=B(zw)

// flz,y)drdy = | dzdy=|det o (z,w)  ofy(z,w)
7 BL(z,w) By, (z,w)

B~ A

9.40 Przyklad.

(A) (Wspdtrzedne biegunowe) Rozwazmy funkcje g(r, ¢) = (r cos ¢, rsin¢), gdzie r > 0 oraz ¢ € [0,27] (lub
¢ € [—m,7]; lub ¢ € I, gdzie I to dowolnie wybrany przedzial domkniety o dlugosci 27). Zauwazmy, ze
9,(r, ) = (cos ¢, sin ¢) oraz g, (r, ¢) = (—rsin,rcos ¢), zatem:

cos¢p —rsing

det ¢’ (r, ) = det =rcos’p+rsin®p=r.

sing rcoso

Tym samym we wszelkich catkach podwdjnych mozemy wprowadzaé¢ wspdtrzedne biegunowe, tj. stosowaé
podstawienie:

x:rcpsqﬁ
//D fla,y)dedy =, vorsng ://Q f(rcos ¢, rsin ¢)r dr de.

D~Q

Cata sztuka w tym podstawieniu to rozpoznaé, na jaki zbior € przeksztalci sie wyjsciowy zbior D. Aby tego
dokona¢, nalezy pamietaé, ze dowolny punkt (z,y) na plaszczyZnie (inny niz (0,0) — ten punkt mozemy
zupelnie pominaé¢) we wspotrzednych biegunowych ma reprezentacje (r, ¢), gdzie r = /22 + y2 (czyli 2% +
y? =1?), a ¢ to taki kat z wybranego przez nas zakresu, ktéry mozemy przedstawié¢ jako ¢ = ¢g + 2kn, gdzie
k€Z,a ¢y € [0,27) to kat miedzy dodatnia potosia X a polprosta o poczatku w (0,0) przechodzaca przez
(z,y) (kat zataczany od dodatniej potosi X w kierunku odwrotnym do ruchu wskazowek zegara).

Mozna roéwniez stosowaé¢ wspolrzedne biegunowe wokédl dowolnego punktu O = (a,b) plaszczyzny. Wspol-
rzedne punktu opisuje sie wtedy wzorami x = a + rcos¢ oraz y = b+ rsin¢. W tej wersji dedy = rdrde,
r to odlegtos¢ punktu (z,y) od punktu O, a ¢ to kat wyznaczony tak jak poprzednio, ale wg uktadu wspotl-
rzednych, ktorego poczatkiem jest punkt O.

(B) (Wspdtrzedne walcowe) Tym razem rozwazamy funkcje trzech zmiennych w(r, ¢, z) = (r cos ¢, rsin ¢, z),
gdzie (jak poprzednio) r > 0, zakres ¢ to pewien domkniety przedziat o dtugosci 27, a z € R. W tej sytuacji
det w(r, ¢, z) = r, wiec przy obliczaniu catek potrojnych mozna wprowadzaé¢ wspdtrzedne walcowe, tj. stosowaé
nastepujace podstawienie:

=7 Ccos ¢

/// flz,y,2z)dedydz = yTZ:SLI3¢ :///
D dz dy d[z):'r‘s()lrdqﬁdz Q

Powyzsze wspolrzedne walcowe to ich wersja wzdluz osi Z. Mozna takze stosowaé wspolrzedne walcowe
wzdtuz osi X (z =z, y = rcos¢, z = rsing, devdydz = rdezdrde) oraz wzdtuz osi Y (z = rcoso, y = vy,
z=rsing, dedydz = rdrdyde¢). Kolejnosé, w jakiej wypisujemy napisy dr, d¢ oraz dz (lub dz, lub dy)
we wzorze na dz dy dz nie ma znaczenia i do nas nalezy wybor, w jakiej kolejnosci je wypiszemy.

Przedstawiajac punkt przestrzeni trojwymiarowej we wspolrzednych walcowych wzdtuz osi Z, jego wspol-
rzedna z nie ulega zmianie, a na podstawie jego wspotrzednych x i y wyznacza sie wspotrzedne biegunowe r
i ¢, ktére wraz ze wspolrzedna z opisuja 6w punkt we wspolrzednych walcowych.

(C) (Wspdtrzedne sferyczne — I wersja) Punkty tréjwymiarowej przestrzeni mozemy takze opisa¢ za pomoca
trzech zmiennych: r > 0 to odlegtosé punktu od poczatku uktadu wspotrzednych (czyli r = /22 + y2 + 22;
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2?2 +y?+ 22 =1r?), ¢ € 0,27] (lub ¢ € [—7,7]) to kat we wspohrzednych walcowych dla punktu (z,v, 2)
na plaszczyznie rownolegtej do osi XY, ktora przechodzi przez 6w punkt, a 6 € [0,7] to kat, jaki tworzy
polprosta wychodzaca z (0,0,0) i przechodzaca przez (x,y, z) z dodatnia potosia Z. W tych wspotrzednych
sferycznych stosuje sie podstawienie postaci:

x = rsinfcos ¢

y =rsinfsin¢

z=rcosf

dedydz = r?sin@drde dé

(D) (Wspdtrzedne sferyczne — I wersja) W tej wersji zmienne r i ¢ wyznaczamy identycznie jak w pierwszej
™ T

wersji wspotrzednych sferycznych, natomiast 6 € [~7, 5] to kat miedzy polprosta wychodzaca z (0,0,0)

przechodzaca przez punkt (z,y, z) a plaszczyzna XY . W tej wersji stosuje sie podstawienie:

T = 1 cosfcos ¢
y = rcosfsin ¢
z=rsinf

drdydz = r?cosfdrdedd

9.41 Przyklad.
Obliczmy ponownie catke [, (2? 4+ y?)dedy (gdzie D = {(z,y) € R*: 2* +y* < 1}) z Prz. W Tym razem
zastosujemy wspotrzedne biegunowe. Jako ze zbior D jest kotem o srodku w (0, 0) i promieniu 1, we wspolrzednych
biegunowych zbiér ten opisuje sie bardzo prosto:

0<r<i1

0<¢<2rm

Co wiecej, wiemy, ze 22 + y? = r2. Tak wiec zadang catke mozemy obliczy¢ tak:

=T COS ¢

. 1 2w 1
9 9 y:zsmd> // 9 / </ 3 ) / 3 T
e+ dedy = dz dy=rdrd¢ = r*-rdrd¢ = r’do)dr = 27 rodr = —
//D( Y ) Y ($’y)€Dy<:> (r,¢)EQ Q ¢ 0 0 ¢ 0 2

Q: 0<r<1, 0<p<L27

Podobnie jak dla funkcji jednej zmiennej, zachodzi nastepujace

9.42 Twierdzenie. (Twierdzenie o zmajoryzowanym przejSciu do granicy pod znakiem calki)
Jesli A C R? jest zbiorem mierzalnym w sensie Jordana, funkcje fi, fa, f3,...: A = R sq catkowalne i podobnie
funkcja g: A — R jest catkowalna oraz zachodzqg wtasnosci:

o istnieje stata M > 0, taka ze |fn(x)| < M dla wszelkich n € Ny oraz x € A;
o lim,, . fn(x) = g(x) dla wszelkich x € A,

to:
/fn(ml,...,xd)dxl...dxd—)/g(acl,...,wd)dml...dxd (n — o).
A A

Na koniec oméwimy krzywe w R? i ich dtugosé.

9.43 Definicja.
Krzywa w R? to dowolna funkcja ciagla z ograniczonego przedziatu domknietego I € R w R%.
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Jedli v: [a,b] — R jest dowolna funkcja (niekoniecznie ciagla), to jej dfugoscig, oznaczang przez £(7), nazy-
wamy kres gorny (a wiec wielkosé z [0, 0o]) wszystkich liczb postaci

> (k) = A(tr-)ll;
k=1

gdzie a = tg < t; < ... < t,, = b jest dowolnym podzialem przedziatu [a,b]. Funkcje v nazywamy prostowalng,
gdy £(v) < o0.

Obliczanie dtugosci krzywej wprost z definicji jest niemal niewykonalne. Do tego celu shuzy ponizsze

9.44 Twierdzenie.
Jesli v: [a,b] — R? jest krzywq, ktora jest klasy C' w przedziale (a,b), to:

b
) = / I (@) dt,

przy czym catka po prawej stronie to catka (potencjalnie) niewtasciwa, ktorej warto$é moze byé nieskoriczona.

Jako szczegblny przypadek powyzszego rezultatu, otrzymujemy:

9.45 Whniosek.

(a) Jesli f: [a,b] — R jest funkcjq ciggtq, klasy C* w przedziale (a,b), to dtugosé wykresu T'(f) = {(t, f(t)): t €
[a,b]} funkcji f wyraza sie wzorem:

b
U (f)) = / NaESTOR

(b) Jesli f: [a,b] — R? jest funkcja cigglq, klasy C' w przedziale (a,b), przy czym f(t) = (f1(t),..., fa(t)), to
dtugosé wykresu T(f) = {(t, f1(t),..., fa(t)): t € [a,b]} funkcji f wyraza sie wzorem:

9.46 Przyklad.
Jak zobaczymy w ponizszych przyktadach, do$¢ czesto obliczenie dtugosci krzywej zadanej ,tadnym” wzorem jest
znacznie trudniejsze niz dla krzywych, ktorych wzor wyglada znacznie ,,gorzej”.

(a) Niech v: [0,3] — R® bedzie krzywa dana wzorem ~(t) = (—t%, 2t2/t, £t3). Aby obliczy¢ dlugos¢ tej krzywej,

zauwazmy, ze jest ona klasy C1 oraz v/ (t) = (—2t, 2t\/t,t?). Zatem, dzieki Tw. [9.44
3 3 3 N
U(y) = / I/ (&)l dt = / VA 143 + A dt = / (2t + ) dt = (t2 + gt?’) ’0 = 18.
0 0 0

(b) Tym razem niech f(z) = x?. Chcemy wyliczy¢é dtugosé kawatka I' paraboli bedacej wykresem funkcji f
wyznaczonego przez warunek z € [0,1]. W tym celu korzystamy z Wn. m

1 1
LT = / V14 fr(t)2dt = / V14 4t2dt.
0 0
Aby obliczy¢ powyzsza calke, skorzystamy ze wzoru

In(z+v1+22)+C,

/ dr
Vit
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ktory wyprowadzilismy w Prz. (str. . Przyda on nam sie do obliczenia nastepujacej calki:

/ 1+ 22dx 1+ dz / dz +/:c x dz s
\/ - | 12 qr= ] — " dr = —
V1+ a? V1+ a2 V1+ a? el v:\/fi?

:1n(x+\/1+x2)+x\/1+z27/\/1+x2dr,

awiec [V1+a2de =L In(z+ V1 +22) + 32v/1 + 22 4 C. Dalszy rachunek jest juz prosty:

1 =2t 2
1 1,1 1 2
E(F):/ Vitagds=| d=te :5/ \/1+m2dx:§<§ln(x—|— 1+x2)+§x\/1+x2)‘
0 t=1 = z=2 0 0

1 1
= 11n(2+\/5) + 5\/S.

(¢) Tym razem obliczymy dtugosé gornego potokregu o srodku w (0, 0) i promieniu R > 0. Na wstepie zaznaczamy,
ze istnieje prostszy sposob (z uzyciem funkeji trygonometrycznych) na wykonanie tego zadania niz rozumo-
wanie zaprezentowane ponizej. (Ten prostszy sposob jest zwiazany z trescia jednego z zadan na ¢wiczenia
i dlatego tutaj go pomijamy).

Potokrag, o ktérym mowa powyzej, jest opisany przez warunki:

22 +y% = R?
y>0

Rownowaznie, potokrag ten jest wykresem I' funkeji f: [-R, R] > = — v R? — 22 € R. Tak wiec ponownie

mozemy zastosowaé Wn. zauwazajac wezesniej, ze f jest funkcja ciagla oraz f/(z) = 7\/% dla
x € (—R, R). Zatem:

«T rof 2 " Rdx LB, R [ dt
") /—R R? —a? RVRT 22 "R 1 VR - R2

= Rarcsint =7R.

1
dt 1
:R/
_1V1—1¢2 -1
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Zagadnienia na egzamin w roku akad. 2025/26

granica ciagu (liczbowa i niewlasciwa) [definicje] (Def. Def.

ciag monotoniczny [definicja] (Def. [3.9); twierdzenie o granicy takiego ciagu [sformulowanie] (Tw.
symbole nieoznaczone [lista] (Tw. [4.2))

operacje arytmetyczne na granicach [wzory| (tabelka na str.

warunek na zbieznosé szeregu geometrycznego oraz harmonicznego [sformulowania] (punkt (G) Tw. punkt
(E) Tw. 5.6)

kryteria zbieznosci szeregow [sformultowania]: Cauchy’ego, d’Alemberta, asymptoptyczne, Leibniza (Tw.
Tw.
szereg potegowy (o Srodku w zerze) [definicjal (Def. [5.16))

promient zbieznosci szeregu potegowego [wzor| (Tw.

ciaglosé funkeji w punkcie [definicja] (Def.

twierdzenia o kresach (Weierstrassa) i o wlasnosci Darboux [sformulowania] (Tw.
twierdzenie o ciaglosci funkcji odwrotnej [sformutowanie] (punkt (C) Tw.

pochodna w punkcie [definicja] (Def.

podstawowe wzory na pochodng [wzory] (Tw. Tw. tabelka na str.

twierdzenie o wartosci $redniej (Lagrange’a) [sformutowanie] (Tw.

warunek na $cista monotonicznosé funkeji [sformutowanie] (punkt (e) Tw. [7.10)

warunki konieczne i wystarczajace na ekstremum funkeji jednej zmiennej [sformutowania] (Tw. Tw.
reguta de I'Hospitala [sformutowanie] (Tw.

wz6r Taylora [definicja] (Def. [7.22)); twierdzenie o wzorze Taylora [sformulowanie| (Tw.
szeregi potegowe funkcji exp, sin i cos [wzory] (Tw.

rozniczkowanie szeregu potegowego [sformutowanie| (Tw. [7.27)

funkcja pierwotna [definicja] (Def.

wzory na caltkowanie przez czesci i przez podstawianie [sformutowanie] (Obs. Obs.
podstawowe twierdzenie rachunku calkowego [sformutowanie]| (Tw. [8.20))

calka niewlasciwa i jej zbieznosé [definicja] (Def.

iloczyn skalarny, norma euklidesowa, metryka euklidesowa [definicje] (Def.
charakteryzacja ciagtosci i zbieznosci w przestrzeniach euklidesowych [sformutowanie| (Tw. [9.3)
pochodne czastkowe i gradient [definicje| (Def. Def.

pochodne czastkowe wyzszych rzedow i ich przemiennosé [definicja+sformutowanie| (Def. Tw.
dyfeomorfizm [definicja| (Def.

warunek konieczny na ekstremum funkeji wielu zmiennych [sformutowanie| (Tw. [9.23)

hesjan |definicja] (Def.

ogolny warunek na ekstremum funkeji wielu zmiennych [sformutowanie] (Tw.[9.25))

warunek wystarczajacy na ekstremum dla funkcji dwoch zmiennych (wraz z warunkiem na maksimum /minimum)

[sformutowanie| (Wn. [9.27)

twierdzenia o: calce iterowanej; zmianie zmiennych; przejsciu do granicy pod znakiem caltki [sformutowanie]

(Tw. [9.32 Tw. [0.38} Tw. [0.42)

wzOr na objetosé¢ bryly obrotowej [sformutowanie] (Tw. |9.36])
wspoltrzedne biegunowe, walcowe i sferyczne [wzory| (Prz. [9.40))

dtugos¢ krzywej [sformutowanie| (Tw. Wn. [9.45)
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