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De�nicja pierwiastka aproksymatywnego.

De�nicja 1.

R - pier�scie�n przemienny z 1,

f 2 R[Y ] - wielomian moniczny zmiennej Y stopnia k;

l 2 N - dzielnik k taki, _ze 1=l 2 R.

Wielomian moniczny g 2 R[Y ] spe lniaj ,acy warunek

degY (f � gl) < k � k=l

jest zwany pierwiastkiem aproksymatywnym l-ego stopnia z f .

B ,edziemy go oznacza�c przez l
p
f .

Twierdzenie 1. Przy powy_zszych za lo_zeniach l-ty pierwiastek aproksy-
matywny l

p
f z f istnieje i jest wyznaczony jednoznacznie.
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Przyk lad 1.
� Dla f = Y k + a1Y

k�k=l + :::+ ak�k=l

l
p
f = Y k=l +

a1
l

,

gdy_z

( l
p
f)l = (Y k=l+

a1
l
)l = Y l+a1Y

k�k=l+sk ladniki ni _zszego stopnia

� Dla f = Y k + a1Y
k�1 + :::+ ak

k
p
f = Y +

a1
k

,

1
p
f = f .
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� Dla f = Y 6 + 6Y 5 + 9Y 4 + 6Y 3 + 19Y 2 � Y + 12
mamy

f = ((Y + 1)3 � 3Y + 2)2 + Y 2 � Y + 3,

a wi ,ec

2
p
f = (Y + 1)3 � 3Y + 2,

6
p
f = (Y + 1).

Ponadto

f = (Y 2 + 2Y � 1)3 + 10Y 3 + 28Y 2 � 7Y + 13

czyli
3
p
f = (Y 2 + 2Y � 1).
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Ci ,agi charakterystyczne i twierdzenie
Abhankara i Moha.

Za lo_zenia Podstawowe.

f = Y k + a1(X)Y
k�1 + :::+ ak - nierozk ladalny i moniczny element

K ((X)) [Y ] ;
K = K; charK = 0, degY f = k.

Na mocy twierdzenia Newtona,

f
�
tk; Y

�
=

Y
"2Uk(K)

(Y � y ("t)) dla pewnego y (t) 2 K ((t)) ; y (t) =
X
j2Z

yjt
j

(przez Uk (K) oznaczamy zbi�or f" 2 K : "k = 1g).
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Nast ,epnie, niech

m = (m0; : : : ;mh) - charakterystyka f ,

d = (d1; : : : ; dh+1); gdzie dh+1 = 1, - malej ,acy ci ,ag podzielnik�ow liczby k

okre�slony wzorami

di = gcd(m0; : : : ;mi�1) dla 1 6 i 6 h+ 1,

tzn. w szczeg�olno�sci

k = d1 < d2 < ::: < dh+1 = 1:
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Okre�slamy r�ownie_z nast ,epuj ,ace pochodne ci ,agi charakterystyczne:

s = (s0; : : : ; sh+1);

k lad ,ac s0 := m0, si := m1d1 +
P

26j6i
(mj �mj�1) dj; dla 1 6 i 6 h; oraz

sh+1 := +1;
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Okre�slamy r�ownie_z nast ,epuj ,ace pochodne ci ,agi charakterystyczne:

s = (s0; : : : ; sh+1);

k lad ,ac s0 := m0, si := m1d1 +
P

26j6i
(mj �mj�1) dj; dla 1 6 i 6 h; oraz

sh+1 := +1;

r = (r0; : : : ; rh+1);

k lad ,ac r0 := m0, ri :=
si
di
; dla 1 6 i 6 h; oraz rh+1 := +1;

n = (n1; :::; nh);

k lad ,ac ni =
di
di+1

; dla 1 6 i 6 h.

Przy powy_zszych oznaczeniach b ,edziemy m�owi�c, _ze l
p
f jest

"
charakterystyczny" b ,ad�z _ze jest

"
charakterystycznego stopnia", je�sli

l = dj przy pewnym j 2 f1; :::; h+ 1g:
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stawowe. Je�sli l

p
f jest charakterystyczny, tzn. l = di przy pewnym

1 6 i 6 h+ 1, wtedy:

1. l
p
f jest nierozk ladalnym elementem pier�scienia K ((X)) [Y ],

2. je�sli 2 6 i 6 h + 1 to dla dowolnego pierwiastka Puiseux z(t)
wielomianu l

p
f (t; Y ) istnieje " 2 Uk (K) taki, _ze

ordt
�
y ("t)� z

�
tk
��
= mi,

3.
ordt

�
l
p
f
�
tk; y (t)

��
= ri.
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Wyniki i przyk lady.

Twierdzenie 3. Niech b ,ed ,a spe lnione Za lo_zenia Podstawowe. Je�sli l
p
f

jest niecharakterystyczny, tzn. l jest liczb ,a naturaln ,a tak ,a, _ze ljk,
l =2 fd1; :::; dh+1g, to przyjmuj ,ac i := maxf1 6 j 6 h + 1 : ljdjg,
mamy:
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Wyniki i przyk lady.

Twierdzenie 3. Niech b ,ed ,a spe lnione Za lo_zenia Podstawowe. Je�sli l
p
f

jest niecharakterystyczny, tzn. l jest liczb ,a naturaln ,a tak ,a, _ze ljk,
l =2 fd1; :::; dh+1g, to przyjmuj ,ac i := maxf1 6 j 6 h + 1 : ljdjg,
mamy:

1. punkt 1. twierdzenia 2 nie jest prawdziwy (poni_zej podamy stosowne
przyk lady),

2. dla ka_zdego pierwiastka Puiseux z (t) wielomianu l
p
f (t; Y ) istnieje

" 2 Uk (K) taki, _ze
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�
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Wyniki i przyk lady.

Twierdzenie 3. Niech b ,ed ,a spe lnione Za lo_zenia Podstawowe. Je�sli l
p
f

jest niecharakterystyczny, tzn. l jest liczb ,a naturaln ,a tak ,a, _ze ljk,
l =2 fd1; :::; dh+1g, to przyjmuj ,ac i := maxf1 6 j 6 h + 1 : ljdjg,
mamy:

1. punkt 1. twierdzenia 2 nie jest prawdziwy (poni_zej podamy stosowne
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�
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.
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Przyk lad 2. X = t48; Y = t�36 + t�6 + t�5 - parametryzacja
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(Nie)rozk ladalno�s�c niecharakterystycznych pierwiastkw
aproksymatywnych

Przyk lad 2. X = t48; Y = t�36 + t�6 + t�5 - parametryzacja

f = Y 48+a1(X)Y
47+:::+a48(X) 2 C ((X)) [Y ] - nierozk ladalny i moniczny

wielomian wi ,a_z ,acy t ,a parametryzacj ,e

Mo_zna sprawdzi�c, _ze dla l = 2, l
p
f = Y 24 + ::: rozszczepia si ,e na trzy

nierozk ladalne czynniki nad C ((X)) [Y ]:

f = f1f2f3,

przy czym ka_zdy z nich ma pierwiastek Puiseux postaci

t�3=4 + t�1=8 + o� t1=8 + sk ladnikiwy _zszego rz ,edu:
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Obserwacja: dzielnik l = 2 wydaje si ,e by�c bardzo
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regularny", gdy_z tutaj

d = (d1; d2; d3; d4) = (48; 12; 6; 1)
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Ci ,ag dalszy przyk ladu ...

X = t48; Y = t�36 + t�6 + t�5 - rozwa_zana parametryzacja

Obserwacja: dzielnik l = 2 wydaje si ,e by�c bardzo
"
regularny", gdy_z tutaj

d = (d1; d2; d3; d4) = (48; 12; 6; 1)

czyli
d4 = 1j2jd3 = 6,

a wi ,ec mo_zna o niego uzupe lni�c wyj�sciowy ci ,ag d bez zmiany innych wyraz�ow
tego ci ,agu, a pomimo to w lasno�s�c nierozk ladalno�sci si ,e nie zachowuje.

Zauwa_zmy jednak, _ze nie mo_zna
"
uzupe lni�c" tej parametryzacji w taki

spos�ob, by uzyska�c ci ,ag podzielnik�ow charakterystycznych postaci d
0
=

(48; 12; 6; 2; 1).
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Przyk lad 3.  Latwo jest r�ownie_z poda�c przyk lady id ,ace w przeciwnym
kierunku.

X = t18; Y = t�12 + t�2 + t�1 - parametryzacja

f = Y 18 + ::: - minimalny wielomian moniczny tej parametryzacji

l = 3

Mamy
incot

l
p
f
�
t6; t�4 + Ut

�
= 9U2 � 6,

co oznacza, _ze l
p
f jest nierozk ladalny.
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Twierdzenie 4. Niech b ,ed ,a spe lnione Za lo_zenia Podstawowe. Niech l
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b ,edzie niecharakterystyczny, tzn. l jest liczb ,a naturaln ,a tak ,a, _ze ljk,
l =2 fd1; :::; dh+1g. Przyjmijmy i := maxf1 6 j 6 h + 1 : ljdjg. Je�sli
l > di+1, to:
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Przyk lad 4. Niech X = t18, Y = t�12 + at�3 + bt�1; gdzie a; b s ,a
zmiennymi nad C, i niech l = 2. Wtedy l = 2 < di+1 = 3, wi ,ec za lo_zenie
twierdzenia 4 nie jest spe lnione.
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z1(t) = t
�2=3 +

p
6=2 � a � t�1=6 + sk ladnikiwy _zszego rzedu.

Wobec y(t) = t�12 + at�3 + bt�18, mamy w konsekwencji

infot
�
y (t)� z1

�
t18
��
= a � (1�

p
6=2)t�3:

Ponadto mamy tak_ze ordt
�
l
p
f
�
t18; y (t)

��
= r2

d2
l = �81, dla ka_zdego

niezerowego a.
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Problem 2. Je�sli l
p
f jest rozk ladalny w K ((X)) [Y ], to czy stopnie jego

czynnik�ow dziel ,a k?

Problem 3. Jak przenie�s�c powy_zsze rezultaty na przypadek rozk ladalnego
wielomianu f?

Problem 4. Czy dla dowolnego rozk ladalnego f 2 K ((X)) [Y ] istnieje
nierozk ladalny F 2 K ((X)) [Y ] taki, _ze

l
p
F = f

dla pewnej liczby naturalnej ljdegY F?
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