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A. Nierównóśc ×ojasiewicza
Problem, dzieki któremu pojawi÷a sie nierównóśc ×ojasiewicza, to problem dzielenia

z teorii dystrybucji.

ProblemDzielenia (L.Schwartz ~1950) Niech G � Rn b¾edzie zbiorem
otwartym i F : G ! R funkcj ¾a analityczn ¾a rzeczywist ¾a nie równ ¾a to·zsamósciowo
zero w ·zadnej sk÷adowej spójnej G: Wówczas dla dowolnej dystrybucji T w G istnieje
dystrybucja S w G taka, ·ze

F � S = T:
Rozwi ¾azania problemu dzielenia:
1. L. Schwartz (1955) - w przypadku gdy F = jf j2, f - funkcja holomor�czna

zespolona w G � R2n = Cn;
2. L. Hörmander (1958) - w przypadku gdy F jest wielomianem,
3. S. ×ojasiewicz (1959, 1961) - w ca÷ej ogólnósci.

G÷ówny problemwdowodzie: opis struktury zbiorów analitycznych rzeczy-
wistych. Wczésniej znane by÷y opisy: lokalne zbiorów analitycznych zespolonych i
globalny opis zbiorów algebraicznych.Opis tej struktury poda÷S.×ojasiewicz. Z tego
opisu wynika nierównóśc ×ojasiewicza

Twierdzenie 1(Nierównóśc×ojasiewicza) Niech G � Rn b¾edzie zbiorem
otwartym i F : G ! R funkcj ¾a analityczn ¾a rzeczywist ¾a. Niech Z = V (F ) b¾edzie
zbiorem zer F w G: Wówczas dla dowolnego punktu a 2 G istniej ¾a sta÷e � � 0 i
C > 0 takie, ·ze

jF (x)j � C�(x; Z)�

dla ka·zdego x w pewnym otoczeniu punktu a

Uwaga. W wielu wariantach nierównósci ×ojasiewicza najlepszy wyk÷adnik � w
powy·zszym wzorze nazywamy wyk÷adnikiem ×ojasiewicza.

Przyk÷ad 1. Nierównóśc ×ojasiewicza nie zachodzi dla funkcji klasy C1:Wézmy
pod uwag¾e funkcj¾e klasy C1

F (x) :=

8<: e�1=x dla x > 0

0 dla x � 0
:
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Mamy tutaj: Z = fx � 0g: Dla a = 0 w ·zadnym otoczeniu a nie zachodzi nierównóśc
×ojasiewicza

jF (x)j = e�1=x � Cx� = C�(x; Z)�

gdy·z by÷oby to równowa·zne nierównósci (dla x = 1=t)

et � Ct� dla t� 0;

oczywíscie nieprawdziwej.

Przyk÷ad 2. Dla n = 1 i funkcji analitycznej F w punkcie a = 0 2 R maj ¾acej
rozwini¾ecie w szereg pot¾egowy zbie·zny

F (x) = akx
k + ak+1x

k+1 + :::; ak 6= 0; k > 0

mamy: Z = f0g i
jF (x)j = jxjk jak + ak+1x+ :::j � C jxjk = C�(x; Z)k

w otoczeniu 0:

Uwaga. Nierównóśc ×ojasiewicza jest uogólnieniem ostatniego przyk÷adu na
funkcje analityczne rzeczywiste wielu zmiennych. Wtedy zbiór Z mo·ze býc "wielowy-
miarowy".

Nierównóśc ×ojasiewicza wynika ze znacznie ogólniejszego twierdzenia wynikaj ¾acego
z opisu struktury zbiorów analitycznych rzeczywistych. Jest to tzw. twierdzenie o
separacji regularnej.

Twierdzenie (o separacji regularnej). Dla dowolnych zbiorów anality-
cznych rzeczywistych X;Y � G i dowolnego a 2 G istniej ¾a sta÷e � � 0; C > 0 takie,
·ze

�(x;X) + �(x; Y ) � C�(x;X \ Y )�

dla ka·zdego x w pewnym otoczeniu punktu a:
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Warianty nierównósci ×ojasiewicza
I. Odwzorowania holomor�czne

Niech
F : (Cn; 0)! (Cn; 0)

b¾edzie odwzorowaniem holomor�cznym okréslonym w otoczeniu 0 o izolowanym zerze
w punkcie 0: Wtedy:

Z(F ) = f0g;
�(z; Z(F )) = kzk

i nierównóśc ×ojasiewicza przyjmuje postác

kF (z)k � Ckzk� :

W tym przypadku najlepszy wyk÷adnik � (najmniejszy) nazywamy wyk÷adnikiem
×ojasiewicza F w 0 i oznaczamy

L0(F ):
Precyzyjnie

L0(F ) := inff� 2 R : kF (z)k � Ckzk� w otoczeniu punktu 0g:
Wtym przypadku istnienie � wynika ÷atwo z lokalnego twierdzenia Hilberta o zerach.

�

II. Gradient funkcji holomor�cznej - osobliwóśc izolowana
Szczególnym przypadkiem powy·zszego wariantu jest przypadek, gdy

F = grad f = (
@f

@z1
; :::;

@f

@zn
) : (Cn; 0)! (Cn; 0);

gdzie f : (Cn; 0)! (C; 0) jest funkcj ¾a holomor�czn ¾a o izolowanym punkcie krytycznym
w 0: Kie÷ek takiej funkcji nazywamy wtedy osobliwósci ¾a. Wyk÷adnik ×ojasiewicza
L0(grad f) odgrywa bardzo wa·zn ¾a rol¾e w teorii osobliwósci.

Uwaga. Warianty I i II b¾ed ¾a omówione w referacie prof. A. P÷oskiego. Zas-
tosowanie wyk÷adnika w teorii osobliwósci omówi dr hab. S. Spodzieja.

�
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III. Odwzorowania wielomianowe
Niech

F : Cn ! Cn

b¾edzie odwzorowaniem wielomianowym o skończonym zbiorze zer. Wtedy

Z(F ) = fz1; : : : ; zkg �zbiór skończony;
�(z; Z(F )) � kzk dla kzk � 0

i nierównóśc ×ojasiewicza w otoczeniu nieskończonósci (tzn. poza pewnym zbiorem
zwartym) przyjmuje postác

kF (z)k � Ckzk� :
W tym przypadku najlepszy wyk÷adnik � (najwi¾ekszy) nazywamy wyk÷adnikiem
×ojasiewicza F w nieskończonósci i oznaczamy

L1(F ):
Precyzyjnie

L1(F ) := supf� 2 R : kF (z)k � Ckzk� w otoczeniu nieskończonóscig:

Uwaga. Wariant III by÷omówiony w moim referacie na poprzednim seminarium.
�

IV. Separacja regularna zbiorów algebraicznych i
analitycznych zespolonych

Gdy zbiory X; Y � Cn (lub CPn) s ¾a zbiorami algebraicznymi, to mo·zna badác
globalny wyk÷adnik separacji regularnej, "dobry" w ka·zdym punkcie przestrzeni tzn
najlepszy wyk÷adnik � taki, ·ze dla ka·zdego x 2 Cn(lub CPn)

�(x;X) + �(x; Y ) � C�(x;X \ Y )� :

�
Uwaga. W ósrodkach krakowskim, kieleckim i ÷ódzkim powsta÷o wiele prac o

wyk÷adniku ×ojasiewicza w ka·zdym z przedstawionych wariantów. W szczególnósci
1. Efektywne wzory (zw÷aszcza w 2-wymiarowym przypadku).
2. Oszacowania w terminach innych liczbowych niezmienników.
3. Zastosowania w teorii osobliwósci.
4. Zastosowania w hipotezie jakobianowej.
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B. Uj¾ecie algebraiczne nierównósci
×ojasiewicza

Wprzypadku holomor�cznym (lokalnym; wariant I) nierównóśc ×ojasiewicza mo·zna
opisác algebraicznie. Jest to zawarte w pracy
M.Lejeune-Jalabert, B. Teissier "Cloture integrale des ideaux et equisin-

gularite" Grenoble 1974.

Przedstawimy toujecie w najprostszym, choć nietrywialnym przypadku.

Za÷o·zenia podstawowe:

F = (f; g) : (C2; 0)! (C2; 0)
odwzorowanie holomor�czne (kie÷ek) dwóch zmiennych o izolowanym zerze w 0 tzn.
F�1(0) = f0g:

Przyk÷ad 3.
F (x; y) := (y2 � x3; y3):

�
Jedn ¾a z metod otrzymania oszacowania od do÷u odwzorowania F tzn. nierównósci

×ojasiewicza postaci
kF (z)k � Ckzk� ; z = (x; y)

w otoczeniu zera, jest zastosowanie lokalnego twierdzenia Hilberta o zerach.
Poniewa·z x i y zeruj ¾a si¾e na zbiorze zer funkcji f i g; bo Z(F ) = Z(f; g) = f0g; wi¾ec
z tego twierdzenia

xn 2 (f; g) w O2;

ym 2 (f; g) w O2;

dla pewnych n;m 2 N (gdzie przez O2 oznaczylísmy pieŕscień kie÷ków funkcji holo-
mor�cznych w punkcie 0) tzn.

xn = Af +Bg w O2;

ym = Cf +Dg w O2;

dla pewnych A;B;C;D 2 O2: St ¾ad w otoczeniu zera

jxjn � jAj jf j+ jBj jgj � C 0(jf j+ jgj) � C 00kF (x; y)k;
jyjm � jCj jf j+ jDj jgj � C1(jf j+ jgj) � C2kF (x; y)k

St ¾ad dla � := max(n;m) ÷atwo otrzymujemy nierównóśc ×ojasiewicza

kF (x; y)k � Ck(x; y)k�

w otoczeniu zera.

Przyk÷ad 3a. W powy·zszym przyk÷adzie tzn.

F (x; y) := (y2 � x3; y3);
mamy

x6 = f 2 + g2 + 2y2f + yg;

y3 = g:
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St ¾ad dla 6 = max(6; 3) mamy
kF (z)k � Ckzk6

w otoczeniu zera. Zatem w tym przyk÷adzie

L0(F ) � 6:
Nie jest to najlepsze oszacowanie. Liczba 6 nie jest wyk÷adnikiem×ojasiewicza F (zob.
dalej):

�

Powy·zsz ¾a zale·znóśc algebraiczn ¾a

xn = Af +Bg w O2;

mo·zna sformulowác w postaci: funkcja x jest pierwiastkiem równania

T n � (Af +Bg) = 0 w O2;

lub inaczej: funkcja x jest pierwiastkiem równania

T n � a = 0; gdzie a 2 (f; g)O2:

Wtedy to implikuje potrzebn ¾a nierownóśc w otoczeniu zera

jxjn � Ck(f; g)(x; y)k = kF (x; y)k:
Podobnie jésli funkcja x spe÷nia ogólniejsze równanie postaci

T n + a1T
n�1 + : : :+ an = 0; ai 2 (f; g)i � O2;

to zachodzi nierównóśc

jxj � Ck(f; g)(x; y)k = kF (x; y)k:
w otoczeniu zera. Wynika to z elementarnej nierównósci

Lemat. Jésli � jest pierwiastkiem równania

T n + a1T
n�1 + : : :+ an = 0; ai 2 C;

to
j�j � 2nmax

i

i
p
jaij:

�
Z powy·zszego wynika, ·ze wa·zna jest nast¾epuj ¾aca algebraiczna de�nicja.

De�nicja. (ca÷kowita zale·znóśc elementu pieŕscienia wzgl¾e-
dem idea÷u). Niech R b¾edzie pieŕscieniem noetherowskim, h 2 R i I � R
dowolnym idea÷em. Mówimy, ·ze h jest ca÷kowity nad I w R; gdy zachodzi zale·znóśc

hn + a1h
n�1 + : : :+ an = 0; ai 2 I i; i = 1; 2; : : : ; n:

Piszemy wtedy
h 2 �I:

�
Aby zwi ¾azác poj¾ecie ca÷kowitej zale·znósci elementu pieŕscienia wzgl¾edem idea÷u

z wyk÷adnikiem ×ojasiewicza wprowadzamy poj¾ecie wyk÷adnika ×ojasiewicza odw-
zorowania F wzgl¾edem funkcji h 2 O2:

De�nicja. Wyk÷adnikiem ×ojasiewicza F wzgl¾edem funkcji h 2 O2; h(0) = 0;
nazywamy

LF (h) := inff� 2 R+ : kF (x; y)k � C jh(x; y)j� w otoczeniu zerag:
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Uwaga. Zwi ¾azek mi¾edzy wyk÷adnikiem×ojasiewicza odwzorowania F i powy·zszym
jest nast¾epuj ¾acy

L0(F ) = max(LF (x);LF (y)):

Twierdzenie. Algebraiczna charakteryzacja nierównósci ×o-
jasiewicza (M. Lejeune-Jalabert, Teissier). Przy powy·zszych za÷o·ze-
niach o F = (f; g) i h; nast¾epuj ¾ace warunki s ¾a równowa·zne:
1. hp 2 (f; g)q;
2. hp spe÷nia równanie

T n + a1T
n�1 + : : :+ an = 0; ai 2 (f; g)qi; i = 1; 2; : : : ; n;

3. zachodzi nierównóśc ×ojasiewicza

k(f; g)k � C jhjp=q

w otoczeniu zera.

Wniosek.
LF (h) = inff

p

q
2 Q : zachodzi jeden z równowa·znych warunków 1, 2 lub 3}.

Co wi¾ecej, in�mum to jest osi ¾agni¾ete. St ¾ad zawsze LF (h) 2 Q:

Wniosek. Z Uwagi wynika
L0(F ) = max(LF (x);LF (y)).

gdzie

LF (x) = minfp
q
2 Q : xp 2 (f; g)q w O2g;

LF (y) = minfp
q
2 Q : yp 2 (f; g)q w O2g:

Przyk÷ad 3b. W powy·zszym przyk÷adzie

F (x; y) := (y2 � x3; y3);
mamy

x9 2 (f; g)2; bo

x9 = g2 � 3ygf + 3y2f 2 � f 3

oraz

y3 2 (f; g); bo

y3 = g:

Zatem
L0(F ) = max(LF (x);LF (y)) � max(9=2; 3) = 9=2:

Oznacza to, ·ze
kF (z)k � Ckzk9=2 w otoczeniu zera.

Mo·zna wykazác ·ze jest to optymalny wyk÷adnik tzn.

L0(F ) = 9=2:
�
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W pracy M.Lejeune-Jalabert i B. Teissiera rozwa·zana jest o wiele ogólniejsza sytu-
acja:
1. Przestrzeń C2 jest zamieniona na dowoln ¾a przestrzeń analityczn ¾a (X;OX);
2. Odwzorowanie F jest zamienione na dowolny koherentny snop idea÷ów F � OX

na X;
3. Funkcja h jest dowolnym ci¾eciem snopa OX tzn. h 2 �(X;OX); zeruj ¾acym si¾e

na zbiorze zer snopa F .


