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A. Nieréwnos¢ Lojasiewicza

Problem, dzieki ktéremu pojawila sie nier6wnos¢ Lojasiewicza, to problem dzielenia
z teorii dystrybucji.

Problem Dzielenia (L.Schwartz ~1950) Niech G ¢ R* bedzie zbiorem
otwartym 1 F : G — R funkcjg analityczng rzeczywistq nie réwng tozsamosciowo
zero w tadnej sktadowej spdjnej G. Wowczas dla dowolnej dystrybucji T w G istnieje
dystrybucja S w G taka, e

F-S=T.

Rozwigzania problemu dzielenia:

1. L. Schwartz (1955) - w przypadku gdy F = |f|?>, f - funkcja holomorficzna
zespolona w G C R?*" = C",

2. L. Hormander (1958) - w przypadku gdy F' jest wielomianem,

3. S. Lojasiewicz (1959, 1961) - w calej ogélnosci.

Glo’wny problem w dowodzie: opis struktury zbioréw analitycznych rzeczy-
wistych. Weczeéniej znane byly opisy: lokalne zbioréw analitycznych zespolonych i
globalny opis zbioréw algebraicznych.Opis tej struktury podat S.Lojasiewicz. Z tego
opisu wynika nieréwno$¢ Lojasiewicza

Twierdzenie 1(N1€I'éWTlOéé LOJ asiewicza) Niech G C R" bedzie zbiorem
otwartym i F : G — R funkcjq analitycznag rzeczywistq. Niech Z = V(F') bedzie
zbiorem zer I w G. Wowczas dla dowolnego punktu a € G istniejg state v > 0 1
C > 0 takie, ze

|F(z)| > Cp(z, Z2)"

dla kazdego x w pewnym otoczeniu punktu a

CH

Uwaga. W wielu wariantach nieréwnosci Lojasiewicza najlepszy wykladnik v w
powyzszym wzorze nazywamy wykladnikiem Lojasiewicza.

Przyk}ad 1. Nieréwnosé Lojasiewicza nie zachodzi dla funkcji klasy C'*°. Wezmy
pod uwage funkcje klasy C*°

e/ dla >0
F(x) := .
0 dla <0
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Mamy tutaj: Z = {z < 0}. Dla a = 0 w zadnym otoczeniu a nie zachodzi nier6wno§¢
Lojasiewicza

F(o)| = V% > Ca* = Cp(, 2)"
gdyz byloby to réwnowazne nieréwnosci (dla z = 1/t)
et <Ot dla t>0,

oczywiScie nieprawdziwe;j.

Przyklad 2. Dlan=1i funkcji analitycznej F' w punkcie a = 0 € R majacej
rozwiniecie w szereg potegowy zbiezny

1
k+_|_

F(2) = azz® + ap e ar #0, k>0

mamy: Z = {0} i
[F@)] = |2* |ax + agsiz + .| > Cla|* = Cp(z, 2)*

w otoczeniu 0.

Uwaga. Nier6wnos¢ Lojasiewicza jest uogoélnieniem ostatniego przykladu na
funkcje analityczne rzeczywiste wielu zmiennych. Wtedy zbiér Z moze by¢ "wielowy-
miarowy".

Nieréwnos¢ Lojasiewicza wynika ze znacznie ogdlniejszego twierdzenia wynikajacego
z opisu struktury zbioréw analitycznych rzeczywistych. Jest to tzw. twierdzenie o
separacji regularnej.

Twierdzenie (o separacji regularnej). Dia dowolnych zbioréw anality-
cznych rzeczywistych X, Y C G i dowolnego a € G istniejq state v > 0, C' > 0 takie,
ze

p(x, X) + p(z,Y) =2 Cp(z, X NY)"
dla kazdego x w pewnym otoczeniu punktu a.
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Warianty nieréwnosci Lojasiewicza

I[. Odwzorowania holomorficzne
Niech
F:(C"0)— (C"0)
bedzie odwzorowaniem holomorficznym okreslonym w otoczeniu 0 o izolowanym zerze
w punkcie 0. Wtedy:

Z(F) = {0},
p(z, Z(F)) = |||
i nier6wno$¢ Lojasiewicza przyjmuje postac
E) = Cll=”

E

2|
N

T

W tym przypadku najlepszy wykladnik v (najmniejszy) nazywamy wykladnikiem
Lojasiewicza ' w 0 i oznaczamy
Lo(F).
Precyzyjnie
Lo(F):=inf{v e R: ||F(2)| > C||z]]” w otoczeniu punktu 0}.

W tym przypadku istnienie v wynika tatwo z lokalnego twierdzenia Hilberta o zerach.

I1. Gradient funkcji holomorficznej - osobliwos¢ izolowana,
Szczegdlnym przypadkiem powyzszego wariantu jest przypadek, gdy
af  of n n
F=grad f = (8_21”8_%) :(C",0) — (C™,)0),
gdzie f : (C™,0) — (C,0) jest funkcjg holomorficzna o izolowanym punkcie krytycznym
w 0. Kietek takiej funkcji nazywamy wtedy osobliwo$cia. Wyktadnik Lojasiewicza
Lo(grad f) odgrywa bardzo wazna role w teorii osobliwoSci.

Uwaga. Warianty I i II beda oméwione w referacie prof. A. Ploskiego. Zas-
tosowanie wykladnika w teorii osobliwo$ci oméwi dr hab. S. Spodzieja.



ITI. Odwzorowania wielomianowe
Niech
F:C"—C"
bedzie odwzorowaniem wielomianowym o skonczonym zbiorze zer. Wtedy
Z(F) = {z,...,2} — zbioér skonczony,
p(z,Z(F)) ~ |z dla [z[| >0
i nieréwno$¢ Lojasiewicza w otoczeniu nieskonczono$ci (tzn. poza pewnym zbiorem
zwartym) przyjmuje postac
IE ()] = C|l=]]".
W tym przypadku najlepszy wykladnik v (najwigkszy) nazywamy wykladnikiem
Lojasiewicza ' w nieskonczonoSsci i oznaczamy
Loo(F).
Precyzyjnie
Loo(F) :=sup{rv € R:||F(z)|]| > C||z||* w otoczeniu nieskoficzonosci}.

Uwaga. Wariant III byl oméwiony w moim referacie na poprzednim seminarium.

|
IV. Separacja regularna zbioréw algebraicznych i
analitycznych zespolonych

Gdy zbiory X,Y C C™ (lub CP") sa zbiorami algebraicznymi, to mozna badaé
globalny wyktadnik separacji regularnej, "dobry" w kazdym punkcie przestrzeni tzn
najlepszy wyktadnik v taki, ze dla kazdego x € C™"(lub CP")

p(z, X) +p(z,Y) =2 Cp(z, X NY)".

[ |
Uwaga. W oérodkach krakowskim, kieleckim i t6dzkim powstalo wiele prac o
wyktadniku Lojasiewicza w kazdym z przedstawionych wariantéw. W szczegdlnosci
1. Efektywne wzory (zwlaszcza w 2-wymiarowym przypadku).
2. Oszacowania w terminach innych liczbowych niezmiennikéw.
3. Zastosowania w teorii osobliwoSci.
4. Zastosowania w hipotezie jakobianowe;.



B. Ujecie algebraiczne nieréwnosci
Lojasiewicza

W przypadku holomorficznym (lokalnym; wariant I) nieréwnoé¢ Lojasiewicza mozna
opisac algebraicznie. Jest to zawarte w pracy

M.Lejeune-Jalabert, B. Teissier "Cloture integrale des ideaux et equisin-
gularite" Grenoble 1974.

Przedstawimy toujecie w najprostszym, cho¢ nietrywialnym przypadku.

Zalozenia podstawowe:

F=(f,9):(C*0)— (C*0)
odwzorowanie holomorficzne (kielek) dwéch zmiennych o izolowanym zerze w 0 tzn.
F~1(0) = {0}.

Przyklad 3.

Fz,y) = (y° —2°,°).

|
Jedng z metod otrzymania oszacowania od dotu odwzorowania F' tzn. nieréwnosci
Lojasiewicza postaci
[E()] = Cllzll”, 2= (z,y)
w otoczeniu zera, jest zastosowanie lokalnego twierdzenia Hilberta o zerach.
Poniewaz x 1 y zeruja sie¢ na zbiorze zer funkcji f i g, bo Z(F) = Z(f,g) = {0}, wiec
z tego twierdzenia

I,n

(f.9) w O%
y™ (f.9) w O%

dla pewnych n,m € N (gdzie przez O? oznaczyliémy pierécien kietkéw funkcji holo-
morficznych w punkcie 0) tzn.

" = Af+Bg w O2
y" = Cf+Dg w O
dla pewnych A, B,C, D € O?. Stad w otoczeniu zera
=" < [A[fI+ (Bl gl < C'(If] + lg]) < C"[|F (2, y)l,
ly[™ < ICIf1+ D] gl < Ci(If1 + gl) < Cal F(2,y)|l
Stad dla v := max(n, m) latwo otrzymujemy nieréwno$¢ Lojasiewicza
1E(z,y)|| = Cll(z, y)lI”

S
€

W otoczeniu zera.

Przyk}ad 3a. W powyzszym przykiadzie tzn.
F(l’,y) = <y2 - 953793)7
mamy
a® = gt +20°f +yg,



Stad dla 6 = max(6,3) mamy
IF(2)]l > Cll=]|°
w otoczeniu zera. Zatem w tym przykladzie
Ly(F) <6.
Nie jest to najlepsze oszacowanie. Liczba 6 nie jest wyktadnikiem Lojasiewicza F' (zob.
dalej).
|
Powyzsza zaleznos¢ algebraiczna
" =Af +Bg w O
mozna sformulowa¢ w postaci: funkcja = jest pierwiastkiem réwnania
T — (Af +Bg)=0 w 0O

lub inaczej:  funkcja z jest pierwiastkiem réwnania

T" —a=0, gdzie ac (f, )0
Wtedy to implikuje potrzebng nierownoS$¢ w otoczeniu zera

=" < CI(f, 9) (@, )l = |1 F(z,y)l.
Podobnie jesli funkcja = spetnia ogdlniejsze réwnanie postaci

T +a,T" ' +.. . 4a,=0, a; € (f.9)" C O

to zachodzi nier6wnos$¢

[ < CII(f, 9) (@ )|l = [ F (2, y)]|

w otoczeniu zera. Wynika to z elementarnej nieréwnosci

Lemat. Jesli o jest pierwiastkiem réwnania
T +aT"'+... 4a,=0, a€C,
to
|| < 2" max+/|a;l.

|
7 powyzszego wynika, ze wazna jest nastepujaca algebraiczna definicja.

Definicja. (catkowita zalezno§¢ elementu pierécienia wzgle-

dem idealu). Niech R bedzie pierscieniem noetherowskim, h € Ri I C R
dowolnym idealem. Moéwimy, ze h jest catkowity nad I w R, gdy zachodzi zaleznos¢
R +ah" 4. +a,=0, el i=12 .. n

Piszemy wtedy

hel.
|

Aby zwigzat pojecie catkowitej zaleznoSci elementu pierScienia wzgledem ideatu
z wyktadnikiem Lojasiewicza wprowadzamy pojecie wyktadnika Lojasiewicza odw-
zorowania I wzgledem funkcji h € O2.

Deﬁnicja. Wykladnikiem Lojasiewicza F wzgledem funkcji h € O?, h(0) = 0,
nazywamy

Lp(h) :=inf{v e R, : ||F(z,y)|| > C|h(z,y)|” w otoczeniu zera}.



Uwaga. Zwiazek miedzy wykladnikiem Lojasiewicza odwzorowania F'i powyzszym
jest nastepujacy
Lo(F) = max(Lp(z), Lr(y)).

Twierdzenie. Algebraiczna charakteryzacja nieréwnosci Lo-

jasiewicza (M. Lejeune-Jalabert, Teissier). Przy powyzszych zaloze-
niach o F' = (f, g) i h, nastepujace warunki sa réwnowazne:

1' hp € <f7 g)t]’
2. h? spelia réwnanie

T +a,T" ... 4+a,=0 a€(f,9)% i=12,...,n,

3. zachodzi nieréwnos¢ Lojasiewicza
I(f,9)ll = C|n"

w otoczeniu zera.

Whniosek.

Lr(h) = inf{}—) € Q : zachodzi jeden z réwnowaznych warunkéw 1, 2 lub 3}.
q
Co wiecej, infimum to jest osiagniete. Stad zawsze Lr(h) € Q.

Wniosek. z Uwagi wynika
Lo(F) = max(Lp(x), Lr(y))-
gdzie

Li(z) = min{ge@:xpeu,g)q w 0%,

Lily) = min{ge@:ypeu,g)q w 0%,

Przyklad 3b. w powyzszym przykladzie
F('T?y) = (y2 - x?’?yg)v

mamy
7 € (f,9)% bo
v’ = g"=3ygf +3y*f* - f°
oraz
y* € (f,9), bo
¥y =g
Zatem

Lo(F) =max(Lp(z), Lr(y)) < max(9/2,3) =9/2.
Oznacza to, ze
|F(2)|| > C||z||** w otoczeniu zera.

Mozna wykazac ze jest to optymalny wykladnik tzn.
Lo(F)=19/2.
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W pracy M.Lejeune-Jalabert i B. Teissiera rozwazana jest o wiele ogélniejsza sytu-
acja:

1. Przestrzen C? jest zamieniona na dowolng przestrzen analityczng (X, Ox),

2. Odwzorowanie F' jest zamienione na dowolny koherentny snop ideatéw F C Ox
na X,

3. Funkcja h jest dowolnym cigciem snopa Ox tzn. h € I'(X,Ox), zerujacym sie
na zbiorze zer snopa F.



