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1. Struktury matematyczne. Mozna bez watpliwosci stwierdzi¢, ze gtow-
nym przedmiotem zainteresowania teorii modeli sg struktury matematyczne.
Zreszta, rowniez kazdy matematyk w swojej zwyktej, codziennej pracy stale
je napotyka. Sa nimi na przyktad rézne abstrakcyjne struktury algebraiczne
(jak grupy, pierscienie, ciala, moduly, przestrzenie wektorowe, przestrzenie
Hilberta, Banacha itp.), rézne struktury porzadkowe czy w koncu konkretne
struktury liczbowe. Przez strukture matematyczng

Mm = (Mv {Ci}> {fj}> {Rk})

rozumiemy uktad zlozony z niepustego zbioru M # () (zwanego uniwersum
lub zbiorem podktadowym) oraz wyr6znionych pewnych statych, globalnych
funkcji i relacji:

geM, fj:M™ — M, R,CM"™, mj,n, €N\{0}
state ¢; mozna traktowaé jako funkcje 0-argumentowe.

Nalezy jednak od poczatku zwrdcié uwage na podstawowy fakt, ze teo-
rie modeli cechuje odmienne podejscie do struktur w poréwnaniu z praca
"zwyktego matematyka”. Réznica polega tu przede wszystkim na tym, iz ich
badanie taczy sie w teorii modeli z uwzglednianiem jezyka, w ktorym struk-
tury te sg opisywane, i jego analiza. Nie jest to spowodowane pedanterig
wynikajaca np. z faktu, ze teoria modeli jest odgatezieniem logiki. Chodzi tu
raczej o wydobycie fundamentalnych wspétzaleznosci semantycznych pomie-
dzy teoria w danym jezyku L, a wlasnosciami struktur bedacymi modelami
tej teorii.

Nie wnikajgc z braku czasu w precyzyjne definicje, jezyk to po pierwsze
ogot uzywanych w nim symboli; nastepnie zas zasady sktadni, za pomoca
ktérych tworzymy termy (czyli wyrazenia nazwowe) i formuty (czyli formy
zdaniowe). Formalne definicje, choé¢ by¢ moze nieco nuzace, maja charakter
elementarnej indukcji ze wzgledu na ztozonos$¢é. Ograniczymy sie przy tym
(za wyjatkiem informacyjnych sekcji 2 i 3) do jezykéow pierwszego rzedu,
w ktérych formuly sa zawsze pewnymi skonczonymi ciggami symboli, zas
zmienne przebiegajg jedynie elementy zbioru podktadowego M. Natomiast
logika drugiego rzedu postuguje sie zmiennymi przebiegajacymi rowniez re-
lacje (czyli podzbiory produktu zbioru M) i globalne funkcje okreslone na
produktach zbioru M; logika trzeciego rzedu zezwala za$ na kwantyfikowanie
zbioru relacji i zbioru funkcji, itd.



Do symboli jezyka L zaliczamy:

e symbole logiczne, takie jak nawiasy, przecinki, nieskoniczony cigg zmien-
nych oraz -, V,\,=, <, 4.V, =;

e jego sygnature, tzn. symbole statych ¢, ..., funkcji f,...irelacji R, ...
potrzebnych do opisu danej struktury.

Przez formule atomiczng rozumiemy formute postaci:
t1(z) = to(z) lub R(ti(x),...,t,(z)),
gdzie t1,t9, ..., t, sa L-termami i R symbolem relacji n-argumentowe;j

W sensie teorii modeli, struktura oM jezyka L (L-struktura) jest para
ztozona z niepustego zbioru M oraz operacji interpretacji

c— M fe R R

piszemy wtedy
m= (M, . R™ ).

Zwroéémy uwage, ze sygnatura jezyka moze by¢ dowolnie duzej mocy. Idac
za przyktadem A.I. Malcewa mozna nie naktadaé¢ zadnych ograniczen na to,
co moze stuzy¢ jako symbol jezyka (nazwa stalej, funkeji i relacji); i tak jako
nazwy moga stuzy¢ liczby porzadkowe, a takze dowolny obiekt matematyczny
moze by¢ nazwg samego siebie.

Znowu nie bede tu przedstawial podstawowych definicji semantycznych
(pochodzacych od A. Tarskiego), takich jak pojecie speliania czy praw-
dziwosci, ktore i w tym przypadku majg charakter elementarnej indukcji
ze wzgledu na zlozono$é. Przypomne tylko podstawowe oznaczenia. Niech
(x) bedzie L-formuta, x = (z1,...,2,), ¥ L-zdaniem, t(z) L-termem, M
L-struktura i a = (aq,...,a,) € M™.

t[a] wartosé termu ¢ na ciagu a;
= pla] formula p(z) jest spetlniona w strukturze oM przez ciag a;
= zdanie v jest prawdziwe w strukturze 9.

Jesli T jest teoria w jezyku L (tzn. pewnym zbiorem L-zdan) i 9 jest L-
struktura, to M =T oznacza, ze kazde zdanie teorii T jest prawdziwe w 9;
lub innymi stowy, ze M jest modelem teorii T. Piszemy T | ¢, gdy zdanie
1 jest prawdziwe w kazdym modelu 9t teorii 7.



2. Pomiedzy logika pierwszego i drugiego rzedu. Wiele podstawowych
twierdzen klasycznej matematyki (algebry, analizy czy nawet analizy funkcjo-
nalnej) moze by¢ sformutowanych i udowodnionych juz w ramach arytmetyki
Z, drugiego rzedu. W arytmetyce tej wszystkie obiekty musza byé¢ oczywi-
Scie reprezentowane badz to przez liczby naturalne, badZ przez zbiory liczb
naturalnych. Z perspektywy formalnego rozwijania np. klasycznych fragmen-
tow analizy, nie miatoby istotnego znaczenia zastapienie Zy przez mocniejszy
system infinitarnej matematyki, jak Zs, Zy,..., czy nawet przez teorie mno-
gosci. Uzycie systemu Zs narzuca jedynie koniecznos¢ kodowania w liczbach
naturalnych; a zatem, pary liczb naturalnych, a stad i liczby wymierne mo-
ga by¢ tak kodowane; funkcje miedzy nimi moga by¢ kodowane jako zbiory
par, a wiec zbiory liczb naturalnych; dalej, liczby rzeczywiste kodowane ja-
ko ciagi Cauchy’ego liczb wymiernych. W systemie tym nie mozna méwié¢ o
funkcjach rzeczywistych, ani o zbiorach liczb rzeczywistych. Poniewaz jed-
nak ciggte funkcje sg wyznaczone przez ich wartosci na liczbach wymiernych,
takze one moga by¢ kodowane. Podobnie, badane i opisywane w arytmetyce
drugiego rzedu moga by¢ zbiory otwarte liczb rzeczywistych, a nawet zbiory
borelowskie i funkcje borelowskie.

Powodem, dla ktérego jest czesto rzecza pozyteczna ograniczenie si¢ do
logiki drugiego rzedu, jest zwickszanie si¢ mocy wyrazania wraz ze wzrostem
rzedu logiki. Niezwykle skomplikowane zbiory liczb naturalnych moga by¢
zdefiniowane za pomocg prostych formut teorii mnogosci, jesli nie ma ogra-
niczenia dla kwantyfikowania formut. W ramach arytmetyki drugiego rzedu
mamy natomiast Sciste zwiazki pomiedzy ztozonoscia formutly (jej analitycz-
na hierarchia), a stopniem ”nie-obliczalnosci” zbioru liczb naturalnych przez
nia definiowanego (rezultaty typu twierdzenia E.L. Posta).

Podamy teraz kilka uzytecznych przyktadow, wykraczania poza logike
pierwszego rzedu. Pierwszym jest tzw. logika pierwszego rzedu z wieloma
zbiorami podktadowymi. Tylko pozornie jest ona silniejsza od zwyktej logi-
ki pierwszego rzedu i moze by¢ do niej sprowadzona poprzez wprowadzenie
dodatkowych predykatéow unarnych dla wyrdznienia poszczegdlnych zbiorow
podktadowych. Naturalnos¢ oraz korzysci ptynace z jej uzywania byty pod-
kredlane m.in. przez A.l. Malcewa i S. Fefermana.

Drugim przykladem jest N-logika, tzn. logika pierwszego rzedu z zadang
z gbéry ustalong strukturg N. Jedli jej zbiér podktadowy jest nieskoniczony, to



N-logika jest silniejsza od logiki pierwszego rzedu; w szczegdlnosci nie zacho-
dzi dla niej twierdzenie o zwartosci. Za najbardziej typowe przyktady moze
stuzy¢ N-logika (dogodna do badania struktur algebraicznych, np. pierscieni
euklidesowych) lub R-logika (dogodna do badania przestrzeni metrycznych,
przestrzeni Hilberta, Banacha itp.). Dla N-logiki zachodzi tw. Lowenheima—
Skolema.

Przypomnijmy, iz tw. o zwartosci stwierdza, ze dowolny zbior zdan T
ma model wtedy i tylko wtedy, gdy model ma kazdy jego skonczony pod-
zbiér. Jest to niewatpliwie najbardziej fundamentalny rezultat teorii modeli
(pierwszego rzedu), od ktérego w mniejszym lub wiekszym stopniu zalezy
wiekszos¢ jej wynikow. Tw. Lowenheima—Skolema méwi natomiast o istnie-
niu dla dowolnej teorii niesprzecznej 1" modeli o réznych mocach; i tak, o
mocy dowolnie duzej méwi twierdzenie gorne, zas o mocy dowolnie malej acz
nie mniejszej niz § £ — dolne.

Cho¢ tw. Lowenheima—Skolema stanowi o braku jednoznacznosci dla mo-
deli pierwszego rzedu, jego charakter nie jest w istocie negatywny. Jest ono
np. podstawg dla rachunku infinitezymalnych. Rachunek ten, tzw. analiza
niestandardowa, jest formalng realizacja, dokonang przez A. Robinsona, idei
Leibniza uniwersalnego rachunku symbolicznego.

Jeszcze inng mozliwos¢ wyjscia poza logike pierwszego rzedu daje idea
A. Mostowskiego wprowadzenia nowych kwantyfikatoréw, np. istnieje nie-
skonczenie wrele lub istnieje nieprzeliczalnie wiele. W pierwszym przypadku
otrzymujemy logike réwnowazna z N-logika; w przypadku drugim logike, dla
ktorej zachodza twierdzeia o zupelosci i zwartosci (o ile jezyk L jest co
najwyzej przeliczlny; H.J. Keisler 1970), ale nie zachodzi tw. Lowenheima—
Skolema (dolne). Choé¢ pojecie "nieprzeliczalnie wiele” wydaje sie nalezeé
raczej do dziedziny matematyki niz logiki, rezultat Keislera sktania do trak-
towania go jako prawie logicznego.

Brak jednoczesnego zachodzenia twierdzen o zwartosci i Lowenheima—
Skolema nie jest rzecza przypadkowsa. Wynika on bowiem z jednego z pierw-
szych twierdzen abstrakcyjnej teorii modeli, a mianowicie tw. Lindstroma,
ktore charakteryzuje logike pierwszego rzedu jako jedyng logike, ktora spet-
nia oba powyzsze twierdzenia. Podsumowujac, pomimo swej sity wyrazania,
logika pierwszego rzedu jest zbyt staba aby odrézniaé liczby kardynalne. Nie-
mniej, mozemy skutkiem tego konstruowaé wiele réznych modeli danej teorii



pierwszego rzedu, albo tez, przeprowadzaé¢ jeden model w inny, o bardziej
pozadanych w danym kontekscie wtasnosciach. Ponadto, mamy tu do dys-
pozycji najpotezniejsze chyba narzedzie jakim jest twierdzenie o zwartosci.
Z kolei bardzo istotnym jest fakt, ze ogromna liczba poje¢ matematycznych
moze by¢ wyrazona (badz bezposrednio badz tez poprzez réznego rodzaju re-
dukcje) za pomoca formut pierwszego rzedu. Wszystko to razem przyczynia
sie do tego, ze teoria modeli pierwszego rzedu jest sercem catej teorii modeli.

3. Program Hilberta obecnie. Cho¢ w $wietle twierdzen Godla o niezu-
petnosci, program Hilberta redukcji do matematyki finitarnej (motywowany
checia obrony Cantora teorii mnogosci i rozjasnienia roli nieskonczonosci w
matematyce) nie moze zosta¢ w peki zrealizowany, pozostaje jednak ciagle
wyzwaniem dla poszukiwania rozwigzan czeSciowych. Program ten sktada
sie, méwigc bardzo krotko, z trzech punktow: wyizolowaé nie nastreczajaca
problemdw, finitarnag porcje matematyki; ukonstytuowac pozostatg matema-
tyke infinitarng jako jeden wielki system formalny; i na koniec dostarczy¢
finitarny dowod niesprzecznosci duzego systemu.

Za ucielesnienie idei finitarnej matematyki nakreslonej w tym programie
wielu matematykéw uwaza bezkwantyfikatorowa arytmetyke Skolema (jest
to arytmetyka funkcji pierwotnie rekursywnych, otrzymywanych za pomoca
superpozycji i rekursji prostej). Niesprzeczno$é arytmetyki Skolema, a takze
arytmetyki Peano z aksjomatem indukcji ograniczonym do formul egzysten-
cjalnych, moze by¢ udowodniona na gruncie arytmetyki Peano.

Natomiast niesprzeczno$é¢ arytmetyki Peano zostata udowodniona przez
G. Gentzena, jednak na gruncie arytmetyki Skolema wzbogaconej o zasade
bezkwantyfikatorowej indukcji pozaskonczonej do liczby eq, granicy ciggu

w, W, WL
Zasada ta mowi, ze zadna bezkwantyfikatorowa formuta ¢(x) nie moze defi-
niowa¢ nieskonczonego, malejgcego ciggu liczb porzadkowych mniejszych od
go (dobre uporzadkowanie ¢y ); zas dla jej formalnego wprowadzenia potrzebne
jest uprzednie zakodowanie tych liczb porzadkowych przez liczby naturalne.

Przyktadem uogolnienia programu Hilberta moga by¢ propozycje P. Ber-
naysa (zastapienie redukcji finitarnej argumentami o charakterze konstruk-
tywnym), G. Gentzena (uzycie indukcji pozaskonczonej), K. Godla (wprowa-
dzenie pierwotnie rekursywnych funkcjonaléw wyzszych typéw), czy w konicu
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S. Fefermana (tzw. redukcjonizm predykatywny). Ten ostatni akceptowal pel-
ng logike klasyczng i dopuszczat zbiér liczb naturalnych N jako kompletng
nieskonczong calosé, jednak silnie ograniczat kwantyfikowanie podzbioréw w
N. Matematyka wsteczna (”reverse mathematics”; H. Friedman, S.G. Simp-
son) wydaje si¢ za$ by¢ pewna, z koniecznosci czesciowa, aczkolwiek ptodna
realizacja tego programu. Poszukuje ona aksjomatow, ktére sg niezbedne dla
dowodu konkretnych, podstawowych twierdzen matematycznych. Prace roz-
poczyna sie tutaj od wskazania pewnego stabego systemu bazowego, ktory
jest jednak na tyle silny, aby méc w nim wyrazi¢ badane twierdzenia. Celem
jest znalezienie naturalnego silniejszego systemu aksjomatow, ktory jest row-
nowazny nad systemem bazowym z danym konkretnym twierdzeniem. Trzeba
zatem wyprowadzi¢ to twierdzenie ze wskazanych aksjomatéw, a nastepnie
wykazaé, ze implikuje ono ten system (kierunek odwrotny).

Podsystemy arytmetyki drugiego rzedu zawieraja zazwyczaj arytmety-
ke Robinsona (wskazana przez R.M. Robinsona jako przyktad nierozstrzy-
galnej teorii skonczenie aksjomatyzowalnej, z aksjomatami pierwszego rzedu
arytmetyki Peano bez schematu aksjomatu indukcji) oraz pewne formuty
drugiego rzedu podpadajace pod schemat aksjomatéw indukcji i schemat
aksjomatéw wyrdzniania zbioréw. Systemem bazowym bywa najczesciej dru-
giego rzedu arytmetyka wyrdzniania obliczalnego, dla ktoérej aksjomat induk-
cji jest ograniczony do arytmetycznych formut egzystencjalnych, a aksjomat
wyrozniania do arytmetycznych formut wyznaczajacych zbiory o obliczal-
nych funkcjach charakterystycznych. Przypomnijmy, ze funkcje obliczalne sg
otrzymywane za pomocg superpozycji, rekursji prostej i operacji minimum
efektywnego. Silniejszym systemem jest arytmetyka wyrdzniania arytmetycz-
nego, dla ktorej aksjomat indukcji i wyrdzniania jest ograniczony do formut
arytmetycznych. Jest ona konserwatywnym rozszerzeniem arytmetyki Peano.

Innym, posrednim przyktadem jest tzw. system W K Ly arytmetyki wyrdz-
niania obliczalnego wraz ze stabym lematem Koniga (réwnowaznym zwartosci
przestrzeni Cantora 2V). Oba stabsze systemy sg konserwatywnymi rozszerze-
niami arytmetyki Peano z indukcjg ograniczong do formut egzystencjalnych,
a takze sa konserwatywnymi rozszerzeniami arytmetyki Skolema ze wzgledu
na zdania induktywne (tzn. postaci V3). Ich niesprzecznosé¢ jest wywiedlna
na gruncie petnej arytmetyki Peano pierwszego rzedu. Matematyka wstecz-
na wigze te systemy z wieloma waznymi twierdzeniami z algebry, analizy i
analizy funkcjonalnej, takimi jak:



1) podstawowe wlasnosci zbioru liczb catkowitych i wymiernych (np. ze sa
to pierscienie uporzadkowane), rzeczywistych (np. ze jest to nieprzeliczalne,
archimedesowe cialo uporzadkowane), tw. Baire’a dla zupelych, o$rodko-
wych przestrzeni metrycznych, wtasnosé Darboux dla cigglych funkcji rze-
czywistych, tw. Banacha—-Steinhausa dla osrodkowych przestrzeni Banacha,
istnienie algebraicznego domkniecia dla cial przeliczalnych (ale juz nie je-
go jednoznacznosé), istnienie i jednoznacznos$é rzeczywistego domkniecia dla
przeliczalnych cial uporzadkowanych.

2) tw. o zwartosci dla zupelnych, catkowicie ograniczonych, osrodkowych
przestrzeni metrycznych, podstawowe wlasnoéci ciggtych funkeji na tych prze-
strzeniach (np. osiaganie kreséw), aproksymacja wielomianowa ciagtych funk-
cji na domknietych prostokatach w R", catkowalno$¢ w sensie Riemanna tych
funkcji, podstawowe prawa rachunku rézniczkowego dla funkcji zmiennych
rzeczywistych (np. tw. o wartosci sredniej, wzér Taylora, tw. o funkcjach uwi-
ktanych), tw. o lokalnym istnieniu rozwiazan uktadu réwnan rézniczkowych
zwyczajnych, twierdzenia Hahna—Banacha i Banacha—Alaoglu dla osrodko-
wych przestrzeni Banacha, jednoznaczno$c¢ algebraicznego domkniecia, kazde
przeliczalne ciato rzeczywiste mozna uporzadkowacé, istnienie ideatéw pierw-
szych w przeliczalnych pierscieniach przemiennych, tw. Godla o pelnosci dla
jezykow przeliczalnych, staby lemat Koniga.

3) zupetnos¢ ciala liczb rzeczywistych, tw. Bolzano—Weierstrassa, tw. Asco-
li'ego dla ciggu rownociagtych funkcji na domknietym prostokacie w R™,
istnienie ideatéw maksymalnych w przeliczalnych pierscieniach przemien-
nych, istnienie bazy dla przeliczalnych przestrzeni wektorowych, istnienie
bazy przestepnej dla cial przeliczalnych, lemat Koniga.

Zauwazmy teraz, ze wraz z waznymi redukowanymi twierdzeniami, cate
galezie matematyki stajg sie redukowalnymi do odpowiednich stabych pod-
systemow arytmetyki drugiego rzedu. Wigkszos¢ bowiem dziedzin matema-
tyki polega w istocie na kilku fundamentalnych niekonstruktywnych rezulta-
tach, zas pozostale wyniki uzyskuje sie juz poprzez standardowe rozumowa-
nia o konstruktywnym charakterze. Szacuje sie, ze zdecydowana wiekszosé
istniejacej matematyki moze by¢ sformalizowana w ramach takich podsys-
temow. Dzieje sie tak np. z obszernymi fragmentami klasycznego rachunku
rozniczkowego i catkowego.



4. Geometria zbiorow definiowalnych. Dla pewnej ustalonej L-struktury
M mozemy wyr6dznié rodziny S, n € N\ {0}, podzbioréw definiowalnych (za
pomoca L-formul pierwszego rzedu) w M"™. Oczywiscie operacjom boolow-
skim na L-formutach odpowiadaja operacje boolowskie na zbiorach przez nie
definiowanych. Podobnie uzycie bloku kwantyfikatoréw egzystencjalnych od-
powiada stosownej projekcji zbioru definiowalnego. Dlatego otrzymany w ten
sposéb system (S,,),, zbioréw definiowalnych, zwany niekiedy systemem Tar-
skiego, jest generowany poprzez operacje boolowskie oraz operacje rzutowan
M"™ — M™ n > m, ze zbiorow definiowalnych formutami atomicznymi.

Powyzsze pokazuje, ze teori¢ modeli mozna traktowaé jako pewnego ro-
dzaju geometrie zbioréw definiowalnych w danej strukturze. Nalezy jednak
podkresli¢, ze bardzo czesto rezultaty dotyczace jednego, ustalonego modelu
danej teorii 7" sa uzyskiwane dzieki analizie rodziny modeli tej teorii; albo tez
poprzez analiz¢ par jej modeli. Przyktadéw dostarczaja tutaj rozne kryteria
eliminacji kwantyfikatoréw lub modelowej zupelnosci.

Inng teorio-modelowa technikg dowodzenia twierdzen dotyczacych kon-
kretnej struktury 9 jest tzw. zasada przeniesienia. Polega ona na zbudowaniu
pewnego nowego modelu M, ktory jest lepszy z punktu widzenia uzyskania
danego rezultatu i dla ktorego prawdziwos¢ danego twierdzenia moze byé
przeniesiona do wyjsciowej struktury 9. Przyktadem moze tu by¢ konstru-
owanie nasyconych rozszerzen elementarnych danej struktury .

Do jednych z najwazniejszych zagadnien teorii modeli nalezg:

e porownywanie dwoch struktur danego jezyka i konstruowanie struktur
o pewnych szczegdlnych wtasnosciach;

e badanie zachowania modeli przy operacjach na nich; np. syntaktyczne
charakteryzacje niezmienniczosci wzgledem rozszerzen (J. Los), pod-
struktur (A. Tarski, J. Lo§), sumy tancuchéw (J. Los, R. Suszko i
C.C. Chang), obrazéw homomorficznych (R.C. Lyndon) itp.

Konstruowanie nowych modeli czesto wykorzystuje wymienione ponizej
kluczowe metody i fundamentalne twierdzenia:

e wzbogacanie jezyka o nowe stale oraz metoda diagraméw (L. A. Henkin,
A. Robinson);



e metoda tancuchow elementarnych i naprzemiennych (alternujacych)
(A. Tarski, R. Vaught);

e technika funkcji wyboru (skolemowskich), tw. Lowenheima—Skolema;
e twierdzenie o zwartosci (K. Godel, A.I. Malcew);

e ultraprodukty (T. Skolem, J. Lo, A. Tarski);

e metoda omijania typéw (L. Henkin, A. Ehrenfeucht, R. Vaught);

e modele nasycone, jednorodne, uniwersalne czy specjalne (B. Jonsson,
M. Morley, R. Vaught);

e amalgamaty (A. Robinson, D. Lascar, B. Poizat);

e forcing (P. Cohen, A. Robinson, J. Barwise).

5. Eliminacja kwantyfikatoréow. To zagadnienie byto pierwszym systema-
tycznym programem teorii modeli (lata 20-te i 30-te ubiegtego stulecia). Sam
ten termin zostal wprowadzony przez A. Tarskiego na jego Warszawskim
Seminarium 1926-28. Wymienimy teraz kilka historycznych wynikéw tego
programu, a mianowicie eliminacj¢ kwantyfikatoréw dla teorii:

e gestego porzadku liniowego bez koncéw; C.H. Langford, Some theorems
on decidability, Ann. Math. 28 (1926), 16-40;

e cial rzeczywiscie domknigtych (tw. Tarskiego—Seidenberga); A. Tarski,
A decision method for elementary algebra and geometry, 2-nd edition
Berkeley 1951;

e cial algebraicznie domknietych (tw. Tarskiego—Chevalleya); A. Tarski,
Arithmetical classes and types of algebraically closed fields and real clo-
sed fields, Bull. AMS 55 (1964), 1192.

e (uporzadkowanych) grup abelowych; W. Szmielew, Elementary proper-
ties of abelian groups, Fund. Math. 41 (1955), 203-271.

Moéwimy, ze teoria T' dopuszcza eliminacje kwantyfikatoréw w jezyku L,
gdy dla kazdej L-formulty o(z), z = (21,...,2,), n € N\ {0}, istnieje bez-
kwantyfikatorowa L-formuta i (z) taka, ze

T =Yz [pr) & ()]
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Teoria T" jest dopuszcza eliminacje kwantyfikatorow egzystencjalnych (réw-
nowaznie, uniwersalnych) w jezyku £, gdy dla kazdej L-formuty ¢(x), z =
(x1,...,2,), n € N, istnieje uniwersalna (badz egzystencjalna) L-formuta
(x) taka, ze

TV [p(z) & ¢(z)]

Powyzsza wlasnosé teorii T jest roOwnowazna jej modelowej zupetnosci.
Pojecie to zostato wprowadzone przez A. Robinsona wraz z jego charaktery-
zacja (Kryterium 2 ponizej). Podobnie, charakteryzacja eliminacji kwantyfi-
katorow wskazuje, ze wtasnosé¢ ta pokrywa si¢ z tzw. podmodelowq zupetno-
scig.

Eliminacja kwantyfikatoréw jest bardzo mocna wtasnosciag danej teorii.
Ogolnie mamy przeliczalna hierarchi¢ £-formut: najpierw formuty bezkwan-
tyfikatorowe, potem zas egzystencjalne 9 i uniwersalne V, a nastepnie postaci
Vv, V4, 3vVd, VIV itd. W przypadku, gdy teoria T" dopuszcza eliminacje
kwantyfikatorow, hierarchia ta redukuje sie modulo T" do formul bezkwan-
tyfikatorowych. Jedli zas teoria T' jest modelowo zupetna, to hierarchia ta
redukuje sie do formut pierwszych dwoch typow. Powyzsze przektada sie
bezposrednio na hierarchie zbiorow definiowalnych w modelach teorii 7.

Modelowa zupetnosé jest oczywiscie wtasnoscig stabsza od eliminacji kwan-
tyfikatorow. W nastepnej sekcji zobaczymy, ze w obu powyzszych przykta-
dach, modelowa zupelnos¢ jest réwnowazna, odpowiednio, Nullstellensatz
Hilberta i rzeczywistemu Nullstellensatz. A zatem oba twierdzenia o ze-
rach moga by¢ uzyskane na drodze eliminacji kwantyfikatoréw, ktora ozna-
cza w tych przypadkach tw. Chevalleya o rzucie zbioru konstruowalnego i
tw. Tarskiego—Seidenberga o rzucie zbioru semialgebraicznego.

6. Pewne kryteria eliminacji kwantyfikatoréw i ich zastosowania. Bedzie-
my rozwazali pewna teorie T w jezyku (pierwszego rzedu) L.

Kryterium 1. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

i) T dopuszcza eliminacje kwantyfikatorow;

it) T jest podmodelowo zupetna, tzn. dla dowolnego jej modelu M i jego
podstruktury 9 C N, teoria T U D(M) jest zupelna w jezyku Ly diagramu
D(9m) struktury Mm;

iii) jesli m i N sqg dwoma modelami teorii T, M C N jest podstrukturg,
f i — N zanurzeniem izomorficznym, o(z1, . .., T,) formulg prymitywng
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(tzn. formulg postaci Iy oy, x1,...,T,), gdzie y = y1, a jest koniunkcjg
formut atomicznych lub ich zaprzeczen), i jesli (ay, . .., a,) € M", to zachodzi
rownowaznosc

N play,..a] & WEefla). .. fla)

Kryterium 2. (A. Robinson) Nastepujace warunki sqg réwnowazne:

i) T dopuszcza eliminacje kwantyfikatorow uniwersalnych (réwnowaznie,
egzystencjalnych);

it) T jest modelowo zupetna, tzn. dla dowolnego modelu 9 teorii T, teoria
T UD(M) jest zupelna w jezyku Ly diagramu D(IM) struktury oM;

iii) dla dowolnych dwdéch modeli M C N teoris T zachodzi M < N;

i) T jest egzystencjalnie zupelna (test Robinsona), tzn. dla dowolnych
dwoch jej modeli M C N, dowolnej formuly egzystencjalnej

Hy a<m)y)7 €T = (xla"'7xn)7 Yy = (yh"'aym)a

i elementow a = (ay,...,a,) € M™ zachodzi réwnowazinosé

NEJyale,y) < MEJyala,y).

Dowody obydwu kryteriow bazuja na twierdzeniu o zwartosci i wykorzy-
stuja pojecie diagramu, ktéry jest odpowiednikiem tabelki dziatania grupo-
wego w przypadku teorii grup.

Dla Kryterium 2, interesujaca jest jedynie implikacja iv) = ). Wystar-
czy udowodnié, ze dowolna L-formuta egzystencjalna ¢(x) jest réwnowazna
pewnej fomule uniwersalnej v (z). Traktujac zmienne x jako nowe stale ¢,
mozna przyjac, ze p = p(c) jest zdaniem egzystencjalnym.

Dla dowodu, rozwazmy zbioér uniwersalnych konsekwencji S teorii TU{p}.
Dzieki tw. o zwartosci, wystarczy oczywiscie wykazaé, ze TU S = .

Niech wiec 9t bedzie modelem dla T'U S. Znowu wykorzystujac zwartosé,
mozna udowodnic¢, ze teoria

TU {p} UD(m)

ma model; pozostawimy to jako pouczajace ¢wiczenie. Dowolny jej model
9 mozna traktowaé jako rozszerzenie struktury 9. Na mocy warunku (iv),
otrzymujemy M = ¢, co konczy dowdd.
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Dla Kryterium 1, interesujaca jest jedynie implikacja i) = ). Wystarczy
udowodnié, ze dowolna formula prymitywna ¢(x) jest réwnowazna pewnej
formule bezkwantyfikatorowej 1(x). Jak wyzej, mozna przyjac, ze ¢ = p(c)
jest zdaniem prymitywnym.

Dla dowodu, rozwazmy zbiér bezkwantyfikatorowych konsekwencji S teo-
rii T'U {—p(c)}. Dzieki tw. o zwartosci, wystarczy oczywiscie wykazaé, ze
TUS E —¢(c).

Niech wiec 9 bedzie modelem dla T"U S. Przypusémy, dla dowodu nie
wprost, ze M = (c) i niech M C N bedzie podstruktura generowana przez
M. Na mocy warunku iii), otrzymujemy 7 U D(9) |= . Znowu wykorzy-
stujac zwartosé, znajdziemy skonczona liczbe zdan i1 (c), ..., ¥,(c) € D(M)
takich, ze

TE (W) A Aa(c)) = ¢(c).

Ale wtedy —(11(c) A ... Ay(c)) € S, skad M = —(1(c) A ... Ady(c)), co
jest sprzeczne z diagramem D(90).

Stosunkowo tatwym ¢wiczeniem jest zademonstrowanie powyzszych kry-
teriéw na przyktadzie teorii gestego porzadku liniowego bez koncéw oraz ciat
algebraicznie domknietych i rzeczywiscie domknigtych. Wprowadzimy przy
tym jeszcze jedng definicje. Méwimy, ze teoria T jest prawie uniwersalna, gdy
dla dowolnych dwéch jej modeli 9 i 9, dowolny izomorfizm pomiedzy pod-
strukturami w 9t i 9 mozna przedtuzy¢ do izomorfizmu pomiedzy ich podmo-
delami. Latwo wykazaé, ze dla teorii prawie uniwersalnej pojecia modelowe]
i podmodelowej zupetnosci pokrywaja si¢. Stad otrzymujemy nastepujacy

Whniosek. Dila teorii prawie uniwersalnej T, warunkiem koniecznym i
wystarczajgeym dla eliminacyi kwantyfikatorow jest aby dla dowolnych dwaoch
jej modeli M C N, dowolnej formuly prymitywnej (x4, ..., x,) i elementéw
(ay,...,a,) € M™ zachodzila réwnowazinosé

NEgla,...,a,) < ME@a,..., a).

Pokazemy teraz, w jaki sposob twierdzenia o zerach dla ciat algebraicznie
domknietych i rzeczywiscie domknietych wynikaja z modelowej zupelnosci
teorii tychze ciat.
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Twierdzenia o zerach. Niech K bedzie cialem algebraicznie (odp.
rzeczywiscie) domknietym, a J idealem w pierscieniu wielomianow K[X],
X =(Xy,...,X,). Wtedy I =1(V(J)) < J jest idealem radykalnym
(odp. rzeczywistym,).

Jedynie implikacja (<) jest interesujaca. Poniewaz kazdy ideal radykalny
(rzeczywisty) jest przecieciem skonczonej liczby ideatéw pierwszych (rzeczy-
wistych idealéw pierwszych), mozna zalozy¢, ze J = p jest ideatem pierwszym
(rzeczywistym ideatem pierwszym). Niech L bedzie domknigciem algebraicz-
nym (rzeczywistym) ciata utamkéw pierscienia ilorazowego K[X]/p.

Mamy udowodnié¢, ze I(V(p)) C p. Niech wigc f € K[X]\ p; mamy
wykazaé, ze f & V(I(p)). Rozwazmy generatory g, ..., g idealu p oraz na-
stepujacy uktad rownan w nowych zmiennych 7' = (T3,...,T,) 1 S:

g(T)=...=g(T)=0, S-f(T)=1.

Uktad ten ma rozwigzanie nad cialem L, a mianowicie

1

Ti=X,modyp, i=1,....k S=—F——.
mod p, ¢ S F(X) mod p

Dzigki modelowej zupelosci, ma on réwniez pewne rozwiazanie w ciele K,

powiedzmy
Ti=a; 1=1,...,k;, S=0b

Wtedy oczywiscie a = (ay,...,a,) € V(p) i f(a) = 1/b # 0, a wiec f &
I(V(p)), co konczy dowdd twierdzenia.

7. Typy logiczne. Méwimy, ze pewne dwa n-elementy a = (aq,...,a,)
ib= (by,...,b,) w L-strukturach M i N, odpowiednio, maja ten sam typ,
gdy speiaja te same formuly, tzn. dla dowolnej L-formuly ¢(z) zachodzi
rownowaznoscé

ME pla) & NEpb)
Typem n-elementu a L-struktury 9 nazywamy ogét L-formul spetlnionych
przez a:
tpon(a) := {e(z) - M = @(a)}.

Przestrzen S, = S,(z) wszystkich n-typéw jezyka £ moze wiec by¢ utoz-
samiana ze zbiorem wszystkich zupeinych teorii niesprzecznych w jezyku
LUA{xy,...,x,}. Przez przestrzen n-typéw S, (7T') teorii T' rozumiemy zbiér
typow n-elementéw modeli tej teorii.
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Dla teorii zupelnej T', zbiorem parametréow nazywamy podzbiér A pewne-
go modelu M tej teorii. Nie chodzi tu jednak o nagi zbiér A, ale raczej o zbior
pewnych elementéw wtasnie jako elementow wiekszej struktury om. W tym
sensie zbiér parametréw moze by¢ utozsamiany z diagramem elementarnym
Th (9 4) struktury 9 (w jezyku L4). Mozemy w zwiazku z tym powiedzieé,
ze jesli rozwazamy rozszerzenie elementarne 9t < M, to zbiér parametrow
A C M wzgledem 9 jest taki sam jak wzgledem .

Przez n-typ z parametrami ze zbioru A (wzgledem struktury o), lub n-
typ nad A, rozumiemy zupelna teorie niesprzeczna w jezyku L,U{x1, ..., x,}
zawierajaca diagram elementarny Th (94). W sposéb réwnowazny mozemy
zdefiniowa¢ n-typ nad A jako (*) maksymalny zbiér £4-formul ¢(a,x), kté-
rych kazdy skoriczony fragment jest realizowany w 9. Oznaczmy przez S,,(A)
przestrzen typow nad A.

Rozwazmy teraz pewien n-typ p(z) € S,(A) i jego model M. Oczywiscie
struktury 9t i 91 sa elementarnie rownowazne: 9 = M. Dzieki ponizszemu
lematowi (ktéry jest tatwym éwiczeniem na zastosowanie tw. o zwartosci),
typy nad A (wzgledem 9m) sa zawsze realizowane w pewnym rozszerzeniu
elementarnym struktury o.

Lemat. Jesli m = M (tzn. Th(m) = Th(N)), to M mozna zanurzydé
elementarnie w pewne rozszerzenie elementarne struktury 9.

W Swietle twierdzenia Godla o pelnosci, przestrzen typow moze byé tez
utozsamiana z przestrzenig Stone’a ultrafiltréw na algebrze Lindenbauma
L 4-formut i wyposazona w topologie Stone’a, ktérej baza sa zbiory postaci

(pla, ) := {p(x) € Su(A) : p(a,2) € p(x)},

gdzie p(a,z) jest La-formuta. Przypomnijmy, ze topologia Stone’a to taka,
ktora jest zwarta (Hausdorffa) i zerowymiarowa (tzn. ma baze zlozona ze
zbioréw otwarto-domknietych). Charakteryzacja (*) typow oznacza, ze typy
z Sy (A) zrealizowane w strukturze 9 stanowia gesty podzbior w S, (A).

Wykorzystujac eliminacje kwantyfikatoréw, mozna sprawdzié¢ (jest to nie-
trudne ¢wiczenie), ze przestrzenn Stone’a S, (K) dla ciala algebraicznie do-
mknietego (rzeczywiscie domknietego) jest izomorficzna ze spektrum (spek-
trum rzeczywistym) pierscienia wielomianéw K [X;, ..., X, | wyposazonym w
topologie konstruowalna.
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Rozwazmy teraz rozszerzenia elementarne A < B < D. Niech d bedzie
n-elementem w D,

p=p(z) =tpp(d/A) i q=q(z)=tpp(d/B)

beda typami z parametrami ze zbioréw A i B, odpowiednio. Méwimy, ze ¢
jest dziedzicznym rozszerzeniem typu p (dziedzicznym nad p, "heir”), jesli dla
kazdej L 4-formulty ¢(x,y) i ciagu elementéw b z B istnieje ciag elementéw a
w A taki, ze

p(z,b) € ¢ = ¢(z,a) € p.

Moéwimy, ze ¢ jest konserwatywnym rozszerzeniem typu p (konserwatywnym
nad p, "coheir”), jesli dla kazdej L-formuly ¢(z,y) i ciagu elementéw b z B
istnieje cigg elementow a w A taki, ze

o(x,b) € ¢ = BE ¢(a,b).

Powyzsze rodzaje rozszerzania typow wiaza sie z pojeciem amalgamatu
dziedzicznego, ktore przedstawimy w nastepnej sekcji. Amalganaty dziedzicz-
ne beda przez nas wykorzystywane w dowodzie wtasnosci waluacyjnej dla
wielomianowo ograniczonych struktur o-minimalnych z wyréznionym pod-
pierscieniem wypuktym.

Pojecie dziedzicznego rozszerzenia typow (”heir”) jest dla nas wazne réw-
niez dlatego, ze z jego pomocg mozna scharakteryzowac¢ typy definiowalne.
Charakteryzacje ta mozna z kolei wykorzysta¢ do dowodu waznego twierdze-
nia Markera—Steinhorna dotyczacego struktur o-minimalnych. Bazuje ona na
twierdzeniu Svenoniusa, ktére wiaze semantyczne pojecie definiowalnosci ze
strukturalno-algebraicznym pojeciem niezmienniczosci wzgledem automorfi-
zZmow.
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