
Początek

Zadanie 1. Rozważmy przestrzeń wektorową R2. Czy działania dodawania + : R2×
R2 3 (x, y) 7→ x+ y ∈ R2 oraz mnożenia przez skalar · : R×R2 3 (λ, x) 7→ λx ∈ R2
są ciągłe w
(1) topologii τ1 zadanej przez metrykę ”centrum”,
(2) topologii τ2 zadanej przez metrykę ”rzeki”,
(3) topologii τ3 zadanej przez metrykę: d((x1, y1), (x2, y2)) = |x1− y1|

1
2 + |x2−

y2|
1
2 ,

(4) topologii τ4 zadanej przez metrykę: d((x1, y1), (x2, y2)) = |x1−y1|+|x2−y2|?

Uwaga 1. W poprzednim zadaniu poprzez ciągłość działania + : R2×R2 3 (x, y) 7→
x+y ∈ R2 w topologii τ rozumiemy ciągłość działania +, gdzie w dziedzinie R2×R2
rozważamy topologię produktową τ×τ , a w przeciwdziedzinie R2 topologię τ . Poprzez
ciągłość działania · : R× R2 3 (λ, x) 7→ λx ∈ R2 w topologii τ rozumiemy ciągłość
działania ·, gdzie w dziedzinie R × R2 rozważamy topologię produktową naturalnej
topologii na R i τ , a w przeciwdziedzinie R2 topologię τ .

Zadanie 2. Które z przestrzeni rozważanych w Zadaniu 1 są przestrzeniami unor-
mowanymi?

Zadanie 3. Rozważmy przestrzeń l∞ := {{xn}n∈N ∈ KN : sup
n∈N
|xn| < ∞}. Udo-

wodnij, że nieujemna funkcja ‖ · ‖ : l∞ 3 {xn}n∈N 7→ sup
n∈N
|xn| ∈ R+ definiuje

normę.

Zadanie 4. Rozważmy przestrzenie wektorowe:
• c := {{xn}n∈N ∈ KN : {xn}n∈N jest zbieżny},
• c0 := {{xn}n∈N ∈ KN : {xn}n∈N jest zbieżny do 0},
• c00 := {{xn}n∈N : ∃k ∈ N∀m > k : xm = 0}

jako podprzestrzenie l∞. Które z nich są gęste w l∞?

Zadanie 5. Ustalmy p  1 oraz przestrzeń lp := {{xn}n∈N ∈ KN :
∞∑
n=0
|xn|p <∞}.

Udowodnij, że nieujemna funkcja ‖ · ‖ : lp 3 {xn}n∈N 7→
( ∞∑
n=0
|xn|p

) 1
p ∈ R+

definiuje normę.

Zadanie 6. Ustalmy p  1. Czy przestrzeń c0 jest podprzestrzenią lp?

Zadanie 7. Ustalmy p  1. Czy przestrzeń c00 z indukowaną normą z lp jest gęsta
w lp?

Zadanie 8. Ustalmy p  1 oraz przestrzeń

Lp[0, 1] := {f ∈ K[0,1] : f jest całkowalna w sensie Lebesgue’a ,
∫
[0,1]

|f |pdL <∞}.

Udowodnij, że nieujemna funkcja ‖ · ‖ : Lp 3 f 7→∈
( ∫
[0,1]
|f |pdL

) 1
p ∈ R+ definiuje

seminormę.

Zadanie 9. Rozważy przestrzeń C[0, 1] := {f ∈ K[0,1] : f jest ciągła na przedziale [0, 1]}.
Wykaż, że funkcje
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• ‖ · ‖∞ : C[0, 1] 3 f 7→∈ sup
t∈[0,1]

|f(t)| ∈ R+,

• ‖ · ‖1 : C[0, 1] 3 f 7→
∫
[0,1]
|f |dL ∈ R+

definiują normy na C[0, 1]. Czy są to normy zupełne?


