1. PODSTAWOWE KONSTRUKCJE HOMOTOPIINE

(X,*z) 1 (Y,%,) sa przestrzeniami topologicznymi z wyréznionym punktem ba-
zowym. Oznaczamy przez TOP. kategorie takich par z odwzorowaniami ciaglymi
zachowujacymi punkt bazowy. Podefiniujmy:

XVY =X x{#}U{sz} xY CX xY
XANY =XxY/XVY

odpowiednio - bukiet X i Y, oraz ich smash-product. Zauwazy¢, ze te operacje
nie wychodza poza kategorie TOP. - wyniki maja dobrze okre$lony punkt bazowy.
Natomiast zawieszenie:

X =X x I/{X x {0}, X x {1}}
punktu bazowego nie ma (zgniatamy do dwéch punktéw osobno dno cylindra X x I,
osobno gore). Trzeba je poprawié¢ do zredukowanego zawieszenia:

SX =X x I/{X x {0}, X x {1}, %, x I}

ktore juz punkt bazowy ma.

Zadania. Jakie wlasnosci algebraiczne ma TOP. z operacjami V,AN? Wzgledem
jakich réwnoéci (réwnodé zbioréw, kanoniczny homeomorfizm, homotopijna réw-
nowaznosc)? Czy zawieszenie i zredukowane zawieszenie sq ze sobg homotopijnie
réownowazne? Homeomorficzne? Hint: rozwazyé klase przestrzeni w niezdegenero-
wanym punktem: majgcym otoczenie $ciggalne do niego. Pokazaé S® AS™ = S™H™,
Hint: smash czasem daje sie zdefiniowaé jako jednopunktowe uzwarcenie pewnej
przestrzeni. Pokazaé SX = X AS'. Czy dla rozmaitosci M i N M AN jest rozma-
itoscig?

Raz na zawsze ustalmy sobie punkt bazowy w sferach (jednostkowych w przestrzeni
euklidesowej): punkt o pierwszej wspolrzednej réwnej 1 i pozostalych - zero. Zbidr
odwzorowan z okregu w przestrzen X (w kategorii TOP.) oznaczamy przez QX i
nazywamy przestrzenia petli. Jest to przestrzen topologiczna z topologia zwarto-
otwarta. Poniewaz bedziemy sie gléwnie poruszaé¢ w zwartych (lub lokalnie zwar-
tych) przestrzeniach metrycznych, wystarczy mysleé o topologii jednostajnej zbiez-
nosci (lub niemal jednostajnej zbieznosci).

Zbiér odwzorowan pomiedzy X i Y podzielony przez relacje homotopijnosci ozna-
czamy przez [X,Y].

Zadania. Zaproponowaé ¢, bijekcje pomiedzy [X, QY] a [SX,Y] i sprawdzié, ze
jest naturalna ze wzgledu na odwzorowania w TOP. (doprecyzowad).

W szczegdlnosci oznacza to, ze przestrzenie homotopijnie réwnowazne zachowuja
sie tak samo przy braniu przestrzeni klas homotopii odwzorowan.

Zadania. Sprawdzié, ze dla kazdych X 1Y, [SX,Y] ma strukture grupy. Hint:
zeby znaleZé iloczyn klasy [f] przez klase [g], gdzie oba odwzorowania idg z SX do
Y wystarczy znaleZé odpowiednie odwzorowanie z SX w SX V SX. Sprawdzié, zZe
po podwdjnym zawieszeniu [S2X,Y] ma strukture grupy abelowej. Hint: zaadapto-
wac rysunkowy dowdd abelowosci drugiej grupy homotopii z dowolnego podrecznika
topologii algebraiczney.



W ten sposéb dostaliémy definicje grup homotopii:

mi(X) = [9'S°, X] = [S", X] = [SY, Q1] = m (1 X)

a raczej réwnowaznosé kilku definicji naraz (ten ostatni pomysl, przez grupe pod-
stawowa odpowiedniej przestrzeni petli to oryginalna definicja pochodzaca od Hu-
rewicza), a takze abelowos$é wszystkich grup poza pierwsza. m; definiuje funktor z
kategorii TOP. w GRP.

2. GRUPY HOMOTOPII
Zadania. Pokazaé, Ze grupy homotopii zachowujg sie dobrze ze wzgledu na produk-
ty:

X XY =m;X & miY
Zastanowic sie, co z nieskonczonymi produktams.

Pierwsza grupa homotopii zachowuje si¢ dobrze przy dzieleniu przestrzeni:

Twierdzenie 2.1. Twierdzenie Seiferta - Van Kampena
Jesli A, B oraz AN B sq tukowo spdjne i zawierajg punkt bazowy AU B, to grupa
podstawowa AU B jest pushoutem w diagramie:

TA — 7AUB

TANB — 7B
Niepodpisane strzalki pochodza od inkluzji.
Zadania. Rozpracowad tajemnicze nazwy w powyzszym twierdzeniu.
Znajge T X, 7Y policzy¢ m, X VY, m,XX. Dla zuchwalych m, X NY .

Nakryciem nazywamy tréjke (F,p, B), dwie przestrzenie i odwzorowanie:

E
p

B

o nastepujacej wiasnosci: kazdy punkt b € B ma otoczenie U takie, ze p~!(U)
rozpada sie na rozlaczna sume otwartych zbioréw | |, U;, ktére sa (przez zawezone
p) homeomorficzne z U.

Jedli B jest spojne, to dla kazdego b € B p~!(h) ma stala moc, zwana krotnoscig
nakrycia.

Nakrycia podnosza odwzorowania, jezeli odpowiednio zachowuje sie grupa podsta-
wowa przestrzeni, z ktérymi pracujemy: istnieje strzatka F' domykajaca diagram



E
»
. F
p ..
B ——'x

wtedy i tylko wtedy, gdy p«.mE C f.nX.

Nakrycia maja wlasno$¢ podnoszenia homotopii: jezeli z przestrzeni X do B ida
dwa homotopijne odwzorowania i jedno z nich podnosi sie do nakrycia, to wtedy
podnosi sie tez drugie oraz homotopia miedzy nimi.

Ho
E +— X x0
v,

P ..

B~ xxI

Zadania. Pokazaé, Ze jeZeli przestrzen ma nakrycie jednospojne, to tylko jedno.
Uwierzyé, ze porzgdne przestrzenie takie nakrycie majq (nazywane nakryciem uni-
wersalnym). Hint: przy pewnych zaloZeniach jest to przestrzer drég w przestrzeni
bazowej podzielona przez relacje homotopijnosci modulo korice. Zauvwazyé, ze kazda
petla v w przestrzeni bazowej definiuje homeomorfizm przestrzeni nakrywajgcej, o,
zachowugjgcy odwzorowanie nakrywajgce: p = poo~. Zauwazyc, ze jest to homomor-
fizm grup, zauwwazyé, zZe w przypadku nakrycia uniwersalnego jest to izomorfizm.
Dopracowaé szczegoly, zwlaszcza dotyczgce wyboru punktu bazowego.

Policzy¢ grupe podstawowq okregu. Grupy podstawowe sfer. Grupy podstawowe po-
wierzchni dwuwymiarowych. Hint: narysowaé powierzchnie jako wielokqty z utozsa-
mionymi krawedziami i skorzystaé z Twierdzenia Seiferta - Van Kampena.

Z powyzszej wskazowki wyciggnagc nastepujgcy wniosek: grupy podstawowe powierzch-
ni to grupy wolne generowane na krawedziach wielokgta (po utozsamieniu), podzie-
lone przez pewne relacje wynikajgce ze sposobu lgczenia tych krawedzi wnetrzem
wielokgta. Skonstruowaé w ten sposcb przestrzen topologicznag, ktorej grupa podsta-
wowa jest rowna z gory danej skonczenie generowanej grupie. Jaki warunek musi
byc spelniony, by taka konstrukcja dawala rozmaitosé?

Nakrycie jest szczegdlnym przypadkiem rozwléknienia: czwérke (E,p, F, B) nazy-
wamy rozwidknieniem, jezeli
E

P

B

ma wlasnoéé podnoszenia homotopii. Mozna pokazaé, ze wtedy kazde wtékno p=*(b)
dla kazdego b € B jest homotopijnie réwnowazne pewnemu F', ktére nazywa sie
wléknem homotopijnym.



Zadania. Uwierzyc, ze kazda wigzka lokalnie trywialna jest rozwioknieniem. Dla
wigzek pokazaé dokladno$é ciggu homotopii:

O O
TnB — Ty F —— ...

> T, F - T, F

gdzie niepodpisan strzatka to inkluzja widkna, a 0. otrzymugje sie, jak nastepuje.

Element m,B to odwzorowanie ¢ z kostki I™ w B, takie ze OI™ trafia w calo$ci
w punkt bazowy *p; ale z drugiej strony ¢ jest homotopig z I"~' x I do B, ktéra
podnosi si¢ w czasie zero (p(I"~1 x 0) C ¢(dI™) = *p) - wystarczy wybraé dowolny
punkt xp we wloknie nad *xg; podnosi sie zatem cala homotopia, do v, ktore ma te
wlasnosé, e Y(I"~1 x 1) trafia w catodci we wiékno nad *p; mozna dobraé 1 tak,
by OI"1 x I trafial w calosci w xp; ¥(;1) definiuje wiec element m, 1 F.
Uzupelnic¢ szczegoly, zwlaszcza dokladnie przemysle¢ wybor punktow bazowych i jed-
noznacznodé powyzszej konstrukcji (z dokladnoscig do homotopii). Pokazaé, Ze O,
jest homomorfizmem grup.

Zastanowié sie, jaka jest interpretacja dokladnosci na koncu ciggu, przy zerowych
7grupach” homotopii.

Zauwazycé, Ze powyzszy ciqg oznacza rownosé wszystkich grup nakrycia i przestrze-
ni nakrywanej poza grupg podstawowq. Podaé wszystkie grupy homotopii okregu.
Policzyé przy pomocy tych narzedzi grupy homotopii torusa i butelki Kleina (prze-
strzenie totalne wigzki okregéw nad okregiem).

Dla zuchwalych: przyjrzeé sie wigzce Hopfa

St — §% - §?

1 wyciggnagé wnioski o trzeciej grupie homotopii sfery dwuwymiarowe;.

3. HOMOLOGIE

X jest przestrzenig topologiczng bez wyréznionego punktu. C™X oznacza grupe
tanicuchéw singularnych, wolng grupe abelows generowana przez zbiér wszystkich
ciaglych odwzorowan ze standardowego sympleksu A™ = [e,, ..., e,] do przestrzeni
X. Na bazie grupy okresla si¢ odwzorowanie 0:

~
""" €05e++1€i5eeer€n)]

i rozszerza liniowo do odwzorowania z C"X do C"~1X. Sprawdzié (raz w zyciu),
ze 0% = 0. Mozna zatem zdefiniowaé:

_ kero
T imd

H.(X)

Zadania. Przemysle¢ gradacje powstatej grupy. Przemysle¢ uzycie innych wspol-
czynnikow w konstrukcji tanicuchow. Zrozumied, jak dziata indukowanie odwzorowan
w homologiach z odwzorowan pomiedzy przestrzeniami topologicznymi.

Policzyé, dla Zartu, z definicji homologie punktu. Policzyé z definicji homologie
przestrzeni $ciggalnej. Policzyé z definicji homologie okregu.



Wszystkie przestrzenie ze skoniczona triangulacja maja wygodna metode liczenia ho-
mologii: niech ¥,, X oznacza grupe wolna generowana przez sympleksy n-wymiarowe
w rozkladzie przestrzeni X. Kazdy sympleks musimy (dowolnie) wyposazy¢ w orien-
tacje - ustalone numerowanie wierzchotkéow. Operator brzegu okres§lamy na bazie:

0o = Eaieznmaa +o;
stawiajac minus wtedy i tylko wtedy, gdy orientacja indukowana z sympleksu o
na brzeg jest przeciwna do tej, jaka wybraliémy dla sympleksu o; i rozszerzamy
liniowo.

Zadania. Zrozumieé powyzszy straszny napis, sprawdzié, ze kwadrat operatora brze-
gu rowna sie zero. Uwierzyé, Ze homologie okreslone w ten sposob sq réwne homo-
logiom okreslonym uprzednio. Policzyé homologie powierzchni, sfer, homologicznej
sfery Poincaré, bukietu sfer, bukietu przestrzeni triangulowalnych.

Homologie singularne spelniaja nastepujace aksjomaty Eilenberga-Steenroda:

(1) Wymiar: homologie punktu sa réwne uzytemu pierscieniowi wspélczynni-
kéw w wymiarze zero i réwne zero w wymiarach wyzszych.

(2) Homotopii: odwzorowania homotopijne miedzy przestrzeniami indukuja to
samo odwzorowania pomigdzy ich homologiami.

(3) Wycinania: jezeli U C UIntA C X, to homologie H, (X \U, A\U) sa réwne
H.(X,A). Doczytaé, co to sa homologie pary, na potrzeby tych warsztatéw
mysleé o homologiach pary (X, A) jak o homologiach przestrzeni (X/A).
Dla zuchwalych - znalezé, kiedy powyzsza sugestia jest uzasadniona.

(4) Ciagu doktadnego: krétki ciag dokladny komplekséw tancuchowych

0—-C(X)=C(Y)—=Ci(Z2)—0
indukuje dlugi ciag doktadny homologii:

% . H,X H,Y H.7 —2 v Hy (X — ...

Zadania. Przyswoi¢ z Hatchera dokladne wypowiedzi tych aksjomatéow oraz obej-
rze¢ zarysy dowodow: bieganie po diagramach dla ciggu dokladnego, podzialy ba-
rycentryczne dla wycinania i - co wlasciwie sprowadza sie do zadania z liczeniem
homologii przestrzeni Sciggalnej - operator tgczqcy dla homotopii.

W szczegdlnosci przestrzenie homotopijnie réwnowazne maja te same homologie.

Jedli nie mamy do dyspozycji triangulacji, podstawowym narzedziem liczenia ho-
mologii jest ciag Mayera-Vietorisa:

ANB —%~ A

daje dtugi ciag doktadny:

g AnB " g Ae B = mAuB -

H, 1ANB




gdzie wyjatkowo opisaliSmy odwzorowania indukowane z inkluzji. Szczegoly - znéw
z Hatchera.

Zadania. Policzyé raz jeszcze homologie sfer, powierzchni, itd., okregu warszaw-
skiego, dlugiej prostej, dywanu Sierpiriskiego, pawiego oczka (sumy nieskoriczonej
ilosci okregéw o malejgcych promieniach polgczonych jednym punktem), smashow
rozmaitych przestrzeni, zawieszeri i zawieszen zredukowanych (tam, gdzie stanowi
to jakqs réznice). Nie przejmowaé sie niepowodzeniams.

Powyzsze wystarczy, by zrozumieé¢ réznice pomiedzy grupami homologii i grupami
homotopii.

Zadania. Poda¢ przyklad przestrzeni i petli w niej, ktora jest taricuchem homolo-
gicznym zeru (brzegiem) i homotopijnie nietrywialng.

Roznice ujawniaja sie szczegdlnie wyraznie kiedy chcemy policzy¢ homologie pro-
duktu kartezjanskiego. Po pierwsze, izomorficzne homologie maja zawsze kompleksy
tanicuchowe Cy(X xY) i C. X ® C.Y (zdefiniowaé wlasciwy operator brzegu w tym
drugim kompleksie). Po drugie, mamy ciag doktadny:

H,X xY P Tor(H: X, H;Y) 0
i+j=n—1

(H,X ® H,Y ),

Czyli, w szczegolnosci, homologie nie zachowuja produktow. Powyzszy ciag nazywa
si¢ formula Kiinnetha. Pozostaje zdefiniowaé¢ Tor: jesli mamy grupe abelows A, to
pasuje ona do ciagu doktadnego

0——F —R—A—0

gdzie F jest wolne (hint: R to relacje, ktore definiuja grupe A), nazywanego rezol-
wenta wolna; po pomnozeniu przez grupe B, ciag przestaje by¢ dokladny (z jednej
strony); trzeba go poprawi¢ o pewna grupe,

0

Tor(A,B) —— F®B

R®B

A®B

ktéra nazywamy iloczynem torsyjnym.

Zadania. Uwierzyé, Ze jest to dobra definicja w kategorii grup abelowych (nie zalezy
od wybranej rezolwenty). Wyciggnaé wniosek na temat homologii o wspdlczynnikach
w ciele.

Podobng nature do twierdzenia Kiinnetha ma twierdzenie o wspétczynnikach uni-
wersalnych: ciag

0— H,(X,Z)® R— H;(X,R) — Tor(H;_1(X,Z),R) — 0
jest dokladny. R jest tu dowolnym pierscieniem (dziedzina idealéw gléwnych z je-

dynka). Zrozumieé¢ znaczenie powyzszego napisu, w mysl hasta:

Moral z tej bajki krotki i niektéym znany
najwazniejsze sa homologie z catkowitymi wspétczynnikami.



Zadania. Policzy¢ homologie dysku dwuwymiarowego, ktéremu brzeg podzielono
relacjg z ~ w < 2" = w", oznaczmy D/nD. Policzyé homologie D/nD x D/mD.

Przemysle¢ dalsze réznice pomiedzy grupami homologii i homotopii. Przemysleé
zastosowania (np. w kontekscie nakry¢) nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 3.1. Twierdzenie Hurewicza

Pierwsze nietrywialne grupy homologii © homotopit spojnej przestrzeni topologicznej
wystepujg w tym samym wymiarze, ponadto sqg izomorficzne, jezeli ten wymiar jest
wiekszy niz 2, jezeli zas jest rowny 1, to pierwsza grupa homologii jest abelianizacjg
grupy podstawowej.

Zadania. Znalezé blgd w powyzszym, naprawié¢ go. Zapoznac sie z homologiami
zredukowanymi.

Skoro juz znamy homologie sfer, mozemy zdefiniowaé stopien odwzorowania po-
miedzy sferami. Jesli f : S® — S™, to f. jest homomorfizmem Z — Z, a zatem
wyznacza i jest wyznaczany przez jedyna liczbe catkowita, nazywana stopniem od-
wzorowania f. Waznym i trudnym faktem jest twierdzenie Hopfa méwiace, ze dwa
odwzorowania pomiedzy sferami sa homotopijne gddy maja ten sam stopien.

Dobre rzeczy przychodza do tych, ktorzy czekaja.

Zadania. Przy pomocy powyzszych narzedzi pokazaé niezmienniczo$é dziedziny,
podstawowe twierdzenie teorii wymiaru, twierdzenie Brouwera o punkcie stalym, i
wszystkie pochodne.

Dla zainteresowanych: sprawdzié inne definicje stopnia (lokalny stopien Brouwera),
zastanowié sie nad zachowaniem stopnia przy zawieszaniu i smashowaniu.

4. KOHOMOLOGIE

Zamiast o kompleksach tancuchéw bedziemy teraz méwié o kompleksach kotancu-
chéw. Niech C™(X, R) oznacza przestrzen Hom(C,X, R), wyposazona w operator
kobrzegu 0 zdefiniowany nastepujaco: kobrzeg homomorfizmu f z C™(X, R) bedzie
kotaficuchem z C"1(X, R), czyli wystarczy podaé jego warto$é na sympleksach
n + l-wymiarowych

6f (o) := f(00)

Zadania. Sprawdzié raz w zZyciu, ze 6° = 0. Zdefiniowaé H*(X, R) kohomologie
przestrzeni X o wspdtczynnikach w R i powtorzyé wszystkie konstrukcje homolo-
giczne powyzej dla kohomologii, zwracajgc vwage na kierunki odwzorowan induko-
wanych. Zrozumiel, czym roznig sie, w jezyku teorii kategorii funktory H, i H*.

W kohomologiach naturalnie wystepuje iloczyn, zamieniajacy modut kohomologii
w pierscien z gradacja. Niech f i g beda kolancuchami wymiaréw, odpowiednio, m
i n. Okreslimy fU g, kotancuch wymiaru n+m, podajac jego wartos¢ na dowolnym
m + n-wymiarowym sympleksie singularnym o : A"t™ — X:

fUglo) = foo (A" — A" ™))g(g o (A™ — A™T™))
gdzie mnozenie pochodzi z pierscienia, a inkluzje oznaczaja, odpowiednio, przednia
i tylnig éciane n + m-wymiarowego sympleksu.



Zadania. Zrozumieé¢ powyzszy napis. Poszukaé przydatnych wzoréw dotyczgcych
cup-tloczynu. ZnaleZé w Greenbergu najzabawniejszy dowcip w historic X X-wiecznych
tlumaczen na jezyk polski. Zauwazyc, ze iloczyn indukuje sie na kohomologie. Zna-
lez¢ struktury pierscieni w kohomologiach powierzchni, sfer, itd. (oczywiscie nalezy
wezesniej zaadaptowaé poprzednie techniki do policzenia samych grup kohomolo-
gii). ZnaleZé dwie przestrzenie, ktorych kohomologie sq izomorficzne jako moduly
z gradacjg, a nieizomorficzne jako pierscienie. Odszukac definicje stabej homoto-
pignej rownowaznosci i zastanowié sie, czy takie dwie przestrzenie mogg bycé stabo
homotopijnie réwnowazne.

Dualno$é¢ definicji homologii i kohomologii "na dole” przeksztalca si¢ na dualnosé
"na goérze”, choc¢ szczegdlnego typu:

Na rozmaitosci M, orientowalnej (lub dowolnej, lecz przy wspélcezynnikach Zs)
wymiaru n mamy izomorfizmy:

Hy(M) = H""P(M)
czyli Dualno$é¢ Poincaré. Znalezé informacje o innych dualnoéciach. Znalezé infor-
macje, dla jakich przestrzeni da sie je udowodnié¢. Tu ograniczamy sie do rozmaitosci
ze wzgledu na potrzebny zakres a takze ze wzgledu na nastepne ¢wiczenie.

Zadania. W rozmaitosci n-wymiarowej M z triangulacjg T kaidy n — 1-sympleks
jest $ciang dokladnie dwioch n-sympleksow. Jezeli da sie wybraé zgodng orientacje
dla wszystkich sympleksow, wtedy suma wszystkich sympleksow n-wymiarowych jest
cyklem, z koniecznoéci homologicznie nietrywialnym, 1 H, (M, R) = R, generowa-
ne nad R przez ten wlasnie cykl (generator ten nazywamy klasq fundamentalng).
Dopracowaé potrzebne definicje, rozwazyé przypadek nieorientowalny i przypadek
wspotcznnikow Zs.

ZnaleZé triangulacje T' dualng do wyjsciowej: kazdemu k-sympleksowi w T odpo-
wiada jedyny n — k-sympleks w T'; dwa wierzcholtki T' nalezq do jednej krawedzi
gddy odpowiadajgce im n-sympleksy mialy wspélng Sciane, trzy krawedzie ograni-
czajq trojkqt gddy odpowiadajgce im n — 1-sympleksy mialy wspdlng n — 2-Sciane,
itd. Dla upartych: pokazaé, Ze nowopowstala striangulowana przestrzen jest home-
omorficza z M.

Dla sympleksu o w T oznaczmy D(c), kolaricuch, ktéry przyjmuje wartosé 1 na
sympleksie odpowiadajgcym o wT'. Przekonad sie, Ze cykle przechodzq w ten sposdéb
- izomorficznie - na kocykle. Stgd dualnosé Poincaré.

Zastanowié sie, gdzie w powyzszym orientowalnosé.

Skoro wiemy juz, jak wyglgdajg homologie zorientowanych rozmaitosci, przemysleé
dla nich teorie stopnia.



