1. HOMOTOPIJNE WELASNOSCI WIAZEK.

Zadania. Pokazad, ze wigzka nad bazg B X I daje, po obcieciu do B x {0} i B x {1}
wigzki izomorficzne. Wyciggngé wniosek o trywialnosci wigzek nad przestrzeniami
scrggalnymi. Uogdlnié powyzszy lemat na mnoZenie przez przestrzenie Sciggalne.
Wyciggnaé wniosek, ze dwa odwzorowania homotopijne cofaje dang wigzke do wig-
zek izomorficznych.

Potrzebujemy przenies¢ sie ze $wiata wiazek wektorowych do $wiata wiazek wlokni-
stych gtéwnych. Nastepujaca konstrukcje nazywamy wiagzka stowarzyszona z wiazka
wektorowa.

Jesli (F, E,p, B) jest wiazka o grupie strukturalnej G (bedzie to dla nas zawsze
grupa Liego), to wybrawszy pokrycie B lokalnymi trywializacjami (U : p~1U ~ U x
F mozemy zastapi¢ produkty przez U x G i pokleié je uzywajac takich samych map
przejécia. W ten sposéb otrzymaliSmy wiazke wioknista gldwna, obiekt z globalnym
dziataniem grupy strukturalnej.

Zadania. Wigzka glowna jest trywialna gddy ma sekcje.

Odwzorowanie wickniste miedzy wigzkami gléwnymi to to samo, co ekwiwariant-
ne odwzorowanie miedzy ich przestrzeniami totalnymi (f(g-x) = g - f(x)). Sted
wyciggngé wniosek, ze zeby wigzka glowna byla cofnieciem innej wigzki potrzeba i
wystarcza znalezienie odwzorowania ekwiwariantnego miedzy przestrzeniami total-
nymi.

Rozwazyé nastepujgcg konstrukcje:

przypusémy, zZe mamy wigzke (G, Eq,p, Ba), gdzie Eq ma wszystkie grupy homoto-
pii trywialne; wtedy, dla dowolnej wigzki (G, E,p, B) nad CW-kompleksem mozemy
zdefiniowaé - indukcyjnie - odwzorowanie ekwiwariantne; niech B° bedzie pewnym
podkompleksem, a

E°=p~'(B)

i niech F° : F* — Eg bedzie ekwiwariantne; bedziemy teraz komérkowo rozszerzaé
to odwzorowanie; niech (n — 1)-wymiarowy szkielet B lezy w B°, a komdrka D,
- poza nim; wykorzystacé trywialnosé grup homotopii Eq do rozszerzenia F° na
doklejang komdrke, a Sciggalno$é (a wiec trywialno$é wszystkich wigzek) D, do
pokazania, Ze rozszerza sie ono ekwiwariantnie; jeieli teraz przyjmiemy B° = (),
okaze sie, Ze kazda wigzka glowna pochodzi z cofniecia wigzki glownej o przestrzeni
totalnej sciggalnej; jezeli uzyjemy tego twierdzenia do B x I dostaniemy homotopijng
jedynosé odwzorowania cofajgcego.

Sklasyfikowadé wigzki wektorowe przez odwzorowania w odpowiednie Grassmanniany.
Zastanowié sie, czy da sie przeprowadzié konstrukcje analogiczng do powyzszej.

Zauwazyé, ze nigdzie nie wspominalisSmy, ze wigzka (G, Eq,p, Bg) istnieje.

Z ciaggu doktadnego rozwldknienia mozna poda¢ homotopijny warunek na prze-
strzen Bg: m;1+1Bg = mG.



Musimy teraz skonstruowaé wiazke klasyfikujaca E¢. Interesuja nas wiazki wekto-
rowe.

Zadania. Bedziemy klasyfikowaé tylko grupe O(n), zamiast Gl(n) - przemysled,
dlaczego.

Przemysleé jeszcze raz, dlaczego i odpowiedzie¢ w jezyku teorii homotopii.

Pokazaé, ze grupy O(n) pasujq do wigzki:
O(n) —=0(n+1)—S8"

wyciggngl wnioski na temat niektorych grup homotopii O(n).

Mamy naturalne inkluzje

O(n)BAH[gl ?]eO(n—FN)
O(N)BBH[(I) g}EO(n—i—N)

Zauwazyé, Ze poniewaz dzialania tych podgrup na O(n + N) sq¢ przemienne, ma-
my (wolne) dziatanie O(n) na ilorazie O(n + N)/O(N), a przez to wigzke, ktorg
bedziemy tendencyjnie oznaczac

O(TL) — VpeNn — Gn+N,n

Wyjasnié, skqd wziely sie w powyzszej wigzce Grassmanniany. Wyjasnic, co to sq
Vit N Zauwazyé, Ze naturalne inkluzje dajg cigg odwzorowan wiéknistych:

Vn+N,n — > Vn4+N+1ln ———————> =

|

Gn+N,n _— Gn+N+1,n —_— -

Przejsé do granicy w tym systemie. Zobaczyé, ze granica jest wigzkq lokalnie try-
wialng.

Pokazaé, zZe przestrzen totalna tej wigzki ma wszystkie grupy homotopii trywialne.

Co trzeba zmienié w tej konstrukcji, Zeby dostaé przestrzenie klasyfikujoce dla wszyst-
kich podgrup Gl(n)?

Przeprowadzi¢ analogiczng konstrukcje dla wigzek zespolonych.



2. KLASY CHARAKTERYSTYCZNE.

G bedzie oznaczaé jedna z grup Gl(n),Glc(n),O(n),U(n). Majac przestrzen kla-
syfikujaca, mozemy zupelnie zapomnieé¢ o wigzkach nad M, a interesowaé sie tylko
klasami homotopii [M, Bg]. Problem rozréznienia klasy homotopii odwzorowania
jest jednak bardzo trudny, zamieniamy go na problem algebraiczny: badanie odwzo-
rowan indukowanych w homologiach (problem dobrze okreslony dzigki aksjomatowi
homotopii).

Zadania. Odwzorowanie homotopijne do stalego (a zatem odpowiadajace wigzce
trywialnej) indukuje odwzorowanie zerowe w homologiach, ale nie kazde odwzoro-
wanie trywialne w homotopiach jest homotopijne do stalego. Podaé przykiad. Podaé
przyklad na rozmaitosciach.

Czyli wyniki moga by¢ tylko czeSciowe: jesli odwzorowania zadaja rézne homo-
morfizmy w homologiach/kohomologiach, to nie moga by¢ homotopijne. Z wiazka
gtéwna (G, E,p, B) zwiazemy klasy charakterystyczne: jesli wiazka klasyfikuje sie
przez fg : B — Bg, to klasa charakterystyczna wiazki E nazwiemy kazda kla-
se fr(a),a € H*(Bg). Nie mamy narzedzi, zeby policzy¢ kohomologie Bg, wiec
ponizsze nalezy przyjaé na wiare.

(1) Wszystkie elementy torsyjne w H*(Bg,Z) sa rzedu 2, wiec caly pierscien
kohomologii daje si¢ opisaé, jedli znamy H*(Bg,Q) oraz H*(Bg, Z2).

(2) Pierscien kohomologii H*(Goo n,Z2) (podkreslamy wymiar Grassmannia-
nu) jest wolno generowany (jako algebra wielomianéw nad Zs) przez klasy
Stiefela-Whitneya w; € H*(G oo n, Z2).

(3) Cofniecia klas w; przez odwzorowanie klasyfikujace wiazke E nazywamy
klasami Stiefela-Whitneya tej wiazki i oznaczamy przez w;(E).

Zadania. ZnaleZé standardowe aksjomaty klas Stiefela- Whitneya, spraw-
dzié, ze powyzsza definicja je spelnia (zakladajgc, Ze rzeczywiscie kohmolo-
gie przestrzeni klasyfikujacej sq wolno generowanqg algebrg).

(4) Analogicznie - H*(Goon, Q) jest wolng algebra wielomianéw generowang
przez klasy pr € H* (G n,Q), jezeli n jest nieparzyste, i przez py €
H*(Goor,Q) i e € H(Goon,Q), gdy n jest parzyste. Nazywamy je kla-
sami Pontriagina i klasa Eulera.

Zadania. ZnaleZé standardowe aksjomaty powyzszych klas, sprawdzic je,
jak wczesniej.

Przemysleé algebre stojgce za wyborem wspétczynnikow.

Beda nas interesowaé gléwnie dwa fenomeny. Po pierwsze zachowanie klasy Eulera
przy istnieniu sekcji. Poczawszy od charakterystyki Eulera i istnienia sekcji wiazki
stycznej, bo to nie jest przypadek, ze te obiekty nazywaja si¢ podobnie. Prosze
wymysle¢ mnéstwo przyktadéw na uzytecznosé istnienia sekcji.

Po drugie, warunek na bycie brzegiem: rozmaito$¢ zwarta jest brzegiem gddy wszyst-
kie liczby Stiefela-Whitneya sa zerami (postara¢ sie o definicje; wiazka, ktéra bada-
my bedzie wiazka styczna). Poszukaé wyliczen dla plaszczyzny rzutowej. Sprébowaé
rozwigzaé zadanie homotopijnie.



