1. PRZESTRZENIE FUNKCJI: OTWARTOSC.

Bedziemy si¢ poruszaé¢ wylacznie po rozmaitosciach rézniczkowych, czyli klasy co
najmniej C!. Zakladamy parazwarto$é, oérodkowosé, drugi aksjomat przeliczalnosci,
normalnosé, zeby nie wdawac sie w niepotrzebne dyskusje.

Zadania. Przypomnie¢ sobie, jak dowodzi sie istnienia rozkladow jedno$ci na prze-
strzeniach parazwartych, jak konstruuje sie gladkie rozklady jednosci w R™ i na
rozmaitodciach (naglepiej przez splot). Przypomnieé sobie, jak uzywa sie rozkla-
ddw jednosci do konstrukcji metryki (Riemanna) na rozmaitoéciach. Skonstruowad
zanurzenie (klasy takiej, jak rozwazana rozmaito$é) rozmaitodci w przestrzen eu-
klidesowq, tak, Zeby dzialalo w przypadku rozniczkowym i “tylko” cigglym. ZnaleZé
jedno z najelegantszych zastosowari twierdzenia Sarda: wymiar przestrzeni mozna
obnizyé¢ do dwukrotnosci wymiaru rozmaito$ci plus jeden.

Dla zainteresowanych: poréwnaé powyzsze z tzw. lematem Michaela.

W przestrzeni odwzorowan ciaglych C°(X,Y) wprowadzamy topologie zwarto-otwarta:
generowang przez podbaze

WK, U):={f: X ->Y|f(K)CcU}

Zadania. Pokazac, zZe jest to, dla lokalnie zwartych X i metrycznych Y topologia
zbieznosci niemal jednostajnej. Stqd: aksjomaty przeliczalnosci, aksjomaty oddzie-
lania, itd.

Pokazaé, Ze zbior homeomorfizmow nie jest otwarty w tej topologii. Pokazaé, Ze
kazdy homeomorfizm ma otoczenie zlozZone z suriekcji.

Szukamy naturalnej topologii, w ktérej otwarte okaza sie zbiory dyfeomorfizméw,
zanurzen, submersji, immersji i inne przydatne zbiory.

Zadania. Odrzucié pokuse zaproponowania topologii dyskretnej.

Zbiér odwzorowan klasy C” wyposazymy w staba topologie Whitneya, generowang,
przez podbaze otoczen:

N(fv K, (Vv ¢)7 (U7w)76) = {g M — N|g(K) cV; HDk(wgqsil)*Dk(wquil)” <€ek=0,... 7T}

czyli te funkcje, ktére sa niedaleko f wraz ze wszystkimi swoimi pochodnymi do
rzedu r wlacznie (norma oznacza supremum po wszystkich punktach ze zbioru
zwartego z normy operatora wieloliniowego). Oznaczamy ja C5(M, N).

Zadania. Doczytaé (Hirsch) o topologii silnej. Bedziemy sie postugiwaé topolo-
gig stabg, bo na rozmaitosciach zwartych nie ma roznicy, a tylko takie bedg nam
potrzebne. Dla zainteresowanych: zrozumieé réznice pomiedzy obiema topologiami
(aksjomaty oddzielania, przeliczalnodci, itd.).

Zastanowi¢ sie nad topologicznymi wlasnosciami naturalnych inkluzji Cg (M, N) —
CLM(M,N).

Odtad bedziemy mysleé tylko o rozmaitosciach zwartych.

Zadania. Pokazaé, zZe zbiory immersji i submersji sq otwarte w topologii stabej.
Hint: raz w zyciu uswiadomié sobie topologiczng strukture grupy Gl(n) i innych
grup macierzy. Pokazaé otwarto$é zbioru zanurzeri i odwzorowar wiasciwych (pro-
per maps).



2. PRZESTRZENIE FUNKCJI: APROKSYMACJA.

Zadania. Pokazaé, Ze odwzorowania klasy C" sq geste w C°(M, N). Dla zuchwalych
konserwatystow: wykorzystaé wzor Taylora.

Powyzszy problem nie jest trudny, bo nie musimy bra¢ pod uwage pochodnych.
Trudniej pokazaé gestosé odwzorowan klasy C” w Cg_k(M ,N).

Zadania. Pokazaé, Ze kazde odwzorowanie klasy f : R™ D U — R klasy C" daje
sie - w topologii stabej - przyblizaé odwzorowaniami gladkimi (klasy C*°). Polecam
sploty lub - znowu - wzor Taylora. Zglobalizowad ten wynik na odwzorowania miedzy
rozmaitosciami. Mozna poprowadzi¢ dowaod tak, by uwypukli¢ teorie wymiaru.

Z twierdzen o otwartosci wyciggngé wniosek o aproksymacyji immersji immersjams,
dyfeomorfizmow dyfeomorfizmamsi, itd.

Mozemy wiec zapomnieé¢ o uzywaniu jakichkolwiek odwzorowan poza gladkimi.

Zadania. Zauwazyé, ze obniZanie wymiaru w twierdzeniu o zanurzaniu sprowadza
sie do twierdzenia, Ze zanurzenia sq geste w Cg(M,N), o ile tylko wymiary roz-
maitosci sg odpowiednie. Zaaplikowaé takg samg technologie do pokazania gestosci
submersji, do gesto$ci zanurzen w odwzorowaniach wiasciwych.

Warto zapoznaé sie z ”funktorialng” technologig twierdzenia globalizacyjnego w Hir-
schu, gdzie troche inaczej pojawiajg sie ograniczenia na wymiar; jednak - najpierw
wyniki, potem inne techniki.

3. KLASY ROZNICZKOWALNOSCI ROZMAITOSCL.

Okazuje sie, ze kazda rozmaito$¢ klasy C” jest C"-dyfeomorficzna z pewna (jedyna)
rozmaitoscia klasy C.

Zadania. Zapoznaé sie z jakims$ dowodem/uzasadnieniem tego faktu. Zastanowié¢
sie nad nastepujgcym dowodem:

rozmaitosé klasy C™ jest zdefiniowana przez rodzine zbioréw otwartych w R™ i dyfe-
omorfizmdw klasy C™ miedzy pewnymi ich podzbiorami (odwzorowar przejscia, ktdre
topologicznie klejg rozmaitosé ze zbioréw otwartych); kazdy z tych dyfeomorfizméw
daje sie przyblizyé odwzorowaniem gladkim, odpowiedni dobor takich aproksymacyi
da mam mapy przejscia na rozmaitosci gladkiej, C"-dyfeomorficznej z wyjsciowq.

Od teraz mozemy wiec réwniez zapomnie¢ o klasie rézniczkowalnodci i traktowad
wszystkie rozmaitosci jako gladkie.

4. HOMOTOPIINE WLASNOSCI ROZMAITOSCI.

Zadania. Pokazal, ze w kazdej klasie homotopii [M, N| jest odwzorowanie gladkie.
Policzyé wszystkie grupy homotopii S™ do wymiaru n—1, pokazujgc, Ze kazde odwzo-
rowanie z nizszej sfery jest homotopijne z odwzorowaniem niesurjektywnym. Hint:
twierdzenie Sarda. Sprobowaé pokazac to, nie wykorzystujgc powyzszej “homotopij-
nej gtadkiej aproksymacji”. Dac spokcj po pierwszej godzinie. Hint: przestrzenie
zwarte sq zupelne.

Najwazniejszym narzedziem ”homotopijnym” na rozmaito$ciach jest teoria Mor-

se’a. Na kazdej rozmaitoéci M istnieje m, funkcja Morse’a, czyli taka, ktérej zbior
punktéw krytycznych jest skonczony (pamigtajmy o zwartosci), a kazdy z tych



punktéw jest niezdegenerowany, czyli macierz Hessego w tym punkcie jest nieoso-
bliwa. Lemat Morse’a méwi, jak lokalnie wyglada funkcja Morse’a w otoczeniu
punktu kryrycznego, nas interesuje lemat deformacyjny:

Jedli M, oznacza m~!((—oo,a]) to M, jest homotopijnie réwnowazne (nawet dy-
feomorficzne, ale to bez znaczenia) M;, o ile w przedziale [a,b] nie ma wartosci
krytycznych, ponadto My = M, = M,UD,, gdzie p jest indeksem jedynego punktu
krytycznego o wartodci ¢ w przedziale [a, b] i suma oznacza doklejenie komérki tego
wymiaru.

Zadania. Do wszystkich triangulacji rozmaitosci uzywanych we weze$niejszych ob-
liczeniach dorobi¢ funkcje Morse’a, ktora bedzie po kolei dolgczacé sympleksy tej
triangulacji.

Doklejanie komorek nie jest tak proste, jak dotaczanie symplekséw w kompleksach
symplicjalnych. Potrzebujemy definicji CW-kompleksu.

CW-kompleksem nazywamy przestrzen posiadajaca rozktad komoérkowy, czyli K =
U K, gdzie Ky jest dyskretnym zbiorem punktéw, a K, ; powstaje z K; przez
doklejenie pewnej ilosci i-komorek D; przez odwzorowanie ciagte z brzegu D; w K.
Taka definicja wystarczy dla skonczonych, lokalnie skonczonych i skoniczonego typu
CW-komplekséw, z ktérymi bedziemy sie spotykaé.

Zadania. Odszukaé definicje CW-kompleksu pochodzgcqg od Whiteheada i raz na
zawsze zapamietaé, skqd bierze sie ten nieszczesny skrot. Opisaé zbiory otwarte w
CW-kompleksach.

Znalezé CW-rozklady powierzchni i rézne rozklady sfer. Zauwazyc, Ze sq na 0gdol
prostsze niz triangulacje.

Uogolnié¢ na CW-kompleksy metode liczenia homologii znang z triangulacji. Dla
uproszczenia uzywac takich rozktadow, w ktorych komdorki wklejane sqg homeomor-
fizmami (nazywane sg CW-kompleksami regularnymi).

Pobawmy sie troche CW-kompleksami.

Zadania. CW-kompleksy tworzq kategorie, z odwzorowaniami cigglymi. Jesli dopu-
§cié tylko odwzorowania komdrkowe (i-szkielet przechodzi w i-szkielet), to jest ona
zamknieta na przeciwobrazy. Jest zamknieta na bukiety, sumy rozlgczne, zawiesze-
nia. Jest zamknieta na produkty, ale nie zawsze topologia CW-kompleksu zgadza sie
z topologiq Tichonowa (przyklad wymaga definicji Whiteheada). Jest zamknieta na
dzielenie przez podkompleksy. Przemysle¢ smashowanie CW-kompleksow.

Kazde odwzorowanie ciggle pomiedzy CW-kompleksami jest homotopijne z odwzo-
rowaniem komorkowym.

Teoria Morse’a daje nam CW-rozklad kazdej rozmaitosci. Zastanowic sie, czy da
sie (prosto) skonstruowad taki rozklad bez uciekania sie do niej. Zastanowié sie, czy
kazdy CW-kompleks (albo przynajmniej rozmaitosé) jest homeomorficzny (przez od-
wzorowanie komdrkowe) albo przynajmniej homotopijnie réwnowazny CW-kompleksowi
regularnema.

Pokazaé, ze kazdy (spdjny) CW-kompleks ma rozklad z jedng tylko 0-komdrkq.



Odtad bedziemy zajmowac sie homologiami o wartos$ciach w ciele R.

Zadania. Przeprowadzi¢ nastepujgcy dowdd dualno$ci Poincaré:

majgc funkcje Morse’a na M znaleZé takg funkcje Morse’a, by zadad bijekcje miedzy
komdrkami w i-szkielecie a komdrkami w n — i szkielecie (n to wymiar rozmaito-
$ci); wyciggnaé wniosek o izomorficznosci i-tych i n — i-tych homologii; poniewaz
R jest cialem, Hom(C.(M),R) jest (niekanonicznie, ale o to mniejsza) izomor-
ficzny (w kategorii przestrzeni wektorowych) z Co(M); wyciggngé wniosek o tym,
ze przestrzen dualna do i-tych homologii to i-te kohomologie; poskladac wszystkie
otrzymane izomorfizmy.

Zdecydowad, co w powyzszym rozumowaniu w ogdle daje sie uratowaé, a co jest
kompletnie bez sensu.

5. FORMY ROZNICZKOWE.

Formy rézniczkowe potraktujemy z wigkszym sensem poézniej, na razie ograniczymy
sie do nastepujacej konstrukeji.

0-formami nazwiemy wszystkie funkcje gtadkie na rozmaitosci.

1-formami nazwiemy odwzorowania liniowe (nad pierscieniem funkcji gladkich) z
modutu (gladkich) p6l wektorowych w pierscien funkeji gtadkich.

Ze wzgledu na trzykrotne uzycie stowa ” gtadki” w poprzednim zdaniu, odtad wszyst-
kie obiekty sa gtadkie.

1-formy oznaczamy przez Q' (M).

Zadania. Zauwazyé, Ze ze wzgledu na rozklady jednosci (lub lemat Urysona) 1-
forma jest okreslona lokalnie. Zauwazyé, Ze to daje izomorfizm przestrzeni 1-form
do przestrzeni pol wektorowych.

k-forma na nazywamy antysymetryczne, k-liniowe odwzorowanie z modutu pol wek-
torowych w pierécien funkeji. Oznaczamy te przestrzen przez QF(M).

Okreslimy iloczyn zewnetrzny, z ta sama gradacja co cup-product w kotancuchach:
jesli w jest i-forma, a v - j-forma, to

wAY(X1, . Xigy) = Z sgnow(Xo(1), -+ s Xo (i) V(Xo(iv1)s - - s Xo(5))
0€Siy;

gdzie sgno oznacza znak permutacji.

Zadania. Zauwazyé, Ze kazda k-forma w lokalnie daje sie przedstawié jako suma

w = Z widxi, A ..o Ndx,
i=(11,000s0k)
gdzie dz; sq dualne dualne do kanonicznego repera skojarzonego z mapg.
Poniewaz lubimy kompleksy (ko)lancuchowe, potrzebujemy liniowego (nad R, a nie

nad funkcjami) operatora kobrzegu - nazywamy go rézniczka zewnetrzna. R6zniczka
k-formy ma by¢ k + 1-forma, wystarczy okreslié¢ ja lokalnie:



do=d( Y widry, A Adr)= Y dwidr, A Adz,)

i= (i1, 50k) i=(11,0.,1k)

i tylko na elementach jednorodnych:

d(widziy, A .. Ndxy,) == Z O dxj Ndxg, N ANdx,
j=1

ox;
yeees TV J

Zadania. Zauwazyé, ze taka lokalna definicja zalezy od wyboru mapy i niekoniecz-
nie daje forme okreslong globalnie. Uwierzyé, Ze mimo to od mapy nie zalezy i
daje globalng forme. Raz w Zyciu sprawdzié, ze d?> = 0. Zatem mozemy zdefiniowaé
kohomologie, kohomologie de Rhama.

Policzyé z definicji kohomologie de Rhama powierzchni.

Uwierzyé w twierdzenie de Rhama: kohomologie de Rhama sq izomorficzne z ko-
homologiami singularnymi. Hint: przyswoié sobie twierdzenie Stokesa: dla kaZdej

n — 1-formy w
/ w:/ dw
U U

zaczerpngwszy skqds wiedze, co oznaczajg te straszne catki.

Sprawdzi¢, Ze wynik mnozenia zewnetrznego jest formg. ZnaleZé wzory dotyczgce
zwigzkow rozniczki zewnetrznej z iloczynem zewnetrznym. Zaindukowad iloczyn na
kohomologie. Uwierzyé, zZe cup-product i iloczyn zewnetrzny to te same iloczyny.

6. IZOTOPIE.

Zadania. Policzyé grupe podstawowq dopetnienia okregu zanurzonego w R® w zwy-
kty sposob i trojlistnika:

XD

Mozna potraktowaé oba jako zanurzone w sfere trojwymiarowq. Przy okazji zauwa-
z2yé, jak wielkq krzywde moze wyrzqdzi¢ grupie podstawowej przestrzeni uzwarcenie
tej przestrzeni, zwlaszcza, jesli rozwazamy przestrzenie z doktadnoscig do homoto-
pinej rownowazinosci.

Zastanowié sie, dlaczego wynik obliczen jest zaskakujgcy.

Dwie dyfeomorficzne podrozmaitosci M, N7 i Ny nazywamy izotopijnymi, jesli jest

homotopia pomiedzy ich inkluzjami i1,i9 : N <— M: i1 ~} is taka, ze na kazdym
poziomie h; jest zanurzeniem.



Zadania. Przekonal sie, ze kazda izotopia pomiedzy zwartymi podrozmaitosciami
jest dyfeotopiq, daje sie zrealizowaé przez dyfeomorfizm M homotopijny z identycz-
nosciq (znow przez dyfeomorfizmy): istnieje F' ~y, idps : 1o = hy oy i hy jest dyfeo.

W szczegdlnosei, dwie izotopijne podrozmaitosci maja dyfeomorficzne dopelnienia.



