1. WIAZKI WEKTOROWE.

Trudno o twierdzenie charakteryzujace klase rozmaitosci rézniczkowych, ktére nie
opiera si¢ o twierdzenie o rzedzie (lub ktére$ réwnowazne). Przeprowadzimy naste-
pujaca konstrukcje:

Zadania. Podrozmaito$é gladka przyjmuje ”jednoczesng parametryzacje”: dla kaz-
dego x € M C R™™ istnieje takie otoczenie U, C R"™™ 4 dyfeomorfizm h : U, —
It taki, ze M NU, = h=1(I" x {0} x ... x {0}).

Wykorzystaé pewien rozklad jednosci, by skonstruowac zbior otwarty U DO M i
gladkq retrakcje r : U — M. Zastanowié sie, jak porzqgdne mogq byé widkna r=1(z).

Przypomnieé sobie, jak konstruuje si¢ przestrzen styczna do rozmaitosci i jak de-
finiuje sie pola wektorowe. Wczesniej korzystaliSmy z tego, ze lokalnie kazde po-
le daje si¢ przedstawié jako kombinacja liniowa (o wspo6lezynnikach funkeyjnych)
wektorow z repera skojarzonego z mapa. Zauwazy¢, ze jesli pola wektorowe to pew-
ne odwzorowania X : M — [[ ., T» M, to powyzsza uwaga pozwala wyposazyc¢
te sume roztacznag w topologie, mianowicie nad kazdym otoczeniem mapowym U,
Hoco ToM ~ U x R". Zauwazy¢, ze odwzorowania przejécia rozmaitosci indukuja
gladkie dyfeomorfizmy U NV x R™ — U NV x R", ktére zachowuja widkna. Gra-
tulacje, wlasnie okresliliSmy pierwsza w tych notatkach wiazke lokalnie trywialna.

Wiazka nazywamy czwérke (F, E, p, B), taka, ze dla kazdego punktu b € B istnieje
otoczenie U, takie, ze p~1(U) ~ U x F; jedli ponadto baza i wiékno sa rozma-
itosciami gladkimi i nastepujacy diagram daje si¢ domknaé gladkim wiéknistym
odwzorowaniem przejscia

pl(UNV)

UNV XF - ~UNV xF

to wiazke nazywamy gltadka. Wiazke, ktérej widknem jest przestrzen wektorowa,
a odwzorowania przejscia sa (nad kazdym punktem) liniowe, nazywamy wiazka
wektorowa.

Zadania. Dla wigzek wektorowych podefiniowac sume prostg wigzek, iloraz wigzek
1 wszystkie mozliwe konstrukcje z algebry liniowej. Skonstruowac iloczyn skalarny
na dowolnej wigzce tak, jak w wigzce stycznej. Pokazaé, Ze wigzka wektorowa jest
trywialna wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje na niej tyle lintowo niezaleinych sekcyi,
ile wynosi rzqd wigzki (czyli modul sekcji nad funkcjams jest wolny).

Wiozyé nieco pracy w zdefiniowanie cofania wigzek przez odwzorowania z rozmaito-
sct w baze wigzki.

Przekonac sie - o tym na pewno przekonamy sie na zajeciach - Ze wigzka jest zde-
fintiowana przez odwzorowania z bazy w grupe dyfeomorfizméw widkna.
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Przyswoic sobie pojecia grupy strukturalnej i redukcji wigzki, a takze wigzki widk-
nistej glownej. Przemysleé istnienie metryki w wigzce jako konsekwencje istnienia
pewnej redukcji. Zauwazyd, ze jest to pochodna $ciggalnosci Gl(n) do O(n) (retrak-
cja zadana jest przez konstrukcje Grama-Schmidta).

Powyzsze maja sugerowad, ze teoria wiazek ma wiele wspolnego z teorig homotopii.
Zajmiemy si¢ tym w przysztosci.

Zadania. Tymczasem skonstruujmy raz jeszcze otoczenie podrozmaito$ci z pierw-
szego cwiczenia. Wigzka styczna do podrozmaitosci zanurza sie w wigzke styczng do
rozmaitodci, wyposazonej w (jakqes) metryke. Tam okreslamy jej dopeinienie ortogo-
nalne (wigzke normalng). Zavwazyé, ze da sie gladko wybraé kule o $rodku w zerze
w kazdym widknie tej wigzki tak, by odwzorowanie exp zastosowane do wybranych
wektorow dato w obrazie szukane otoczenie. Dopracowaé szczegoly.

Otoczenie podrozmaitosci izomorficzne z wigzkg normalng tej podrozmaitosci nazy-
wamy otoczeniem tubularnym.

Zaadaptowad ktorg$ z konstrukcji do brzegu rozmaitosci; takie otoczenie bedziemy
nazywaé kolnierzem.

Pokazaé, Ze kolnierz brzegu jest, jako wigzka, trywialny.

2. CHIRURGIE.

Zeby umieé¢ klei¢ rozmaitosci gladkie, musimy sume wyposazyé¢ w strukture réz-
niczkowa.

Zadania. Zauwazyc problem: dwie rozmaitosci mozemy sklei¢ brzegiem i otrzyma-
my rozmaito$¢ topologiczng, jednak klejenie moze nie byc gladkie. Podaé przyklad
takiego klejenia.

Zastosowaé nastepujgceq technike: jesli kleimy M 1 N wspolnym brzegiem B, to na
M U N mamy juz strukture rdziniczkowq poza B; natomiast B ma z obu stron
kolnierze, z ktorych jednego nie nalezy ruszac, zas drugi przesungc dyfeotopig tak,
by razem dawaly otoczenie dyfeomorficzne z B X R; poniewaz uzywalismy dyfeotopii,
wszystkie struktury pasujq do siebie, dajgc atlas na M Up N.

Zastanowié sie, jak dziala ta procedura na konkretnych przykiadach, zastanowic sie
nad innymi mozliwosciams.

Zauwazycé, ze daje to dobrze okreslong operacje w kategorii rozmaitosci, w szczegol-
nosci otrzymana struktura rézniczkowa na sumie nie zalezy od wyborow czynionych
po drodze.

Mamy teraz duzo narzedzi. Wykorzystajmy je!
Zadania. Okredli¢ sume spdjng dwéch rozmaitosci: MEN := M \ D, Ugrn-1 N\ D,,.

Napisaé w tm jezyku charakteryzacje rozmaitosci dwuwymiarowych.

Podac wszystkie powierzchnie, ktore sq brzegami tréjwymiarowych rozmaitosci. Pro-
blem natury filozoficznej: jak jui sie pokaze, Ze butelka Kleina jest brzegiem, to
sprobowaé zastosowac te samq metode do torusa o genusie 2.



Przestrzenie soczewkowe. Pokazad, ze sfera trojwymiarowa daje sie przedstawic jako
suma dwdch pelnych torusow genusu 2 sklejonych brzegiem. Uogdlnié na dowolny
genus.

Wezmy dwa petne torusy S' x Dy i dyfeomorfizm okregu St x {(1,0)} na krzywq
reprezentujacg element (p,q) w grupie podstawowej na brzegu drugiego torusa. Po-
kazaé, zZe ten dyfeomorfizm rozszerza sie na dyfeomorfizm brzegow. Sklei¢ nim dwa
torusy i zadumad sie nad powstalq przestrzeniq soczewkowq L(p, q).

Pokazaé réwnowazne definicje: podzielic D3 C C? przez dziatanie Z, na S, gene-
rowane przez

(z,y) — (2P, e2™1/Py)

q wzglednie pierwsze z p. Skonstruowaé przestrzenie soczewkowe przez utozsamianie
Scian bryl. Przemysleé, jakie sq zyski z kazdej definicji.

Przestrzenie soczewkowe sq bardzo ciekawe, gdyz stanowiq najprostszy przyktad roz-
maitosci, ktore nie sq klasyfikowane przez swdj typ homotopii. ZnaleZé szczegoly na
ten temat (Hatcher, ale polecam szukanie na wlasng reke), sprébowad wypisad trian-
gulacje przestrzeni soczewkowej i dobudowaé do niej funkcje Morse’a.

Pokleiwszy rozmaicie torusy, sprébujmy pokleié inne powierzchnie: kazda (oriento-
walna?) rozmaitodé tréjwymiarowa powstaje przez sklejenie brzegiem dwdch pelnych
torusow tego samego genusu.

Mamy wszystko by zdefiniowa¢ i doceni¢ chirurgie Dehna. Majac rozmaitosé trdj-
wymiarowa (bez brzegu) 1 wezel (albo warkocz, czyli skoficzenie wiele nieprzecinaja-
cych si¢ wzajemnie weztdéw), mozemy dobudowaé mu otoczenie tubularne, wyrzucié
je 1 do powstalego brzegu (ktéry jest torusem lub suma toruséw) doklejaé dyfeomor-
fizmami pelne torusy. Jak juz wiemy, otrzymana rozmaitosé¢ bedzie istotnie zalezeé
od wybranego doklejenia.

Wilaséciwymi nazwiskami do ostatniej czesci powyzszych zadan sa Lickorish i Wal-
lace. Ich wynik stanowi o sile chirurgii Dehna: kazda rozmaito$¢ tréjwymiarowa
powstaje przez chirurgie na pewnym warkoczu w S3.

3. OKROPNA ILOSC ZADAN (GLOWNIE z HIRSCHA).

Kazda grupa Liego ma trywialna wiazke styczna. Zwréci¢ uwage na sfery.
TS" @ ! = "1, czyli wigzka styczna sfery jest stabilnie trywialna.

Jedli TM ma nieznikajaca sekcje i TM @e! i TN @el sg trywialne, wtedy T'(M x N)
jest trywialna.

Zastosowaé do iloczynu sfer z jednym czynnikiem nieparzystowymiarowym. Czy
istnieje iloczyn parzystowymiarowych sfer, ktéry jest paralelizowalny? Poszukaé
wzoru na ilo§¢ liniowo niezaleznych (w kazdym punkcie) p6l wektorowych na sferze
w zalezno$ci od wymiaru (ale w internecie, a nie na wlasna reke! przyda sie nazwisko

Adamsa).



Kazda wiazka zanurza si¢ w wiazce trywialnej (daje sie uzupelnié¢ do wiazki try-
wialnej).

Jesli ktos nie zostal w trakcie studiéw przekonany, ze interesujace sa tylko prze-
strzenie parazwarte, to dwa ¢wiczenia: powyzsze ¢wiczenie nie jest prawdziwe dla
rozmaitosci nieparazwartych; podzbiér kwadratu kartezjanskiego dtugiej prostej le-
zacy pod przekatna ((x,y)|z <) jest rozmaitoscia o brzegu homeomorficznym z
dtuga prosta, ktory ”is unlikely”, by mial kolnierz.

Zapoznad sie z trwajaca od wiekéw dyskusja na temat twierdzenia Jordana i Schonfliesa.
Poda¢ standardowe przyklady na przynaleznosé tego ostatniego do fenomenéw to-
pologii jednowymiarowej. Daje sie wszakze pokazaé nastepujace twierdzenie: jesli
zanurzenie S® — R"*! daje sie rozszerzyé na S™ x I, to daje sie rozszerzyé na dy-
feomorfizm R™"*! na siebie. W szczegélnodci - dziata dla podrozmaitoéci gtadkich.

Wiazki tautologiczne, rozmaito$ci Grassmanna. Przyswoi¢ sobie konstrukcje tych
rozmaitosci. Znalez¢ ich homologie, choé¢ niekoniecznie wchodzac w szczegdly. Skon-
struowaé¢ wiazki tautologiczne (wiazka nad Grassmannianem gdzie wlékno nad
punktem to wladnie ten punkt), pokonstruowaé dla réznych wiazek odwzorowa-
nia, ktére cofaja do nich wiazki tautologiczne (prosze nie zajmowaé sie jedynoscia,
czy $rubowaniem wynikéw). Zastanowié sie, jakie sa topologiczne efekty (w Gras-
smannianach) rozmaitych konstrukeji przeprowadzanych na wiazkach.



