Jednoznacznosé rownania Monge’a-Ampere’a

na zwartych rozmaitosciach kahlerowskich
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Niech M bedzie zwarta rozmaitoscia kahlerowska wymiaru n z forma Kahlera w.
Oznacza to, ze lokalnie mozemy zapisa¢ w = ddg, gdzie g jest funkcja $cisle plurisubhar-
moniczna klasy C*°. Przez P(M) oznaczamy zbidr funkcji ¢ : M — [—o0,00) takich, ze
lokalnie ¢ + g jest funkcja plurisubharmoniczna. Jest to réwnowazne temu, ze

wy =ddp+w >0

na M.
Np. w przypadku przestrzeni projektywnej P® mozemy zapisa¢ P* = C" U P"~1,
gdzie P"7! = {[z0 : 21 : --- 1 2] € P": 29 = 0} jest hiperplaszczyzna w nieskoriczonosci.

Metryka Fubiniego-Study’ego na P™ dana jest przez potencjal okreslony na C"
1 2 n
g(z) = ilog(l—l—\z] ), ze€C".

Dzieki temu, ze P"~! jest w szczegdlnoéci zbiorem pluripolarnym w P”, mozna pokazaé,
ze odwzorowania

P(P") 5 ¢+ g+ plcn € L(C")
POLPP") 3> pr— g+ ¢lcn € L4(C")

sa bijektywne.
Dla ¢ € PN L% (M) mamy nieujemna miare borelowska Wy = wp A+ Aw, na M.
Celem referatu bylo pokazanie dowodu nastepujacego twierdzenia w przypadku n = 2.

Twierdzenie 1. Jezeli p,v € PN L (M) sa takie, ze Wy = wy, to ¢ — 1 = const.

Dowéd (n=2). Oznaczmy p := ¢ — 1. Mamy
0= wi — wi =ddp N (wy + wy),

zatem calkujac przez czesci dostaniemy

/dp/\dcp/\(ww—i—ww):—/ pddp A (wy +wy) =0,
M M

skad wynika, ze

(1) dp NdpNwy, =dp ANdp Awy = 0.



Dzieki temu i catkowaniu przez czesci mamy

/d,o/\dcp/\w:—/ dp/\dcp/\ddc@:/ dp Ndp N (wy — wy,).
M M M

Z nieréwnosci Schwarza dostaniemy

1/2 1/2
‘/ dp/\dcw/\ww‘g(/ dp/\dcp/\w1/,) </ dgo/\dccp/\w¢> =0
M M M

dzieki (1). Podobnie
/ dpNd°p ANw, =0,
M
a stad

/ dpNd°pAw =0
M

skad natychmiast wynika, ze p = const. m

Powyzsze twierdzenie dla M = P™ (a dokladnie jego alternatywne sformulowanie:
jezeli u,v € L4 (C"), (dd°u)™ = (dd°v)", to u—v = const) zostalo udowodnione w znacznie
bardziej skomplikowany sposéb w [1]. W przypadku dowolnego M zostalo ono pokazane
w [2] dla funkeji, ktérych miary Monge’a-Amp‘er’a maja gestosci w LP(M) dla pewnego
p > 1.

Korzystajac z metody dowodu Twierdzenia 1 mozna pokazaé¢ nastepujaca stabilnosé
rozwiazan rownania Monge’a-Ampére’a.

Twierdzenie 2. Dla p,v € PN L*(M) mamy

/M d(p =) Nd*(p =) hw"TH <O (/Mw — @) (wg — wﬁ))21_n :

gdzie C stala dodatnia zalezna tylko od n oraz od gérnych ograniczen na ||o||re(ar),
||| £ (ar) oraz objetosé M.

Bezposrednim wnioskiem z Twierdzenia 2 i nieréwnosci Sobolewa jest nastepujaca
stabilnos¢.

Theorem 3. Niech p,v € PN L>(M) beda takie, ze [, pw™ = [, Yw™ oraz w} = fw",
wy, = gw" dla pewnych f,g € LY(M). Wtedy, dla n > 2, mamy

o= 9l 2o 0 < CUF =l
gdzie C jest stala dodatnia zalezna tylko od M oraz od gérnych ograniczen na |[p||pe ()
I{|9h]] Lo (ar)-
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