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Niech M b
↪
edzie zwart

↪
a rozmaitości

↪
a kählerowsk

↪
a wymiaru n z form

↪
a Kählera ω.

Oznacza to, że lokalnie możemy zapisać ω = ddcg, gdzie g jest funkcj
↪
a ścísle plurisubhar-

moniczn
↪
a klasy C∞. Przez P (M) oznaczamy zbiór funkcji ϕ : M → [−∞,∞) takich, że

lokalnie ϕ + g jest funkcj
↪
a plurisubharmoniczn

↪
a. Jest to równoważne temu, że

ωϕ := ddcϕ + ω ≥ 0

na M .
Np. w przypadku przestrzeni projektywnej Pn możemy zapisać Pn = Cn ∪ Pn−1,

gdzie Pn−1 = {[z0 : z1 : · · · : zn] ∈ Pn : z0 = 0} jest hiperpÃlaszczyzn
↪
a w nieskończoności.

Metryka Fubiniego-Study’ego na Pn dana jest przez potencjaÃl określony na Cn

g(z) =
1
2

log(1 + |z|2), z ∈ Cn.

Dzi
↪
eki temu, że Pn−1 jest w szczególności zbiorem pluripolarnym w Pn, można pokazać,

że odwzorowania

P (Pn) 3 ϕ 7−→ g + ϕ|Cn ∈ L(Cn)
P ∩ L∞(Pn) 3 ϕ 7−→ g + ϕ|Cn ∈ L+(Cn)

s
↪
a bijektywne.

Dla ϕ ∈ P ∩ L∞(M) mamy nieujemn
↪
a miar

↪
e borelowsk

↪
a ωn

ϕ = ωϕ ∧ · · · ∧ ωϕ na M .
Celem referatu byÃlo pokazanie dowodu nast

↪
epuj

↪
acego twierdzenia w przypadku n = 2.

Twierdzenie 1. Jeżeli ϕ,ψ ∈ P ∩ L∞(M) s
↪
a takie, że ωn

ϕ = ωn
ψ, to ϕ− ψ = const.

Dowód (n=2). Oznaczmy ρ := ϕ− ψ. Mamy

0 = ω2
ϕ − ω2

ψ = ddcρ ∧ (ωϕ + ωψ),

zatem caÃlkuj
↪
ac przez cz

↪
eści dostaniemy

∫

M

dρ ∧ dcρ ∧ (ωϕ + ωψ) = −
∫

M

ρ ddcρ ∧ (ωϕ + ωψ) = 0,

sk
↪
ad wynika, że

(1) dρ ∧ dcρ ∧ ωϕ = dρ ∧ dcρ ∧ ωψ = 0.



Dzi
↪
eki temu i caÃlkowaniu przez cz

↪
eści mamy∫

M

dρ ∧ dcρ ∧ ω = −
∫

M

dρ ∧ dcρ ∧ ddcϕ =
∫

M

dρ ∧ dcϕ ∧ (ωψ − ωϕ).

Z nierówności Schwarza dostaniemy
∣∣∣∣
∫

M

dρ ∧ dcϕ ∧ ωψ

∣∣∣∣ ≤
(∫

M

dρ ∧ dcρ ∧ ωψ

)1/2 (∫

M

dϕ ∧ dcϕ ∧ ωψ

)1/2

= 0

dzi
↪
eki (1). Podobnie ∫

M

dρ ∧ dcϕ ∧ ωϕ = 0,

a st
↪
ad ∫

M

dρ ∧ dcρ ∧ ω = 0

sk
↪
ad natychmiast wynika, że ρ = const.

Powyższe twierdzenie dla M = Pn (a dokÃladnie jego alternatywne sformuÃlowanie:
jeżeli u, v ∈ L+(Cn), (ddcu)n = (ddcv)n, to u−v = const) zostaÃlo udowodnione w znacznie
bardziej skomplikowany sposób w [1]. W przypadku dowolnego M zostaÃlo ono pokazane
w [2] dla funkcji, których miary Monge’a-Amṕ‘er’a maj

↪
a g

↪
estości w Lp(M) dla pewnego

p > 1.
Korzystaj

↪
ac z metody dowodu Twierdzenia 1 można pokazać nast

↪
epuj

↪
ac

↪
a stabilność

rozwi
↪
azań równania Monge’a-Ampére’a.

Twierdzenie 2. Dla ϕ,ψ ∈ P ∩ L∞(M) mamy

∫

M

d(ϕ− ψ) ∧ dc(ϕ− ψ) ∧ ωn−1 ≤ C

(∫

M

(ψ − ϕ)(ωn
ϕ − ωn

ψ)
)21−n

,

gdzie C staÃl
↪
a dodatni

↪
a zależn

↪
a tylko od n oraz od górnych ograniczeń na ||ϕ||L∞(M),

||ψ||L∞(M) oraz obj
↪
etość M .

Bezpośrednim wnioskiem z Twierdzenia 2 i nierówności Sobolewa jest nast
↪
epuj

↪
aca

stabilność.

Theorem 3. Niech ϕ,ψ ∈ P ∩ L∞(M) b
↪
ed

↪
a takie, że

∫
M

ϕωn =
∫

M
ψωn oraz ωn

ϕ = fωn,
ωn

ψ = gωn dla pewnych f, g ∈ L1(M). Wtedy, dla n ≥ 2, mamy

||ϕ− ψ||
L

2n
n−1 (M)

≤ C||f − g||2−n

L1(M),

gdzie C jest staÃl
↪
a dodatni

↪
a zależn

↪
a tylko od M oraz od górnych ograniczeń na ||ϕ||L∞(M)

i ||ψ||L∞(M).
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