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Wst
↪
ep

Jednym z podstawowych faktów w klasycznej teorii potencjaÃlu jest to, że dla
dowolnej funkcji subharmonicznej u można dobrze zdefiniować dodatni

↪
a regularn

↪
a

miar
↪
e borelowsk

↪
a ∆u. Podobnie (choć jest to trudniejsze do pokazania), jeżeli

u jest dowoln
↪
a funkcj

↪
a wypukÃl

↪
a, to można dobrze zdefiniować rzeczywist

↪
a miar

↪
e

Monge’a-Ampère’a det D2u. W teorii pluripotencjaÃlu jednak jednym z problemów
jest to, że zespolonego operatora Monge’a-Ampére’a

(1) M(u) := det
(

∂2u

∂zj∂zk

)
, u ∈ C∞,

nie można dobrze zdefiniować jako miary regularnej dla dowolnej funkcji pluri-
subharmonicznej (psh) u. Jako pierwsi pokazali to Shiffman i Taylor (zob. [9]).
Prostszy przykÃlad podaÃl Kiselman [8]: funkcja

u(z) := (− log |z1|)1/n(|z2|2 + · · ·+ |zn|2 − 1)

jest psh w otoczeniu 0, gÃladka poza zbiorem {z1 = 0}, jednak det(ujk) nie jest
sumowalne w pobliżu {z1 = 0}.

Bedford i Taylor [1] udowodnili, że miar
↪
e M(u) można dobrze zdefiniować dla

lokalnie ograniczonych funkcji psh tak, że operator M jest ci
↪
agÃly dla ci

↪
agów male-

j
↪
acych, tzn. M jest określone na PSH ∩ L∞loc, speÃlnia (1) oraz

PSH ∩ L∞loc 3 uj ↓ u ∈ PSH ∩ L∞loc =⇒ M(uj) Ã M(u)

(sÃlaba zbieżność miar). Demailly [7] uogólniÃl ten wynik dla funkcji psh, które s
↪
a

lokalnie ograniczone poza zbiorem zwartym. Zbieżność monotoniczna funkcji psh
w powyższych rezultatach jest naturalna w świetle przykÃladu Cegrella [4]: istnieje
ci

↪
ag uj ∈ PSH ∩C∞ zbieżny do u ∈ PSH ∩C∞ w Lp dla każedgo p < ∞, taki, że

M(uj) 6Ã M(u).
W zwi

↪
azku z tym caÃlkowicie logiczn

↪
a jest nast

↪
epuj

↪
aca definicja dziedziny ze-

spolonego operatora Monge’a-Ampère’a: dla zbioru otwartego Ω ⊂ Cn przez D(Ω)
oznaczamy zbiór funkcji u ∈ PSH(Ω), dla których istnieje miara µ taka, że jeżeli
U jest otwartym podzbiorem Ω oraz PSH ∩ C∞(U) 3 uj ↓ u, to M(uj) Ã µ (w
U). Miar

↪
e µ oznaczamy wtedy przez M(u). Można Ãlatwo pokazać, że

(2) D 3 uj ↓ u ∈ D =⇒ M(uj) Ã M(u).

Oznacza to, że D jest maksymaln
↪
a podklas

↪
a klasy funkcji psh, w której można

zdefiniować operator M speÃlniaj
↪
acy (1) i (2).
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Nast
↪
epuj

↪
acy przykÃlad Cegrella [5] pokazuje, że w definicji D trzeba rozpatrywać

wszystkie ci
↪
agi aproksymuj

↪
ace, a nie wystarczy tylko jeden: jeżeli

u(z) := log |z1 . . . zn|,
to z jednej strony M(max{u, c}) = 0 (c - staÃla), ale M(u∗ρ1/j) Ã n!2nδ0. Po lekkiej
modyfikacji pierwszego ci

↪
agu otrzymamy dwa gÃladkie ci

↪
agi aproksymuj

↪
ace, których

miary Monge’a-Ampère’a s
↪
a zbieżne do różnych miar. Oznacza to, że u /∈ D.

GÃlówne wyniki

Twierdzenie 1 ([2]). Jeżeli n = 2, to D = PSH ∩W 1,2
loc .

Twierdzenie 2 ([3]). Jeżeli D 3 u ≤ v ∈ PSH, to v ∈ D.

Przy pomocy operatorów d = ∂ + ∂, dc = i(∂ − ∂) (mamy wtedy ddcu = 2i∂∂u
oraz (ddcu)n = n!4nM(u)) możemy caÃlkowicie scharakteryzować klas

↪
e D również

dla dowolnego n:

Twierdzenie 3 ([3]). Dla ujemnej funkcji psh u w zbiorze otwartym Ω w Cn

nast
↪
epuj

↪
ace warunki s

↪
a równoważne:

i) u ∈ D(Ω);
ii) Dla dowolnego zbioru otwartego U ⊂ Ω i każdego ci

↪
agu aproksymuj

↪
acego

PSH ∩ C∞(U) 3 uj ↓ u ci
↪
ag miar (ddcuj)n jest lokalnie sÃlabo ograniczony w U ;

iii) Dla dowolnego zbioru otwartego U ⊂ Ω i każdego ci
↪
agu aproksymuj

↪
acego

PSH ∩ C∞(U) 3 uj ↓ u ci
↪
agi miar

(3) |uj |n−2−pduj ∧ dcuj ∧ (ddcuj)p ∧ ωn−p−1, p = 0, 1, . . . , n− 2,

(ω := ddc|z|2 jest form
↪
a Kählerowsk

↪
a w Cn) s

↪
a lokalnie sÃlabo ograniczone w U ;

iv) Dla każdego z ∈ Ω istnieje otwarte otoczenie U ⊂ Ω punktu z oraz istnieje
ci

↪
ag aproksymuj

↪
acy PSH ∩ C∞(U) 3 uj ↓ u taki, że ci

↪
agi (3) s

↪
a lokalnie sÃlabo

ograniczone w U .

Zauważmy, że dla n = 2 równoważność warunków iii) oraz iv) jest oczywista,
obydwa warunki oznaczaj

↪
a dokÃladnie, że u ∈ PSH ∩ W 1,2

loc (Ω). Dla dowolnego n
ta równoważność powoduje, że dla danej funkcji psh, żeby sprawdzić, czy należy
ona do D, wystarczy zbadać sÃlab

↪
a ograniczoność ci

↪
agów (3) dla jednego dowolnego

ci
↪
agu aproksymuj

↪
acego, np. dla regularyzacji u ∗ ρ1/j .

Nast
↪
epuj

↪
acy przykÃlad pokazuje, że warunku sÃlabej ograniczoności ci

↪
agów (3) nie

można poprawić: dla q = 1, . . . , n− 1 niech

u(z) := log(|z1|2 + · · ·+ |zq|2)
i niech uj := u ∗ ρ1/j . Wtedy ci

↪
ag (3) jest lokalnie sÃlabo ograniczony dla p 6= q − 1

(zeruje si
↪
e dla p ≥ q), ale nie dla p = q − 1.

W dowodzie implikacji iii)⇒i) w Twierdzeniu 3 wykorzystano niedawny relutat
z pracy Cegrella [6].
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