W referacie zostanie przedstawiony nowy dowdd twierdzenia Carlemana o
niesurjektywnosci odwzorowania Borela w przypadku quasianalitycznych pier-
Scieni kietkow funkceji gladkich, zawierajacych kietki funkeji nieanalitycznych,
autorstwa V. Thillieza. Referat oparty zostal na artykule: V. Thilliez, "On
quasianalytic local rings", Expo. Math. 26 (2008) 1-23. Ponizej znajduja sie
niezbedne oznaczenia i definicje.

O,, - pierscien kietkow funkcji analitycznych rzeczywistych (o wartosciach
zespolonych) w otoczeniu 0 € R,

En - pierscien kietkow funkcji rzeczywistych klasy C*° (o wartosciach zespo-
lonych) w otoczeniu 0 € R™,

F, - pierscieni szeregow formalnych n zmiennych, o wspotczynnikach zespo-
lonych.

Definicja 1. Odwzorowanie Ty : £, — F,, okreslone wzorem:

J
TOf: Z = f;(O)va

J!
JeNn

nazywamy odzworowaniem Borela.

UWAGA: Odwzorowaniem Borela bedziemy nazywaé¢ réwniez restrykcje po-
wyzej okreslonego odwzorowania do podzbiorow &,.

Niech M = (M;),>0 bedzie rosnacym ciggiem liczb rzeczywistych, przy czym
My = 1. Przez &,(M) bedziemy oznaczaé podzbior &, ztozony z tych elementow
f, dla ktorych istnieje otoczenie U punktu 0 € R™ oraz state C, o > 0 takie, ze

D7 f(z)| < Co’jIM;  dlaJ €N, x €U (j=|J|).

Podobnie, przez F, (M) bedziemy oznacza¢ podzbior F, zlozony z tych
elementow F' =3, . F ya”?, dla ktorych istniejg stale C, o > 0 takie, ze

|FJ| S CO’ij dla J € N".
Zachodza oczywiscie relacje: O, C &,(M) C &, oraz Ty&, (M) C F,(M).

W dalszych rozwazaniach zaktadamy, ze ciag M jest logarytmicznie wypu-
kly, tzn. ze ciag M;+1/M; jest rosnacy. Wowczas zachodzi

Propozycja 1. Zbior &,(M) jest pierscieniem lokalnym z ideatem maksy-
malnym m,, = {h € £,(M) : h(0) = 0}.



Rowniez zbior F, (M) jest pierscieniem lokalnym. Prawdziwa jest

Propozycja 2. Rownosé¢ O,, = &,(M) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
sup,» (M;)V7 < oo.

Jedna z podstawowych wtasnosci niektorych pierscieni &, (M) jest ich qu-
asianalitycznos¢.

Definicja 2. Pierscien &, (M) jest quasianalityczny, jezeli dla dowolnego
f € &E.(M) zachodzi implikacja:

Df(0)=0, JEN" = f=0.

Oznacza to, ze odwzorowanie Borela jest injektywne na &, (M). Quasianalitycz-
nos¢ pierscieni &,(M) charakteryzuje tw. Denjoy-Carlemana:

Twierdzenie 1. Pierscieni &, (M) jest quasianalityczny wtedy i tylko wtedy,
gdy

=0 (j + 1>Mj+1

Charakterystyczna cecha pierscieni £, (M), zawierajacych kietki funkeji gtad-
kich nieanalitycznych, jest fakt wykluczania sie injektywnosci i surjektywnosci
odwzorowania Borela Ty : £,(M) — F,(M). Moéwi o tym nastepujace twier-
dzenie Carlemana, do ktérego odnosi sie tytul referatu:

Twierdzenie 2. Zalézmy, ze pierscien &,(M) jest quasianalityczny i ze
O, € E,(M). Wtedy odwzorowanie Ty : €,(M) — F,,(M) nie jest surjektyw-
ne.

(Surjektywnosé¢ odwzorowania Borela Tg : &,(M) — F,(M) charaktery-
zuje twierdzenie Petzschego, przez tzw. warunek silnej nie-quasianalitycznosci
pierscienia &, (M).)

Carleman dowiodt powyzszego twierdzenia uzywajac rachunku wariacyjne-
go. W referacie zostanie przedstawiony dowod elementarny, przy uzyciu technik
zwiazanych z przestrzeniami Hilberta.



