
Wspóªrz¦dne reprezentatywne
(sprawozdanie z referatu �ywomira Dinewa, przedstawionego na seminarium
Geometryczna Teoria Funkcji 26 kwietnia i 17 maja 2010 r.)

Dla obszaru Ω ⊂⊂ Cn, z0 ∈ Ω i i = 1..n,

wi(z) =
n∑

j=1

T ji(z0)
∂

∂ζ̄j

log
K(z, ζ)

K(ζ, ζ) |ζ=z0

,

gdzie T ji(z0) jest macierz¡ odwrotn¡ do macierzy tensora metrycznego metryki Bergmana
w punkcie z0, jest i-t¡ wspóªrz¦dn¡ reprezentatywn¡. Odwzorowanie

w : Ω 3 z → (w1(z), w2(z), ..., wn(z))t ∈ Cn

jest odwzorowaniem generowanym przez wspóªrz¦dne reprezentatywne.
W tym referacie przedstawimy nast¦puj¡ce dwa wyniki

Twierdzenie 1. Niech Ω ⊂⊂ Cn b¦dzie ograniczonym obszarem, wyposa»onym w metryk¦
Bergmana. Dla ka»dego z0 ∈ Ω, wspóªrz¦dne reprezentatywne dla obszaru Ω o ±rodku w
punkcie z0 s¡ dobrze okre±lone (a wi¦c holomor�czne, bez osobliwo±ci) w kuli geodezyjnej
{z ∈ Ω : distΩ(z, z0) < π

2
}.

Powy»ej odlegªo±¢ distΩ to geodezyjna odlegªo±¢ wzgl¦dem metryki Bergmana.
Twierdzenie to w szczególno±ci wykazuje, »e promie« kuli geodezyjnej, w której wspóª-

rz¦dne geodezyjne s¡ dobrze okre±lone, jest staª¡ uniwersaln¡, nie zale»n¡ ani od wymiaru,
ani od obszaru Ω, ani od poªo»enia punktu z0 ∈ Ω.

Twierdzenie 2. Niech Ω ⊂⊂ Cn b¦dzie obszarem ograniczonym, wyposa»onym w metryk¦
Bergmana. Niech c ∈ (−∞, n + 1) b¦dzie globalnym dolnym ograniczeniem krzywizny Ric-
ciego metryki Bergmana. Dla dowolnego z0 ∈ Ω odwzorowanie generowane przez wspóªrz¦dne
reprezentatywne

z → (w1(z), w2(z)..., wn(z))t

jest immersj¡ w kuli geodezyjnej {z ∈ Ω : distΩ(z, z0) < π
2
√

n+1−c
}.

Twierdzenie to wykazuje, »e kontrol¦ obszaru immersywno±ci wspóªrz¦dnych reprezenta-
tywnych uzyskujemy tylko dzi¦ki wiedzy o zachowaniu krzywizny Ricciego metryki Berg-
mana.

(Dokonuj¡c oblicze« mo»na wykaza¢, »e krzywizna Ricciego dla metryki Bergmana wynosi

RicU(z, X) = −

(
n∑

p,q=1

gpqXpXq

)−1 n∑
k,l=1

∂2

∂zk∂z̄l

log(det(gjī)i,j=1..n)XkXl,

gdzie gij = Tij̄ = ∂2

∂zi∂z̄j
log K(z, z).)

Gªówna techniczna trudno±¢ przy de�nicji wspóªrz¦dnych reprezentatywnych zwi¡zana
jest z wyst¦powaniem zbiorów analitycznych, skªadaj¡cych si¦ z punktów osobliwych dla
ww. funkcji

Wz0 := {z ∈ Ω : K(z, z0) = 0}
i

W̃z0 := {z ∈ Ω : det (K(z, z0)
2 ∂2

∂zi∂ζ̄j

log K(z, ζ)i,j=1..n)
|ζ=z0

= 0}.
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Te zbiory analityczne udaje si¦ kontrolowa¢ (w sensie oszacowania ich odlegªo±ci od
punktu z0) dzi¦ki nierówno±ciom

(0.1) distΩ(z, ζ) ≥ arccos
|K(z, ζ)|√

K(z, z)K(ζ, ζ)
,

i stosownie

˜dist(z, ζ) ≥

(0.2) = arccos

∣∣∣∣det
(
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log K(z, ζ)

)
i,j=1..n

∣∣∣∣√
det(K(z, z)2Tij̄(z))i,j=1..n det(K(ζ, ζ)2Tij̄(ζ))i,j=1..n

,

Druga (trudniejsza) z nierówno±ci uzyskana jest przy pomocy tzw. zanurzenia Lu Qi-

Kenga obszaru Ω z metryk¡ β̃ = (n + 1)Tij̄ −Ricij̄ w niesko«czenie wymiarowy Grasmanian
n− wymiarowych podprzestrzeni.
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