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Czym jest koputa?

Intuicja
Koputy matematyczne mozna rozumie¢ (interpretowaé) na dwa sposoby:
1. Jako funkcje, ktére tacza (lepiej chyba powiedzie¢ “spajaja”)

wielowymiarowy rozktad taczny z jednowymiarowymi rozktadami
brzegowymi.

2. Jako wielowymiarowy rozktad prawdopodobienstwa okreslony na
n-wymiarowe]j kostce ([0, 1]"), ktérego rozktady brzegowe sa rozktadami
jednostajnymi na odcinku [0, 1].
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2-koputa
Zatozenia
> X, Y - zmienne losowe
H(x,y) = P[X < x,Y < y] - dystrybuanta faczna
F(x) = P[X < x] = H[x, 0] - dystrybuanta brzegowa dla X
» G(y) = P[Y < y] = H[oo,y] - dystrybuanta brzegowa dla Y

v

v

2-koputa
2-koputa bedzie funkcja taczaca F i G z H. Na mocy tw. Sklara:

H(x,y) = C(F(x), G(y))

Widaé poza tym, ze C tez bedzie rozktadem prawdopodobiefistwa (mézemy
wzigé X i Y jako zmienne o rozkfadzie jednostajnym na [0, 1], wtedy (na [0, 1])

H(x,y) = P[X <x,Y <yl =P[F(X) < F(x),G(Y) < G(y)] =
= P[F(X) <x,G(Y)<yl=PX <F(x),Y <G '(y)] = C(x,y)
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Definicja 2-koputy
Definicja
2-koputa nazywamy funkcje C : 12 — |, ktéra spetnia nastepujace warunki:
1. Dla kazdego u,v € I, C(u,0) = C(0,v) =0, C(u,1) =uvoraz C(1,v)=v
2. Dla v, u2,va,v2 € [ takich, ze uy < w2, vi < vo C jest 2-rosngca. Mamy
C(uz2,v2) — C(u2,v1) — C(u1,v2) + C(u1,v1) >0

A

1

C(u,v)= 0 nalll
C(u,v)=u nalll
C(U,V) C(u,v)svna.

[ Y S AR (=
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Twierdzenie Sklara
Twierdzenie (Sklar 1959)

Niech H bedzie dystrybuanta dwuwymiarowa z funkcjami brzegowymi F oraz
G. Istnieje wtedy koputa C taka, ze:
Vx,y €R:  H(x,y) = C(F(x),G(y))

Ponadto:

1. Jezeli F i G s ciagte, to C jest jedyna. W przeciwnym przypadku C jest
jednoznacznie okreslona na Ran(F) x Ran(G).

2. Podobnie jezeli C jest koputa oraz F i G s3 dystrybuantami, to funkcja H
zdefiniowana powyzej jest dystrybuantg taczng o funkcjach brzegowych F i
G.

Odwrécenie dystrybuant

Zaktadajac, ze dystrybuanty sa scisle rosnace albo rozwazajac funkcje
quasi-odwrotne dostajemy tez wzor:

Vx,y ER:  Cx,y) = HFTY(x), 6N (y))
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Uwaga

Jedna z rzeczy, ktéra czyni koputy uzytecznymi w statystyce, czy rachunku
prawdopodobienstwa jest fakt, ze zachowuja sie one w przewidywalny sposéb,
gdy przepuszczamy zmienna losowa X przez monotoniczne funkcje.

Twierdzenie
Niech X i Y beda ciagtymi zmiennymi losowymi z koputa Cxy. Jezeli funkcje
a i (3 sa Scisle monotoniczne na Ran(X) i Ran(Y). Wtedy:

1. Jezeli « - Scisle rosnaca, [ Scisle rosnaca, to
Caxy(yv) = Cxy
2. Jezeli a - SciSle rosnaca, [ Scisle malejaca, to

Cax)a(v) (U, v) = u — Cxy(u,1 —v)
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Definicja
Koputy postaci:
C(u,v) = o7 (p(u) + o(v))

@ 1 = [0, 00] jest przy tym ciagta, scisle malejaca funkcja taka, ze (1) =0
oraz ¢ jest wypukta. Przez =Y rozumiemy funkcje:

1 ) 0<t<¢(0)
P = { g 0(0) < t<p§ 00

Jezeli o(0) = oo, to ™Y = ™. Funkecje ¢ nazywamy generatorem koputy.
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Wielowymiarowe koputy

WHtasnosci n-koputy
> bedzie podobnie jak wczesniej: H(ui, ..., un) = C(F1(u1),... Fa(un))
» Troche inna definicja (funkcja n-rosnaca) - nie wchodzmy w szczegéty

» Koputy archimedesowe: @™ (p(u1) + ... 4 ©(un)). Inne warunki na
generator (zamiast wypukty - catkowicie monotoniczny).

» S3 jawne wzory na n-kopute Gaussa, t-studenta - o tym péznie;j.
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Dlaczego koput uzywa sie w finansach?

Wtasnosci

> Twierdzenie sklara = H(x,y) = C(F(x), G(y)) = Pozwala nam to na
osobne rozpatrywanie dwéch probleméw:

1. Zachowanie sie rozktadéw brzegowych.
2. Pokazania jak zmienne zaleza od siebie.

Estymacja - koszyk opcji. (parasole i okulary przeciwstoneczne)
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Dlaczego koput uzywa sie w finansach?

WHtasnosci

> Monotoniczne przeksztatcenia = Cy(x)s(v) = Cxy = wyrazanie pewnych
wspotczynnikéw korelacji jest duzo prostsze w jezyku koput. Np (ps
Spearmana i 7 Kendalla):

7'—4/ C(v,z)dC(v,z) -1 ps—12/ C(v,z)dvdz — 3
12

Estymacja - wiecej wymiaréw p-Pearsona sie psuje (zle przybliza).
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Rézne rodziny

Dlaczego koput uzywa sie w finansach?

Wihasnosci

> Znamy pewne rodziny koput = Tworzenie wielowymiarowych rozktadéw
innych niz normalne/eliptyczne (koputy archimedesowe!)
Koputy archimedesowe, rozktady eliptyczne
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Praca Magisterska

Wielowymiarowe koputy

Przejs¢ do pracamag.pdf i tam wszystko pokazaé (od n-wymiarowych koput)
Pokaza¢ w R algorytm - zatadowa¢ pakiety fGarch i Copula
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Cytaty - Copula methods in finance"Umberto Cherubini, Elisa Luciano,
Walter Vecchiato

» "(...) we have seen that the three main frontier problems in derivative
pricing are the departure from normality, emerging from the smile effect,
market incompleteness, corresponding to hedging error, and credit risk,
linked to the bivariate relationship in OTC transactions. Copula functions
may be of great help to address these problems. As we will see, the main
advantage of copula functions is that they enable us to tackle the problem
of specifcation of marginal univariate distributions separately from the
specifcation of market comovement and dependence."

» "The concept of dependence embedded in copula functions is much more
general than the standard linear correlation concept, and it is able to
capture non-linear relationships among the markets."
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Kryzys

> Nassim Nicholas Taleb, hedge fund manager and author of The Black
Swan, is particularly harsh when it comes to the copula. "People got very
excited about the Gaussian copula because of its mathematical elegance,
but the thing never worked” he says. "Co-association between securities is
not measurable using correlation” because past history can never prepare
you for that one day when everything goes south. Anything that relies on
correlation is charlatanism.

> In the world of finance, too many quants see only the numbers before
them and forget about the concrete reality the figures are supposed to
represent. They think they can model just a few years’ worth of data and
come up with probabilities for things that may happen only once every
10,000 years. Then people invest on the basis of those probabilities,
without stopping to wonder whether the numbers make any sense at all.

» As Li himself said of his own model:"Very few people understand the
essence of the model", "The most dangerous part is when people believe
everything coming out of it."
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