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@ Pojecie szeregu czasowego

@ Stacjonarne szeregi czasowe

© Model autoregresyjny - AR

@ Model sredniej ruchomej - MA

@ Model ARMA

@ ARIMA - model ARMA z trendem
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Co to rozumiemy przez szereg czasowy ?

Definicja 1

Szereg czasowy to cigg danych liczbowych, w ktérym kazda obserwacja
zwigzana jest z konkretnym momentem w czasie.

Aby méc uzywaé narzedzi statystycznych konieczne jest zbudowanie
matematycznego modelu.

Definicja 2

Szereg czasowy to realizacje pewnego procesu stochastycznego.

Marek Smieja Wprowadzenie do szeregéw czasowych i modelu ARIMA



Przyktady szeregéw czasowych

Wystepowanie szeregdw

@ Dane gietdowe
Dane dotyczace urzadzen fizycznych

Dane dotyczace pogody

Dane biologiczne

Rodzaje danych

@ Indywidualnie rozpatrywany szereg w oderwaniu od innych danych

@ Analiza danych powiazanych ze soba
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Praca z szeregami czasowymi

Cele analizy szeregdw czasowych

@ Przewidywanie przysztych wartosci

o Badanie dynamiki szeregéw

Proces analizy szeregéw czasowych

@ Analiza wykresu danych

@ Zastosowanie wybranych metod statystycznych adekwatnych do
wstepnej analizy wykresu

<

Skfadowe szeregu
@ Trend

@ Sezonowo$¢ (cyklicznos¢)

@ Losowos¢
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Przyktady szeregéw czasowych 1

e Biaty szum: w; « iid(0,02). Czesto w; « Niid(0,02).
o Srednia ruchoma: v, = %(Wt,z + wi_1 + wy) (model MA(2)).
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Rysunek: Gausowski biaty szum i $rednia ruchoma tego szumu.
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Przyktady szeregéw czasowych 2

@ Autoregresja: x; = x;—1 + 0,9x;—2 + w; dla [t| = 0,1,2,... (model
AR(2)).
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Rysunek: Autoregresja.
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Przyktady szeregéw czasowych 3

o Btadzenie losowe z trendem (lub bez):
xt:5+xt,1+wt:6t+2;:1vvj dlat=1,2,...0raz xg =0
(model ARIMA(1,1,0)).
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Rysunek: Btadzenie losowe z trendem § = 2 i bez trendu (§ = 0).
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Przyktady szeregéw czasowych 4

@ Sygnat w szumie: x; = 2cos(27t/50 4+ 0,6m) + wy dla t =1,2,...
(szereg cykliczny).
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Rysunek: Cosinus, cosinus z szumem o, = 1 i cosinus z szumem o, = 5.
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Opis modelu

Dla dowolnych momentéw czasowych s, t mozemy wyznaczy¢ funkcje:
o Sredniej: pr = E(x¢)
o autokowariangji: (s, t) = E[(xs — ps)(x¢ — pt)]

@ autokorelacji: p(s, t) = s

) Ji: pls. ) v(s,s)v(t,t)
o kowariancji dwéch szeregéw: Yy (s, t) = E[(Xs — tixs) (Ve — foye)]
o korelacji dwoch szeregdw: py (s, t) = __o(st)

Yy (5,5) 7y (8,)
Zauwazmy, ze:

e y(s,t) =~(t,s)
o (t,t) =0}
o 1< p(s,t) <1

o Jesli y(s,t) =0 x5, Xy maja dwuwymiarowy rozktad normalny to sa
niezalezne - dla dowolnych rozktadéw niekoniecznie
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Autokowariancja - przyktad

e Evarantt
H

Lmgs {h)

Rysunek: Autokowariancja $redniej ruchomej x: = 3 (w: + wi—1 + wr_2).
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Stacjonarnos¢

Problem: Chcemy estymowa¢ $rednie i kowariancje z danych. Do
dyspozycji mamy po jednej realizacji procesu, a nie caty proces, co
utrudnia zadanie.

Definicja - Scista stacjonarnosé¢

Szereg czasowy jest $ciSle stacjonarny jesli dla dowolnych dopuszczalnych
danych t1,.. ., tx i dowolnego h € Z taczny rozktad kolekcji {x,, ..., x¢ }
jest identyczny z rozktadem {xgtp, ..., Xe+h}-

Ze Scistej stacjonarnosci wynika statos$¢ Srednich i wariancji w czasie.

Definicja - staba stacjonarnos¢ (stacjonarnos¢)

Szereg czasowy o skoriczonej wariancji jest stabo stacjonarny
(stacjonarny) jesli:
© Srednia i, jest stata w czasie.

@ Autokowariancja (s, t) zalezy tylko od réznicy h = |t — s.
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Przyktady

o Biaty szum:

2 _
oy, S=1t,

'y(s, t) = E[(Wt - 0)(Ws - 0)] = { 0, s #t.

Jest stacjonarny. Jedli w; «~ Niid(0,02), to jest nawet $cisle

stacjonarny.
@ Srednia ruchoma: v; = %(Wt—1 + we + Wei1)

e =20
3/9, s =t,
— 2/9'|57t‘:17
WS =90 10 [s—¢t| = 2.
O s—t/ >3

Jest stacjonarny.
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Przyktady c.d.

o Btadzenie losowe z dryfem: x; = 0t + Z;Zl w;.
Mt = ot.

Zatem btadzenie losowe z dryfem nie jest szeregiem stacjonarnym.
Bez dryfu réwniez, poniewaz

v(s, t) = min{s, t}o?,.
e Sygnat w szumie: x; = 2 cos(27t/50 4 0, 67) + w;.
pr = 2cos(2mt/50 4 0, 67),

Nie jest stacjonarny.
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Witasnosci szeregdéw stacjonarnych

WHtasnosci:
o Jedli szereg jest Sciéle stacjonarny, to jest stacjonarny.

o Jesli szereg jest stacjonarny i kazdy wielowymiarowy rozktad
{Xt,»- .., Xt, | jest gaussowski, to szereg jest Scisle stacjonarny.

Oznaczenia:
O [= e
o y(h) =~(t,t+h)
o p(h) = p(t, t + h)
@ Analogiczne oznaczenia dla kowariancji i korelacji dwéch szeregdw.

Wtasnosci:
o y(h) =~(—h)
e 7(0) = o2 - wariancja x;

o [y(h)| <~(0)
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Szereg stacjonarny

Estymacja parametréw szeregu stacjonarnego:

o Srednia: =137 x.

o Autokowariancja: 4(h) = 1 S0 (xeh — 1) (xe — ).
(h)

Q)

o Autokorelacja: p(h) =

4(0)
e Kowariancja: 4,y (h) = Z;’:—l”(xt% — ) e — By)
o Korelacja: pyy(h) = %
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Rodzaje analiz szeregéw czasowych

Analiza czasowa

o Korelacja aktualnych danych z danymi poprzednimi

@ Modelowanie przysztych wartosci na podstawie aktualnych i
przesztych

o Korzysta z regresji
o Modele ARIMA

Analiza czestosciowa

e Wptyw czynnikéw cyklicznych (sezonowych) na wartosci szeregu

o Gtéwne narzedzie to analiza spektralna (gestos¢ spektralna)
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Whprowadzenie do modelu ARIMA - pomocnicze operatory

Oznaczenia:

Operator przesuniecia

Bxt = xt_1,

BkXt = Xt—k-

4
e

Operator réznicowy

Vx: = x¢ — X¢—1,

det = (1 - B)dXt.
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Model autoregresyny - AR

Definicja modelu autoregresyjnego stopnia p - AR(p)

Model postaci:
Xt = ¢1Xt—]. + e + Cbpxt_p + Wre,

gdzie x; to szereg stacjonarny, ®; - state (¢, # 0), w; to biaty szum
(gaussowski). Jesli p = E(x;) # 0, to powyzszy szereg zastepujemy przez:

Xe =0+ P1xe—1 + ...+ Ppxe_p + Wy,

gdziea=p(l— ¢ — ... — P,).
¢(B)Xt = Wt7
gdzie ®(B) =1 — &8 — ... — b,BP.

Wielomianem AR(p) nazywamy wielomian zespolony:

O(z)=1-P1z—...—d,z°, &, #0oraz z € C.
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Model AR(1)

Wihasnosci procesu x; = $x;—1 + wy dla [ < 1

o Srednia: E(x;) =0

o2 oh

@ Autokowariancja: y(h) = 7%z, h> 0
o Autokorelacja: p(h) = ®", h >0
Whasnos¢ autokorelacji: p(h) = ®p(h — 1)

Zmienna x; jest skorelowana z wszystkimi poprzednimi zmiennymi
Xt—k, k > 1.
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Proces: x; = Ox;_1 + w;

o Jedli |®| < 1, to iterujac wstecz otrzymujemy:

o0
Xt = E ¢th—j~
j=o

Szereg jest zbiezny (w sensie $redniokwadratowym - przestrzen L2) i
mozna sprawdzi¢, ze jest stacjonarny. Nazywamy go szeregiem
kazualnym.

o Je&dli |®| =1, to dostajemy btadzenie losowe, o ktérym wiemy juz, ze
nie jest stacjonarny.

o Jedli |®| > 1, to powyzszy szereg nie jest zbiezny, ale mozna
iterowac go wprzdd:

-1 -1
Xt:q) Xt+1_¢ Wiyl = ...

)
= — E ¢7JWt+j~
Jj=1

Réwniez jest zbiezny, choé¢ ta forma jest bezuzyteczna, gdyz
terazniejszo$¢ zalezy od przysztosci - nazywamy go niekazualnym.
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AR(p)

o W ogdlnosci mamy model
q)(B)Xt = W

i naszym celem jest znalezienie ciggu x;.
@ Mnozac obustronnie przez ®~1(B) otrzymujemy:

Xt = cbil(B)Wt,

ale musimy mie¢ pewnosé, ze ® jest odwracalne.

@ Odwracalno$¢ jest zdeterminowana przez odwracalnos$¢ wielomianu
zespolonego AR.

e Dla AR(1) wielomian AR i jego wielomian odwrotny to

O(z)=1— Pz
o1(2) = 3" ol
=0

i odwracalno$¢ wielomianu jest réwnowazna zbieznosci szeregu.
@ Podobnie jest dla innych modeli AR - wielomianami odwrotnymi s3
szeregi zespolone.
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Wtasnosé kazualnosci

Proces AR(p) postaci ®(B)x; = w; nazywamy kazualnym jesli daje sie
zapisa¢ jako:

Xt = \U(B)Wh
gdzie W(B) = 37 W;B/ oraz 3% |W)| < oo.

Twierdzenie
Proces AR(p) jest kazualny jesli ®(z) # 0 dla |z| < 1.
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Przyktad - autokorelacja AR(2)

@ Dany proces: x; = ®1x:_1 + Pox;_» + w; - kazualny.

@ Bierzemy:
E(xext—p) = P1E(Xe—1xe—p) + P2 E(Xe—axt—n) + E(Wexe—p).
@ Poniewaz E(x;) =0 orazdla h>0

E(WtXt h Wt E Wi—h J

to
7(h) = ®17(h —1) + S2y(h - 2).

o Dzielac przez p(0) dostajemy

p(h) = ®1p(h — 1) — d2p(h —2) =0,

z warunkami poczatkowymi p(0) =1 i p(—1) = p(1) = 12,2.
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Niech z;, z, beda zerami wielomianu
®(z) =1 — b1z + dy22

Oczywiscie |z1| > 1 oraz |z| > 1 - z kazualnosci.
Q Jedli z1 # z - rzeczywiste, to

p(h) = Clth + C2Z{h7

wiec p(h) — 0, gdy h — co.

Q Jedli zy = z - rzeczywiste, to
p(h) =z "(c1 + &2h),

wiec p(h) — 0, gdy h — .
@ Jesli z; = 2, to ¢ = & (poniewaz p(h) - rzeczywiste) oraz

p(h) = az "+ az "

Upraszczajac dostaniemy, ze p(h) — 0, gdy h — oo sinusoidalnie.



Model MA

Definicja modelu $redniej ruchomej stopnia q - MA(q)

Model postaci:
Xt = Wt + @1Wt,1 + 000 + qut7q7

gdzie w; -biaty szum (gaussowski), ©; -state (©4 # 0).

Zapis operatorowy

Xt = @(B)Wt,

gdzie ©(B) =1+ 6©:B+... + ©,B9.
Wielomianem MA(q) nazywamy wielomian zespolony:

O(z) =14+601z+...+ 0,2, ©,#0oraz z € C.

Proces jest stacjonarny dla wszystkich ©;.
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Model MA(1)

WHtasnosci procesu x; = wy + Ow;_
Srednia: E(x;) =0

Autokowariancja:

v(h) =4 Oy, h=
0

@ Autokorelacja:
(n={ pom h=t
PRU= 0, h>1

@ Zmienna x; jest skorelowana jedynie ze zmienng w czasie
poprzednim x;_1
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Niejednoznacznos¢ modelu MA(1)

@ Rozwazmy model x; = w; + Ow;_1.

o Jeéli zatem zatozymy, ze © = 5 oraz 02, = 1, to z funkcji
autokowariancji wida¢, ze otrzymujemy model o takim samym
rozktadzie jak model z parametrami © = 1/5 oraz o2, = 25.

@ Wynika stad, ze ten sam model moze by¢ zapisany za pomoca
dwéch réznych proceséw, dlatego nalezy stworzy¢ kryterium dzieki
ktéremu uzyskamy jednoznaczno$é.
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Niejednoznacznosé¢ w MA(q)

o Rozwazajac model x; = ©(B)w;, przedstawmy proces w; jako
kombinacje liniowa procesu x; podobnie jak dla procesu AR(p).

e Mnozac obustronnie przez © ~1(B) otrzymujemy:
Wy = @_I(B)Xt—,

ale © musi by¢ odwracalne.

@ Ponownie, odwracalno$¢ ©(B) jest zdeterminowana odwracalnoscia
wielomianu zespolonego O(z).
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WHtasnos$¢ odwracalnosci dla procesu MA(p)

Proces MA(q) postaci x; = ©(B)w; jest odwracalny jesli mozna go
zapisa¢ jako:

Wy = W(B)Xt,

gdzie m(B) = Y 7o, m;B/ oraz f.io |mj| < oo.

Twierdzenie
Proces MA(q) jest odwracalny jesli ©(z) # 0 dla |z| < 1.
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Przyktad - autokorelacja MA(q)

@ Dany jest proces x; = ©(B)w, gdzie ©(B) =1+ 018+ ...9,4B.
@ Po pierwsze E(x;) =0

e Po drugie
q q
v(h) = E[D_ Ojwern—i) (D Orwe—i)]
j=0 k=0
_ [ 020,05 0< h< g,
0,h>q
o Ostatecznie:

Z‘:h [CHC S
plh) =4 Terreplshsa
0, h>gq

Czyli x; jest tylko skorelowane z g poprzedzajacymi wyrazami.
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Model ARMA

Definicja modelu autoregresyjnego ze srednia ruchoma ARMA(p,q)

Model postaci:
Xt = q)lth]_ + ...+ q)pXt*p + wy + @].Wtf]_ +...+ qutfq,

gdzie x; to szereg stacjonarny, ®, # 0, ©4 # 0, w; to biaty szum
(gaussowski). Jesli u = E(x;) # 0, to powyzszy szereg zastepujemy przez:

Xe=0a+Pix_1+ ...+ Ppxe—p+ e +O1wr 1 + ...+ Ogwi_g,

gdziea = p(l — 1 — ... — P,).

Zapis operatorowy

®(B)x: = O(B)w.

Dla procesu ARMA(p,q) przenosimy definicje kazualnosci oraz
odwracalnosci analogicznie jak dla proceséw AR(p) i MA(q). Réwniez w
podobny sposéb mozna liczy¢ korelacje w tym modelu.
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Redundancja parametréw modelu ARMA

@ Procesy:
Xt = W,

0,5x;—1 = 0,5w;_

opisuja ten sam model.
o Odejmujc stronami

Xt — 07 5Xt—l = Wt — 0, 5Wt—1

nadal dostajemy ten sam model.

o Chcemy potrafi¢ wykry¢é nadmiarowo$¢ parametréw i uprosci¢ model.
W tym celu stosujemy zapis operatorowy:

(1 - 0758)Xt — (1 - 0, SB)Wt
i dostajemy:
x; = (1-0,5B)"1(1—0,5B)w; = w;.

@ Podobnie mozemy rozwigzywacé ten problem dla innych proceséw
ARMA poréwnujac wielomiany AR i MA.
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Modele ARMA z trendem

@ Model ARMA zaktada stacjonarnos$¢ procesu x;

@ Jednym z czynnikdéw psujacym stacjonarnosc¢ jest trend

@ Pewna klasa proceséw z trendem moze by¢ sprowadzona do modelu
ARMA przez usuniecie trndu.

Metody usuwania trendu

@ Regresja

@ Réznicowanie
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Usuwanie trendu za pomoca regresji

Xt = [t + Y,

gdzie puy = ijzo ,Bjtj - trend wielomianowy, y; - szereg stacjonarny.

Procedura usuwania trendu:

Estymujemy trend za pomoca regresji wielomianowej - [i; i tworzymy
nowy szereg jako: ¥y = x; — [it.

Dzieki estymacji znamy doktadna postaé nowego szeregu ;.
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Usuwanie trendu za pomoca réznicowania

Xt = Mt + Y,

pe = Bo + Bit,

gdzie y; - szereg stacjonarny, §; - state. Czyli przyjmujemy trend
liniowy(szczegblny przypadek poprzedniej sytuacji).

Operacja:
Vxt =Xt — Xxt—1 = P1+ Vyr.

daje nam szereg stacjonarny.
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Usuwanie trendu za pomoca réznicowania

Xt = Wt + Vi,

Kt = 5+Mt—1 + wt,

gdzie w; - biaty szum. Czyli przyjmujemy, ze btadzenie losowe jest
modelem trendu.

Postepowanie:
Vx: = (,Ut + }/t) - (,Ut—l + }’t—l)

:5+Wt—|—Vyt

- szereg stacjonarny.
Dzigki réznicowaniu, nie musimy nic estymowad, ale nie tez nie
poznajemy wprost szeregu ;.
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Réznicowanie wyzej wymiarowe

Sytuacja 3

Xt = [t + Y,

k
Mt = Zﬁjtja
Jj=0

gdzie y; - stacjonarny, (3; - stafe.

Woéwczas Vx; - stacjonarny.
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Usuwanie niestacjonarnosci za pomoca réznicowania

Sytuacja 4

Xt = Wbt + Vi,

Pt = ft—1 + Vi,
Vi = Vi1 + Wy,

gdzie w; - biaty szum, y; - stacjonarny. Niestacjonarno$¢ jest
modelowana jako podwdjne btadzenie losowe.

Tym razem:

VZXt = VQ}’t + Wy

- szereg stacjonarny.
Dla k-krotnie ztozonych proceséw tego typu wykonujemy k-krotne
réznicowanie w celu usuniecia niestacjonarnosci.
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Proces ARIMA

Proces x; nazywamy procesem ARIMA(p,d,q) jesli
VdXt = (1 - B)dXt

jest procesem ARMA(p,q).
Ogdlnie ten model zapisujemy jako:

®(B)(1 — B)!x; = ©(B)w:.
Jesli E(V9%,) = p, to piszemy

®(B)(1 — B)/x; = a + O(B)w;,

gdzie v = p(1 — &1 — ... dp).
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Rysunek: Dane dotyczace temperatury i trend liniowy.

Woprowadzenie do szeregéw czasowych i modelu ARIMA
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Rysunek: Szereg po usunieciu trendu za pomoca regresji (géra) i réznicowania
(dét).
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Rysunek: Autokorelacja oryginalnego szeregu(gdra) oraz szeregdw po usunieciu
trendu za pomoca regresji (Srodek) i réznicowania (dét).
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