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1. Funkcje ci¡gªe fi : [0, 1]→ R (i = 1, . . . , n) speªniaj¡
∫ 1

0 fi(x)dx = 1 oraz∫ 1

0

√√√√ n∑
i=1

f 2
i (x)dx =

√
n.

Poka», »e fi = fj dla ka»dych i, j.

2. Niech pi b¦dzie ci¡giem wszystkich kolejnych liczb pierwszych oraz sn =∑n
i=1 pi. Poka», »e dla dowolnego i ∈ N+ w przedziale (si, si+1) mo»na znale¹¢

kwadrat liczby naturalnej.

3. Niech f b¦dzie wielomianem i zaªó»my, »e dla pewnego n istniej¡ niestaªe
wielomiany p, q o nieujemnych wspóªczynnikach takie, »e f(xn) = p(x) ·q(x).
Poka», »e je±li f jest stopnia co najmniej 2 to równie» f jest iloczynem
niestaªych wielomianów o nieujemnych wspóªczynnikach.

4. Czy ka»de 2011 kolejnych liczb naturalnych ró»nych od 0 i 1 zawiera liczb¦
wzgl¦dnie pierwsz¡ z pozostaªymi?

5. W niesko«czonym w obie strony ci¡gu kwadratów rozmieszczamy pewn¡
sko«czon¡ liczb¦ kamieni. Dozwolone s¡ nast¦puj¡ce operacje:
(a) zdejmujemy po jednym kamieniu z pól n−1 i n i kªadziemy jeden kamie«

na pole n + 1;
(b) zdejmujemy 2 kamienie z pola n i kªadziemy po jednym kamieniu na pola

n + 1 i n− 2.
Poka», »e dla dowolnej pocz¡tkowej kon�guracji, bez wzgl¦du na to, jakie
b¦dziemy wykonywa¢ operacje, dojdziemy w ko«cu do ukªadu, który nie do-
puszcza ju» »adnej operacji i ukªad ten jest jednoznacznie wyznaczony przez
pocz¡tkowy ukªad kamieni.


