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1. Funkcje ci¡gªe fi : [0, 1]→R (i = 1, . . . , n) speªniaj¡
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n. Poka», »e fi = fj dla ka»dych i, j.

R: Skorzystamy z nierówno±ci
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i ) prawdziwej dla liczb nieujemnych i b¦d¡cej rów-

no±ci¡ tylko dla równych ai.
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Aby zachodziªa równo±¢ w miejsce pierwszej nierówno±ci funkcje fi musz¡ by¢ nieujemne pra-

wie wsz¦dzie. Podobnie »eby dosta¢ równo±¢ w drugiej musimy mie¢ w prawie ka»dym punkcie

|fi(x)| = |fj(x)|, a wi¦c ostatecznie fi = fj prawie wsz¦dzie i, jako funkcje ci¡gªe, musz¡ zgadza¢

si¦ na caªej dziedzinie.

2. Niech pi b¦dzie ci¡giem wszystkich kolejnych liczb pierwszych oraz sn =
∑n

i=1 pi. Poka»,
»e dla dowolnego i ∈ N+ w przedziale (si, si+1) mo»na znale¹¢ kwadrat liczby naturalnej.

R: Wida¢, »e pi > 2i − 1. �atwo st¡d pokaza¢ indukcyjnie, »e sn > n2. Zaªó»my wbrew tezie,

»e pomi¦dzy sn i sn+1 nie ma »adnego kwadratu. Wobec tego jest dla pewnego nieujemnego k:

(n+ k)2 6 sn < sn+1 6 (n+ k + 1)2.
St¡d pn+1 = sn+1−sn 6 (n+k+1)2−(n+k)2 = 2n+2k+1. Ró»nica mi¦dzy kolejnymi liczbami

pierwszymi jest równa co najmniej 2, wi¦c pn 6 2n+2k−1 i dalej, ogólnie, pn−m 6 2n+2k−1−2m.

Sumuj¡c dostaniemy (n + k)2 6 sn = 2 +
∑n

i=2 pi 6 2 + (n − 1)(2n + 2k − 1) − 2
∑n−2

i=0 i =
2 + (n− 1)(2n+ 2k − 1)− (n− 1)(n− 2) = 2 + (n− 1)(n+ 2k + 1) = (n+ k)2 − (k + 1)2 + 2.
Zauwa»my, »e dla k > 0 dostaniemy sprzeczno±¢.

Dla k = 0 z kolei nierówno±¢ (n+ k)2 6 sn jest silna, a wi¦c aby nie byªo sprzeczno±ci musi by¢

równo±¢ w ka»dej z nierówno±ci pn−m 6 2n− 1− 2m a wi¦c ci¡g pn skªada si¦ z kolejnych liczb

nieparzystych. Ale ju» p5 − p4 = 4, co znaczy, »e teza mo»e nie zachodzi¢ tylko dla si z i < 5, co
ªatwo wykluczy¢ rachunkiem.

3. Niech f b¦dzie wielomianem i zaªó»my, »e dla pewnego n istniej¡ niestaªe wielomiany
p, q o nieujemnych wspóªczynnikach takie, »e f(xn) = p(x) · q(x). Poka», »e je±li f jest
stopnia co najmniej 2 to równie» f jest iloczynem niestaªych wielomianów o nieujemnych
wspóªczynnikach.

R: Zaªó»my na pocz¡tek, »e f(0) 6= 0 i niech p ma niezerowy wspóªczynnik ak przy xk. Wtedy
wspóªczynnik f(xn) przy xk wynosi akq(0) + . . ., przy czym q(0) 6= 0 oraz �. . .� jest sum¡
nieujemnych wyrazów, a zatem k jest wielokrotno±ci¡ n. St¡d p jest wielomianem postaci p(x) =
p̄(xn), podobnie q(x) = q̄(xn).
St¡d ju» dostaniemy f(x) = p̄(x)q̄(x).

Niech teraz f(x) = xmg(x) i g(0) 6= 0. Z postulowanego rozkªadu wynika, »e f(xn) ma nieujem-

ne wspóªczynniki a wi¦c dostajemy rozkªad f(x) = xm ·g(x) je±li g nie jest staªy i f(x) = x ·xm−1

w przeciwnym przypadku.



4. Czy ka»de 2011 kolejnych liczb naturalnych ró»nych od 0 i 1 zawiera liczb¦ wzgl¦dnie
pierwsz¡ z pozostaªymi?

R: Nie. Zauwa»my, »e p = 251 i 2p + 1 = 503 s¡ liczbami pierwszymi. Niech q b¦dzie iloczynem
liczb pierwszych mniejszych od 2011 i ró»nych od p, 2p+1. Niech x > 0 b¦dzie liczb¡ speªniaj¡c¡
kongruencje (twierdzenie chi«skie o resztach)

x ≡ 0 (mod q) oraz(1)

x ≡ −3p− 1 (mod p(2p+ 1)).(2)

We¹my teraz zbiór liczb S = {x, x + 1, . . . , x + 2010}. Z (1) wynika, »e x ma wspólny dzielnik
pierwszy z ka»d¡ z liczb S poza, by¢ mo»e, x+ 1, x+ p, x+ 2p+ 1. Ale z (2) wynika, »e x+ 1 i
x+ 2p+ 1 maj¡ wspólny dzielnik p oraz x+ p i x+ 3p+ 1 podzielne s¡ przez 2p+ 1.

Zatem w S ka»da liczba ma wspólny dzielnik z pewn¡ inn¡ liczb¡ S.

5. W niesko«czonym w obie strony ci¡gu kwadratów rozmieszczamy pewn¡ sko«czon¡ liczb¦
kamieni. Dozwolone s¡ nast¦puj¡ce operacje:
(a) zdejmujemy po jednym kamieniu z pól n − 1 i n i kªadziemy jeden kamie« na pole

n + 1;
(b) zdejmujemy 2 kamienie z pola n i kªadziemy po jednym kamieniu na pola n + 1 i

n− 2.
Poka», »e dla dowolnej pocz¡tkowej kon�guracji, bez wzgl¦du na to, jakie b¦dziemy wy-
konywa¢ operacje, dojdziemy w ko«cu do ukªadu, który nie dopuszcza ju» »adnej operacji
i ukªad ten jest jednoznacznie wyznaczony przez pocz¡tkowy ukªad kamieni.

R: Niech α b¦dzie pierwiastkiem równania 1 + p = p2 wi¦kszym od 1. Przypiszmy kolejnym polom
(oraz ka»demu kamieniowi stoj¡cemu na takim polu) warto±ci αn. Zauwa»my, »e

dozwolone operacje nie zmieniaj¡ caªkowitej sumy

(liczonej z krotno±ciami) warto±ci pól z kamieniami.
(A)

Ponadto pierwsza operacja zmniejsza liczb¦ kamieni na planszy. Zatem po pewnej liczbie kroków
dalsze musz¡ by¢ operacjami drugiego typu. Ale te z kolei zmniejszaj¡ ª¡czn¡ sum¦ indeksów pól
(z krotno±ciami) na których le»¡ kamienie w ka»dym kroku o 1. To znaczy, »e musz¡ pojawi¢
si¦ kamienie o dowolnie maªych indeksach. Dodatkowo operacje drugiego typu nie zwi¦kszaj¡ luk
pomi¦dzy kamieniami, za± pojawiaj¡ce si¦ nowe luki maj¡ wielko±¢ co najwy»ej 2. To znaczy,
»e caªa kon�guracja kamieni przesuwa si¦ w kierunku ujemnych indeksów, a wi¦c sumaryczna
warto±¢ pól na których le»¡ kamienie maleje do 0, co jest sprzeczne z (A). Zatem dozwolone
operacje musz¡ sko«czy¢ si¦ w sko«czonej liczbie kroków.

Zauwa»my, »e ko«cowa kon�guracja nie zawiera 2 kamieni na jednym polu ani na polach
s¡siednich. Czyli, przyjmuj¡c, »e je±li na polu i le»y kamie« to, ci = 1 za± w innym przypadku
ci = 0, warto±¢ wszystkich pól z kamieniami jest postaci

∑+∞
−∞ ciα

i gdzie ci · ci−1 = 0.
Poka»emy w ko«cu, »e nie ma 2 ró»nych przedstawie« tej samej liczby w tej postaci. Zaªó»my,

»e
∑
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i =
∑
diα

i i k jest najwi¦kszym indeksem takim, »e ci 6= di, np. ck = 1, dk = 0. Ale

wtedy 0 =
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αk−1−2i−αk =
αk−1

1− α−2
−αk =

αkα

α2 − 1
− αk = 0 co jest sprzeczno±ci¡ i oznacza, »e ko«cowa kon�guracja jest jednoznaczna.


