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Liga Matematyczna IM UJ, 14 maja 2011
. Funkgcje ciagte f;:[0,1] =R (i = 1,...,n) spelniaja fo fi(r)dx=1 oraz fo Voo fA(x)dr=
v/n. Pokaz, ze f; = f; dla kazdych Z,j.

: Skorzystamy z nieréwnosci > a; < 1/n(>" a?) prawdziwej dla liczb nieujemnych i bedacej row-
noécia tylko dla réwnych a;.

noorl
n= ;/0 fi(x)dx <

Aby zachodzila rownosé w miejsce pleI‘WSZGJ nier6wnodci funkcje f; musza byé nieujemne pra-

wie wszedzie. Podobnie zeby dostaé¢ réwnosé w drugiej musimy mie¢ w prawie kazdym punkcie
|fi(x)| = |f;j(z)|, a wiec ostatecznie f; = f; prawie wszedzie i, jako funkcje ciagle, musza zgadzac
sie na calej dziedzinie.

. Niech p; bedzie ciagiem wszystkich kolejnych liczb pierwszych oraz s, = > | p;. Pokaz,
ze dla dowolnego i € N* w przedziale (s;, s;11) mozna znalez¢ kwadrat liczby naturalne;j.

: Wida¢, ze p; > 2i — 1. Latwo stad pokazaé¢ indukeyjnie, ze s, > n?. Zaloézmy wbrew tezie,
ze pomiedzy s, 1 Sp+1 nie ma Zadnego kwadratu. Wobec tego jest dla pewnego nieujemnego k:
(n+k)? <sp<spp1 < (n+k+1)>2%
Stad pri1 = Sna1—Sn < (N+E+1)%2— (n+ k)2 = 2n+2k+ 1. Roznica miedzy kolejnymi liczbami
pierwszymi jest rowna co najmniej 2, wiec p, < 2n-+2k—11 dalej, ogélnie, pp—p < 2n+2k—1— 2m
Sumujac dostaniemy (n + k)? < s, =2+ > opi < 2+ (n—1)(2n + 2k — 1) — 2y =
24+ (n—1)2n+2k—-1)—-(n—1)(n—-2)=2+n—-1)(n+2k+1) = (n+k)? — (k+ 1) +2.
Zauwazmy, ze dla k > 0 dostaniemy sprzecznos¢.
Dla k = 0 z kolei nieréwnos¢ (n + k)% < s, jest silna, a wiec aby nie bylo sprzecznosci musi by¢é
rownosé w kazdej z nieréwnosci pn,—pm < 2n — 1 — 2m a wiec ciag p, sklada sie z kolejnych liczb
nieparzystych. Ale juz ps — ps = 4, co znaczy, ze teza moze nie zachodzié tylko dla s; z i < 5, co
tatwo wykluczy¢ rachunkiem.

. Niech f bedzie wielomianem i zalézmy, ze dla pewnego n istnieja niestate wielomiany
p,q o nieujemnych wspoltczynnikach takie, ze f(z") = p(z) - q(x). Pokaz, ze jesli f jest
stopnia co najmniej 2 to rowniez f jest iloczynem niestalych wielomianéw o nieujemnych
wspotezynnikach.

: Zalozmy na poczatek, ze f(0) # 0 i niech p ma niezerowy wspolczynnik ag przy ¢, Wtedy
wspotczynnik f(z™) przy zF wynosi axq(0) + ..., przy czym ¢(0) # 0 oraz ,...” jest suma
nieujemnych wyrazow, a zatem k jest wielokrotnoscia n. Stad p jest wielomianem postaci p(z) =
p("), podobnie ¢(z) = g(z").
Stad juz dostaniemy f(z) = p(x)q(z).

Niech teraz f(z) = 2™g(z) i g(0) # 0. Z postulowanego rozktadu wynika, ze f(z") ma nieujem-
ne wspotczynniki a wiec dostajemy rozktad f(x) = 2™ -g(x) jesli g nie jest staty i f(z) = z-2™ !
w przeciwnym przypadku.



. Czy kazde 2011 kolejnych liczb naturalnych r6znych od 0 i 1 zawiera liczbe wzglednie
pierwszg z pozostatymi?

: Nie. Zauwazmy, ze p = 251 i 2p + 1 = 503 sa liczbami pierwszymi. Niech ¢ bedzie iloczynem
liczb pierwszych mniejszych od 2011 i réznych od p, 2p+ 1. Niech x > 0 bedzie liczba spelniajaca
kongruencje (twierdzenie chinskie o resztach)
x=0 (mod q) oraz
x=-3p—1 (mod p(2p+1)).
Wezmy teraz zbior liczb S = {x,x + 1,...,2 + 2010}. Z (1) wynika, ze  ma wspolny dzielnik
pierwszy z kazda z liczb S poza, by¢ moze, x + 1,z + p,x + 2p + 1. Ale z (2) wynika, ze x + 1 i
x4+ 2p + 1 majag wspoélny dzielnik p oraz x + p i x + 3p + 1 podzielne sa przez 2p + 1.
Zatem w S kazda liczba ma wspdlny dzielnik z pewna inna liczba S.

. W nieskoniczonym w obie strony ciaggu kwadratéow rozmieszczamy pewng skoriczong liczbe
kamieni. Dozwolone sa nastepujace operacje:
(a) zdejmujemy po jednym kamieniu z pol n — 1 i n i ktadziemy jeden kamieri na pole
n+ 1;
(b) zdejmujemy 2 kamienie z pola n i ktadziemy po jednym kamieniu na pola n + 1 i
n — 2.
Pokaz, ze dla dowolnej poczatkowej konfiguracji, bez wzgledu na to, jakie bedziemy wy-
konywac operacje, dojdziemy w koncu do uktadu, ktory nie dopuszcza juz zadnej operacji
i uktad ten jest jednoznacznie wyznaczony przez poczatkowy uktad kamieni.

: Niech o bedzie pierwiastkiem réwnania 1 4 p = p? wickszym od 1. Przypiszmy kolejnym polom
(oraz kazdemu kamieniowi stojacemu na takim polu) wartosci o”. Zauwazmy, ze

dozwolone operacje nie zmieniaja catkowitej sumy
(liczonej z krotnosciami) wartosci pol z kamieniami.

Ponadto pierwsza operacja zmniejsza liczbe kamieni na planszy. Zatem po pewnej liczbie krokéw
dalsze musza by¢ operacjami drugiego typu. Ale te z kolei zmniejszaja taczna sume indekséw pol
(z krotnosciami) na ktorych leza kamienie w kazdym kroku o 1. To znaczy, ze musza pojawic
sie kamienie o dowolnie matych indeksach. Dodatkowo operacje drugiego typu nie zwiekszaja luk
pomiedzy kamieniami, zas pojawiajace sie nowe luki maja wielkos¢ co najwyzej 2. To znaczy,
ze cala konfiguracja kamieni przesuwa sie w kierunku ujemnych indekséw, a wiec sumaryczna
wartosé pol na ktorych leza kamienie maleje do 0, co jest sprzeczne z (A). Zatem dozwolone
operacje muszg skoniczy¢ sie w skoriczonej liczbie krokow.

Zauwazmy, ze koncowa konfiguracja nie zawiera 2 kamieni na jednym polu ani na polach
sasiednich. Czyli, przyjmujac, ze jesli na polu ¢ lezy kamien to, ¢; = 1 za$§ w innym przypadku
¢; = 0, wartos¢ wszystkich p6l z kamieniami jest postaci ng c;al gdzie ¢; - c;_1 = 0.

Pokazemy w konicu, ze nie ma 2 réznych przedstawieni tej samej liczby w tej postaci. Zaldézmy,
ze > cial = Ed alik jest najwi@kszym indeksem takim, Ze cZ # di, np. ¢ = 1, d, = 0. Ale

k—1

wtedy 0 = Z el — Z d;a = Z d;alt — Z cal <Zak 1=2i _ ok —104_704_2—@’“:

1=—00 1=—00 1=—00 1=—00

aka

a?—1

—af=0co jest sprzecznoscig i oznacza, ze koricowa konfiguracja jest jednoznaczna.



